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Bedeutungsfacetten der Beziechungen von Differenzierbarkeit
und Stetigkeit im Ein- und Mehrdimensionalen: Ein Blick auf
die semantische Ebene

Aus Differenzierbarkeit folgt Stetigkeit, die umgekehrte Richtung gilt nicht
— ein bekanntes Resultat, mit dem Studierende dennoch hiufig Schwierig-
keiten haben (vgl. z. B. Duru et al., 2010; Juter, 2012). Noch komplizierter
wird die Situation fiir Lernende im mehrdimensionalen Fall, in dem es mehr
als einen Differenzierbarkeitsbegriff gibt: Neben totaler Differenzierbarkeit
gibt es partielle Differenzierbarkeit und Richtungsdifferenzierbarkeit. Nur
die totale Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit. Was zundchst wie ein
Vorstellungsbruch aussieht, ist in Wirklichkeit keiner, wenn man analog zu
den dre1 Differenzierbarkeitsbegriffen auch drei Stetigkeitsbegriffe einfiihrt,
womit wir uns in diesem Beitrag befassen wollen. Dazu nutzen wir Bedeu-
tungsfacetten der verschiedenen mathematischen Konzepte in unterschiedli-
chen Deutungskontexten, die wir im Rahmen von ,,Bedeutungsmodel-
len* formuliert haben (Lankeit & Biehler, 2023). Damit nehmen wir vor al-
lem die semantische Ebene nach HuBmann und Prediger (2016) in den Blick.

Neben dem herkommlichen Stetigkeitsbegriff kann man Richtungsstetigkeit
einer Funktion f:R™ 2 D — R an einer Stelle x, € D in Richtung eines
Vektors v € R™ \ {0} definieren als die Stetigkeit der eindimensionalen
Funktion mit Zuordnungsvorschrift t = f(x, + tv) an der Stelle t = 0. Als
partielle Stetigkeit bezeichnen wir Richtungsstetigkeit in Richtung der kano-
nischen Basisvektoren e;. Die Einfiithrung dieser Begriffe vor Thematisie-
rung der Differenzierbarkeitskonzepte ermoglicht es, schon hier die Unter-
schiede von Stetigkeit und der ,,auf einzelne Komponenten bezogenen* par-
tiellen Stetigkeit zu betonen.

Wir befassen uns in diesem Beitrag mit der folgenden Forschungsfrage: Wie
konnen Beziehungen von Differenzierbarkeits- und Stetigkeitskonzepten fiir
Funktionen R - R und R" - R mit n > 2 auf semantischer Ebene mit
Hilfe von Bedeutungsfacetten der Konzepte in verschiedenen Deutungskon-
texten erkldrt werden? Dabel interessieren wir uns insbesondere fiir den Ver-
gleich des ein- und mehrdimensionalen Falls.

Wir betrachten die Beziehungen in den Deutungskontexten ,,analytisch-al-
gebraisch®, ,,geometrisch® und der ,,Approximationsdeutung®. Innerhalb
dieser Deutungskontexte geben wir Plausibilisierungsversuche an, die dabei
helfen konnen, zu verstehen, warum entsprechende Implikationen gelten.

Fiir den eindimensionalen Fall 14sst sich die Implikation ,,Differenzierbarkeit
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= Stetigkeit* besonders gut mit der Approximationsdeutung erklaren: Dif-
ferenzierbarkeit bedeutet, dass die Funktion in einer Umgebung der betref-
fenden Stelle gut durch eine affin-lineare Funktion angendhert werden kann,
mit beliebig kleinem relativen Fehler: f(x) = f(xo) + f'(xg) - (x — xp) +
@(x) mit lim % = 0. Daraus ergibt sich sofort, dass die Funktion durch
XX X~ Xg
eine konstante Funktion g(x) = f(x,) mit kleinem absoluten Fehler appro-
ximieren ldsst, mit Fehlerfunktion r(x) = f'(xg) - (x — xo) + @(x) und

lim r(x) = 0.
X—>Xg

Im geometrischen Kontext kann man Differenzierbarkeit an der Stelle x als
Existenz einer Tangente an den Graphen von f am Punkt (xo, f (xo)) ver-
stehen. Nach Dorge (1948) ist eine Gerade eine Tangente, wenn fiir jeden
Sektorstreifen (die Menge der Punkte, die zwischen zwei Geraden mit vor-
gegebenem Schnittpunkt und vorgegebenen Steigungen liegen) um diese
Gerade durch den Punkt (xg, f (x,)) eine Umgebung U (x,) existiert, sodass
fiir alle x € U die Punkte (x, f(x)) jeweils im Sektorstreifen enthalten sind.
Daraus kann man insbesondere folgern, dass zu jedem vorgegebenen e&-
Schlauch um f(x,) auch eine Umgebung um x, existiert, in der alle Funkti-
onswerte im entsprechenden £-Schlauch landen. Mit Hilfe der Approximati-
onsdeutung fiir Differenzierbarkeit iibertragen auf den geometrischen Kon-
text lasst sich auch geometrisch die Stetigkeit erkldren: Der Graph sieht we-
gen der Differenzierbarkeit lokal einer Gerade sehr dhnlich. Daraus kann
man weiter folgern, dass lokal keine ,,Spriinge* vorliegen und kein anderes
irregulires Anderungsverhalten auftritt, sodass man in einer Umgebung der
betroffenen Stelle den Funktionsgraphen ,,durchzeichnen* kann, was eine
vereinfachende anschauliche geometrische Bedeutungsfacette fiir Stetigkeit
ist.

Im analytisch-algebraischen Deutungskontext kann man sich tiberlegen, dass
wegen der Existenz des Differentialquotienten schon der Grenzwert der Dif-
ferenz der Funktionswerte 0 sein muss, was wiederum Stetigkeit bedeutet.
Dies ldsst sich noch leichter iiber die Ausnutzung der linearen Approxima-
tion erkldaren: Wenn f(x) — f(xo) = f'(xo) - (x — x;) ist, ist anschaulich
leicht ersichtlich, dass der Grenzwert xhr}} (f x)—f (xo)) = 0 sein muss,

—Xo

da die rechte Seite offenbar fiir x = x, gegen 0 konvergiert. Durch hinrei-
chend kleine Anderungen am Argument kann man also beliebig kleine An-
derungen am Funktionswert erreichen. Im letzten Argument wurde fiir die
Differenzierbarkeit die Approximationsdeutung, fiir die Stetigkeit aber eine
analytisch-algebraische Deutung verwendet.

Im mehrdimensionalen Fall gilt analog, dass totale Differenzierbarkeit Ste-
tigkeit impliziert. Dies wird teilweise auch als Motivation fiir die Einfiihrung
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des Begriffs der totalen Differenzierbarkeit erginzend zum Konzept der par-
tiellen Differenzierbarkeit, welches nicht die Stetigkeit nach sich zieht, an-
gegeben (z. B. Forster 2008).

Die Argumentation mit der Approximationsdeutung ldsst sich ohne groBBere
Anderungen aus dem ein- auf den mehrdimensionalen Fall iibertragen.

Im geometrischen Deutungskontext ergeben sich ein paar Anderungen. Den
Funktionsgraphen kann man nur fiir Funktionen R? — R sinnvoll darstellen.
In diesem Fall bedeutet totale Differenzierbarkeit, dass der Funktionsgraph
lokal wie eine nicht vertikale Ebene, die Tangentialebene, aussieht. Fiir ho-
here Dimensionen spricht man weiterhin von der Tangential(hyper)ebene
und kann mit analogen Argumenten arbeiten, auch wenn eine bildliche Vor-
stellung nicht mehr moglich ist. Den Graphen einer stetigen Funktion R? —
R kann man sich grob vereinfacht als ,,verformten Teppich ohne Risse oder
Locher* vorstellen. Aus dem &-Schlauch wird in diesem Fall eine ,,Schicht®,
die nach oben und unten durch zur xy-Ebene parallele Ebenen begrenzt wird.
Die angesprochene Umgebung von x, die im Eindimensionalen ein offenes
Intervall ist, wird im Mehrdimensionalen Ball genannt. Man kann nun das
geometrische Argument aus dem Eindimensionalen darauf iibertragen: Sieht
der Graph lokal aus wie eine Ebene, kann man kleine Anderungen am Funk-
tionsgraphen stattdessen entlang der Tangentialebene vornehmen, und erhélt
so, dass kein irregulires Anderungsverhalten auftreten und man den Funkti-
onsgraphen durch einen hinreichend kleinen Ball in jedem beliebig kleinen
verallgemeinerten &-Schlauch ,einsperren” kann. Eine Ubertragung des
Konzepts ,,Sektorstreifen* ist hier nicht in einfacher Weise moglich.
Argumente mit Hilfe des Differentialquotienten sind fiir diesen Fall unpas-
send, die Grenzwertbetrachtung mit Hilfe der Approximation kann aber
ebenso vorgenommen werden.

Richtungsdifferenzierbarkeit in alle Richtungen hingegen impliziert noch
nicht die Stetigkeit, wie man mit verschiedenen Gegenbeispielen auf forma-
ler Ebene nachweisen kann, wohl aber Richtungsstetigkeit in alle Richtun-
gen. Analoges gilt fiir partielle Differenzierbarkeit und partielle Stetigkeit.
Anschaulich lasst sich auch dieser Zusammenhang im geometrischen Deu-
tungskontext und im Approximationskontext analog zum eindimensionalen
Fall erklaren: Dadurch, dass partielle Differenzierbarkeit und Richtungsdif-
ferenzierbarkeit die Approximierbarkeit durch (affin-)lineare Abbildungen
bzw. durch Tangenten nur in bestimmte Richtungen garantieren, sind keine
Informationen dariiber gegeben, was passiert, wenn man diese Richtungen
verldsst, was aber flir Stetigkeit notwendig wire. Es werden jedoch Informa-
tionen Uber Verdnderungen in spezielle Richtungen gegeben, sodass fiir
diese konkreten Richtungen ,,Richtungsstetigkeit* gegeben ist, was sich ana-
log zum obigen Abschnitt erkldren 14sst.
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Diskussion

Wie verschiedene Studien (Duru et al., 2010; Juter, 2012) zeigen, haben Ler-
nende teilweise bereits im eindimensionalen Fall Schwierigkeiten damit,
Differenzierbarkeit und Stetigkeit richtig in Beziehung zueinander zu setzen.
Hilfreich konnte sein, neben dem formalen Satz und dessen Beweis auch die
semantische Ebene zu adressieren und so das Concept Image (Tall & Vinner
1981) der Lernenden zu stirken. In diesem Beitrag haben wir Zusammen-
hinge von Stetigkeits- und Differenzierbarkeitskonzepten im ein- und mehr-
dimensionalen Fall auf semantischer Ebene in verschiedenen Deutungskon-
texten plausibilisiert und dabei auch die Begriffe ,,Richtungsstetigkeit* und
,»partielle Stetigkeit™ thematisiert, die zwar fiir sich allein genommen wenig
mathematische Aussagekraft haben, aber beim Verstehen von Zusammen-
hingen von Differenzierbarkeitskonzepten im mehrdimensionalen Fall niitz-
lich sein konnten. Inwiefern dies bisher umgesetzt wird, kann durch eine
Analyse von Lehrbiichern und Vorlesungen geklart werden. Zudem sind
weitere Studien nétig, um zu untersuchen, ob eine ausfiihrlichere Bespre-
chung der Konzepte auf semantischer Ebene das Verstdndnis der Lernenden
fordern wiirde. Die hier vorgenommene Aufteilung in verschiedene Deu-
tungskontexte ermoglicht dabei einen differenzierten Blick.
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