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Das Verstindnis des Dezimalsystems von Schiilerinnen und
Schiilern - qualitative Unterschiede im Hinblick auf ein
syntaktisches Wissen und ein semantisches Verstindnis

Der Entwicklung eines tragfihigen dezimalen Stellenwertverstindnisses
wird eine grof3e Relevanz fiir ein erfolgreiches schulisches Lernen beigemes-
sen, ist es doch u. a. die Basis fiir den Erwerb von flexiblen und sicheren
Fertigkeiten im Bereich der Grundoperationen, aber auch fiir das Verstehen
von groflen Zahlen und von Dezimalbriichen. Allerdings wurde in der
deutschsprachigen Mathematikdidaktik das dezimale Verstandnis insbeson-
dere im Bereich Dimensionen und Nutzung bislang wenig untersucht. In die-
sem Beitrag sollen qualitative Unterschiede im Verstandnis des dezimalen
Stellenwertsystems von Schiilerinnen und Schiilern rekonstruiert werden.
Dazu sollten Lernenden aus unterschiedlichen Jahrgangsstufen (Klasse 4 —
7) verschiedene Aufgaben zum Stellenwertverstdndnis im Bereich der natiir-
lichen Zahlen bearbeiten. Die Schiilerlosungen wurden darauthin analysiert.

Verstindnis des Dezimalsystems

Die Darstellung von Zahlen gilt als eine zentrale mathematische Grundidee
und folgt zwei Prinzipien, die charakteristisch fiir Stellenwertsysteme sind:
das Prinzip der fortgesetzten Biindelung und das Stellenwertprinzip. Voraus-
setzung fiir ein Verstdndnis dieser beiden Prinzipien ist die Einsicht in das
Teil-Ganzes-Prinzip. Das Stellenwertprinzip baut auf dem Biindelungsprin-
zip auf und bezieht sich auf die Notation der Biindelungsergebnisse in einer
geordneten Ziffernfolge, die den Konventionen entsprechend von rechts
nach links gelesen die Anzahl der Einer-, Zehner-, Hunderterbiindel usw.
wiedergibt. Dabei bestimmt die Position einer Ziffer innerhalb einer Zahl-
darstellung die Méchtigkeit des dazugehorigen Biindels (Ross, 1989; Spren-
ger, 2018; Schottler, 2019; vgl. Abb.).

Fiir ein tragfahiges dezimales Stellenwertverstdndnis miissen die Schiilerin-
nen und Schiiler die vielféltigen Eigenschaften des Dezimalsystems erarbei-
ten, verstehen, anwenden und angemessene inhaltliche Vorstellungen auf-
bauen (vgl. Fromme, 2017; Schottler, 2019). Dazu miissen sie u. a. zwischen
verschiedenen Zahlreprasentationen (z. B. enaktive oder ikonische Darstel-
lung einer Zahl mit Dienes-Material, Ziffernschreibweise mit Angabe der
Biindelungseinheit, Zahlwort, formal-symbolische Zahldarstellung) oder in-
nerhalb einer Repriasentation (z. B.3Z,4E=27,14E=1 7,24 E) auf der
Basis des Prinzips der fortgesetzten Bilindelung und des Stellenwertprinzips
iibersetzen, um jede Zahldarstellung angemessen interpretieren zu konnen.
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Teil-Ganzes-Prinzip
Eine Menge kann in verschiedene Teile
zerlegt und wieder zusammengesetzt werden

Blindelungsprinzip
Zusammenfassung von gleichmachtigen
Biindeln zu der nachst groReren Einheit

Stellenwertprinzip

Stellenwerteigenschaft
Wert einer Ziffer durch ihre
Position in der Zahl bestimmt:
« Zahlenwert von Ziffern
* Stellenwert von Ziffern

Eigenschaft der Zehnerbasis
Werte der einzelnen Stellen
steigen von rechts nach links

um eine Zehnerpotenz

Multiplikative Eigenschaft
Wert einer Ziffer: Multiplikation
vom Zahlen- mit Stellenwert

Additive Eigenschaft
Gesamtwert einer Zahl: Summe
aller Werte der einzelnen Stellen

Beispielhafte Analyse von zwei Schiilerdokumenten

In der hier analysierten Aufgabe sollten die Lernenden angeben, ob die in
der Ziffernschreibweise mit Angabe der Biindelungseinheit gegebene Zahl
korrekt in die Stellenwerttafel sowie in die formal-symbolische Zahldarstel-
lung iibertragen wurde und ggf. die Zahl korrigieren. Bei der Aufgabenkon-
zeption wurde darauf geachtet, dass die Stellenwerte nicht in der {iblichen
Reihenfolge gegeben sind sowie mit Nicht-Standardzerlegungen umgegan-
gen werden muss. Daher werden nicht nur oberflachliche Kenntnisse tiber-
priift; stattdessen zielt die Aufgabe gezielt auf das Stellenwertverstiandnis.

Im ersten Beispiel hat der Schiiler 3 Zehner, 2 Zehntausender und 12 Hun-
derter in der formal-symbolischen Schreibweise zu 20150 "verbessert". In
seiner Erklarung sortiert er die drei gegebenen Stellenwerte der Grof3e nach.
Hierbei reproduziert er formales Wissen (ZT > H > Z). Zudem duBert er, dass
in der Zahl an der Einer-Stelle eine Null stehen miisse. Eventuell orientiert
er sich an der Stellenwerttafel, in der die '0' an der Einer-Stelle bereits steht.
Insgesamt miisse die Zahl aus fiinf Ziffern bestehen. Vermutlich greift er auf
Faktenwissen zuriick: Zehntausend ist fiinfstellig, daher muss die Zahl eben-
falls aus fiinf Ziffern bestehen. Eventuell orientiert er sich erneut an der fiinf-
spaltigen Stellenwerttafel. Die 12 Hunderter interpretiert er unabhingig von
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threm spezifischen Stellenwert und addiert 12 und 3 = 15. Die 15 notiert er
links neben der 0 (also 15 =1 H, 5 Z). Anstatt die 12 Hunderter zu einem
Tausender zu biindeln, weist er somit den 12 Hundertern einen nicht adaqua-
ten Wert zu (im Prinzip 12 Z); er missachtet also die Stellenwerteigenschaft.

Im Hinblick auf sein gezeigtes dezimales Verstidndnis ldsst sich festhalten,
dass der Schiiler einerseits regelgeleitetes sowie konventionelles Faktenwis-
sen zeigt und sich an einzelnen Darstellungen orientiert (Reihenfolge der
Stellenwerte bzgl. ihrer GroBe; Fokussierung auf die Anzahl der besetzten
Stellen bzw. Stellenwerttafel), ohne ein zugrundeliegendes, inhaltliches Ver-
standnis zu offenbaren. Andererseits addiert er ohne Beachtung der spezifi-
schen Stellenwerte 12 und 3; er beachtet ergo nicht die zugrundeliegenden
Beziehungen zwischen den Stellenwerten sowie das Biindelungsprinzip.

Beim nichsten Beispiel hat die Schiilerin 12 Hunderter, 2 Tausender und 2
Einer korrekt als 3202 notiert. In threr Begriindung wendet sie die multipli-
kative Eigenschaft an: sie multipliziert den Zahlen- (12) mit dem Stellenwert
(Hunderter) und erhilt als Wert der Ziffer 1200. Anschlieend nutzt sie die
additive Eigenschaft und addiert die spezifischen Werte der drei Ziffern, so-
dass die Stellenwerteigenschaft beriicksichtigt wird. Zusitzlich notiert die
Schiilerin, dass 12 Hunderter in 10 Hunderter und 2 Hunderter zerlegt und
10 Hunderter zu einem Tausender gebiindelt werden kann. An ihrer Erkla-
rung wird deutlich, dass sie das Bilindelungsprinzip inhaltlich verstanden hat.
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Insgesamt zeigt sich, die Schiilerin verstdndnisbasiert unter Beachtung der
Stellenwerteigenschaft und der multiplikativen Eigenschaft eine stellenge-
rechte Interpretation der Ziffern vornimmt und den korrekten Wert der Zahl
bestimmt, sodass sie inhaltliche Beziehungen zwischen einzelnen Stellen-
werten deutet. Zudem wendet sie das Biindelungsprinzip an (Umbiindeln
von Nicht-Standardzerlegungen 12 H=1 T + 2 H). Sie zeigt also ein inhalt-
liches dezimales Versténdnis.

Syntaktisches Wissen vs. semantisches Verstiandnis

Im Umgang mit den Aufgaben werden qualitative Unterschiede im Ver-
standnis des dezimalen Stellenwertsystems deutlich, die sich in der Unter-
scheidung zwischen einem syntaktischen Wissen und einem semantischen
Verstandnis (vgl. Fromme, 2017; Schottler, 2019) beschreiben lassen.
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Dabei lésst sich ein syntaktisches Wissen als Reproduktion von konventio-
nellen Regeln, Fakten oder Begriffen sowie eine Orientierung an einzelnen
Objekten oder Darstellungen definieren (z. B. Namen, Reihenfolge und Po-
sition von Stellenwerten kennen, in Standardzerlegung gegebene Zahlen aus
der Stellenwerttafel ablesen, Grofle verschiedener Zahlen iiber die Anzahl
der belegten Stellen vergleichen). Syntaktisches Wissen muss nicht unbe-
dingt verstindnisbasiert gelernt worden sein, sondern kann regelgeleitet und
unreflektiert und damit eventuell unverstanden angewendet werden.

Ein semantisches Verstindnis hingegen zeigen Lernende, wenn sie bei der
Bearbeitung von Aufgaben verstandnisbasiert dezimale Strukturen zwischen
Zahlen erkennen und nutzen. Dazu verkniipfen sie Wissenselemente mitei-
nander und wenden diese in der Situation an, sodass sie ithre Kenntnisse auf
neue Kontexte iibertragen und flexibel nutzen (z. B. Umbiindeln von Nicht-
Standardzerlegungen 24 Z =2 H + 4 Z, Umgruppierungen (6 Z =5 Z + 10
E), flexible Deutung von Ziffern in Abhingigkeit von ithrem Stellenwert).

Die Unterscheidung zwischen Syntax und Semantik kann dabei helfen, Stel-
lenwertverstindnis detaillierter zu diagnostizieren und darzustellen, ob ein
inhaltliches Verstindnis aufgebaut wurde oder eher — mdglicherweise unver-
standenes — formales Wissen genutzt wird. Darauf aufbauend konnte eine
gezielte Forderung zum Aufbau eines inhaltlichen Verstdndnisses erfolgen.

Dazu miissen geeignete Aufgaben eingesetzt werden. So wird die Diagnose
dezimalen Verstidndnisses sowie das Aufdecken von eventuellen Defiziten
oft durch den Einsatz von Routineaufgaben erschwert. Wenn Lernende z. B.
Zehnergruppen in die Stellenwerttafel eintragen, Zahlen in ihre Stellenwerte
zerlegen oder Stellenwerte einzelner Ziffern korrekt benennen konnen,
konnte voreilig von einem scheinbaren Verstdndnis ausgegangen werden.
Diese Fertigkeiten sind jedoch nicht unbedingt ein Indikator fiir ein seman-
tisches Verstindnis. Stattdessen konnen die Routineaufgaben durch das Aus-
fihren von gelernten Regeln oder Verfahren geldst werden (syntaktisches
Wissen); ohne ein inhaltliches Verstindnis aufgebaut haben zu miissen.
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