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Verfiigen LLMs iiber mathematische Reasoningfihigkeiten?

Die Inhalts- und Konstruktvaliditdt von Reasoningfdhigkeiten textgenerie-
render Large Language Modells (LLMs) ist nicht geklért, auch wenn sie zu-
nehmend in verschiedenen Disziplinen untersucht werden. Ziel dieses Bei-
trags ist es, iiber einen pragmatischen Ansatz Kriterien ableitbar zu machen,
ab welcher Leistung aus mathematikdidaktischer Sicht von menschenéhn-
lichen Reasoningfdhigkeiten gesprochen werden kann. Anhand einer Auf-
gabe zur Untersuchung menschlicher Reasoningfahigkeiten des Kognitions-
psychologen Peter Wason und einer Variation davon, die die Aufgabe in ei-
nen vertrauten Kontext situiert, werden Riickschliisse auf die Vergleichbar-
keit der Reasoningfihigkeiten von Mathematiklehramtsstudierenden (n =
38) und drei modernen LLMs (n = 3 - 150) gezogen.

LLMs und Reasoning

Spitestens seit eine von Googles Forschungsgruppen mit threm Konzept des
Chain of Thought Prompting LLMs die Fahigkeit zum logischen Denken zu-
schrieb (Wei et al., 2024), werden Reasoningfihigkeiten dieser Modelle auch
in Disziplinen auBlerhalb der Informatik erforscht. Speziell auf mathemati-
sche Aufgaben bezogen, gibt es unter anderem bereits Untersuchungen dar-
iber, wie sich verschiedene Moglichkeiten einen Prompt zu schreiben, auf
die inhaltsbezogene und prozessbezogene didaktische Qualitit der Antwor-
ten auswirken (Schorcht et al., 2024) und wie ChatGPT zur Erstellung geo-
metrischer Beweise verwendet werden kann (Dilling & Herrmann, 2024).
Keineswegs ist die Annahme, LLMs besden Reasoningfahigkeiten, unum-
stritten. Eine Forschungsgruppe von Apple antwortete jiingst darauf, dass
LLMs tiberhaupt keine validen mathematischen Reasoningfahigkeiten besa-
Ben und stattdessen nur Zwischenschritte aus ihren Trainingsdaten nachbil-
deten (Mirzadeh et al., 2024). Anstatt die Diskussion liber das Vorhanden-
sein von Reasoningfihigkeiten mit groBen Datensidtzen von tausenden ma-
thematischen Textaufgaben wie dem GSMS8K oder einer Abwandlung davon
zu fiihren, verfolgen wir einen pragmatischen Ansatz: Wenn solche Daten-
sdtze aufgrund von Datenkontamination und Fragilitdt der Modelle die tat-
sdchlichen mathematischen Reasoningfdhigkeiten von Sprachmodellen so-
wieso nicht zuverldssig abbilden (Mirzadeh et al., 2024), ist es das Ziel, einen
Schwellenwert bestimmbar zu machen, ab dem aus mathematikdidaktischer
Sicht von menschendhnlichen Reasoningfahigkeiten gesprochen werden
kann.
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Im 20. Jahrhundert lag ein besonderes Augenmerk verschiedener Disziplinen
auf der Deduktion, dem Ziehen logisch giiltiger Schlussfolgerungen. Eine
der prominentesten Aufgaben zur Untersuchung menschlicher Fahigkeiten
beim deduktiven SchlieBen ist die Wahlaufgabe von Wason, die darauf ab-
zielt, logisches Denken und dabei auftretende Fehlermuster zu analysieren.
Die Frage lautet: Wenn auf einer Seite der Karte ein Vokal steht, dann befin-
det sich auf der anderen Seite eine gerade Zahl (Abb. 1 oben). Welche Kar-
ten muss man umdrehen, um die Regel zu iiberpriifen?

Die Regel wird als Implikation P — Q prasentiert. Zwei mogliche logische
Schlussfiguren darauf sind Modus tollendo tollens (MT) und Modus
ponendo ponens (MP). Aus dem MT folgt, dass aus Giiltigkeit der Implika-
tion (P = Q) und —Q stets auch —P folgt (Kontraposition), aus dem MP
folgt, dass aus den beiden Pridmissen P — Q und P, Q folgt (Sanford, 2011).
Die Erhebung von Johnson-Laird und Wason (1970) zeigt, dass fast die
Halfte der Probanden korrekterweise den Schluss MP vollzogen und folglich
die Karte A (Buchstabe U) wahlten. Lediglich vier Prozent der Probanden
beriicksichtigten auch MT und wahlten zusétzlich die Karte D (Zahl 13) aus.
Allerdings gibt es deutlich weniger Fehlentscheidungen, wenn die Aufgabe
in einem vertrauten Kontext situiert ist, z. B. bei einer Implikation, die das
gesetzliche Mindestalter fiir Alkoholkonsum in Florida miteinbezieht
(Griggs & Cox, 1982).

P -P Q —Q)
Wasons Wahlaufgabe
U M 4 13
Erfahrungsbasierte Wahlaufgabe (nach Griggs & Cox, 1982)
... trinkt ... trinkt ... ist 22 J. ... ist 15 J.
Bier Cola alt alt

Abb. 1: Wasons Wahlaufgabe und erfahrungsbasierte Wahlaufgabe

Um die mathematischen Reasoningfihigkeiten testen zu konnen, sondieren
wir zunidchst die Moglichkeit, Entscheidungen von LLMs als Resultat einer
inhdrenten Reasoningfahigkeit zu bewerten, um so eine Annéherung an ei-
nen pragmatischen Schwellenwert zu ermoglichen.

RQ1: Lassen sich bei LLMs dhnliche Effekte der Kontextualisierung fest-
stellen, die zur Suppression falscher Schlussfolgerungen fiihren?

RQ2: Ist es (trotzdem) mdglich, LLMs systematisch auf mathematische
Reasoningfdhigkeiten hin zu untersuchen?
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Untersuchungsdesign

Im Rahmen der vorliegenden Untersuchung wurden 38 Lehramtsstudierende
(Primarstufe, Fachschwerpunkt Mathematik) befragt und drei weitverbrei-
tete LLMs untersucht. Die Studierenden beantworteten die Fragen nachei-
nander: zundchst Wasons Wahlaufgabe und dann die erfahrungsbasierte Va-
riante (Abb. 1). Die LLMs wurden jedes Mal erneut aufgerufen und hatten
keine Moglichkeit, ,,sich an vorangegangene Anfragen zu erinnern®. Insge-
samt wurden alle drei LLMs jeweils 150-mal mit beiden Versionen der
Wahlaufgabe konfrontiert. Die Aufrufe wurden automatisiert mit OpenAl's
Python-Bibliothek an die Chat Completions API durchgefiihrt, die Anfragen
an die haufig verwendeten LLMs von OpenAl ermdglicht.

Erste Ergebnisse

Von den 38 Studierenden drehten 31 (81,6%) korrekterweise die Karte mit
dem Vokal um (P) und 12 (31,6%) wahlten korrekterweise die mit der un-
geraden Zahl (=Q). Nur zwei Studierende (5,3%) wiahlten ausschlieB3lich die
beiden notwendigerweise umzudrehenden Karten mit dem Vokal und der
ungeraden Zahl (P und = Q). Indessen erzielen moderne LLMs korrekte Ant-
worten: Gpt-40-2024-08-06 (GPT-40) generierte keine fehlerhafte Entschei-
dung, gpt-3.5-turbo-0125 (GPT-3.5t) hingegen unterliefen Fehler beim Um-
drehen der Karten: 35-mal (23,3%) wurde neben der Karte mit dem Vokal
(P) falschlicherweise die mit der geraden Zahl (Q) ausgewéhlt. Nur in 16
Féllen (10,7%) wahlte GPT-3.5t korrekterweise P und =Q zum Umdrehen
aus. Dagegen entschied sich gpt-4-turbo-2024-04-09 (GPT-4t) sogar in 120
Féllen (80 %) fiir die Karten mit dem Vokal und der geraden Zahl (P und Q).

Wie erwartet wihlten bei der Aufgabe im Kontext des gesetzlichen Mindest-
alters fiir Alkoholkonsum deutlich mehr Studierende korrekterweise aus-
schlielich P (Person trinkt Alkohol) und —Q (Die Person ist nicht mind. 16
Jahre alt). Die Ergebnisse deuten darauf hin, dass dieser Effekt auch bei
LLMs auftreten kann.

Wasons Wahlaufgabe Erfahrungsbasierte Wahlaufgabe
LAS GPT-3.5t GPT-4t GPT-40 LAS GPT-3.5t GPT-4t GPT-4o0
n % n % n % n % n % n % n % n %

PA-Q 2 53 16 107 30 20 150 100 24 632 98 653 150 100 150 100
P 4 105 0 0.0 0 00 O 00 2 53 0 0.0 0 00 0 0.0
PAQ 16 421 35 233 120 8 O 00 1 26 0 0.0 0 00 0 0.0
Andere 16 42.1 99 66 0 00 O 00 11 289 52 347 0 00 O 0.0

n=38 fiir Lehramtsstudierende (LAS), n=150 fiir LLMs.

Abb. 2: Antwortverhalten von Lehramtsstudierenden und LLMs im Vergleich
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Diskussion und Perspektiven

Bei den getesteten LLMs waren Effekte der Kontextualisierung feststellbar,
die, wie auch bei Menschen, zur Suppression falscher Schlussfolgerungen
fithren. Das Argument des iibertrainierten Inhalts kann die, im Vergleich zu
dessen Nachfolgern, schlechten Ergebnisse von GPT-3.5t nicht vollstindig
erkldren, da experimentelle Forschungsergebnisse mit Wasons Wahlaufgabe
bereits ab der zweiten Hélfte der 1980er Jahre weit verbreitet waren. Da
LLMs und andere neuronale Netze hauptsidchlich aus Wahrscheinlichkeiten
und anderen Zahlen bestehen, verfiigen sie auch nicht liber einen ,,Kon-
text™ im eigentlichen Sinne. Deshalb stellt sich die Frage nach der Kontext-
sensitivitit von LLMs der im Vergleich zur symbolischen, kontextfreien
Wahlaufgabe besseren Leistung, insbesondere von GPT-3.5t.

Nachdem es auf diese Weise moglich scheint, LLMs systematisch auf
Reasoningfahigkeiten zu untersuchen, kann nun im néichsten Schritt eine
Auswahl an mathematischen Reasoningaufgaben zusammengestellt werden,
deren Losbarkeit durch den Kontext, in dem die jeweiligen Aufgaben pri-
sentiert werden, beeinflusst wird.
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