Optimierung von innovativen Zustellkonzepten auf der
letzten Meile

zur Erlangung des akademischen Grades eines
Doktor-Ingenieurs (Dr.-Ing.)

von der Fakultdt Maschinenbau
der Technischen Universitdt Dortmund
Dissertation

vorgelegt von
Stefan Schaudt

aus Koln

Tag der miindlichen Priifung: 05.12.2025

1. Gutachter: Prof. Dr.-Ing. Uwe Clausen
2. Gutachter: Prof. Dr. Christoph Buchheim

Dortmund, 2025






Danksagung

Diese Arbeit entstand iiberwiegend wiahrend meiner Téatigkeit als wissenschaftlicher Mitarbeiter
am Institut fiir Transportlogistik (ITL) der Technischen Universitdt Dortmund.

Mein besonderer Dank gilt Herrn Prof. Dr.-Ing. Uwe Clausen fiir die Betreuung meiner Dis-
sertation sowie fiir die stets vertrauensvolle und konstruktive Zusammenarbeit wihrend meiner
Zeit am Institut. Durch seine Unterstiitzung konnte ich an zahlreichen Konferenzen teilnehmen,
wertvolles Feedback erhalten und entscheidende Impulse fiir meine Arbeit gewinnen. Zudem er-
moglichte er mir einen ldngeren Auslandsaufenthalt, wihrend dessen ich bedeutende Beitrage zu
dieser Dissertation leisten konnte.

Ebenso danke ich Herrn Prof. Dr. Christoph Buchheim vom Lehrstuhl fiir Diskrete Optimierung
der TU Dortmund fiir die Ubernahme des Korreferats sowie fiir die inspirierende Zusammenar-
beit im Rahmen des Graduiertenkollegs 1855.

Meinen Kolleginnen und Kollegen sowie studentischen Hilfskraften, die mich bei der Forschung
und in Projekten begleitet und unterstiitzt haben, danke ich von Herzen. Besonderer Dank gilt
Dr.-Ing. Moritz Péting fiir die enge Zusammenarbeit zur Simulation innovativer Zustellkonzepte
im urbanen Raum, Dr. Nicklas Klein fiir unsere gemeinsame Forschung zur Optimierung von Zu-
stellrobotern auf der letzten Meile, Herrn Prof. Tolga Bektag fiir die produktive Zeit in Liverpool
und die gemeinsame Arbeit zur Geschwindigkeitsoptimierung von Paketdrohnen sowie Dr. Felix
Hommelsheim und Felix Kreuz fiir ihre stete Hilfsbereitschaft und den wertvollen Austausch
am Institut. Fiir die gemeinsame Zeit und die vielen bereichernden, motivierenden und oftmals
wegweisenden Gesprache bin ich aufrichtig dankbar.

Meinem Bruder PD Dr. Oliver Schaudt danke ich fiir seine wertvollen Hinweise und Denkanstofse.
Seine fachliche Unterstiitzung, seine tatkréftige Hilfe und seine aufbauenden Worte haben mir
geholfen, motiviert zu bleiben und stets den Blick fiir das Wesentliche zu bewahren.

Mein tief empfundener Dank gilt auch meiner Ehefrau Isabell Schaudt. Sie hat mir in dieser
herausfordernden Zeit mit Geduld und Verstédndnis den Riicken freigehalten. Ihre Bereitschaft,
in vielen Lebensbereichen Mehrarbeit zu {ibernehmen, hat mir iiberhaupt erst ermdoglicht, mich
mit der notwendigen Konzentration dieser Dissertation zu widmen. Diese Arbeit ist auch ihr
Verdienst.

Allen, die mich auf meinem Weg zur Promotion unterstiitzt, motiviert oder einfach an mich
geglaubt haben, gilt mein aufrichtiger Dank.

Stefan Schaudt
Briihl, 2025






Zusammenfassung

Die Forschung an innovativen Zustellkonzepten fiir die letzte Meile der Logistik hat in den ver-
gangenen Jahren erhebliche Fortschritte gemacht. Autonome Zustellkonzepte mit Zustellrobo-
tern und Paketdrohnen werden weltweit erprobt oder bereits eingesetzt. Durch ihre Autonomie
ermoglichen sie Zustellungen innerhalb vorgegebener Zeitfenster. Allerdings ist ihre Transport-
kapazitdt begrenzt, sodass hdufig Pendeltouren zwischen Mikrodepots und Empfangern erfor-
derlich sind. Die beiden Transportmittel unterscheiden sich grundlegend in ihrer Fortbewegung
und Geschwindigkeit. Paketdrohnen fliegen mit hoher Geschwindigkeit auf direktem Weg durch
die Luft, wiahrend Zustellroboter sich mit Schrittgeschwindigkeit auf Gehwegen bewegen. Bei
Zustellrobotern ist die begrenzte Akkukapazitit besonders relevant, da das Aufladen Zeit erfor-
dert. Paketdrohnen hingegen erhalten bei ihrer Riickkehr ins Mikrodepot einen geladenen Akku.
Aufgrund der hohen Geschwindigkeit steht bei Drohnen der Energieverbrauch im Fokus. Beide
Transportmittel werden daher im Rahmen dieser Dissertation separat betrachtet.

Der Fokus dieser Arbeit liegt auf der Optimierung der letzten Meile unter Verwendung von
Zustellrobotern und Paketdrohnen. Der Zustellprozess beginnt mit dem Transport der Sendungen
von einem Depot in das Zustellgebiet, wo sie in Mikrodepots zwischengelagert werden. Anschlie-
flend erfolgt die Zustellung innerhalb definierter Zeitfenster mithilfe von Zustellrobotern oder
Paketdrohnen. Nach jeder Zustellung kehren die Transportmittel zu einem Mikrodepot zuriick,
um eine neue Sendung aufzunehmen.

Fiir Zustellroboter wird ein Algorithmus zur Auftragsverteilung entwickelt, der die Anzahl
zugestellter Sendungen maximiert. Dabei steht eine Flotte von Robotern zur Verfiigung. Die Zu-
stellung muss innerhalb der vorgegebenen Zeitfenster der Empfanger erfolgen und der Akku der
Roboter muss an den Mikrodepots wieder aufgeladen werden. Zur Losung kommt ein Branch-
and-Price-Algorithmus zum Einsatz. Dazu wird zuerst das Teilproblem mit einem einzelnen Ro-
boter und einer beliebigen, festen Empfangerreihenfolge betrachtet. Hierfiir gilt es zu entscheiden,
welche Mikrodepots zwischen den Empfangern angefahren werden, wie lange die Ladevorgéinge
dauern und ob iiberhaupt eine zuldssige Losung existiert. Dazu wird ein polynomieller Algo-
rithmus entwickelt, dessen Ergebnisse in den Branch-and-Price-Algorithmus integriert werden.
Laufzeitexperimente zeigen, dass Instanzen mit bis zu 60 Empfangern gelost werden koénnen.

Fiir Paketdrohnen ist die Problemstellung vergleichbar, wobei der Fokus auf der Minimierung
des Gesamtenergieverbrauchs liegt. Auch hier wird zunéchst eine feste Empfangerreihenfolge fiir
eine einzelne Drohne betrachtet. Die Berechnung der optimalen Geschwindigkeiten erfolgt mithil-
fe eines aus der Literatur bekannten Algorithmus, der in polynomieller Zeit arbeitet. Im Rahmen
dieser Arbeit wird dieser Algorithmus erweitert, um Mindest- und H6chstgeschwindigkeiten zu
beriicksichtigen. Darauf aufbauend wird ein weiterer Algorithmus entwickelt, der alle relevanten
Belieferungszeitpunkte des letzten Empfangers einer gegebenen Kundenreihenfolge sowie die op-
timalen Geschwindigkeitsvektoren und Energieverbrduche berechnet. Beide Verfahren fliefen in
einen Branch-and-Price-Algorithmus ein, bei dem die berechneten Ankunftszeiten zur Formulie-
rung einer Dominanzregel verwendet werden. Der entwickelte Algorithmus iibertrifft bestehende
Verfahren signifikant und ist im Durchschnitt tiber 17,5-mal schneller.

Abschlieftend wird eine Simulationsstudie vorgestellt, die die Paketzustellung mit Zustellro-
botern und Paketdrohnen abbildet und den Mehrwert der Optimierungsansétze in verschiedenen
Szenarien demonstriert.






Abstract

The research in the field of innovative delivery concepts for the last mile of logistics has made
significant progress in recent years. Autonomous delivery solutions using delivery robots and
parcel drones are being tested or have already been deployed worldwide. Thanks to their auto-
nomy, these transport systems enable deliveries within predefined time windows. However, their
transport capacity is limited, necessitating frequent shuttle trips between micro depots and reci-
pients. The two transport systems differ fundamentally in terms of movement and speed. Parcel
drones fly at high speeds on a direct path through the air, while delivery robots move at wal-
king pace along sidewalks. For delivery robots, limited battery capacity is particularly critical,
as recharging takes time. Parcel drones, on the other hand, return to the micro depot with a
charged battery. Due to their high speed, energy consumption is a key factor. For this reason,
both innovative delivery concepts are examined separately in the context of this dissertation.

The focus of this thesis is the optimization of last-mile delivery using delivery robots and
parcel drones. The delivery process begins with the transport of parcels from a central depot to
the delivery area, where they are temporarily stored in micro depots. Deliveries are then carried
out within specified time windows using delivery robots or parcel drones. After each delivery, the
vehicle returns to a micro depot to pick up the next parcel.

For delivery robots, an assignment algorithm is developed to maximize the number of delive-
ries. A fleet of robots is available for this purpose. Deliveries must take place within the specified
time windows of the recipients, and the robots must recharge their batteries at the micro depots.
A Branch-and-Price algorithm is employed to solve the problem. To this end, a subproblem is first
considered: a single robot with an arbitrary, fixed customer sequence. The key decisions include
which micro depots to visit between deliveries, how long to charge at each stop, and whether
a feasible solution exists at all. A polynomial-time algorithm is developed for this subproblem,
and its results are integrated into the overall Branch-and-Price framework. Runtime experiments
show that this approach efficiently solves instances with up to 60 recipients.

The problem for parcel drones is comparable, although the focus here is on minimizing total
energy consumption. Again, a fixed customer sequence for a single drone is considered initially.
The optimal speeds are computed in polynomial time using a known algorithm, which is extended
in this work to incorporate minimum and maximum speed limits. Building on this, an additional
algorithm is developed to determine all relevant delivery times for the last recipient of a given
customer sequence, as well as the corresponding optimal speed vectors and energy consumption
values. Both procedures are integrated into a Branch-and-Price algorithm, in which the computed
arrival times are used to formulate a dominance rule. The developed algorithm significantly
outperforms existing methods and is, on average, more than 17.5 times faster.

Finally, a simulation study is presented that models parcel delivery using delivery robots and
parcel drones, demonstrating the added value of the proposed optimization approaches across
various scenarios.
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Kapitel 1
Einleitung

Der weltweite Online-Handel verzeichnet seit seiner Entstehung ein kontinuierliches Wachstum,
das sich in den letzten Jahren durch technologische Innovationen und verédndertes Konsumver-
halten nochmals erheblich beschleunigt hat. Im Jahr 2023 wurde in Deutschland ein Umsatz von
85,4 Milliarden € erzielt. Damit hat sich der Umsatz seit 2015 mehr als verdoppelt (Handels-
verband Deutschland (HDE), [2024)). Dieses Wachstum wirkt sich auch auf den Kurier-, Express-
und Paketdienstmarkt (KEP-Markt) aus. Im Jahr 2023 wurden in Deutschland 4,18 Milliarden
Sendungen zugestellt, was eine Steigerung von 40 % innerhalb der letzten 8 Jahre bedeutet. Fiir
2028 wird eine Menge von etwa 4,7 Milliarden Sendungen erwartet (BIEK] 2024]).

Die steigenden Sendungsmengen und das Ziel, nachhaltiger zu agieren, stellen die KEP-Branche
vor grofte Herausforderungen. Dabei steht die letzte Meile der Logistik besonders im Fokus. Ei-
nerseits steigt die Anzahl der zuzustellenden Sendungen, andererseits wird die Erreichbarkeit der
Empfanger durch zunehmende Erwerbstétigkeit und die wachsende Zahl von Single-Haushalten
erschwert (Clausen und Geiger, 2013, S. 287). Daneben fiithrt der wachsende Lieferverkehr zu
mehr Larm- und Schadstoffemissionen, verschlechtert die Verkehrssituation und verursacht Staus

im urbanen Raum (Holter und Ninnemann, 2020, S. 31).

Neben der steigenden Anzahl an Sendungen hat auch die 6kologische Verantwortung der Branche
deutlich zugenommen. KEP-Unternehmen haben durch ihre Fahrzeugflotten eine grofe Sichtbar-
keit im Strakenraum und stehen daher im Fokus der Offentlichkeit (BIEK) 2024). In Deutschland
betrugen die Treibhausgasemissionen des Verkehrssektors im Jahr 2022 148,6 Millionen Tonnen
COs-Aquivalente (Bundesministerium fiir Digitales und Verkehr| 2024, S. 315). Dabei beschrei-
ben COq-Aquivalente die Mafeinheit, die verschiedene Treibhausgase in einem Wert zusammen-
fassen, basierend auf ihrem jeweiligen Beitrag zum Treibhauseffekt im Vergleich zu Kohlendioxid
(Green Vision Solution, 2023). Um die Emissionen zu reduzieren, hat die Bundesregierung das
Bundes-Klimaschutzgesetz erlassen. Demnach sollen die Emissionen bis 2030 auf 84 Millionen
Tonnen COs-Aquivalente sinken und der Verkehrssektor soll bis 2045 treibhausgasneutral wer-
den (Umweltbundesamt|, [2023). In Reaktion auf diese Vorgaben haben KEP-Dienstleister begon-

nen, ihre Flotten auf Elektrofahrzeuge umzustellen. Im Jahr 2022 lag der Anteil an elektrischen



Nutzfahrzeugen bis 3,5 t bei 16 %. Zum Vergleich: Der Anteil elektrischer Kfz in Deutschland
insgesamt betrug lediglich 2 %. Damit kénnen Emissionen gesenkt werden. Allerdings 16st die

Umriistung auf eine nachhaltigere Fahrzeugflotte nicht die Verkehrsbelastung im urbanen Raum.

Zur Reduzierung der Verkehrsbelastung und der Emissionen werden neben modernen Fahrzeug-
flotten auch alternative Zustellkonzepte entwickelt. Ein Beispiel ist der Einsatz von Lastenréddern.
Dabei werden die Pakete gebiindelt in ein Zustellgebiet transportiert und dort mit Lastenradern
zugestellt. Dadurch lassen sich die Emissionen einer Paketsendung um 10 % und die Emissionen
der letzten Meile um iiber 50 % senken. Im Jahr 2022 wurden in Deutschland 450 Lastenrader
fiir die Paketzustellung eingesetzt (BIEK] 2024). Daneben gibt es weitere innovative Konzepte,

die auf autonomen Transportmitteln basieren.

Der Fokus dieser Arbeit liegt auf der Optimierung der Paketzustellung mit innovativen Zustell-
konzepten, insbesondere Zustellrobotern und Paketdrohnen. Beide Transportmittel sind elek-
trisch angetrieben und bewegen sich autonom. Ein weiteres gemeinsames Merkmal ist, dass sie
nicht auf die Strafe als Verkehrstriger angewiesen sind. Zustellroboter fahren auf Gehwegen
oder in Fuftgingerzonen und Paketdrohnen nutzen die Luft als Verkehrstréager. Dadurch kann
der Verkehr auf den Strafsen entlastet werden. Beide Transportmittel haben jedoch eine einge-
schriankte Transportkapazitdt. Die meisten Modelle kbnnen nur eine Sendung oder eine Einheit
transportiert werden. Dies fithrt zu Pendeltouren zwischen einer Lagerstéitte und den Empfan-
gern. Aufgrund der geringen Kapazitdt und der Autonomie eignen sich diese Transportmittel
besonders fiir zeitkritische Zustellungen oder Zustellungen in einem bestimmten Zeitfenster. So

kann ein hoher Servicegrad fiir die Kunden gewéhrleistet werden.

Zur Veranschaulichung des Konzepts wird ein beispielhafter Zustellprozess mit Zustellrobotern
vorgestellt, wie er von Starship Technologies in Kooperation mit der Hermes Germany GmbH
in einem Pilotversuch in Hamburg umgesetzt wurde (Bertram I.| [2016). Im Prozess werden
im ersten Schritt die Sendungen mit einem Transporter von einem Depot zum Zustellgebiet
transportiert und dort in Mikrodepots zwischengelagert. Von dort aus starten die Zustellroboter
die Belieferungen der Empfanger. Jeder Empfanger konnte am Vortag ein Zeitfenster fiir die
Belieferung aussuchen. Nach jeder Zustellung fahrt der Roboter zuriick zu einem Mikrodepot, wo
er entweder aufgeladen oder fiir die néchste Zustellung vorbereitet wird. Fiir Paketdrohnen lasst
sich der gleiche Zustellprozess anwenden, wobei es auch die Moglichkeit gibt, dass die Drohnen

direkt vom Depot starten. Somit wiirde der gebiindelte Transport zu den Mikrodepots entfallen.

Der Hauptunterschied zwischen den beiden Transportmitteln liegt in der Geschwindigkeit und
dem Energieverbrauch. Paketdrohnen erreichen hohe Geschwindigkeiten, was zu einem signifikant
héheren Energieverbrauch fiihrt im Vergleich zu den Zustellrobotern. Aus diesem Grund wird fiir
die vorliegende Arbeit angenommen, dass der Akku der Drohnen mit jeder Beladung gewechselt
werden muss. Der Fokus liegt auf der Auswahl der optimalen Fluggeschwindigkeiten. Fiir die
Zustellroboter werden Ladevorginge modelliert und in die Optimierung einbezogen. Obwohl diese
Art von Problemstellungen durch die Pendeltouren simpel erscheint, ist das zugrundeliegende
Planungsproblem sehr eng mit dem Tourenplanungsproblem verwandt, wodurch die Berechnung

einer optimalen Losung aufwéndig ist.
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1.1 Ziele der Arbeit

Das primére Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung, Implementierung und Simulation von Opti-
mierungsverfahren fiir innovative Zustellkonzepte auf der letzten Meile der Logistik. Im Fokus
stehen hierbei Zustellroboter und Paketdrohnen. Beide Konzepte zeichnen sich durch ihre be-
grenzte Transportkapazitat aus, da oft nur eine Sendung gleichzeitig transportiert werden kann.
Diese Arbeit befasst sich insbesondere mit der Optimierung der Zustellung auf der letzten Meile,
wobei fiir Zustellroboter der Fokus auf der Planung von Ladevorgingen an Mikrodepots und
fiir Paketdrohnen auf der Wahl der optimalen Fluggeschwindigkeit und der Minimierung des

Energieverbrauchs liegt.

Ziel dieser Arbeit ist es, Algorithmen zu entwickeln, die die operative Planung eines Mikrodepot-
Netzwerks mit Zustellrobotern oder Paketdrohnen ermdéglichen. Wesentliche Beitrage zum Errei-

chen dieses Ziels sind:

e Flexibles Zustellnetzwerk: Ziel ist der Aufbau eines anpassungsfiahigen Netzwerks, das
es den Zustellrobotern ermdoglicht, nach jeder Lieferung ein anderes Mikrodepot anzusteu-
ern. Dies erhoht sowohl die betriebliche Effizienz als auch die Auslastung der verfiigbaren

Transportmittel.

e Beriicksichtigung von Lademengen, -orten und -zeitpunkten: Angesichts des elek-
trischen Antriebs der Zustellroboter miissen die Ladevorgéinge an den Mikrodepots so ge-

plant werden, dass der Ladestand des Akkus in den vorgegebenen Grenzen bleibt.

e Optimierung der Fluggeschwindigkeit der Paketdrohnen: Der Energieverbrauch
in Abhéngigkeit von der Geschwindigkeit ist eine streng konvexe Funktion. Daher ist es

entscheidend, die Geschwindigkeit so zu wéhlen, dass der Energieverbrauch minimiert wird.

e Effiziente Bewertung von festen Zustellreihenfolgen: Fiir das Branch-and-Price-
Verfahren ist es von zentraler Bedeutung, das Entscheidungsproblem, ob eine gegebene
Reihenfolge von Empfingern zuléssig ist, in polynomieller Zeit zu berechnen. Zudem miis-

sen die entstehenden Kosten berechnet werden.

— Im Fall der Zustellroboter miissen zwischen den Empfangern Mikrodepots mit ent-
sprechenden Ladezeiten eingeplant werden, um zu entscheiden, ob eine gegebene Rei-

henfolge von Empfingern zulédssig ist.

— Im Fall der Paketdrohnen gilt es eine zuldssige Losung fiir eine Reihenfolge der Emp-
fanger zu finden, die gleichzeitig den Energieverbrauch minimiert. Dazu miissen die

Fluggeschwindigkeiten entsprechend gewahlt werden.
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Abbildung 1.1: Vorgehensmodell fiir Optimierungsprobleme in der Logistik (Clausen und Geiger|,
2013, S. 330)

1.2 Aufbau der Arbeit

Der Aufbau der Arbeit orientiert sich an dem Vorgehensmodell fiir Optimierungsprojekte in der
Logistik, wie es von Geiger und Clausen (Clausen und Geiger}, 2013, S. 329ff.) beschrieben wird.
Die einzelnen Schritte sind in Abbildung dargestellt. Zunichst wird die Problemstellung for-
mal beschrieben und im Anschluss folgt die mathematische Modellierung. Dann werden geeignete

Algorithmen zur Losung entwickelt. Zum Schluss werden Ergebnisse generiert und analysiert.

Kapitel [2] beschreibt die logistischen Grundlagen, die zum Verstdndnis der Arbeit erforderlich
sind. Dazu zdhlen die Definition der letzten Meile sowie die Darstellung innovativer Zustell-
konzepte. Kapitel 3| vermittelt die mathematischen Grundlagen. Der Schwerpunkt liegt auf der
Vorstellung des Branch-and-Price-Verfahrens, das in den folgenden Kapiteln Anwendung findet.

Die néchsten beiden Kapitel bilden den Kern der Arbeit. Kapitel [ fokussiert sich auf die Opti-
mierung eines Zustellnetzwerks mit Zustellrobotern. Es wird ein exakter Algorithmus vorgestellt,
der das Problem der Zuordnung der Pakete auf die Mikrodepots und Roboter 16st. Zudem werden
fiir die Roboter Reihenfolgen der Zustellung und Ladezeiten an den Mikrodepots berechnet. Im
Kapitel [f] liegt der Fokus auf der Optimierung eines Zustellnetzwerks mit Paketdrohnen. Auch
fiir dieses Problem wird ein exakter Algorithmus vorgestellt, der die Auftragsverteilung auf die

Paketdrohnen 16st. Dabei wird der Energieverbrauch iiber alle Paketdrohnen minimiert.

Das Kapitel [f] stellt fiir die beiden vorangegangenen Kapitel Optimierungsergebnisse vor. Da-
bei werden die Korrektheit und Performance der Algorithmen analysiert. Kapitel [7] stellt eine
Simulationsstudie fiir die innovativen Zustellkonzepte vor. Die Simulation untersucht die Paket-
zustellung mit Zustellrobotern und Paketdrohnen im urbanen Raum. Der Fokus liegt auf der
Untersuchung des Nutzens der Algorithmen und der Anwendbarkeit innovativer Zustellkonzepte

in der letzten Meile. Die Arbeit wird im Kapitel [§] mit einem Fazit abgeschlossen.

Zur besseren Lesbarkeit wird in der vorliegenden Arbeit die ménnliche Form verwendet.




Kapitel 2

Innovative Zustellkonzepte fiir die
letzte Meile der Logistik

In diesem Kapitel werden die fiir das Verstindnis der Arbeit notwendigen logistischen Grundbe-
griffe eingefiihrt. Zusétzlich werden zwei innovative Zustellkonzepte fiir den Transport von Waren

auf der letzten Meile vorgestellt. Dazu zéhlen Zustellroboter und Paketdrohnen.

2.1 Letzte Meile der Logistik

Der Begriff der letzten Meile ldsst sich anhand eines logistischen Transportnetzes verdeutlichen
(siehe Abbildung . Die Abbildung visualisiert ein sogenanntes Hub-and-Spoke-Netzwerk, wie
es typischerweise von KEP-Dienstleistern genutzt wird. In einem Hub-and-Spoke-Netzwerk wird
generell zwischen Vor-, Haupt- und Nachlauf unterschieden. Im Vorlauf werden die Sendungen
gesammelt, im Hauptlauf gebiindelt transportiert und im Nachlauf an die Empféanger verteilt
(Thaller et al., 2017, S.448). Der Nachlauf wird auch als letzte Meile bezeichnet.

Die letzte Meile bezeichnet allgemein den finalen Abschnitt einer Distributionskette bis zum
Empfanger. Fiir Paketsendungen wird dieser Abschnitt von KEP-Dienstleistern durchgefiihrt.
Die Betrachtung der letzten Meile ist von besonderer Bedeutung, da etwa 50 % der Gesamtkosten
des Transports in diesem Abschnitt anfallen. Ein Grund fiir die hohen Kosten sind unter anderem
Fehlzustellungen sowie der erhebliche personelle Aufwand fiir die Paketzustellung (Clausen und
Geiger), 2013] S. 287).

Im Folgenden wird der Zustellprozess fiir Paketsendungen auf der letzten Meile mit einem Zustell-
fahrzeug beschrieben. Die letzte Meile startet in einem Depot, wie in Abbildung dargestellt.
Dort erfolgt die Endsortierung der Pakete in sogenannte Empfangsgebiete. Diese Gebiete sind
anhand der Einwohnerzahl, Haushaltsdichte sowie der zu bewéltigenden Strecke aufgeteilt. Im
Depot wird je Gebiet ein Zustellfahrzeug beladen (Clausen und Geiger, [2013] S.287). Anschlie-

fend werden die Pakete in die Empfangsgebiete transportiert und an die Empfanger zugestellt.
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Abbildung 2.1: Struktur eines Hub-and-Spoke-Netzwerks (Wellbrock et al., 2022, S.6)

Falls es zu einer Fehlzustellung kommt, da der Empfénger nicht angetroffen werden konnte, wird
entweder ein erneuter Zustellversuch am folgenden Tag unternommen oder die Pakete werden in
einem Paketshop oder einer Paketstation hinterlegt. Dabei gilt, dass die Zwischenlagerstitte in
der Nihe des Kunden liegen sollte (Clausen et al., 2016, S.44). Das Paket kann dort innerhalb der
Offnungszeiten abgeholt werden. Paketshops kénnen Geschifte des KEP-Dienstleisters oder pri-

vate Einrichtungen, wie etwa Kioske oder Tankstellen, sein. Paketstationen sind automatisierte,
autarke Stationen, die von den Dienstleistern betrieben werden. Je nach Kundenwunsch ist auch
eine direkte Belieferung des Paketshops oder der Paketstation moglich, die im Durchschnitt 25
bis 30 % giinstiger ist als eine Ubergabe an der Haustiir (Wellbrock et al., 2022, S.9). Damit ist

die Vorstellung des Zustellprozesses auf der letzten Meile mit einem Zustellfahrzeug abgeschlos-

sen. Neben der Zustellung mit einem Transporter kann die Zustellung auf der letzten Meile auch

mit innovativen Konzepten durchgefiihrt werden. Eine Ubersicht iiber solche Konzepte geben

Boysen et al.| (2020). Im Folgenden wird eine zweistufige letzte Meile fiir den Einsatz innovativer

Zustellkonzepte beschrieben.
Zweistufige letzte Meile der Logistik

Fiir die Auslieferung von Paketsendungen mit Zustellrobotern oder Paketdrohnen wird die letz-
te Meile in zwei Abschnitte unterteilt (Bakach et al. 2021). Im ersten Abschnitt werden die

Sendungen vom Depot aus in das Zustellgebiet transportiert und dort auf Mikrodepots verteilt.

Als Mikrodepots dienen Paketshops oder Paketstationen. Im zweiten Schritt werden die Sen-

dungen mithilfe innovativer Transportmittel, wie etwa Zustellrobotern oder Paketdrohnen, zu

den Empféngern transportiert (Clausen et al., [2016] S.44). Dieser zweite Schritt wird auch als
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allerletzte Meile bezeichnet. Eine schematische Darstellung der zweistufigen letzten Meile ist in
Abbildung dargestellt. Neben der zweistufigen letzten Meile sind auch Mischformen moglich.
Beispielsweise konnen Zustellfahrzeuge, die den ersten Abschnitt der letzten Meile tibernehmen,
auch direkte Zustellungen durchfithren (Poeting et al 2019b). Hierbei werden sowohl Mikrode-
pots als auch Empfanger angefahren. Nach der Beschreibung der zweistufigen letzten Meile wird

nun ein innovatives Zustellkonzept erlautert, das auf dem Einsatz von Zustellrobotern basiert.

’ Letzte Meile ‘

‘ Allerletzte Meile ‘

Depot »| Mikrodepot Empféanger

< Depot
[] Mikrodepot
(O Empfanger

Abbildung 2.2: Struktur einer zweistufigen letzten Meile

2.2 Zustellroboter

Ein Konzept fiir die Paketzustellung auf der allerletzten Meile beruht auf dem Einsatz autonomer,
batteriebetriebener Zustellroboter. Die Roboter transportieren Waren iiber Strafen oder Gehwe-
ge. Der Fokus dieser Arbeit liegt auf Robotern, die auf Gehwegen fahren und eine Transportkapa-
zitét von einer Sendung haben, wie es der Regelfall ist. Durch den Transport auf den Gehwegen
sind die Grofte und damit verbunden die Transportkapazitéit eingeschriankt. Die Autonomie und
der begrenzte Laderaum der Roboter erméglichen eine zeitlich genaue Zustellung an die Empfan-
ger. Dabei eignen sich besonders zeitkritische Waren oder solche, die eine zeitgenaue Lieferung
erfordern. Beispiele hierfiir sind Medikamente, Mahlzeiten, Blumen, Einkiufe oder bestimmte
Paketsendungen (siehe Abbildung . Ein fiihrender Hersteller gibt an, dass Lebensmittel am
haufigsten mit Zustellrobotern transportiert werden StarShip Technologies| (2022); Bogdanski
(2017)). Zustellroboter lassen sich nach ihrem Einsatzort kategorisieren (Leerkamp et al.l 2021)).
Neben dem Transport auf Gehwegen gibt es auch Modelle, die auf der Strafe fahren. Diese Mo-
delle werden in dieser Arbeit nicht ndher betrachtet, aber zur Vollsténdigkeit mit vorgestellt.
Innerhalb jeder Kategorie &hneln sich die Roboter hinsichtlich ihrer Grofse, Geschwindigkeit und
Transportkapazitdt. Im Folgenden werden zunéchst Zustellroboter fiir den Strafenverkehr und

anschliefend solche fiir den Einsatz auf Gehwegen vorgestellt.
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Abbildung 2.3: Anwendungsfelder fiir Zustellroboter

2.2.1 Zustellroboter fiir den Strafienverkehr

Zustellroboter lassen sich grundséatzlich in zwei Kategorien einteilen: konventionelle Fahrzeuge,
die fiir die autonome Paketzustellung umgeriistet wurden, und speziell fiir die autonome Zustel-
lung entwickelte Fahrzeuge. Zu den konventionellen Fahrzeugen zéhlen haufig Mittelklassewagen
oder Kastenwagen, von denen nur ein Teil batteriebetrieben ist. Der Vorteil dieser Herangehens-
weise besteht darin, dass bereits vorhandene Fahrzeuge genutzt und mit zuséatzlicher Hardware
fiir den autonomen Einsatz ausgestattet werden kénnen. Ein Beispiel hierfiir ist das Unternehmen

Gatik, das einen Ford Transit Connect fiir die autonome Zustellung umgeriistet hat.

Zur zweiten Kategorie gehéren Roboter, die speziell fiir den autonomen Transport und die Paket-
zustellung entwickelt wurden. Ein wesentlicher Unterschied zu den konventionellen Fahrzeugen
ist, dass kein Fahrersitz vorhanden ist. Ein Beispiel fiir einen solchen Roboter ist das Modell R2
von Nuro (siehe Abbildung. Der Roboter ist mit der erforderlichen Sensorik fiir autonomes
Fahren ausgestattet und besitzt die Grofie eines Kleinwagens. Er verfiigt iiber zwei Innenfécher,
die iiber Fliigeltiiren zugénglich sind (siche Abbildung . Die Innenfiacher kénnen durch
vorgefertigte Einsétze je nach Anwendungszweck unterteilt werden. Der Roboter erreicht eine
Hochstgeschwindigkeit von 40 km /h und wiegt 1,15 Tonnen. Eine Ubersicht der technischen Da-
ten des R2 findet sich in Tabelle Beispiele fiir weitere Hersteller dieser Transportmittel sind
Neolix, Udelv, Toyota und JD.com (Cregger et al., 2020, S. 61ff.). Damit ist die Vorstellung des

Zustellroboters fiir die Strafe abgeschlossen.

Mafe L274mxB1,10mxH 1,8 m
Gewicht ohne Zuladung 1150 kg

Maximale Zuladung 190 kg

Ladevolumen 633 1

Maximale Geschwindigkeit | 40 km/h

Batteriekapazitat 31 kWh

Ladegeschwindigkeit 6,6 kWh/h

Tabelle 2.1: Spezifikation des Modells R2 von Nuro (Ferguson, [2020))




2.2. Zustellroboter

2.2.2 Zustellroboter fiir den Gehweg

Zustellroboter fiir den Einsatz auf Gehwegen haben eine kompakte Bauweise und bewegen sich
mit Schrittgeschwindigkeit fort. Im September 2020 gab es weltweit 38 verschiedene Modelle
von Zustellrobotern fiir den Einsatz auf dem Gehweg, hergestellt von 32 Unternehmen
, . Einer der am weitesten verbreiteten Zustellroboter wurde von dem Hersteller Star-
ship Technologies entwickelt. Starship Technologies, ein estnisches Unternehmen, wurde 2014
gegriindet. Die technischen Daten des Roboters finden sich in Tabelle 2.2 und eine Abbildung
des Modells in Abbildung . Der Roboter verfiigt iiber einen Laderaum mit einem Volumen
von 47 Litern. Die maximale Geschwindigkeit ist auf 6 km/h begrenzt und die Reichweite des
Roboters betriagt 6 km. Ein Vergleich der Aufenabmessungen zeigt, dass der Roboter von Star-
ship Technologies im Vergleich zum fiir die Strafe konzipierten Nuro R2 deutlich kompakter ist

und das Ladevolumen etwa 13-mal kleiner ist.

(a) Nuro R2 (Ferguson), [2020) (b) Starship Technologies

Abbildung 2.4: Zustellroboter fiir die Strafse und den Gehweg

Zustellroboter, die auf dem Gehweg fahren, werden fiir den Einsatz im urbanen oder suburbanen
Raum konzipiert. Dazu werden Grofe, Geschwindigkeit und Gewicht der Roboter entsprechend
an die Einsatzbedingungen angepasst. Allerdings liegen fiir diesen Einsatzort zwei kontrare Ziel-
vorgaben vor. Zum einen sollten die Distanzen zwischen Mikrodepots und Empfangern minimiert
werden, da die Roboter nur in Schrittgeschwindigkeit fahren und eine begrenzte Reichweite ha-
ben. Daher eignen sich besonders urbane Rdume mit einem eng verzweigten Netz an Mikrodepots
und damit verbundenen kurzen Distanzen zu den Empfingern. Zum anderen sollte der Begeg-
nungsverkehr mit Passanten moglichst gering bleiben, da die Roboter auf diese Riicksicht nehmen
und unerwartetes Verhalten vorhersehen miissen. Dies reduziert die Geschwindigkeit der Robo-
ter und erhoht damit die Anfahrtszeiten. Daher wiren Rdume mit geringer Bevolkerungsdichte
von Vorteil. Starship Technologies gibt an, dass pro Minute héchstens drei Personen passieren
sollten (Ténavsuu, 2017).
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Mafse L 68 cm x B 57 cm x H 54 cm /125 cm (mit Fahne)
Gewicht ohne Zuladung 23 kg

Maximale Zuladung 10 kg

Ladevolumen 471

Maximale Geschwindigkeit | 6 km/h

Batterietyp Lithium-Polymer-Akku

Batteriekapazitét 8000 mAh

Ladedauer 45 min

Maximale Reichweite 6 km

Tabelle 2.2: Spezifikation des Zustellroboters von Starship Technologies (Schweizerische Post AG|,
2017)

2.2.3 Zustellkonzept

Dieser Abschnitt stellt den Ablauf der Paketzustellung mit Zustellrobotern vor. Dabei wird an-
genommen, dass die Roboter die allerletzte Meile eines zweistufigen Zustellprozesses absolvieren
(vgl. Unterkapitel . Der beschriebene Ablauf dhnelt den Pilotversuchen von Starship Techno-
logies in Hamburg (Brandt et al., 2018)), London (BBC, [2017) oder Milton-Keynes (Grofsbritan-
nien) (Osborne C., [2018). In allen drei Féllen wurden Zustellungen oder Abholungen innerhalb

festgelegter Zeitfenster mit Zustellrobotern des Unternehmens durchgefiihrt.

Es wird angenommen, dass eine Person online einen Gebrauchsgegenstand bestellt und die Zu-
stellung mit einem Roboter durchgefiihrt werden soll. Einen Tag vor der Zustellung kann der
Empfanger ein verfiighares Zeitfenster fiir die Belieferung wéhlen. Dieses legt fest, in welchem
Zeitraum der Roboter am néchsten Tag eintreffen soll. Am Zustelltag bringt ein Fahrzeug die
konsolidierten Sendungen von einem Depot zu einem nahegelegenen Mikrodepot. Vor Beginn des
Zeitfensters wird der Roboter im Mikrodepot von einem Mitarbeiter mit der Sendung beladen
und startet seine Fahrt zum Empfanger. Wahrend der Fahrt iiberwacht ein Operator den Roboter
aus der Ferne. Der Operator hat Zugriff auf die Kameras des Roboters und kann {iber Lautspre-
cher mit Passanten kommunizieren. Aufserdem ist ein manueller Eingriff iiber eine Fernsteuerung
des Roboters durch den Operator moglich. In der Zukunft wird dieser Operator gegebenenfalls
nicht mehr noétig sein und die Roboter fahren vollstédndig autonom. Der Empfanger wird iiber den
Beginn der Fahrt des Roboters mit einer Anwendung auf seinem Smartphone informiert und er-
hélt den voraussichtlichen Ankunftszeitpunkt. Wahrend der gesamten Fahrt kann der Empfanger
den Standort des Roboters abrufen. Nach dem Eintreffen des Roboters bestétigt der Empféanger
die Ankunft und kann mittels Knopfdruck in der Anwendung den Roboter 6ffnen. Nach Entnah-
me der Sendung fahrt der Roboter zuriick zu einem Mikrodepot. Dort wird entweder der Akku
geladen oder die néchste Zustellung vorbereitet. Erwédhnenswert ist auch die Moglichkeit eines so-
genannten On-Demand-Services. Hierbei wihlen die Kunden vorab kein Zeitfenster, sondern der
Wunsch einer zeitnahen Lieferung der Sendung wird durch einen Knopfdruck in der Anwendung
bestétigt. Dieses Konzept bietet dem Kunden hohere Flexibilitét. Allerdings miissen fiir einen
reibungslosen Ablauf mehr Ressourcen in Form einer groferen Flotte vorgehalten werden, da die
Kundenwiinsche schwer zu planen sind. Abschliefend werden Vor- und Nachteile des Konzepts

gegeniibergestellt und ein Fazit gezogen.
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2.2. Zustellroboter

2.2.4 Vorteile und Nachteile

Die Autonomie der Zustellroboter bietet mehrere Vorteile. Personalkosten sowie die Gesamtkos-
ten der Zustellung kénnen reduziert werden (Heid et al., 2018, S. 8). Zudem kénnen die Roboter
rund um die Uhr arbeiten. Dadurch sind auch Zustellungen aufterhalb iiblicher Dienstzeiten
moglich (Bogdanski, 2017, S. 81). Da die Roboter aufgrund der geringen Transportkapazitit in
Pendeltouren fahren, ist eine Zustellung im Zeitfenster oder on-demand méglich. Damit kon-
nen die Bediirfnisse der Kunden besser beriicksichtigt und die Kundenzufriedenheit gesteigert

werden.

Ein weiterer Vorteil ist die geringere Belastung fiir die Umwelt. Zustellroboter sind elektrisch be-
trieben, wodurch sie den C'Oz-Ausstolt im Vergleich zu herkdmmlichen Lieferfahrzeugen senken
(Bogdanskil, 2017, S. 81). Durch die Verlagerung der Lieferungen auf Gehwege wird der Verkehr
auf den Strafsen entlastet, was zu weniger Staus und Emissionen fithrt (Hossain, 2022} S. 6). Al-
lerdings kénnen Zustellroboter in dicht besiedelten Gebieten Gehwege iiberlasten, was Konflikte
mit Fufsgéngern und Frustration verursachen kann (Gehrke et al., [2023)). Bereits 2017 wurde in
San Francisco der Einsatz von Zustellrobotern stark reglementiert. Dies erfolgte aufgrund von
Beschwerden der Anwohner (Wong, [2017). Nachteilig ist auch, dass der Einsatz der Roboter re-
gionalen Regularien und Gesetzen unterliegt, die sich, Stand 2025, noch stark unterscheiden. In
den USA wird der Einsatz autonomer Roboter auf Ebene der einzelnen Bundesstaaten geregelt,
wodurch unterschiedliche gesetzliche Vorgaben je nach Staat bestehen (Cregger et al., 2020, S.
31). In Deutschland ist eine Sondergenehmigung fiir den Einsatz erforderlich. Zudem musste bei
den bisherigen Feldversuchen in Deutschland eine Person den Roboter auf dem Gehweg begleiten
und ihn vor Ort iiberwachen (Brandt et al., |2018). Dies ersetzt allerdings nicht den Operator,

der aus der Ferne die Roboter iiberwacht und die Steuerung iibernehmen kann.

Die Nutzlast der Roboter ist relativ gering, weshalb sie fiir groffere oder schwerere Lieferungen
ungeeignet sind. Allerdings sind die Transportmittel fiir kleinere Lieferungen, die den Einsatz
grofer Fahrzeuge nicht rechtfertigen, ideal geeignet, wie beispielsweise Mahlzeiten (Bogdanski,
2017; Weinberg et al., 2023]).

Zusammenfassend ldsst sich schliefen, dass fiir den Einsatz von Zustellrobotern der Transport-
weg zum Ziel moglichst kurz gehalten werden sollte, da diese nur mit Schrittgeschwindigkeit
fahren. Zudem sollten die Gehwege fiir den Einsatz geeignet sein, sowohl in der Dimensionierung
als auch in der Auslastung. Fiir den Transport eignen sich besonders Giiter, bei deren Bef6r-
derung der Einsatz eines Fahrzeugs wirtschaftlich nicht sinnvoll ist. Dazu zdhlen insbesondere
Essensbestellungen, Einkdufe und Medikamente. Im Vergleich zu anderen Zustellmethoden lassen
sich Lieferungen on-demand mit Zustellrobotern deutlich leichter realisieren. Insgesamt bieten
die Roboter einige Vorteile und ermoglichen durch ihre Autonomie einen kostengiinstigen Be-
trieb. Dadurch kénnen sie eine spezifische Marktnische besetzen und eine effiziente Alternative

zu herkdmmlichen Liefermethoden bieten.
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2.3. Paketdrohnen

2.3 Paketdrohnen

Drohnen sind unbemannte Transportmittel, die ohne Besatzung fliegen. Sie kénnen jedoch vom
Boden aus gesteuert werden. In dieser Arbeit werden ausschliefslich Drohnen betrachtet, die
fiir den zivilen Einsatz genutzt werden. Drohnen werden in der Regel elektrisch betrieben und
sind entweder mit Fliigeln oder einem oder mehreren Rotoren ausgestattet, die den benotigten

Auftrieb erzeugen.

Im Folgenden werden Drohnen, die fiir den autonomen Einsatz konzipiert sind, betrachtet. Al-
lerdings ist fiir deren Einsatz in den USA und Europa ein lizenzierter Pilot erforderlich, der die
Drohne aus der Ferne steuern kann. Fiir Fliige mit einem erhéhten Risiko, wie beispielsweise bei

der Auslieferung von Paketsendungen, wird eine spezielle Lizenz benétigt. Die vollstdndige Aus-

arbeitung dieser Regularien steht allerdings noch aus (Européaische Agentur fiir Flugsicherheit),
2022al). In den USA ist es beispielsweise moglich, dass ein Pilot mehrere Drohnen gleichzeitig

tiberwacht (Federal Aviation Administration, 2022). Im Folgenden werden diese Drohnen auch

als Paketdrohnen bezeichnet.

(a) Wingcopter W178 (DHL), 2018) (b) Amazon MK27-2 2022)

Abbildung 2.5: Paketdrohnen unterschiedlicher Bauarten

Paketdrohnen lassen sich in unterschiedliche Kategorien einordnen. Eine mdgliche Unterschei-

dung basiert darauf, wie der Auftrieb erzeugt wird. Entweder wird dieser durch Fliigel oder

durch Rotorblétter erzeugt (Barmpounakis et al., 2016). Drohnen mit Fliigeln lassen sich weiter

unterteilen in Modelle mit starren oder beweglichen Fliigeln. Auch Drohnen mit Rotoren lassen
sich weiter unterteilen, etwa in Helikopter-Modelle und Multikopter mit mehreren Rotoren (DHL

\Customer Solutions & Innovation) 2022, S. 6f.). Zudem sind Kombinationen der Auftriebsarten

moglich. In Abbildung [2.5] ist ein Modell mit starren Fliigeln, aber beweglichen Rotoren und
ein Multikopter mit sechs Rotoren abgebildet. Eine weitere Unterscheidungsméglichkeit ist das
Gewicht der Drohnen. Die Européische Agentur fiir Flugsicherheit nimmt beispielsweise eine sol-
che Kategorisierung vor. Hierbei erfolgt die Einteilung in vier Gewichtsklassen, von unter 250
Gramm bis 25 kg (Européische Agentur fiir Flugsicherheit, 2022c). Allerdings fallen Paketdroh-
nen unter die Kategorie Certified Category — Civil Drones, da durch die Paketzustellung ein

hoheres Risiko vorliegt (Européische Agentur fiir Flugsicherheit, |2022b)). Im Folgenden werden

zwei Paketdrohnen exemplarisch vorgestellt.
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2.3. Paketdrohnen

2.3.1 Bauarten

Das deutsche Unternehmen Wingcopter produziert eine Drohne mit starren Fliigeln und kippba-
ren Rotoren. Die Drohne mit der Bezeichnung W178 hat eine Spannweite von 178 cm und gehort
zur Kategorie der electric vertical take-off and landing (eVTOL)-Drohnen. Diese Kategorie um-
fasst elektrisch betriebene Drohnen, die senkrecht starten und landen konnen. Die Drohne ist mit
vier kippbaren Rotoren ausgestattet und erreicht eine Hochstgeschwindigkeit von 151 km /h. Die
maximale Reichweite betragt 90 km und die maximale Zuladung liegt bei 5,5 kg. Bei maximaler
Beladung verringert sich die Reichweite jedoch auf 35 km. Eine Ubersicht der technischen Daten
befindet sich in Tabelle 2.3] Abbildung zeigt die Drohne.

Mafe L 1,46 mx B 1,78 m x H 0,48 m
Leergewicht 8,4 kg

Batteriegewicht 1,8 kg / Batterie (max. 4 Batterien)
Batterietyp Lithium-Polymer-Akku
Batteriespannung & -kapazitat | 22,2 V & 16Ah

Maximales Abfluggewicht 18 kg

Maximale Zuladung 5,5 kg

Ladevolumen 161

min./ @ /max. Geschwindigkeit | 50 km/h / 86,4 km/h / 151 km/h
Reichweite 35 km (5,5 kg Zuladung) bis 90 km (leer)

Tabelle 2.3: Spezifikation der Paketdrohne W178 von Wingcopter| (2021))

Ein Multikopter mit der Bezeichnung MK27-2 wird von Amazon hergestellt und zur Belieferung
von Kunden eingesetzt. Auch diese Drohne zéhlt zur Kategorie der eV TOL-Drohnen. Mit sechs
Rotoren erreicht die Drohne eine Geschwindigkeit von bis zu 80 km/h. Die Drohne hat eine
maximale Reichweite von 12 km und eine Zuladung von 2,3 kg. Eine Ubersicht der technischen

Daten befindet sich in Tabelle 2.4, Abbildung [2.5(b)] zeigt den Multikopter.

Malse L198mxB1,65mxH1,17m
Gewicht mit Batterien | 36 kg

Maximale Zuladung 2,3 kg

Geschwindigkeit 80 km/h

Reichweite 12 km

Tabelle 2.4: Spezifikation der Paketdrohne MK27-2 von Amazon (Federal Aviation Administra-
tion, 2022))

Generell zeichnen sich Drohnen mit Fliigeln und kippbaren Rotoren durch eine grofle Reichwei-
te, Langlebigkeit, geringeren Platzbedarf fiir Start und Landung sowie hohe Mand&vrierbarkeit
aus. Nachteile dieser Bauweise sind die komplexe Technologie der Kippvorrichtungen und die
vergleichsweise hohen Produktionskosten. Multikopter hingegen sind kostenglinstig und einfach
zu starten. Zuséatzlich haben sie meist ein geringes Eigengewicht. Allerdings fiihrt dies zu ei-
nem stéarkeren Einfluss von Wetterfaktoren und einem niedrigeren maximalen Zuladungsgewicht
(DHL Customer Solutions & Innovation) |2022)). Die Einsatzbereiche der verschiedenen Bauarten
werden im Folgenden diskutiert. Hierzu werden Anwendungsfelder sowie ein Logistikkonzept fiir

die Paketauslieferung mit Drohnen vorgestellt.
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2.3. Paketdrohnen

2.3.2 Einsatzbereiche

Durch verschiedene Feldversuche und Untersuchungen haben sich diverse Einsatzbereiche fiir
Drohnen ergeben. Generell eignen sich Drohnen fiir Einsatzorte, die schwer mit anderen Trans-
portmitteln erreichbar sind, oder fiir Aufgaben, die mit anderen Transportmitteln grofe Kosten
verursachen. Ein Beispiel hierfiir ist der Einsatz in Offshore-Windparks, also bei Windkraftan-
lagen auf dem Meer. Wartungsarbeiten werden hier hiufig mit bemannten Helikoptern durch-
gefithrt. Durch den Einsatz von Drohnen lasst sich die Effizienz steigern und Kosten sparen.
Auferdem kénnen die Drohnen leichter gestartet werden und durch den Einsatz von unbemann-

ten Transportmitteln werden keine Personen geféhrdet.

Im Bereich der Agrar- und Forstwirtschaft konnen Drohnen Echtzeitdaten von Pflanzen erfassen
und Luftaufnahmen erstellen. Mit den Daten kann beispielsweise der Einsatz von Diingemit-
teln, Herbiziden und Pestiziden besser geplant und durchgefiihrt werden. Dariiber hinaus lassen
sich Tiere beobachten und lokalisieren. Damit lassen sich Bewegungen von Herden erheben oder
Bestéinde von Tierarten iiberpriifen. Ein weiteres bedeutendes Einsatzfeld von Drohnen liegt
im Transport von Waren oder der Paketzustellung. Hier profitiert man insbesondere von der
Geschwindigkeit der Drohnen, die z. B. den Transport von lebenswichtigen Giitern wie Medi-
kamenten oder Blutkonserven in abgelegene Gebiete erleichtern. Aber auch der Transport von
Paketsendungen zu Privathaushalten ist moglich. Dies wurde bereits von Unternehmen wie Ama-
zon und DHL getestet (Amazon, [2022; DHL, [2018).

Weitere mogliche Einsatzgebiete sind (DHL Customer Solutions & Innovation) 2022]):

Energie/Infrastruktur: Uberwachung grofer Industrieanlagen, Stromleitungen und Pi-

pelines.

e Standort- und Layoutplanung: Erstellung von Luftbildaufnahmen und Analyse von

Baustellen.

e Umweltschutz: Schutz bedrohter Tierarten und Aufdeckung illegaler Aktivitdten wie Wil-

derei oder Brandrodung.

e Notfallhilfe und Polizei: Datenerfassung in Katastrophengebieten und risikoreiche Ein-

sitze in der Strafverfolgung.
e Film und Fotografie: Erstellung von Luftbildaufnahmen und Produktion von Filmen.

e Uberwachung von Infrastruktur: Uberwachung von Logistikanlagen wie Lagerhéusern
und Olfeldern.

e Intralogistik: Unterstiitzung des Transports innerhalb grofser Produktionsstatten und La-

gerh&user.

14
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Damit ist die Vorstellung der Einsatzbereiche abgeschlossen. Im Weiteren wird der Einsatz von
Drohnen in der Logistik genauer betrachtet und der Prozess der Paketzustellung mit Drohnen

vorgestellt.

Eine umfassende Ubersicht aktueller Drohnenmodelle fiir logistische Anwendungen und Feldver-
suche liefert Moshref-Javadi und Winkenbach| (2021). Demnach gab es 27 Unternehmen im Jahr
2021, die Drohnen fiir logistische Zwecke eingesetzt oder getestet haben. Diese Zwecke sind der
Transport fiir den Einzelhandel, Postdienste und Postzustellung, Essenslieferungen und Fliige

mit einem medizinischen Hintergrund.

Im Folgenden wird der Einsatz von Paketdrohnen zur Auslieferung von Sendungen genauer be-
trachtet. Verschiedene Konzepte wurden entwickelt, um Paketdrohnen in Zustellprozesse zu in-
tegrieren. Grundsétzlich erfolgt die Beladung der Paketdrohne am Startpunkt durch einen Mit-
arbeiter und bei Bedarf wird der Akku gewechselt. Daraufhin steigt die Paketdrohne auf ihre
vorgesehene Reiseflugh6he und setzt den Flug in Richtung Zielort fort. Bei der Abgabe der
Sendung muss sichergestellt sein, dass keine Personen durch die Paketdrohne gefihrdet werden
und die Paketdrohne nicht beschidigt wird. Hierflir wurden unterschiedliche Konzepte entwickelt
(Otto et al| 2018, S.5). Die Drohne vom Unternehmen Wingcopter landet und die Sendung wird
manuell vom Empfénger entnommen. Diese Methode setzt voraus, dass ausreichend Platz fiir die
Landung am Zielort vorhanden ist und der Empfanger mit der Handhabung der Drohne vertraut
ist. Alternativ kann die Drohne die Sendung an einem Seil ablassen. Eine vollsténdig kontakt-
lose Ubergabe wurde von Amazon entwickelt. Auch fiir diese Methode wird ein vordefinierter
Abgabepunkt benétigt. Die Drohne MK27-2 verfiigt {iber ein Fach, aus dem das Paket fallt.
Die Fallhohe betragt dabei ca. 3,6 m (CNBC Television) 2022). Dies limitiert jedoch die Anzahl
an Produkten, die mit der Drohne ausgeliefert werden konnen. Beide Ubergabemethoden erfor-
dern die Definition eines geeigneten Ablage- oder Landeplatzes (BBC| |2022). Nach erfolgreicher
Abgabe der Sendung kehrt die Drohne zum Startort zurtick.

Fiir den Einsatz auf der letzten Meile ist ein Konzept dhnlich zu den Zustellrobotern moglich.
Dabei wird die letzte Meile aufgeteilt und die Drohnen starten von einem Mikrodepot, das in
der Nédhe der Empfinger liegt. Daneben ist es auch moglich, nicht nur die allerletzte Meile
von Drohnen durchfiithren zu lassen, sondern die komplette letzte Meile. In diesem Fall starten
die Drohnen von einem Depot, welches weiter von den Empfangern entfernt liegt. Ein weiteres
Konzept besteht darin, Drohnen von einem Zustellfahrzeug aus starten zu lassen (Congress,
2017)). Hierfiir ist das Zustellfahrzeug mit einer Startvorrichtung auf dem Dach ausgestattet. Das
Fahrzeug kann entweder geparkt bleiben, wihrend die Drohne die Zustellungen iibernimmt, oder
parallel zur Drohne weitere Sendungen zustellen. Eine Ubersicht iiber die entwickelten Varianten
des Problems wird von Moshref-Javadi und Winkenbach| (2021) gegeben. Alle Varianten haben
gemein, dass das Zustellfahrzeug als Lager fiir die Pakete und Austauschpunkt fiir die Akkus
dient.
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2.3.3 Vorteile und Nachteile

Der Einsatz elektrischer Drohnen kann die Umweltbelastung im Vergleich zu traditionellen Lie-
fermethoden reduzieren (Figliozzi, 2017)). Da Drohnen autonom betrieben werden, besteht das
Potential, dass Unternehmen die Personalkosten reduzieren kénnen. Allerdings erfordern aktuelle
Regularien in der Regel noch eine Fernsteuerung durch einen Piloten. Ein wesentlicher Vorteil
von Drohnen ergibt sich aus ihrem Einsatz im Luftraum. Dadurch sind Drohnen auf keine Stra-
Beninfrastruktur angewiesen. Insbesondere in Entwicklungslandern werden Drohnen bereits fiir
die Versorgung landlicher Gebiete genutzt, etwa fiir medizinische Lieferungen und Notfalldienste
in schwer zugénglichen Regionen (Moshref-Javadi und Winkenbach, 2021, S.1). Generell eignen
sich Drohnen fiir den Transport zu entlegenen oder schwer erreichbaren Orten. Aufserdem eignen
sie sich fiir Einsatzbereiche, die risikobehaftet oder sehr kostspielig sind. Hierzu zéhlen beispiels-
weise Aufnahmen von Waldbrinden oder der Einsatz bei Protesten (DHL Customer Solutions &
Innovation, 2022). Durch die hohe Geschwindigkeit und den direkten Flug zum Ziel lassen sich
kurze Transportzeiten realisieren und die Reaktionsfahigkeit der Logistiksysteme erhohen (Thiels
et al 2015).

Zu den Nachteilen der Drohnen zéhlt die Lautstiarke sowie das Risiko technischer Ausfille, bei
denen herabfallende Teile Menschen gefihrden konnen (Clausen et al. [2016, S. 40). Daneben
besteht auch die Gefahr, dass Personen die Kontrolle iiber Drohnen iibernehmen konnten und
diese fiir illegale Aktivitdten einsetzen oder bewusst zum Absturz bringen (Shakhatreh et al.,
2019, S. 48593). Weiterhin gibt es Bedenken hinsichtlich des Datenschutzes und der Privatsphére
der Bevolkerung (Lee et al., 2022)).

Die Paketdrohnen verfiigen iiber eine begrenzte Transportkapazitét, die {iblicherweise 3 kg nicht
iberschreitet (Agatz et al.,[2018)). In den meisten Feldversuchen transportieren Drohnen lediglich
ein einzelnes Paket, sodass keine Biindelungseffekte erzielt werden kénnen. Auch die Reichwei-
te ist ein limitierender Faktor und héngt stark von Bauart, Flughohe, Beladungsgewicht und
Wetterbedingungen ab (Otto et al., |2018).

Zusammenfassend lasst sich folgern, dass fiir die Paketdrohnen eine Vielzahl an Einsatzmoglich-
keiten existiert und sie fiir schwer erreichbare Orte eine kostengiinstige Alternative zur konven-
tionellen Zustellung darstellen. Die Vorteile der Drohnen kénnen besonders ausgespielt werden,
wenn der Transport oder Prozess in der Luft durchgefiihrt werden muss, da die Alternativen
hierfiir Flugzeuge oder Hubschrauber sind. Beim Transport bieten die Paketdrohnen den Vorteil,
dass sie einfach gestartet werden kénnen und durch die hohe Geschwindigkeit eine kurze Trans-
portzeit erreichen. Ein grofes Hindernis fiir eine flichendeckende Einfiihrung sind jedoch noch
fehlende gesetzliche Regularien, die die Sicherheit und Akzeptanz in der Offentlichkeit gewéihi-
leisten. Damit ist die Vorstellung der innovativen Zustellkonzepte abgeschlossen. Im néchsten

Unterkapitel werden die Grundlagen fiir die mathematische Optimierung vorgestellt.
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Kapitel 3

Grundlagen der mathematischen

Optimierung

In dieser Arbeit werden Optimierungsmodelle und deren Losungsverfahren vorgestellt. Die Grund-
lagen der mathematischen Optimierung, die fiir das Verstdndnis und die Durchdringung der
Modelle nétig sind, werden in diesem Kapitel zusammengefasst erldutert. Neben den Grundla-
gen der mathematischen Optimierung werden auch die Grundlagen der Graphentheorie und der
dynamischen Programmierung erlautert. Diese Grundlagen sind fiir das Verstdndnis des Branch-
and-Price-Algorithmus erforderlich. Fiir eine vertiefte Einfithrung wird auf folgende Lehrbiicher
verwiesen (Korte und Vygen, [2018; Diestel, 2016; Tittmann, 2021}).

Das Kapitel ist wie folgt gegliedert. In Unterkapitel werden die Grundlagen mathematischer
Optimierungsmodelle, unterteilt in lineare und ganzzahlige Modelle, vorgestellt. Fiir die ganzzah-
lige Optimierung wird das Branch-and-Bound-Verfahren beschrieben. Im Abschnitt werden
die Grundlagen des Branch-and-Price-Verfahrens vorgestellt. Anschlieffend wird in Unterkapi-
tel eine Einfiihrung in die Graphentheorie gegeben. Das Kapitel wird mit der Vorstellung der
dynamischen Programmierung in Abschnitt abgeschlossen.

3.1 Mathematische Optimierungsmodelle

In den Kapiteln |4 und [5| werden Problemstellungen fiir die innovativen Zustellkonzepte beschrie-
ben, die mittels mathematischer Optimierung gelost werden sollen. Die Problemstellungen werden
dabei durch Optimierungsmodelle beschrieben und mit geeigneten Verfahren gel6st. Ein Opti-
mierungsmodell setzt sich aus Entscheidungsvariablen, einer Zielfunktion und Nebenbedingungen
zusammen. Durch die Zuweisung von Werten an die Entscheidungsvariablen kénnen verschiedene
Losungen fiir die Problemstellung erzeugt werden. Beispiele fiir Entscheidungsvariablen sind Ent-
scheidungen dariiber, ob ein Fahrzeug eine bestimmte Reihenfolge von Kunden besuchen soll oder
wie viele Fahrzeuge fiir die Losung eines Problems benétigt werden. Zur Bewertung der Belegung

der Entscheidungsvariablen wird eine Zielfunktion festgelegt. Diese weist jeder Wertekombination
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einen Zielfunktionswert zu, wodurch die Bewertung und der Vergleich der gefundenen Losungen
ermoglicht werden. Nebenbedingungen sind Funktionen, die die Entscheidungsvariablen durch
Gleichungen oder Ungleichungen einschrinken und somit Restriktionen der Problemstellung in

dem Optimierungsmodell widerspiegeln.

Grundsétzlich kdnnen Optimierungsmodelle in unterschiedliche Klassen unterteilt werden. Dabei
wird haufig zwischen linearen und nichtlinearen sowie kontinuierlichen und ganzzahligen Model-
len unterschieden. Lineare Modelle zeichnen sich dadurch aus, dass sowohl die Zielfunktion als
auch die Nebenbedingungen lineare Funktionen der Entscheidungsvariablen sind. Ein nichtlinea-
res Optimierungsmodell besteht aus Funktionen, die in den Entscheidungsvariablen nicht linear
sind. Eine nichtlineare Nebenbedingung ist beispielsweise die Begrenzung des frithesten Ankunfts-
zeitpunkts bei einem Kunden einer Tour, wenn die Fahrzeit von einer variablen Geschwindigkeit
abhéngt. Der Wertebereich der Entscheidungsvariablen bestimmt, ob ein kontinuierliches oder
ganzzahliges Modell vorliegt. Wenn die Variablen auf den reellen Zahlen R definiert sind, spricht
man von einem kontinuierlichen Modell. Wenn die Variablen hingegen aus den ganzen Zahlen
7. stammen, handelt es sich um ein ganzzahliges Modell. Im néchsten Abschnitt werden die

Grundlagen linearer Optimierungsmodelle vorgestellt.

3.1.1 Lineare Optimierung

In diesem Abschnitt wird die lineare Optimierung basierend auf dem Werk von (Korte und
Vygen, 2018)) beschrieben. Dazu wird im ersten Schritt die Definition eines allgemeinen linearen

Optimierungsmodells gegeben.

Definition 1. Fin lineares Optimierungsproblem ist gegeben durch eine Instanz und eine Aufgabe

zu der Instanz.
Instanz: Matriz A € R™ ™ und Spaltenvektoren b € R™, ¢ € R™.

Aufgabe: Bestimme, welche der folgenden drei Méglichkeiten auf das lineare Optimierungsproblem

zutrifft. Fir ein lineares Optimierungsproblem muss gelten, dass es entweder

(i) eine optimale Lisung besitzt, das heif§t einen Spaltenvektor x € R™, der Az < b erfillt und

T x mazimiert wird,

bei dem ¢
(#) unzuléssig ist, das heifit, die Menge {x € R™ : Ax < b} ist leer,

(iii) unbeschrinkt ist, das heifit fiir alle o € R gibt es ein € € R™ mit Az < b und ¢’z > a.

Eine Instanz dieses Problems wird als lineares Programm (LP) bezeichnet. Ein LP wird in dieser

Arbeit in der folgenden Form dargestellt:

maximiere cI'x (3.1)

unter der Nebenbedingung Ax < b. (3.2)
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Die Multiplikation der Vektoren in wird als Zielfunktion bezeichnet, wihrend die Bedin-
gungen in (3.2)) als Nebenbedingung bezeichnet werden. Die Eintrige des Vektors x werden als
Variablen bezeichnet. Falls zusétzlich x > 0 gefordert ist, wird x als nichtnegativ bezeichnet.
Das LP — wird auch als primales LP bezeichnet. Neben dem primalen LP existiert auch
ein duales LP, das wie folgt definiert ist.

Definition 2. Sei (3.1))-(3.2) ein primales LP. Das zugehdérige duale LP wird durch das folgende

lineare Programm definiert:

minimiere y'b (3.3)
u.d.N. yA = c, (3.4)
y=0. (3.5)

Die Zielfunktion des dualen LP ist durch gegeben. Es ist zu beachten, dass die Zielfunkti-
on, im Gegensatz zum primalen LP, minimiert werden muss. Die Nebenbedingungen sind durch
die Gleichungen definiert, wahrend die Nichtnegativitit der Variablen durch gewahr-
leistet wird. Nach Einfiihrung des primalen LP und des zugehdrigen dualen LP kann nun der

Dualitatssatz formuliert werden.

Satz 1. (Gale et al.,|1951)) Falls ein primales LP und das zugehdrige duale LP optimale Losungen

x* bzw. y* besitzen, gilt ¢’ x* = y*b.

Der Beweis dieses Satzes findet sich in (Korte und Vygen| [2018, S.70). Eine weitere Beziehung
zwischen dem primalen und dualen LP wird durch den folgenden Satz beschrieben. Auch der

Beweis dieses Satzes ist in der Verédffentlichung von [Korte und Vygen| zu finden.

Satz 2. Ist ein LP unbeschrdnkt, so ist das zugehorige duale LP unzuldssig. Besitzt ein LP eine

optimale Lésung, so hat auch das entsprechende duale LP eine optimale Losung.

Ein LP wird als unbeschrdnkt bezeichnet, wenn die Nebenbedingungen den optimalen Wert der
Zielfunktion nicht einschréinken (siehe Definition[I]). Ein LP wird als unzuldssig bezeichnet, wenn
es keine Losung gibt, die alle Nebenbedingungen gleichzeitig erfiillen kann (siehe Definition .

Damit ist die Einfiihrung in die lineare Optimierung abgeschlossen.

3.1.2 Ganzzahlige Optimierung

Die Grundlagen der linearen Optimierung lassen sich durch die Forderung der Ganzzahligkeit
der Variablen erweitern. Die Beschreibung der ganzzahligen Optimierung orientiert sich an der
Vero6ffentlichung von |[Korte und Vygen| (2018)).

Definition 3. Fin ganzzahliges Optimierungsproblem ist gegeben durch eine Instanz und eine

Aufgabe zu der Instanz.

Instanz: Matriz A € Z™*™ und Spaltenvektoren b € Z™, ¢ € 7.".
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Aufgabe: Entscheide, welche der drei Maoglichkeiten auf das ganzzahlige Optimierungsproblem

zutrifft. Fur ein ganzzahliges Optimierungsproblem gilt, dass es entweder

(i) eine optimale Losung enthdlt, das heifit ein Spaltenvektor x € Z" ezistiert, der Ax < b

erfillt und ¢« mazimiert,
(#1) unzuléssig ist, das heifit die Menge {x € Z" : Az < b} ist leer,

(i4i) unbeschrinkt ist, das heifit fiir alle o € Z gibt es ein x € Z™ mit Az < b und 'z > a.

Dabei wird eine Instanz eines ganzzahligen Optimierungsproblems als ganzzahliges lineares Pro-
gramm (IP) bezeichnet. Ein IP mit Variablen, die keine Ganzzahligkeitsforderung haben, wird
als gemischt-ganzzahliges lineares Programm (MIP) bezeichnet. Im néchsten Abschnitt wird ein

Verfahren zum Losen von IPs und MIPs vorgestellt.

Ganzzahlige Optimierungsprobleme kénnen mithilfe des Branch-and-Bound-Verfahrens gelost
werden. Im Folgenden werden die zwei zentralen Schritte des Branch-and-Bound-Verfahrens vor-
gestellt. Die Beschreibung basiert auf Domschke et al.| (2015). Fiir eine weiterfiihrende Erlaute-

rung wird diese Verdffentlichung empfohlen. Die zentralen Schritte lauten wie folgt:

e Branching: Ein zu lésendes Problem Py wird so in k Teilprobleme P, ..., Py verzweigt

(to branch) oder zerlegt, dass

k
X(Py) = X(P,) und méglichst X (P;) N X (P;) = 0 fiir alle i # j gilt.
=1

Dabei bezeichnet X (P;) die Menge der zulédssigen Losungen von Teilproblem P;. Die Pro-

bleme P, ..., P, konnen weiter verzweigt werden.

e Bounding: Die Begrenzung des Verzweigungsprozesses wird als bounding bezeichnet. Da-
bei wird anhand von Schranken {iberpriift, ob ein Teilproblem weiter verzweigt werden
muss. Es wird generell zwischen einer unteren Schranke und einer oberen Schranke unter-
schieden. Die untere Schranke stellt den besten Zielfunktionswert einer zuléssigen Losung
dar. Der Wert der Schranke kann im Verlauf des Verfahrens steigen und betrégt zu Be-
ginn —oo. Die obere Schranke stellt eine Begrenzung des Zielfunktionswertes eines rela-
zierten Teilproblems dar. Ein relaxiertes Teilproblem ist ein Teilproblem, das durch das
Weglassen von Nebenbedingungen vereinfacht wurde. Beispielsweise wird bei der Relaxa-
tion die Ganzzahligkeitsforderung einer Losung aufgehoben. Ein Teilproblem wird nicht
weiter betrachtet, wenn die obere Schranke kleiner als die untere Schranke ist oder wenn
die Losung des relaxierten Problems zugleich eine Losung des urspriinglichen Teilproblems
darstellt.

Damit ist die Vorstellung des Branch-and-Bound-Verfahrens abgeschlossen und es folgt ein Ver-

fahren, welches eben dieses erweitert.
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3.2 Branch-and-Price-Verfahren

Das Branch-and-Price-Verfahren spielt eine zentrale Rolle in dieser Arbeit, da es zur Losung
der in den Kapiteln [4 und [§] beschriebenen Problemstellungen verwendet wird. Deshalb wird das
Verfahren ausfiihrlich vorgestellt. Es handelt sich dabei um eine Erweiterung des Branch-and-
Bound-Verfahrens. Der wesentliche Unterschied zwischen den beiden Verfahren besteht darin,
dass im Branch-and-Price-Verfahren das Optimierungsproblem nur mit einer Teilmenge der Va-
riablen initialisiert wird. Im Verlauf des Verfahrens werden bei Bedarf weitere Variablen hinzu-
gefiigt, um die Optimalitdt der Losung sicherzustellen. Die Beschreibung des Verfahrens folgt
der Einfiihrung von [Feillet (2010) und wird durch das IP — veranschaulicht. Dieses IP

dient als Beispiel, um das Versténdnis des Verfahrens zu erleichtern.

Das IP — stellt beispielhaft eine Formulierung des Vehicle Routing Problems (VRP) dar.
Ein VRP umfasst eine Menge von n Kunden, m Fahrzeugen sowie ein Depot. Das Ziel besteht
darin, die Kunden in Touren vom Depot aus zu beliefern, sodass die Kosten minimiert werden.
Das Depot ist sowohl Quelle als auch Senke jeder Tour. Eine mogliche Kostenfunktion ist die

Summe der gefahrenen Distanzen.

Das Optimierungsproblem lésst sich wie folgt definieren. Sei 2 die Menge der méglichen Touren
und xg, s € {2, eine bindre Variable, die entscheidet, ob eine Tour gefahren wird. Die Kosten der
Tour s, s € 2, seien c¢s. Der Koeffizient e;, ist gleich eins, falls der Kunde i, fiir i = 1,...,n, in

Tour s vertreten ist. Damit lasst sich das VRP wie folgt darstellen:

minimiere Z CsTs (3.6)
seN

u.d.N. Z €isTs > 1 firi=1,...,n, (3.7)
seN

>z <m, (3.8)

se
zs € {0,1} VseQ. (3.9)

Die Zielfunktion minimiert die Gesamtkosten der Entscheidungsvariablen. Die Nebenbe-
dingungen stellen sicher, dass jeder Kunde in mindestens einer Tour enthalten ist. Die
Nebenbedingung garantiert, dass maximal m Touren gefahren werden. Mit der letzten
Bedingung wird die Binaritdt der Variablen gefordert.

Ein direkter Ansatz zur Losung des IP (3.6))-(3.9) ist mit dem Branch-and-Bound-Verfahren
moglich. Das IP wére mit diesem Verfahren jedoch kaum l6sbar, da die Menge €2 exponentiell mit
der Anzahl der Kunden wéchst. Eine mogliche Losung bietet das Branch-and-Price-Verfahren, da

hierbei nur eine Teilmenge der Variablen berticksichtigt wird. Sei hierfiir Q' C 2 die Teilmenge
der Variablen. Zur Relaxation des IP (3.6)-(3.9)) wird die Bedingung (3.9) wie folgt ersetzt

xs >0, se€ .
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Das relaxierte Programm wird als Masterproblem (MP) bezeichnet. Sei MP(2) das Masterpro-
blem auf Basis von Menge €2 und sei MP(£) das Problem auf der Teilmenge 2’ der Variablen. Das
Problem MP(€Q') wird auch als eingeschrinktes Masterproblem (EMP) bezeichnet. Das MP(Q)
entspricht dem relaxierten, zu 16senden Problem Py des Branch-and-Bound-Verfahrens. Da das
Branch-and-Price-Verfahren das EMP betrachtet, wird im Folgenden erldutert, wie durch die
Hinzunahme von Variablen zum EMP eine optimale Losung des MP(Q) gefunden werden kann.
Datfiir ist die Einfithrung des dualen Problems DP () zum MP(§') erforderlich.

Seien y;, fiir i = 1,...,n, die dualen Variablen, die den Nebenbedingungen ({3.7)) zugeordnet sind.
Die duale Variable g ist der Nebenbedingung (3.8)) zugeordnet.

n

maximiere Z Yi —my (3.10)
=1
n

u.d.N. Z eisYi — 7§ < Cs Vse, (3.11)
i=1

vir§ >0 i=1,...,n (3.12)

Die Zielfunktion maximiert die Summe der dualen Variablen, abziiglich des Produkts der
dualen Variable § und der Anzahl der Fahrzeuge m. Die Nebenbedingungen verlangen,
dass fiir jede Tour s € 2 die Summe der dualen Variablen y;, die den in s enthaltenen Kunden
zugeordnet sind, abziiglich des Wertes von ¢, kleiner oder gleich den Kosten der Tour cy ist.
Die Nichtnegativitdt von y;, fiir ¢ = 1,...,n, und § wird durch die Nebenbedingungen (|3.12))

sichergestellt. Mit dem dualen Programm lésst sich folgender Satz formulieren.

Satz 3. Sei ) eine Teilmenge von Q und y* eine optimale Liosung des DP(QY). Ist y* eine
zuldssige Losung des DP(Q)), so ist sie auch eine optimale Léosung fir das DP(S).

Beweis. Der zuléassige Bereich von DP(€) ist eine Teilmenge des zulédssigen Bereichs von DP ('),
und die Zielfunktion ist in beiden Modellen identisch. O

Der Satz spielt eine zentrale Rolle im Branch-and-Price-Verfahren. Da somit gilt, dass eine opti-
male Losung des M P(Q) auch eine optimale Losung des MP(€) ist, sofern die optimale Losung
y* des DP(Q) zuléssig fiir das DP () ist. Der Algorithmus {iberpriift die Zulédssigkeit fiir jede
optimale Losung des DP(€)'). Falls mindestens eine Nebenbedingung des DP(Q2) durch y* verletzt

wird, muss die entsprechende Variable zu €’ hinzugefiigt und das Problem erneut gelost werden.

Es ist zu beachten, dass in einer Iteration auch mehrere Variablen zu Q' hinzugefiigt werden
konnen. Zudem muss sich der Zielfunktionswert des EMP durch die Hinzunahme einer Variablen
nicht zwingend verbessern. Trotzdem terminiert das Verfahren nach einer endlichen Anzahl an
Schritten, sofern © endlich ist. Die Uberpriifung der Zulissigkeit des DP(£2) erfolgt im sogenann-

ten Pricing-Problem. Im Folgenden wird das Pricing-Problem genauer erlautert.

Seiy* = (yi,y5, .-, y., ") eine optimale Losung des DP(€). Im Pricing-Problem wird anschlie-
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fend gepriift, ob die entsprechenden Nebenbedingungen (3.11)) fiir jede Tour s € Q erfiillt sind.

Hierfiir werden die reduzierten Kosten jeder Tour s € 2 berechnet. Diese sind definiert als
n
Cs = Cs — Zeisy: + g*
i=1

Wenn die reduzierten Kosten kleiner als 0 sind, ist die Nebenbedingung verletzt, und die der
Tour s entsprechende Variable wird zu € hinzugefiigt. Die Generierung und das Hinzufiigen
neuer Variablen wird als Column Generation (Spaltengenerierung) bezeichnet. Eine optimale
Losung des Pricing-Problems ist somit gegeben durch ¢* = mingcq és. Diese Schritte werden
wiederholt, bis keine Variable mit negativen reduzierten Kosten mehr gefunden wird. In diesem
Fall sind die Zielfunktionswerte der optimalen Losung des MP(Q') und des MP(Q2) gleich.

MP(€Y)
| lose DP(€Y)
/ Ja, optimale
eingeschranktes Branch- fiige Variable/n L'OSL*lng
P P and-Bound 7u € hinzu y
Verfahren

16se Pricing-Problem;
Losung mit

negativen reduzierten

nein
’ Kosten gefunden?

gebe erweitertes
MP(Q') zuriick

Abbildung 3.1: Schematischer Aufbau des Branch-and-Price-Verfahrens

Eine Ubersicht des Branch-and-Price-Verfahrens ist in Abbildung dargestellt. Die Eingabe
besteht aus einem ganzzahligen linearen Programm. Im ersten Schritt wird die Menge der Va-
riablen eingeschrankt, wodurch das reduzierte IP definiert wird. Das reduzierte IP wird mithilfe
des Branch-and-Bound-Verfahrens gelost. Es ist zu beachten, dass fiir jeden Knoten mithilfe des
Column-Generation-Verfahrens gepriift wird, ob weitere Variablen hinzugefiigt werden miissen.
Ist dies der Fall, wird das erweiterte Teilproblem wiederholt gel6st, bis keine zusétzlichen Va-
riablen mehr gefunden werden. Damit wird sichergestellt, dass die Teilprobleme optimal gelost

werden und somit auch eine optimale Losung fiir das urspriingliche Problem gefunden wird.

Da die Berechnung der Kosten aller Variablen zu aufwendig wére, wird das Pricing-Problem
auf ein Kiirzeste- Wege-Problem mit Beschrinkung der Ressourcen reduziert. Zur Einfiihrung des

Verfahrens werden die grundlegenden Begriffe der Graphentheorie erlautert.
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3.3 Graphentheorie

Die Einfiihrung von Graphen ist fiir diese Arbeit zentral, da die Planungsprobleme auf Graphen
modelliert werden. Die Darstellung der Graphentheorie orientiert sich an den Grundlagenwerken
von |Tittmann| (2021) und Diestel (2016]). Ein ungerichteter Graph G = (V, E') besteht aus einer
Menge von Knoten V und einer Menge von Kanten E, wobei jede Kante zwei Knoten aus V
verbindet. Ein gerichteter Graph G = (V, A) besteht aus einer Knotenmenge V' und einer Kan-
tenmenge A, wobei jeder Kante (i, j) ein geordnetes Paar von Knoten (u;, u;) aus V' zugeordnet
ist. Ein Graph, der nur eine Kante zwischen je zwei Knoten hat und keine Kanten mit gleichen
Endknoten enthélt, wird als schlicht bezeichnet. In dieser Arbeit werden ausschliefslich schlichte
Graphen betrachtet.

Eine Kantenfolge ist eine Abfolge von Knoten und Kanten w1, e1, us, €2, us, ..., uUg_1, €x_1, U AUS
G. Dabei gilt, dass eine Kante e;, fiir i = 1,...,k — 1, die Knoten u;, u;+1 verbindet. Ein Weg
W ist eine Kantenfolge, in der kein Knoten mehrfach auftritt. Zur vereinfachten Notation kann
ein Weg fiir schlichte Graphen auch nur durch die Knoten beschrieben werden. Damit gilt fiir
einen Weg W' = (uy,u,...,ux), dass u; € V, fir ¢ = 1,2,...,k. Ein Graph G = (V, E) wird
als zusammenhdngend bezeichnet, falls zwischen je zwei Knoten aus V' ein Weg existiert. Ein
Graph G = (V, E) wird als gewichtet bezeichnet, falls jeder Kante von G ein Gewicht ¢: E — R
zugeordnet ist. Die Kosten eines Weges W werden als ¢y bezeichnet und berechnen sich als

Summe der Gewichte der Kanten zwischen den Knoten.
Kiirzeste Wege

Ein zentrales Problem der Graphentheorie ist die Suche nach dem kiirzesten Weg zwischen zwei

Knoten in einem ungerichteten oder gerichteten Graphen.

Definition 4. Die Suche nach einem kiirzesten Weg in einem Graphen zwischen einer Quelle

und einer Senke kann durch eine Instanz und eine Aufgabe definiert werden.

Instanz: Ein gewichteter Graph G = (V, E) (gerichtet oder ungerichtet), Gewichte ¢ : E — R

sowte zwet Knoten ug,us € V.

Aufgabe: Finde einen kiirzesten Weg W von us nach ug, also einen Weg mit minimalen Kosten

cw, oder entscheide, dass uy von us aus nicht erreichbar ist.

Wenn die Kostenfunktion ausschlielslich positive Gewichte den Kanten zuordnet, kann der kiirzes-
te Weg mit dem Dijkstra-Algorithmus (siche (Korte und Vygen| [2018, S.169)) berechnet werden.
Der Algorithmus liefert entweder den kiirzesten Weg und dessen Kosten oder zeigt an, dass keine

zulédssige Losung existiert.

Das Kiirzeste-Wege-Problem kann durch Beschrankungen der Knoten bzw. Kanten und der Ein-
fiihrung von Ressourcen erweitert werden. Das daraus resultierende Problem wird als Kiirzeste-
Wege-Problem mit Beschrinkung der Ressourcen bezeichnet. Wie bereits erwahnt, kann das

Pricing-Problem fiir die Optimierungsprobleme dieser Arbeit auf ein Kiirzeste-Wege-Problem
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mit Beschrankung der Ressourcen reduziert werden. Die mathematische Formulierung des Pro-
blems orientiert sich an (Feillet et al., 2004)).

Sei G = (V,.A) ein gewichteter Graph, wobei V die Knotenmenge und A die Kantenmenge be-
schreibt. Die Knoten us und wu; stellen die Quelle und Senke des Weges dar. Eine Kante (i, 5) € A
besitzt Kosten in Hohe ¢;;. Sei déj der Verbrauch der Ressource [ bei der Benutzung der Kante
(i,7) € A. Es wird angenommen, dass alle Werte déj die Dreiecksungleichung erfiillen. Zu den
Beispielen fiir Ressourcen zédhlen Zeit, Kapazitit oder der Ladestand eines Akkus. Jeder Knoten
u; € V besitzt zwei nicht-negative Werte aé, bﬁ fiir jede Ressource . Ein Besuch des Knotens u; ist
fiir jede Ressource nur im Intervall [al, b!] moglich. Ein Beispiel fiir diese Intervalle sind Zeitfens-
ter. Das Ziel ist es, einen kreisfreien Weg von u zu u; zu finden, der alle Knotenbeschrankungen
erfiillt und die geringsten Gesamtkosten aufweist. Dieses Problem kann als MIP formuliert wer-
den (Feillet et al., 2004, S.217). Eine weitere Losungsmoglichkeit stellt der sogenannte Labeling-
Algorithmus dar, der auf dynamischer Programmierung basiert. Da Labeling-Algorithmen stark
auf spezifische Problemstellungen zugeschnitten sind, erfolgt keine allgemeine Einfiihrung und es

wird auf die Kapitel [ und [5| verwiesen.

3.4 Dynamische Programmierung

Die dynamische Programmierung befasst sich mit der Losung von Entscheidungsproblemen, bei
denen mehrere voneinander abhéngige Entscheidungen getroffen werden miissen. Ziel ist es, fiir
das Gesamtproblem ein Optimum zu finden. Die folgende Beschreibung der dynamischen Pro-
grammierung orientiert sich an den Ausfiihrungen von |Domschke et al.| (2015). Eine Besonderheit
der dynamischen Programmierung liegt in der sequentiellen Betrachtung mehrerer Stufen. Eine
Stufe wird durch die Menge ihrer moglichen Zusténde sowie durch die auf dieser Stufe zu tref-
fenden Entscheidungen charakterisiert. Nach |Domschke et al.| (2015)) lassen sich die Modelle der

dynamischen Programmierung nach folgenden Punkten kategorisieren:
(i) Zeitabstéande der Stufen,
(ii) Informationsgrad,
(iii) Einwertigkeit oder Mehrwertigkeit der Zustands- und Entscheidungsvariablen,
(iv) Endlichkeit oder Unendlichkeit der moglichen Zustédnde und Entscheidungen.
Zu (i): Es wird zwischen kontinuierlichen und diskreten Modellen unterschieden. Ein diskretes
Modell umfasst Entscheidungen und Zustandsdnderungen zu diskreten Zeitpunkten oder in dis-

kreten Stufen. In einem kontinuierlichen Modell erfolgen Zustandsénderungen durch fortlaufende

Entscheidungen. In dieser Arbeit werden ausschlieklich diskrete Modelle betrachtet.

Zu (ii): Es wird zwischen deterministischen und stochastischen Modellen unterschieden. Dabei

wird bei den deterministischen Modellen angenommen, dass &ufsere Einfliisse auf das System
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stets nur einen festen Wert annehmen. Bei stochastischen Modellen werden die duferen Einfliis-
se als Zufallsvariablen modelliert, die verschiedene Werte mit bekannten Wahrscheinlichkeiten

annehmen konnen. In dieser Arbeit werden ausschlieflich deterministische Modelle betrachtet.

Zu (iii): Zustédnde oder Entscheidungen kénnen auch als Vektoren dargestellt werden, wenn sie

aus mehreren Komponenten bestehen.

Zu (iv): Die Anzahl der moglichen Zustédnde oder Entscheidungen kann endlich oder unendlich

sein. In dieser Arbeit werden ausschliefslich endliche Zustdnde und Entscheidungen betrachtet.

Im Folgenden werden die Losungsprinzipien der dynamischen Programmierung erldutert. Sei
dazu z eine Zustandsvariable zur Wiedergabe eines Zustands, in dem sich das Problem oder
System am Ende der Stufe/Periode k befindet. Sei Zj die Menge aller Zusténde, in denen sich
das Problem oder System am Ende der Stufe/Periode k befinden kann. Damit lésst sich der
Begriff der Politik definieren.

Definition 5. Fine Folge (zp,xpi1,...,xk) von Entscheidungen, die ein Problem von einem
Zustand zp_1 € Zp_1 in einen Zustand z € Zi tberfihrt, wird als Politik bezeichnet. Ent-
sprechend wird eine Folge (vy,w; ,...,x}) von Entscheidungen, die ein Problem von einem
Zustand zp_1 € Zp_1 in einen Zustand zy € Zy unter Einbeziehung der Zielfunktion dberfihrt,

als optimale Politik bezeichnet.

Auf Basis der Definition kann das Bellman’sche Optimalititsprinzip eingefithrt werden. Der Satz

geht auf den Begriinder der dynamischen Programmierung [Bellman| (1966) zuriick.

Satz 4. Sei (z7,...,25_,2,...,x}) eine optimale Politik, die ein Problem von einem Anfangs-

zustand in einen Endzustand iberfihrt. Sei zusdtzlich z;;_, der Zustand, den das System auf Stufe

k — 1 annimmt. Dann gilt:

*
n

Stufe k — 1 in einen Endzustand tiberfihrt.

o (x3,...,x}) ist eine optimale (Teil-) Politik, die das Problem von einem Zustand zj_, auf

o (x7,...,x}_4) ist eine optimale (Teil-) Politik, die das Problem von einem Anfangszustand
in einen Zustand z;,_, auf Stufe k — 1 dberfiihrt.

Diesen Satz macht sich die dynamische Programmierung bei der Bestimmung einer optimalen
Politik zunutze. Damit ist die Einfiihrung in die mathematischen Grundlagen abgeschlossen. Im
folgenden Kapitel wird die Optimierung eines Zustellnetzwerks unter Einsatz von Zustellrobotern

betrachtet und ein Optimierungsalgorithmus fiir eine konkrete Problemstellung vorgestellt.
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Kapitel 4

Optimierung von Zustellnetzwerken mit

Zustellrobotern

In diesem Kapitel wird ein Optimierungsalgorithmus fiir ein Paketnetzwerk mit autonomen
Zustellrobotern vorgestellt. Die im Folgenden betrachtete Problemstellung &hnelt der in Ka-
pitel beschriebenen Problemstellung. Es wird eine zweistufige letzte Meile mit autonomen
Zustellrobotern untersucht. Dabei transportieren die Roboter Paketsendungen von Mikrodepots
zu den Empfangern, die zuvor ein Zustellzeitfenster ausgewéhlt haben. Das Ziel besteht darin,
einen Plan zu erstellen, der die Reihenfolge bestimmt, in der die Zustellroboter die Mikrodepots
und Empfanger anfahren und dabei die Anzahl der Zustellungen maximiert. Es ist zu beachten,
dass die Zustellroboter eine maximale Transportkapazitidt von einem Paket haben. Dies bedeutet,
dass nach einer Zustellung ein Mikrodepot angefahren werden muss, um eine weitere Sendung
zu laden. Das Mikrodepot kann nach jeder Zustellung gewechselt werden. Ein Roboter kann zwi-
schen zwei Kunden mehrere Mikrodepots anfahren. Ein solches Vorgehen kann vorteilhaft sein,
wie im spéteren Verlauf anhand von Beispiel [1] gezeigt wird. Am Mikrodepot wird aufserdem der
Akku der Roboter wieder aufgeladen. Daher sind entsprechende Ladezeiten einzuplanen. Fiir die
Zielfunktion wird jedem Kunden ein Profit zugewiesen, der eingesammelt wird, wenn der Kunde
von einem Roboter beliefert wird. Das Ziel besteht darin, die Summe der gesammelten Profite
zu maximieren. Allerdings ist es zur Zielerreichung nicht erforderlich, jeden Kunden zu beliefern.
Aus logistischer Sicht kénnen entgangene Profite als Opportunitiatskosten interpretiert werden,
die entstehen, wenn ein Kunde nicht durch das eigene System, sondern durch einen Kurier oder

ein anderes Unternehmen versorgt werden muss.

Fiir eine realistische Modellierung ist es entscheidend, den Akku des Roboters und die Lade-
vorgédnge zu beriicksichtigen, da die Kapazitiat des Akkus oft restriktiv ist und Ladevorginge
Zeit in Anspruch nehmen. Beispielsweise hat der Zustellroboter von Starship Technologies eine
Reichweite von sechs km und benétigt zum Laden 45 Minuten (Schweizerische Post AG| 2017)).
Der Ladezustand muss stets im zulassigen Bereich liegen und die Ladezeiten an den Mikrodepots
miissen eingeplant werden. Bei Drohnen entfallt diese Betrachtung, da die meisten Modelle ein

Konzept nutzen, bei dem die Akkus am Mikrodepot getauscht und durch geladene Akkus ersetzt
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werden (siehe Wingcopter| (2021); [Shankland| (2018)). Dariiber hinaus gibt es bereits Stationen,
die den Akkuwechsel bei Drohnen automatisieren (sieche Matternet, (2020)). Im weiteren Verlauf

des Kapitels werden die Mikrodepots der Einfachheit halber als Depots bezeichnet.

Dieses Kapitel ist wie folgt strukturiert: Zunéchst erfolgt eine Einordnung in die verwandte Lite-
ratur. Anschlieend wird eine Ubersicht der in diesem Kapitel verwendeten Notationen prisen-
tiert. Unterkapitel beschreibt die Problemstellung formal und stellt ein einfithrendes Beispiel
vor, das die Schwierigkeit der richtigen Depotwahl zwischen zwei Kunden aufzeigt. Anschliefend
wird die Problemstellung als MIP formuliert (siehe Unterkapitel . Das MIP dient als Ver-
gleichsmodell fiir den in diesem Kapitel entwickelten Branch-and-Price-Algorithmus. Unterkapi-
tel betrachtet eine feste Reihenfolge der Kunden und untersucht das folgende Entscheidungs-
problem: Fiir eine gegebene Menge von Depots, einen Zustellroboter und eine Kundenreihenfolge
muss entschieden werden, ob zwischen je zwei Kunden ein Pfad von Depots mit entsprechenden
Ladezeiten existiert, sodass jeder Kunde in seinem Zeitfenster beliefert werden kann. Fiir die-
ses Entscheidungsproblem wird ein dynamisches Programm vorgestellt, das es in Polynomialzeit
basierend auf der Anzahl der Kunden und Depots exakt l6st. Auf Basis dieses Programms wird
in Unterkapitel ein Branch-and-Price-Algorithmus présentiert. Die Performance des Algo-
rithmus wird anhand von Benchmark-Instanzen getestet und mit dem MIP-Modell in Kapitel [6]

verglichen.

4.1 Einordnung in die Literatur

Im Folgenden wird die relevante Literatur vorgestellt. Da das Problem dieses Kapitels an zwei
Themenfelder angrenzt, werden beide erldutert: zum einen die Optimierung von Zustellkon-
zepten mit Zustellrobotern und zum anderen Varianten des VRP, in denen die Ladevorgénge
modelliert werden. |Ostermeier et al.| (2022) bieten eine Ubersicht iiber Optimierungsprobleme
mit Zustellrobotern. Die Forschung zu Zustellrobotern hat zu einer Vielzahl unterschiedlicher

Problemvarianten gefiihrt, die im Folgenden erldutert werden.

Zustellfahrzeug mit Zustellrobotern

Ein Konzept kombiniert ein Zustellfahrzeug, das neben Paketen auch Roboter transportiert und
diese an bestimmten Orten zur Belieferung von Kunden startet. |[Boysen et al. (2018) beschreiben
ein Problem mit einem Zustellfahrzeug, welches an Depots Roboter und Pakete aufnimmt und
diese an vordefinierten Orten zu den Kunden losfahren lasst. Zur Losung dieses Problems werden
ein MIP-Modell und eine Heuristik entwickelt. Ziel der Berechnung ist es, die Anzahl verspéateter
Zustellungen zu minimieren. Ostermeier et al. (2022) betrachten ein dhnliches Problem, wobei
die Zielfunktion sowohl die Verspédtung als auch die zuriickgelegte Distanz reduziert. Dariiber
hinaus wird das Problem von Heimfarth et al. (2022) noch erweitert, sodass das Zustellfahrzeug
neben dem Transport von Robotern und Paketen auch Kunden beliefern kann. Zur Lésung wird
eine generalisierte variable Nachbarschaftssuche verwendet. Chen et al.| (2021blla) betrachten ein
Problem, bei dem die Roboter aus dem Zustellfahrzeug direkt zu den Kunden starten. Dabei muss

das Fahrzeug zur Weiterfahrt auf die Riickkehr der Roboter warten. Ziel ist es, die Gesamtzeit
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aus Roboterfahrten und Fahrten des Zustellfahrzeugs zu minimieren. Heuristiken werden zur

Probleml6sung eingesetzt.

Zweistufige letzte Meile mit Zustellrobotern

Ein weiteres Konzept dhnelt dem in Unterkapitel beschriebenen. |Alfandari et al.| (2022)
untersuchen fiir eine zweistufige letzte Meile verschiedene Zielfunktionen zur Messung von Ver-
spatungen. Zur Losung werden ein MIP und ein exaktes Verfahren auf Basis der Benders-
Dekomposition eingesetzt. Eine Fallstudie zur zweistufigen letzten Meile wird von [Poeting et al.
(2019a)) vorgestellt. Die Autoren kombinieren eine Simulation und Optimierungsalgorithmen. Ziel

ist es, einen bestimmten Servicegrad anhand der Anzahl der Verspétungen zu erreichen.

Location Routing Problem mit Zustellrobotern

Sonneberg et al.| (2019)) untersuchen neben der Zustellung mit Robotern auch die Entscheidung,
ob ein potenzielles Depot erdffnet werden soll. Zusétzlich wird angenommen, dass die Roboter
mehrere Féacher haben und damit mehrere Kunden in einer Tour beliefern kénnen. Ziel ist es, die
Betriebskosten, die durch die Eréffnung der Depots und den Betrieb der Roboter entstehen, zu

minimieren.

Zustellroboter mit Betrachtung der Ladevorgdnge

Yu et al. (2022)) betrachten ebenfalls eine Variante des Zustellfahrzeug mit Zustellroboter Pro-
blems. Dabei konnen die Akkus der Roboter im Fahrzeug geladen werden. Die Belieferungen
kénnen sowohl vom Zustellfahrzeug als auch von den Robotern durchgefiihrt werden. Zur Lo-
sung wird ein MIP-Modell und eine Adaptive-Large- Neighborhood-Search-Heuristik vorgestellt.
Bakach et al. (2021) untersuchen eine Variante des Location Routing Problems mit Zustellrobo-
tern. Dabei muss entschieden werden, welche Depots eroffnet werden sollen und von welchem
Depot die Roboter ihre Auslieferungen durchfiihren sollen. Es wird angenommen, dass die Robo-
ter nach jeder Belieferung ihren Akku vollstdndig aufladen miissen. Ziel ist es, die Gesamtkosten,
bestehend aus Depoterdffnungskosten und der Fahrzeit der Roboter, zu minimieren. Zur Losung

werden mehrere aufeinander aufbauende MIP-Modelle verwendet.

FElectric Vehicle Routing Problem with Time Windows (EVRPTW)

Ein weiteres Forschungsgebiet, in dem Ladevorgéinge betrachtet werden, ist das Electric Vehicle
Routing Problem with Time Windows (EVRPTW) (siehe|Schneider et al.| (2014])). Das EVRPTW
ghnelt dem VRP, wobei zuséatzlich Zeitfenster fiir die Kunden berticksichtigt werden und die
Fahrzeuge elektrisch sind. Dies erfordert die Beriicksichtigung von Ladestationen und die Mo-
dellierung der Ladevorgéinge. Eine mogliche Zielfunktion ist die Minimierung der zuriickgelegten
Distanz. Das hier beschriebene Problem kann als kapazitdtsbeschranktes EVRPTW betrachtet
werden, dessen Transportkapazitdt auf eine Einheit beschréankt ist. Aufgrund dieser Restriktion

miissen die Fahrzeuge zwischen zwei Kunden jeweils ein Depot oder eine Ladestation anfahren.

Eine Ubersicht iiber das allgemeine EVRP ohne Zeitfenster wird von |Erdeli¢ und Cari¢ (2019)
gegeben. Die erste Publikation zum EVRPTW stammt von [Schneider et al.| (2014). Die Autoren
formulieren das Problem als MIP und stellen eine Kombination aus variabler Nachbarschaftssuche

und Tabu-Heuristik vor. Hierbei wird allerdings angenommen, dass die Fahrzeuge bei Ankunft
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an einer Ladestation die Akkus vollstdndig laden miissen. Diese Restriktion wird von [Keskin und
Catay| (2016) aufgehoben und es wird neben einem MIP auch eine Adaptive Large Neighborhood
Search Heuristik vorgestellt.|Desaulniers et al.| (2016) untersuchen verschiedene Ladevarianten des
EVRPTW. Neben einer Ladestrategie, die nur vollstdndige Ladevorgénge zuldsst, werden auch
partielle Ladevorgiange an den Depots beriicksichtigt. Es wird ein exakter Branch-and-Price-
and-Cut-Algorithmus vorgestellt. Ahnlich wie im folgenden Abschnitt werden feste Reihenfolgen
betrachtet und Ladezeiten berechnet. Der Hauptunterschied liegt in den Knoten, welche in den
Reihenfolgen enthalten sind. Wahrend die Autoren sowohl Kunden als auch Ladestationen in
den Reihenfolgen berticksichtigen, werden in dieser Arbeit ausschliefslich Kunden betrachtet und

die Ladestationen implizit durch ein dynamisches Programm modelliert.

Die Zielfunktion dieses Kapitels basiert auf einem Profit, der die Zahlungsbereitschaft der Kun-
den symbolisiert. Dieser Profit wird erzielt, wenn der Kunde von einem Zustellroboter beliefert
wird. Diese Art der Zielfunktion fiir das VRP ist in der Literatur als Team Orienteering Pro-
blem (TOP) bekannt. Tae und Kim| (2015) beschreiben ein TOP mit Zeitfenstern und stellen
einen Branch-and-Price-Algorithmus zur Losung des Problems vor. Ein kapazitiertes TOP mit
Zeitfenstern wird von [Park et al.| (2017) betrachtet. Die Autoren stellen auch einen Branch-and-
Price-Algorithmus fiir die Lésung des Problems vor. Beide Publikationen beriicksichtigen jedoch

weder Akkus noch Ladevorgénge.
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4.2 Notationen

Ein Uberblick iiber alle in diesem Kapitel verwendeten Notationen ist in Tabelle zu finden.

Allgemeine Notationen

Menge der Kunden

Menge der Depots

Anzahl der verfiighbaren Roboter

Zahlungsbereitschaft von Kunde u; € C

Zeitfenster von Kunde u; € C

Zeithorizont

Servicezeit bei Kunde u; € C

Fahrzeit zwischen Knoten u; € V und Knoten u; € V/
Fahrzeit von Kunde u; € C zu seinem néchsten Depot uy;
maximale Fahrzeit des Akkus

Ladestand des Akkus an Knoten u; € V'

Ladezeit an Depot u, € D

Laderate gemessen in Fahrzeit je geladener Zeiteinheit
Ankunftszeitpunkt des Kunden oder Depots u; € V'
Sequenz von Kunden mit s = (ug,ug, ..., up)

MIP (Unterkapitel

S,
",
i

=17

“k

Menge der Depot-Pfade zwischen Knoten u;, u; € V

Fahrzeit von u; € C nach u; € C auf Depot-Pfad k € S’ij

Fahrzeit von u; € C zum ersten Depot auf dem Depot-Pfad k € Sij
zu u; € C

Fahrzeit vom letzten Depot auf dem Depot-Pfad &k € S’ij zuu; € C

Dynamisches Programm (Unterkapitel

©A
(t.5), (75)
(tknﬁk)v (tkaﬁk)
D/

p

Zeit-Batterie-Paar

unteres und oberes Zeit-Batterie-Paar

unteres und oberes temporéres Zeit-Batterie-Paar
reduzierte Menge der Depots

Anzahl Abschnitte auf gebrochener Geraden
Index eines Abschnitts auf gebrochener Gerade

Branch-and-Price-Algorithmus (Unterkapitel

€is

Q

Q/

(s, y")
)%
FW,BW
w

Wo, Wn+1
L

LK

bindrer Koeffizient, der angibt, ob Kunde w; in Sequenz s enthalten ist
Menge der zuldssigen Sequenzen

reduzierte Menge der zulassigen Sequenzen mit ' C Q

reduzierte Kosten von Sequenz s

Menge der Knoten in Hilfsgraph G

Menge der vorwérts- und riickwéartsgerichteten Kunden

Weg mit W = (wo, ui, uz, ..., up, wpt1) oder Teilweg
Quelle und Senke der Wege
Label

Menge der Label

Tabelle 4.1: Notationen fiir Kapitel
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4.3 Problembeschreibung

In diesem Unterkapitel erfolgt eine formale Beschreibung der Optimierung eines Zustellnetzwerks
mit autonomen Robotern. Gegeben ist ein ungerichteter Graph G = (V, E), wobei V' = CUD die
Knotenmenge darstellt und F = {{i,k} : u; € V,uy € D} die Menge der Kanten. Die Menge C
beschreibt die Kunden und D die Menge der Depots. Es ist zu beachten, dass zwei Kunden nicht
direkt miteinander verbunden sind und der Zustellroboter zwischen je zwei Kunden mindestens
ein Depot anfahren muss. Der Grund hierfiir ist die Kapazitdt des Laderaums des Roboters, die
maximal eine Sendung fasst. Daher sind die Kunden ausschliefslich mit den Depots verbunden.
Es wird angenommen, dass jeder Kunde u; € C ein Zeitfenster [a;, b;] hat, wobei stets a; < b;
gilt. Die Belieferung kann nur innerhalb des Zeitfensters erfolgen. Bei erfolgreicher Zustellung
wird ein Preis von p; vom Kunden gezahlt. Die Entnahme der Sendung am Kunden wird als

Servicezeit bezeichnet. Diese ist fiir jeden Kunden u; € C individuell und benétigt 7; Einheiten.

Die Fahrzeit von u; nach uy, {i,k} € E, betrigt d;; Zeiteinheiten. Im Folgenden wird angenom-
men, dass die Fahrzeiten symmetrisch sind, sodass d;; = di; fiir jede Kante {i,k} € E gilt. Das
Depot mit der kiirzesten Fahrzeit zu Kunde u; € C' wird mit uy ;) bezeichnet und die Fahrzeit

von u; Zu Ug(;) wird mit d; gekennzeichnet.

Zur Belieferung der Kunden stehen m Zustellroboter zur Verfiigung. Wie bereits erwéhnt, haben
diese eine Transportkapazitit von einer Sendung und steuern nach jeder Belieferung ein Depot
an. Jedoch kénnen zwischen je zwei Kunden auch mehrere Depots angefahren werden. Es wird
angenommen, dass die Zuordnung der Sendungen zu den Depots zu Beginn noch nicht erfolgt
ist und somit Teil der Optimierung ist, ebenso wie die Zuordnung der Zustellroboter zu den
Depots. Alle Roboter fahren mit der gleichen Geschwindigkeit, welche als fest angesehen wird.
Jeder Roboter ist elektrisch angetrieben und besitzt daher einen Akku. Dieser kann an jedem
Depot nachgeladen werden. Es wird angenommen, dass die Zunahme des Ladestandes wahrend
des Ladevorgangs und die Abnahme wihrend der Fahrt jeweils linear in Abhéngigkeit von der
Zeit sind. Marra et al| (2012) zeigen, dass diese Annahme fiir Lithium-Ionen-Akkumulatoren
bei einem Ladestand von 20% bis 90% gerechtfertigt ist. Aukerdem gilt, dass das komplette
Entladen und vollstindige Laden des Akkus die Lebenszeit verringert. Daher wird im Folgen-
den angenommen, dass der Ladestand nicht unter 20% sinken kann und Ladevorgéinge nur bis
80% der Kapazitat durchgefiihrt werden. Es wird angenommen, dass der Energieverbrauch des
Roboters wiahrend der Be- oder Entladung mit Sendungen sowie eventuellen Wartezeiten am
Depot vernachlassigbar ist (Bakach et al. [2021). Der Ladestand des Akkus gibt die verbleibende
Fahrzeit an. Sei B die maximale Fahrzeit. Im Folgenden wird zur Vereinfachung der Ladestand
im Intervall [0, B] abgebildet, wobei dieses Intervall innerhalb der Grenzen zwischen 20% und
80% liegt. Dies bedeutet, dass der tatsichliche Ladestand des Akkus noch 20% betragt, wenn
dieser im Modell leer ist. Nach einer vollen Ladung des Akkus im Modell entspricht der Lade-
stand tatsichlich 80%. Die Ladegeschwindigkeit betragt «. Dies bedeutet, dass sich mit jeder
Zeiteinheit, die geladen wird, die Fahrzeit um « erhoéht. Die Ladezeit am Depot ug € D wird
mit A bezeichnet. Der Ladestand des Roboters beim Eintreffen an Knoten u; € V' wird mit 5;

bezeichnet.
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uz us ) wr us
(a) Graphenstruktur mit sechs Kunden (Krei- (b) Beispielhafte Losung
se) und zwei Depots (Quadrate)

Abbildung 4.1: Visualisierung des Graphen und einer Losung

Ziel der Optimierung ist die Maximierung der gesammelten Profite unter den folgenden Neben-

bedingungen:

e Jeder Kunde wird hochstens einmal beliefert.
e Kunden werden in ihren Zeitfenstern beliefert.

e Der Ladestand des Akkus bewegt sich immer im Bereich [0, B].

Es ist anzumerken, dass nicht alle Kunden beliefert werden miissen. Fiir den Graphen G gelten

folgende Einschréankungen:

e Der Subgraph, bestehend aus den Depotknoten, ist beziiglich der maximalen Fahrzeit zu-
sammenhéngend. Das heifst, dass es zwischen je zwei Depots u;, uxr € D einen Weg gibt,

wobei jede Kante auf dem Weg die maximale Fahrzeit B nicht iiberschreitet.

e Jeder Kunde kann von mindestens einem Depot erreicht werden. Das bedeutet, dass fiir
jeden Kunden u; € C gilt d; < B/2.

e Die Roboter starten von einem beliebigen Depot mit einem Ladestand, der B entspricht.

Ein Beispiel fiir einen Graphen mit sechs Kunden (Kreise) und zwei Depots (Quadrate) ist
in Abbildung {4.1(a)| dargestellt. Eine beispielhafte Losung ist zusétzlich in Abbildung [4.1(b)

eingezeichnet. Die resultierende Reihenfolge lautet (w7, uq, w7, us, ug, uz, ug, uz).

Die Einfiihrung schliefst mit einem Beispiel, das zeigt, dass die Wahl eines oder mehrerer Depots
zwischen zwei Kunden nicht trivial ist. Ohne Akkukapazitiatsgrenze B ware das Depot mit mini-
maler Fahrzeit stets optimal. Wird B jedoch berticksichtigt, kann ein anderes Depot vorteilhafter

sein, wie Beispiel [1| verdeutlicht.

Beispiel 1. Dieses Beispiel betrachtet die Depotauswahl zwischen den Kunden u; und u;. Aktuell
befindet sich der Roboter bei Kunde w;. Zur Auswahl stehen die Depots uy, und u;. Die bendtigten
Fahrzeiten sind in Abbildung [{.3 neben den Kanten dargestellt. In diesem Beispiel ist uy das

Depot, das die Fahrzeit zwischen u; und w; minimiert. Die Strecke von u; nach wuj tiber uy
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up

Abbildung 4.2: Graph mit zwei Kunden und zwei Depots

betrdgt acht Einheiten. Es wird angenommen, dass die mazimale Fahrzeit zehn Einheiten betrdgt

(B = 10).

Das Zeitfenster von Kunde uj lautet [19,24]. Es wird angenommen, dass Kunde u; zum Zeitpunkt
ewns beliefert wird und die Servicezeit betrigt eine Einheit. Der aktuelle Ladestand des Fahrzeugs
liegt bei vier Finheiten. Damit kann der Roboter zum Zeitpunkt zwet nur zu uy fahren, da das

Depot u; 15,5 Einheiten entfernt liegt und somit nicht erreichbar ist.

Zum Zeitpunkt sechs erreicht der Roboter das Depot up mit einem leeren Akku. Die Ladege-
schwindigkeit fiir dieses Beispiel betrdagt zwei Einheiten, was bedeutet, dass o = 2 ist. Am Depot
gibt es zwei Moglichkeiten zur Weiterfahrt: 1) Der Roboter kann zu Kunde w; fahren oder 2)

zuerst zu Depot uy und dann zu uj. Im Folgenden werden beide Méglichkeiten genauer betrachtet.

e Falls der Roboter direkt zu uj fihrt, bendtigt er mindestens zwei Zeiteinheiten zum Laden,
um die erforderlichen vier Einheiten zu erhalten. Allerdings startet das Zeitfenster von u;
erst zum Zeitpunkt 19. Daher kann der Roboter in fiinf Zeiteinheiten seinen Akku vollstin-
dig laden und wartet dann noch vier Zeiteinheiten. Anschliefend startet der Roboter zum
Zeitpunkt 15 vom Depot und erreicht den Kunden w; zum frihestmdglichen Zeitpunkt mit
einem Ladestand von sechs Finheiten. Der Verlauf des Ladestandes tiber die Zeit ist in
Abbildung [{-3 durch eine gepunktete Linie dargestellt.

o Im zweiten Fall fihrt der Roboter zum Depot u;. Dafiir lidt er zwei Zeiteinheiten und er-
reicht das Depot zum Zeitpunkt 12 mit einem leeren Akku. Am Depot angekommen, kann
der Roboter fiinf Zeiteinheiten laden und dann mit vollem Akku zu wu; starten. Dadurch
erreicht der Roboter w; auch zum frihestmdglichen Zeitpunkt, der bei 19 liegt, mit einem
Ladestand von acht Einheiten. Der Verlauf des Ladestandes fiir diese Option ist als gestri-
chelte Linie in Abbildung [{.3] aufgezeigt.

Es bleibt festzuhalten, dass der Roboter auf beiden Pfaden den Kunden uj zum frihesten Zeitpunkt
beliefert. Allerdings ist der Ladestand beim Kunden u; im Fall des zweiten Pfads hoher als bei
etner direkten Fahrt. Dieses Beispiel zeigt, dass nicht zwangsldaufig das Depot optimal ist, welches

die Fahrzeit zwischen zwei Kunden minimiert.

Die Problemstellung vereint zwei gegenlaufige Ziele: einen méglichst frithen Belieferungszeitpunkt
und einen moglichst hohen Ladestand. Das in Unterkapitel [4.5]vorgestellte dynamische Programm
16st diesen Zielkonflikt.
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Abbildung 4.3: Akkustand iiber die Zeit fiir zwei unterschiedliche Zustellpfade

4.4 Gemischt-ganzzahliges lineares Programm

In diesem Abschnitt wird das Optimierungsproblem aus Unterkapitel [4.3]als MIP formuliert. Das
Programm ist &hnlich zur Formulierung von Roberti und Wen| (2016)). Allerdings betrachten die
Autoren das sogenannte Electric Traveling Salesperson Problem (E-TSP) mit Zeitfenstern, wobei
Ladezeiten und -mengen als ganzzahlig angenommen werden. Beim E-TSP gilt es, eine kiirzeste
Tour mit einem elektrischen Fahrzeug durch eine Menge von Knoten zu finden. Dabei wird die

Kapazitdt des Akkus beriicksichtigt und das Fahrzeug an Ladesédulen wieder aufgeladen.

Sei 0 ein fiktiver Knoten, der Start- und Endpunkt einer jeden Tour ist. Es gilt, dass 0 keinen
Profit hat und die Fahrzeit von 0 zu allen Depots null ist. Sei g,;j die Menge aller Depot-Pfade
zwischen den Knoten u; und uj, wobei u;,uj € C' U {0} gelten. Die Fahrzeit von u; nach wu;
iiber Depot-Pfad EZ ist als dfj definiert. Die Fahrzeit von u; zum ersten Depot auf dem Pfad §fj
betrigt dfj und die Zeit vom letzten Depot zu u; betrigt ij Es ist zu beachten, dass die Anzahl
der Depot-Pfade zwischen je zwei Kunden exponentiell in der Menge der Depots ist. Um die
Anzahl der betrachteten Depot-Pfade zu verringern, wird eine Dominanzregel eingefiihrt. Seien

u;, u; zwei Kunden und E}j,§?j zwei Depot-Pfade zwischen diesen Kunden. Es gilt, dass .§Z-1j von

E?j dominiert wird, falls
1 2
L4 dij > di]’a

o di; >d3,

71 72
° dij > dij'

Es werden binére Variablen xfj mit u;, u; € C'U{0} und Efj € S’ij definiert, die 1 sind, falls der

Depot-Pfad 51‘3 von u; nach u; genutzt wird, und andernfalls 0 betragen. Sei ¢; der Belieferungs-
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zeitpunkt des Kunden u; € C' und (; der Ladestand am Kunden. Aufferdem sei \; die Ladezeit

des Roboters vor der Belieferung von Kunde w; € C'. Das MIP kann wie folgt formuliert werden:
maximiere Z Z pzscf] (4.1)
i,j€CU{0} ‘§i’€j€§ij

uw.d.N. o> <t VjeCc, (4.2)

i€eCuU{0} 51?]- Ggij

DY = Y =0 VieC,  (43)

JECU{0} §§j€§ij §§i6~ji
.2 wmEm, (4.9)
iEC glgiGS’Oi
titm+ X+ Y, dial <
529].65'1']'
ti+(1— ) af)M VijeC,  (45)
§§j€»§i]‘
Bi — Z dfal; + aX; >
51-3-651']'
Bi— (1= > af)M VijeC, (4.6)
§§j€§ij
YooY dial < B VieC, (47
jECU{O} §§j€§¢j
Bi<B— > > dhak VieC,  (48)
jeCU{0} 5;‘165']2
di <t VieC, (4.9)
a; <t <b VieC,  (4.10)
aj; € {0,1} VijeCu{0},5 €Sy, (4.11)

Die Zielfunktion maximiert die Summe der Profite. Die Nebenbedingungen stellen
sicher, dass jeder Kunde maximal einmal angefahren wird. Die Flusserhaltung in den Kun-
denknoten wird mit den Nebenbedingungen gewahrleistet. Dies bedeutet, dass in einer
Losung jeder Kundenknoten ebenso héufig angefahren wie verlassen wird. Durch die Neben-
bedingung wird garantiert, dass maximal m Roboter eingesetzt werden. Die korrekten
Belieferungszeitpunkte der Kunden werden durch die Nebenbedingungen festgelegt, wobei
M eine grofte Zahl ist. Die Korrektheit des Ladestandes zwischen zwei Kunden wird mit den Ne-
benbedingungen gewéhrleistet. Der minimale und maximale Ladestand an einem Kunden
wird durch die Nebenbedingungen und eingehalten. Eine untere Begrenzung an den
frithesten Ankunftszeitpunkt an einem Kunden ist durch Nebenbedingung gegeben. Die De-
finition der Zeitfenster und die Binaritdt der Entscheidungsvariablen ist durch (4.10)) und (4.11))
gegeben. Damit ist die Vorstellung des MIP abgeschlossen. Im folgenden Unterkapitel werden

Depot-Pfade berechnet, wobei die Reihenfolge der Kunden als gegeben angenommen wird.
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4.5 Dynamisches Programm fiir feste Sequenz

In diesem Abschnitt wird eine feste Reihenfolge der Kunden betrachtet. Dazu wird die Definition

einer Sequenz eingefiihrt.

Definition 1. Eine Sequenz s = (uy,us,...,up) beschreibt eine Reihenfolge der Kunden, mit

U, U, ..., up € C.

Fiir diese Sequenz wird ein dynamisches Programm vorgestellt, das das folgende Entscheidungs-

problem l6sen kann.

Entscheidungsproblem 1. Gegeben sind eine Menge von Depots, ein Zustellroboter und eine
Sequenz. Gibt es zwischen je zwei Kunden einen zuldssigen Depot-Pfad mit entsprechenden Lade-
zeiten, sodass jeder Kunde in seinem Zeitfenster beliefert wird und der Ladestand im zuldssigen
Bereich bleibt?

Wie auch die Problemstellung[4.3] beinhaltet das Entscheidungsproblem [I] zwei kontrére Ziele: die
Minimierung der Zeit zur Einhaltung der Zeitfenster und die Maximierung des Ladestandes zur
Erhdhung der Reichweite. Um diesen Konflikt zu 16sen, wird ein dynamisches Programm vorge-
stellt, das das Entscheidungsproblem (1| in Polynomialzeit 16st. Das dynamische Programm wird
anschliefend in den Branch-and-Price-Algorithmus eingebunden und ermdglicht die Losung des
Pricing-Problems (siehe Unterkapitel . Dieses Entscheidungsproblem kann auch als Varian-
te des Fized Route Vehicle Charging Problem (FRVCP) aufgefasst werden. Das Ziel des FRVCP
ist es, fiir eine gegebene Reihenfolge von Kunden Ladestationen und Ladezeiten einzuplanen,
sodass der Ladestand des Akkus nicht unter null sinkt. Eine Ubersicht iiber Publikationen fiir
das FRVCP wird von |[Kullman et al.| (2021) gegeben. Roberti und Wen| (2016) betrachten eine
Variante mit einem Fahrzeug, Zeitfenstern und partiellen Ladevorgéngen. Die Autoren stellen
einen exakten Labeling-Algorithmus vor, der auf Depot-Pfaden zwischen je zwei Kunden basiert.
Allerdings gilt, dass die Ladezeit und die Lademenge ganzzahlig sind und fiir jede geladene Menge
ein neues Label erschaffen wird. Hiermann et al. (2019) betrachten eine Variante des FRVCP mit
Zeitfenstern und partiellen Ladevorgédngen, bei der maximal eine Ladestation zwischen je zwei
Kunden angefahren werden darf. Wie in der zuvor erwéhnten Publikation wird ein exakter Al-
gorithmus vorgestellt, der auf Depot-Pfaden zwischen je zwei Kunden basiert. Eine Variante mit
einer nichtlinearen Ladefunktion wird von Froger et al.| (2019) vorgestellt. Die Autoren betrach-
ten eine stiickweise lineare, konkave Ladefunktion und présentieren einen exakten Algorithmus,
der auf Labeln basiert. Diese Art der Modellierung ermoglicht es, dass zwischen zwei Kunden
mehrere Ladestationen angefahren werden kénnen. Dieser Algorithmus wurde von [Kullman et al.
(2021) implementiert. Nach der Literaturvorstellung fiir das FRVCP werden einfithrende Defini-
tionen prisentiert, die fiir das dynamische Programm und den anschlieffenden Beweis bendtigt

werden.
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4.5.1 Zeit-Batterie-Kurven

Gemiéf der obigen Beschreibung soll ein Pfad in G gefunden werden, sodass alle Kunden einer
Sequenz s = (uq,...,up) in ihren Zeitfenstern beliefert werden und die Grenzen des Akkus

eingehalten werden. Ein solcher Pfad muss an einem Depot starten und enden.

Das dynamische Programm baut den gesuchten Pfad iterativ auf. Dabei wird in jeder Iteration
das Préfix einer Sequenz s’ = (uy,...,u;) iiber alle besten Depot-Pfade zum néchsten Kunden
ui+1 erweitert. Nach der Erweiterung zum letzten Kunden wu; wird die Losung des Entschei-

dungsproblems zuriickgegeben.

Definition 6. Sei s’ eine Sequenz. Eine Losung m zu s’ ist ein Pfad in G zusammen mit Ladezei-
ten an den Depots, welcher an einem Depot beginnt und die Kunden in der gegebenen Reihenfolge

besucht. Eine Losung m ist zulédssig, wenn

e jeder Kunde in s’ in seinem Zeitfenster beliefert wird und

e sich der Ladestand zu jedem Zeitpunkt zwischen [0, B] befindet.

Wenn m im Kunden u; endet, dann muss der Ladestand mindestens d; betragen. Damit ist
sichergestellt, dass der Zustellroboter noch das ndchstgelegene Depot erreichen kann. Fxistiert

keine zuldssige Losung fiir eine Sequenz s, wird diese Sequenz als unzulissig bezeichnet.
M

Es ist anzumerken, dass eine Losung auch an einem Depot nach dem letzten Kunden aus s’
enden kann. Aufserdem ist es nach der Definition mdoglich, ein Depot zwischen zwei Kunden
mehrfach anzufahren. Dies gilt nicht fiir Kunden, da dies bereits in der Problembeschreibung
ausgeschlossen ist. Es ist zu beachten, dass diese Annahme den Lésungsraum nicht beschrankt,

sofern die zugrunde liegende Metrik die Dreiecksungleichung erfiillt.

Auf Grundlage der Definition einer zuldssigen Losung lasst sich das sogenannte Zeit-Batterie-

Paar definieren.

Definition 7. Sei s’ eine Sequenz und sei w eine zuldissige Losung fiir s'. Angenommen, © endet
am Knoten u; zum Zeitpunkt t mit Ladestand . Das Paar (t, ) wird als Zeit-Batterie-Paar fiir

u; in Bezug auf s’ bezeichnet. Des Weiteren wird die Losung 7 als Zertifikat fir (t, 8) bezeichnet.

Zur Vereinfachung wird im Folgenden nur das Paar (¢, 3) als Zeit- Batterie- Paar bezeichnet, wenn
s’ und /oder u; aus dem Kontext klar sind. Zum Vergleich von zwei Zeit-Batterie-Paaren an einem
Kunden oder einem Depot werden Dominanzregeln aufgestellt. Diese Regeln beschreiben pareto-

optimale Zeit-Batterie-Paare.
Definition 8. Fiir eine gegebene Sequenz, die bei Kunden u; € C endet, seien (t;, B;) und (t;, Bl)
zwei Zeit-Batterie-Paare fiir u;. Es gilt, dass (t;, 8;) von (&, 5;) dominiert wird, wenn

Bi < Bi. (4.13)
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Dies bedeutet, dass ein Zeit-Batterie-Paar ein anderes Paar dominiert, wenn es nicht spater und
nicht mit einem niedrigeren Ladestand den Kunden beliefert. Auch fir die Depots kann eine
Dominanzregel definiert werden. Diese unterscheidet sich jedoch von der Regel fiir die Kunden,

da an den Depots geladen werden kann.

Definition 9. Sei uy € D ein Depot und seien (tg, Bi) und (ty, Bk) 2wet Zeit-Batterie-Paare fiir

ug, die auf der gleichen Sequenz basieren. Es gilt, dass (tg,Br) von (fk,Bk) dominiert wird, falls

ty >ty und (4.14)
Br < Bi + alty, — tx). (4.15)

Dies bedeutet, dass der Ankunftszeitpunkt des dominierenden Paars nicht spéter als der des
dominierten Paars am Depot sein darf. Zuséatzlich darf der Ladestand im Vergleich zum domi-
nierten Paar nicht niedriger sein, wenn die Zeitdifferenz, die durch ein friitheres Eintreffen am

Depot entsteht, zum Laden genutzt wird.

Wie zuvor erldutert, verfolgt das Kapitel das Ziel, das Entscheidungsproblem zu l6sen, ob fiir
eine Sequenz s eine zuldssige Losung existiert. Zur Beantwortung des Problems werden iterativ
an jedem Kunden alle nicht dominierten Zeit-Batterie-Paare berechnet. Jedes dieser Paare muss
eine zulédssige Losung als Zertifikat besitzen. Die Berechnung aller dieser Paare fiir die Kunden

der Sequenz ist ein Schliisselkonzept fiir die Losung des Entscheidungsproblems.

Definition 10. Sei s eine Sequenz, die bei Kunde u; € s endet und eine zuldssige Losung besitzt.
Die Vereinigung aller nicht dominierten Zeit-Batterie- Paare (Selbstdominanz ausgeschlossen) fiir

Kunde u; wird als Zeit-Batterie-Kurve bezeichnet.

Im weiteren Verlauf des Kapitels wird gezeigt, dass die Zeit-Batterie-Kurven in polynomieller
Zeit berechnet werden kénnen. Auferdem besitzen sie eine einfache Struktur. Die Kurven sind
stiickweise Funktionen, die aus linearen Segmenten mit Steigung o und horizontalen Liicken
bestehen.

Definition 11. Fiir eine Sequenz, die bei Kunden u; endet, seien (£17ﬁ1)7 (EQ,QQ), (7, 87)
und (t4, BY), (82, B%),...,(t°,3°), o > 1, Zeit-Batterie-Paare fiir u; mit

t? <t und P < BP fir allep=1,...,0, (4.16)
# <"t und Bf = pPT fiir allep=1,...,0 — 1. (4.17)

Eine gebrochene Gerade ist eine abschnittsweise definierte Funktion B : [t!,#1] U Up=alt?, t] —

8", B mit:

B +a(t —tb) fir alle t € [t', ],

Bt) = ) _
BP 4 a(t —t°) fir alle t €]t’, 1] und p € {2,...,0},

sodass jedes Paar (t,5(t)) der Funktion [ ein Zeit-Batterie-Paar fir u; reprasentiert.

39



4.5. Dynamisches Programm fiir feste Sequenz

Trotz der kompliziert anmutenden Definition einer gebrochenen Geraden lassen sich diese Gera-
den leicht visuell darstellen. Abbildung [4.4] zeigt eine gebrochene Gerade mit drei Abschnitten,

die jeweils nach rechts verschoben sind.

Abbildung 4.4: Beispiel einer gebrochenen Geraden mit drei Abschnitten

In Lemma [7] wird gezeigt, dass jede Zeit-Batterie-Kurve eine gebrochene Gerade ist. Es ist an-

zumerken, dass die Gegenrichtung nicht notwendigerweise zutriftt.

Der untere Endpunkt (£°, 3”) eines Segments p einer gebrochenen Geraden wird als unteres gebro-
chenes Paar bezeichnet. Entsprechend wird ein oberer Endpunkt (£, 3°) als oberes gebrochenes
Paar bezeichnet. Die folgende Beobachtung ergibt sich direkt aus der Definition

Beobachtung 1. Die Steigung der Interpolation zweier Punkte auf einer gebrochenen Geraden

st durch o begrenzt.

Diese Beobachtung gilt, da eine gebrochene Gerade die Kombination ihrer Abschnitte ist, die
eine Steigung von « haben. Fiir zwei aufeinanderfolgende Abschnitte gilt aufterdem, dass der La-
destand des oberen gebrochenen Paares des ersten Abschnitts gleich dem Ladestand des unteren
gebrochenen Paares des zweiten Abschnitts ist, jedoch die Zeit des unteren Paares echt grofser ist
als die des oberen Paares. Nach der Einfiihrung des Konzepts der Zeit-Batterie-Kurve und der
gebrochenen Geraden wird ein dynamisches Programm zur Lésung des Entscheidungsproblems

vorgestellt.
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4.5.2 Dynamisches Programm

Das hier vorgestellte dynamische Programm kann das Entscheidungsproblem fiir eine gegebe-
ne Sequenz in Polynomialzeit 16sen. Zusatzlich zur Losung des Entscheidungsproblems kann
das Programm leicht erweitert werden, um eine zuldssige Losung zuriickzugeben, falls eine sol-
che existiert. Das dynamische Programm wird im folgenden Unterkapitel im Branch-and-Price-
Algorithmus verwendet. Zur Vereinfachung wird angenommen, dass der Roboter die Sequenz
mit einem vollstandig geladenen Akku von dem Depot aus startet, das dem ersten Kunden der

Sequenz am néchsten liegt.

Bevor das dynamische Programm im Detail beschrieben wird, wird die zugrunde liegende Idee
erlautert. Gegeben sind zwei aufeinanderfolgende Kunden aus einer Sequenz s. Der Algorithmus
berechnet eine Zeit-Batterie-Kurve am zweiten Kunden basierend auf der Zeit-Batterie-Kurve am
ersten Kunden. Dabei werden sowohl der direkte Weg zu den Depots als auch die Moglichkeit,
mehrere Depots anzufahren, beriicksichtigt. Dafiir wird vom ersten Kunden aus das fritheste
Zeit-Batterie-Paar an jedem Depot berechnet. Auf der Basis dieser Paare wird die Zeit-Batterie-
Kurve am zweiten Kunden berechnet. Der Pseudocode des dynamischen Programms und seiner
Subroutine sind in Algorithmus [I] bzw. Algorithmus [2] dargestellt.

Die Eingabe des Algorithmusist eine Sequenz s = (uq,us, . .., up) und die Menge der Depots D.
Fiir beide Algorithmen wird angenommen, dass alle weiteren Parameter bereits global definiert
sind. Die Riickgabe des Algorithmus ist die Entscheidung, ob eine zuléssige Losung fiir s existiert.
In der Initialisierung wird das fritheste Zeit-Batterie-Paar am ersten Kunden aus s berechnet
(siehe Zeile . Dieses Paar stellt gleichzeitig die erste Zeit-Batterie-Kurve am ersten Kunden
dar. Als Néchstes wird Algorithmus [2] fiir jeweils zwei aufeinanderfolgende Kunden aufgerufen,
beginnend mit u; und wugy (siche Zeilen |§| bis .

Die Eingabe von Algorithmus |2| sind zwei Kunden u;, u; € s, die Menge der Depots D und eine
gebrochene Gerade fiir u;. Im ersten Teil des Algorithmus werden die frithesten Zeit-Batterie-
Paare an allen Depots berechnet, die direkt von w; erreicht werden kénnen (siehe Zeilen [2] bis .
Dafiir verwendet der Algorithmus das erste Zeit-Batterie-Paar von der gebrochenen Geraden am
Kunden, sodass der Ladestand ausreichend ist, um das jeweilige Depot zu erreichen. Ein Depot
gilt als erreichbar, wenn der héchste Ladestand auf der gebrochenen Geraden fiir u; ausreicht,

um das Depot zu erreichen.

Dann versucht der Algorithmus, die Ankunftszeitpunkte an den Depots zu minimieren (siche
Zeilen bis . Ahnlich zum Dijkstra-Algorithmus wird die Menge der Depots, fiir die der
fritheste Ankunftszeitpunkt bekannt ist, iterativ erweitert. Es wird ein nicht betrachtetes Depot
mit kleinstem Ankunftszeitpunkt gewéhlt. Fiir das Depot werden alle erreichbaren Depots be-
trachtet, und es wird versucht, den frithesten bekannten Ankunftszeitpunkt zu minimieren. Falls
Ladevorgénge notig sind, wird die Ladezeit minimal gehalten. Somit wird garantiert, dass die
Ankunftszeitpunkte kleinstmoglich sind. Nach dieser Berechnung besitzt jedes Depot ein Zeit-
Batterie-Paar, da der Subgraph der Depots bezogen auf die Akkukapazitdt zusammenhéngend

ist.
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Algorithmus 1 Losung des Entscheidungsproblems fiir Sequenz s

Eingabe: Sequenz s = (uy,...,up), Depots D
Ausgabe: s ist zuléssig oder unzuléssig
# (11, 3{) (1, B1) definieren die gebrochene Gerade fiir Kunde u;

(ﬁvéi)a (t_%a /611) «— (max(alv dl)v B — dl)

falls ﬁ > by oder é} < g dann
Riickgabe unzulissig

ende falls

fiir alle ¢ = 2 bis h mache
rufe Algorithmus @ auf und erweitere von u;_1 zu u;
falls Erweiterung unzuléssig dann

Riickgabe unzuléssig

ende falls

: ende fiir alle

: Riickgabe zuldssig

= =

Im néchsten Teil berechnet der Algorithmus die Menge D’. Diese Menge umfasst alle Depots uy,
fiir die ein Zeit-Batterie-Paar fiir u; iiber die Kante {k, j} berechnet werden kann (siche Zeile 22).
Falls D’ leer ist, bricht der Algorithmus ab und gibt zuriick, dass die Erweiterung nicht moglich ist
(siehe Zeile . Fiir jedes Depot aus D’ werden zwei Zeit-Batterie-Paare fiir u; berechnet, siehe
Zeilen [27 bis Zum einen das Zeit-Batterie-Paar mit dem kleinsten Ankunftszeitpunkt fiir u;,
welches als unteres tempordres Paar bezeichnet wird und zum anderen das fritheste Zeit-Batterie-
Paar mit dem hochsten erreichbaren Ladestand, welches als oberes tempordres Paar bezeichnet
wird. Diese temporéren Paare werden zum Aufbau der gebrochenen Geraden verwendet. Dazu
werden die Depots aus D’ nach folgenden Kriterien sortiert (siehe Zeile :

o Aufsteigend nach dem frithestmoglichen Ankunftszeitpunkt fiir u;,
e Absteigend nach dem Ladestand zum frithestmoglichen Zeitpunkt,

e Absteigend nach dem héchstmoglichen Ladestand fiir u;.

Die Sortierung erfolgt zuerst nach dem ersten Kriterium, bei Gleichheit nach dem zweiten Kri-
terium und bei weiterer Gleichheit nach dem dritten Kriterium. Sollte auch nach dem dritten
Kriterium immer noch Gleichheit herrschen, dann sind die Abschnitte gleich und nur ein Depot
muss betrachtet werden. In diesem Fall kann die Sortierung auf Basis der Indizes der Depots

erfolgen.

Im letzten Teil des Algorithmus (sieche Zeilen bis wird die gebrochene Gerade fiir u;
berechnet und zuriickgegeben. Der erste Abschnitt der gebrochenen Geraden ergibt sich aus dem
ersten Depot der Sortierung und der linearen Interpolation der dazugehorigen unteren und oberen
tempordren Paare. Anschliefend werden die Depots in der sortierten Reihenfolge betrachtet.
Ein neuer Abschnitt wird hinzugefiigt, falls der Ladestand des oberen temporédren Paares den
hochsten Ladestand der aktuellen gebrochenen Geraden iiberschreitet. Beim Hinzufiigen eines
Abschnitts muss das untere gebrochene Paar so angepasst werden, dass sein Ladestand dem

hochsten Ladestand des vorangegangenen Abschnitts entspricht. Nach der Betrachtung jedes
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Depots in der Sortierung wird die gebrochene Gerade fiir u; zuriickgegeben. Um einen besseren

Einblick in den Algorithmus zu geben, wird im Folgenden ein Beispiel vorgestellt.

Algorithmus 2 Erweiterung von Kunde u; zu Kunde u;

Eingabe: Kunden u;,u; € s, Depots D, gebrochene Gerade (ﬁf,éip), #, B mit p=1,...,0

1

NN R RRDNRNINILE R R R 2 Rk e e e
© 0 NPT EYNY PO O 00T wy RO

w w
= O

32:
33:
34:

35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:
43:
44:

tr < 00, B + 0 fiir alle up, € D
# Berechne Zeit-Batterie-Paare an den Depots direkt von Kunde u;
fiir alle u; € D mit d;, < BZ” mache
p < min{p: B > di,p € {1,...,0}}
A émin(O, dir, — éf)
b <t + XN+ 7+ di,
Bk<—§f+a>\—dik
ende fiir alle
Depot-zu-Depot-Evaluierung
D«o
wahrend D # D mache
k + argmin{t; : u; € D\ D}
D+ DU {’U,k}
fiir alle u; € D\ D mit dg; < B mache
A émax((), dkl - ﬂk)
falls ¢, + A + di; < t; dann
<t + A+ dy
B < B+ aX —dy
ende falls
ende fiir alle

: ende wiahrend
: D« {uk eD:t + émax((),dkj —|—dj —5k) —i—dkj < bj,dkj —I—dj < B}
: falls D' leer ist dann

Riickgabe Erweiterung unzulassig

: ende falls

Berechnung unterer und oberer temporarer Paare

Dl max(aj,tk -+ émax(o, dkj + dj - 5]{) + dkj) fir alle u;, € D’
. B, + max(ty, min(b;, ty, + = (B — Bx) + d;)) fiir alle uy, € D’
: gk < min(B — di;, B + a(ty, — ty — dij) — di;) fir alle uy, € D’

: B < min(B — dij, Br + Oé(bj T dkj) — dkj) fiir alle u, € D’
: Sortiere in aufsteigender Reihenfolge nach ¢, bei Gleichheit in absteigender Reihenfolge nach

B8 . bei Gleichheit in absteigender Reihenfolge nach Gy,
Ersetze Indizes der Depots in D" basierend auf Sortierung von 1 bis |D’|
# Aufbau der gebrochenen Geraden fiir Kunde u;
(L, 8Y) (01, B,). (7%, B1) « (1, By)
B — 517 p 2
fiir alle k£ = 2 bis |D’| mache
falls 3, > 3 dann
(8. 89) « (tx + 5(B—B,). B)
B B
p—p+1
ende falls
ende fiir alle
Riickgabe Gebrochene Gerade fiir Kunde u;
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Beispiel 2. Gegeben sind die Sequenz s = (u1,us,us), die Depotmenge D = (Uy, U2, us3), eine
Akkukapazitit von B = 10 und eine Laderate von o = 1. Die Fahrzeiten zwischen Kunden und

Depots sind in Tabelle[{.3 dargestellt. Zeitfenster und Servicezeiten bleiben unberiicksichtigt.

up Uz U3 | up Uz U3
up | O 5 3 3 7 3
x| 5 0 3|4 4 45
us | 3 3 0 6 3 5

Tabelle 4.2: Fahrzeiten zwischen den Depots und zwischen Depots und Kunden

Zu Beginn initialisiert Algorithmus[]] fiir den Kunden uy jeweils ein unteres und oberes gebroche-
nes Paar. Beide Paare sind identisch und lauten (3,7). Sie bilden zugleich die erste gebrochene
Gerade, dargestellt in Abbildung . In Abbildung sind alle méglichen Ankunftszeit-
punkte mit zugehorigem Ladestand abgebildet. Demnach kann uy ab Zeitpunkt 3 mit Ladestand
7 von Depot 61 oder zu spdteren Zeitpunkten auch von s bzw. U3 beliefert werden. Alle diese
Optionen werden jedoch durch das Paar (3,7) dominiert (siehe Definition [§).

Auf Basis der ersten gebrochenen Geraden berechnet Algorithmus[g eine gebrochene Gerade fiir
Kunde us. Zundchst werden die frithesten Ankunftszeitpunkte an allen von uy erreichbaren Depots
bestimmt (Zeilen @—@ Da alle Depots héchstens sechs Zeiteinheiten entfernt sind, wird je ein
Zeit-Batterie-Paar berechnet: (6,4) fiir a1, (7,3) fir to und (9,1) fir 3. In Zeilen [10H21] wird

geprift, ob ein friherer Zugang tiber andere Depots moglich ist. Dies ist hier nicht der Fall.

Zundchst wird die Menge D' bestimmt (Zeile @) Sie enthalt alle Depots, von denen aus ein Zeit-
Batterie-Paar fiir uo berechnet werden kann, d.h. eine Ankunft im Zeitfenster mit ausreichendem

Ladestand fiir die Weiterfahrt zum ndchstgelegenen Depot ist méglich. Es sind alle Depots in D'.

Im ndchsten Schritt werden die tempordren Paare von jedem Depot aus D' fiir ug berechnet (siche
Zez'len bis @) Das untere tempordre Paar beschreibt die fritheste Ankunft, das obere tempordre
die friheste Ankunft mit mazximalem Ladestand (jeweils unter Einhaltung des Zeitfensters und
der Erreichbarkeit des nichsten Depots). Die resultierenden Paare lauten: (19,3) und (19,3) von
a1, (15,3) und (18,6) von 1z, (17,3) und (21,7) von us.

Allerdings kann durch partielles Laden an den Depots auch jedes Zeit-Batterie-Paar innerhalb
der konvexen Hille gewdhlt werden, das aus dem unteren und oberen tempordiren Paar besteht.
Alle diese Paare sind in Abbildung dargestellt.

Die Paare werden sortiert, um die gebrochene Gerade fiir us zu berechnen (siehe Zeile , wobei
sich die Reihenfolge ug,ug,uy ergibt. Die Berechnung der gebrochenen Gerade erfolgt in Zeile[33]
bis und das Ergebnis ist in Abbildung dargestellt. Die Paare von w1 entfallen, da sie
von uy dominiert werden. Von us werden nur Paare mit Ladestand tber 6 beriicksichtigt. Die
resultierende gebrochene Gerade wird an Algorithmus [1] ibergeben, der daraufhin die gebrochene

Gerade fiir us berechnet.

Die friihesten Zeit-Batterie-Paare an den Depots von uy sind (28,0) fir uy, (20,0) fir 4y und
(18,0) fiir ug. Im ndchsten Schritt wird versucht, die Ankunftszeitpunkte durch die Betrachtung
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Abbildung 4.5: Vergleich zwischen temporéren Paaren und der resultierenden gebrochenen Ge-

raden
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von Depot-Pfaden zu verringern. Der Ankunftszeitpunkt fir 4y kann dber s verringert werden
und das neue Zeit-Batterie-Paar fir @y lautet (24,0).

Es folgt die Berechnung der Menge D', die alle Depots umfasst. Die unteren und oberen tempo-
rdren Paare fir us lauten: (33,3) und (37,7) von 41, (32,3) und (34,5) von ty sowie (31,3) und
(33,5) von us. Diese sind in Abbildung[4.5(e) dargestellt.

Anschlieflend werden die Depots sortiert, was zur Reihenfolge s, tia, u1 fihrt. Daraufhin wird
die gebrochene Gerade fiir ug berechnet. Diese ist in Abbildung dargestellt. Algorithmus
erhalt diese zurtick und bestdtigt eine zuldssige Losung. Damit ist das Beispiel zu Algorithmus

und [9 abgeschlossen.

Es bleibt zu zeigen, dass Algorithmus [I] korrekt ist. Alle Beweise und Hilfsaussagen sind im
zu finden. Wie bereits erwéihnt, ist die Berechnung der Zeit-Batterie-Kurven und der
gebrochenen Geraden ein Schliisselkonzept fiir den Korrektheitsbeweis. Daher wird vorab gezeigt,
dass Algorithmus|l] zusammen mit Algorithmus [2] fiir jeden Kunden der Sequenz eine gebrochene

Gerade berechnet.

Lemma 1. Sei s eine Sequenz, die Algorithmus [1] als zuldssig bewertet. Dann gilt, dass Algo-
rithmus [1] zusammen mit Algorithmus[9 an jedem Kunden aus s eine gebrochene Gerade, wie in
Definition [11] formuliert, berechnet.

Der Beweis wird mittels Induktion gefiihrt. Um die Korrektheit des dynamischen Programms zu
beweisen, wird zundchst gezeigt, dass es moglich ist, eine zuléssige Losung zu erzeugen, falls der

Algorithmus eine Sequenz als zuldssig bewertet.

Lemma 2. Falls Algorithmus[]] eine Sequenz s als zuléssig bewertet, dann existiert eine zuldssige

Losung.

Es ist zu beachten, dass eine zuldssige Losung, falls vorhanden, durch eine einfache Erweiterung
von Algorithmus [I] sowie Algorithmus [2] zuriickgegeben werden kann. Es bleibt zu zeigen, dass

keine zuléssige Losung existiert, wenn der Algorithmus eine Sequenz als unzuldssig bewertet.

Lemma 3. Fualls Algorithmus [1] eine Sequenz s als unzuldssig bewertet, dann ezistiert keine

zuldssige Losung fir s.

Zum Beweis dieser Aussage wird zunéchst gezeigt, dass Algorithmus [I] zusammen mit Algo-
rithmus [2] an jedem Kunden eine Zeit-Batterie-Kurve geméfs Definition [10| berechnet. Diese Be-
hauptung wird mittels vollstédndiger Induktion bewiesen. Der Induktionsanfang wird wie folgt

formuliert.

Proposition 1. Gegeben ist eine Sequenz s fiir die eine zuldssige Losung existiert. Algorithmus[]]

berechnet eine Zeit-Batterie-Kurve am ersten Kunden aus s.

Die folgenden beiden Lemmata bilden den Induktionsschritt. Zuerst wird gezeigt, dass, falls eine
Zeit-Batterie-Kurve an Algorithmus [2] ibergeben wird, dann wird jedes Depot, welches in einer

beliebigen Losung auf den aktuell betrachteten Kunden folgt, dominiert.
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Lemma 4. Gegeben sind eine Sequenz s, zwei aufeinanderfolgende Kunden u;,u; aus s und eine
zuldssige Losung m zu s. Sei uy ein Depot, welches in m zwischen u; und u; besucht wird und sei
(tg,br) das Zeit-Batterie-Paar fir uy in 7. Falls Algorithmus oder@ eine Zeit-Batterie- Kurve
fiir u; berechnet, gilt, dass Algorithmus @ ein Zeit-Batterie-Paar fir uy berechnet, das (t,by)

domanzert.

Um den Induktionsschritt abzuschliefsen, muss gezeigt werden, dass eine Zeit-Batterie-Kurve am

zweiten Kunden berechnet wird, wenn eine solche Kurve am ersten Kunden gegeben ist.

Lemma 5. Gegeben sind eine Sequenz s und eine zuldssige Losung m zu s. Seien u; und uj zwes
aufeinanderfolgende Kunden in s. Falls Algorithmus [1] oder [ eine Zeit-Batterie-Kurve fir u;

berechnet, dann gilt, dass Algorithmus@ eine Zeit-Batterie-Kurve fiir u; berechnet.

Es bleibt zu zeigen, dass die Laufzeit des Algorithmus[I]zusammen mit Algorithmus[2| polynomiell
in der Eingabe beschrankt ist.

Lemma 6. Sei s eine Sequenz mit |s| Kunden und sei |D| die Anzahl der Depots. Die Laufzeit
von Algorithmus |1 lisst sich asymptotisch abschétzen durch O(|s|-|D|?).

Die Korrektheit des dynamischen Programms wird im folgenden Theorem formuliert.

Theorem 1. Algorithmus (1] l0st das Entscheidungsproblem, ob zu einer gegebenen Sequenz eine
zuldssige Losung existiert, in Polynomialzeit. Fualls eine zuldssige Losung existiert, dann kann

diese in Polynomialzeit berechnet werden.

Beweis. Lemma [2] besagt, dass, falls Algorithmus [I] zuldssig zuriickgibt, eine zuldssige Losung
erzeugt werden kann. Lemma [3] besagt, dass, falls Algorithmus [1] unzuldssig zuriickgibt, keine

zuldssige Losung existieren kann. Die polynomielle Laufzeit wird mit Lemma [6] gezeigt. O

Aus Theorem [I] folgt das folgende Lemma.

Lemma 7. Jede Zeit-Batterie-Kurve ist eine gebrochene Gerade.

Beweis. Sei s eine Sequenz, fiir die eine zulissige Losung existiert. Lemmal|[I] zeigt, dass Algorith-
mus [T] zusammen mit Algorithmus [2] an jedem Kunden aus s eine gebrochene Gerade berechnet.
Mittels Induktion wurde gezeigt, dass Algorithmus [If und [2] an jedem Kunden aus s eine Zeit-

Batterie-Kurve berechnen. Damit folgt, dass Zeit-Batterie-Kurven gebrochene Geraden sind. [

Abgeschlossen wird dieses Unterkapitel mit dem Verweis auf einen Algorithmus, welcher die
Sequenzen von hinten nach vorne, bezogen auf die Reihenfolge, betrachtet und der Idee ,die

Transportkapazitat zu erhohen.

Neben der Betrachtung einer Sequenz vom ersten bis zum letzten Kunden ist es ebenfalls moglich,
die Sequenz in umgekehrter Reihenfolge zu betrachten und mit dem letzten Kunden der Sequenz
zu beginnen. Die riickwértsgerichtete Evaluierung einer Sequenz wird in beschrieben.
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In diesem Kapitel wird angenommen, dass die Transportkapazitit der Zustellroboter eine Sen-
dung betrdgt und nach jeder Zustellung eine Riickkehr zum Mikrodepot erforderlich ist. Eine
interessante Frage ist, ob sich Algorithmus [If und [2] so modifizieren lassen, dass auch grofere
Transportkapazitiaten abgebildet werden kénnen. Bei Aufhebung dieser Beschrankung wird eine
direkte Fahrt von einem Kunden zum néchsten moglich. Diese Option muss bei der Konstrukti-
on der gebrochenen Geraden beriicksichtigt werden. Dazu miisste eine gebrochene Gerade vom
aktuellen zum néchsten Kunden iibertragen und um die entsprechende Fahrzeit sowie den Ak-
kuverbrauch verschoben werden, wobei unzuléssige Paare entfernt werden miissten. Die neuen
Abschnitte, welche tiber die Depots hinzugefiigt werden, miissten in die {ibertragene, gebrochene
Gerade integriert werden. Dies wiirde einen exakten Algorithmus fiir eine Variante des FRVCP

mit Zeitfenstern und linearen Ladefunktionen ermdoglichen, der in Polynomialzeit arbeitet.

4.6 Branch-and-Price-Algorithmus

Dieses Unterkapitel stellt einen Branch-and-Price-Algorithmus zur Optimierung eines Zustell-
netzwerks mit Robotern vor. Der grundsétzliche Aufbau dieses Verfahrens wurde bereits in
Unterkapitel vorgestellt. Mit diesem Verfahren wird das in Unterkapitel beschriebene
Problem gelést. Dazu wird das Problem im Folgenden als IP formuliert. Anschliefsend wird das
dazugehorige duale Programm eingefiihrt. Auf Basis des dualen Programms wird das Pricing-
Problem definiert und ein Labeling-Algorithmus zur Losung des Pricing-Problems prasentiert.
Das Kapitel schliefst mit der Vorstellung einer Branching-Strategie sowie verschiedener Beschleu-
nigungsverfahren fiir den Branch-and-Price-Algorithmus. Die Ergebnisse des Algorithmus werden

in Kapitel [6] vorgestellt.

4.6.1 Ganzzahliges lineares Programm und Pricing-Problem

Im Folgenden wird das Problem aus Unterkapitel als IP formuliert. Ahnlich zu Unterkapi-
tel werden feste Sequenzen betrachtet, wobei die Depots und die entsprechenden Ladezeiten
zwischen den Kunden nur implizit beriicksichtigt werden. Sei dazu 2 die Menge aller zuléssigen
Sequenzen. Die Entscheidung iiber die Zulédssigkeit einer Sequenz kann mit Algorithmus [I] getrof-
fen werden. Sei x4, s € €, eine binédre Variable, die angibt, ob eine zuléssige Sequenz von einem
der m Roboter durchgefiihrt wird. Damit lasst sich das Problem als Mengenpackungsproblem

mit einer zusédtzlichen Nebenbedingung beschreiben:

maximiere Z Z €isPils (4.18)

s€Qu; eC

uw.d.N. D eisrs <1 Vou; € C, (4.19)
s€Q)
sz <m, (4.20)
s€Q)
zs € {0,1} Vs e (4.21)
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Die Zielfunktion (4.18) maximiert den gesammelten Profit {iber alle Roboter. Der Parameter e;s
ist eins, falls Kunde u; € C in Sequenz s € 2 enthalten ist. Die Nebenbedingungen (4.19) stellen
sicher, dass kein Kunde mehrfach beliefert wird. Durch Nebenbedingung (4.20]) ist garantiert,

dass die Anzahl der verfligbaren Roboter nicht iiberschritten wird. Die Binaritdt der Variablen
ist mit Bedingungen (4.21]) sichergestellt. Die Relaxierung von (4.18)-(4.21)) ist das MP.

Zur Ausfiihrung des Branch-and-Price-Algorithmus werden die Werte der dualen Variablen be-
notigt. Daher wird das duale Programm zusétzlich vorgestellt. Dazu wird das MP dualisiert.
Es ist nicht notwendig, die bindren Variablen nach oben durch 1 zu begrenzen, da dies bereits
mit Nebenbedingung gewahrleistet wird. Falls eine Variable in keiner der Nebenbedingun-
gen enthalten ist, kann sie auch nicht in der Zielfunktion vorkommen. Das Problem besitzt
fiir jeden Kunden u; € C eine Variable y; und fiir die Nebenbedingung eine Variable, welche

mit 3 bezeichnet wird. Damit lasst sich das duale Problem als folgendes LP formulieren:

minimiere Z yi +my (4.22)
u, €C

w.d.N. Yoesyi+i> Y epi VseQ, (4.23)
u; €C u; €C
Yi,y >0 Vou; e C. (4.24)

Die Zielfunktion (4.22) minimiert die Summe der Werte der dualen Variablen. Fiir jede Sequenz
s € Q2 besitzt das duale Problem eine Nebenbedingung (4.23)). Die Nichtnegativitat der Variablen
ist mit Bedingung (4.24) gewéhrleistet.

Da die Anzahl der Sequenzen mdoglicherweise exponentiell in der Anzahl der Kunden wéchst, wird
nur eine Teilmenge der Sequenzen betrachtet, das heifit Q' C Q. Es ist zu beachten, dass Q' auch
die leere Menge sein kann. Durch Reduzierung der Variablen auf die Menge ' wird das EMP
gebildet. Allerdings erfordert die Beschrankung der Menge 2 die Losung des Pricing-Problems.
Dazu wird eine optimale Losung des EMPs genommen und die Werte der dualen Variablen
betrachtet. Auf Basis der Werte bewertet das Pricing-Problem die Entscheidungsvariablen fiir
das EMP, welche noch nicht in €’ enthalten sind, und iiberpriift, ob weitere Variablen fiir eine

optimale Losung des MP betrachtet werden miissen.

Eine Einfiihrung in das allgemeine Pricing-Problem findet sich in Unterkapitel 3.2} Sei y* =
(i, .-, y|*c|, 7*) eine optimale Losung fiir das LP (4.22))-(4.24]). Dann ergeben sich die reduzierten

Kosten einer Variable x4 als

c(s,y") = Z eis(pi — i) — 3" (4.25)
u; €C

Eine optimale Losung ist definiert als ¢*(y*) = maxseq ¢(s,y*). Zur Berechnung dieser wird
das Problem auf ein Kiirzeste-Wege-Problem mit Beschriankung der Ressourcen reduziert (siche
Unterkapitel und mit einem Labeling-Algorithmus gelost.
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4.6.2 Labeling-Algorithmus

Die Idee des Labeling-Algorithmus besteht darin, jede mogliche Sequenz basierend auf der opti-
malen dualen Losung des EMPs zu betrachten und diese auf Zuléssigkeit sowie reduzierte Kosten
zu bewerten. Dabei werden gleichzeitig vorwartsgerichtete Teilwege von einer Quelle und riick-
wirtsgerichtete Teilwege von einer Senke generiert. Dieses Verfahren wird als bidirectional labeling
search bezeichnet (Righini und Salani, 2006]).

Sei y* = (yf,...,yro‘,g*) eine optimale Losung zu (4.22)-(4.24). Zur Beschreibung der Su-
che erfolgt die Einfiihrung eines Hilfsgraphen G = (V, A). Die Knotenmenge ist definiert als

V = FWUBW U{wp, wp+1}. Hierbei ist FWW = {u; : u; € C,a; < t*} die Menge der vorwértsge-
richteten Knoten und BW = {u; : u; € C,t* < b;} die Menge der riickwértsgerichteten Knoten,
wobei FWUBW = C gilt. Seien wy und w41 die Quelle bzw. Senke der Wege. Der Parameter t*
wird so berechnet, dass die grofere der beiden Mengen balanciert ist. Sei A = {(i,j) : uj, uj; € V}
die Kantenmenge von G. Es ist zu beachten, dass in G die Depots nicht enthalten sind. Stattdessen

berechnet Algorithmus [2] Depot-Pfade mit entsprechenden Ladezeiten zwischen den Kunden.

Jeder Kunde u; € C hat Kosten in Hohe von p; — yf, verfiigt iiber ein Zeitfenster [a;, b;] und
hat eine Servicezeit 7;. Der Knoten wy hat Kosten in Hohe von —g*. Das Zeitfenster von wy
und wy, 41 ist [0, 7], wobei der Zeithorizont T als nicht restriktiv angenommen wird. Die Fahrzeit
eines Kunden u; € C zur Quelle oder Senke, d;, entspricht der Fahrzeit vom Kunden zum
néchstgelegenen Depot. Die Fahrzeit zwischen zwei Kunden hidngt vom gewéhlten Depot-Pfad
ab. Alle weiteren Parameter konnen aus der Problemstellung [4.3] {ibertragen werden. Fiir die

Berechnung eines kiirzesten Weges wird zuerst eine Definition eines Weges gegeben.

Definition 12. Ein Weg W = (wq, u1,usg, . . ., up, Wnt1) beschreibt eine Reihenfolge von Kunden,

wobei uy,ug, ..., uy € C gilt. Fin Weg startet an der Quelle wg und endet an der Senke wyy1.

Ein Weg wird als zuléssig bezeichnet, wenn Algorithmus [T] die enthaltene Sequenz s als zuléssig
bewertet. Die Kosten eines Weges W ergeben sich aus der Summe der Kosten der enthaltenen

Knoten und berechnen sich als

ewl(y )= > i—v)) -

u, €W

Es ist zu beachten, dass die Linge des kiirzesten Weges in G dem Losungswert des Pricing-
Problems entspricht. Ein bidirektionaler Labeling-Algorithmus wird zur Losung des Kiirzeste-

Wege-Problems mit Beschrénkung der Ressourcen eingesetzt.

Der bidirektionale Algorithmus setzt sich aus einem vorwérts- und einem riickwértsgerichteten
Labeling-Algorithmus zusammen. Beide Algorithmen generieren Teilwege, die in einem Verei-
nigungsschritt zusammengefithrt werden. Ziel der beidseitigen Suche ist es, die Anzahl der zu
untersuchenden Wege zu minimieren. Der vorwartsgerichtete Labeling-Algorithmus untersucht

zuléssige Teilwege W%, Diese vorwértsgerichteten Teilwege beginnen in wg, besuchen eine Men-
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ge von Kunden aus der Menge FW und enden in einem Knoten in V. Der riickwartsgerichtete
Labeling-Algorithmus untersucht zulissige Teilwege W in umgekehrter Reihenfolge. Diese star-

ten an der Senke w1 und besuchen eine Menge von Kunden in BW.

Ein Label wird definiert als L = (us, W, éw (y*), t,t, 3, B), wobei u; € V das aktuelle Ende des
Teilwegs beschreibt, W den Teilweg, ¢y (y*) die reduzierten Kosten des Teilwegs und die Vek-
toren t, t, B, B die gebrochene Gerade fiir u; fiir die enthaltene Sequenz in Teilweg W. Der vor-
wartsgerichtete Algorithmus wird mit dem Label ng = (wo, (wo), —7*, (0), (0), (B),(B)) und
der riickwirtsgerichtete Algorithmus mit dem Label L8 = (wy1, (wnt1),0, (T), (T), (0), (0))
initialisiert. Beide Algorithmen verfolgen das Ziel, in jeder Iteration alle noch nicht erweiterten
Labels zu spezifischen Knoten zu erweitern. Dies bedeutet, dass der vorwértsgerichtete Algorith-
mus Labels zu allen zuléssigen Knoten in V erweitert und der riickwértsgerichtete Algorithmus
zu allen zuldssigen Knoten in BW. Der vorwértsgerichtete Algorithmus stoppt die Erweiterung

eines Labels, falls der Endknoten des Teilweges in BW \ FW liegt oder der Senke w,,; entspricht.

Der Pseudocode der vorwértsgerichteten Suche ist in Algorithmus [3] dargestellt. Die Eingabe des
Algorithmus ist Graph G. Alle weiteren Parameter, wie die maximale Fahrzeit des Akkus oder
der Ladefaktor, werden global definiert. Die Initialisierung des Labels L(};w erfolgt in Zeile (1| Das
Label L[J;w wird zur Menge der noch nicht erweiterten Labels £ und zur Menge K hinzugefiigt.
Im Anschluss werden die Teilwege der Labels aus der Menge £ zu Kunden erweitert, die die

folgenden Kriterien erfiillen:

e Der Kunde ist nicht im Teilweg des Labels enthalten,
e Die Kante zwischen dem Endknoten des Teilwegs und dem néchsten Kunden ist in A,

e Algorithmus [2| bewertet die Erweiterung zum néchsten Kunden als zuléssig.

Wenn alle Kriterien erfiillt sind, wird ein neues Label erzeugt. Es wird in IC gespeichert, wenn der
aktuelle Knoten der Senke entspricht. Anzumerken ist, dass Algorithmus 2] fiir die Senke w41
nicht aufgerufen werden muss. Liegt der neue Endknoten des Weges in der Menge F'W, wird das
Label zu £ hinzugefiigt. Da der riickwértsgerichtete Algorithmus &hnlich ablduft, wird auf die

Ausfithrung des dazugehorigen Pseudocodes verzichtet.

Eine Ubersicht aller erforderlichen Schritte des vorwiérts- und riickwirtsgerichteten Algorithmus
ist in Tabelle dargestellt. Zur Vereinfachung wird die Menge X definiert, die alle Knoten
eines Teilwegs umfasst. Dabei ist die Tabelle in die folgenden drei Zeilen unterteilt: In der Zeile
Zuldssigkeit wird entschieden, ob eine Erweiterung eines vorwirtsgerichteten Labels L% zu ei-
nem Knoten zuléissig ist. Die gleiche Entscheidung wird fiir ein riickwirtsgerichtetes Label LW
getroffen. Fiir beide Algorithmen gilt, dass der entsprechende Knoten noch nicht besucht sein
darf, eine Kante existieren muss und Algorithmus [2] bzw. [§] die Erweiterung als zuléssig bewer-
tet. Hierbei bezeichnet BS die gebrochene Gerade, die durch Algorithmus [2] bzw. [§] berechnet
wird. In der zweiten Zeile werden die Regeln fiir die Erweiterung definiert. Dabei wird fiir die

vorwirtsgerichtete Routine ein Label L'f* erzeugt und dessen entsprechende Komponenten defi-
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Algorithmus 3 Vorwiértsgerichteter Algorithmus
Eingabe: Hilfsgraph G = (V, A)
Ausgabe: Menge von Labeln

L LK« (w07 (wo), -y, (O)v (0)7 (B)v (B))

2: wihrend £ # () mache

3 (ug, W,ew(y*),t,t, 3,8) + entferne ein Label aus £

4:  fiir alle u; € V mache

5: falls u; ¢ X und (¢,j) € A und Algorithmus [2|ist zuléssig fiir Erweiterung von w; nach
u;j basierend auf gebrochenen Geraden fiir u; dann

6: erzeuge neues Label L

7: falls u; = wyp41 dann

8: K<+ L

9: ende falls

10: falls u; € FW dann

11: L+ L

12: ende falls

13: ende falls

14:  ende fir alle
15: ende wahrend

niert. Gleiches gilt fiir den riickwértsgerichteten Algorithmus. Die gebrochene Gerade wird dabei
mit Algorithmus [2] bzw. Algorithmus [§] berechnet.

Nach der Terminierung der beiden Labeling-Algorithmen wird die Vereinigung der gefundenen
Labels durchgefiihrt. Die Regeln der Vereinigung sind in der letzten Zeile der Tabelle definiert.
Die Vereinigung eines vorwérts- und riickwértsgerichteten Labels ist zuléssig, wenn die folgenden

drei Bedingungen erfiillt sind:

e Beide Label befinden sich am gleichen aktuellen Knoten,
e Der einzige Knoten, der in beiden Teilwegen enthalten ist, ist der aktuelle Knoten,

o Auf der gebrochenen Geraden des vorwértsgerichteten Labels existiert ein Zeit-Batterie-
Paar, das nicht spéter ist und einen Ladestand aufweist, der mindestens so grof ist wie bei

einem Zeit-Batterie-Paar auf der gebrochenen Geraden des riickwértsgerichteten Labels.

Damit sind die Labeling-Algorithmen beschrieben. Im néchsten Unterkapitel werden Branching-
Regeln fiir den Branch-and-Price-Algorithmus vorgestellt und im Anschluss werden Verfahren

betrachtet, welche die Laufzeit des Branch-and-Price-Algorithmus reduzieren sollen.

4.6.3 Branching-Regeln

Eine Méglichkeit zur Verringerung der Laufzeit besteht in der Betrachtung der Regeln des Bran-
ching im Branch-and-Price-Algorithmus. Im Folgenden werden zwei Branching-Regeln vorge-
stellt. Ein naiver Ansatz besteht darin, das Branching direkt auf den bindren Variablen x, des

EMP durchzufiihren. Dies wiirde dazu fiihren, dass eine auf eins gesetzte Variable eine sehr
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Vorw. ger. Label L% = Riickw. ger Label L' =
(ui7 wa: E{/C;Ufw (y*)a (uia wav E%L/Ubw (y*)?
tfw gl e Bfw) thw ghw ghw Bbw)
Zulassigkeit u; € FWTuj ¢ X u, & X0
Erweiterung zu (i,7) € A, (i,k) € A,
uj €V ) u, € BW | Algo. 2 gibt BS zuriick Algo. [§] gibt BS zuriick
ist zulassig, falls
Erweiterung aktueller Knoten = u; aktueller Knoten = uy
Neues Label W = (wy, ... Uiy Uj) W' = (up, us, . . ., Wny1)
bw . * = * * = * = * *
L L st &) = () + i — it | A (v7) = (V) + Pk — U
definiert als (L’fw,f’fw,g'fw,,@/fw) = Algo. (L’b“’,f/bw,g’bw,f}/bw) = Algo.
(ui7 Uj, Dv tfw, Efwa waa Bfw) (uia U, D; wa> Ebw? gbw7 Bbw>
Vereinigung X7 X = [y},
Label L/ und 3l vy e BSTv (1w, gbv) € BSP -
LY werden tfv < ¢hw gfw > gbw
vereinigt, falls

Tabelle 4.3: Zulassigkeits-, Erweiterungs- und Vereinigungsregeln fiir den Labeling-Algorithmus

starke Einschrankung darstellt. Der Ausschluss einer bestimmten Sequenz hingegen stellt keine
wesentliche Einschrankung dar und verkleinert den Suchraum nur unwesentlich. Folglich wiirde
diese Regel zu einem starken Ungleichgewicht im Branch-and-Bound-Baum fiihren. Daher wer-
den zwei alternative Branching-Regeln vorgestellt. Die erste Regel wird als Kunden-Branching
bezeichnet (siehe Boussier et al. (2006); Azi et al. (2010)). Fiir eine nicht ganzzahlige Losung
wird gepriift, ob ein Kunde u; € C nicht ganzzahlig oft beliefert wird. Ist dies der Fall, wird der
Kunde gewéhlt, dessen Belieferungsanzahl am néchsten an 0,5 liegt. Anschliefend werden zwei
Branches erstellt. In einem Branch muss der Kunde beliefert werden, wiahrend er im anderen
ausgeschlossen wird. Dafiir wird im ersten Branch die Bedingung fiir den Kunden gleich 1
gesetzt. Um einen Kunden auszuschliefen, werden alle Variablen, welche den Kunden enthalten,
aus ' entfernt und zusitzlich wird der Kunde aus G entfernt. Dies erfordert, dass der Graph G
spezifisch fiir das Teilproblem des Branch-and-Bound-Baums angepasst und an die Kinderknoten

weitergegeben wird.

Diese Regel allein garantiert jedoch nicht die Ganzzahligkeit. Daher wird eine zweite Regel ein-
gefiihrt, welche die Kanten betrachtet. Diese Regel wird als Kanten-Branching bezeichnet (siche
Desrosiers et al.| (1984)). Wenn alle Kunden ganzzahlig oft beliefert werden, wird tiberpriift, ob
die Kanten auch ganzzahlig oft durchlaufen werden. Ist dies nicht der Fall, wird die Kante, die
in einer Losung am néchsten an 0,5 liegt, ausgewahlt, und es werden zwei Teilprobleme erstellt.
Im ersten Branch wird die Kante forciert, im anderen ausgeschlossen. Um eine Kante (7, j) zu
forcieren, werden die Nebenbedingungen fiir u; und wu; auf eins gesetzt, Variablen entfernt, die
u; oder u; beliefern, aber (¢,j) nicht nutzen, und alle ausgehenden bzw. eingehenden Kanten
von u; oder u; aufser (i,j) werden aus G entfernt. Um eine Kante auszuschlieken, werden die
entsprechenden Variablen entfernt und die Kante aus G geloscht. Diese Regeln garantieren die

Ganzzahligkeit der Losung.
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4.6.4 Beschleunigungsverfahren

Die Beschleunigungsverfahren lassen sich grundsétzlich in zwei Kategorien einteilen. Zum einen
gibt es Verfahren, die die Optimalitdt der Losung bewahren, und zum anderen solche, die eine
heuristische Losung liefern. Zunéchst wird die erste Kategorie betrachtet. Dazu werden eine
Dominanzregel, eine Reduktion des Graphen G und eine Variation der aufgenommenen Variablen

zum EMP vorgestellt. Im Anschluss werden heuristische Verfahren erlautert.
Dominanz

Die Grundidee der Dominanz besteht darin, zwei Labels zu vergleichen, deren Teilwege am glei-
chen Kunden enden, und zu entscheiden, ob eines dieser Labels das andere dominiert. Unabhéngig
von der Fortsetzung des Weges muss das dominierende Label in jedem Fall besser sein. Der Ver-
gleich erfolgt auf Basis der reduzierten Kosten, der Zeit, des Ladestandes und der besuchten
Kunden. Liegt Dominanz vor, muss das dominierte Label nicht weiter beriicksichtigt werden.
Dadurch kann die Menge der zu betrachtenden Labels reduziert werden. Die Priifung kann bei
der Aufnahme eines neuen Labels zur Menge der noch zu betrachtenden Labels durchgefiihrt
werden (siehe Zeile [8 im Labeling-Algorithmus). Dabei kann das neue Label dominiert werden
und wird dann nicht aufgenommen. Auferdem ist es moglich, dass Labels in der Menge der noch

zu betrachtenden Labels dominiert werden und dementsprechend aus der Menge entfernt werden.

Zur Formulierung der Dominanzregel konnen der vorwarts- und riickwartsgerichtete Labeling-
Algorithmus weitestgehend zusammen betrachtet werden. Angenommen, L und L’ sind zwei
Labels, deren Teilwege am gleichen End- bzw. Startkunden u; € C enden. Seien X, X’ die
entsprechenden Mengen der besuchten Knoten der Labels. Sei Y die Menge aller Knoten aus
X \ X', die von L’ in ihrem Zeitfenster erreicht werden konnen. Es ist zu beachten, dass die
Uberpriifung der Erreichbarkeit vereinfacht durchgefiihrt wird und jeder Knoten aus X \ X’
getrennt betrachtet wird. Sei BS die gebrochene Gerade von Label L und BS’ die entsprechende
Gerade von Label L'.

Definition 13. Seien L = (u;, W, ew (y*), t,t,8,8) und L' = (ui,W’,wa(y*),f,i/,@’,,@/) 2wei
Labels, die den gleichen aktuellen Kunden u; € C besitzen. Label L dominiert Label L', falls die
folgenden Bedingungen erfillt sind:

(1) ew(y*) = cw (y°) ,
(2.1) ¥V (¢',8) € BS" 3 (t,5) € BS: t <t',8 > ' (vorwdrtsgerichteter Fall) bzw.
(2.2) v (t',8)e BS" 3 (t,8) € BS : t >t',8 < ' (rickwdrtsgerichteter Fall),
(3) Y =0.
Bedingung (1) besagt, dass die reduzierten Kosten von L grofer oder gleich den reduzierten

Kosten von L’ sein miissen. Bedingung (2) unterscheidet sich fiir den vorwérts- und riickwérts-

gerichteten Fall. Im vorwértsgerichteten Fall muss gelten, dass fiir jedes Zeit-Batterie-Paar auf
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BS

(a) Gebrochene Gerade von BS dominiert die gebro- (b) Zwei unvergleichbare gebrochene Geraden
chene Gerade von BS’

Abbildung 4.6: Zwei Beispiele fiir den vorwértsgerichteten Vergleich von gebrochenen Geraden

der gebrochenen Geraden von L’ ein entsprechendes Paar auf der gebrochenen Geraden von L
existiert, das nicht spéter ist und einen gleich grofsen oder groferen Ladestand aufweist. Im riick-
wartsgerichteten Fall muss gelten, dass fiir jedes Zeit-Batterie-Paar von L’ ein entsprechendes
Paar von L existiert, das nicht frither ist und keinen hoheren Ladestand aufweist. Bedingung (3)
sagt aus, dass kein Kunde von Label L’ erreichbar ist, der ausschlieRlich von L besucht wird.

Sind diese Kriterien erfiillt, wird L’ von L dominiert.

Zwei Beispiele fiir den vorwértsgerichteten Vergleich zweier gebrochener Geraden sind in Ab-
bildung dargestellt. Dabei wird in der linken Abbildung die gebrochene Gerade von
L’ von der gebrochenen Geraden von L dominiert, und in der rechten Abbildung sind
zwei unvergleichbare gebrochene Geraden abgebildet. Im Folgenden werden weitere Verfahren

zur Verbesserung der Laufzeit vorgestellt.
Variation der Anzahl der aufgenommenen Variablen

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, nach Abschluss des Labeling-Algorithmus mehrere Va-
riablen zum EMP hinzuzufiigen. Da der Algorithmus ohnehin alle nicht dominierten Variablen
mit positiven reduzierten Kosten findet, konnen diese nach ihren Kosten sortiert und eine vorde-
finierte Anzahl aufgenommen werden. Es ist zu beachten, dass auch alle gefundenen Variablen
mit positiven reduzierten Kosten aufgenommen werden kénnten. Allerdings wiirde dabei die An-
zahl der zu betrachtenden Variablen gegebenenfalls erheblich steigen, was die Losung des EMPs
erschweren wiirde. Das andere Extrem bestiinde darin, nur eine einzelne Variable aufzunehmen.
Dies konnte jedoch zu zusétzlichen Aufrufen des Pricing-Problems fithren. Daher ist es wichtig,
einen Wert zu wéahlen, der eine angemessene Balance zwischen den beiden entgegengesetzten

Zielen gewahrleistet.
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Reduktion des Graphen G

Ein weiteres Verfahren reduziert den Graphen G unter Wahrung der Optimalitdt. Bereits vor
dem Branch-and-Price-Algorithmus kann die Kantenmenge unabhéngig von den dualen Varia-
blen verkleinert werden. Eine Kante (i,j) € A wird entfernt, wenn u; von w; nicht ohne Zeit-

fensterverletzung erreichbar ist, also gilt:
. 1 .
a; +7; + E%IB{dik + dkj} + > max{0, d; + di + ilélg{dik + dkj} — B} > b;. (4.26)

Zusétzlich konnen Kunden mit negativen reduzierten Kosten wéahrend des Pricing-Problems vor-

iibergehend aus V entfernt werden.
Heuristik

Abschliefend wird in Anlehnung an Desaulniers et al.| (2008) eine Heuristik zur Beschleunigung
des Pricing-Problems vorgestellt. Durch eine Begrenzung der ausgehenden Kanten jedes Kunden
u; € C werden der Graph G und damit die Anzahl der zu generierenden Labels reduziert. Welche
Kanten (i,j) € A im Graphen verbleiben, entscheidet ein Bewertungsschema basierend auf (i)
der Distanz, (ii) der Zeitfenster-Differenz und (iii) den reduzierten Kosten mit den Gewichten ~;

bis Y3:

d@j bj — a; b — Z/;

+ 79 + 35— — 4.27
max(; pyealdik} max(; pyealbr} — ai min z)ea{Pk — Y5} (4.27)

il

Auferdem wird fiir die Heuristik die Dominanzregel gelockert, sodass die Menge Y nicht zwingend
leer sein muss. In diesem Fall wird gefordert, dass die reduzierten Kosten von L grofser oder gleich
den reduzierten Kosten von L’ zuziiglich der maximal moglichen reduzierten Kosten der Menge
Y sind. Hierfiir werden die Kosten der Menge Y formal als ¢y (y*) = >_, ¢y max{0,p; — 47}
definiert. Bedingung (1) der Dominanzregel wird fiir die heuristische Suche demnach wie folgt
modifiziert: ¢y (y*) > ew(y*) + ¢y (y*). Es gilt zu beachten, dass diese Lockerung auch im
Wurzelknoten des Branch-and-Price-Verfahrens zuléssig ist. Der Grund hierfiir ist, dass in diesem
Knoten noch kein Branching durchgefiihrt wurde und somit noch keine Variablen oder Kanten

durch den Suchbaum eingeschrankt sind.

Diese Kantenreduktion beschleunigt die Suche erheblich. Um die Optimalitdt der Losung zu
garantieren, ist jedoch eine erneute Suche im vollstdndigen Graphen erforderlich, falls keine
Variablen mit positiven reduzierten Kosten gefunden werden. Die mit dem vorgestellten Branch-
and-Price-Algorithmus erzielten Ergebnisse werden in Kapitel [0 prasentiert. Das nichste Kapitel
betrachtet ebenfalls die Zustellung auf der letzten Meile, verlagert den Transport jedoch in die
Luft. Beim Einsatz von Drohnen liegt der Fokus auf der Minimierung des Energieverbrauchs,

welcher durch die Flugstrecke und -geschwindigkeit optimiert wird.
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Kapitel 5

Geschwindigkeitsoptimierung von
Paketdrohnen

In diesem Kapitel wird ein Optimierungsalgorithmus fiir ein Zustellnetzwerk mit Paketdrohnen
vorgestellt. Dieses Kapitel basiert auf einer Arbeit mit dem Titel Sequence and Speed Optimi-
sation, die im INFORMS Journal on Computing erschienen ist (Schaudt und Bektag, 2026]).
Der Fokus liegt hierbei auf der Betrachtung der allerletzten Meile, also auf dem Abschnitt vom
Mikrodepot zum Empfénger. Das Problem &hnelt der Fragestellung, die in Unterkapitel be-
schrieben wird. In diesem Kapitel wird jedoch die Zustellgeschwindigkeit des Transportmittels als
variabel angenommen. Ziel ist es, einen Plan zu erstellen, der den gesamten Energieverbrauch al-
ler Drohnen minimiert. Konkret soll der Plan eine Zuordnung zwischen Sendungen und Drohnen
festlegen und bestimmen, in welcher Reihenfolge und von welchem Mikrodepot die Sendungen
geliefert werden. Wie die Zustellroboter verfiigen auch die Drohnen iiber eine Transportkapazi-
tat von nur einer Sendung und kénnen nach der Belieferung eines Empfangers das Mikrodepot
wechseln. Den Empféingern sind ebenfalls Zeitfenster zugeordnet, in denen die Belieferung erfol-
gen soll. Ein Unterschied besteht darin, dass keine Ladevorgénge des Akkus an den Mikrodepots
modelliert werden. Stattdessen wird angenommen, dass die Akkus an den Mikrodepots getauscht
werden. Auferdem kann die Fluggeschwindigkeit der Drohnen zu jedem Zeitpunkt angepasst wer-
den. Ziel der Problemstellung ist es, einen Plan zu erstellen, der sicherstellt, dass jeder Empfanger
in seinem Zeitfenster beliefert wird und dabei der geschwindigkeitsabhéngige Energieverbrauch

der Drohnen minimiert wird.

Die Betrachtung des Energieverbrauchs von Paketdrohnen ist besonders relevant, da dieser nicht
linear von der Fluggeschwindigkeit abhidngt. Urséchlich dafiir ist der Luftwiderstand, durch den
der Energieverbrauch in quadratischer Abhéngigkeit zur Geschwindigkeit steht. Fiir Zustellro-
boter ist die Betrachtung variabler Geschwindigkeiten nur bedingt sinnvoll, da sie mit Schritt-
geschwindigkeit auf Biirgersteigen fahren und das Intervall zuldssiger Geschwindigkeiten daher
sehr gering ist. Folglich hétte die Optimierung der Geschwindigkeiten kaum einen Effekt. Im
Folgenden wird der Begriff ,Depot“ synonym fiir , Mikrodepot* verwendet.
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5.1. Energieverbrauch eines Multikopters

Dieses Kapitel ist wie folgt gegliedert. In Unterkapitel wird ein Energieverbrauchsmodell
vorgestellt, das den Energieverbrauch in Abhéngigkeit von Gewicht und Geschwindigkeit der
Paketdrohnen beschreibt. Im Anschluss erfolgt eine Einordnung in die verwandte Literatur in
Unterkapitel 5.2} gefolgt von der Einfiihrung der Notationen in Unterkapitel 5.3} In Unterkapi-
tel wird die Problemstellung formal beschrieben und eine ganzzahlige lineare Formulierung
des Problems prisentiert. Die Unterkapitel [5.5 und [5.6] bilden den Kern dieses Kapitels. Zunéchst
wird die Problemstellung fiir eine einzelne Drohne und eine gegebene Reihenfolge der Empfanger
betrachtet. Fiir die Reihenfolge wird ein exakter Algorithmus vorgestellt, der die Geschwindigkei-
ten so wahlt, dass der Gesamtenergieverbrauch minimiert wird. Anschlieffend wird ein weiterer
Algorithmus eingefiihrt, der fiir die gegebene Reihenfolge der Empfanger alle relevanten Belie-
ferungszeitpunkte des letzten Empfangers berechnet. Zudem wird die Korrektheit der beiden
Algorithmen bewiesen. Diese beiden Algorithmen flieffen in einen Branch-and-Price-Algorithmus
ein, der zur Optimierung eines Zustellnetzwerks mit Paketdrohnen genutzt werden kann. Die

Ergebnisse des Branch-and-Price-Algorithmus werden in Kapitel [f] prasentiert.

5.1 Energieverbrauch eines Multikopters

In diesem Abschnitt wird ein Modell zur Berechnung des Energieverbrauchs einer Drohne in
Abhéngigkeit von der Geschwindigkeit im waagerechten Flug vorgestellt. Als Modell fiir eine
Drohne wird ein Multikopter verwendet (siehe Unterkapitel . Die Herleitung einer Energie-
verbrauchsfunktion basiert auf den Veréffentlichungen von Dukkanci et al.| (2021) und |Zeng et al.
(2019). Dazu wird zunéchst eine Funktion definiert, die die bendétigte Leistung in Abhéngigkeit
von der Geschwindigkeit beschreibt. Zeng et al|(2019) definieren den Funktionsterm wie folgt

) 3v? 3/2 v 02 \1/2 1
P(v) = gpsAQ?’TB(l + UT) + (1 + k) 51 ( 1+ @ — W) + §d0pSAU3
tip V2P 0 0 —
Widerstand dZs Rotorprofils induzierter Widerstand parasitarer Widerstand

(5.1)

Die Leistung wird in Watt und die Geschwindigkeit in Metern pro Sekunde gemessen. In Tabel-
le[5.]sind die verwendeten Notationen dargestellt. Diese beschrianken sich auf dieses Unterkapitel.

In Abbildung ist die Funktion (5.1]) gestrichelt als Summe dargestellt. Diese weist ein lokales
Maximum bei null und einen Tiefpunkt bei vy, auf. Dabei beschreibt die Geschwindigkeit null
den Schwebezustand der Drohne. Zu erkennen ist, dass die Funktion weder konvex noch konkav

ist. Daher wird der Funktionsterm mittels einer Taylor-Approximation vereinfacht. Es wird dafiir

Py = g psAQ3r3 und P, = (1+ k)% gesetzt. Mit der ersten Taylor-Approximation ergibt sich:
~ 3v? vg 1 3
P(v) = Py(1+ UT) P— + idopsAv :
tip B

Diese Funktion ist in Abbildung [5.1] als durchgezogene Kurve dargestellt. Es handelt sich dabei

um eine strikt konvexe Funktion. Es ist zu beachten, dass v, der Geschwindigkeit entspricht,

o8



5.1. Energieverbrauch eines Multikopters

die die Flugzeit der Drohne maximiert, jedoch nicht die Reichweite. Dafiir wird eine weitere
Funktion eingefiihrt, die den Energieverbrauch der Drohne in Abhéngigkeit der Geschwindigkeit
je zuriickgelegter Einheit beschreibt. Diese Funktion wird aus der approximierten Funktion ]5(11)

durch die Multiplikation mit der Flugzeit gewonnen und es folgt

E(v,d) ~ Po(% + ;Ct%) + Pi%i + %dopsAalv2 (5.2)
d d 9

s + podv + 3 g + padv (5.3)
~ 79, 856% + 0,0166dv + 955, 035;12 + 0, 009dv?. (5.4)

Symbol | Beschreibung Wert

0 Profilwiderstandsbeiwert 0,012

p Dichte Luft (kg/m3) 1,225

s Flachendichte des Rotors 0,05

A Fliiche des Rotors (m?) 0,503

Q Winkelgeschwindigkeit des Rotorblatts (radian/s) 300

r Radius des Rotors (m) 0,4

Utip Geschwindigkeit der Rotorspitze (m/s) 120

k Inkrementeller Korrekturfaktor der induzierten Leistung 0,1

Mair Drohnengewicht (kg) 2,04

Mpack Sendungsgewicht (kg) 1

Mpatt Batteriegewicht (kg) 0,89

W Gesamtgewicht (Newton) 38,53

Vo Mittlere rotorinduzierte Geschwindigkeit im Schwebeflug (m/s) | 4,03

do Rumpfwiderstandsverhéltnis 0,6

Tabelle 5.1: Notationen fiir den Energieverbrauch einer Drohne (Dukkanci et al., [2021))

500

—— Approximation

---- Summe

—-—- Widerstand Rotorprofil
400 i induzierter Widerstand

- parasitarer Widerstand

300 ~

200 ~

Leistung (Watt)

100 A

0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100
Geschwindigkeit (km/h)

Abbildung 5.1: Zusammensetzung der Leistung in Abhéngigkeit der Geschwindigkeit (Zeng et al.|,
2019)
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In Abbildung sind zwei Energieverbrauchsfunktionen abgebildet. Der Energieverbrauch wird
in Wattstunden pro Kilometer gemessen. Die durchgezogene Kurve zeigt den Energieverbrauch
bei einer Traglast von einem Kilogramm, wahrend die gestrichelte Kurve den Energieverbrauch
ohne Last darstellt. Die Geschwindigkeit, die die Reichweite maximiert, hingt vom Gesamtge-
wicht der Drohne ab. Sie betrigt bei einer zusétzlichen Last von einem Kilogramm 74,65 km /h
und ohne zusétzliches Gewicht 70,13 km/h. Abbildung verdeutlicht, dass das Sendungsge-
wicht den Energieverbrauch beeinflusst, wobei dieser Einfluss ab dem Minimum der Funktion
relativ gering ist. Zur Vereinfachung wird im Folgenden angenommen, dass die Drohnen sowohl

auf dem Hinflug zum Kunden als auch auf dem Riickflug gleich schwer sind.

b
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40 50 60 70 80 90 100
Geschwindigkeit (km/h)

Abbildung 5.2: Einfluss des Sendungsgewichts auf den Energieverbrauch (Dukkanci et al., 2021)

5.2 Einordnung in die Literatur

Dieser Abschnitt présentiert die relevante Literatur. Die Betrachtung beschrénkt sich jedoch nicht
nur auf die Geschwindigkeitsoptimierung, sondern umfasst auch Publikationen zur Optimierung
logistischer Prozesse mit Paketdrohnen. Der Fokus liegt dabei auf Konzepten, die von einem
stationiren Depot ausgehen und den Energieverbrauch der Drohne modellieren. Eine Ubersicht
iber Optimierungsprobleme mit Paketdrohnen wird in |Viloria et al.| (2020) vorgestellt. [Moshref-
Javadi und Winkenbach| (2021) bieten eine Ubersicht iiber Publikationen, die den Einsatz von

Paketdrohnen in der Logistik untersuchen.

Dorling et al.| (2017) untersuchen ein Problem, das mit dem VRP verwandt ist. Drohnen star-
ten dabei von einem Depot und beliefern Kunden. Jede Drohne kann mehrere Kunden in einer
Tour bedienen. Zwei getrennte Zielfunktionen werden untersucht. Die erste Zielfunktion mini-
miert den spétesten Belieferungszeitpunkt, wiahrend die zweite die Gesamtkosten, bestehend
aus Energieverbrauch und der Anzahl der Drohnen, reduziert. Zur Losung wird eine Simulated-
Annealing-Heuristik vorgestellt, die den Energieverbrauch der Drohnen in Abhéngigkeit vom

Gewicht modelliert. Ein Modell mit mehreren stationdren Depots wird in [Song et al.| (2018])
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préasentiert. Hervorzuheben ist, dass die Drohnen nach der Belieferung eines Kunden das Depot
wechseln konnen. Die Flugzeit hidngt linear vom Gewicht der transportierten Sendung ab. Zur
Losung werden ein MIP und eine Heuristik vorgestellt. In der Arbeit von (Cheng et al.| (2020)
wird eine Problemstellung mit einem Depot untersucht. Jedem Kunden ist ein Zeitfenster fiir
die Belieferung zugeordnet. Der Energieverbrauch der Drohnen wird in Abhéngigkeit von der

Transportlast gemessen. Ein Branch-and-Cut-Algorithmus wird zur Lésung genutzt.

Kirschstein (2020) stellt ein detailliertes Modell zur Messung des Energieverbrauchs von Drohnen
vor. Das Modell erfasst neben dem Energieverbrauch wahrend des Fluges auch den Verbrauch
beim Steig- und Sinkflug sowie im Schwebezustand. Dariiber hinaus werden Wetterbedingungen
in die Betrachtung einbezogen. Der Autor prasentiert eine Simulation, bei der Kunden von einem
zentralen Depot aus beliefert werden. Dabei vergleicht er den Energieverbrauch der Drohnen mit
dem von Zustellfahrzeugen, die entweder mit Diesel oder elektrisch betrieben werden. |Dukkanci
et al. (2021) beschreiben ein Problem, bei dem Kunden von Drohnen beliefert werden. Dabei
miissen fiir die Belieferung der Kunden geeignete Standorte ausgewahlt werden, von denen die
Drohnen starten kénnen. Die Drohnen werden zu den gewéhlten Standorten transportiert und
liefern von dort aus ihre Sendungen. Das Energieverbrauchsmodell fiir Drohnen von (Zeng et al.,
2019) wird von den Autoren verwendet, um ihr Optimierungsmodell in Abhéngigkeit von den
Fluggeschwindigkeiten der Drohnen zu formulieren. Jeder Kunde hat einen festgelegten spatesten

Belieferungszeitpunkt. Zur Losung des Problems wird ein nichtlineares Programm vorgestellt.

Auch fiir andere Transportmittel wurde die Geschwindigkeitsoptimierung betrachtet. So unter-
suchen [Fagerholt et al. (2010) die Geschwindigkeitsoptimierung fiir Schiffe, die eine gegebene
Reihenfolge von Héfen anfahren. Das zugrunde liegende Problem wird in der Literatur als Speed
Optimization Problem (SOP) bezeichnet. Das Ziel besteht darin, fiir eine Reihenfolge der Hé-
fen optimale Geschwindigkeiten zu ermitteln, sodass die Zeitfenster der Hafen eingehalten und
der Kraftstoffverbrauch des Schiffs minimiert wird. In der Publikation wird angenommen, dass
der Bunkerverbrauch eines Schiffs quadratisch von der Geschwindigkeit abh&ngt. Das Problem
wird als nichtlineares Programm formuliert und eine diskretisierte Variante als Kiirzestes-Wege-
Problem geldst. Der erste exakte Algorithmus fiir das SOP, der in Polynomialzeit 1auft, wird von
Norstad et al.| (2011) préasentiert. Als Kostenfunktion wird eine konvexe und monoton steigende
Funktion angenommen. Allerdings erfolgt die Einfiihrung ohne den Nachweis der Korrektheit
des Algorithmus. Der Algorithmus wird von Hvattum et al.| (2013)) analysiert. Die Autoren be-
trachten den Algorithmus fiir eine konvexe und stetige Kostenfunktion, die iiber das Intervall
[Umin, Umaz] definiert ist. Diese Kostenfunktion wird in eine konvexe, stetige und monoton stei-
gende Funktion transformiert, die konstant von 0 bis zum Minimum der Funktion {iber dem
Intervall ist. Ein Beispiel fiir diese Transformation ist in Abbildung dargestellt. Anschliefend
wird die Korrektheit der transformierten Kostenfunktion bewiesen. Allerdings wird der Nachweis

fiir die urspriingliche konvexe, stetige Kostenfunktion tiber ein beliebiges Intervall nicht erbracht.

Eine Variante des SOP, die zusétzlich den ersten Abfahrtszeitpunkt vom Depot beriicksichtigt,
wird von |[Kramer et al.| (2015)) untersucht. Die Autoren analysieren eine spezifische konvexe Funk-

tion, die sowohl den Treibstoffverbrauch als auch das Gehalt des Fahrers beriicksichtigt. Daher
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muss neben dem Verbrauch auch die Dauer einer Tour minimiert werden. Zur Lésung wird ein
exaktes dynamisches Programm vorgestellt, dessen Laufzeit polynomiell begrenzt ist, und es wird
die Korrektheit des Algorithmus bewiesen. Dabei wird angenommen, dass die Kostenfunktion auf
allen Kanten identisch ist. Diese Einschrénkung wird von |He et al.| (2017) aufgehoben, indem fiir

jede Kante eine kontinuierliche, differenzierbare und strikt konvexe Funktion verwendet wird.

W

L 1
30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 5.3: Strikt konvexe Funktion (durchgezogen) transformiert in eine monoton steigende
konvexe Funktion (gestrichelt und durchgezogen)

Neben der Betrachtung einer festgelegten Kundenreihenfolge wird die Geschwindigkeitsoptimie-
rung auch fiir das TSP und das VRP untersucht. Der Ursprung dieses Forschungsfelds liegt in
der Transportlogistik. Fagerholt et al. (2010)); [Norstad et al.| (2011)) untersuchen den Seeverkehr,
wahrend Bektag und Laporte (2011) den Strafenverkehr analysieren. Letztere definieren das so-
genannte Pollution-Routing Problem (PRP). Hierbei wird angenommen, dass die Kunden {iber
Zeitfenster verfiigen und die Geschwindigkeit variabel ist. Die Zielfunktion umfasst die Gehélter
der Fahrer und die Kraftstoffkosten, die vom Verbrauch der Transportfahrzeuge abhédngen. Der
Verbrauch hangt von der Geschwindigkeit, der Strecke und dem transportierten Gewicht ab. Um
das Problem zu 16sen, diskretisieren die Autoren die Geschwindigkeiten und prasentieren ein MIP.
In einer weiteren Publikation der Autoren wird zusétzlich eine Adaptive-Large-Neighborhood-
Search-Heuristik fiir das PRP présentiert (Demir et all 2012). Aufbauend darauf werden das
PRP sowie die Geschwindigkeitsoptimierung von mehreren Autoren untersucht (Kramer et al.,
2015; [Fukasawa et al.l [2016; Dabia et al.l [2017; Fukasawa et al., |2018)). Zwei Publikationen,
die eng mit dem in diesem Kapitel beschriebenen Branch-and-Price-Algorithmus verwandt sind,
werden von [Dabia et al| (2017) und [Fukasawa et al.| (2018) vorgestellt. Dabei prisentieren Da-
bia et al|(2017) einen Branch-and-Price-Algorithmus fiir das PRP. Hierbei wird angenommen,
dass die Geschwindigkeiten aller Kanten innerhalb einer Sequenz gleich gewéhlt sein miissen. Ein
Branch-Cut-and-Price-Algorithmus zur Losung des PRP wird von [Fukasawa et al. (2018) pra-
sentiert. Die Autoren untersuchen eine strikt konvexe, differenzierbare Funktion und formulieren
das Problem als ein Partitionsproblem. Es ist anzumerken, dass in der Publikation und in dieser
Arbeit unterschiedliche Formulierungen des Problems verwendet werden. Die Ergebnisse dieser

Publikation werden in Kapitel [f] zum Vergleich genutzt.
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5.3 Notationen

Eine Ubersicht iiber die in diesem Kapitel verwendeten Notationen ist in Tabelle dargestellt.

Allgemeine Notationen

v Menge der Knoten

C Menge der Kunden

Uu; Kunde mit u; € C

UuQ Depot

m Anzahl der verfiighbaren Drohnen

[a;, b;] Zeitfenster von Kunde u; € C

t; Ankunftszeitpunkt an Knoten u; € V

T Zeithorizont

T Servicezeit von Kunde u; € C

d;j Distanz zwischen Knoten u; € V' und Knoten u; € V

Vij Geschwindigkeit von u; € V nach u; € V

v; Geschwindigkeit zu u; € V

f Energieverbrauchsfunktion /Kostenfunktion

v Geschwindigkeitsvektor

Umin, Umaz inimale und maximale Geschwindigkeit

s Sequenz von Kunden mit s = (ug,ug, ..., up)

up, letzter Kunde einer Sequenz

cr(s) Minimaler Energieverbrauch/ minimale Kosten einer Sequenz s unter der
Kostenfunktion f

€is binédrer Koeffizient, der angibt, ob Kunde u; in Sequenz s enthalten ist

Algorithmus @ (Unterkapitel

d; Distanz und Geschwindigkeit zu Kunden u; € C

f monoton steigende, konvexe Kostenfunktion

% Menge der kostenminimalen Geschwindigkeitsvektoren

arr Funktion, die die Belieferungszeitpunkte des letzten Kunden einer Sequenz
beschreibt

cost Funktion, die die Kosten einer Sequenz fiir verschiedene Belieferungszeitpunkte

des letzten Kunden einer Sequenz beschreibt

5(v),si(v) Teilsequenzen von Sequenz s basierend auf einem Geschwindigkeitsvektor v mit
1=1,...,p

uy letzter Kunde von §(v)

Branch-and-Price-Algorithmus (Unterkapitel

Q, Menge der zuléssigen Sequenzen und reduzierte Menge mit ' C Q
cr(s,y") reduzierte Kosten der Sequenz s fiir die optimale duale Losung y* unter Funktion f
vV Menge der Knoten in Hilfsgraph G
W, Wtw Weg mit W = (wp, ui,ug, ..., up, Wyt1) bzw. Teilweg mit
W = (wo, ui, ug, . .., up)
w0, Wnt1 Quelle und Senke der Wege
L Label

Tabelle 5.2: Notationen fiir Kapitel
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5.4 Problembeschreibung

Im Folgenden wird das Optimierungsproblem fiir ein Zustellnetzwerk mit Paketdrohnen mathe-
matisch beschrieben. Anschliefsend wird das Vehicle Routing Problem with Time Windows and
Speed Optimization (VRPTWSO) vorgestellt und gezeigt, wie das Optimierungsproblem fiir ein
Zustellnetzwerk mit Paketdrohnen auf eine Instanz des VRPTWSO reduziert werden kann. Im
letzten Abschnitt dieses Unterkapitels wird ein IP fiir das VRPTWSO présentiert.

5.4.1 Optimierung eines Zustellnetzwerks mit Paketdrohnen

Gegeben ist ein gerichteter Graph G = (V, A), wobei V = C U {ug} die Menge der Knoten
beschreibt. Dabei stellt ug den Depotknoten und C' die Menge der Kunden dar. Die Menge der
gerichteten Kanten ist A = {(0,4) : u; € C}U{(4,0) : u; € C}, wobei jeder Kunde mit dem Depot
verbunden ist. Zur Belieferung der Kunden stehen im Depot m Drohnen zur Verfiigung. Jeder
Kunde w; € C muss innerhalb seines Zeitfensters [a;, b;] beliefert werden, wobei stets a; < b; gilt.
Die Servicezeit am Kunden u; € C' betragt 7; Zeiteinheiten. Das Depot hat eine Servicezeit von
Null (79 = 0) und ein Zeitfenster von [0, 7], wobei T' ein nicht restriktiver Zeithorizont ist. Die
Linge einer Kante (i,j) € A ist gegeben als d;;. Die Geschwindigkeit auf einer Kante (i,7) € A
ist v;;, wobei vi; € [Umin, Umag) gilt. Die Flugzeit fiir die Kante (i, j) € A mit Geschwindigkeit v;;
betragt d;j/vij. Der Energieverbrauch auf einer Kante (i, j) € A hiéngt von der Geschwindigkeit
v;; ab und betrégt d;; f(vi;), wobei f eine strikt konvexe Energieverbrauchsfunktion ist. Im Fol-
genden wird der Energieverbrauch als Kosten und die Funktion f als Kostenfunktion bezeichnet.
Die Geschwindigkeit, die im Intervall [vpmin, Vmaz] liegt und die Funktion f minimiert, wird als

Vopt bezeichnet. Es gilt

Vopt = argmin  f(v). (5.5)
Vmin SV<Umaz
Dabei ist v,y eindeutig. Fiir die Einfiihrung des Optimierungsproblems wird die Definition einer

Sequenz benotigt. Diese ist identisch mit der Definition aus Kapitel [4]

Definition 1. Eine Sequenz s = (uy,us,...,up) beschreibt eine Reihenfolge der Kunden, mit

U, U9, ..., up € C.

Es ist zu beachten, dass Sequenzen leer sein konnen. Die Kosten einer Sequenz s = (u1, ug, ..., up)
mit einem Vektor v = (vg1,v1,0,v0,2, 020, ---,Von, Uno) berechnen sich fiir eine Funktion f wie
folgt:

h

> (doif (vor) + dio f (vi0))-

i=1

Die Belieferungszeitpunkte der Kunden fiir eine Sequenz lassen sich wie folgt berechnen. Ge-

geben sei eine Sequenz s = (uy,us,...,up) sowie ein dazugehoriger Geschwindigkeitsvektor
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Abbildung 5.4: Gerichteter Graph mit einem Depot (Quadrat) und vier Kunden (Kreise)

v = (v0,1,01,0, 0,2, V2,0, - - - , Uoh, Unp). Der Belieferungszeitpunkt ¢; eines Kunden w; € s wird

rekursiv definiert als
ti = max(a;, ti—1 + Ti—1 + di—1,0/vi—1,0 + doi/v0i),
wobei tg = 0, doo = 0 und vg o = 0 gilt.

Das Ziel des Optimierungsproblems besteht darin, m Sequenzen mit dazugehorigen Geschwin-
digkeitsvektoren zu finden, sodass die Summe der Kosten, bezogen auf eine Kostenfunktion f,

minimal ist und folgende Restriktionen eingehalten werden:

e Jeder Kunde ist in genau einer Sequenz enthalten,
e Jeder Kunde wird in seinem Zeitfenster beliefert,

e Die Geschwindigkeiten der Vektoren bewegen sich im Intervall [vmin, Umaz)-

Zur Veranschaulichung der Problemstruktur wird in Abbildung[5.4] ein abstraktes Netzwerk mit

vier Kunden und einem Depot dargestellt.

Im Folgenden wird erlautert, wie die Geschwindigkeiten aufeinanderfolgender Kanten gewéahlt
werden sollten. Es ist grundsétzlich moglich, dass die Geschwindigkeit entlang einer einzelnen
Kante zu variieren. Allerdings sollte in einer kostenminimalen Losung die Geschwindigkeit kon-
stant sein. Diese Behauptung lésst sich durch eine Analyse der Funktion f belegen. Dabei werden

die Kosten beim Angleichen zweier unterschiedlicher Geschwindigkeiten betrachtet.

Beobachtung 2. Seien v;,vj, mit v; > v;, zwei Geschwindigkeiten. Fiir jedes 6, mit 0 < 6 <

v; — vj, gilt

f(vj+0) — f(v;) < f(vi) — f(vi —9)
1) 1)

& flvj+0)+ f(vi—0) < f(v;) + flvg). (5.7)

Diese Beobachtung gilt, da f strikt konvex ist, wodurch die Wachstumsrate ansteigt. Auferdem

wird & so gewahlt, dass es kleiner als die Differenz zwischen den Geschwindigkeiten ist.
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Die Aussage der vorhergehenden Beobachtung wird durch Lemma [§ erweitert. Das Lemma be-
sagt, dass durch das Angleichen der Geschwindigkeiten sowohl die Kosten als auch die Gesamtzeit
einer Sequenz reduziert werden konnen. Diese Aussage ist zentral fiir die Geschwindigkeitsop-
timierung im Unterkapitel Der Beweis des Lemmas folgt der Argumentation von [Hvattum
et al. (2013). Dabei ist zu beachten, dass das Lemma die Zeitfenster nicht beriicksichtigt. Die
Aussagen des Lemmas ermoglichen jedoch die Formulierung der Lemmata [9] und die eine

Beziehung zwischen den Belieferungszeitpunkten und den Zeitfenstergrenzen herstellen.

Im Folgenden werden eine strikt konvexe Funktion f sowie zwei Kanten betrachtet. Es wird
angenommen, dass die erste Kante eine Lange d; und die zweite Kante eine Linge d; hat. Die
Geschwindigkeiten auf den Kanten seien v; und v;. Seien JZ mit 0 < Jl < d; und czj mit 0 < Jj <
d; Teile der Distanzen, sodass d=d; = Jj gilt.

Lemma 8. Seien zwei Kanten gegeben, wie vorab beschrieben. Angenommen, es gilt v; > vj,
dann kénnen die Kosten gesenkt werden, wenn v; auf dem Teilstiick d; um & gesenkt wird und v;

auf CZj um § erhoht wird, wobei 0 < 6 < v; —v; gilt.

Beweis. Sei d; die verbleibende Distanz auf der ersten Kante, wobei d; = d; + d; gilt, und sei Jj
die verbleibende Distanz auf der zweiten Kante mit d; = Jj + Jj. Die Kosten fiir beide Kanten

mit den Ausgangsgeschwindigkeiten sind gegeben als
c=dif (v;) +d; f(v5) = (di + dy) f (v5) + (dj + dj) f (v)).

Die resultierende Gesamtzeit berechnet sich als

(Zi—i-czi_'_dj—l—de_CZi @_i_d(’ui—l—l}j)
(Y Uj V; ’Uj vivj

T =

Wird die Geschwindigkeit v; auf dem Teilstiick d; um § reduziert und die Geschwindigkeit v; auf
Jj um 9 erhoht, betrégt die neue Gesamtzeit
fobiy b, b 4 dbito) 2+l.
vi vi—0 wvi+d vy v v+ (v —v)d — 6% v

Es folgt Ts < T, da 0 <6 <v; — .

Die Kosten nach der Anpassung der Geschwindigkeiten sind

cs = dif(vi) + dif (vi — 8) + dj f(v;) + dj f(vj + 5).

. Ungl.
Es gilt ¢ < c.

Iterativ folgt aus Lemma [§ dass eine konstante Geschwindigkeit, ohne Berticksichtigung der

Zeitfenster, die Gesamtkosten minimiert.
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Beobachtung 3. Seien u;,u; € C zwei aufeinanderfolgende Kunden. Aus Lemma@folgt, dass
in einer optimalen Losung die Geschwindigkeiten auf den Kanten (i,0) und (0,7) gleich sein

sollten.

Diese Beobachtung gilt, da angenommen wurde, dass das Zeitfenster des Depots nicht restriktiv
ist. Daraus folgt, dass zur Minimierung der Gesamtkosten bei einer strikt konvexen Funktion
nicht nur die Geschwindigkeit auf einer Kante konstant gehalten werden sollte, sondern auch
zwischen zwei Kunden. Das bedeutet, die Geschwindigkeit sollte sowohl auf dem Riickflug vom

Kunden zum Depot als auch auf dem Hinflug zum néchsten Kunden konstant sein.

Mit diesen Erkenntnissen lésst sich das Problem auf eine Instanz des VRPTWSO reduzieren. Im
Unterschied zur bisherigen Problemstellung werden hierbei auch direkte Kanten zwischen zwei
Kunden betrachtet. Die Transformation in eine Instanz des VRPTWSO hat den Vorteil, dass
in einer Losung weniger Kanten genutzt werden. Aufierdem wird in Kapitel [6] ein Vergleich mit

Benchmark-Instanzen des VRPTWSO ermdglicht. Im Folgenden wird das VRPTWSO beschrie-

ben und die Reduzierung erlautert.

5.4.2 Vehicle Routing Problem With Time Windows and Speed Optimization

Gegeben ist ein gerichteter Graph G = (V, A). Die Knotenmenge V bleibt gleich zur Kno-
tenmenge der Problembeschreibung aus Unterkapitel Die Kantenmenge ist definiert als
A = {(i,j) : uj,u; € V}. Am Depot stehen zur Belieferung der Kunden m Drohnen bezie-
hungsweise Fahrzeuge zur Verfiigung. Die Definitionen der Zeitfenster sowie der Servicezeiten
der Kunden und des Depots bleiben unveréndert. Die Lange einer Kante (i, j) € A ist als d;; de-
finiert. Die Geschwindigkeit auf einer Kante (7, j) € A ist als v;; definiert, wobei v;j € [Vmin, Vmaa]
gelten muss. Die Zeit fiir eine Kante (4, j) € A mit Geschwindigkeit v;; betréigt weiterhin d;; /v;;.
Der Energieverbrauch auf einer Kante (7,5) € A in Abhéngigkeit von der Geschwindigkeit v;;
betréagt d;; f(vij), wobei f eine strikt konvexe Energieverbrauchsfunktion ist. Die Definition der
optimalen Geschwindigkeit v,y bleibt gleich zur Gleichung .

Die Berechnung der Belieferungszeitpunkte der Kunden einer Sequenz wird an den neuen Gra-
phen angepasst. Gegeben sei eine Sequenz s = (u1, usg, ..., up) und ein dazugehoriger Geschwin-
digkeitsvektor v = (vg1,v1,2,...,0h,0). Der Belieferungszeitpunkt ¢; eines Kunden w; € s kann

rekursiv definiert werden als
ti = max(aj, ti—1 + Ti—1 + di—1,/Vi—1,),
wobei tg = 0 gilt.

Die Kosten einer Sequenz s = (u1,u2, . .., up) mit einem Vektor v = (vo,1,v1,0,v0,2, V2,0, - - - s Voh)

fiir eine Funktion f berechnen sich wie folgt

h
Z di—1,if(vi—14) + drof(vno)-
i1
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Im Folgenden werden die Definitionen eines zuléssigen Geschwindigkeitsvektors und einer unzu-

lassigen Sequenz sowie eines optimalen Geschwindigkeitsvektors vorgestellt.

Definition 14. FEin Geschwindigkeitsvektor v zu einer Sequenz s wird als zuldssig bezeichnet,
wenn alle Kunden aus s innerhalb ihrer Zeitfenster beliefert werden und die Geschwindigkeiten

des Vektors v im Intervall [Vpmin, Umaz] liegen.

Definition 15. Fine Sequenz s wird als unzuldssig bezeichnet, wenn es keinen zuldssigen Ge-

schwindigkeitsvektor v zu s gibt.

Definition 16. Ein Geschwindigkeitsvektor v* = (vg 1,07 9,...,V; ) 2u einer Sequenz s =
(ui,ug,...,up) und einer Funktion f wird als optimal bezeichnet, wenn v zuléssig ist und es
gilt

h
Z di—1,if(vi_13) + dnof(Vh0)
i=1

h
< min{z di—1,if(Vi—13) +dpof(vno) | v=(vo1,v12,...,0n0) st zuldssig zu s}.
=1

Damit lasst sich das VRPTWSO wie folgt beschreiben. Es miissen m Sequenzen mit dazugeho-
rigen zuldssigen Geschwindigkeitsvektoren gefunden werden, sodass die Summe der Kosten der

Sequenzen minimal ist und die folgenden Restriktionen eingehalten werden:

(i) jeder Kunde ist in genau einer Sequenz enthalten und

(ii) alle Geschwindigkeitsvektoren sind zuléssig.

Nach der Einfilhrung des VRPTWSO wird die Reduzierung beschrieben. Damit eine optimale
Losung des VRPTWSO in eine optimale Losung fiir die Problemstellung aus Unterkapitel
iiberfithrt werden kann, sind folgende Schritte nétig. Die Distanzen in G miissen wie folgt, ange-
passt werden. Es gilt d;; = d;o + do;, wobei d;o und dp; die Distanzen gemafs Unterkapitel
beschreiben. Die Lange der Kanten (4,0), (0,7) € A mit u; € C bleibt gleich zum Graph G. Die
Notation der Geschwindigkeit wird an den neuen Graphen angepasst. Die Geschwindigkeit v;; auf
der Kante (i,7) € A, mit u;, u; € C, kann fiir die Kanten (¢, 0), (0, j) € A iibernommen werden.
Dies ist moglich, da nach Lemma [§ und Beobachtung [3] gilt, dass die Geschwindigkeit zwischen
zwel Kunden in einer optimalen Losung einheitlich sein sollte. Fiir die Kanten (i,0), (0,7) € A
kann die Geschwindigkeit auf (4,0), (0,4) € A direkt {ibernommen werden. Damit entspricht eine
optimale Losung des VRPTWSO auch einer optimalen Losung des Ausgangsproblems. Im fol-
genden Abschnitt wird das Problem als ganzzahliges Programm formuliert. Im weiteren Verlauf
dieses Kapitels werden die Notationen des VRPTWSO verwendet.
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5.4.3 Ganzzahliges lineares Programm

In Anlehnung an [Fukasawa et al.| (2018) wird das VRPTWSO als IP formuliert. Sei 2 die Menge
aller zuldssigen Sequenzen. Der bindre Koeffizient e;s gibt an, ob Kunde u; € C' in Sequenz s € (2
enthalten ist. Der Koeffizient cs(s) gibt die Kosten einer Sequenz s € ) mit einem optimalen
Geschwindigkeitsvektor fiir die Funktion f an. Die Entscheidungsvariable z¢ gibt an, ob Sequenz

s € () Teil der Losung ist. Damit l&sst sich das Problem wie folgt formulieren:

minimiere ZCf(s)xS (5.8)
s€Q

u.d.N. Zeisxs =1 Y u; € C, (5.9)
52
sz <m, (5.10)
s€Q
zs € {0,1} VseQ. (5.11)

Die Zielfunktion minimiert die Gesamtkosten der ausgewéhlten Sequenzen. Die Nebenbe-
dingungen stellen sicher, dass jeder Kunde in genau einer ausgewéhlten Sequenz enthalten
ist. Mit Ungleichung wird die Anzahl der verfiighbaren Drohnen berticksichtigt. Die Ganz-
zahligkeit der Entscheidungsvariablen g, fiir s € 2, wird mit Nebenbedingung garantiert.
Im néchsten Unterkapitel wird gezeigt, wie sich fiir eine Sequenz ein optimaler Geschwindigkeits-

vektor bestimmen lésst.

5.5 Geschwindigkeitsoptimierung fiir Sequenzen

In diesem Unterkapitel wird die Minimierung des Energieverbrauchs fiir eine Sequenz betrach-
tet. Dazu werden zwei spezifische Probleme genauer untersucht. Im Unterkapitel wird die
Berechnung der optimalen Geschwindigkeiten fiir eine Sequenz betrachtet. Dazu erfolgt zuerst
die Vorstellung eines nichtlinearen Programms (NLP). Anschliefend wird gezeigt, dass diese
Berechnung auch mit einem exakten dynamischen Programm durchgefiihrt werden kann. Das
dynamische Programm wird in Anlehnung an Hvattum et al. (2013)) vorgestellt. Das Programm
berticksichtigt die untere Geschwindigkeitsbegrenzung v, nicht. Daher wird eine Erweiterung
des Programms vorgestellt, die v, in Bezug auf die optimale Geschwindigkeit v,,; beriicksich-
tigt. Diese Erweiterung wird von Hvattum et al. (2013) nicht beschrieben. Fiir die Erweiterung

erfolgt im Anschluss der Beweis der Korrektheit.

Im Unterkapitel [5.6.4] wird ein Algorithmus vorgestellt, der fiir eine vorgegebene Sequenz alle rele-
vanten Belieferungszeitpunkte des letzten Kunden berechnet. Zudem werden die dazugehorigen
optimalen Geschwindigkeitsvektoren und die entstehenden Kosten berechnet. Die Korrektheit
dieses Algorithmus wird ebenfalls im Anschluss bewiesen. Beide Algorithmen sind von zentraler
Bedeutung fiir den Branch-and-Price-Algorithmus, der im Unterkapitel vorgestellt wird.
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Da in diesem Unterkapitel Sequenzen betrachtet werden, wird die Notation wie folgt vereinfacht.
Sei s eine Sequenz und seien u;_1, u; € s zwei aufeinanderfolgende Kunden in s. Die Distanz von
u;—1 nach u; wird als d; = d;—1,; definiert. Fiir den ersten Kunden u; in s gilt di = dp1. Auch
die Notation der Geschwindigkeiten wird vereinfacht. Die Geschwindigkeit von w;_1 nach u; wird
als v; = v;_1; definiert, und es gilt v1 = vg 1. Auerdem wird die Geschwindigkeit auf der Kante
(1,7) € Amit u; € C als die Geschwindigkeit des Kunden u; bezeichnet. Aufierdem gilt fiir einen
optimalen Geschwindigkeitsvektor v = (vg1,v1,2,...,Vh—1,h,Vh,0), dass der letzte Eintrag vop
sein muss, da das Zeitfenster des Depots nicht restriktiv ist. Dies bedeutet, dass die Drohnen
nach der Belieferung des letzten Kunden mit der optimalen Geschwindigkeit zum Depot fliegen

konnen. Im Folgenden wird der letzte Eintrag von v zur Vereinfachung nicht explizit aufgefiihrt.

5.5.1 Optimale Geschwindigkeiten fiir Sequenzen

Die Berechnung der optimalen Geschwindigkeiten fiir eine Sequenz kann als NLP formuliert
werden. Sei s = (uy,us,...,up) eine Sequenz und seien t;, fir i« = 1,..., h, kontinuierliche
Variablen, die den Belieferungszeitpunkt von Kunden u; € s beschreiben. Es wird angenommen,
dass die Drohne zum Zeitpunkt 9 = 0 vom Depot startet. Des Weiteren sind kontinuierliche
Variablen v;, fir ¢ = 1,..., h, gegeben, die die Geschwindigkeit der Drohne auf der Kante von
Knoten u;_1 nach wu; beschreiben. Alle weiteren Parameter des NLP entsprechen denjenigen aus
Unterkapitel [5.4] Das NLP ldsst sich somit wie folgt formulieren:

minimiere Eh: d; f(v;) (5.12)
i=1

u.d.N. tic1+7io1 +difvi <ty Vi=1,...,h, (5.13)
a; <t; < Vi=1,...,h, (5.14)
Umin < Vi < Umax Vi=1,...,h. (5.15)

Die Zielfunktion beschreibt den Energieverbrauch der Drohne fiir die Sequenz s. Die
Nebenbedingungen garantieren, dass die Belieferungszeitpunkte von zwei aufeinanderfol-
genden Kunden korrekt gesetzt werden. Die Nebenbedingungen (5.14) stellen sicher, dass die
Belieferung der Kunden innerhalb ihrer Zeitfenster erfolgt, und Nebenbedingungen ge-

wahrleisten, dass die Drohne nur mit den erlaubten Geschwindigkeiten fliegt.

Zur Beschreibung des dynamischen Programms wird eine Kostenfunktion f eingefiihrt. Dabei
ist f monoton steigend und konvex. Die Funktion f wird aus der Funktion f abgeleitet und

berechnet sich wie folgt:

f(v) _ fogpt) falls v < vgpe, (5.16)

f(v) falls v > vopt.
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In Unterkapitel ist in Abbildung ein Beispiel fiir die Funktion f (durchgezogene Kur-
ve) und die daraus abgeleitete Funktion f (zuerst gestrichelt und dann durchgezogene Kurve)

dargestellt.

Die Darstellung des dynamischen Programms erfolgt in Anlehnung an Hvattum et al.| (2013).
Neben der Vorstellung des Programms wird in dieser Veroffentlichung auch der Beweis der Kor-
rektheit des Algorithmus fiir eine konvexe, monoton steigende Funktion f erbracht. Die zentrale
Idee des dynamischen Programms besteht darin, die Geschwindigkeiten innerhalb der Sequenz
moglichst gleich zu halten. Das Programm basiert auf einem sogenannten Teile-und-herrsche-
Verfahren. Im ersten Schritt werden die Geschwindigkeiten der betrachteten Sequenz gleich-
gesetzt. Im néchsten Schritt wird das Zeitfenster mit der grofiten Verletzung betrachtet. Eine
Verletzung bedeutet in diesem Zusammenhang, dass die Drohne entweder zu frith oder zu spét
am Kunden ankommt und damit das erlaubte Zeitfenster {iberschreitet. Die Grofse der Verlet-
zung wird als zeitliche Differenz zwischen dem tatséchlichen Eintreffen am Kunden und dem
Beginn oder Ende des Zeitfensters berechnet. Anschlieftend wird die Sequenz am Kunden mit
dem verletzten Zeitfenster aufgeteilt und das Programm fiir die Teilsequenzen erneut ausgefiihrt.
Dabei wird der Belieferungszeitpunkt des verletzten Kunden fiir beide Teilsequenzen auf die né-
here Zeitfenstergrenzen gesetzt. Die ndher gelegene Zeitfenstergrenze ist diejenige, bei der die
obere Grenze bei zu spéter Belieferung und die untere Grenze bei zu frither Belieferung gewéhlt
wird. Fiir die Teilsequenzen werden neue, einheitliche Geschwindigkeiten festgelegt und deren

Zuladssigkeit iiberpriift. Auf diese Weise wird die Zuléssigkeit schrittweise erzeugt.

Im Folgenden wird der Pseudocode, der in Algorithmus [4] dargestellt ist, beschrieben. Die Ein-
gabe des Algorithmus sind die maximale Geschwindigkeit vy,qz, der Start- und Endzeitpunkt
sowie die Distanzen, Zeitfenster und Servicezeiten der Kunden. Die Ausgabe des Algorithmus
ist entweder ein optimaler Geschwindigkeitsvektor v fiir Sequenz s oder die Sequenz wird als

unzuldssig bewertet. Die Geschwindigkeiten werden aus dem Intervall [0, vy,4,] gewéhlt.

In Zeile [4] wird eine einheitliche Durchschnittsgeschwindigkeit ermittelt. Diese berechnet sich
als Summe der Distanzen, geteilt durch die Differenz zwischen Start- und Endzeitpunkt, abziig-
lich der Summe der Servicezeiten. Wenn die Durchschnittsgeschwindigkeit kleiner oder gleich
0 oder grofser als vy, ist, wird in Zeile [3| unzuldssig zuriickgegeben. Anschlieffend werden die
Belieferungszeitpunkte auf Grundlage des Startzeitpunkts und der Durchschnittsgeschwindigkeit
berechnet. Dabei wird tiberpriift, ob Zeitfenster verletzt werden (siche Zeilen |§| bis . Kommt
es zu einer Verletzung eines Zeitfensters, wird der Index des Kunden mit der groften Verlet-
zung sowie sein Belieferungszeitpunkt gespeichert. Ist der Zeitpunkt der Belieferung spéter als
die obere Zeitfenstergrenze, wird der Belieferungszeitpunkt auf die obere Grenze gesetzt. Bei
zu frither Belieferung wird der Zeitpunkt auf die untere Grenze gesetzt. Im Anschluss wird die
Sequenz am verletzten Kunden aufgeteilt und der Algorithmus fiir beide Teilsequenzen erneut
ausgefiihrt (siehe Zeilen (14| bis . Die erste Teilsequenz reicht dabei bis zum verletzten Kun-
den und endet an der korrigierten Zeitfenstergrenze. Die zweite Teilsequenz beginnt nach dem
verletzten Kunden zum Zeitpunkt der korrigierten Zeitfenstergrenze zuziiglich der Servicezeit.

Dieser Teile-und-Herrsche-Ansatz wird fortgesetzt, bis alle Zeitfenster eingehalten werden oder
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Algorithmus 4 Berechnung eines optimalen Geschwindigkeitsvektors fiir eine Sequenz

Eingabe: Maximale Geschwindigkeit vy,qz, Startzeit tg, Endzeit ., Distanzen di, ..., dp,
Zeitfenster [a;, b, Servicezeiten 7; fir allei =1,...,h

Ausgabe: Geschwindigkeitsvektor v = (vy,vg,...,vp)

v (N0 di)/(te—ts — X0 m)

2: falls v < 0 or v,4; < v dann
3:  Riickgabe unzulissig

4: ende falls

5: A+ 0,7« 0,ty < ts

6: fiir alle i = 1 to h mache

7: tfi(—ti_l—i-’l'i_l—‘rdi/'l}

8: Vi <V

9: 0; maX{O, ti — b, a; — ti}
10:  falls §; > A dann

11: A6, 1

12:  ende falls

13: ende fiir alle

14: falls A > 0 dann

15:  falls t; > b; dann

16: tj — bj

17:  else falls t; < a; dann

18: tj < aj

19: ende falls
20: Algorithmus (Umazs ts, tj, di, ai, by, 7 fir alle i = 1,..., 7)
21: Algom'thmus (Vmaz, tj + Tj, te, di, ai, by, 7 fiir alle i = j+1,..., h)
22: ende falls

eine Unzuléssigkeit festgestellt wird.

Zur Veranschaulichung des Algorithmus wird im Folgenden ein Beispiel zur Geschwindigkeitsop-

timierung einer Sequenz mit fiinf Kunden présentiert.

Beispiel 3. Es werden ein Depot und eine Sequenz s = (u1,ug, us, uq, us) mit finf Kunden be-
trachtet. Die Kunden werden der Reihe nach beliefert und der fritheste Abflugzeitpunkt vom Depot
ist 0. In diesem Beispiel betrdgt die mazimale Geschwindigkeit 25. Die minimale Geschwindig-
keit wird gemdfS den Vorgaben des Algorithmus auf Null festgelegt. Die Kostenfunktion wird durch
f(v) = v%/1.000 beschrieben. In Tabelle werden die weiteren Parameter tbersichtlich darge-
stellt. In der ersten Spalte sind die Indizes der Kunden aufgelistet. Spalte 2 enthdlt die Distanzen
zu den Kunden und zwischen diesen, wihrend Spalten 3 und 4 die jeweiligen Zeitfenster abbilden.
In diesem Beispiel wird von einer Servicezeit von Null fir alle Kunden ausgegangen. Die weite-
ren Spalten sind paarweise angeordnet, wobei die linke Spalte den Geschwindigkeitsvektor und die
rechte die resultierenden Ankunftszeitpunkte darstellt. Die unterste Zeile zeigt die resultierenden

Kosten der verschiedenen Geschwindigkeitsvektoren.

Da sich der Algorithmus selbst aufruft und bei einer Verletzung die Sequenz in zwei Teilsequenzen
aufteilt, wird sein Vorgehen in einem bindren Baum dargestellt. Abbildung[5.5] zeigt diesen Baum.
Jeder Knoten im Baum enthdlt eine Sequenz oder Teilsequenz, die durch Start- und Endzeitpunkt

definiert ist. Die Berechnungen des Algorithmus erfolgen innerhalb eines Knotens im Baum. Fir
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Tiefe 0 Tiefe 1 Tiefe 2

) dz‘ a; bi V; ti V; ti V; ti
1 600 100 150 | 6 100 |10 60 | 6 100
2 1.200 150 200 | 6 300 | 10 180 | 12 200
3 1.200 220 300 | 6 500 |10 300 |12 300
4 800 250 500 | 6 633,33| 4 500 | 4 500
5 1.600 270 900 | 6 900 | 4 900 | 4 900

Kosten 1944 3384 | 4056

Tabelle 5.3: Ubersicht zu Beispiel

S = <U17U27U3,U4,U5)
ts =0,t. =900

So = (U4,U5)
ts = 300,t., = 900

So = (u17u27u3)
ts =0,t. = 300

S4 = (’LLQ,U?,)
ts = 100,t. = 300

s3 = (u1)
te=0,t, = 100

Abbildung 5.5: Bindrer Baum zur Visualisierung der Teilprobleme

die Berechnung des optimalen Geschwindigkeitsvektors sind in diesem Beispiel finf Iterationen
erforderlich. In der Wurzel des Baums liegen der Startzeitpunkt bei 0 und der Endzeitpunkt
bei 900. Letzterer entspricht der oberen Zeitfenstergrenze von Kunde us. Es wird die gesamte
Sequenz s bericksichtigt. Die resultierende Durchschnittsgeschwindigkeit betrigt 6. Bei dieser
Geschwindigkeit findet die Belieferung der Kunden us, ug und uyg nicht innerhalb threr Zeitfenster
statt. Die grof$te Verletzung liegt bei us vor, mit einem Ankunftszeitpunkt von 500 bei einer oberen
Zeitfenstergrenze von 300. Daher wird die Sequenz bei uz in s1 = (u1,ug,us) und sa = (ug,us)

aufgeteilt. Der Belieferungszeitpunkt fiir Kunde us wird auf 300 festgelegt.

Fiir die erste Teilsequenz s1 sind der Startzeitpunkt 0 und der Endzeitpunkt 300. Fir si betrdigt
die Durchschnittsgeschwindigkeit 4. Bei dieser Geschwindigkeit wird die untere Zeitfenstergrenze
von Kunde uy unterschritten, da die Drohne zum Zeitpunkt 60 eintrifft. Das Zeitfenster von
Kunde uy beginnt jedoch erst bei 100. Daher wird sy erneut in die Teilsequenzen sz = (u1) und
sq4 = (u2,us) aufgeteilt. Anschlieffend wird Algorithmusfiir die Teilsequenzen erneut aufgerufen.
Fiir die Teilsequenz so = (ug,us) liegen der Startzeitpunkt bei 300 und der Endzeitpunkt bei 900.
Die Durchschnittsgeschwindigkeit betragt 10. Bei dieser Geschwindigkeit werden beide Kunden
innerhalb ihrer Zeitfenster beliefert. Die Ergebnisse fir die Sequenzen si und so sind in Tabelle[5. 5

in den Spalten sieben und acht dargestellt.

In Tiefe 2 des Baums werden die Sequenzen s3 und s4 betrachtet. Fir ss = (uy) gilt, dass der
Startzeitpunkt bei 0 liegt und der Endzeitpunkt bei 100 liegt. Daraus ergibt sich eine Geschwin-
digkeit von 6 und der Kunde uy wird am unteren Rand seines Zeitfensters beliefert. Fir die

Teilsequenz s4 = (ug,us) gilt, dass der Startzeitpunkt bei 100 und der Endzeitpunkt bei 300 liegt.
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Kunden 0 1 2 3 4 5
Fahrzeiten | | | | | |
o [7] J
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Abbildung 5.6: Visualisierung der Ergebnisse des Geschwindigkeitsalgorithmus

Die resultierende Geschwindigkeit betrigt 12 und beide Kunden werden innerhalb ihrer Zeitfens-
ter beliefert. Infolgedessen wird der Algorithmus beendet. Der endgiiltige Geschwindigkeitsvektor
lautet somit v = (6,12,12,4,4) und fiihrt zu Kosten in Hohe von 405,6 (siehe Spalte neun und

zehn von Tabelle .

In Abbildung sind die einzelnen Schritte visualisiert. Die Abbildung ist in die drei Tiefen
des Baums gegliedert, wobei jede Tiefe nach dem gleichen Muster aufgebaut ist. Im oberen Teil
sind die Indizes der Kunden dargestellt, gefolgt von den Fahrzeiten und Ankunftszeitpunkten.
Im unteren Bereich jeder Tiefe sind die Zeitfenster sowie die Ankunftszeitpunkte der Kunden

emngezeichnet. Damit ist die Vorstellung des Beispiels abgeschlossen.
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Algorithmus 5 Geschwindigkeitsoptimierung mit oberer und unterer Geschwindigkeitsgrenze

Eingabe: Maximale Geschwindigkeit v, optimale Geschwindigkeit vy, Startzeit ts,
Endzeit t., Distanzen d;, Zeitfenster [a;, b;], Servicezeiten 7; fiir alle i = 1,...,h
Ausgabe: Geschwindigkeitsvektor v* = (v}, v3,...,v})
falls Algorithmus [ unzuldssig zuriickgibt dann
Riickgabe Kein zuléssiger Geschwindigkeitsvektor existiert
ende falls
(01,02, ...,0p) < Algom'thmus (Umazs ts, te, di, ai, by, 7 fir alle i = 1,...,h)
v} max{vop, 0;} fir allei =1,...,h
Riickgabe v*

Wie eingangs erwahnt, beriicksichtigt Algorithmus (] nicht die minimale Geschwindigkeit vy,
und ist nur fiir monoton steigende Funktionen geeignet. Daher wird eine Erweiterung beschrie-
ben, die die strikt konvexe Kostenfunktion f und die Mindestgeschwindigkeit v,,;, beriicksich-
tigt. Die Idee des Algorithmus besteht darin, Algorithmus (] zu verwenden, um einen optimalen
Geschwindigkeitsvektor fiir die Funktion f zu berechnen. Anschliefend werden die Eintrage des
Vektors einzeln iiberpriift, um daraus einen optimalen Geschwindigkeitsvektor fiir die Funktion f

zu erstellen.

Der Pseudocode dieser Erweiterung wird in Algorithmus 5] dargestellt. Die Eingabe des Algorith-
mus ist identisch mit der von Algorithmus [4] mit der Ausnahme, dass zusitzlich die optimale
Geschwindigkeit v,y ibergeben wird. Die Ausgabe des Algorithmus ist ein optimaler Geschwin-
digkeitsvektor v* fiir die Funktion f, der nur Geschwindigkeiten im Intervall [vin, Umaz] enthélt.
Im ersten Schritt wird in Zeile [T mit Algorithmus [] tiberpriift, ob eine zuléssige Losung exis-
tiert. Falls dies nicht der Fall ist, wird in Zeile [2| zuriickgegeben, dass keine zuléssige Losung
vorliegt. Andernfalls wird in Zeile 4 mit Algorithmus [4] ein optimaler Geschwindigkeitsvektor fiir
die Funktion f , im Bereich [0, vpq2] berechnet. Dann wird in Zeile @ jeder Eintrag v; des Vektors
fiir alle u; € s gepriift und auf das Maximum von @; und v,y gesetzt. Im letzten Schritt wird der

Vektor zuriickgegeben.

Nach der Einfiithrung des Algorithmus wird der Korrektheitsbeweis durchgefiihrt. Im Folgenden
wird ein gegebener optimaler Geschwindigkeitsvektor v fiir die Funktion f, der nur Geschwindig-
keiten aus dem Intervall [vyin, Umas] enthdlt, mit der Riickgabe von Algorithmus [5| verglichen.
Fiir den Korrektheitsbeweis wird angenommen, dass alle Servicezeiten null sind. Diese Annahme
ist ohne Beschrankung der Allgemeinheit moglich, da die Reihenfolge der Kunden in s fest ist und
eine Losung ohne Servicezeiten durch Anpassung der Zeitfenster in eine Losung mit Servicezeiten
iiberfithrt werden kann. Hierzu werden die unteren und oberen Zeitfenstergrenzen jedes Kunden
um die Summe der vorangegangenen Servicezeiten verkleinert. Diese Transformation hat weder

Einfluss auf den Geschwindigkeitsvektor noch auf die Kosten der optimalen Losung.

Zur Durchfiithrung des Korrektheitsbeweises des Algorithmus werden im Folgenden einige Hilfs-
aussagen vorgestellt. Diese sind von zentraler Bedeutung fiir die Beweisfithrung. Die dazugehori-
gen Beweise finden sich im [Anhang C| Zunéchst werden die Lemmata [9] bis [10] sowie Lemma
eingefiihrt. Die Beweise der Lemmata [9] bis [10] orientieren sich an [Hvattum et al| (2013), die die

Korrektheit fiir die Kostenfunktion f gezeigt haben. Die folgenden Lemmata formulieren zentrale
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Aussagen zum Korrektheitsbeweis sowie zum Zusammenhang zwischen Geschwindigkeiten und
Belieferungszeitpunkten innerhalb einer Kundensequenz. Tritt in einem optimalen Geschwindig-
keitsvektor ein Wechsel der Geschwindigkeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden Kunden auf, so
erfolgt die Belieferung des ersten dieser beiden Kunden exakt auf einer seiner Zeitfenstergren-
zen. Der Grund hierfiir ist, dass somit die Geschwindigkeiten am weitesten angeglichen werden

konnen.

Lemma 9. Sei s = (u1,us,...,up) eine Sequenz und sei v = (v1,va,...,vy) ein Geschwindig-
keitsvektor, der up zu einem festen Zeitpunkt beliefert und dabei beziiglich f kostenminimal ist.
Enthdlt die Sequenz zwei aufeinanderfolgende Kunden w; und u;t1, fir die v; > viy1 gilt, dann
gilt t; = b;.

Eine vergleichbare Aussage gilt auch fiir die untere Zeitfenstergrenze.

Lemma 10. Sei s = (uy,ug,...,up) eine Sequenz und sei v = (vy,va,...,v) ein Geschwindig-
keitsvektor, der up zu einem festen Zeitpunkt beliefert und dabei beziiglich f kostenminimal ist.
Enthdlt die Sequenz zwei aufeinanderfolgende Kunden w; und u;y1, fir die v; < viy1 gilt, dann

gilt t; = a;.

Nach der Einfilhrung der Lemmata kann die Korrektheit der Erweiterung bewiesen werden. Die
folgenden beiden Lemmata zeigen, dass ein von Algorithmus [5| berechneter Geschwindigkeitsvek-

tor zuldssig ist.

Lemma 11. Sei s = (uq,...,up) eine Sequenz. Algorithmus @ berechnet zulissige Geschwin-
digkeitsvektoren und die Belieferungszeitpunkte von Algorithmus [ sind auch fir den Vektor von

Algorithmus [4 zuldssig.

Gibt der Algorithmus hingegen unzuldssig zuriick, existiert kein Geschwindigkeitsvektor fiir die

Kundensequenz, der die Geschwindigkeitsgrenzen erfiillt.

Lemma 12. Sei s = (uy,...,up) eine Sequenz. Gibt Algom'thmus@ unzuléssig zurick, dann kann

kein Geschwindigkeitsvektor zu s, der die Geschwindigkeitsgrenzen [Umin, Umaz| erfillt, existieren.

Damit ldsst sich die Korrektheit des Algorithmus nachweisen.

Theorem 2. Sei s = (u1,...,up) eine Sequenz. Algorithmus @ berechnet einen optimalen Ge-
schwindigkeitsvektor fiir s beziiglich der Funktion f fir die Geschwindigkeitsgrenzen [Vmin, Umaz|,

sofern ein solcher existiert.

Nach der Einfithrung eines Algorithmus zur Berechnung eines optimalen Geschwindigkeitsvektors
fiir eine Sequenz sowie dessen Erweiterung zur Beriicksichtigung strikt konvexer Funktionen wird
im néchsten Unterkapitel ein Algorithmus zur Berechnung aller relevanten Belieferungszeitpunkte

des letzten Kunden einer Sequenz vorgestellt.
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5.5.2 Berechnung aller Belieferungszeitpunkte des letzten Kunden

Dieser Abschnitt stellt einen Algorithmus zur Berechnung aller Belieferungszeitpunkte des letzten
Kunden einer Sequenz vor. Zusétzlich zu den Belieferungszeitpunkten berechnet der Algorithmus
auch die dazugehorigen Geschwindigkeitsvektoren sowie die minimalen Kosten basierend auf der
strikt konvexen Kostenfunktion f. Es gelten weiterhin die Geschwindigkeitsgrenzen [vmin, Umaz]-
Der Algorithmus wird im Unterkapitel zur Erstellung einer Dominanzregel im Pricing-
Problem des Branch-and-Price-Algorithmus verwendet. Es wird weiterhin davon ausgegangen,

dass die Belieferungszeitpunkte so frith wie moglich gewéhlt werden.

Vor der detaillierten Beschreibung des Algorithmus wird ein naiver Ansatz vorgestellt, bei dem
lediglich die Geschwindigkeit des letzten Kunden erhéht wird. Dieser fithrt jedoch nicht zwangs-
ldufig zu einer kostenminimalen Losung. Abbildung [5.7] veranschaulicht die Kostenentwicklung
im Vergleich zum Algorithmus [6] anhand der Sequenz aus Beispiel [3] Dabei zeigt sich, dass der
naive Ansatz nicht nur hohere Kosten verursacht, sondern auch einen deutlich spéiteren Beliefe-

rungszeitpunkt (knapp unter 600 statt unter 400) liefert.

2500
Iteration 3
2000 1 Iteration 2
1500 A
5 nur letzter Kunde
et
3
V4
1000 A
Iteration 1
500 Iteration. O
0 -1 T T T T T T
300 400 500 600 700 800 900

Ankunftszeitpunkt

Abbildung 5.7: Verlauf der Kosten in Abhéngigkeit des Belieferungszeitpunkts

Die Idee von Algorithmus [f] besteht darin, ausgehend von einem optimalen Geschwindigkeitsvek-
tor (berechnet mit Algorithmus [5) den Belieferungszeitpunkt des letzten Kunden schrittweise zu
reduzieren. Statt lediglich die Geschwindigkeit des letzten Kunden zu erhdhen, wird eine léngste
Teilsequenz s* identifiziert, die gleichméfig beschleunigt wird. Sie umfasst den letzten Kunden
sowie alle vorhergehenden Kunden mit identischer Geschwindigkeit, die nicht auf ihrer unteren
Zeitfenstergrenze beliefert werden. Wahrend dieses Prozesses werden die Belieferungszeitpunkte,
resultierenden Geschwindigkeitsvektoren und zugehorigen Kosten fortlaufend gespeichert. Die
Geschwindigkeitserh6hung wird solange fortgesetzt, bis eine Abbruchbedingung erfiillt ist. Diese
wird im folgenden Abschnitt detailliert im Pseudocode beschrieben. Danach wird s* erneut be-

stimmt und der Vorgang wiederholt. Der Algorithmus terminiert, wenn der letzte Kunde seine
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untere Zeitfenstergrenze erreicht oder die maximale Geschwindigkeit iiberschritten wiirde. Dabei
gilt: Solange das Abbruchkriterium nicht greift, ist s* stets nicht leer. Der vollstindige Ablauf
ist in Algorithmus [6] dargestellt und wird im néchsten Abschnitt erlautert.

Algorithmus 6 Berechnung aller relevanten Belieferungszeitpunkte des letzten Kunden einer

Sequenz
Eingabe: Sequenz s = (u1,us,. .., up), optimaler Geschwindigkeitsvektor v* = (v}, v3,...,v}),
strikt konvexe Funktion f, Belieferungszeitpunkte ¢;, Distanzen d;, Zeitfenster [a;, b;], Ser-
vicezeiten 7; fir alle ¢ =1,...,h
Ausgabe: Belieferungszeitfunktion arr, Kostenfunktion cost, Menge der Geschwindigkeitsvek-
toren V
L: v %v; firalle j=1,...,h

) () ty, firv=wy,
carr(v) =
oo, andernfalls

3: cost(v) = {Z;‘Z:l d;jf(vy), firv=ouy

0, andernfalls
4: f/ — v*
5: wahrend vy, < Ve und ap, < t;, mache
6: $* <« uy,
7 1+ h-—1
8:  wihrend v; = vj, und t; # a; und i # 0 mache
9: §* +— u; Us*

10: 14 1—1

11: ende wahrend

12: U Z?:z’—i—l dj/(ak —t; — Zf;zl Tj) fir alle uy € s*
13: 0 < miny, cs+ {0k, Vmaz }

14: falls i > 0 und t; > a; und v; < ¥ dann

15: V4

16:  ende falls

170t <+t + Z;?:H_I(Tj,l +d;/0) fiir alle uy, € s*

arr(v) = tit Z;‘L:i-&-l(ijl +d;/v), fiir v € (vp, 7]
arr(v), andernfalls

18:

1 h . ~
1o cost(v) Y1 dif(v) + 305 dif(v), fiir v € (v, 7]
cost(v), andernfalls
20 V+VU{V:v;=v;Vu; €s\s*Avj=0vVu; €s* e (vp73}
21: wj<ovfirallej=i+1,...,h
22: ende wihrend
23: Riickgabe arr,cost,V

Die Eingabe des Algorithmus umfasst eine Sequenz s = (ui,ug,...,uy), einen optimalen Ge-
schwindigkeitsvektor v* fiir s beziiglich f, die Kostenfunktion f sowie die frithesten Beliefe-
rungszeitpunkte ¢; fiir jeden Kunden u; € s, die sich aus Vektor v* ergeben. Zusétzlich werden
die Distanzen zwischen den Kunden in s, deren Zeitfenster und die Servicezeiten als Eingabe-
parameter iibergeben. Die Ausgabe des Algorithmus umfasst die zwei Funktionen arr und cost
sowie die Menge aller kostenminimalen Geschwindigkeitsvektoren V fiir die Funktion f. Dabei
beschreibt arr(v) den Belieferungszeitpunkt des Kunden w; in Abhéngigkeit von dessen Ge-

schwindigkeit v, wihrend cost(v) die resultierenden Kosten der Sequenz in Abhéngigkeit von
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der Geschwindigkeit des Kunden up angibt. In jeder Iteration wird ein Geschwindigkeitsvektor
v = (v1,v2,...,vp) betrachtet, der die zu Beginn der Iteration vorliegenden Geschwindigkeiten
beschreibt. In den Zeilen [1] bis |4] findet die Initialisierung von v, den Funktionen arr und cost
und der Menge V statt. Dabei wird v auf den optimalen Geschwindigkeitsvektor v* der Eingabe
gesetzt, die Funktion arr enthélt nur den Ankunftszeitpunkt an wj mit v*, die Funktion cost
enthilt die entsprechenden Kosten mit v* und die Menge V enthilt v*. In den Zeilen [] bis

erfolgt die Berechnung der Teilsequenz s*. Die Berechnung basiert auf den folgenden Regeln:

Der letzte Kunde ist in der Teilsequenz.

Die in der Teilsequenz enthaltenen Kunden sind zusammenhéngend, das bedeutet, Kunde

u; ist nur enthalten, wenn auch Kunde w;41 enthalten ist.

Alle Kunden in der Teilsequenz haben die gleiche Geschwindigkeit.

Kein Kunde in der Teilsequenz wird auf seiner unteren Zeitfenstergrenze beliefert.

In den Zeilen [12] bis [16| wird die neue Geschwindigkeit o fiir die Teilsequenz s* berechnet. Diese

ergibt sich als Minimum der drei folgenden Kriterien:

e Ein Kunde in s* wird auf seiner unteren Zeitfenstergrenze beliefert.
e Die neue Geschwindigkeit entspricht der hochsten Geschwindigkeit vyyqq-

e Die neue Geschwindigkeit entspricht der Geschwindigkeit des Kunden, der der Teilsequenz

unmittelbar vorausgeht.

Im letzten Teil der Iteration, in den Zeilen [17] bis werden die Ankunftszeitpunkte aller Kun-
den aus s* basierend auf ¥ neu berechnet. Zusédtzlich werden die Funktionen arr und cost fiir
alle Geschwindigkeiten zwischen der zu Beginn der Iteration geltenden Geschwindigkeit vy, und ©
erweitert. Abschliefend werden alle Geschwindigkeitsvektoren dieser Iteration zu V hinzugefiigt
und der Vektor v wird an die neue Geschwindigkeit angepasst. Dabei entspricht der neue Ge-
schwindigkeitsvektor dem vorherigen, wobei alle Eintrége, die den Kunden aus s* entsprechen,

auf v gesetzt werden.

Der Algorithmus terminiert, wenn der letzte Kunde entweder mit der maximalen Geschwindigkeit
beliefert wird oder auf seiner unteren Zeitfenstergrenze. Falls keines dieser Kriterien erfiillt ist,
wird eine weitere Iteration durchgefiihrt. Der Algorithmus gibt die Funktionen arr und cost

sowie die Menge der Geschwindigkeitsvektoren V) zuriick.

Es ist zu beachten, dass die Funktionen arr und cost als Argument nur eine Geschwindigkeit v
verwenden. Diese Geschwindigkeit v ist die Geschwindigkeit des letzten Kunden. Dabei gilt, dass
fiir jede Geschwindigkeit v ein eindeutiger und kostenminimaler Geschwindigkeitsvektor fiir die
Funktion f bestimmt werden kann, der in der Menge V gespeichert ist. Dies ist moglich, weil in V
keine zwei Vektoren denselben letzten Eintrag haben. Zur Veranschaulichung von Algorithmus [6]

wird im Folgenden ein Beispiel préasentiert, das auf Beispiel 3| aufbaut.
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Beispiel 4. Gegeben sind ein Depot und eine Sequenz s = (uy,ug, us, uq, us) mit finf Kunden.
Die Kostenfunktion lautet f(v) = v2/1.000, das zuldssige Geschwindigkeitsintervall ist [4,25].
Tabelle gibt einen Uberblick tiber die relevanten Parameter. Die erste Spalte enthilt die Kun-
denindizes, die zweite die Distanzen zwischen den Knoten, Spalte drei und vier die jeweiligen
Zeitfenster. Es wird angenommen, dass alle Servicezeiten null betragen. Die folgenden Spalten
sind paarweise aufgebaut: links der jeweilige Geschwindigkeitsvektor, rechts die resultierenden
Belieferungszeitpunkte. Das erste Paar zeigt die mit Algorithmus [5] berechnete optimale Losung.

Die iibrigen Spalten enthalten die Ergebnisse der Iterationen von Algorithmus [0,

Iteration 0 Iteration 1 Iteration 2 Iteration 3
d; L ug | vy t; v; t; v; ti ; ti
600 100 150 | 6 100 6 100 6 100 6 100
1.200 150 200 | 12 200 | 12 200 20 160 |20 160
1.200 220 300 |12 300 | 12 300 20 220 |20 220
800 250 500 | 4 500 | 12 366,67 | 20 260 | 25 260
1.600 270 900 | 4 900 | 12 500 20 340 |25 324

T W N | .

Tabelle 5.4: Ubersicht zu Beispiel

Abbildung [5.8 zeigt die einzelnen Iterationen, aufgebaut analog zu Beispiel[3. Jede Iteration folgt
demselben Schema und ist durch eine durchgehende Linie abgetrennt. Im oberen Bereich sind die
Kunden dargestellt, darunter die jeweiligen Fahrzeiten und Belieferungszeitpunkte. Im unteren

Teil finden sich die Zeitfenster sowie die zugehdrigen Ankunftszeiten.

Zu Beginn des Algorithmus (Iteration 0) wird Kunde us an der oberen Grenze seines Zeitfensters
beliefert, der zugehorige Geschwindigkeitsvektor lautet vo = (6,12,12,4,4). Die erste Teilsequenz
ist s* = (u4,us), da beide Kunden mit Geschwindigkeit 4 angefahren werden. Diese wird auf 12
erhoht, entsprechend der Geschwindigkeit von us, wodurch sich vi = (6,12,12,12,12) ergibt. In
Iteration 2 umfasst s* die Kunden ug bis us, da sie alle dieselbe Geschwindigkeit haben und nicht
auf der unteren Zeitfenstergrenze beliefert werden (siehe Abbildung@. Die Geschwindigkeit wird
auf 20 erhéht, da somit Kunde us auf seiner unteren Zeitfenstergrenze beliefert wird. Dadurch
entfallt ug aus der nachsten Teilsequenz, sodass s* = (uy4,us) gilt. Diese wird abschlieffend auf die
Mazimalgeschwindigkeit 25 erhoht, woraus vs = (4,20, 20, 25,25) resultiert. Mit diesem Vektor
wird us zum Zeitpunkt 324 beliefert. Eine weitere Reduktion ist nicht maoglich, da ug und us mit
maximaler Geschwindigkeit angefahren werden und us bereits auf der unteren Zeitfenstergrenze

beliefert wird. Somit ist 324 der friihestmigliche Belieferungszeitpunkt fir ws.

Abbildung[5.7 zeigt die Kosten der Sequenz in Abhingigkeit vom Belieferungszeitpunkt des letzten
Kunden. Die Kosten steigen streng monoton mit jedem fritheren Zeitpunkt und bilden eine kon-
vexze Funktion. Abbildung[5.9 stellt die Geschwindigkeit des letzten Kunden in Abhdngigkeit von
dessen Belieferungszeitpunkt dar. Auch hier steigt die Geschwindigkeit streng monoton, jedoch ist
die Funktion nicht konvex. Ursache sind die unterschiedlichen Weglingen, die in den Iterationen
beschleunigt werden: In Iteration 1 betragt die Weglinge 2.400, in Iteration 2 bereits 4.800 (siehe
Tabelle . Daher sinkt der erforderliche Geschwindigkeitszuwachs pro Zeiteinheit bei spdteren

Iterationen. Damit ist das Beispiel abgeschlossen.
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Abbildung 5.8: Visualisierung der Ergebnisse des Algorithmus [6]
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Abbildung 5.9: Entwicklung der Geschwindigkeit mit dem naiven Ansatz und Algorithmus [0]
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Es gilt noch zu zeigen, dass Algorithmus [6] korrekt ist. Zur Beweisfithrung der Korrektheit wer-

den zunéichst Hilfsaussagen eingefiihrt. Die Beweise der folgenden Aussagen befinden sich im

g

Beobachtung 4. Sei s = (uj,ug,...,up) eine Sequenz. Gibt es Wartezeiten zwischen zwei

Kunden u; und u;y1 € s, dann gilt t;11 = a;41.

Diese Beobachtung gilt, da sie andernfalls der Annahme widersprechen wiirde, dass die Belie-
ferungszeiten der Kunden minimal gewéhlt sind. In den beiden folgenden Lemmata wird die

Umkehrung der Aussagen von Lemmata [9] und [I0] gezeigt.

Lemma 13. Sei s = (ug,us,...,up) eine Sequenz und v = (vy,va,...,vp) ein Geschwindigkeits-
vektor, der up zu einem festen Zeitpunkt beliefert und beziiglich f kostenminimal ist. Falls fiir

einen Kunden u; € s\ up, gilt t; = b; und a; # b;, dann gilt v; > vi41.

Lemma 14. Sei s = (uq,us,...,up) eine Sequenz und v = (v1,va,...,vp) ein Geschwindigkeits-
vektor, der up zu einem festen Zeitpunkt beliefert und beziiglich f kostenminimal ist. Falls fiir

einen Kunden u; € s\ up, gilt t; = a; und a; # b;, dann gilt v; < viiq.

Fiir den Korrektheitsbeweis werden zusétzliche Notationen eingefiihrt. Sei s = (u1,ug,...,up)
eine Sequenz und v = (vy, ..., vy) ein Geschwindigkeitsvektor. Angenommen, die Sequenz s kann
zusammen mit v wie folgt partitioniert werden. Sei 5(v) = (w41, ..., us) die lingste zusammen-

héngende Teilsequenz von s, fiir die gilt:

o uy € 35(v),
® VU > Uiy fur Uy Uit1 € E(V),
o ti # a; fiir u; € 5(v).

Die Teilsequenz §(v) lisst sich weiter unterteilen in Teilsequenzen §;(v), fir i = 1,...,p. Dabei

ist p minimal und die Geschwindigkeit innerhalb jeder Teilsequenz ist einheitlich.

Sei 5(v) = (u,...,u;) die verbleibende Teilsequenz von s, sodass
P

s=3(v)Us(v) =3v)ulJsi(v)
1=1

gilt. Sei u; der letzte Kunde aus 5(v). Es gilt ¢; = q;. Falls 5(v) nicht leer ist und a; # b;, dann

gilt v; < vp41. Es sei angemerkt, dass sowohl §(v) als auch 5(v) leer sein kénnen.

Beobachtung 5. Es gilt, dass die Teilsequenz 5p(v) und s* gleich sind.

In Abbildung ist die Unterteilung der Sequenz s in die Teilsequenzen visualisiert.
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5(v) 51(v) §2(V) Sp-1(v) Sp(v)
Uy Uhp,
| ] | ] ] |
| [ T 1 1 T |
0 tr = a
v < U1 > Vg > 'Dpfl > 17p
Abbildung 5.10: Aufteilung einer Sequenz s in Teilsequenzen 3(v) und 51(v), ..., 5p(V)

Definition 17. Sei s eine Sequenz und sei v ein Geschwindigkeitsvektor zu s. Sei 5;(v), i =
1,...,p und 5(v) eine Partitionierung von s basierend auf v, wie vorab definiert. Falls fiir eine
Sequenz und einen Geschwindigkeitsvektor eine solche Partitionierung existiert, dann wird dies
als Match bezeichnet.

Beispiele fiir ein Match sind in Abbildung [5.11] dargestellt. Dabei stellen die ersten drei Beispiele
ein Match dar und fiir die letzten beiden Beispiele liegt kein Match vor. Im ersten Beispiel wird
die Sequenz s in 5(v) und 51(v),..., 5,(v) unterteilt, siehe Abbildung Der letzte Kunde
u; aus §(v) wird auf seiner unteren Zeitfenstergrenze beliefert und es gilt v; < viy1. Fiir die
Geschwindigkeiten innerhalb einer Teilsequenz s;(v), fiir i« = 1,...,p, gilt, dass sie gleich sind
und zwischen zwei Teilsequenzen absteigend. Das folgende Beispiel zeigt eine Partitionierung, bei
der 5(v) leer ist (siehe Abbildung[5.11(b)). Daraus ergibt sich, dass in der Sequenz s kein Kunde
auf seiner unteren Zeitfenstergrenze beliefert wird. Im Beispiel gilt s = 5(v) und der
letzte Kunde in s wird auf seiner unteren Zeitfenstergrenze beliefert. Ein Beispiel ohne Match
wird in Abbildung dargestellt. Angenommen, wu; ist der letzte Kunde, der auf seiner
unteren Zeitfenstergrenze beliefert wird, und es gilt a; # b;. Da jedoch v; > v;41 gilt, kann kein
Match vorliegen. Auch in Abbildung liegt kein Match vor. Angenommen, v; ist der letzte
Kunde, der auf seiner unteren Zeitfenstergrenze beliefert wird und sei uy ein Kunde, der spéter

beliefert wird. Angenommen, es gilt vy < vy, dann kann es kein Match geben.
Lemma 15. Sei s eine Sequenz und v ein Geschwindigkeitsvektor fiir s. Falls v kostenminimal

ist, dann bilden s zusammen mit v ein Match und es existiert eine Partitionierung.

Lemma 16. Sei s = (ug,us,...,u) eine Sequenz und V die Menge der von Algorithmus @
berechneten Geschwindigkeitsvektoren. Es gilt, dass alle Vektoren aus V ein Match mit s bilden.
Die folgende Proposition zeigt, dass $(v) keine Wartezeiten enthélt.

Proposition 2. Sei s = (uj,ug,...,u;) eine Sequenz und v ein Geschwindigkeitsvektor, der
zusammen mit s ein Match bildet. Es gilt, dass die Teilsequenzen §;(v), fir i = 1,...,p, keine

Wartezeiten enthalten und es gilt

t; =ti—1+ 7+ di/vi, u; € §(’U).
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) 8 8w Sl 5)
Uy Up,
| I ] ] ] ] | ]
| [ 1 1 ] 1 I
0 = th bp
v < U1 > U2 > @pfl > @p
(a) Die Sequenz wird aufgeteilt in die Teilsequenzen §(v), 51(v),...,5p(V)
51(v) §2(v) §3(v) Sp-1(v) 5p(v)
Up,
[ ] ] ] ] ] | ]
I 1 1 1 1 1 |
0 th bn
(1 > ) > U3 > Up—1 > Up
(b) Die Sequenz wird aufgeteilt in die Teilsequenzen 351 (v),. .., 5p(V)

5(v)
up,
| L]

0 th =ap by

(c) Die Sequenz wird aufgeteilt in Teilsequenz §(v)

Uy Up

| — ]

0 by =a; b ty by,

v > V41

(d) Die Sequenz bildet zusammen mit dem Geschwindig-
keitsvektor kein Match

u; uy Up,

| [ [ |

| T | — | ]

0 = q ap ty th bn
vy < Vpg

(e) Die Sequenz bildet zusammen mit dem Geschwindig-
keitsvektor kein Match

Abbildung 5.11: Beispiel fiir drei Sequenzen, die zusammen mit ihrem Geschwindigkeitsvektor
ein Match bilden und zwei Sequenzen mit Geschwindigkeitsvektoren ohne Match
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Mit dem néchsten Lemma wird gezeigt, dass Algorithmus [6] ausschlieflich zuldssige Geschwin-

digkeitsvektoren berechnet.

Lemma 17. Alle Geschwindigkeitsvektoren aus V, berechnet von Algorithmus @fdr die Sequenz

s = (uy,ug,...,up), sind zuldssig.

Das néchste Lemma beschreibt, wie sich die Geschwindigkeiten der Kunden in §(v) dndern, wenn

der Belieferungszeitpunkt des letzten Kunden reduziert wird.

Lemma 18. Sei s = (u1,ug,...,up) eine Sequenz und sei v* = (vi,ve,...,v) ein Geschwin-
digkeitsvektor, der up zu einem festen Zeitpunkt tj beliefert und beziiglich f kostenminimal ist.
Sei §(v*) und 5;(v*), i = 1,...,p, die Partitionierung von s basierend auf v*. Sei t} ein zu-
lassiger Belieferungszeitpunkt von wy, wobei t), < ty gilt. Dann existiert ein kostenminimaler

Geschwindigkeitsvektor v, fir den tp, =t} und v; = v}, fir u; € §(v*) gilt.

Als Néchstes wird gezeigt, dass alle von Algorithmus [6] berechneten Geschwindigkeitsvektoren

beziiglich der Funktion f kostenminimal sind.

Lemma 19. Sei s = (u1,us,...,u) eine Sequenz und sei V die Menge der von Algorithmus @
berechneten Geschwindigkeitsvektoren. Alle Vektoren in V sind beziiglich f und dem jeweiligen

Belieferungszeitpunkt von up, kostenminimal.

Das néichste Lemma sagt aus, dass Algorithmus[6]alle Belieferungszeitpunkte am letzten Kunden

berechnet.

Lemma 20. Seis = (uy,u,...,u) eine Sequenz und sei v* der optimale Geschwindigkeitsvektor
der Eingabe von Algorithmus [0, Sei arr die Funktion, die die Belieferungszeitpunkte von wup
beschreibt. Die Funktion arr ist korrekt und beschreibt alle zuldssigen Belieferungszeitpunkte von

uyp, die kleiner oder gleich t} sind.

Lemma 21. Die Laufzeit von Algorithmus @ ist polynomiell beschrinkt durch O(|s|?).

Damit kann der Korrektheitsbeweis fiir Algorithmus [6] gefithrt und gezeigt werden, dass die

Laufzeit polynomiell in der Eingabe beschréinkt ist.

Theorem 3. Sei s = (uj,uz,...,up) eine Sequenz. Algorithmus @ berechnet in polynomieller
Zeit alle relevanten Belieferungszeitpunkte fir up und die dazugehdrigen kostenminimalen Ge-

schwindigkeitsvektoren.

Damit ist der Korrektheitsbeweis abgeschlossen. Im Anschluss folgt die Vorstellung eines Branch-
and-Price-Algorithmus zur Losung der Problemstellung aus Unterkapitel [5.4]
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5.6 Branch-and-Price-Algorithmus

Dieses Unterkapitel stellt einen Branch-and-Price-Algorithmus zur Lésung der Problemstellung
aus Unterkapitel [5.4] vor und formuliert das Problem als IP. Das duale Programm des relaxierten
IPs wird in Unterkapitel beschrieben. Anschlieftend wird das Pricing-Problem definiert. Zur
Losung wird in Unterkapitel ein Labeling-Algorithmus vorgestellt. Abgeschlossen wird das

Unterkapitel mit der Beschreibung der Branching-Regeln und Beschleunigungsverfahren fiir den

Labeling-Algorithmus (siehe Unterkapitel und [5.6.4]).

5.6.1 Duales Programm und Pricing-Problem

Der Branch-and-Price-Algorithmus soll das IP — 16sen. Im Folgenden wird das DP der
relaxierten Formulierung des IPs — beschrieben. Fiir die Relaxation wird die Neben-
bedingung durch x5 > 0 fiir alle s € Q ersetzt. Die obere Beschrankung der Variablen
ist nicht erforderlich, da diese bereits durch die Nebenbedingungen gewahrleistet wird. Das
DP umfasst fiir jeden Kunden u; € C eine duale Variable y; sowie fiir Nebenbedingung

die duale Variable gj. Das duale Programm lésst sich somit wie folgt formulieren:

maximiere Z Yi —my (5.17)
u; eC

u.d.N. Z eisyi —§ < cg(s) VseqQ, (5.18)
u; €C
y = 0. (5.19)

Die Zielfunktion maximiert die Summe der dualen Variablen, abziiglich der mit der Anzahl
der Drohnen multiplizierten dualen Variable . In den Nebenbedingungen werden fiir jede
Sequenz s € () die dualen Variablen der Kunden aufsummiert und die Variable § subtrahiert.
Dieser Wert muss kleiner oder gleich den Kosten cf(s) der Sequenzen sein. Die Nichtnegativitét
von ¢ wird durch die Nebenbedingung sichergestellt.

Die Anzahl moglicher Sequenzen wichst exponentiell mit der Kundenzahl. Daher wird nur eine
Teilmenge der Variablen berticksichtigt. Sei €' eine Teilmenge der Variablen, wobei ' C Q gilt.
Es ist zu beachten, dass " auch die leere Menge sein kann. Die Relaxation des IPs — auf
Basis der Menge ' wird als EMP bezeichnet. Die Beschrinkung der Menge Q erfordert jedoch
die Losung des Pricing-Problems. Dafiir wird eine Losung des DPs fiir das EMP berechnet.
Anschlieftend wird das Pricing-Problem anhand der Werte der dualen Variablen initialisiert.
Daraufhin kann entschieden werden, welche Entscheidungsvariablen zu €’ hinzugefiigt werden.

Eine Einfiihrung in das allgemeine Pricing-Problem findet sich in Unterkapitel [3.2]

Sei y* eine optimale Losung des LPs (5.17))-(5.19)), eingeschrinkt auf Q'. Die reduzierten Kosten

C¢(s,y*) fiir eine Sequenz s = (uq,ug, ..., up), fir s € Q, mit einem optimalen Geschwindigkeits-
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vektor v = (v1,v2, ..., Uh, Uopt) fiir die Funktion f berechnen sich wie folgt:
h
r(s,y™) =cp(s) = > ety + 77 =D (dicr.if (v5) — y}) + dnof (vopt) + 7. (5.20)
u; €C =1

Es ist zu beachten, dass bei der Berechnung der reduzierten Kosten der Riickflug zum Depot
nach dem letzten Kunden mit beriicksichtigt wird. Die optimale Losung des Pricing-Problems
wird definiert als ¢} (y*) = mingeq ¢¢(s,y*). Es ist moglich, dass das EMP anfangs keine zulés-
sige Losung besitzt. In diesem Fall wird das sogenannte Farkas-Pricing angewendet (Liibbecke),
2011). Bei dem Verfahren wird eine zuléssige Losung durch die Aufnahme zusétzlicher Variablen
angestrebt. Dazu wird das Pricing-Problem ohne Beriicksichtigung der Sequenzkosten cs(s) und

der Riickflugkosten zum Depot initialisiert und geldst.

Zur Losung des Pricing-Problems wird dieses zunéchst auf ein Kiirzeste-Wege-Problem mit Be-
schrankung der Ressourcen reduziert (siehe Unterkapitel . Dieses Problem wird mit einem
Labeling-Algorithmus gelost, der auch im Folgenden vorgestellt wird.

5.6.2 Labeling-Algorithmus

Im Folgenden wird der Hilfsgraph G = (V, A) zur Aufstellung des Kiirzeste-Wege-Problems mit
Beschrankung der Ressourcen beschrieben. Dabei bezeichnet V = C' U {wp, w41} die Knoten-
menge und A = {(4,7) : uj,u; € C}U{(0,7) : u; € C}U{(i,n+ 1) : u; € C} die Kantenmenge.
Dabei stellen wg und wy, 41 die Quelle bzw. Senke eines jeden Weges im Graphen dar und kénnen
mit dem Depot assoziiert werden. Eine Kante (7,7) € A, u;,u; € C, hat eine Lénge von d;;. Fiir
die Kanten (0,7) und (i,n + 1),wobei u; € C, beschreibt dy; bzw. d;p die Lange der jeweiligen
Kante. Jeder Kunde u; € C hat eine Servicezeit von 7; und ein Zeitfenster [a;, b;]. Die Knoten
wo, Wn+1 haben keine Servicezeit. Fiir beide Knoten wird ein Zeitfenster [0, 7] angenommen, wo-
bei T" nicht restriktiv ist. Bei der Belieferung eines Kunden u; € C fallen Kosten in Héhe von —y;
an. Dabei beschreibt y* = (y1,...,y},y") die optimale Losung des DP — auf (V. Beim
Start von Knoten wyg fallen Kosten in Hohe von y* an. Sei v;; die Geschwindigkeit auf Kante
(i,7) € A, mit vi; € [Umin, Umaz]. Die Flugzeit auf einer Kante (i,j) € A mit Geschwindigkeit
v;; betragt di;/vi;. Sei f eine strikt konvexe Kostenfunktion. Jede Kante (7,5) € A verursacht
Kosten in Hohe von d;; f(v;j), die von der Geschwindigkeit v;; abhéngen. Die Geschwindigkeit,
die die Funktion f minimiert, wird mit v,y bezeichnet. Zur Berechnung eines kiirzesten Weges
in G mit beschrankten Ressourcen wird die Definition eines Weges eingefiihrt. Diese ist gleich zu
Kapitel [

Definition 18. Ein Weg W = (wq, u1,ug, . . ., Up, Wnt1) beschreibt eine Reihenfolge von Kunden,

wobei uy,ug, ..., uy € C gilt. Fin Weg startet an der Quelle wg und endet an der Senke wyy1.

Sei W die Menge aller zuldssigen Wege in G. Die Definition der Zuldssigkeit eines Ge-
schwindigkeitsvektors fiir eine Sequenz lédsst sich auf Wege iibertragen. Damit gilt, dass ein

Weg W = (wo,u1,ug,...,up, wWnt1), W € W, zusammen mit einem Geschwindigkeitsvektor
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v = (v1,v2,...,Vh, Uopt) zuldissig ist, falls

e jeder Kunde nur maximal einmal in W enthalten ist,
e jeder Kunde auf W mit v in seinem Zeitfenster beliefert wird,

e alle Eintrége aus v sind im Intervall [Vpmin, Vmaz)-

Ein Vektor v = (v1,v2, ..., Un, Uopt) zu einem Weg W = (wo, u1, uz, . .., up, wp41) wird beziiglich
Funktion f als optimal bezeichnet, falls v ein optimaler Geschwindigkeitsvektor fiir die Sequenz
s = (u1,ug, . .., up) ist (siehe Definition [L6]). Die Kosten eines Weges W = (wo, u1, . . ., Up, Wnt1)
mit einem optimalen Geschwindigkeitsvektor v = (v1,v2,...,vp, vop:) und der optimalen Losung
des DPs auf €' sind definiert als

h
Ef(Wv y*) = Zj* + Z(difl,if(vi) - y:) + dh,n—i—lf(vopt)- (521)
i=1

Die Kosten ¢f(W,y*) zu einem Weg W € W sind gleich den reduzierten Kosten ¢¢(s,y*) der
Sequenz s € 2, die in W enthalten ist. Ein Weg mit minimalen Kosten stellt aufserdem eine
Losung fiir das Pricing-Problem dar. Zur Losung des Kiirzeste-Wege-Problems mit Beschrankung

der Ressourcen wird im folgenden Abschnitt ein Labeling-Algorithmus vorgestellt.

Der Algorithmus zielt darauf ab, den kiirzesten Weg mit Beschrinkung der Ressourcen in G von

wp nach wy11 zu berechnen. Dazu wird die Definition eines Teilwegs eingefiihrt.

Definition 19. Ein Teilweg W' = (wq, u1, us, . .., up) beschreibt eine Reihenfolge von Kunden,
wobei uy, ug, ..., up—1 € C und up, € C U {wp41} gilt. Ein Weg startet an der Quelle wy und

endet entweder an einem Kunden oder an der Senke wp1.

Die Definition der Zuléssigkeit von Wegen kann auf Teilwege {ibertragen werden. Ein Geschwin-
digkeitsvektor v = (v, vs,...,v) zu einem Teilweg W™ = (wo,u1,us, ..., uy) wird in Bezug
auf Funktion f als optimal bezeichnet, falls v ein optimaler Geschwindigkeitsvektor zur Sequenz
s = (u1,ua,...,up) ist (siehe Deﬁnition. Die Kosten eines Teilwegs W = (wo, u1, ug, . . - , up)
mit einem optimalen Geschwindigkeitsvektor v = (vy,va,...,v) und der optimalen Losung des

dualen Problems sind definiert als

h
(W, y") =" + Z(dz‘—l,z‘f(vi) — 7). (5.22)
i1

Jeder Teilweg im Graphen wird durch ein Label reprisentiert. Die Bestandteile eines Labels L =
(ui, W v, c; (W', y*)) sind der aktuelle Knoten u; € V, der Teilweg W™ = (wo, u1, ug, ..., up),
ein optimaler Geschwindigkeitsvektor v zu W' und die reduzierten Kosten ¢p(W'™,y*) des
Teilwegs mit v. Der Algorithmus wird mit dem Label Ly = (wp, (), 0, §*) initialisiert. Da das
Vorgehen eines Labeling-Algorithmus bereits in Kapitel [4] vorgestellt wurde, erfolgt hier ledig-

lich eine kurze Zusammenfassung. Der Algorithmus fiihrt eine Liste der Labels, die noch nicht
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Label L = (up, W™ = (wo, u1,uz, . .., up), v,ep (W™, y*))
Zulissigkeit Up, # W1, uj ¢ W,
Erweiterung zu (h,i) e A
uj € V zuléssig, Algorithmus [5| berechnet einen Geschwindigkeitsvektor fiir
falls WU {u;}
Erweiterung aktueller Knoten = u;,
Neues Label Wt = (wo, w1, ug, ..., up, uj),
L' = (uj, Wt 3, éf(Wt“’, y*)) | v = optimaler Geschwindigkeitsvektor fiir W mit Algorithmus
ist definiert als e (Wt y*) = §* + Z?:l(di—l,if(@i) —y;) +dn f(35) — 5

Tabelle 5.5: Zuldssigkeits- und Erweiterungsregel fiir den Labeling-Algorithmus

erweitert wurden. Zu Beginn enthélt die Liste nur Lg. Der Algorithmus wiederholt die folgenden
Schritte, bis die Liste leer ist:

(1) Entferne das erste Label aus der Liste.
(2) Priife, ob Erweiterung zu Knoten aus V zuléssig ist.
(3) Fiir jede mogliche Erweiterung erstelle ein neues, erweitertes Label.

(4) Fiige das neue Label zur Liste hinzu.
Fiir Schritt (2) sind die folgenden Bedingungen zu priifen:

(2.1) Der aktuelle Knoten darf nicht der Senke entsprechen.
(2.2) Der néchste Knoten ist nicht im Teilweg enthalten.
(2.3) Es existiert eine Kante vom aktuellen Knoten zum néchsten Knoten in A.

(2.4) Es existiert ein optimaler Geschwindigkeitsvektor fiir den erweiterten Teilweg.
Fiir die Erstellung eines neuen Labels in Schritt (3) sind folgende Schritte durchzufiihren:

(3.1) Der aktuelle Knoten wird zum néchsten Knoten.

(3.2) Der Teilweg wird um diesen Knoten erweitert.

(3.3) Ein optimaler Geschwindigkeitsvektor wird fiir den erweiterten Teilweg berechnet.
(3.4) Die Kosten fiir den erweiterten Teilweg werden berechnet.

Die Schritte (2) und (3) sind in Tabelle zusammengefasst. Damit ist die Vorstellung des
Labeling-Algorithmus abgeschlossen.
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5.6.3 Branching-Regel

Eine Moglichkeit, die Laufzeit des Branch-and-Price-Algorithmus zu reduzieren, ist die Wahl
einer geeigneten Branching-Strategie. Ein naiver Ansatz, das Branching auf den Bindrvaria-
blen x5 durchzufiihren, wiirde jedoch zu einem Ungleichgewicht im Branch-and-Bound-Baum
fithren. Daher wird das Kanten-Branching eingefiihrt, das von Desrosiers et al.| (1984) fiir das
VRP mit Zeitfenstern entwickelt wurde. Bei diesem Verfahren wird die Nutzung einer Kante
(i,j) € A uj,uj € C entweder erzwungen oder ausgeschlossen. Um die Kante zu erzwingen,
werden alle Variablen, die w; oder u; enthalten, aber nicht (i,7) nutzen, aus €' entfernt, und
alle ausgehenden bzw. eingehenden Kanten von u; und w; bis auf (4, j) aus A geléscht. Um eine
Kante auszuschliefen, werden alle Variablen, die sie nutzen, sowie die Kante selbst aus €' und
A entfernt. Die Anpassungen des Graphen und der Menge €’ diirfen nur lokal im Knoten des
Branch-and-Bound-Baums und in seinen Kindern durchgefiihrt werden. Der Algorithmus berech-
net fiir jede Kante die Nutzungshaufigkeit und wahlt die Kante mit einem Wert nahe 0,5. Nach

Auswahl der Kante werden zwei Teilprobleme erstellt.

5.6.4 Beschleunigungsverfahren

Im Folgenden werden vier Verfahren zur Beschleunigung des Labeling-Algorithmus vorgestellt.
Mit diesen Verfahren wird grundsétzlich versucht, die Menge der zu betrachtenden Labels zu
reduzieren. Zunéchst wird der Hilfsgraph G reduziert, und alle Kanten, die zu unzulissigen
Losungen fiihren, entfernt. Eine Kante (i,j) € A, u;,u; € C, wird aus G entfernt, falls a; +
Ti + dij [Vmaz > b; gilt. Diese Reduzierung kann vor der Ausfilhrung des Branch-and-Price-

Algorithmus angewendet werden und muss daher nur einmal durchgefiihrt werden.
Dominanz

Eine Moglichkeit, die Anzahl der Labels zu reduzieren, ist die Einfithrung einer Dominanzregel.
Diese vergleicht zwei Labels mit demselben aktuellen Knoten und priift, ob eines als besser (d.h.
dominierend) identifiziert werden kann. Ein Label gilt als dominierend, wenn es bei allen Fort-
setzungen des Teilwegs keine hoheren reduzierten Kosten als das dominierte Label erzielt. Die
Dominanz wird anhand der reduzierten Kosten, der besuchten Kunden und des Belieferungs-
zeitpunkts des aktuellen Kunden beurteilt. Dabei hdngt der Belieferungszeitpunkt des letzten
Kunden von der Fortsetzung des Teilwegs ab, was die reduzierten Kosten verdndert. Zur Defi-
nition der Dominanzregel wird jedes Label um die Menge V sowie die Funktionen arr und cost
erweitert. V enthilt alle kostenminimalen Geschwindigkeitsvektoren, die die Belieferungszeit-
punkte festlegen. Die Funktion arr beschreibt die Belieferungszeitpunkte in Abhéngigkeit von
der Geschwindigkeit des aktuellen Kunden, und cost gibt die Kosten des Teilwegs fiir verschiedene
Belieferungszeitpunkte des letzten Kunden an. Zur Berechnung der Eintrége kann Algorithmus[6]

verwendet werden.

Nach der Erweiterung der Labels lisst sich eine Dominanzregel definieren. Seien L4 und L? zwei

Labels, deren aktueller Knoten der Kunde wuy, ist. Seien W4 bzw. W2 die jeweiligen Teilwege
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der beiden Labels. Seien X4 und X? die Mengen der Kunden, die auf den Teilwegen W4 und
W B besucht werden. Sei

Umax

Y = {UjEXA\XB

d.
ap + T + hg <bj}.

Diese Menge beschreibt die Kunden, die ausschlieflich von W4 besucht werden und die vom
aktuellen Knoten unter Beriicksichtigung der Zeitfenster, Entfernung und maximalen Geschwin-

digkeit noch erreichbar sind. Damit lésst sich eine Dominanzregel wie folgt formulieren:

Definition 20. Seien LA = (up,, W4, v4, Ef(WA, y*), VA, arr4, costd) und
LB = (uh,W37'UB,Ef(WB,y*),f)B,arrB,costB) zwei Labels, die denselben aktuellen Kunden

uy, € C besitzen. Label LA dominiert Label LB, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

Y=0A
VP e VB 30t e VA amd(vl)) < arP(vP) A
cost (vf) — z y; < costB (vP) — Z Y-

quWA\wo quWB\wo

Dies bedeutet, dass keine Kunden, die noch erreichbar sind, ausschlieflich von L# besucht werden.
Die zweite Bedingung fordert, dass zu jedem Belieferungszeitpunkt von wy, in L ein gleicher oder
fritherer Zeitpunkt in L existiert, bei dem die reduzierten Kosten in L kleiner oder gleich denen

von LB sind.

Das folgende Beispiel veranschaulicht den Vergleich von Belieferungszeitpunkten und reduzierten
Kosten: In Abbildung liegt keine Dominanz vor, da sich die Kurven schneiden und die
gestrichelte Kurve bei einem Belieferungszeitpunkt von 400 niedrigere Kosten aufweist. Damit

ist die Dominanzregel eingefiihrt.

500

=500 -

—1000

reduzierte Kosten

—1500 1

—2000 -7 T T T T T T
300 400 500 600 700 800 900

Belieferungszeitpunkt

Abbildung 5.12: Zwischen den Kurven besteht keine Dominanz
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Variation der Anzahl der aufgenommenen Variablen

Eine weitere Einflussmoglichkeit betrifft die Anzahl der Variablen, die pro Pricing-Losung in das
EMP aufgenommen werden. Zwar liefert der Labeling-Algorithmus alle nicht-dominierten Wege
(und damit alle Variablen mit negativen reduzierten Kosten), doch ist es moglich, mehr als nur
eine Variable zu iibernehmen. Dazu werden die gefundenen Variablen nach ihren reduzierten
Kosten sortiert, und eine vordefinierte Anzahl wird in das EMP integriert. Hierbei gilt es, ein
Gleichgewicht zwischen der Anzahl der Pricing-Aufrufe und der Grofe des EMPs zu finden.

Heuristik

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, das Pricing-Problem heuristisch zu l6sen, wie von Desaul-
niers et al.| (2008) beschrieben. Dazu kann etwa der Ausgangsgrad jedes Kunden in G reduziert
werden, wodurch sich die Anzahl der zu betrachtender Labels im Labeling-Algorithmus verrin-
gert. Allerdings besteht die Gefahr, dass dabei keine Variable mit negativen reduzierten Kosten
gefunden wird. In diesem Fall muss das Pricing-Problem erneut auf dem vollstédndigen Graphen
gelost werden, um die Optimalitét sicherzustellen. Daraus ergeben sich zwei gegenléufige Zie-
le: Der Ausgangsgrad sollte einerseits moglichst klein sein, um die Rechenzeit zu reduzieren,

andererseits grofs genug, um Variablen mit negativen reduzierten Kosten nicht auszuschliefen.

Zur Berechnung der Kanten, die temporér aus G entfernt werden, wird ein Ranking erstellt. Der
Wert der Kante (i,5) € A wird nach folgender Formel berechnet:

G — N k)eA dir/ (b — ai) "
N dij/(bj — a;) Yi-

Dabei wird das Minimum aller kleinsten Geschwindigkeiten von Kunde u; € C' zu einem Kunden
u € C durch die kleinste mogliche Geschwindigkeit der Kante (4, j) geteilt und mit dem Wert

der dualen Variable y7 multipliziert.

Zudem wird die Dominanzregel gelockert, sodass die Menge Y nicht zwingend leer sein muss; in
diesem Fall wird gefordert, dass die reduzierten Kosten von L4 gréfier oder gleich den reduzierten
Kosten von L? zuziiglich der maximal moglichen reduzierten Kosten der Menge Y sind. Diese

Lockerung wird auch im Wurzelknoten des Branch-and-Price-Verfahrens verwendet.

Damit ist die Vorstellung des Branch-and-Price-Algorithmus und der dazugehérigen Beschleu-
nigungsverfahren abgeschlossen. Im néchsten Kapitel werden die Ergebnisse der Optimierung

vorgestellt, die mit diesem Algorithmus und dem Algorithmus aus Kapitel [ erzielt wurden.
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Kapitel 6

Analyse und Diskussion der

Optimierungsergebnisse

Dieses Kapitel préisentiert die Rechenergebnisse der vorgestellten Branch-and-Price-Algorithmen
aus den Kapiteln [l und [5] Die Algorithmen wurden in der Programmiersprache C++ entwickelt.
Fiir die Berechnung der Losung kommt die SCIP Optimization Suite 6.0.1 zum Einsatz (Gleixner

et al., |2018)). Fiir die Berechnungen wurde ein Zeitlimit von einer Stunde festgelegt.

Dieses Kapitel gliedert sich wie folgt: Zunédchst werden die Ergebnisse fiir die Zustellroboter aus
Kapitel [4] vorgestellt. Die Berechnungen wurden auf einem einzelnen Kern einer 3,3 GHz CPU
unter Windows 10 durchgefiihrt. Anschlieffend werden die Ergebnisse fiir die Paketdrohnen aus
Kapitel [5] dargestellt. Die Berechnungen wurden auf einem einzelnen Kern einer 2,9 GHz CPU
unter Windows 10 durchgefiihrt. Die Darstellung der Ergebnisse unterscheidet sich, da fiir den
Algorithmus aus Kapitel [b] Vergleichswerte aus der Literatur vorliegen. Fiir den Algorithmus aus
Kapitel [4] existieren keine Vergleichswerte. Aus diesem Grund erfolgt der Vergleich mit einer
Implementierung des MIPs (4.1))-(4.11)). Dariiber hinaus wird der Einfluss von Parameterver-
anderungen analysiert. Simulationsbasierte Ergebnisse fiir die Zustellung mit den innovativen

Zustellkonzepten werden in Kapitel [7] vorgestellt.

6.1 Ergebnisse fiir Zustellroboter

Die Leistungsfiahigkeit des Branch-and-Price-Algorithmus aus Kapitel [4] wird auf Benchmark-
Instanzen von |Cordeau et al.| (2001 untersucht. Diese Instanzen wurden urspriinglich fiir das
Multiple-Depot Vehicle Routing Problem with Time Windows konzipiert. Die Verwendung dieser
Instanzen bietet sich an, da fiir die Optimierung von Zustellrobotern bislang keine spezifischen
Benchmark-Instanzen verfligbar sind. Die originalen Benchmark-Instanzen von [Cordeau et al.
umfassen 20 Instanzen, die unter https://bernabe.dorronsoro.es/vrp/| verfiighar sind. Die
20 Instanzen sind aufgeteilt in zehn Instanzen mit kurzen Zeitfenstern und zehn Instanzen mit

langeren Zeitfenstern. In der ersten Hélfte der Instanzen wird die Zeitfensterlinge zwischen 90
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und 180 Minuten variiert, wobei die Startzeitpunkte gleichméfig zwischen 60 und 480 Minuten
verteilt sind. Fiir die zweite Halfte liegt die Zeitfensterlange zwischen 180 und 360 Minuten,
wihrend der Startzeitpunkt zwischen 60 und 300 Minuten liegt. Die Anzahl der Kunden variiert
fiir beide Hélften zwischen 48 und 288. Die Zahl der Depots liegt zwischen vier und sechs. Es
wird angenommen, dass alle Depots sowohl als Zwischenlager fiir Sendungen dienen als auch
mit Lademdglichkeiten fiir die Roboter ausgestattet sind. Da die Instanzen urspriinglich fiir
den Strafengiiterverkehr entworfen worden sind, sind Anpassungen fiir die Anwendung von Zu-
stellrobotern erforderlich. Im Folgenden werden diese Anpassungen im Detail beschrieben. Die
Koordinaten der urspriinglichen Instanzen waren zufillig innerhalb des Rechtecks [—100; 100]
verteilt. Fiir den Einsatz von Robotern muss dieses Rechteck skaliert werden. In fritheren Ver-
offentlichungen (Boysen et al., 2018; Sonneberg et al., 2019} |Ostermeier et al., [2022; [Heimfarth
et al., 2022) wurden die Seitenldngen des Rechtecks als Meter interpretiert, wobei Werte zwischen
2 und 5 km angenommen wurden. Aus diesem Grund erfolgt eine Skalierung des eben genannten
Rechtecks um den Faktor 20. Damit ergibt sich eine Seitenldnge von 4 km. Die Berechnung der
Distanzen zwischen zwei Knoten erfolgt anhand der Manhattan-Metrik, da diese ein Strafennetz
im urbanen Raum besser abbildet. Damit ergibt sich eine durchschnittliche Distanz zwischen ei-
nem Kunden und seinem néchstgelegenen Depot von 612 Metern. Die durchschnittliche Distanz
zwischen zwei Kunden, gemessen iiber das Depot mit minimalem Fahrtweg, betragt 1.846 Me-
ter. Die maximale Entfernung zwischen zwei Depots betrégt 2.191 Meter. In allen Berechnungen
wurde sichergestellt, dass jeder Kunde vom jeweils nachstgelegenen Depot aus erreichbar ist.
Ob ein Kunde erreichbar ist, hdngt von der maximalen Reichweite der Roboter ab. Diese wird
im néchsten Abschnitt vorgestellt. Ist ein Kunde nicht erreichbar, wird er entweder durch einen
anderen Kunden ersetzt oder die Instanz wird ausgeschlossen. Hiervon sind lediglich 3,76 % der
Kunden betroffen.

Die Analyse basiert auf den Daten des Roboters von Starship Technologies. Dieser Roboter wurde
gewahlt, da der Hersteller Marktfiihrer in diesem Bereich ist und Daten zum Roboter veroffent-
licht wurden. Den Daten zufolge erreicht der Roboter eine maximale Geschwindigkeit von 6 km/h
und eine durchschnittliche Geschwindigkeit von 3 km/h. Zur Vereinfachung der Berechnungen
wird eine Geschwindigkeit von 3,6 km/h (entspricht 1 m/s) angenommen. Die maximale Reich-
weite des Roboters liegt bei 6 km. In der Problembeschreibung [4.3] wurde angenommen, dass die
Akkukapazitdt nicht vollstindig ausgeschopft wird. Aus diesem Grund wird die Kapazitdt des
Akkus auf 60% begrenzt. Damit ergibt sich eine maximale Reichweite von 3,6 km, also eine Stun-
de Fahrzeit. Die daraus resultierende Ladezeit belduft sich auf 27 Minuten. Nach Angaben von
Starship Technologies betriagt die Laderate 2,22. Das bedeutet, dass die Reichweite des Roboters
pro Ladeeinheit um 2,22 Einheiten an Fahrzeit zunimmt. Zur Vereinfachung der Berechnungen
und fiir eine konservative Schitzung wird o = 2 angenommen. Es wird angenommen, dass alle
Kunden die gleiche Zahlungsbereitschaft (Profite) aufweisen. Die Belieferungszeit am Kunden
(Servicezeit) betragt fiir alle Kunden 5 Minuten. Obwohl die Servicezeit im Algorithmus erst
nach dem Eintreffen des Roboters am Kunden beginnt, kann diese auf die Beladung am Depot
und die Entladung beim Kunden aufgeteilt werden, da das Zeitfenster des Depots als nicht re-
striktiv gilt. Wie bereits in der Problembeschreibung beschrieben, besteht das Ziel darin, die

Anzahl der belieferten Kunden zu maximieren.
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Abbildung[6.1] zeigt eine optimale Losung fiir eine Instanz mit 30 Kunden (Kreise), sechs Depots
(Quadrate) und zwei Zustellrobotern. Die Touren der Fahrzeuge werden mit durchgezogenen Li-
nien visualisiert. Ist ein Kunde nur iiber eine einzige Kante mit einem Depot verbunden, kehrt
der Zustellroboter nach der Belieferung zu diesem Depot zuriick. Isoliert dargestellte Kunden
werden in der optimalen Losung nicht eingeplant und folglich nicht beliefert. In der dargestellten
Losung werden 27 Kunden von einem Roboter beliefert. Die Visualisierung verdeutlicht aufier-
dem, dass die Roboter nicht nur von einem Depot aus agieren, sondern dieses nach der Zustellung

in einigen Fallen wechseln.

]

Abbildung 6.1: Losung mit 30 Kunden, sechs Depots und zwei Zustellrobotern

In Unterkapitel werden Verfahren zur Beschleunigung des Branch-and-Price-Algorithmus
vorgestellt. Fiir diese Verfahren miissen geeignete Parameterwerte festgelegt werden. Zahlreiche
Versuche und Parameterstudien ergaben, dass die Anzahl der im Pricing hinzugefiigten Variablen
auf 500 festgelegt werden sollte. Zudem wird die relative Anzahl der ausgehenden Kanten von
jedem Kunden im Graphen G fiir das heuristische Pricing auf 30% gesetzt. Es ist zu beachten,
dass diese Werte instanz- und problemspezifisch sind und diese gegebenenfalls nicht auf weitere

Problemstellungen oder Instanzen iibertragen werden kénnen.

Die Préasentation der Ergebnisse ist in zwei Teile aufgeteilt. Im ersten Teil erfolgt ein Vergleich
der Ergebnisse des Branch-and-Price-Algorithmus mit der MIP-Formulierung ({4.1))-(4.11]). Im
zweiten Teil wird die Performance des Algorithmus fiir unterschiedliche Anzahlen von Kunden
und Robotern sowie fiir verschiedene Zeitfensterlangen untersucht. Fiir alle Experimente wird
eine Rechenzeitbegrenzung von einer Stunde angesetzt. Falls eine Instanz nicht innerhalb der

vorgegebenen Zeit gelost werden kann, wird die Optimalitédtsliicke (Gap) angegeben.

Zum besseren Vergleich wurde das MIP zusétzlich in der SCIP Optimization Suite 6.0.1 imple-
mentiert. Die Algorithmen werden anhand von Instanzen mit einem bzw. zwei Zustellrobotern
verglichen. Bei Instanzen mit einem Roboter werden die ersten 15 erreichbaren Kunden, bei
Instanzen mit zwei Robotern die ersten 30 erreichbaren Kunden beriicksichtigt. Zur Gewéhrleis-

tung einer einheitlichen Verteilung der Zeitfensterlangen werden lediglich die ersten 10 Instanzen
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verwendet. Die zugehorigen Ergebnisse sind in Tabelle [6.1] bzw. in Tabelle [6.2] dargestellt. Beide
Tabellen sind gleich aufgebaut. Die erste Spalte enthélt den Namen der Instanz (Inst). Dieser
setzt sich aus der Kundenanzahl, der Anzahl der Depots und dem Index der Instanz zusammen.
Die Spalten zwei bis vier zeigen die Ergebnisse des MIPs. Dabei entspricht Spalte zwei der besten
Losung (BLB), gefolgt von der Rechenzeit (T) in Sekunden und der Optimalitétsliicke (G(%)).
Falls die Instanz nicht innerhalb der vorgegebenen Rechenzeit von einer Stunde gelost werden
kann, wird die Rechenzeit mit #/ gekennzeichnet. Die Optimalitétsliicke beschreibt die Differenz
zwischen der besten relaxierten Losung und der besten zuldssigen Losung, geteilt durch die bes-
te zuldssige Losung. Die Spalten fiinf bis sieben weisen denselben Aufbau auf und zeigen die

Ergebnisse des Branch-and-Price-Algorithmus.

Fiir beide Kundenanzahlen zeigt sich, dass der Branch-and-Price-Algorithmus deutlich kiirzere
Rechenzeiten als das MIP erfordert. Das MIP kann 6 von 10 Instanzen mit 15 Kunden opti-
mal I6sen, jedoch keine einzige Instanz mit 30 Kunden. Im Gegensatz dazu 16st der Branch-
and-Price-Algorithmus alle Instanzen optimal. Im Durchschnitt betrdgt die Rechenzeit fiir den
Branch-and-Price-Algorithmus fiir 15 Kunden 0,49 Sekunden und fiir 30 Kunden 410,03 Se-
kunden. Im Vergleich dazu liegt der Durchschnitt fiir das MIP bei 1.690,97 Sekunden fiir 15
Kunden und bei einer Stunde fiir 30 Kunden, da keine der Instanzen optimal gel6st werden
konnte. Damit ist gezeigt, dass der Branch-and-Price-Algorithmus auf den Benchmark-Instanzen
deutlich bessere Ergebnisse erzielt. Im Folgenden wird untersucht, wie sich die Verdnderung der
Kundenanzahl, der Anzahl an Robotern und der Zeitfensterlangen auf die Laufzeit des Branch-

and-Price-Algorithmus auswirkt.

MIP Branch-and-Price

Inst BLB T G%) | BLB T G(%)
15-4-1 13 565,57 0 13 0,52
15-4-2 13 tl 15,38 13 0,57
15-4-3 14 138,36 0 14 0,52
15-4-4 13 609,45 0 13 045
15-4-5 14 127,76 0 14 043
15-4-6 13 360,7 0 13 0,6
15-6-7 12 tl 25 12 0,4
15-6-8 13 tl 7,69 13 0,51
15-6-9 11 708,52 0 11 0,34
15-6-10 | 12 tl 25 13 0,55

OO OO OO OO oo

Tabelle 6.1: Vergleich zwischen MIP und Branch-and-Price-Algorithmus fiir 15 Kunden und
einem Roboter

Zur Uberpriifung der Auswirkungen von Anderungen der Eingabeparameter werden nachein-
ander die Kundenanzahl, die Roboteranzahl und die Zeitfensterlingen variiert. Die Ergebnisse
werden jeweils in einheitlich aufgebauten Graphen dargestellt: Die x-Achse zeigt den variierenden
Parameter, die y-Achse die Rechenzeit sowie, bei nicht optimal gelésten Instanzen, die Optimali-
tatsliicke. Jede Instanz wird zehnmal mit zufillig gewdhlten Kunden gelost und der Durchschnitt
der Rechenzeiten wird abgebildet (Kreise). Falls nicht geniigend erreichbare Kunden fiir zehn
Samples vorhanden sind, wird fiir diese Instanz kein Durchschnitt berechnet. Die Rechenzeit

ergibt sich aus der tatsdchlichen Laufzeit plus Gap - 60. Die Mediane werden durch eine Linie
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MIP Branch-and-Price
Inst BLB T G(%) | BLB T G
30-4-1 20 tl 50 26 15,51
30-4-2 22 tl 36,36 | 28  3.014,15
30-4-3 26 tl 20 29 437,3
30-4-4 20 tl 50 27 18,46
30-4-5 27 tl 11,11 29 241,77
30-4-6 23 tl 3044 | 29 64,22
30-6-7 22 tl 36,36 | 29 49,74
30-6-8 20 tl 50 28 25,03
30-6-9 20 tl 50 27 194,43
30-6-10 | 22 tl 36,36 | 29 39,70

—

%)

OO OO OO OO oo

Tabelle 6.2: Vergleich zwischen MIP und Branch-and-Price-Algorithmus fiir 30 Kunden und zwei
Robotern

verbunden.

Im ersten Experiment wird untersucht, wie sich die Kundenanzahl auf die Laufzeit auswirkt.
Dafiir wurde die Anzahl der Roboter auf drei gesetzt und alle weiteren Parameter wurden wie
bereits beschrieben gewahlt. Die Anzahl der Kunden variiert zwischen 34 und 50 mit einer Schritt-
weite von zwei Kunden. Da die Zeitfensterléngen der 20 Instanzen variieren, wurden die ersten
zehn Benchmark-Instanzen mit 90 Minuten Zeitfensterlange ausgewéhlt. Zu beachten ist zudem,
dass die erste Instanz lediglich 47 erreichbare Kunden umfasst. Daher wurden die Ergebnisse
bis einschlieflich 46 Kunden auf allen zehn Instanzen berechnet und ab 48 Kunden wurden die

restlichen neun Instanzen berticksichtigt.
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Abbildung 6.2: Ergebnisse fiir Instanzen mit 34 bis 50 Kunden und drei Robotern

Die Ergebnisse des ersten Experiments sind in Abbildung dargestellt. Es zeigt sich, dass In-

97



6.1. Ergebnisse fiir Zustellroboter

stanzen bis zu 38 Kunden sehr schnell gelost werden konnen. Ein moglicher Grund hierfiir ist,
dass bei Instanzen mit 38 Kunden in 99,55 % der Fille alle Kunden bedient werden konnten. Fiir
Instanzen mit mehr als 38 Kunden steigt die Laufzeit stark an und schon ab 46 Kunden {iiber-
schreitet der Median eine Stunde. Ab 50 Kunden iiberschreiten alle durchschnittlichen Laufzeiten
das Zeitlimit. Dieser Trend wird durch die Linie, die die Mediane verbindet, deutlich sichtbar.
Insgesamt zeigt sich, dass die Losbarkeit einer Instanz stark von der Kundenanzahl abhéngt. Ein
Erklarungsansatz fiir dieses Ergebnis ist, dass der Graph G mit der Kundenanzahl wéchst, die

Anzahl moglicher kiirzester Wege durch den Graphen jedoch exponentiell mit der Grofe von G

zunimmt.
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Abbildung 6.3: Ergebnisse fiir Instanzen mit 60 Kunden und einem bis sechs Robotern

Im zweiten Experiment wird der Einfluss der Anderung der Roboteranzahl auf die Rechenzeit
untersucht. Die Roboteranzahl variiert zwischen eins und sechs. Die Kundenanzahl wurde auf
60 festgelegt, wiahrend alle weiteren Parameter unverédndert blieben. Wie im ersten Experiment
wurden die Instanzen zwei bis zehn untersucht. Die Ergebnisse dieses Experiments sind in Ab-
bildung dargestellt. Auch hier zeigt sich, dass die Roboteranzahl einen starken Einfluss auf
die Rechenzeit hat. Bei Instanzen mit einem Roboter sind die Rechenzeiten sehr niedrig. Dies
gilt ebenfalls fiir Instanzen mit fiinf oder sechs Robotern. Beim Ubergang von einem auf zwei
Roboter steigt die Rechenzeit stark an, und bereits bei drei Robotern iiberschreiten alle Durch-
schnitte das Zeitlimit. Bei der Hinzunahme eines weiteren Roboters sinkt die Rechenzeit wieder
etwas ab. Ein moglicher Erklarungsansatz ist, dass es bei einer geringen Roboteranzahl einfacher
scheint, diesen die besten Kunden zuzuweisen. Bei vielen Robotern kénnen wahrscheinlich alle
Kunden bedient werden. Es zeigt sich, dass dies fiir alle Instanzen mit fiinf oder sechs Robotern
sowie fiir alle 16sbaren Instanzen mit vier Robotern zutrifft. Interessant ist, dass es ein Verhéltnis
zwischen Robotern und Kunden gibt, welches das Losen einer Instanz mit 60 Kunden innerhalb

von einer Stunde fiir den Algorithmus unméglich macht.
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Im letzten Experiment wurde der Einfluss der Zeitfensterlinge auf die Losbarkeit untersucht.
Dazu wurden Zeitfenster mit Langen zwischen zehn Minuten und einer Stunde in Schritten von
zehn Minuten betrachtet. Die Zeitfenster wurden wie folgt berechnet: Die obere Grenze blieb un-
verdandert, wihrend sich die untere Grenze aus der Differenz zwischen der oberen Grenze und der
Zeitfensterlange ergab. Es wurden Instanzen mit 60 Kunden und vier Robotern betrachtet. Diese
Wahl gewéhrleistet ein ausgewogenes Verhéltnis zwischen Kunden und Robotern. Es wurden die
Instanzen zwei bis zehn mit mehr als 48 Kunden betrachtet. Die Ergebnisse dieses Experiments
sind in Abbildung [6.4] dargestellt. Insgesamt zeigt sich ein dhnlicher Verlauf der Median-Linie
wie im ersten Experiment. Es wird deutlich, dass grofere Zeitfenster zu langeren Rechenzeiten
fithren. Ein méglicher Grund ist, dass grofere Zeitfenster die Anzahl der Kanten im Hilfsgraphen

G erhohen konnen, was wiederum die Anzahl der moglichen kiirzesten Wege durch den Graphen

vergrofert.
50
O\o 25 .
£
% -
O
— 60/0 s
£
= i
£
—_— 45 -
4
(o)
N i
30 A e
([ J
15 A o
g
T ®
s

10 20 30 40 50 60
Zeitfensterlange [in Min.]

Abbildung 6.4: Ergebnisse fiir Instanzen mit 60 Kunden, vier Robotern und Zeitfensterlangen
zwischen 10 und 60 Minuten

Zusammenfassend wurde gezeigt, dass der in Kapitel[d beschriebene Branch-and-Price-Algorithmus
im Vergleich zum MIP-Modell signifikant bessere Laufzeiten erzielt und viele Instanzen mit bis zu
60 Kunden lésen kann. Dariiber hinaus wurde analysiert, wie sich eine Anderung der Parameter
auf die Rechenzeit auswirkt. Damit ist die Diskussion der Ergebnisse fiir die Optimierung der

Zustellroboter abgeschlossen.
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6.2 Ergebnisse fiir die Geschwindigkeitsoptimierung

In diesem Abschnitt wird die Leistungsfiahigkeit des Branch-and-Price-Algorithmus aus Kapitel [5]
anhand verschiedener Benchmark-Instanzen untersucht. Dieses Unterkapitel basiert auf einer Ar-
beit mit dem Titel Sequence and Speed Optimisation, die im INFORMS Journal on Computing
erschienen ist (Schaudt und Bektagl 2026]). Der Fokus liegt hierbei nicht auf dem Transport mit
Paketdrohnen, sondern auf der Geschwindigkeitsoptimierung fiir Transportmittel auf Wasser-
und Landwegen. Grund hierfiir ist, dass fiir diese Anwendungsbereiche bereits Vergleichsergeb-

nisse in der Literatur vorliegen.

Fiir den Transport zu Wasser und auf der Strafse werden die Einstellungen des Branch-and-Price-
Algorithmus aus Unterkapitel gleichermafien gewéhlt. Anpassbar sind die Anzahl der Varia-
blen, die nach der Losung des Pricing-Problems aufgenommen werden, sowie der Ausgangsgrad
jedes Kunden im Hilfsgraph G. Intensive Tests zeigten, dass die maximale Anzahl der aufzuneh-
menden Variablen auf 50% der Kundenanzahl begrenzt und die maximale Anzahl ausgehender
Kanten auf 60% festgelegt werden sollte. Es ist anzumerken, dass diese Werte spezifisch sind und

nicht auf andere Problemstellungen oder Instanzen {ibertragen werden konnen.

6.2.1 Seetransport

Hemmati et al. (2014)) erstellten Instanzen fiir das Routing- und Planungsproblem von Industrie-
und Trampschiffen (RPIT). Diese wurden von [Fukasawa et al.| (2018) transformiert, um sie fiir
ein kapazitiertes Vehicle Routing Problem mit Zeitfenstern und Geschwindigkeitsoptimierung
nutzbar zu machen. Die Transformation der Instanzen wird im Folgenden beschrieben, da auf
deren Basis neue Instanzen mit 60, 70 und 80 Knoten erstellt wurden. Jede Instanz enthalt
ein Depot und eine Menge von Kunden, die beliefert werden miissen. Das urspriingliche RPIT
enthélt eine Liste von Auftriagen, die Start- und Zielhéfen zugeordnet sind. Fiir eine feste Relation
konnen dabei mehrere Auftrage vorliegen. [Fukasawa et al.| (2018) setzen die maximale Anzahl
der Knoten gleich der Anzahl der Héafen im RPIT. Jeder Knoten wird jedoch, wie fiir das VRP
iiblich, nur einmal angefahren. Die nachgefragte Menge eines Knotens im kapazitierten Vehicle
Routing Problem mit Zeitfenstern und Geschwindigkeitsoptimierung entspricht der Nachfrage
des ersten Auftrags im RPIT, bei dem der Hafen als Starthafen angegeben ist. Zeitfenster und

Servicezeiten fiir den Knoten werden aus demselben Auftrag gewéahlt.

Der Bunkerverbrauch der Schiffe wird durch die Funktion f(v) = 0,0036v2 — 0, 1015v + 0, 8848
modelliert, wobei die Geschwindigkeit v in Knoten angegeben ist. Diese Funktion basiert auf
realistischen Daten, die von [Fagerholt et al. (2010) verdffentlicht wurden. Die untere und obe-
re Geschwindigkeitsgrenze fiir f sind 14 bzw. 20 Knoten. Die untere Grenze wird auf v, =
1015/72 = 14,0972 Knoten gesetzt, da vy, die Funktion f minimiert.

Hemmati et al.| (2014) unterteilen die RPIT-Instanzen in deep-sea shipping und short-sea ship-
ping. Dabei beschreibt deep-sea shipping die Hochseeschifffahrt, also den interkontinentalen
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Transport iiber mindestens einen der grofen Ozeane. Im Gegensatz dazu bezieht sich short-sea
shipping auf den Kurzstreckenseeverkehr, also Schiffstransporte iiber kiirzere Distanzen, etwa im
Mittelmeer. Die short-sea shipping-Instanzen umfassen 30 und 39 Knoten und die deep-sea ship-
ping-Instanzen 30, 40 und 50 Knoten. Fiir jede Kombination aus Knotenanzahl und Teilmenge
wurden jeweils fiinf Instanzen erstellt. Es ist zu beachten, dass die short-sea shipping-Instanzen

2 und 4 mit eigentlich 39 Knoten nur 38 Knoten enthalten.

Basierend auf den existierenden Instanzen von Fukasawa et al. (2018) wurden neue Instanzen
fiir das deep-sea shipping mit 60, 70 und 80 Knoten erstellt. Die short-sea shipping-Instanzen
konnen nicht erweitert werden, da in den RPIT nicht mehr als 39 Héfen vorhanden sind. Fiir die
neuen Knotenanzahlen wurden ebenfalls jeweils fiinf Instanzen erstellt. Die neuen Instanzen fiir
das deep-sea shipping konnen unter https://zenodo.org/records/7153039| abgerufen werden.
Eine Instanz wird referenziert mit Typ-n-i, wobei der Typ entweder deep oder short ist, n die
Menge der Knoten angibt und i einen Wert zwischen eins und fiinf annimmt. Fiir alle Instanzen

ist die Menge der Schiffe auf fiinf gesetzt.

Vor der Présentation der Ergebnisse fiir den Seetransport werden zunéchst die Modifikationen
am Branch-and-Price-Algorithmus beschrieben. Die Problemstellung aus Unterkapitel ist zur
Losung des kapazitierten Vehicle Routing Problems mit Zeitfenstern und Geschwindigkeitsop-
timierung nicht geeignet, da diese von einer Kapazitét in Hohe von einer Einheit ausgeht. Das
Problem besteht darin, dass sowohl die Kapazitdt der Schiffe als auch die Bedarfe der Héfen gro-
fser sind. Fiir die Problemstellung kann der Graph G aus dem Abschnitt verwendet werden.
Die Berechnung der Distanz muss jedoch angepasst werden, da die Schiffe direkt von einem Kno-
ten zum néchsten fahren konnen und der Depotbesuch zwischen zwei Knoten entféllt. Zuséatzlich
muss die grofere Kapazitit beriicksichtigt werden. Es wird angenommen, dass jedes Schiff eine
Kapazitat von @) Einheiten hat und jeder Knoten u; € V einen Bedarf in Hohe von ¢; Einheiten
aufweist. Jede Tour ist durch die Kapazitit @) begrenzt, das heifst, die Summe der Bedarfe der

Knoten darf @) nicht tiberschreiten.

Auch der Labeling-Algorithmus muss angepasst werden. Dazu wird die Lénge einer jeden Kante,
wie zuvor beschrieben, angepasst. Zusétzlich miissen die Kapazitdten der Schiffe und die Bedarfe
der Kunden beriicksichtigt werden. Hierzu wird jedes Label um einen Eintrag q erweitert. Dieser
Eintrag gibt die Summe der Bedarfe des Teilwegs bis zum aktuellen Knoten an (siche Deﬁnition
aus Unterkapitel . Um zu priifen, ob eine Erweiterung zu einem Knoten u; € V zulédssig
ist, muss die Regel fiir die Erweiterung eines Labels aus Tabelle [5.5] erweitert werden. Dazu
wird gepriift, ob ¢ + ¢; < @ gilt, also ob der gesamte Bedarf des Teilwegs zusammen mit dem
Bedarf von u; die Kapazitdt des Schiffs iiberschreitet. Ist die Erweiterung zuléssig, wird der
Eintrag ¢’ des neuen Labels auf ¢ + ¢; gesetzt. Auch die Dominanzregel aus Unterkapitel
muss angepasst werden. Es gilt, dass ein Label L# mit einem Gesamtbedarf von ¢# ein Label
LB mit einem Gesamtbedarf von ¢® nur dominieren kann, falls ¢? < ¢? gilt. Damit sind alle
Anpassungen des Labeling-Algorithmus beschrieben und die Ergebnisse der Optimierung kénnen

vorgestellt werden.

Die Ergebnisse des beschriebenen Problems werden mit den Ergebnissen von |[Fukasawa et al.
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(2018) verglichen. Die Autoren haben zur Losung der Problemstellung einen Branch-Cut-and-
Price-Algorithmus (BCP-Algorithmus) verwendet. Die Resultate fiir die deep-sea- und short-sea
shipping-Instanzen sind in Tabelle [6.3] dargestellt. Die erste Spalte gibt den Instanznamen an und
die Spalten zwei bis vier zeigen das Ergebnis von Fukasawa et al.| (2018). Die Ergebnisse wurden
direkt aus der Publikation iibernommen. Spalte zwei gibt die beste obere Schranke (BUB) an,
Spalte drei die Rechenzeit in Sekunden (T) und Spalte vier die prozentuale Liicke (Gap, G(%))
fiir Instanzen, die nicht innerhalb des Zeitlimits gelost werden konnten. Gleichermafien sind
die Spalten fiinf bis sieben gestaltet. Diese Spalten représentieren die Resultate des Branch-
and-Price-Algorithmus. Instanzen, die nicht innerhalb des Zeitlimits gelost wurden, sind mit ¢
gekennzeichnet. Fine Zelle wird gestrichen, wenn weder eine beste obere Schranke noch eine

Liicke (Gap) gefunden wurde.

Zunichst werden die Ergebnisse des Branch-and-Price-Algorithmus préasentiert und anschliefend
mit denen des BCP-Algorithmus verglichen. Der Branch-and-Price-Algorithmus konnte insge-
samt 34 von 40 Instanzen optimal l6sen und fiir unlésbare bleibt die Optimalitatsliicke klein. Es
zeigt sich, dass die Rechenzeit mit zunehmender Knotenanzahl ansteigt. Beispielsweise steigt die
durchschnittliche Rechenzeit beim Schritt von 60 auf 70 Knoten von 98,65 auf 225,43 Sekunden,
wobei ungeloste Instanzen ausgeschlossen werden. Ein Vergleich zwischen deep-sea shipping und
short-sea shipping zeigt, dass die deep-sea shipping-Instanzen schneller gelost werden. So betragt
beispielsweise die durchschnittliche Rechenzeit fiir deep-sea shipping mit 40 Knoten 3,35 Sekun-
den und fiir short-sea shipping liegt sie bei 24,19 Sekunden. Ein méglicher Grund dafiir sind die
kiirzeren Distanzen im short-sea shipping, die zu einer groferen Anzahl gleichwertiger Touren

fihren konnten.

Im Vergleich der beiden Algorithmen zeigt sich, dass der Branch-and-Price-Algorithmus iiber fast
alle Instanzen hinweg schneller ist. Fiir deep-sea shipping mit 50 Knoten wird ersichtlich, dass
der BCP-Algorithmus nur eine Instanz 16sen kann. Im Gegensatz dazu 16st der hier vorgestellte
Algorithmus alle Instanzen optimal bei einer durchschnittlichen Rechenzeit von 22,94 Sekunden.
Ein dhnliches Ergebnis ergibt sich fiir die short-sea shipping-Instanzen mit 39 Knoten. Hier 16st
der BCP-Algorithmus drei der fiinf Instanzen optimal, wobei die durchschnittliche Rechenzeit
fiir die gelosten Instanzen 239 Sekunden betragt. Im Gegensatz dazu 16st der Branch-and-Price-
Algorithmus alle Instanzen mit 39 Knoten und hat dabei eine durchschnittliche Rechenzeit von
24,19 Sekunden. Damit ist die Vorstellung der Ergebnisse fiir die Seeschifffahrt abgeschlossen

und es folgen die Ergebnisse fiir den Strafiengiiterverkehr.
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Fukasawa et al.[ (2018) Branch-and-Price

Inst BUB T  G%) BUB T G(%)
deep-30-1 | 14.356,3 2 0 14.356,3 0,49 0
deep-30-2 | 17.943,5 94 0 17.943,5 0,81 0
deep-30-3 | 10.812,3 0,2 0 10.812,3 0,31 0
deep-30-4 | 15.166,7 1 0 15.166,7 0,45 0
deep-30-5 | 16.268,1 1 0 16.268,1 0,88 0
deep-40-1 | 15.738,3 5,3 0 15.738,3 1,71 0
deep-40-2 | 14.859,3 60 0 14.859,3 6,31 0
deep-40-3 | 18.877,4 200 0 18.877,4 2,26 0
deep-40-4 | 18.408,4 366 0 18.408,4 3,38 0
deep-40-5 | 18.065,4 3 0 18.065,4 3,08 0
deep-50-1 | 17.605,6* tl - 19.107 23,98 0
deep-50-2 | 17.918,1 tl - 17.918,1 28,81 0
deep-50-3 | 19.650,6* 3,459 0 19.602,4 11,71 0
deep-50-4 | 19.538,9 tl - 19.538,9 6,92 0
deep-50-5 | 17.605,9 tl - 17.603,1 43,26 0
deep-60-1 19.686,3 66,31 0
deep-60-2 19.396,6 258,45 0
deep-60-3 20.579,5 53,74 0
deep-60-4 19.953 195 0
deep-60-5 20.179,1 95,26 0
deep-70-1 20.035,3 403,17 0
deep-70-2 - tl -
deep-70-3 21.613,5 163,62 0
deep-70-4 20.989,5 109,49 0
deep-70-5 19.500,8 tl 0,13
deep-80-1 21.664 tl 0
deep-80-2 - tl -
deep-80-3 23.135,3 315,45 0
deep-80-4 21.693,2 tl 0,35
deep-80-5 22.036,2 tl 0,44
short-30-1 | 3.091,8 1,2 0 [ 3.091,78 067 0
short-30-2 | 2.814,9 2.4 0 | 281486 148 0
short-30-3 | 3.508,4 336 0 3.508,42 6,02 0
short-30-4 | 3.137,5 5 0 3.137,5 0,75 0
short-30-5 | 3.081,6 1 0 3.081,6 0,76 0
short-39-1 | 3.643,1 42 0 3.643,06 3,42 0
short-39-2 | 4.087,6 tl 18,4 || 3.569,39 68,12 0
short-38-3 - t1 - 3.620,2 32,08 0
short-39-4 | 3.663,4 995 0 3.663,39 14,84 0
short-38-5 | 3.437,3 80 0 3.437,28 2,47 0

* Es wurde versucht, die veroffentlichten Optimalwerte von (Fukasawa et al., 2018) zu
reproduzieren und die Diskrepanz zu den Ergebnissen des Branch-and-Price-Algorithmus zu
erkldren. Die Originalautoren wurden kontaktiert, konnten jedoch die Dateien zur Verifizierung
der urspriinglich berichteten Optimalwerte fiir diese Instanzen nicht mehr auffinden.

Tabelle 6.3: Resultate des Branch-and-Price-Algorithmus im Vergleich zu [Fukasawa et al.| (2018)
auf den deep-sea shipping-Instanzen und short-sea shipping-Instanzen
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6.2.2 Strallengiiterverkehr

Die Untersuchung der optimalen Geschwindigkeiten im Strafenverkehr geht auf (Bektag und
Laporte, 2011) zuriick. Die Autoren fithrten das sogenannte Pollution-Routing Problem (PRP)
ein, eine Variante des kapazitierten Vehicle Routing Problems mit Zeitfenstern und Geschwin-
digkeitsoptimierung. Im PRP werden die Emissionen der Fahrzeuge beriicksichtigt und iiber den
Kraftstoffverbrauch abgebildet. Der Kraftstoffverbrauch ist abhéngig von der Geschwindigkeit
der Zustellfahrzeuge und ihrem Gewicht. Das Gewicht setzt sich aus dem Fahrzeuggewicht und
den Bedarfen der Kunden zusammen und ist somit auch von deren Reihenfolge abhéngig. Neben
dem Kraftstoffverbrauch wird in der Zielfunktion auch der Fahrerlohn berticksichtigt, der sich

aus der Dauer einer Tour ergibt.

Fiir das PRP wurden Instanzen veroffentlicht, die auf realen Entfernungen zwischen Stadten
des Vereinigten Konigreichs basieren. Die Instanzen gliedern sich in die drei Teilmengen: UK-A,
UK-B und UK-C. Die Teilmengen unterscheiden sich ausschliefslich in der Lange der Zeitfenster.
Die Instanzen aus UK-A haben die ldngsten Zeitfenster mit einer durchschnittlichen Lénge von
20.000 Sekunden (5,55 Stunden). Die Zeitfensterlangen von UK-B und UK-C liegen gleichméfig
verteilt zwischen 2.000 und 5.000 Sekunden bzw. 2.000 und 15.000 Sekunden. Die Teilmengen sind
weiter unterteilt, wobei die Instanzen unterschiedliche Anzahlen an Stadten zwischen 10 und 200
umfassen. Fiir jede feste Anzahl an Stddten wurden 20 Instanzen erstellt. Die Teilmenge UK-A
wurde von Bektag und Laporte| (2011) vorgestellt, wiahrend die Erweiterungen UK-B und UK-
C von Kramer et al| (2015) veroffentlicht wurden. Alle Instanzen (UK-A,UK-B,UK-C) kénnen

unter http://www.vrp-rep.org abgerufen werden.

Die Problemstellung des PRP &hnelt derjenigen aus dem Unterkapitel Die Kraftstoffver-

brauchsfunktion fiir eine gegebene Distanz d mit einer Geschwindigkeit v ist gegeben als:
F(d,v,q) = AEN Vi + (w + g)yaw + fyv’)d /v,

wobei A = ¢/(k¥), v = 1/(10000n:¢m) und & = 7 + gsin© + gC, cos © konstant sind. Zur
Vereinfachung wird angenommen, dass die Beschleunigung 7 und die Steigung der Strafe ©
gleich null sind. Die Konstante B=0, 5C;pA beschreibt den Luftwiderstand, welcher abhingig
vom Fahrzeug ist. Dabei bezeichnet w das Leergewicht des Fahrzeugs und ¢ das Transportge-
wicht. Alle Parameter und Werte sind in Tabelle aufgefiihrt. Eine detaillierte Herleitung der
Kraftstoffverbrauchsfunktion findet sich in (Bektas und Laportel 2011])).

Die Zielfunktion beriicksichtigt nicht nur die Kraftstoffkosten, sondern auch die Lohnkosten des
Fahrers. Die Gesamtkosten fiir das Zuriicklegen einer Distanz d mit Geschwindigkeit v und Ge-

wicht ¢ werden wie folgt berechnet:

F(d,v) = fqd/v+ fof(d,v,q),

wobei f; die Lohnkosten des Fahrers und f. Kraftstoffkosten inklusive Abgaben fiir die C'Oo-

Emissionen sind.
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Fiir einen Teilweg W' = (wg,u1,u2, . .., up_1,uy) mit dem Geschwindigkeitsvektor v kénnen
die Kosten nicht direkt als Summe der Kantenkosten berechnet werden. Dies liegt an moglichen
Wartezeiten bei den Kunden, da diese bei einer Summation der Kanten nicht eingerechnet wer-
den und daher zu einer Unterschitzung der Gesamtkosten fithren konnten. Im Folgenden wird
eine Formel zur Berechnung der Kosten eines Teilwegs W vorgestellt. Sei dazu t;, der Ankunfts-
zeitpunkt am Kunden uy. Es ist zu beachten, dass sich das Transportgewicht des Fahrzeugs von
Kante zu Kante dndert, da die Bedarfe der Kunden abgearbeitet werden. Auf der ersten Kante
(wo, u1) des Teilwegs entspricht das Transportgewicht der Summe der Bedarfe aller Kunden auf
diesem Teilweg. Auf der zweiten Kante wird das Transportgewicht durch das Gewicht der ersten
Kante abziiglich des Bedarfs des ersten Kunden bestimmt. Dies setzt sich fort bis zum letzten
Kunden. Das Transportgewicht fiir den Teilweg W kann daher als Vektor q = (q1,q2,...,qx)

beschrieben werden. Die Kosten des Teilwegs W' ergeben sich als

h
fa(tn +7h) + fe Z fldi—1,4,vi, q;)-
i=1
Notation Beschreibung Wert
w Leergewicht (Kilogramm) 6350
¢ Verbrennungsluftverhéltnis 1
k Reibungsfaktor des Motors (Kilojoule/Umdrehungen/Liter) 0,2
N Motordrehzahl (Umdrehungen/Sekunde) 33
Vi Hubraum (Liter) 5
g Erdanziehungskraft (Meter /Sekunde?) 9,81
Cy Stromungswiderstandskoeffizient 0,7
p Luftdichte (Kilogramm/Meter®) 1,2041
A Frontale Fliche (Meter?) 3,912
C, Rollwiderstandskoeffizient 0,01
Ny f Wirkungsgrad des Antriebsstrangs 0,4
n Effizienz Parameter fiir einen Dieselmotor 0,9
fe Kraftstoffkosten inkl. Kosten fiir COg-Emissionen pro Liter (£) 1,4
fa Kosten des Fahrers pro Sekunde (£/Sekunden) 0,0022
K Brennwert von Dieselkraftstoff (Kilojoule/Gramm) 44
U Umrechnungsfaktor 373

Tabelle 6.4: Parameter des Pollution-Routing Problems (Demir et al., [2012)

Die Kosten eines Teilwegs setzen sich aus Fahrzeit- und Kraftstoffkosten zusammen. Abbil-
dung[6.5]zeigt deren Verlauf fiir 100 km in Abhéngigkeit von der Geschwindigkeit. Die Fahrerkos-
ten sinken mit steigender Geschwindigkeit, wiahrend die Kraftstoffkosten eine konvexe Funktion
mit einem Minimum bei v}, bilden. Folglich erhoht langsameres Fahren den Verbrauch. Die Ge-
samtkosten, bestehend aus beiden Anteilen, sind ebenfalls konvex und minimal bei v,;,. Ohne
Zeitfenster wire es optimal mit Geschwindigkeit v,,,;, zu fahren. Doch durch mégliche Wartezei-
ten bei zu frither Ankunft kann eine geringere Geschwindigkeit giinstiger sein, solange sie nicht

unter vy, fallt oder die Wartezeit eliminiert.
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Abbildung 6.5: Kostenfunktion des Pollution-Routing-Problems in Abhéngigkeit von der Ge-
schwindigkeit

Fir das PRP wird zunéchst ein optimaler Geschwindigkeitsvektor mit Algorithmus [f] bei mi-

nimaler Geschwindigkeit v} . ~berechnet. Anschliefend wird Algorithmus |§| mit maximaler Ge-
schwindigkeit vy, ausgefiihrt. Dadurch wird der letzte Kunde frithestméglich beliefert, ohne

dass unnotige Wartezeiten durch héhere Geschwindigkeiten entstehen.

Die reduzierten Kosten eines Teilwegs W = (wp, u1,...,uy) konnen unter Verwendung eines
optimalen Geschwindigkeitsvektors v = (v1,...,vp), des daraus resultierenden Belieferungszeit-
punkts t; am letzten Kunden wj, sowie einer optimalen Losung des dualen Problems wie folgt

definiert werden:

h

Ef(Wtw) = g* + fd(th + 7+ dh,n—l—l/vmin) + fcf(dh,n—Ha Umin 0) + Z(fcf(difl,iv (%) qz) - y:()
i=1

Damit ist die Berechnung der reduzierten Kosten eines Teilwegs abgeschlossen. Der Labeling-
Algorithmus aus Unterkapitel [5.6.2] muss wie folgt angepasst werden. Die Lingen der Kanten
werden, wie im vorherigen Unterkapitel[6.2.1] der Problemstellung entsprechend angepasst. Jedes
Label wird um die Eintriage g und q erweitert, wobei g die Summe der Bedarfe des entsprechenden
Teilwegs und q = (g1, - . -, qn) die Transportgewichte auf dem Teilweg reprisentiert. Analog zum
vorherigen Abschnitt muss die Zuléssigkeitsregel fiir die Erweiterung zu einem Knoten u; € V
erweitert werden. Sei q} der Bedarf von Kunde u;, dann ist die Erweiterung zuléssig, falls q—l—q; <
Q gilt. Falls die Erweiterung zuléssig ist, wird der Eintrag ¢’ des neuen Labels auf ¢ + q§~ gesetzt.
Zusitzlich gilt @’ = (¢1 + ¢}, g2 + @ - - -, qn + @, ;). Der neue Geschwindigkeitsvektor wird wie
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Abbildung 6.6: Ergebnisse fiir das PRP auf den Instanzen der Teilmengen UK-A, UK-B und
UK-C

vorab beschrieben berechnet. Die Anpassungen an der Dominanzregel konnen aus Abschnitt
tibernommen werden. Es ist anzumerken, dass Algorithmus [f] fiir die neue Zielfunktion nicht
angepasst werden muss. Damit ist die Beschreibung der Anpassungen fiir das PRP abgeschlossen

und im néchsten Schritt werden die Ergebnisse diskutiert.

Der folgende Abschnitt ist analog zum vorherigen aufgebaut: Zunéchst werden die Ergebnisse
des Branch-and-Price-Algorithmus vorgestellt, anschliefsend mit den Resultaten aus [Fukasawa
et al. (2017, [2018) verglichen. Die Ergebnisse wurden aus den beiden Publikationen direkt tiber-
nommen. Die Autoren haben die Fahrzeuganzahl als Anzahl der Kunden geteilt durch vier (ab-
gerundet) festgelegt und nur die ersten zehn Instanzen je Teilmenge betrachtet. Daher erfolgen

die Auswertungen sowohl mit als auch ohne fixierte Fahrzeuganzahl.

Die Ergebnisse des Branch-and-Price-Algorithmus sind in Abbildung [6.6] dargestellt. Auf der x-
Achse sind die verschiedenen Kundenanzahlen abgetragen, wéihrend die y-Achse die Rechenzeiten
in logarithmischer Skalierung zeigt. Die drei Teilmengen sind durch unterschiedliche Markierun-
gen gekennzeichnet. Rauten markieren die Ergebnisse der Teilmenge UK-A, Kreise diejenigen
der Teilmenge UK-C und Quadrate kennzeichnen die Ergebnisse der Teilmenge UK-B. Alle Mar-
kierungen haben 50% Transparenz. Die Abbildung enthélt auferdem drei Linien, die fiir jede
Teilmenge die Mediane der Ergebnisse verbinden. Die durchgezogene Linie verbindet die Me-
diane fiir UK-A Instanzen, eine gestrichelte Linie die Mediane der UK-B Instanzen und eine
gepunktete Linie die Mediane der UK-C Instanzen. Fiir die Teilmenge UK-A wurden Instanzen
mit 10, 15, 20 und 25 Kunden betrachtet. Fiir die Teilmengen UK-B und UK-C wurden zusétzlich
Instanzen mit 50 und 75 Kunden beriicksichtigt.

Fiir 10 Kunden sind die Rechenzeiten sehr gering und alle Instanzen kénnen optimal gelost
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Fukasawa et al.[ (2017 [2018) Branch-and-Price
Inst m |@T Opt/No-Opt o T Opt/No-Opt | & T/ T’
A-20 5 | 550,57 9/1 1.988,63 5/5 0,3
A-25 6 |3.2832 2/8 3.600 0/10 0,91
B-25 6 | 17,25 10/0 2,01 10/0 6,96
B-50 12 | 2.326,94 5/5 569,5 9/1 23,39
C-20 5 | 2144 10/0 19,92 10/0 10,14
C-25 6 | 1.939,65 5/5 1.460,02 8/2 4,62
C-50 12 | 3.600 0/10 3.295,04 1/9 1,55

Tabelle 6.5: Vergleich zwischen dem Branch-and-Price-Algorithmus und dem Algorithmus von
Fukasawa et al.| (2017, 2018]) auf den UK-A, UK-B und UK-C Instanzen

werden. Zudem zeigt sich, dass die Teilmenge UK-A am schwierigsten zu 16sen ist, gefolgt von UK-
C und UK-B. Der Grund hierfiir sind die unterschiedlichen Zeitfensterlangen, die die Anzahl der
Kanten im Hilfsgraphen G und damit die Zahl der moglichen Wege direkt beeinflussen. Insgesamt
ist fiir alle drei Teilmengen ein gleicher Trend erkennbar. Betrachtet man drei aufeinanderfolgende
Kundenanzahlen, dann gilt, dass fiir die erste Anzahl an Kunden der Median nahe 0 liegt. Von
dort steigt der Median etwas an fiir die nichste Anzahl an Kunden und liegt bei der dritten nahe
bei 3.600 Sekunden. Fiir die Teilmenge UK-A sind die drei Anzahlen 10, 15 und 20 Kunden.

Damit ist die Vorstellung der Ergebnisse fiir den Branch-and-Price-Algorithmus abgeschlossen.

Ein Vergleich der Resultate mit [Fukasawa et al| (2017, [2018) ist in Tabelle[6.5 abgebildet. Die ers-
te Spalte enthélt die Bezeichnung der Teilmenge sowie die Kundenanzahl. Die zweite Spalte gibt
die Anzahl der Fahrzeuge an. Die Ergebnisse von [Fukasawa et al.| (2017, [2018) finden sich in den
Spalten drei und vier, wahrend die Spalten fiinf und sechs die Resultate des Branch-and-Price-
Algorithmus zeigen. Spalte drei zeigt die durchschnittliche Rechenzeit (T) in Sekunden, wahrend
Spalte vier die Anzahl der optimalen Lésungen und der Instanzen, die das Zeitlimit erreichen, ent-
hélt. Ebenso sind die Spalten fiinf und sechs aufgebaut. Spalte sieben gibt den durchschnittlichen
Beschleunigungsfaktor des Branch-and-Price-Algorithmus gegeniiber dem BCP-Algorithmus an.
Ergebnisse fiir zehn Kunden wurden vom Vergleich ausgeschlossen, da die Rechenzeiten nahezu
null betragen und [Fukasawa et al|diese nur auf eine Nachkommastelle gerundet haben. Aus dem

gleichen Grund wurden auch die Ergebnisse fiir 20 Kunden der Teilmenge UK-B ausgeschlossen.

Der BCP-Algorithmus 16st im Vergleich 41 von 70 Instanzen optimal, wihrend der hier beschrie-
bene Algorithmus insgesamt 43 optimale Losungen erzielt. Der Branch-and-Price-Algorithmus
berechnet generell schneller eine optimale Losung. Uber alle Instanzen ist der Branch-and-Price-

Algorithmus im Durchschnitt 6,84-mal schneller. Zur Transparenz und Vergleichbarkeit sind alle

Ergebnisse fiir das PRP im dargestellt.
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Kapitel 7

Simulationsstudie

Dieses Kapitel beschreibt ein Simulationsmodell, das die Zustellung von Paketen durch Robo-
ter und Drohnen simuliert und die Problemstellungen aus den Kapiteln 4| und [5| realitdtsnah
abbildet. Das Modell verfolgt zwei Ziele: Erstens, Erkenntnisse tiber den Einsatz innovativer Zu-
stellkonzepte auf der letzten Meile zu gewinnen, und zweitens, den Mehrwert der Optimierungen

zu zeigen. Zu diesem Zweck werden modifizierte Szenarien vorgestellt.

Das Kapitel ist wie folgt aufgebaut. Im Unterkapitel wird das allgemeine Simulationsmo-
dell beschrieben, wobei der Fokus auf den Agenten Zustellroboter und Drohne liegt. Fiir beide
Transportmittel werden weiterfithrende Problemstellungen definiert, die Abwandlungen der Pro-
blemstellungen aus den Kapiteln [4 und [5] darstellen. Diese Abwandlungen dienen dem Vergleich
von Optimierungsansitzen sowie der Analyse ihres Mehrwerts. Im Unterkapitel werden die

Ergebnisse der Simulation prasentiert. Die Ergebnisse fiir Zustellroboter und Paketdrohnen wer-

den in den Unterkapiteln bzw. dargestellt.

Das vorgestellte Modell ist eine Weiterentwicklung des Modells aus den Verdffentlichungen von
Poeting et al.| (2019alc). Das urspriingliche Modell simulierte die Paketzustellung mit Zustellro-
botern in der Stadt Ko6ln. Das hier priasentierte Modell baut auf dem urspriinglichen Modell auf
und erweitert es um die folgenden Aspekte: Integration von Paketdrohnen, Berechnung exakter
Losungen, Aufhebung der Zuweisung zu Mikrodepots, Beriicksichtigung des Akkus, Modellierung

von Ladevorgéingen sowie die Einbeziehung variabler Geschwindigkeiten.

7.1 Simulationsmodell

Die Einfithrung des Simulationsmodells erfolgt mit einer Beschreibung der zugrunde liegenden
Problemstellungen. Das Simulationsmodell bildet die Zustellung von Paketsendungen mit Zu-
stellrobotern und Drohnen ab. Die Zustellung der Sendungen erfolgt in einer zweistufigen letzten
Meile, wie im Unterkapitel beschrieben. Hierbei wird der zweite Teil von den Zustellrobo-

tern bzw. Paketdrohnen iibernommen. Es wird angenommen, dass sich die Sendungen zu Beginn
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eines Tages in einem Depot befinden, das nahe den Zustellgebieten liegt. Im Depot werden die
Sendungen nach Zustellgebieten aufgeteilt. Transporter iibernehmen den ersten Teil der letzten
Meile, indem sie die Sendungen gebiindelt in die Zustellgebiete transportieren. Nach ihrer An-
kunft werden die Sendungen auf Mikrodepots verteilt. Die Mikrodepots dienen als Zwischenlager
fiir die Pakete. Im zweiten Schritt der letzten Meile transportieren Zustellroboter oder Drohnen
die Sendungen einzeln von den Mikrodepots zu den Kunden. Es wird angenommen, dass die Zu-
stellung beim Kunden nur in einem vordefinierten Zeitfenster stattfinden darf. Nach erfolgreicher
Zustellung kehren die Transportmittel zu einem Mikrodepot zuriick. Es gilt, dass Zustellroboter

auch mehrere Mikrodepots anfahren kénnen, bevor die Zustellung der nédchsten Sendung erfolgt.

Die Mikrodepots dienen jedoch nicht nur als Lagerorte fiir die Sendungen sowie Roboter bzw.
Drohnen, sondern bieten auch die notwendige Infrastruktur, um den Akku zu laden oder den
Akkuwechsel durchzufiihren. Nach der Belieferung eines Kunden erfolgt bei Zustellrobotern ent-
weder ein Ladevorgang am Mikrodepot oder die Beladung mit einer weiteren Sendung. Bei Pa-
ketdrohnen wird nach der Riickkehr immer der Akku gewechselt, sodass eine weitere Zustellung
erfolgen kann. Wie auch schon im Kapitel [4] wird fiir beide Transportmittel angenommen, dass
nicht alle Sendungen ausgeliefert werden miissen. Das Ziel besteht jedoch darin, die Anzahl der
zugestellten Sendungen zu maximieren. Diese Annahme hat den Vorteil, dass stets eine zuléssi-
ge Losung gefunden werden kann. Sollte es nicht moglich sein, eine Sendung zuzustellen, wird
angenommen, dass der Kunde die Sendung selbst an einem Mikrodepot abholt. Neben der zwei-
stufigen letzten Meile wird im Fall der Paketdrohnen auch die direkte Zustellung vom Depot
aus betrachtet. Hierbei entféllt der erste Schritt der letzten Meile und die Drohnen stellen die

Sendungen direkt vom Depot aus zu.

Neben dem reinen Zustellprozess wird im Simulationsmodell auch der Energieverbrauch der
Roboter und Drohnen beriicksichtigt. Fiir alle Prozesse, bei denen sich die Transportmittel in
Bewegung befinden, wird der Energieverbrauch modelliert. Der Stromverbrauch wahrend Warte-
zeiten wird nicht modelliert. Zudem werden die Ladevorgénge der Zustellroboter abgebildet. Eine
detaillierte Beschreibung der Modellierung des Energieverbrauchs erfolgt in der Beschreibung der
einzelnen Agenten. Fiir die Paketdrohnen wird angenommen, dass die Geschwindigkeit variabel
ist und so gewahlt wird, dass an erster Stelle die Anzahl der belieferten Kunden maximiert und

als sekundéres Ziel der Energieverbrauch minimiert wird.

Die Problemstellungen werden mit einer Discrete-Event-Simulation mit einem agentenbasierten
Modellierungsansatz abgebildet, die auf der Simulationssoftware AnyLogic 8 University 8.8.0
basiert. Die Paketzustellung wird fiir eine vorgegebene Anzahl aufeinanderfolgender Tage ab-
gebildet. Die Tage werden im Folgenden als Simulationstage bezeichnet. Jeder Simulationstag
wird einzeln betrachtet und ist, abgesehen von der Verteilung der Zustellroboter bzw. Paket-
drohnen auf die Mikrodepots, unabhingig vom vorherigen Simulationstag. Es ist zu beachten,
dass die Experimente mit Zustellrobotern und Paketdrohnen getrennt voneinander durchgefiihrt
werden. Da die beiden Modelle bis auf das jeweilige Transportmittel sehr &hnlich sind, erfolgt

die Beschreibung in zusammengefasster Form.

Zur Umsetzung der Problemstellung werden Annahmen getroffen, die im Folgenden beschrie-
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ben werden. Die Annahmen sind auch in Tabelle zusammengefasst. Es wird angenommen,
dass der Transporter, der die Sendungen in die Zustellgebiete transportiert, keine Kapazitatsbe-
schriankung besitzt. Auflerdem wird angenommen, dass in den Mikrodepots ausreichend Fliche
fiir die Lagerung der Sendungen sowie die Unterbringung der Zustellroboter bzw. Drohnen vor-
handen ist. Fiir die Roboter wird angenommen, dass eine ausreichende Anzahl an Ladeplédtzen
vorhanden ist, wahrend fiir die Paketdrohnen angenommen wird, dass in jedem Mikrodepot eine
ausreichende Anzahl an geladenen Akkus fiir den Austausch vorgehalten wird. Der Austausch
benétigt dabei eine konstante Zeit. Zustellroboter und Paketdrohnen haben eine Kapazitit von
jeweils einem Paket. Es wird angenommen, dass alle Sendungen dasselbe Gewicht haben und
grundsétzlich fiir beide Transportmittel geeignet sind. Fiir die Roboter wird angenommen, dass
die Zunahme und Abnahme des Ladestandes linear verlauft und zu Beginn eines jeden Simula-
tionstags alle Akkus vollstdndig geladen sind. Der Energieverbrauch der Paketdrohnen wird mit
dem Modell aus Unterkapitel abgebildet.

Fiir die Roboter gilt, dass jeder Kunde mit einem vollstédndig geladenen Akku von mindestens
einem Mikrodepot aus erreichbar ist. Zudem gilt, dass zwischen jedem Paar von Mikrodepots ein
Weg existiert, der im Hinblick auf die Akkukapazitdt zuldssig ist. Fiir die Paketdrohnen gilt, dass
die Entfernungen im Modell nicht restriktiv sind. Dies bedeutet, dass jeder Kunde von jedem

Mikrodepot aus mit maximaler Geschwindigkeit beliefert werden kann.

Bezogen auf die Lage der Kundenzeitfenster wird angenommen, dass diese nicht in Konflikt mit
den Offnungszeiten der Mikrodepots stehen. Dasselbe gilt fiir die Belieferung der Mikrodepots
durch den Transporter. Dieser Zeitpunkt liegt frith am Simulationstag. Die Simulation beriick-
sichtigt keine Unsicherheiten, was bedeutet, dass zu Beginn eines jeden Simulationstags alle

relevanten Informationen fiir den Tag vorliegen.

Agent Annahme
Transporter Keine Kapazitatsbeschrankung
Mikrodepot Keine Kapazitatsbeschrankung fiir Sendungen,

Zustellroboter, Paketdrohnen, Ladestationen,

geladene Akkus

Zustellroboter / Paketdrohnen | Kapazitdt von einer Sendung

Jede Sendung fiir Transport geeignet

Alle Sendungen haben das gleiche Gewicht

Zustellroboter Zunahme und Abnahme des Ladestands

ist eine lineare Funktion

Akkus vollstdndig geladen zu Beginn des Tages

Jeder Kunde von mindestens einem Mikrodepot erreichbar
Zwischen je zwei Mikrodepots existiert ein Weg

Paketdrohne Tausch des Akkus in konstanter Zeit
Reichweite des Akkus ist nicht restriktiv
Kunde Zeitfenster sind nicht restriktiv

Tabelle 7.1: Annahmen fiir das Simulationsmodell
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Im Simulationsmodell wird fiir die Lokalisierung der Agenten und die Berechnung der Entfer-
nungen das Geoinformationssystem von AnyLogic verwendet. Es basiert auf Daten von (Open-
StreetMap| (OpenStreetMap contributors), 2017). Die Software ermoglicht es, fiir die einzelnen
Transportmittel Routen und Weglédngen zu berechnen. Dabei bewegen sich das Zustellfahrzeug

auf dem Strafsennetz, die Zustellroboter auf Gehwegen und die Drohnen durch die Luft.

Nach der Einfiihrung des Simulationsmodells werden im Folgenden die Entscheidungen erlautert,

die an jedem Simulationstag getroffen werden miissen:

1. Erstellung einer Auftragsliste fiir die Zustellroboter bzw. Drohnen.

2. Erstellung einer Tour fiir die Belieferung der Mikrodepots.

Zu 1.: Die Auftragslisten enthalten eine festgelegte Reihenfolge von Kunden und Mikrodepots.
Die Reihenfolge bestimmt, welche Sendung von welchem Mikrodepot aus geliefert wird. Im Fall
der Zustellroboter enthélt die Auftragsliste zusétzliche Informationen, die die Ladezeiten an den
Mikrodepots festlegen. Fiir die Paketdrohnen sind Informationen tiiber die Fluggeschwindigkeiten
hinterlegt. Der genaue Aufbau dieser Listen wird in der Beschreibung der Agenten erldutert.
Auf Basis der Auftragslisten ldsst sich ermitteln, welcher Roboter bzw. welche Drohne welche
Sendung zustellt. Aus den Listen geht zudem hervor, welche Sendungen nicht zugestellt werden
konnen. Kann eine Sendung nicht zugestellt werden, wird sie dem Mikrodepot zugeordnet, das
dem jeweiligen Kunden am néchsten liegt. Wie bereits beschrieben, wird angenommen, dass der
Kunde seine Sendung im Mikrodepot abholen muss. Zur Erstellung einer Auftragsliste kénnen
die Losungsalgorithmen aus den Kapiteln [4 und [5] verwendet werden. Dabei ist zu beachten, dass
fiir die Drohnen der Algorithmus angepasst werden muss, sodass nicht zwingend alle Kunden
beliefert werden miissen. Die Modifikationen werden in Unterkapitel vorgestellt.

Zu 2.: Auf Grundlage der Verteilung der Sendungen auf die Mikrodepots kann eine Tour zur Be-
lieferung dieser berechnet werden. Das zugrunde liegende Problem kann als Problem des Hand-
lungsreisenden formuliert werden. Dies ist moglich, da die Mikrodepots keine Kapazitéit aufweisen
und die Offnungszeiten nicht restriktiv sind. Mit der Losung des Problems kann die Entfernung,

die ein Zustellfahrzeug zur Belieferung der Mikrodepots zuriicklegen muss, minimiert werden.

Eine weitere Annahme, die fir die Simulation getroffen wird, ist, dass ausschlieklich optima-
le Losungen beriicksichtigt werden. Findet die Optimierung innerhalb einer vorgegebenen Zeit
keine optimale Losung, wird der Simulationstag nicht in die Auswertung einbezogen. In diesem
Fall wird die Anzahl der simulierten Tage jedoch um einen Tag erhoht. Die Einschrankung auf
ausschlieflich optimale Losungen ist notig, um die Vergleichbarkeit der verschiedenen Szenarien
sicherzustellen. Die Laufzeit der Optimierungslaufe kann vor dem Start der Simulation festgelegt

werden. Im Folgenden werden die zentralen Agenten der Simulation beschrieben.

Die Agenten Depot und Transporter spielen in der Simulation eine untergeordnete Rolle, da sie
lediglich dafiir sorgen, dass die Mikrodepots mit den Sendungen beliefert werden bzw. die Sen-

dungen bis zur Auslieferung aufbewahren. Daher wird auf eine detaillierte Beschreibung dieser
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Agenten verzichtet und stattdessen auf |Poeting et al. (2019¢) verwiesen. Der Agent Kunde ent-
spricht dem Empfénger einer Sendung und ist durch seine Adresse sowie ein Zeitfenster definiert.
Die Ubergabe der Sendungen an den Kunden kann ausschlieklich im festgelegten Zeitfenster erfol-
gen. Der Agent Mikrodepot lagert auch im Simulationsmodell die Sendungen. Zusétzlich werden
auch die nicht zugestellten Sendungen gelagert. Diese werden gezihlt und dienen der Ermittlung
des erreichten Servicegrads. In den folgenden zwei Unterkapiteln werden die Agenten Zustellrobo-
ter und Drohne sowie die Beschreibung der angepassten Optimierungsmodelle fiir diese Agenten
vorgestellt. Zusatzlich werden alternative Probleme und Loésungskonzepte beschrieben, die zum

Vergleich mit der hier dargestellten Problemstellung dienen.

7.1.1 Modellierung des Agenten Zustellroboter

Der Ablauf der Handlungen jedes Zustellroboters basiert auf seiner Auftragsliste. Diese Liste wird
mit dem Branch-and-Price-Algorithmus aus Kapitel [ berechnet. Eine beispielhafte Auftragsliste
fiir einen Zustellroboter ist in Tabelle [7.2| dargestellt. In der ersten Spalte sind die anzufahrenden
Knoten aufgelistet. Dabei sind d die Mikrodepots und ¢ die Kunden. In der zweiten Spalte sind
die Ankunftszeitpunkte an den Knoten angegeben, und in der letzten Spalte sind die Ladezeiten
an den Mikrodepots in Sekunden aufgefiihrt. Im Beispiel befindet sich der Roboter zu Beginn
am Mikrodepot dy und wechselt zu Beginn des Simulationstages zum Mikrodepot dy. Dieser
Wechsel erfolgt, um eine Startverteilung der Roboter auf die Mikrodepots zu realisieren, die
von der Optimierung berechnet wurde. Diese Umverteilung der Roboter ist notwendig, da die
Optimierung die Verteilung der Roboter des Vortages nicht in die Berechnung einbezieht. Nach
der Ankunft am Mikrodepot wird der Akku wieder vollstdndig aufgeladen und die Losung des
Branch-and-Price-Algorithmus wird ausgefiihrt. In der letzten Zeile ist das finale Mikrodepot
aufgefiihrt, das das Ende des Simulationstages fiir den Roboter markiert. An diesem Mikrodepot

wird der Akku wieder vollstandig aufgeladen.

Knoten | Ankunftszeitpunkt Ladezeit[s]

do - 0,0

d 06:05 131,25
c1 09:00 -

d 09:32 0,0

2 10:08 -

do 10:48 283,0
do 11:06 4440

co 13:07 -

dy 13:30 338,0

Tabelle 7.2: Beispielhafte Auftragsliste fiir einen Zustellroboter

Neben der Auftragsliste verfiigt jeder Roboter iiber ein Zustandsdiagramm, das die Handlungs-
moglichkeiten und Ubergéinge beschreibt. In Abbildung ist das Zustandsdiagramm fiir die
Zustellroboter dargestellt. Zu Beginn befindet sich der Agent im Zustand Warten in einem Mi-
krodepot. Von diesem Zustand aus gibt es drei Moglichkeiten:
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1. Laden des Akkus,
2. Wechsel des Mikrodepots,

3. Belieferung eines Kunden.

| Eingang —X» Beladung O Hinfahrt =
o>

=
B-

Abbildung 7.1: Zustandsdiagramm des Agenten Zustellroboter

Zu 1.: Das Laden des Akkus wird durch den Zustand Akku laden reprisentiert. Der Roboter
gelangt in diesen Zustand nach der Riickkehr in ein Mikrodepot und ladt fiir eine in der Auf-
tragsliste angegebene Dauer. Nach Ablauf der Ladezeit wechselt der Roboter zuriick in den
Zustand Warten.

Zu 2.: Der Wechsel des Mikrodepots ist im linken Abschnitt des Zustandsdiagramms abgebildet.
Der Ubergang in den Zustand Wechsel wird entweder durch zwei direkt aufeinanderfolgende Mi-
krodepots in der Auftragsliste des Zustellroboters oder durch die Umsetzung der Startverteilung
zu Beginn eines Simulationstags ausgeltst. In diesem Zustand bewegt sich der Roboter von einem

Mikrodepot zum néchsten.

Zu 3.: Die letzte Moglichkeit, den Zustand Warten zu verlassen, besteht in der Belieferung eines
Kunden. Der Ablauf der Zustellung einer Sendung ist im rechten Abschnitt des Zustandsdia-
gramms dargestellt. Der Startzeitpunkt am Mikrodepot kann anhand des Ankunftszeitpunkts
beim Kunden, der in der Auftragsliste aufgefiihrt ist, zuriickgerechnet werden. Im ersten Schritt
wird der Roboter im Zustand Beladung fiir eine vordefinierte Zeit mit der entsprechenden Sen-
dung im Mikrodepot beladen. Im Anschluss wechselt der Agent in den Zustand Hinfahrt und
fahrt zum Kunden. Beim Kunden angekommen, wird der Zustand Entnahme aufgerufen und der
Roboter wird fiir eine vordefinierte Zeit entladen. Im letzten Zustand Rickfahrt fihrt der Robo-
ter zuriick in ein Mikrodepot, welches der Auftragsliste entnommen wird. Bei den Fahrten zum
Kunden und zuriick zum Depot oder beim Depotwechsel verringert sich der Akku entsprechend
der Fahrzeit. Die Entladung des Akkus widhrend Wartezeiten oder bei der Be- und Entladung
des Roboters ist nicht abgebildet.

Damit ist die Vorstellung des Agenten Zustellroboter abgeschlossen. Es folgt die Beschreibung
weiterer Varianten des Problems, die mit der zuvor beschriebenen Problemstellung verglichen

werden sollen.
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7.1.2 Problemvarianten fiir Zustellroboter

Wie bereits zu Beginn des Kapitels dargelegt, besteht das Ziel darin, den Mehrwert der Opti-

mierung zu evaluieren. Im Folgenden werden daher zwei Problemvarianten nédher untersucht:

1. Feste Zuweisung der Roboter zu den Mikrodepots,

2. Einfache Ladestrategie.

Beide Varianten stellen Erweiterungen bzw. Modifikationen des Problems aus Kapitel 4] dar. Die

verwendeten Notationen orientieren sich an denen aus Kapitel [4]

Zu 1.: Diese Variante dhnelt dem Problem, das von [Poeting et al.| (2019a)) untersucht wurde.
Zu Beginn eines jeden Simulationstages wird entschieden, von welchem Mikrodepot aus wie viele
Zustellroboter fahren sollen, wobei die Roboter das Mikrodepot wéhrend des Tages nicht wechseln
diirfen. Ziel dieser Problemvariante ist es, einen Vergleich zu ermoglichen, der den Mehrwert der
Auflésung der festen Zuweisung evaluiert. Fiir die Umsetzung dieser Variante wird angenommen,
dass jedem Kunden das nachstgelegene Mikrodepot zugeordnet ist. Fiir jedes Mikrodepot wird
im Anschluss fiir jede Anzahl an Robotern eine optimale Losung berechnet, sodass insgesamt
m|D| Zielfunktionswerte gegeben sind. Dabei beschreibt m die Anzahl der Zustellroboter und
|D| die Anzahl der Mikrodepots. Zur Berechnung der Zielfunktionswerte kann der Branch-and-
Price-Algorithmus aus Kapitel [f] verwendet werden. Dazu wird die Menge der Kunden und der

Graph entsprechend angepasst.

Die optimale Verteilung der Zustellroboter auf die Mikrodepots lasst sich als folgendes ganzzah-
liges Programm formulieren. Sei dazu M = {0,1,2,...,m} die Menge der Zahlen von 0 bis m
und sei D die Menge der Mikrodepots. Die bindre Variable z;; gibt an, ob einem Mikrodepot
uj € D genau i € M Roboter zugewiesen sind. Der Koeffizient c¢;; représentiert die Anzahl an
erfolgreichen Zustellungen bei dieser Zuweisung. Damit lédsst sich die optimale Verteilung der

Roboter auf die Mikrodepots als das folgende IP formulieren:

maximiere Z Z CijZij (7.1)

i€M u;€D
w.d.N. Z Z izij <'m, (7.2)

i€M ujeD

Z Zij = 1 \4 u; € D, (7.3)

ieM

zij € {0,1} Vi€ M,u; € D. (7.4)

Die Zielfunktion (7.1) maximiert die Anzahl der Zustellungen. Die Nebenbedingung stellt
sicher, dass héchstens m Roboter auf die Mikrodepots verteilt werden. Mit den Nebenbedingun-
gen ([7.3) wird garantiert, dass jedem Mikrodepot genau eine spezifische Anzahl an Robotern
zugewiesen wird. Die Ganzzahligkeit der Entscheidungsvariablen wird durch Bedingung
sichergestellt.
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Nach der Berechnung der Verteilung der Zustellroboter auf die Mikrodepots erfolgt die Neuzu-
weisung der Roboter zu den Mikrodepots. Dabei wird die Verteilung des Vortags beriicksichtigt,
und die Roboter werden geméfs der Losung des IP neu zugewiesen. Im Anschluss werden die be-
rechneten Losungen an den Mikrodepots in der Simulation umgesetzt. Damit ist die Vorstellung

dieser Problemvariante abgeschlossen und es folgt die Diskussion der vereinfachten Ladestrategie.

Zu 2.: Um den Mehrwert der optimalen Ladezeit zu evaluieren, wird eine zusétzliche Problem-
variante eingefiihrt. In dieser Variante wird angenommen, dass die Akkus automatisch geladen
werden, sobald eine vordefinierte Nachladegrenze unterschritten wird. Allerdings diirfen die Ak-
kus auch erst ab diesem Ladestand geladen werden. Es wird angenommen, dass nur vollstandige
Ladezyklen moglich sind. Eine Ausnahme gilt zu Beginn und am Ende eines Simulationstages.
Damit ist garantiert, dass die Roboter den Tag mit einem vollstdndig geladenen Akku beginnen
und die Zuweisung zu Beginn des Tages umgesetzt werden kann. Zur Formulierung des Pro-
blems wird zur Vereinfachung angenommen, dass zwischen jedem Paar von Kunden hochstens
ein Mikrodepot angefahren wird. Dabei wird immer das Mikrodepot gewéhlt, das die Entfernung

zwischen den Kunden minimiert.

Im Folgenden wird ein MIP fiir das beschriebene Problem formuliert. Durch die vorgegebene Wahl
des Mikrodepots zwischen jedem Kundenpaar werden die Mikrodepots in der Formulierung im-
plizit berticksichtigt. Ein Dummy-Depot wird benétigt, das fiir jeden Kunden das néchstgelegene
Mikrodepot reprasentiert und gleichzeitig das erste und letzte Mikrodepot eines jeden Roboters
an einem Simulationstag darstellt. Sei V = {up} U {C} die Menge der Knoten, wobei vy das
Dummy-Depot und C' die Menge der Kunden ist. Die Bindrvariable x;;, mit u;, u; € V, ist gleich
eins, falls ein Roboter von Knoten w; nach u; féahrt. Die Variable ¢;, mit u; € C, beschreibt den
Belieferungszeitpunkt vom Kunden u; und die Variable A;, mit u; € C, beschreibt die Ladezeit
am Mikrodepot, das auf Kunde u; in der Lésung folgt. Die Variable §;, mit u; € C, beschreibt
den Ladestand des Akkus bei Ankunft beim Kunden u; und die Variable y; gibt an, ob an dem
Mikrodepot, das auf Kunde u; in einer Losung folgt, geladen wird. Der Parameter 7; bezeich-
net die Servicezeit an u; und « entspricht der Laderate der Roboter. Die Fahrzeit zwischen den
Knoten u; und wj, mit u;,u; € C, wird mit d;; bezeichnet und d; bezeichnet die Fahrzeit von u;
zu seinem néchstgelegenen Mikrodepot. Die Fahrzeit von Kunde u; zum Mikrodepot zwischen
den Knoten u; und u; wird mit Jij bezeichnet. Die Kapazitdt des Akkus wird mit B bezeichnet,
wihrend der Ladestand, ab dem aufgeladen werden muss, mit 3 angegeben ist. Damit ldsst sich

das MIP wie folgt formulieren:

maximiere Z Z Tij (7.5)

u; €C uJ‘GV
w.d.N. Y mi<1 Yu; € C, (7.6)

u; €V

Z (l‘ij — ZL‘J’Z‘) =0 A Uj; € C, (77)
u; €V

Z T <m. (7.8)

u; €C
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ti—i-Ti—F/\i—l-dij Stj—i-(l—xij)Ml Vui,uj e C, (7.9)

d; <t; Y u; € C, (7.10)

52‘ + a); — dij > ,3]' — (1 — xij)Mg A Ui, Uj € C, (7.11)

51' — Z Jijwij > é(l — yi) A4 U; € C, (7.12)
UjEC

ﬁ—(ﬂi— Z ciijxij)—l—BzB(l—yi) YV u; € C, (7.13)

U,jGC

Bi — Z Jijﬁij + a\; > By; YV u; €C, (714)
UjEC

Bi — Z Jl-jxij +al < B YV u; € C, (7.15)
UjEC

0< N < l/oszi Y u; € C, (7.16)

i € {0,1} Y (i,5) € A, (7.17)

y; € {0,1} YV u; € C, (7.18)

a; <t; < bi \4 U; € C, (7.19)

d; < ,31 < B —d; Vu; €C. (7.20)

Die Zielfunktion maximiert die Anzahl der belieferten Kunden. Die Nebenbedingungen (|7.6))
stellen sicher, dass jeder Kunde hochstens einmal beliefert wird. Die Flusserhaltung wird durch
die Nebenbedingungen ([7.7)) garantiert. Die Nebenbedingung begrenzt die maximale Anzahl
an Robotern auf m. Die Berechnung der korrekten Ankunftszeitpunkte zwischen zwei aufeinan-
derfolgenden Kunden wird mit den Nebenbedingungen sichergestellt. Hierbei beschreibt My
eine ausreichend grofte Zahl. Die Ungleichungen stellen sicher, dass der Ankunftszeitpunkt
bei einem Kunden mindestens der Fahrzeit vom néchstgelegenen Mikrodepot zum Kunden ent-
spricht. Die Forderungen an den Ladestand des Akkus sind mit den Nebenbedingungen
bis ([7.16|) abgebildet. Die Nebenbedingungen beschreiben das Verhéltnis der Ladestdnde
von Kunde w; zu Kunde u;, u;,u; € C, falls die beiden Kunden aufeinanderfolgen. Dabei be-
zeichnet My eine ausreichend grofie Zahl. Die Nebenbedingungen (|7.12)) stellen sicher, dass der
Ladestand des Akkus bei der Ankunft an einem Mikrodepot entweder grofer als 3 ist oder dass
eine Aufladung am Mikrodepot erforderlich ist. Die Nebenbedingungen stellen sicher, dass
an einem Mikrodepot nur geladen werden darf, wenn der Ladestand am Mikrodepot unterhalb
der Ladegrenze ist. Falls an einem Mikrodepot geladen werden muss, dann stellen die Nebenbe-
dingungen bis sicher, dass der Akku vollstindig geladen wird. Die Wertebereiche
der Entscheidungsvariablen werden mit den Bedingungen bis gesetzt.

Es ist zu beachten, dass der Ladevorgang am letzten Mikrodepot im MIP nicht beriicksichtigt
wird, da dieser fiir die Losung nicht relevant ist. Die Ladezeit nach dem letzten Kunden wird
manuell festgelegt. Diese entspricht einer vollstdndigen Aufladung des Akkus. Zusétzlich miissen
nach der Umsetzung der Startverteilung die Ladezeiten gesetzt werden, sodass jeder Roboter den
Simulationstag mit einem vollstdndig geladenen Akku beginnen kann. Damit ist die Beschreibung

der Problemvarianten abgeschlossen und die Vorstellung des Agenten Drohne erfolgt.
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7.1.3 Modellierung des Agenten Drohne

Die Vorstellung des Agenten Drohne gliedert sich in zwei Teile: Zunéchst wird beschrieben, wie die
Optimierungsalgorithmen aus Kapitel [§]an die Anforderungen der Simulation angepasst wurden.
Anschliefsend folgt die Darstellung, wie der Agent Drohne im Simulationsmodell technisch um-
gesetzt wurde. Die Modellierung basiert auf einer zweistufigen letzten Meile, im spéteren Verlauf
wird jedoch auch die Zustellung per Drohne ab dem Depot betrachtet. In diesem Fall ibernimmt
das Depot die Rolle des Mikrodepots, und die Sendungen verbleiben nach der Sortierung dort,

anstatt an einen Transporter {ibergeben zu werden.

Zur FErstellung einer Auftragsliste muss ein angepasstes Optimierungsproblem gelost werden,
das sich von der in Kapitel [5| beschriebenen Problemstellung unterscheidet. Statt den Energie-
verbrauch zu minimieren, wird nun primér die Anzahl der belieferten Kunden maximiert und
sekundir der Energieverbrauch minimiert. Diese Anderung der Zielstellung stellt sicher, dass
iiberhaupt eine Losung gefunden wird, da nicht mehr jeder Kunde zwingend beliefert werden

muss. Im Folgenden wird das angepasste Problem vorgestellt.

Das IP — aus Unterkapitel muss wie folgt umformuliert werden. Sei €2 die Menge
aller moglichen Sequenzen und C' die Menge der Kunden. Die Entscheidungsvariable z; ist gleich
eins, falls die Sequenz s € €2 ausgefiihrt wird, und null sonst. Der minimale Energieverbrauch fiir
die Ausfithrung der Sequenz s unter Verwendung der Funktion f sei cf(s). Der Koeffizient e;s
gibt an, ob der Kunde u; € C in der Sequenz s enthalten ist. Jeder belieferte Kunde reduziert
die Zielfunktion um cps, wobei gilt, dass capr > cf(s) fiir alle s € Q. Es stehen m Drohnen
zur Belieferung der Kunden zur Verfiigung. Das Problem lésst sich daher als das folgende IP

formulieren:

minimiere Z xs(cr(s) — Z CMEis) (7.21)

s€EC) u; €S

w.d.N. Z eists < 1 Y u e C, (7.22)
SEN
Dz <m, (7.23)
sS€ES)
zs € {0,1} Vs e (7.24)

Die Zielfunktion maximiert an erster Stelle die Anzahl der belieferten Kunden und mini-
miert fiir die grofite Anzahl an belieferten Kunden die dazu bendtigte Energie. Die Nebenbedin-
gungen stellen sicher, dass jeder Kunde in hochstens einer ausgewiahlten Sequenz vertreten
ist. Die Ungleichung garantiert, dass hochstens m Entscheidungsvariablen gewéhlt wer-
den. Die Ganzzahligkeit der Entscheidungsvariablen x,, s € 2, wird durch die Bedingungen

gewihrleistet.

Durch die Anpassung des IP muss auch das Pricing-Problem des Branch-and-Price-Algorithmus

angepasst werden. Sei dazu y* eine optimale Losung des DPs zum EMP. Die reduzierten Kosten
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einer zuldssigen Sequenz s € {2 ergeben sich wie folgt:

er(s,y") = ep(s) = 3 (ear + yf)eis — i

u; €S

Die optimale Losung des Pricing-Problems ergibt sich daher als ¢*(y*) = max.cq ¢¢(s,y*). Die
weiteren Anpassungen sind analog zur Beschreibung des Labeling-Algorithmus fiir das urspriing-
liche IP, wie im Unterkapitel beschrieben, und werden daher nicht im Detail erlautert. Der

neue Algorithmus wird im Folgenden als angepasster Branch-and-Price-Algorithmus bezeichnet.

Zur Berechnung der Auftragsverteilung der Sendungen auf die Drohnen sowie der entsprechen-
den Reihenfolgen und Geschwindigkeiten kann der angepasste Branch-and-Price-Algorithmus
verwendet werden. Dabei sollte zwischen je zwei Kunden das Mikrodepot gewéhlt werden, das

die Entfernung minimiert, da die Entfernungen nicht restriktiv sind.

Die Losung des Branch-and-Price-Algorithmus wird als Auftragsliste dargestellt. Ein Beispiel
zeigt Tabelle Spalte eins enthélt die anzufahrenden Knoten (d fiir Mikrodepots, ¢ fiir Kun-
den), Spalte zwei die Ankunftszeiten und Spalte drei die Abfluggeschwindigkeiten. Im Beispiel
startet die Drohne am Mikrodepot dy und wechselt zur Startverteilung nach di, wobei sie mit
energieoptimaler Geschwindigkeit fliegt (geméf Modell aus Unterkapitel . Der anschliefsende
Zustellflug zeigt, dass Hin- und Riickflug mit minimalem Energieverbrauch erfolgen, da erste

Zeitfenster und Depot-Schlusszeit als nicht restriktiv angenommen werden.

Knoten | Ankunftszeitpunkt Geschwindigkeit [km/h]

do - 72,4
dy 06:15 72,4
c1 09:00 90,0
dy 09:32 90,0
c2 10:08 80,0
do 10:48 80,0
c2 13:07 72,4
dy 13:30 -

Tabelle 7.3: Beispielhafte Auftragsliste fiir eine Paketdrohne

Anschliefsend wird die Implementierung des Agenten Drohne in der Simulation beschrieben. Die
moglichen Handlungen werden in einem Zustandsdiagramm beschrieben, das in Abbildung
dargestellt ist. Das Zustandsdiagramm der Drohne weist im Vergleich zu den Zustellrobotern
mehr Zustdnde auf, wobei die Grundfunktionen jedoch &dhnlich sind. Auch die Drohne befindet
sich zu Beginn im Zustand Warten. Ausgehend von diesem Zustand gibt es fiir den Agenten drei
Moglichkeiten:

1. Wechsel des Akkus,
2. Wechsel des Mikrodepots,

3. Belieferung eines Kunden.
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Zu 1.: Der Zustand Akkutausch erfolgt bei jeder Riickkehr ins Mikrodepot. Der Akku wird in

Beladung

| Eingang
s

(o Jose

Schweben
und Landen

Abbildung 7.2: Zustandsdiagramm des Agenten Drohne

konstanter Zeit gewechselt, sodass jeder Flug mit vollem Akku beginnt.

Zu 2.: Der Zustand Wechsel wird nur zu Beginn eines Simulationstages aufgerufen und setzt die

Startverteilung der Optimierung um. Er umfasst Aufstieg, Flug, Schweben und Laden am neuen

Mikrodepot. Der Energieverbrauch wird vom Simulationsmodell erfasst.

Zu 3.: Fiir die Belieferung eines Kunden durchlauft die Drohne nacheinander die Zustinde Be-
ladung, Aufsteigen, Hinflug, Schweben und Landen, Entnahme sowie die gleichen Zustédnde in
umgekehrter Reihenfolge fiir den Riickflug. Geschwindigkeit und Zielknoten lassen sich der Auf-
tragsliste entnehmen. Nach Riickkehr ins Mikrodepot erfolgt ein Akkuwechsel. Der Energiever-
brauch wird in der Simulation erfasst. Abbildungvisualisiert die Zusténde iiber Zeit (x-Achse)

und Flughohe (y-Achse).

Flughdhe
Hinflug Riickflug
Aufsteigen Schweben Aufsteigen Schweben
Beladung Landen Landen Akkutausch
Mikrodepot Kunde Mikrodepot

Abbildung 7.3: Flugmuster einer Paketdrohne (Kirschstein, [2020)

Zeit
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7.1.4 Problemvarianten fiir Paketdrohnen

Zur Evaluierung des Mehrwerts eines optimierten Zustellnetzwerks mit Paketdrohnen wird eine
alternative Problemvariante untersucht. In dieser Variante wird angenommen, dass die Flug-
geschwindigkeiten diskret verteilt sind und lediglich eine begrenzte Anzahl von moglichen Ge-

schwindigkeiten betrachtet wird.

Die Notation folgt Kapitel [5] Die Diskretisierung der Geschwindigkeiten hat den Vorteil, dass
sich ein einfaches, lineares MIP formulieren lasst. Der Nachteil dieser Annahme ist, dass die
Drohnen gegebenenfalls nicht mit der optimalen, sondern nur mit der néchsthoheren verfiig-
baren Geschwindigkeit fliegen miissen. Der Grad der Diskretisierung entscheidet, wie weit die

verfligbaren Geschwindigkeiten von den optimalen abweichen.

Sei ® die Menge der Geschwindigkeiten und v; € ® eine beliebige Geschwindigkeit. Es wird
ein Dummy-Depot genutzt, das dem ersten und letzten Mikrodepot einer jeden Paketdrohne
an einem Simulationstag entspricht. Sei V' = {ug} U C' die Menge der Knoten, die sich aus der
Menge der Kunden C' und dem Dummy-Depot ug zusammensetzt. Die binédre Variable xéj, fiir
u;,uj € V,und vy € @, ist eins, falls eine Paketdrohne von Knoten u; nach u; mit Geschwindigkeit
vy fliegt. Die kontinuierliche Variable t; beschreibt den Belieferungszeitpunkt des Kunden ;. Das
Zeitfenster von Kunde u; ist [a;, b;]. Der Energieverbrauch von Knoten u; nach u; € V' mit einer
Geschwindigkeit v; € ® wird durch d;;f(v;) beschrieben, wobei d;; die Distanz zwischen den
Knoten und f die Kostenfunktion ist. Jeder belieferte Kunde reduziert die Zielfunktion um cyy,
wobei ¢y so gewahlt wird, dass es grofer als der gesamte Energieverbrauch einer Losung ist.

Damit lasst sich diese Problemvariante als das MIP folgende formulieren:

minimiere Z Z dijf(vl)xﬁj - Z Z Z cM:cﬁj (7.25)

ui,u; €V v €P u; €V u;eC v ed
w.d.N. Yo al<t YujcC, (7.26)
u, €V v ed
Z Z xél - :réj =0 Vu eC, (7.27)
u; €V v ed
Z Z zh, < m, (7.28)
u; €C v €P
ti + 1 + Z xéjdij/vl <t;+ (1-— Z xéj)Mg YV ui,uj € C, (7.29)
v €P v, €D
l l
v eP v €D
a; <t; <b; Y u; € C, (731)
al; € {0,1} Y ui,uj € V,u € @, (7.32)

Die Zielfunktion (|7.25) maximiert als priméres Ziel die Anzahl der belieferten Kunden und mini-
miert als sekundéres Ziel den Energieverbrauch der Paketdrohnen. Die Nebenbedingungen ([7.26))

stellen sicher, dass jeder Kunde héchstens einmal besucht wird. Die Nebenbedingungen (|7.27))
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garantieren die Flusserhaltung. Die Nebenbedingung stellt sicher, dass hochstens m Pa-
ketdrohnen vom Dummy-Depot aus starten. Die Nebenbedingungen ((7.29) garantieren, dass die
Belieferungszeitpunkte zweier aufeinanderfolgender Kunden korrekt gesetzt werden. Dabei stellt
M3 eine ausreichend grofse Zahl dar. Der Belieferungszeitpunkt des ersten Kunden jeder Tour
wird durch die Nebenbedingungen festgelegt. Die Bedingungen (7.31)) und (7.32)) legen die

Grenzen der Variablen fest. Damit ist die Betrachtung der Problemvarianten abgeschlossen.

7.1.5 Verifikation des Simulationsmodells

Fiir das Simulationsmodell ist es erforderlich, die Korrektheit des Gesamtsystems sicherzustellen.
Dabei wird zwischen den Optimierungsalgorithmen und dem Simulationsmodell unterschieden,
das die Ergebnisse der Optimierung umsetzt. Die Korrektheit der Optimierungsalgorithmen wird
durch zwei unabhéngige Verifikationen sichergestellt. Zum einen dient der Vergleich der Algo-
rithmen aus Kapitel [f] der Verifizierung, zum anderen wurden im Simulationsmodell zusétzliche
Routinen implementiert, die die Korrektheit einer Losung der Optimierung iiberpriifen. In Kapi-
tel@wurde der Branch-and-Price-Algorithmus aus Kapitelmit dem MIP — verglichen
und der Branch-and-Price-Algorithmus aus Kapitel | wurde mit Ergebnissen aus der Literatur
verglichen. In beiden Féllen wurden die gleichen optimalen Zielfunktionswerte ermittelt. Da-
her kann davon ausgegangen werden, dass die Optimierungsalgorithmen korrekt sind. In der
Simulation wurden in die Zustandsdiagramme der Agenten Zustellroboter und Drohne zeitliche
Uberpriifungen integriert, die die Ankunftszeiten an den Mikrodepots und bei den Kunden mit
den Ergebnissen der Optimierung vergleichen und etwaige Abweichungen aufzeigen. Dadurch
kann neben der korrekten Synchronisierung der Optimierung mit dem Simulationsmodell auch
die zeitliche Zuldssigkeit einer Losung gewéhrleistet werden. Dies gilt ebenfalls fiir den Ladestand

der Zustellroboter.

Zur Sicherstellung der korrekten Funktionsweise des Simulationsmodells wurden alle Modellkom-
ponenten einzeln auf ihre Korrektheit iiberpriift. Dabei wurde tiberpriift, ob die Komponenten
den festgelegten Anforderungen entsprechen. Zur Identifikation von Fehlern im Modell kam die
Methode der Animation zum Einsatz. Dabei wird die grafische Darstellung des Modells betrach-
tet. Aus den Beobachtungen kénnen iiber kurze Phasen Beurteilungen tiber die Korrektheit der
ablaufenden Prozesse getroffen werden (Rabe et al. 2008, S. 95f.) und (Law), 2014, S.252). Zur
Begutachtung des Modells wurde die Animation der Prozesse zweidimensional aufbereitet. Zu-
sétzlich ist es moglich, die Wege der Transportmittel im Modell anzuzeigen. Dies erleichtert die
Nachvollziehbarkeit des Prozessdurchlaufs. Zudem werden alle Prozessschritte aufgezeichnet und
nach Abschluss der Simulation in einer separaten Datei gespeichert. Dies ermdglicht die Trace-
Analyse, die die Uberpriifung der korrekten Bewegung der Agenten durch das System erlaubt
(Rabe et all 2008, S. 97,104f.).
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7.2 Experimente und Ergebnisse

Im Folgenden werden die Annahmen des Simulationsmodells erldutert. Die Paketzustellung mit-
tels Zustellrobotern und Paketdrohnen wird in der Stadt Koln simuliert. Die Verteilung der
Sendungen auf die Stadtgebiete basiert auf den Daten des sogenannten Paketradars, das vom
Paketdienstleister Hermes Germany GmbH veroffentlicht wurde (Bertram), 2018)). Die Daten lie-
fern Informationen zur Sendungsmenge auf Stadtteilebene fiir den Zeitraum von November 2015
bis Oktober 2016. Zusétzlich wurde von der Stadt Koln ein Strafsenverzeichnis mit allen Strafen
und Hausnummern zur Verfiigung gestellt. Damit ldsst sich die Verteilung der Sendungen auf
die Adressen simulieren. Zur Vereinfachung wird angenommen, dass die Empfinger in einem
Zustellgebiet gleichméfig iiber die Adressen und Hausnummern verteilt sind. Die Standorte der
Mikrodepots entsprechen realen Hermes-Paketshops. Es wird angenommen, dass die Mikrode-
pots zwischen 6 und 18 Uhr gedffnet sind. Die Zeitfenster der Kunden beginnen frithestens um 9
Uhr und enden spatestens um 15 Uhr. Dies gewahrleistet, dass der Weg zum Kunden sowie der
Riickweg nicht durch die Offnungszeiten der Mikrodepots eingeschriinkt werden. Der zeitliche
Ablauf eines Simulationstags wird in Abbildung [7.4] dargestellt.

00:00 -— Annahmestopp fiir Sendungen fiir den Simulationstag

Erstellung der Auftragslisten fiir Roboter /Drohnen

06:00 Beladung des Transporters am Depot
’ Zuweisung der Roboter /Drohnen zu Mikrodepots

07:00 ~

T

Abfahrt des Transporters vom Depot

Belieferung der Mikrodepots

09:00 ~+  Frihester Belieferungszeitpunkt eines Kunden

Belieferung der Kunden

15:00 Spétester Belieferungszeitpunkt eines Kunden

24:00 —  Ende des Simulationstags

Abbildung 7.4: Zeitlicher Ablauf eines Simulationstages
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Um Mitternacht erfolgt der Aufnahmestopp fiir Sendungen fiir den neuen Simulationstag. Jede
generierte Sendung hat eine Adresse und ein Zeitfenster. Zwischen 0:00 und 6:00 Uhr wird die
Losung fiir die Auslieferung der Sendungen mit den Robotern und Drohnen berechnet. In diesem
Zeitraum werden die Optimierungsprobleme der Unterkapitel [7.1.1] bis gelost. Um 6 Uhr
wird die Startverteilung gem&f der Optimierung umgesetzt. Dazu bewegen sich die Roboter
und Drohnen zu ihren jeweils zugewiesenen Mikrodepots. Zeitgleich beginnt um 06:00 Uhr die
Beladung des Transporters im Depot und um 07:00 Uhr erfolgt die Abfahrt des Transporters
in das Zustellgebiet. Die Sendungen werden auf die Mikrodepots verteilt. Zur Minimierung der

Fahrtstrecke wird fiir die Tour des Transporters das Handlungsreisenden-Problem gelost.

Nach erfolgreicher Verteilung der Sendungen auf die Mikrodepots erfolgen die Zustellungen an die
Kunden. Es ist anzumerken, dass der fritheste und spéteste Belieferungszeitpunkt eines Kunden
durch den Benutzer der Simulationssoftware eingestellt werden kann. Der Dropfaktor betragt fiir

beide Transportmittel 1,0.

Nach der Zustellung der jeweiligen letzten Sendung féahrt jeder Roboter beziehungsweise jede
Drohne zum Mikrodepot, das am néchsten am letzten Kunden liegt. Dort wird der Akku wieder
vollstandig geladen oder getauscht und der néchste Simulationstag abgewartet. Parallel zu den

Zustellungen werden die Sendungen fiir den folgenden Simulationstag generiert.

Jeder Simulationslauf umfasst 15 aufeinanderfolgende Simulationstage. An jedem Simulationstag
wird die gleiche Anzahl an Sendungen erzeugt und versucht zuzustellen. Es ist anzumerken, dass
die Anzahl der Sendungen pro Tag vom Nutzer eingestellt werden kann. Die Zeitfenster der
Kunden sind gleichméfig iiber den Tag verteilt. Alle Zeitfenster haben die gleiche Lénge. Auch

diese kann vom Nutzer festgelegt werden.

Fiir alle durchgefiihrten Experimente werden verschiedene Schliisselkennzahlen betrachtet, die
die Giite der gefundenen Losung bewerten. Dazu zéhlen beispielsweise der erreichte Servicegrad,
die Auslastung der Zustellroboter und Drohnen, die zuriickgelegte Distanz des Transportmittels
sowie die verbrauchte Energie. Der Servicegrad berechnet sich als Verhéltnis der Summe der
erfolgreich durchgefiihrten Zustellungen zur Gesamtzahl der Sendungen. Die Auslastung wird

wie folgt berechnet:

Summe der aktiven Zeiten der Roboter/Drohnen
#Roboter/Drohnen - (spéteste Riickkehr — fritheste Abfahrt)’

Auslastung = (7.33)

Der Zahler beschreibt die Summe der Zeiten, in denen die Transportmittel nicht im Zustand
Warten oder Wechsel sind. Dazu zahlen das Fahren, Laden, die Be- und Entladung. Im Nenner
wird die Anzahl der Roboter und Drohnen mit der maximal méglichen Beschéftigungszeit multi-
pliziert. Die maximal mogliche Beschéftigungszeit entspricht der Differenz zwischen der spitesten
Riickkehr zu einem Mikrodepot und dem frithesten Abfahrtszeitpunkt von einem Mikrodepot.
Die Auslastung stellt nur eine untere Schranke dar, da der Zeitpunkt der spéatesten Riickkehr
und der frithesten Abfahrt von jedem Roboter bzw. jeder Drohne abhéingt. Diese Ungenauigkeit

gleicht sich jedoch fiir viele Empfanger aus, da die Zeitfenster gleichméfig verteilt sind.

124



7.2. Experimente und Ergebnisse

7.2.1 Ergebnisse fiir Zustellroboter

Die Zustellroboter werden auf Basis der Daten des Herstellers Starship Technologies simu-
liert (Schweizerische Post AG|2017). Die maximale Geschwindigkeit des Roboters betragt 6 km/h.
Es wird eine durchschnittliche Geschwindigkeit von 3,6 km/h (1 m/s) angenommen. Die Kapazi-
tét des Akkus betrdgt 8.000 mAh und die Leistung betréigt 148 Wh. Es wird davon ausgegangen,
dass 60 % der angegebenen Kapazitit genutzt werden konnen. Dies bedeutet, dass die unte-
ren und oberen 20% als Reserve verbleiben. Diese Maknahme dient einerseits der Langlebigkeit
des Akkus und andererseits als Reserve fiir unerwartete Situationen. Der Energieverbrauch beim
Fahren betrdgt 4.800 mA. Daraus ergibt sich eine maximale Reichweite des Roboters von 3,6 km.
Der Energieverbrauch wéihrend der Be- und Entladung des Roboters sowie sonstige Verbrauche
werden vernachléssigt. Die Beladung am Mikrodepot wird auf 3 Minuten geschétzt, wihrend
fiir die Entnahme der Sendung beim Empfinger 7 Minuten veranschlagt werden. Laut Starship
Technologies betrigt die Ladezeit fiir eine vollstdndige Ladung des Akkus 45 Minuten. Fiir die
reduzierte Kapazitét ergibt sich daraus eine maximale Ladezeit von etwa 27 Minuten. Somit
sind alle relevanten Daten zur Abbildung der Zustellroboter eingefiihrt. Im néchsten Abschnitt

werden das Zustellgebiet sowie die erzielten Ergebnisse beschrieben.
Vergleich feste und flexible Zuweisung zu den Mikrodepots

In diesem Experiment wird der Einfluss einer flexiblen Zuweisung der Roboter zu den Mikro-
depots untersucht. Die Ergebnisse der beschriebenen Problemstellung werden mit denen der
Problemvariante mit fester Zuweisung verglichen. Eine detaillierte Erlauterung dieser Problem-
variante ist in Unterkapitel zu finden. Die Untersuchung umfasst zwei Szenarien: eines mit
zwei Mikrodepots und vier Zustellrobotern sowie eines mit fiinf Mikrodepots und fiinf Zustellro-
botern. In beiden Szenarien liegen die Zeitfenster im Zeitraum zwischen 9 Uhr und 15 Uhr mit

einer einheitlichen Lange von 30 Minuten.
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Abbildung 7.5: Zustellgebiet im Stadtteil Altstadt Siid mit 2 Mikrodepots
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Fiir das erste Szenario wird als Zustellgebiet die Kolner Altstadt Siid (siehe Abbildung
betrachtet. Dieser Stadtteil hat eine Fliche von 2,36 km?. Die Mikrodepots sind gleichmiRig
iiber das Zustellgebiet verteilt. Die Anzahl der Kunden variiert in diesem Experiment zwischen
20 und 48, wobei eine Schrittweite von zwei Kunden gewédhlt wurde. Fiir jede feste Anzahl
von Kunden werden 20 Simulationsldufe durchgefiihrt. Damit ergibt sich eine Gesamtzahl von
600 Simulationsldufen fiir das Experiment. Die Anzahl der Roboter ist auf vier festgelegt. Die
Ergebnisse des Experiments sind in Abbildung zusammengefasst. Die Abbildung beschreibt
die Entwicklung des Servicegrads in Abhéngigkeit von der Kundenanzahl. Der Servicegrad ergibt
sich dabei als Durchschnitt der 20 Laufe.

Der Graph zeigt, dass eine Erhéhung der Kundenanzahl, unabhéngig von der Variante, zu einer
Verringerung des Servicegrads fiihrt. Zusétzlich ist ersichtlich, dass die Aufhebung der Zuwei-
sung zu den Mikrodepots zu einer signifikanten Steigerung des Servicegrads fiihrt. Dies deutet
darauf hin, dass die Verteilung der Auftridge auf die Zustellroboter ohne feste Zuweisung effizi-
enter ist. Im Durchschnitt steigt der Servicegrad um 3,3 %. Auch die Auslastung der Roboter ist
ohne feste Zuweisung zu den Mikrodepots hoher. Beispielsweise liegt fiir 48 Kunden die Auslas-
tung bei durchschnittlich 96 %, wihrend sie im Fall einer festen Zuweisung bei 90,4 % liegt. Im
Durchschnitt steigt die Auslastung durch die Aufhebung der festen Zuweisung iiber alle Kunden-
anzahlen hinweg um 8,9 %. Dies zeigt, dass die Roboter ohne feste Zuweisung zu den Mikrodepots

besser ausgelastet werden koénnen.
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Abbildung 7.6: Servicegrade fiir vier Zustellroboter mit und ohne fester Zuweisung zu den Mi-
krodepots

Im Fall ohne feste Zuweisung wurden 50,3 % der Sendungen vom siidlicheren Mikrodepot und
49,7 % vom nordlichen Mikrodepot geliefert. Nach der Belieferung eines Kunden wird durch-
schnittlich in 15,66 % der Falle ein anderes Mikrodepot angesteuert. Zusétzlich werden in 0,06 %
der Depot-Pfade beide Depots zwischen zwei aufeinanderfolgenden Kunden angefahren. Im Fall
mit fester Zuweisung zu den Mikrodepots liegt die Verteilung der Sendungen auf die Mikrodepots
bei 50,1 % und 49,9 %.
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Fiir das zweite Experiment wird die gesamte Altstadt von Koln (Altstadt Siid und Nord) betrach-
tet, die eine Gesamtfliiche von 4,82 km? umfasst. In diesem Experiment werden fiinf Mikrodepots
gleichméfig auf das Zustellgebiet verteilt. Das Zustellgebiet sowie die Verteilung der Mikrodepots

sind in Abbildung [7.7] dargestellt.
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Abbildung 7.7: Zustellgebiet in den Stadtteilen Altstadt Nord und Siid mit 5 Mikrodepots

Die Kundenanzahl variiert zwischen 30 und 54 mit einer Schrittweite von zwei Kunden, mit
20 Simulationslaufen pro Kundenanzahl. Insgesamt ergeben sich 520 L&ufe bei konstant fiinf

Robotern. Abbildung[7.8| zeigt den durchschnittlichen Servicegrad beider Varianten in gewohnter
Darstellungsweise.

Mit zunehmender Kundenanzahl sinkt der Servicegrad. Durch die Aufhebung der festen Zuwei-
sung zu den Mikrodepots steigt der Servicegrad im Schnitt um 14 % und die Roboterauslastung
um 33,5 %. Auch in diesem Experiment verbessert sich somit beides deutlich.

Ohne feste Zuweisung ist die Sendungsverteilung auf die Mikrodepots nahezu gleichméafig (19-22 %),
bei durchschnittlich 36,1 % Depotwechseln nach einer Zustellung. Zusatzlich gilt, dass 0,24 %

aller Depot-Pfade mehr als ein Depot umfassen. Auch mit fester Zuweisung ist die Verteilung
ausgeglichen (19-21,3 %).

Insgesamt lasst sich anhand der beiden Experimente zeigen, dass die Aufhebung der festen Zuwei-
sung zu den Mikrodepots den Servicegrad deutlich steigert. Zusétzlich ldsst sich die Auslastung
der Zustellroboter fiir eine feste Anzahl an Kunden deutlich verbessern. Im néchsten Experiment

wird der Vorteil einer optimierten Ladestrategie ndher untersucht.
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Abbildung 7.8: Gegeniiberstellung des Servicegrads mit fiinf Zustellrobotern und 30 bis 54 Kun-
den mit und ohne fester Zuweisung zu den Mikrodepots

Ergebnisse der Optimierung der Ladezeit

Im folgenden Experiment werden die optimalen Ladezeiten mit der Variante mit festgelegten
Nachladegrenzen verglichen. In dieser Strategie ist es nur moglich, einen Zustellroboter bei Un-
terschreitung eines vordefinierten Ladestands zu laden. Dabei diirfen ausschliefslich vollstéandige
Ladevorginge durchgefiihrt werden. Im vorangegangenen Abschnitt wurde gezeigt, dass die Auf-
hebung der festen Zuweisung zu den Mikrodepots einen groffen Einfluss auf den Servicegrad hat.
Um die verschiedenen Strategien besser vergleichen zu kénnen, wird die Anzahl der Mikrodepots
auf eins begrenzt. Hierdurch soll sichergestellt werden, dass Nebeneffekte, die durch die Wahl des
Mikrodepots entstehen, eliminiert werden. Als Zustellgebiet wird der Kolner Stadtteil Bayenthal
gewdhlt, der im Siiden von Koéln liegt und eine nahezu rechteckige Form aufweist (siche Abbil-
dung . Das Zustellgebiet umfasst rund 1,28 km?. Das gewiihlte Mikrodepot liegt im Zentrum
des Stadtteils.

Das Experiment wird mit drei Robotern durchgefiihrt, wobei die Anzahl der Sendungen zwischen
10 und 32 variiert und eine Schrittweite von zwei Kunden verwendet wird. Die Zeitfenster der
Kunden liegen im Zeitraum zwischen 9 und 15 Uhr und die Lénge der Zeitfenster betrégt 20
Minuten. Die optimale Ladestrategie wird mit der optimalen Losung des Modells —
verglichen. Dabei wurden drei verschiedene Nachladegrenzen getestet, namlich 25 %, 50 % und
75 %. Dies bedeutet beispielsweise, dass der Roboter den Akku am Mikrodepot ab einem Lade-
stand von 50 % wieder vollstindig aufladen muss. Allerdings darf das Nachladen auch erst ab
50 % erfolgen. Die maximale Ladezeit betragt 27 Minuten. Dementsprechend liegen die Ladezei-
ten bei den jeweiligen Nachladegrenzen bei 20,25 Minuten, 13,5 Minuten und 6,75 Minuten. Fiir
jede Kombination aus Kundenanzahl und Variante werden 20 Simulationsldufe durchgefiihrt.
In Summe werden fiir das Experiment 960 L&ufe durchgefiihrt. Damit ist die Vorstellung der

Parameter abgeschlossen und es folgt die Diskussion der erzielten Ergebnisse.
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Abbildung 7.9: Zustellgebiet im Stadtteil Bayenthal mit einem Mikrodepot

Zunichst werden die erreichten Servicegrade fiir die verschiedenen Varianten und Kundenan-

zahlen verglichen. Die Ergebnisse der Experimente sind in Abbildung zusammenfassend
dargestellt. Die Abbildung ist analog zu den vorherigen aufgebaut. Der Servicegrad fiir die op-

timale Berechnung der Ladezeiten ist dabei durch eine durchgezogene Linie gekennzeichnet. Die

Punkt-Strich-Linien gekennzeichnet.

Servicegrade fiir die Ergebnisse mit Nachladegrenzen sind durch gestrichelte, gepunktete und
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Abbildung 7.10: Servicegrade fiir verschiedene Kundenanzahlen und Ladestrategien

Der Graph zeigt, dass die Variante mit optimierten Ladezeiten alle drei Nachladegrenzen iiber-

trifft. Fiir die festen Nachladegrenzen gilt, dass eine Grenze von 25 % zu den besten Ergebnissen

fithrt. Im Durchschnitt steigt der Servicegrad durch die Optimierung der Ladezeiten um 1,7 %.
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Dabei féllt auf, dass die Steigerung des Servicegrads mit steigender Kundenanzahl auch steigt.
Beispielsweise liegt sie fiir 32 Kunden bei 4,2 %. Allerdings zeigt sich, dass die Steigerung dieser
Kennzahlen nicht so ausgeprégt ist wie bei der Aufhebung der festen Zuweisung zu den Mikro-

depots.

Im Folgenden werden fiir die grofte Kundenanzahl die Ladezeiten detaillierter untersucht. Die
Haufigkeiten der verschiedenen Ladezeiten sind in Histogrammen dargestellt. Histogramm
zeigt die Haufigkeiten der optimierten Ladezeiten. Im Vergleich dazu zeigt Histogramm
die Verteilung der Ladezeiten fiir die drei Nachladegrenzen. Die einzelnen Klassen haben eine
Breite von einer Minute, und die Anzahl der Elemente pro Klasse wird angegeben. Den Histo-
grammen liegen fiir jede Variante bzw. Nachladegrenze 20 Simulationslédufe mit 15 Simulations-
tagen zugrunde. Die Ladevorgénge am Ende des Simulationstages wurden in den Histogrammen
nicht berticksichtigt, da sie vom Modell restriktiv vorgegeben sind und nicht direkt durch die Op-
timierung beeinflusst werden kénnen. Es ist zu beachten, dass zu Beginn des Tages kein Wechsel

des Mikrodepots stattfinden kann, weshalb diese potentiellen Ladezeiten entfallen.

Zuniéchst wird das Histogramm beschrieben. Die Stichprobengrofe umfasst 4.607 Da-
tenpunkte. Ein Roboter 14dt durchschnittlich 5,12-mal téglich den Akku am Mikrodepot, bzw.
6,12-mal, wenn man die Ladung am FEnde des Tages hinzuzieht. Die Daten sind asymmetrisch
und weisen eine rechtsschiefe Verteilung auf. Die durchschnittliche Ladezeit betragt etwa 9 Mi-
nuten. Ein Ausreifser mit 143 Datenpunkten tritt bei einer Ladedauer von 27 Minuten auf. Dies
sind vollstdndige Ladevorgénge. Der Grund hierfiir liegt darin, dass die Losung auf Algorith-
mus [2] basiert. Dabei wird stets die minimale Ladezeit und -menge verwendet. Aufser es liegen
Wartezeiten vor, dann werden diese zum Laden genutzt. Dadurch entsteht diese Héufung. In

60,8 % der Falle wird nach der Zustellung bei einem Kunden ein Ladevorgang durchgefiihrt.

Bei der Betrachtung des Histogramms [7.11(b)| ist es offensichtlich, dass die drei Nachladegren-
zen eingehalten werden. Die Stichprobengrofe betragen 1.724 (25 %), 2.470 (50 %) und 4.463
(75 %). Somit laden die Roboter bei einer Ladegrenze von 25 % durchschnittlich 1,92-mal téglich

und 4,96-mal bei einer Nachladegrenze von 75 %. Im Durchschnitt wird bei der Riickkehr zum
Mikrodepot in 29,8 % (25 %), 38,6 % (50 %) bzw. 62,9 % (75 %) der Fille der Akku geladen.

Im Folgenden wird der Verlauf des Ladestandes iiber einen Simulationstag fiir die optimale La-
destrategie betrachtet. Hierzu wurde eine Simulation mit 20 Kunden und einem Roboter durch-
gefiihrt. Der Verlauf des Ladezustands ist in Abbildung [7.12] dargestellt. Auf der x-Achse ist die
Uhrzeit und auf der y-Achse der Ladezustand in mAh abgebildet. Die verschiedenen Aktivitaten
des Roboters werden durch unterschiedliche Linienarten visualisiert. Die Be- und Entladung des
Roboters wird durch eine durchgezogene Linie, das Fahren durch eine gepunktete Linie, das La-
den durch eine Strich-Punkt-Linie und das Warten durch eine gestrichelte Linie visualisiert. Die

Reserven des Akkus sind durch graue Bereiche gekennzeichnet.

Die Abbildung zeigt, dass der Ladestand wéhrend der Fahrt linear abnimmt und wahrend der
Ladevorgéinge linear zunimmt. Im Untersuchungszeitraum 1adt der Zustellroboter den Akku fiinf-

mal am Mikrodepot und beliefert insgesamt elf Kunden. Vor der ersten Auslieferung wartet der
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(b) Ladezeiten fiir 32 Kunden, drei Zustellroboter und drei Nachladegrenzen

Abbildung 7.11: Gegeniiberstellung der Ladezeiten fiir verschiedene Ladestrategien

Roboter im Mikrodepot. Weitere Wartezeiten treten um 10 Uhr, zwischen 13 und 14 Uhr sowie
nach 15 Uhr auf. Es ist ersichtlich, dass diese Zeitrdume zum Laden des Akkus genutzt werden.
Damit ist die Analyse des Mehrwerts der Optimierung abgeschlossen. Im néchsten Abschnitt

werden die Simulationsergebnisse detaillierter betrachtet.
Paketzustellung in der Innenstadt von Ko6ln mit Zustellrobotern

In diesem Abschnitt wird die Paketzustellung durch Zustellroboter in der Innenstadt von Kéln
eingehender analysiert. Das Ziel dieser Untersuchung besteht darin, die Simulation zu verwenden,
um Erkenntnisse iiber die letzte Meile der Paketzustellung mittels Zustellrobotern zu gewinnen.

Dazu wird zunéchst das Basisszenario vorgestellt. Im Anschluss erfolgt eine Variation der Para-
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Abbildung 7.12: Verlauf des Ladestandes eines Zustellroboters zwischen 9 und 15 Uhr

meter des Basisszenarios. Es wird untersucht, welchen Einfluss die Anpassung der Zeitfensterlan-
gen und die Anzahl der Mikrodepots haben. Fiir die verschiedenen Parameter werden jeweils 100
Simulationslaufe durchgefiihrt. Die Zeitfenster der Kunden liegen in einem Zeitraum zwischen 9

und 15 Uhr. Als Zustellgebiet wird die komplette Innenstadt der Stadt Koéln betrachtet.

Das Basisszenario entspricht dem Szenario des zweiten Experiments, jedoch ohne feste Zuweisung
zu den Mikrodepots. Es kommen fiinf Zustellroboter und fiinf Mikrodepots zum Einsatz. Abbil-
dung zeigt die Verteilung der flinf Mikrodepots in der Innenstadt sowie die Aufteilung der
Sendungen auf diese Mikrodepots. Die Zeitfensterlange der Kunden betrigt eine halbe Stunde.
Die Anzahl der Sendungen wird so gewéhlt, dass ein durchschnittlicher Servicegrad von mehr
als 95 % erreicht wird. Zur Berechnung der maximalen Anzahl an Sendungen werden fiir jede

Anzahl 100 Simulationslaufe durchgefiihrt. Aus den Berechnungen resultiert eine Anzahl von 50

Sendungen mit einem durchschnittlichen Servicegrad von 95,1 %.

Im Durchschnitt sind die Sendungen nahezu gleichméfig auf die fiinf Mikrodepots verteilt (siche
Abbildung. Ein Zustellroboter beliefert 9,5 Kunden pro Tag und legt dabei 11,3 km zuriick.
Fiir die Belieferung eines Kunden werden im Durchschnitt 1,2 km zuriickgelegt. In 30,1 % der
Falle wechseln die Roboter nach der Belieferung eines Kunden das Mikrodepot. In 0,12 % aller
Depot-Pfade werden zwei Mikrodepots zwischen zwei Kunden angefahren. Die Dauer einer Tour
eines Roboters, das heiftt die Beladung am Mikrodepot, die Fahrt zum Kunden, die Entnahme der
Sendung, die Riickfahrt zum Mikrodepot und die Aufladung des Akkus, betragt im Durchschnitt
etwa 43 Minuten. Ohne Beriicksichtigung der Wiederaufladung ergibt sich eine durchschnittliche
Belieferungszeit von etwa einer halben Stunde je Kunde. Der Stromverbrauch fiir die Belieferung

eines Kunden betragt 29,2 Wh. In den 15 Tagen benétigen die fiinf Zustellroboter durchschnittlich
20,8 kWh. Die Auslastung der Zustellroboter betragt 92,1 %.
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Abbildung 7.13: Verteilung auf fiinf Mikrodepots fiir die Altstadt Nord und Altstadt Sid

Im n#chsten Schritt wird das Basisszenario mit den anderen Szenarien verglichen. Zunéchst wer-
den die Ergebnisse der Szenarien mit kiirzeren und ldngeren Zeitfenstern prasentiert. Die Langen
der Zeitfenster betragen hierbei 15 und 45 Minuten. Im zweiten Teil wird tiberpriift, welche Aus-
wirkung eine Reduzierung der Mikrodepots hat. Dazu wird die Anzahl der Mikrodepots auf drei
gesetzt.

Fiir beide Zeitfensterlangen gilt, dass sich die Verteilung der Sendungen auf die Mikrodepots im
Vergleich zum Basisszenario nicht wesentlich verdndert. Bei einer Zeitfensterlinge von 15 Minuten
sinkt der erreichte Servicegrad jedoch um 6,4 % auf 89 %. Damit sinkt auch die Anzahl der
belieferten Kunden auf durchschnittlich 8,9 Kunden je Roboter und Simulationstag. Betrachtet
man die Entfernung, die fiir die Belieferung eines einzelnen Kunden zuriickgelegt wird, stellt
sich ein Anstieg von 5,5 % auf 1,3 km heraus. Dies spiegelt sich auch in der Haufigkeit der
Depotwechsel nach der Belieferung eines Kunden wider, die bei 57,6 % liegt. Damit steigt auch
der Energiebedarf je beliefertem Kunden auf 29,2 Wh. Die Auslastung der Roboter sinkt leicht
auf 89,4 %.

Im Folgenden werden die Ergebnisse fiir eine Zeitfensterldnge von 45 Minuten beschrieben. Der
Servicegrad erhoht sich nur marginal auf 97 %. Damit bleibt die Anzahl der durchschnittlich
belieferten Kunden je Roboter nahezu unverédndert bei 9,7. Auch die durchschnittliche Distanz,
die ein Roboter fiir die Belieferung eines Kunden zuriicklegt, sinkt lediglich marginal auf 1,2 km.

Auch die anderen Kennzahlen verdndern sich durch die Erh6hung des Zeitfensters nur geringfiigig.

Dies zeigt, dass kiirzere Zeitfensterlangen im Vergleich zum Basisszenario einen erheblichen Ein-
fluss auf die wesentlichen Kennzahlen haben, sodass von 15-miniitigen Zeitfenstern abgeraten

werden kann. Eine Erh6hung der Zeitfenster auf 45 Minuten steigert im Vergleich die Kennzah-
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Abbildung 7.14: Verteilung auf drei Mikrodepots fiir die Altstadt Nord und Altstadt Siid

len nicht wesentlich, weshalb auch von dieser Anpassung abgeraten wird.

Abgeschlossen wird die Vorstellung mit der Auswertung des Szenarios mit drei Mikrodepots.
Die Verteilung der drei Mikrodepots ist in Abbildung dargestellt. Es zeigt sich eine leicht
ungleichméfigere Sendungsverteilung (Abweichung 5 %). Im Vergleich zum Basisszenario sinkt
der Servicegrad deutlich auf 87,7 %. Die durchschnittlich belieferten Kunden pro Roboter sinken
auf 8,77. Wie im Szenario mit kurzen Zeitfenstern steigt die Zustelldistanz um 14 % auf 1,4 km.
Die Depotwechselrate fallt auf 16,9 %, der Energieverbrauch pro Kunde steigt auf 33,4 Wh.

Insgesamt werden in den 15 Tagen 22 kWh Strom verbraucht. Die Reduktion auf drei Mikrodepots
wirkt sich somit klar negativ aus.

Eine tibersichtliche Zusammenfassung der erzielten Ergebnisse ist in den Abbildungen bis
dargestellt. Jede Abbildung zeigt vier Box-Plots, die die entsprechenden Kennzahlen fiir
das Basisszenario, das Szenario mit 15-miniitigen Zeitfenstern, das Szenario mit 45-miniitigen
Zeitfenstern und das Szenario mit drei Mikrodepots darstellen. Die betrachteten Kennzahlen
umfassen die durchschnittliche Distanz fiir die Belieferung eines Kunden, die gesamte Distanz
pro Simulationslauf, den Energiebedarf fiir die Belieferung eines Kunden sowie den gesamten
Energieverbrauch der Zustellroboter pro Simulationslauf. Damit ist die Vorstellung der Ergeb-
nisse fiir die Paketzustellung mit autonomen Robotern abgeschlossen. Im Folgenden werden die

Ergebnisse der Simulation der Zustellung mit Paketdrohnen présentiert.
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Abbildung 7.16: Verteilung der Gesamtdistanz fiir 5 Roboter iiber 15 Tage
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7.2.2 Ergebnisse fiir Paketdrohnen

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der Simulation zur Zustellung mit Paketdrohnen
prasentiert. Zundchst werden die getroffenen Annahmen und Parameter beschrieben. Die Be-
wertung der verschiedenen Ansétze erfolgt unter anderem anhand des gemessenen Energiever-
brauchs. Hierfiir wird das Modell verwendet, das in Unterkapitel beschrieben ist. In diesem
Modell wird eine Funktion definiert, die den Energieverbrauch der Drohnen in Abhéngigkeit von
Gewicht, Geschwindigkeit und Distanz beschreibt. Es wird angenommen, dass die Summe der
Energieverbrauche fiir das Aufsteigen und Absteigen der Paketdrohne dem Energieverbrauch
im Schwebezustand entspricht (Liu et al., [2017). Der Energieverbrauch in Abhéngigkeit von der
Flugzeit wird mit der Funktion gemessen, die in Unterkapitel 5.1 beschrieben ist. Alle fiir die Auf-
stellung der Funktion erforderlichen Daten sind in Tabelle[5.I]angegeben. Da die Algorithmen zur
Geschwindigkeitsoptimierung aus Kapitel [p| von einer konstanten Kostenfunktion iiber alle Kan-
ten ausgehen, wird angenommen, dass die Paketdrohnen sowohl auf dem Flug zum Kunden als
auch auf dem Riickflug das gleiche Gewicht tragen. Es wird angenommen, dass die Paketdrohnen
stets ein zusétzliches Gewicht von 0,5 kg transportieren. Das Gesamtgewicht der Paketdrohne,
einschliefslich Akku und Sendung, betragt 3,43 kg. Die Kapazitét der Akkus der Drohnen betrégt
10.000 mAh, mit einer Leistung von 150 Wh (Dukkanci et al.| [2021). Wie bereits bei den Zustell-
robotern wird angenommen, dass nur 60 % der Akkukapazitidt genutzt werden. Dies bedeutet,
dass die unteren und oberen 20% als Reserve verbleiben. Dies verliangert einerseits die Lebens-
dauer des Akkus und ermoglicht andererseits eine Reaktion auf unerwartete Situationen. Damit
ergibt sich eine verfiighbare Energie von 90 Wh. Es wird angenommen, dass die Paketdrohnen in
einer Hohe von 50 Metern fliegen. Der Aufstieg dauert 6,41 Sekunden und die Landung dauert
12,82 Sekunden (Murray und Chu, [2015). Auferdem werden folgende Annahmen getroffen:

Die Beladung der Drohne mit einer Sendung am Depot/Mikrodepot benétigt 3 Minuten.

Die Schwebezeit je Belieferung eines Kunden benétigt 5 Minuten.

Die Abgabe der Sendung beim Kunden benétigt 1 Minute.

Der Wechsel des Akkus benétigt 3 Minuten.

Kontinuierliche und diskrete Geschwindigkeiten

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der exakten Geschwindigkeitsoptimierung mit den
Ergebnissen verglichen, die sich aus der Diskretisierung der moglichen Fluggeschwindigkeiten
ergeben. Um eine Losung fiir eine Instanz mit diskreten Geschwindigkeiten zu erhalten, wird das
MIP — verwendet. Im Folgenden wird das Szenario beschrieben.

Es werden 20 Simulationsldufe je Variante durchgefiihrt. Jeder Simulationslauf umfasst 15 Si-
mulationstage. Die Zeitfenster der Kunden sind dabei gleichméfig iber den Zeitraum von 9 bis
15 Uhr verteilt und haben eine Lange von 30 Minuten. Als Zustellgebiet wird, wie auch schon
in den vorherigen Experimenten, die Altstadt Nord und Siid der Stadt Koéln betrachtet. Die
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Abbildung 7.19: Depot und Zustellgebiet in der Altstadt Nord und Siid der Stadt Koéln

Drohnen starten und beenden jede Belieferung von einem Depot, das am Randbereich von Kéln
liegt. Die Entfernung zu den Kunden im Zustellgebiet liegt zwischen 7 und 10 km. Eine Dar-
stellung des Zustellgebiets einschliefslich des Depots ist in Abbildung gegeben. Das Depot
liegt am unteren Rand der Abbildung. Fiir das Szenario werden zwei Paketdrohnen eingesetzt,
die mit einer Geschwindigkeit zwischen 50 und 108 km/h fliegen. Es ist anzumerken, dass bei
einer Geschwindigkeit von 72,4 km/h (optimale Geschwindigkeit) die Reichweite maximiert und

der Energieverbrauch minimiert wird. Daher bewegen sich die Drohnen nicht langsamer.

Fiir den Vergleich werden verschiedene Anzahlen an verfligbaren Geschwindigkeiten im diskre-
ten Fall betrachtet. Es werden insgesamt vier Anzahlen betrachtet, die zwischen zwei und fiinf
variieren. Die Geschwindigkeiten sind gleichméfig im Intervall der zuldssigen Geschwindigkeiten
verteilt. Dies bedeutet, dass bei drei verfiigharen Geschwindigkeiten beispielsweise 72,4 km /h,
90,2 km/h und 108 km /h beriicksichtigt werden. Es ist zu beachten, dass der Servicegrad unab-
héngig von der Anzahl der verfiighbaren Geschwindigkeiten ist, da es fiir alle Diskretisierungen
moglich ist, mit der héchsten Geschwindigkeit zu fliegen und das iibergeordnete Ziel die Maxi-
mierung der belieferten Kunden darstellt. Damit sind die Parameter vorgestellt und es folgt die

Prasentation der Ergebnisse.

Fiir das hier betrachtete Szenario wird die Anzahl der Kunden so gew&hlt, dass der Servicegrad
tiber 95 % liegt. Damit ergibt sich ein durchschnittlicher Servicegrad von 95,8 %. An einem
Simulationstag fliegt eine Drohne 174 km und beliefert etwa 10,5 Kunden.
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Abbildung 7.20: Verteilung der optimalen Geschwindigkeiten fiir zwei Drohnen

Zunichst werden die Ergebnisse fiir den Fall kontinuierlicher Geschwindigkeiten vorgestellt. Der
durchschnittliche Energiebedarf fiir die Belieferung eines Kunden betrdgt 71,9 Wh. Insgesamt
verbrauchen die beiden Drohnen iiber die 15 Simulationstage 22,7 kWh. Die Verteilung der Ge-
schwindigkeiten, die sich aus den 20 Simulationsldufen ergeben haben, ist im Histogramm [7.20]
dargestellt. Im Histogramm sind die Geschwindigkeiten in 12 Klassen unterteilt. Jede Klasse hat
eine Breite von 3 km/h, beginnend bei 72 km /h. Die relative Haufigkeit jeder Klasse ist auf der
y-Achse abgetragen. Es ist ersichtlich, dass drei Viertel aller Geschwindigkeiten im Intervall von
72 bis 75 km /h liegen. Es zeigt sich, dass 71,4 % der Fliige mit der optimalen Geschwindigkeit
durchgefiihrt werden. Zudem ist ersichtlich, dass die relative Haufigkeit mit héheren Geschwin-

digkeiten abnimmt.

Wie bereits dargelegt, werden fiir die diskreten Geschwindigkeiten vier Varianten mit unter-
schiedlichen Anzahlen an Geschwindigkeiten untersucht. Im Folgenden werden die Ergebnisse fiir
das Szenario mit zwei verfiigharen Geschwindigkeiten préasentiert. Der durchschnittliche Ener-
giebedarf fiir die Belieferung eines Kunden betrégt 72,9 Wh. Insgesamt verbrauchen die beiden
Drohnen iiber die 15 Simulationstage durchschnittlich 23,1 kWh. Im Vergleich zum kontinuierli-
chen Fall entspricht dies einer Steigerung von etwa 1,4 %. Die Ergebnisse fiir die anderen Félle
sind der Tabelle [7.4] zu entnehmen. Die einzelnen Spalten zeigen den durchschnittlichen Ener-
gieverbrauch fiir die Belieferung eines Kunden sowie den durchschnittlichen Verbrauch fiir zwei
Paketdrohnen tiber 15 Simulationstage fiir die verschiedenen Varianten. Die zweite Spalte zeigt
die Verbréuche fiir den kontinuierlichen Fall, wéhrend die Spalten drei bis sechs die Ergebnisse der
Diskretisierung der Geschwindigkeiten darstellen. Es ist erkennbar, dass mit einer zunehmenden

Anzahl verfiigbarer Geschwindigkeiten der Energiebedarf sinkt oder gleich bleibt.

Neben den Energieverbréauchen wird auch die Verteilung der Geschwindigkeiten im diskreten Fall
untersucht. In Abbildung [7:21]ist die relative Haufigkeit der verschiedenen Geschwindigkeiten fiir

die verschiedenen Diskretisierungen in Form von Kreisdiagrammen dargestellt. Die Abbildung
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# Geschwindigkeiten | optimal 2 3 4 5
Energieverbrauch 71,9Wh 729Wh 723Wh 72Wh 72 Wh
je Zustellung
Energieverbrauch fiir
15 Simulationstage

22,7kWh 23 kWh 228 kWh 228 kWh 22,8 kWh

Tabelle 7.4: Energieverbrauch mit kontinuierlichen und diskreten Geschwindigkeiten

2 Geschwindigkeiten 3 Geschwindigkeiten
90,2 km/h
‘108 km/h
el 108 km/h
72,4 km/h 72.4 km/h

4 Geschwindigkeiten 5 Geschwindigkeiten
84,2 km/h 81,3 km/h

- )90,2 km/h

96,1 km/

‘ 99.1 km/h
. 108 km/h e 705 kel

72,4 km/h

72,4 km/h

Abbildung 7.21: Verteilung diskreter Geschwindigkeiten fiir zwei Drohnen bei unterschiedlicher
Anzahl an Diskretisierungsschritten

umfasst insgesamt vier Kreisdiagramme. Dabei entspricht die relative Grofe eines Kreisstiicks in
einem Diagramm der relativen Haufigkeit der jeweiligen Geschwindigkeit. Es ist ersichtlich, dass
die optimale Geschwindigkeit, unabhéngig von der Anzahl der verfiigharen Geschwindigkeiten,
den groften Anteil ausmacht. Zudem gilt, dass der Anteil der héchsten Geschwindigkeit mit
einer Erhéhung der verfiigharen Geschwindigkeiten sinkt. Dasselbe gilt auch fiir den Anteil der

optimalen Geschwindigkeit.

Abschliefsend lésst sich festhalten, dass die kontinuierliche Wahl der Geschwindigkeiten zu einem
geringeren Energiebedarf fithrt. Dieser Vorteil ist jedoch fiir das betrachtete Szenario auf den ein-
stelligen Prozentbereich begrenzt. Die Ausweitung auf grofere Szenarien mit mehr Kunden ist
nicht moglich, da das MIP - keine optimalen Losungen innerhalb einer akzeptablen
Rechenzeit liefert. Damit ist der Vergleich zwischen diskreten und kontinuierlichen Geschwin-
digkeiten abgeschlossen. Im néchsten Abschnitt wird die Paketzustellung mit Paketdrohnen von
einem Depot in ein Zustellgebiet untersucht und ein Basisszenario mit verschiedenen Parameter-

Variationen wird verglichen.
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Paketzustellung im urbanen Raum mit Paketdrohnen

In diesem Abschnitt wird der Einsatz von Paketdrohnen fiir die Zustellung in der Kolner Innen-
stadt simuliert. Ziel ist es dabei, die Simulation zu verwenden, um Einblicke in die letzte Meile
mit Paketdrohnen zu gewinnen. Ausgangspunkt ist ein Basisszenario mit 38 Kunden pro Tag und
drei Drohnen. Es folgen Varianten dieses Szenarios zur Analyse verschiedener Einflussfaktoren.
Fiir jedes Szenario werden 20 Simulationen durchgefiihrt. Die iibrigen Parameter entsprechen

dem vorherigen Abschnitt.

Im Basisszenario ergibt sich fiir die 38 Kunden ein durchschnittlicher Servicegrad von 97,4 %.
Dabei beliefert eine Paketdrohne am Tag etwa 12,3 Kunden und legt eine Strecke von 204,2 km
zuriick. Fiir die Belieferung eines einzelnen Kunden werden im Durchschnitt 16,6 km zuriickge-
legt. Die Dauer einer Tour betragt im Durchschnitt 24,51 Minuten, wobei der Batteriewechsel von
drei Minuten mit eingerechnet ist. Die durchschnittliche Geschwindigkeit betriagt 79,4 km/h und
liegt damit knapp iiber der optimalen Geschwindigkeit von 72,4 km /h. Der Energieverbrauch fiir
die Belieferung eines einzelnen Kunden betragt 72,8 Wh. Der Stromverbrauch fiir drei Drohnen
iiber 15 Tage betréagt insgesamt 40,3 kWh.

Im néchsten Schritt wird das Basisszenario mit weiteren Szenarien verglichen. Hierbei wird der
Einfluss der Zeitfensterlange untersucht. Die Zeitfensterlinge wird auf 25 und 35 Minuten gesetzt.
Im zweiten Vergleich wird ein Szenario betrachtet, in dem die letzte Meile aufgeteilt wird und
die Pakete zunéchst mit einem Transporter zu einem Mikrodepot transportiert und von dort mit

Paketdrohnen zugestellt werden.

Die Reduzierung der Zeitfensterlange von 30 Minuten auf 25 Minuten fiihrt zu einer Reduzierung
des Servicegrads um 3,5 % auf 94 %. Infolgedessen sinkt die Anzahl der belieferten Kunden
auf durchschnittlich 11,9 pro Drohne und Simulationstag. Die durchschnittliche Geschwindigkeit
verringert sich auf 77,5 km/h. Daraus ergibt sich ein Stromverbrauch von 38,7 kWh fiir die
drei Drohnen iiber die 15 Tage. Grundsétzlich zeigt sich, dass eine Reduzierung der Linge der
Zeitfenster den Servicegrad senkt und somit auch die Auslastung der Drohnen verringert. Durch
die geringere Auslastung fliegen die Drohnen um 2,3 % langsamer und haben infolgedessen einen

geringeren Energiebedarf.

Eine Erhohung der Lange des Zeitfensters fiihrt zu einem Anstieg des Servicegrads auf 98 %. Dies
geht mit einem leichten Anstieg der Anzahl der belieferten Kunden einher. In Summe werden
je Paketdrohne 12,4 Kunden beliefert. Auch die Gesamtdistanz fiir die drei Drohnen in den 15
Tagen steigt geringfiigig auf 9.276 km. Die weiteren Kennzahlen dndern sich nur geringfiigig, da
die durchschnittliche Geschwindigkeit leicht auf 78,7 km /h sinkt. Damit ist die Darstellung der
Verdnderungen abgeschlossen, die durch die Anpassung der Lénge der Zeitfenster hervorgerufen
werden. Im Anschluss erfolgt eine Betrachtung der Verdnderungen, die durch die Verschiebung

des Abflugorts der Drohnen entstehen.

Neben der Zustellung vom Depot wird auch die Zustellung von einem Mikrodepot untersucht,

das sich zwischen dem Depot und dem Zustellgebiet befindet. Die Lage des Mikrodepots ist in
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Abbildung 7.22: Zustellgebiet in der Altstadt Nord und Altstadt Siid mit einem Mikrodepot

Abbildung [7.22] dargestellt. Das Mikrodepot ist in der Mitte zwischen Depot und Zustellgebiet
positioniert. Zunéchst werden die Sendungen mit einem Zustellfahrzeug zum Mikrodepot trans-
portiert, von dort erfolgt die Zustellung ins Zustellgebiet mit den Paketdrohnen. Durch die Verla-
gerung des Abflugorts verkiirzt sich die Entfernung zum Zustellgebiet um 4 km. Die Verlagerung
des Abflugorts erfordert die Anmietung eines Mikrodepots am Stadtrand sowie den Transport
der Sendungen mit einem Transporter dorthin. Allerdings verringert sich die Flugstrecke, die fiir

die Belieferung der Kunden benétigt wird.

Durch kiirzere Flugzeiten steigt der Servicegrad deutlich auf 99,5 %, sodass eine Drohne téglich
12,6 Kunden beliefern kann. Die zuriickgelegte Gesamtstrecke der drei Drohnen sinkt in 15 Tagen
auf 4.546 km und betragt somit weniger als die Halfte. Auch die durchschnittliche Distanz pro
Zustellung reduziert sich auf 8 km. Mit 72,7 km/h liegt die Durchschnittsgeschwindigkeit nur
knapp tiber dem Optimum. Der Energieverbrauch sinkt weniger stark, da distanzunabhéngige
Komponenten wie Auf-/Abstieg und Schweben weiterhin bestehen. Insgesamt verbrauchen die
drei Drohnen 27,2 kWh in 15 Tagen, also durchschnittlich 47,85 Wh pro Zustellung.

Damit ist die Analyse der verschiedenen Szenarien abgeschlossen. Es ldsst sich festhalten, dass
die Verlagerung des Abflugorts erheblichen Einfluss hat: Der Energieverbrauch sinkt um iiber
30 %, wahrend der Servicegrad hoch bleibt. Eine Anpassung der Zeitfenster ist nicht erforderlich,
da eine Verkiirzung den Servicegrad um 3,5 % senkt und eine Verlangerung kaum Wirkung zeigt.

Damit ist die Ergebnisprasentation fiir die Simulation mit Paketdrohnen abgeschlossen.
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Kapitel 8
Zusammenfassung und Ausblick

Die nachhaltige und kosteneffiziente Gestaltung der letzten Meile stellt eine der grofiten Heraus-
forderungen fiir Logistikdienstleister dar. Daher werden alternative Konzepte erforscht, um die
letzte Meile sowohl umweltfreundlicher als auch effizienter zu gestalten. Ein wesentlicher Fokus

liegt dabei auf der Automatisierung und Autonomisierung der Zustellprozesse.

Zwei innovative Transportmittel, die autonom agieren und gleichzeitig einen hohen Servicegrad
fiir die Empfanger bieten, sind Zustellroboter und Paketdrohnen. Im Vergleich zur traditionel-
len Zustellung per Transporter fiihrt der Einsatz dieser Technologien zu einer grundlegenden
Umstrukturierung der letzten Meile, die in zwei Abschnitte unterteilt wird. Zuerst erfolgt der
Transport der Sendungen von einem zentralen Depot zu Mikrodepots mit einem Transporter.
Anschliefsend tibernehmen Zustellroboter oder Paketdrohnen den Weitertransport zu den Emp-
fangern. Charakteristisch fiir beide Konzepte ist, dass jeweils nur eine einzelne Sendung trans-

portiert und anschliefsend zugestellt wird, bevor das Fahrzeug zum Mikrodepot zuriickkehrt.

Diese Arbeit fokussiert sich auf die Optimierung von Zustellnetzwerken mit Zustellrobotern und
Paketdrohnen. Ziel ist die Entwicklung von Algorithmen zur effizienten Gestaltung der letzten
Meile mit diesen innovativen Zustellkonzepten. Im Folgenden werden die zentralen Ergebnisse
der Arbeit zusammengefasst, gefolgt von einem Ausblick auf zukiinftige Forschungsfragen. Zuerst
werden die Ergebnisse fiir die Zustellroboter vorgestellt und im Anschluss werden die Ergebnisse

fiir die Paketdrohnen beschrieben.

Fiir die Zustellroboter gilt es, zu entscheiden, welche Sendung von welchem Mikrodepot mit wel-
chem Roboter transportiert wird und in welcher Reihenfolge die Zustellroboter die Sendungen
ausliefern. Die Roboter kénnen nach einer Zustellung das Mikrodepot wechseln. Dariiber hinaus
konnen zwischen zwei Empfangern mehrere Mikrodepots angesteuert werden. Zusétzlich wird
der Energieverbrauch der Roboter modelliert, sodass Ladezeiten an Mikrodepots mit einbezogen
werden. Das Problem umfasst somit die simultane Planung der Paketzuweisung, der Routen-
planung sowie der Ladezeiten. Das Ziel der Optimierung ist es, einen Plan zu erstellen, der die
Anzahl der ausgelieferten Sendungen maximiert, wobei Empfinger nur innerhalb vorgegebener

Zeitfenster beliefert werden diirfen und die Ladezeit der Roboter berticksichtigt werden muss.
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Die Problemstellung wird zunéchst auf einen einzelnen Roboter und eine gegebene Reihenfolge
der Empfanger beschrankt. Es gilt zu entscheiden, ob zwischen je zwei Empfangern ein Pfad von
Mikrodepots mit Ladezeiten existiert, sodass jeder Empfanger im Zeitfenster beliefert werden
kann. Hierzu wird ein Algorithmus entwickelt, der dieses Entscheidungsproblem in polynomieller
Zeit 16st. Auf dieser Grundlage wird ein Branch-and-Price-Algorithmus vorgestellt, der fiir das

Ausgangsproblem eine optimale Losung berechnet.

Die Leistungsfahigkeit des Branch-and-Price-Algorithmus wird durch Experimente evaluiert.
Zum Vergleich wird eine MIP-Formulierung implementiert und auf modifizierten Benchmark-
Instanzen getestet. Da keine direkten Vergleichslosungen aus der Literatur vorliegen, dient dieser
Ansatz als Referenz. Die Experimente zeigen, dass der Branch-and-Price-Algorithmus im Durch-
schnitt innerhalb einer Sekunde eine Lésung berechnet, wahrend die MIP-Implementierung rund
30 Minuten benétigt.

Es wird auch das Laufzeitverhalten des Branch-and-Price-Algorithmus bei Variation der Ein-
gabeparameter untersucht. Dabei zeigt sich, dass sowohl die Anzahl der Empfanger als auch
die Lange der Zeitfenster einen signifikanten Einfluss auf die Rechenzeit haben. Zudem existiert
ein bestimmtes Verhéltnis zwischen der Anzahl an Zustellrobotern und Empfangern, das die

Losbarkeit der Instanzen erschwert.

Um den Mehrwert der Optimierung nicht nur auf Laufzeitebene zu analysieren, wird im letzten
Abschnitt der Arbeit eine Discrete-Event-Simulation mit einem agentenbasierten Modellierungs-
ansatz vorgestellt. Diese untersucht die Auswirkungen der flexiblen Mikrodepot-Zuweisung und
der Ladezeitenoptimierung. Aufserdem ermdoglicht das Modell eine realistischere Modellierung der
innovativen Zustellkonzepte. Die Simulationsergebnisse zeigen, dass sich durch die Moglichkeit,
das Mikrodepot nach der Zustellung zu wechseln, die Anzahl der zugestellten Sendungen um 9
% bis 14 % steigern liasst. Zudem wechseln die Roboter nach einer Zustellung in 16 % bis 36 %
der Fille das Mikrodepot. Weiterhin zeigt sich, dass eine optimierte Ladestrategie die Anzahl

der zugestellten Sendungen um 1,7 % erhohen kann.

Ein weiterer zentraler Untersuchungsgegenstand dieser Arbeit ist die Optimierung eines Zustell-
netzwerks fiir Paketdrohnen mit dem Ziel, den Energieverbrauch zu minimieren. Dieser kann
iiber die Fluggeschwindigkeit der Drohnen gesteuert werden. Der Energieverbrauch verhalt sich

jedoch nichtlinear, sondern folgt einer streng konvexen Funktion.

Analog zum Problem der Zustellroboter gilt es auch hier zu entscheiden, welche Sendung mit wel-
cher Drohne transportiert wird und in welcher Reihenfolge die Empfanger beliefert werden. Da
Drohnen mit wechselbaren Akkus ausgestattet sind, entféllt die Notwendigkeit der Ladevorgin-
ge. Ziel ist es, eine optimale Reihenfolge der Zustellungen zu bestimmen, sodass alle Empfanger
innerhalb ihrer Zeitfenster beliefert werden und der Gesamtenergieverbrauch minimiert wird.
Die Berechnung der optimalen Geschwindigkeiten erfolgt in polynomieller Zeit mithilfe eines aus
der Literatur bekannten Algorithmus, der in dieser Arbeit um Mindest- und Héchstgeschwin-
digkeiten erweitert wird und dessen Korrektheit ebenfalls nachgewiesen wird. Darauf aufbauend

wird ein weiterer Algorithmus entwickelt, der alle relevanten Belieferungszeitpunkte des letzten

144



Empfangers einer gegebenen Reihenfolge berechnet. Zusétzlich werden alle optimalen Geschwin-
digkeitsvektoren und Energieverbrauche berechnet. Basierend auf diesen beiden Algorithmen
wird ein Branch-and-Price-Algorithmus vorgestellt, der das Ausgangsproblem 16st. Dabei wird
der Algorithmus zur Berechnung der Ankunftszeitpunkte zur Erstellung einer Dominanzregel

genutzt.

Zur Evaluierung des Algorithmus werden Performance-Analysen durchgefiihrt. In der Literatur
existieren bereits leistungsfahige Algorithmen zur Geschwindigkeitsoptimierung, die insbesonde-
re auf Anwendungsfille im Seetransport ausgelegt sind. Um einen direkten Vergleich mit diesen
Verfahren zu ermoglichen, wird der entwickelte Algorithmus entsprechend angepasst, sodass er
auch Instanzen aus dem Bereich der maritimen Transportlogistik 16sen kann. Die Ergebnisse
belegen, dass der Branch-and-Price-Algorithmus die Laufzeiten aus der Literatur signifikant un-
terbietet und im Durchschnitt mehr als 17,5-mal schneller Losungen berechnet. Dies ist unter

anderem auf die entwickelte Dominanzregel zuriickfiithrbar.

Abschlieftend wird der Nutzen der Optimierung fiir Paketdrohnen in einem Simulationsmodell
untersucht. Als Vergleich wird eine Problemstellung mit diskretisierten Geschwindigkeiten vor-
gestellt. Hierbei steht nur eine feste Auswahl an méglichen Geschwindigkeiten zur Verfiigung.
Die Ergebnisse zeigen, dass der Energieverbrauch bei kontinuierlich optimierten Geschwindigkei-
ten am geringsten ist, auch wenn der Vorteil im untersuchten Szenario moderat ausfallt. Dies ist
unter anderem auf die geringe Steigung der Energieverbrauchsfunktion fiir Paketdrohnen zuriick-
zufithren. Dennoch bestétigt die Analyse, dass eine diskrete Geschwindigkeitswahl suboptimal

ist, da sie die Potenziale zur Energieeinsparung nicht vollstdndig ausschopft.

Neben der Untersuchung der Geschwindigkeiten werden zwei alternative Zustellprozesse fiir die
Paketdrohnen untersucht. Dazu zéhlen die direkte Zustellung vom Depot sowie eine Variante,
bei der die Pakete zunéchst zu einem néher am Zustellgebiet gelegenen Mikrodepot transportiert
werden. Aus den Ergebnissen wird deutlich, dass durch die Verlagerung des Abflugortes die An-
zahl der erfolgreichen Zustellungen signifikant steigt und die insgesamt zuriickgelegte Flugstrecke
nahezu halbiert wird. Dies verdeutlicht den Effizienzgewinn durch die Kombination innovativer

Zustellkonzepte mit strategisch platzierten Mikrodepots.
Ausblick

Auf Basis der untersuchten Problemstellung, der entwickelten Algorithmen sowie der vorgestell-
ten Simulation ergeben sich weitere Forschungsfragen, die im Folgenden néher betrachtet werden.
Insbesondere die Weiterentwicklung der Algorithmen sowie die Verkniipfung der behandelten

Problemstellungen stehen hierbei im Fokus.

Mit dem Simulationsmodell konnte gezeigt werden, dass sich die Optimierungsalgorithmen zur
Planung der letzten Meile der Logistik mit innovativen Zustellkonzepten in einem realitdtsnahen
Umfeld eignen. Ein néchster Schritt wire die Erprobung der Algorithmen in einem Reallabor.
Hierbei konnten sie zur Erstellung eines Auslieferungsplans eingesetzt werden. Durch die prak-

tische Umsetzung liefe sich iiberpriifen, inwieweit der erzeugte Plan fiir die tatséchliche Paket-
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zustellung geeignet ist und welche Aspekte einer genaueren Modellierung bediirfen. Dies betrifft
insbesondere den Einfluss externer Faktoren wie Fuligéngerverkehr, Staus oder Wetterbedingun-
gen sowie Unsicherheiten, die durch die Interaktion mit Menschen entstehen kénnen. Neben einer
verbesserten Aussagekraft hinsichtlich der Ubertragbarkeit der Algorithmen und ihrer Losungen
konnte durch das Reallabor zudem der konkrete Mehrwert der Optimierung quantifiziert und ihr

Potenzial zur Effizienzsteigerung untersucht werden.

Neben der praktischen Validierung der Algorithmen stellt sich die Frage, inwieweit sie erweitert
werden konnen, um eine noch realistischere Modellierung zu erméglichen. Beispielsweise konn-
ten genauere Modelle zur Beschreibung des Akkuverhaltens der Zustellroboter integriert und

entsprechende Anpassungen der Algorithmen analysiert werden.

Dariiber hinaus wére es von Interesse, den Entscheidungsalgorithmus fiir die Zustellroboter auf
das Electric Vehicle Routing Problem zu iibertragen. In der Literatur werden Ladestationen typi-
scherweise als separate Knoten im Graphen modelliert. Sollte sich der Algorithmus entsprechend
erweitern lassen, konnten die Ladestationen direkt durch gebrochene Geraden abgebildet werden,
sodass eine separate Modellierung entfallen wiirde. Damit liefe sich die Anzahl der Knoten im

Graphen fiir den Branch-and-Price-Algorithmus stark reduzieren.

Ein weiterer spannender Forschungsaspekt ist die Verkniipfung der hier untersuchten Problem-
stellungen. Dabei wiirden die Geschwindigkeiten und Ladevorgéinge zusammen optimiert. Diese
Fragestellung ist insbesondere fiir elektrische Zustellfahrzeuge relevant, die ihren Hochvoltspei-
cher nicht wechseln kénnen, oder fiir Drohnen mit fest verbautem Akku. Die zu lésende Pro-
blemstellung wiirde die Tour- und Routenplanung mit der Wahl optimaler Geschwindigkeiten
kombinieren. Zusétzlich miissen Ladeorte, -zeitpunkte und -mengen bestimmt werden. Analog
zu den bisherigen Problemstellungen wére es sinnvoll, zunéchst eine gegebene Kundenreihenfolge
zu betrachten und darauf aufbauend ein Entscheidungsproblem mit einem passenden Lésungsal-
gorithmus zu formulieren. Basierend auf diesem Algorithmus kénnte anschlieftend ein erweiterter
Branch-and-Price-Algorithmus entwickelt werden. Damit liefsen sich weitere Transportmittel ab-
bilden, wie beispielsweise elektrische Zustellfahrzeuge, die keinen Akkuwechsel durchfiihren, aber

mit hohen Geschwindigkeiten fahren.

Zusammenfassend zeigt sich, dass im Rahmen dieser Arbeit zwei leistungsfahige Optimierungs-
algorithmen entwickelt wurden, die sowohl hinsichtlich ihrer Laufzeit als auch ihrer praktischen
Anwendbarkeit einen bedeutenden Beitrag zur Losung von Planungsproblemen fiir innovative

Zustellkonzepte auf der letzten Meile leisten.
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Anhang

A Korrektheitsbeweis von Algorithmus

Im Folgenden wird die Korrektheit von Algorithmus [I] unter der Annahme gezeigt, dass die
Servicezeiten der Kunden null sind. Diese Annahme ist ohne Beschrankung der Allgemeinheit

zuléssig, da sich die Zeitfenster bei gegebener Sequenz entsprechend anpassen lassen.

Der Beweis von Lemma [1] stiitzt sich auf die Propositionen [3] bis[10] in denen gezeigt wird, dass
alle von den Algorithmen [I] und [2] berechneten Paare giiltige Zeit-Batterie-Paare sind.

Proposition 3. Die Paare (t,[3) und (t, B), die in Zeile@ von Algom'thmus berechnet werden,
sind genau dann Zeit-Batterie-Paare, wenn die Bedingung in Zeile[3 des Algorithmus nicht erfallt

15t.

Beweis. Es wird angenommen, dass der Zustellroboter zum Zeitpunkt null mit vollstéandig gela-
denem Akku startet. Daraus folgt, dass eine Ankunft bei Kunde u; vom néchstgelegenen Depot
zum Zeitpunkt d; mit einem Ladestand von B—d; moglich ist. Der friitheste Belieferungszeitpunkt

ergibt sich somit als max(a;,d;) und der Ladestand betriagt B — d;.

Zeile |3 stellt sicher, dass ¢ < by und 3 > g gelten. Die erste Ungleichung gewéhrleistet, dass
uy innerhalb des Zeitfensters beliefert werden kann. Die zweite Ungleichung garantiert, dass eine
Riickkehr zum néchstgelegenen Depot von u; hinsichtlich der Akkukapazitdt moglich ist. Damit
sind (¢, 8) und (¢, B) Zeit-Batterie-Paare.

Umgekehrt wird angenommen, dass ein Zeit-Batterie-Paar (¢, 3) fiir u; gegeben ist. Daraus folgt
ap <t <byund 8 > dy. Zudem muss t > dy; und 3 < B — d; = 3 gelten, da es kein néheres
Depot zu uy gibt. Folglich gilt ¢ = max(a1,dy) <t <byund B=dy+B —d; <3+ <28 und
die Aussage der Proposition gilt. O

Proposition 4. Jedes Paar (t,B), das in den Zeilen @ und @ von Algorithmus @ berechnet

wird, ist ein Zeit-Batterie-Paar.

Beweis. Sei u; der erste Kunde in der Eingabe von Algorithmus 2 Wahle uy € D so, dass
dir < B9 gilt. Auberdem wihle p = min{p : B¢ > dix,p € {1,...,0}}, A = émin((),dik — é?),
tr = ;;.5 4+ A+ d; und B = éf 4+ aX — d;; entsprechend den Zeilen 4| bis ﬁ von Algorithmus
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Die Wahl von p impliziert, dass

2 <t/ + X<t und B < B +aX < Bl (1)

=1 1

Die Paare (ﬁf,@f), (#,B7) mit p = 1,...,0 sind gebrochene Paare am Kunden u;. Aus Glei-
chung und Definition folgt, dass das Paar (t,[(t)) mit ¢t = tx — dj, = jf + A und
B(t) = Pr — dig = @f + a\ ein Zeit-Batterie-Paar fiir Kunde wu; bildet. Das Paar wird zu (tx, Sx)

erweitert, wodurch eine zuldssige Losung von u; nach wuy iiber die Kante {i, k} entsteht.

O

Proposition 5. Jedes Paar (t;,3;), das in den Zeilen und von Algorithmus @ berechnet

wird, ist ein Zeit-Batterie-Paar.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion. Angenommen, (¢, f)) ist ein Zeit-Batterie-Paar
am Depot uy, wobei k = argmin{t,, : w € D\ F'} aus Zeile [12| von Algorithmus [2| stammt.

Sei 7 die Losung, die als Zertifikat fiir das Paar (¢, Sx) dient (siehe Definition .

Wenn dy; < B gilt, kann die Losung 7 tiber die Kante {k,[} erweitert werden. Dafiir miissen
max(0, dg; — Bk ) Einheiten geladen werden. Diese erweiterte Losung ist ein Zertifikat fiir das Zeit-
Batterie-Paar (t;, 5;), wobei t; =t + é max (0, dg; — Br) + dig und 5 = By, +max(0, dg; — Br) — diy
wie in den Zeilen [15] bis [I§ berechnet wird. O

Proposition 6. Die Paare (t;,3,) und (t, Br), die in den Zeilen bis |30 von Algom'thmuslg

berechnet werden, sind Zeit-Batterie-Paare.

Beweis. Zunéchst wird gezeigt, dass t;, tx € [a;, b;] liegen und @k,Bk > d; gelten.

Gemiif Zeile [27| gilt ¢;, = max(aj, tx + 2 max(0, dg; + dj — By) + di;). GeméR der Definition der
Menge D' gilt, dass t;, + é max (0, dj +dj — i) +di; < bj und dy; +d; < B gilt (siehe Zeile.
Es folgt a; <t <bj, da a; < b; gilt.

GemiR Zeile [28) gilt ¢, = max(t;, min(bj, tx + (B — Bg) + di;)). Damit folgt a; < t;, <t < b;.

Es bleibt nachzuweisen, dass [3 & Br] > d; gilt. Dafiir ist Folgendes zu beachten:
Br gy (B — iy B - 0ty — b — i) — i)

=__ min(B — dy;,
(Zeile [27)

1
Br + a(max(a;, ty + — max(0, dij + dj — i) + diej) =tk — dij) — dij)
. 1
Z IIllI’l(B - dkj;/Bk + Oé(tk + a(dk] + dj - ﬁk) + dkj - tk - dkj) — dk])

= min(B — dg;,d; > dj.
( kj ])(Zeile J
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Auferdem gilt, dass

¥ (zeile BO) min(B — dyj, B, + a(bj — tx — di;) — di;)

> min(B — dgj, Bk + alty, — tkx — dij) — di;
(Zeile 22) ( ’ & 2 2
(Zeile B9) By

Daraus folgt, dass 3 > ék > d; gilt. Beide Ladestinde 3 . und B, sind durch B — dy; begrenzt
(siehe Zeilen 29 und [30)).

Angenommen, (t,8x) ist ein Zeit-Batterie-Paar und sei 7 sein Zertifikat. Die Losung 7 kann
iiber die Kante {k, j} zu u; erweitert werden, wodurch sich ein Zeit-Batterie-Paar (¢, 38, ) fiir u;
ergibt. Dabei entspricht die Ladezeit max(a; —t, — di;, é max (0, di; +d; — Bx)). Zu beachten ist,
dass die Ladezeit gegebenenfalls auch Wartezeiten am Depot beinhaltet. Eine einfache Rechnung
zeigt, dass die erweiterte Losung zum Zeitpunkt 5, mit einem Ladestand von 3 . bei u; ankommt.
Da g, > d; gilt, folgt, dass (tk,ﬁk) ein Zeit-Batterie-Paar ist.

Analog kann 7 zu u; erweitert werden und als Zertifikat fiir (t, Br) fungieren. Dabei wird
max(t;, — ty — dyj, min(b; — ¢ty — dij, 2(B — By))) Zeit geladen und gegebenenfalls gewartet,
falls der Akku vollstéandig geladen ist. Eine einfache Rechnung zeigt, dass die erweiterte Losung
zum Zeitpunkt f; mit einem Ladestand von [ bei u; ankommt. Da B > d; gilt, ist (t_k,Bk)

somit ein Zeit-Batterie-Paar. O

Basierend auf der vorherigen Proposition lasst sich die folgende Beobachtung treffen.

Beobachtung 6. Fir obere und untere tempordre Paare gilt stets: t;, <t und B, < Br..

Die folgende Proposition zeigt, dass die Steigung der linearen Interpolation zwischen unterem

und oberem temporaren Paar gleich der Laderate « ist.

Proposition 7. Alle Paare (tk,ﬁk) und (g, Br), die in den Zez'len bis von Algom'thmus@

berechnet werden, erfiillen die folgende Gleichung:

Bk — B,

)

Ek —Ik

es sei denn, es gilt tj, =ty Zudem folgt, dass fir A € [0,1] das Paar A(ty, 8,) + (1 — ) (t, Br)

ein Zeit-Batterie-Paar am Kunden u; 18t.

Beweis. Zunéchst wird gezeigt, dass ﬁk #£ B, sein muss. Angenommen, es gilt B p = Br.. Gemify
Proposition |§| und der Annahme gilt ¢, < ¢ < b;. Daraus folgt, dass geméf den Zeilen [29) und
ék =, =DB— di; gilt. Zeile 29| impliziert, dass B — dj; < By + oty — t — dij) — dij. Somit
folgt tj, >ty + (B — By) + di;. Aus der letzten Ungleichung zusammen mit Zeile [27 folgt, dass
t;, = ti gelten muss. Dies steht im Widerspruch zur Annahme. Daher muss 3 A =% Bk gelten.
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Es gilt ﬁk = B + a(ty, — ty — di;) — dij, da @k < B (siehe Beobachtung @ und ﬁk £ B, gilt.
Die Steigung der linearen Interpolation berechnet sich somit wie folgt:

By — B, _ min(B — dy, B + a(bj — bk — dij) — dij) — (B + by — tr — dij) — diy)
b — 1 ie min(bj, ty + = (B — Br) + d;) — 1,

Es werden vier Falle unterschieden:

(1) Bk = Bk + a(bj — ty — dgj) — di; und t = b,
(il) B = Br + a(bj — ty — dij) — di; und £, = tj, + L(B — By) + dyj,
(it) By = B — dyj und ), = tj, + 2 (B — By) + dyy,

(iV) ,Bk =B - dkj und Zk = bj.

Fall (i): Daraus folgt, dass die Steigung gleich « ist.

Fall (ii): Da B, < B — dy; gilt, folgt daraus «(b; — ty — di;) < B — fBj. Daher gilt ¢ > b;. Geméas
Proposition |§| folgt, dass ¢, = b; gilt, und dieser Fall entspricht somit Fall (i).

Fall (iii): Auch hier folgt, dass die Steigung gleich « ist.

Fall (iv): Es gilt 8, < By +a(b; — tx — di;) — dij. Dies ist dquivalent zu b; > ti + é(B — Br) +di;.
Daher gilt {; = b; =t + 2(B — B¢) + di; und dieser Fall entspricht somit Fall (ii).

Ein Zertifikat fiir A(¢;, 8,) + (1 — M) (Tx, Bx) kann durch die Zertifikate der Paare (t, B,) und
(tk, Bk) erzeugt werden. Statt eine Abfahrt vom Depot zu Kunde u; zum Zeitpunkt t;, — di; zu
wahlen, werden zusitzlich At + (1 — Nty — ¢, Zeiteinheiten zum Laden verwendet. Wenn A = 0
ist, entspricht dies dem Zeit-Batterie-Paar (¢, 3, ). Bei A = 1 entspricht es (s, Bi). Die Zeilen
undimplizieren, dass 3 Iy B, grofer oder gleich d; sind. Der Beweis ist damit abgeschlossen. [

In der folgenden Proposition werden zwei Depot-Pfade zwischen zwei Kunden verglichen. Es
wird gezeigt, dass, wenn ein Depot-Pfad zu einem kleineren frithesten Ankunftszeitpunkt beim
néchsten Kunden fiihrt, der Ladestand des zweiten Depot-Pfads zu diesem Zeitpunkt nicht grofser
sein kann. Mit dieser Aussage kann spéter gezeigt werden, dass eine gebrochene Gerade, die von

Algorithmus [2 berechnet wird, keine vertikalen Spriinge besitzt.

Proposition 8. Seien @k’ék) und (t;, gk,) zwei untere tempordre Zeit- Batterie- Paare fiir Kunde
uj, die von Algorithmus [ in den Zeilen [27 bis [29 berechnet werden. Falls t), < ty, gilt, folgt

B2 By

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Widerspruch, indem angenommen wird, dass 8, < pf,, gilt.

Da (t, 8,) und (¢, B,,) Zeit-Batterie-Paare sind, existiert fiir beide ein Zertifikat ihrer Lésung.
Sei 7 (7" entsprechend) die Losung, die das Zertifikat fiir (¢, 3,) (¢, 3,,) entsprechend) ist. Sei
B (B’ entsprechend) der Ladestand bei u; aus der Losung 7 (7’ entsprechend). Zur Vereinfachung
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wird pg € m (pq € 7’ entsprechend) geschrieben, wenn die Kante {p, ¢} auf dem Pfad der Losung
7 (7" entsprechend) liegt.

Zunéchst wird folgende Beobachtung festgehalten. Aus den Zeilen [I0] bis [30] geht hervor, dass im

/

Algorithmus [2[ beziehungsweise in der Losung 7 (7’ entsprechend) an den Depots nur geladen

wird, falls

(i) der Ladestand zu gering ist, um das néichste Depot zu erreichen,
(ii) der Ladestand zu gering ist, um Kunden u; mit dem Ladestand d; zu erreichen oder

(ili) das Fahrzeug am letzten Depot vor u; wartet, um dann zum Zeitpunkt a; anzukommen.

Es gilt ¢, < ¢, und a;j < t;,. Daraus folgt, dass a; < t;, gilt. Daher kann Fall (iii) fiir Losung 7’
nicht zutreffen. Gilt Fall (ii), ergibt sich 3 o= d; < .- Dies ist ein Widerspruch zur Annahme,
dass @k < ﬁk, gilt. Damit trifft Fall (ii) nicht zu. Somit folgt, dass das Depot uj mit einem
Ladestand von d; + dj;» > 0 erreicht wird. Daher kann Fall (i) auf dem gesamten Depot-Pfad

zwischen u; und w; nicht eintreten, und es entstehen keine Ladezeiten an Depots in 7. Es gilt
daher

B,=B— 3 dygundty =t'+ Y dy,

pgeD P’ pqeD P’

wobei ¢’ den Abfahrtszeitpunkt von Kunde u; in ©’ beschreibt und DP (DP’ entsprechend) die

Menge aller Kanten zwischen u; und u; in Losung m (7" entsprechend) darstellt.

Insbesondere gilt 3 > que ppr dpg und somit folgt aus den Zeilen [3{ bis @, dass ¢ = t! und
B = B! gilt.

Damit folgt, dass

t+ Z dpg =ty >t > 1+ Z dpg >t + Z dpq
pgeEDP’ pqeDP pgeDP

gilt, und es folgt queDP, dpg > queDP dpq. Folglich gilt, dass

ékZﬂ— Z dpq>§3_ Z dpq:ék/‘

pqeDP pgeDP’

Der Beweis ist damit abgeschlossen. O

Die folgende Proposition zeigt, dass sich das untere gebrochene Paar als konvexe Kombination
aus dem unterem und dem oberem temporidren Paar darstellen lasst. Aufserdem gilt, dass das

obere gebrochene Paar gleich dem oberen temporédren Paar ist.

. . P P QP _ . . -
Proposition 9. Fir alle Paare @j’é?) und (15, B%), p = 1,,,,_’ |1?/|, die in den Zeilen
u_nd 7berfchnet werden, gilt (tg),ﬁ?) = Mg, 8,) + (1 = A)(tk, Bg) fiir ein X € [0,1] und
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Beweis. Fiir p = 1 ergibt sich die Bedingung direkt aus der Zeile [34] Fiir p > 1 ergibt sich nach

Zeile@ dass (£, 87) = (t, Bx) gilt. Gemik Zellegllt (£, 87) = (tg +1/a(B = B,), B), wobei
B den grofsten Ladestand der vorherigen Iteration oder der Inltlahslerung beschreibt. Es bleibt

zu zeigen, dass 3 € [Qk, B] gilt.

Sei k € D das Depot, das in der vorherigen Iteration oder in der Initialisierung betrachtet
wurde. Auf Grundlage der Sortierung in Zeile [31] E folgt, dass t; <t gilt. Geméf Proposition
gilt 8, < B, und damit 5, < f; = B¢~". Gemiik Zeile 37 gilt 5y > 8. O

Mit der folgenden Proposition wird gezeigt, dass Algorithmus 2] gebrochene Geraden berechnet.

Proposition 10. Die in den Zeilen bis von Algorithmus berechneten Paare (t?,b?)

und (tf, bjp) fir p=1,...,|D'| sind die oberen und unteren gebrochenen Paare der gebrochenen

Geraden fiir u;.
Beweis. Gemaéfs Beobachtung |§| gilt ¢, <t und p S Bk In Kombination mit Proposition |§| ist
Bedingung [£.16] der Definition der gebrochenen Geraden erfiillt.

Sei uy, das Depot, von dem Abschnitt p der gebrochenen Geraden initialisiert wird, und sei ug
das Depot, das Abschnitt p 4 1 initialisiert.

Der zweite Teil von Bedingung (4.17)) ist erfiillt, da

T (Zeile9) T (Zeile[I0)  (Zeile38) —

gilt.

Gemiéf der Sortierung aus Zeile gilt einer der drei folgenden Félle:

(i) £y — t; wnd 8, > 8.

(ii) ty = t;, B, = B;, und By, > By
Im Fall (i) gilt

1 - _
ot = —B) >t +=Be—B:) > t+—(Br— =
- (Zelle (Bk ﬂ ) i) =k Oé(ﬁk ék) (Pr(;). o </8k B ) Pr0p . Zelle 139) J

Damit ist Bedingung (4.17)) erfiillt.

Im Fall (ii) gilt

tp+1 _ _ A t _ tr.
K (Zeﬂe (6k Bk) (>) bty (Bk IB ) Prop @ Zelle Bo)

Damit ist Bedingung (4.17) erfiillt.
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Der Fall (iii) fithrt mit den Zeilen (37| und {40 zu einem Widerspruch.

Nun wird gezeigt, dass die Paare A(j?,é?) +(1- A)(f?, B]f-’), fir ein A € [0,1] und p=1,...,|D'|,
Zeit-Batterie-Paare sind. Fiir p = 1 gilt (t;,ﬁjl) = (t,8,) und (fjl,le) = (t1, 1) (siehe Zeile.
Nach Proposition |7 folgt die Behauptung. Fiir p > 1 gilt @]’?,ég’) = (tp + (8- B,).B) (siehe
Zeile unﬁd (7, 87) = (., Br) (siche Zeﬂ? . Gerriéif% Proposition |§| gilt (ﬁ?,ﬁ?) = Aty B8,) +
(1 = M) (t, Bg) fiir ein A € [0,1], und (#, B5) = (f, Bx). Zusammen mit Proposition [7| folgt die

Aussage.

Der Funktionsterm der gebrochenen Geraden wurde definiert als
Bttt u Uzzz]ﬂ’,fp] — [@1,5”] mit

B+ a(t —t), fiir alle t € [t!, 7],

B(t) = _
B° + aft — 1), fir alle t €]t?,t"] und p € {2,...,0},

wobei o = |D’| gilt. Es ist anzumerken, dass die Abschnitte der gebrochenen Geraden jeweils in
der konvexen Hiille der Paare @5,@5) und (¢, Bj) fir p=1,...,|D’| liegen.

Damit ist der Funktionsterm zuldssig, da gemaf Proposition [J gilt, dass alle Paare der konvexen

Hiille, bestehend aus den unteren und oberen gebrochenen Paaren, Zeit-Batterie-Paare sind. [

Damit kann Lemma [I] durch Induktion bewiesen werden.

Lemma 1. Sei s eine Sequenz, die Algorithmus (1| als zuldssig bewertet. Dann gilt, dass Algo-
rithmus [1] zusammen mit Algorithmus[9 an jedem Kunden aus s eine gebrochene Gerade, wie in
Definition [11] formuliert, berechnet.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion.

Induktionsanfang: Die gebrochene Gerade am ersten Kunden ist durch (ﬁ,ﬁ}), (t,8) =
(max(a1,dr), B—dy) definiert (siehe Zeile 2] von Algorithmus|[I)). Geméf Proposition [3sind diese
Paare Zeit-Batterie-Paare. Es ist anzumerken, dass bereits ein einzelnes Zeit-Batterie-Paar die

Definition der gebrochenen Geraden erfiillt.

Induktionsschritt: Seien u; und u; zwei aufeinanderfolgende Kunden in s. Angenommen, Algo-
rithmus |Z| bewertet die Erweiterung von u; nach u; als zuléssig. Geméf Proposition @ berechnet
Algorithmus [2| eine gebrochene Gerade fiir u;, sofern die Eingabe eine gebrochene Gerade fiir u;
enthalt.

Daraus folgt, dass die Algorithmen [1| und [2| an jedem Kunden einer Sequenz eine gebrochene

Gerade berechnen, sofern die Sequenz der Eingabe als zuldssig bewertet wird. O

Basierend auf dem vorangegangenen Lemma kann Lemma [2| bewiesen werden.
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Lemma 2. Falls Algorithmus[]] eine Sequenz s als zuléssig bewertet, dann existiert eine zuldssige

Losung.

Beweis. Geméft Lemma [I] wird an jedem Kunden der Sequenz eine gebrochene Gerade von Al-
gorithmus (1| und [2| berechnet, sofern die Sequenz als zuldssig bewertet wird. Folglich wird am
letzten Kunden mindestens ein Zeit-Batterie-Paar berechnet. Daraus lasst sich ableiten, dass eine
zuldssige Losung als Zertifikat des Paares fiir den letzten Kunden existiert. Geméfs der Definiti-
on [0l muss der Ladestand am Kunden mindestens ausreichen, um das néchste Depot zu erreichen.
Somit kann eine zuléssige Losung am letzten Kunden zu einer zuldssigen Losung zum néchsten

Depot erweitert werden. O

Damit ist gezeigt, dass eine zuléssige Losung existiert, falls Algorithmus [I] zuléssig zuriickgibt.
Im Folgenden wird gezeigt, dass die Algorithmen [I] und [2] Zeit-Batterie-Kurven an den Kunden
berechnen. Dazu wird zuerst gezeigt, dass am ersten Kunden der Sequenz eine Zeit-Batterie-

Kurve berechnet wird.

Proposition 1. Gegeben ist eine Sequenz s fir die eine zulissige Losung existiert. Algorithmus[]]

berechnet eine Zeit-Batterie-Kurve am ersten Kunden aus s.

Beweis. Es wird angenommen, dass das Fahrzeug zum Zeitpunkt null mit einem Ladestand von
B von einem beliebigen Depot startet. Algorithmus [1| berechnet das fritheste Zeit-Batterie-Paar
am ersten Kunden vom Depot aus, das dem ersten Kunden am néchsten liegt (siche Zeile .
Daher wird am ersten Kunden von s eine Zeit-Batterie-Kurve berechnet, da es nicht moglich ist,

den Kunden frither oder mit einem gréfteren Ladestand zu beliefern. O

Es bleibt zu zeigen, dass Algorithmen [[]und [2]an jedem Kunden eine Zeit-Batterie-Kurve berech-
nen. Dazu wird im Folgenden gezeigt, dass Algorithmus[2]an den Depots dominante Zeit-Batterie-

Paare berechnet, falls in der Eingabe des Algorithmus eine Zeit-Batterie-Kurve iibergeben wurde.

Lemma 4. Gegeben sind eine Sequenz s, zwei aufeinanderfolgende Kunden w;,u; aus s und eine
zuldssige Losung m zu s. Set uy, ein Depot, welches in m zwischen u; und u; besucht wird und set
(tg,br) das Zeit-Batterie-Paar fir uy in 7. Falls Algorithmus oder@ eine Zeit-Batterie- Kurve
fiir u; berechnet, gilt, dass Algorithmus @ ein Zeit-Batterie-Paar fir uy berechnet, das (t,by)

dominiert.

Beweis. Induktionsanfang: Angenommen, uy ist das erste Depot nach Kunde u; in Losung .

Sei (t;, B;) das Zeit-Batterie-Paar fiir u; und sei (tx, i) das Zeit-Batterie-Paar fiir uy in Losung 7.

Angenommen, Algorithmus [I] oder [2] berechnet eine Zeit-Batterie-Kurve fiir w;. Geméfs Lem-
ma [I] ist diese Zeit-Batterie-Kurve dann eine gebrochene Gerade. Somit existiert fiir jedes Zeit-
Batterie-Paar (t;, 3;) ein Zeit-Batterie-Paar (;, lN)Z) auf der Zeit-Batterie-Kurve fiir u;, das (t;, 3;)
dominiert. Dies ist gleichbedeutend mit #; < t; und BZ > B;. Es sei angenommen, dass Algorith-

mus [2| das Zeit-Batterie-Paar (¢}, 5) fiir u; berechnet, um das Depot wuj zu erreichen. Damit
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gilt, dass ¢t < t; < t;, da Algorithmus [2| den frithesten Zeitpunkt wéhlt (siche Zeile . Zudem
gilt nach Beobachtung (1 dass 3; < B + alt; — t7).

Sei (t;, f)) das Zeit-Batterie-Paar fiir uj, das von Algorithmus 2| berechnet wird. Es gilt

(Def.B)
tp>ti+dy > ti+dp >t +dy = _ t; und
(Zeile [6))
(Def. [§] ' (Beob .
Be=Bi—dy < Bi—d B + alti — t7) — d

(Def. . . * %
< Bptalti—t; +dip — dix) = B, + oty — tr).

Damit gilt, dass das Zeit-Batterie-Paar (t}, ;) das Zeit-Batterie-Paar (t, 8) dominiert.

Induktionsschritt: Gegeben sind zwei aufeinanderfolgende Depots ug_1,ur € D zwischen w;
und u; in Lésung 7. Angenommen, Algorithmus [2| berechnet ein Zeit-Batterie-Paar (¢5_,, 8;_;)
fir ug_1, welches das Paar (tx_1, Srx—1) aus der Losung 7 fiir ux_; dominiert. Es ist zu zeigen,
dass Algorithmus [2| ein Zeit-Batterie-Paar (¢}, 3;) fiir uy, berechnet, das das Zeit-Batterie-Paar
(tg, Br) von 7 fiir uy, dominiert. Der Beweis erfolgt durch Widerspruch.
Angenommen, es gilt, ¢, <t}
1
& b1+ Apm1 Fdp—1 g < ty < t;_; + — max(0, dr—1% — Br_1) + dr—1k
Zeilen o
1
St +F A\l < th + o max (0, dp—1% — 5271)

Das Maximum wird aufgelost und die zwei folgenden Fille werden unterschieden:

Fall (i) dg_14 — Bf_; <0

= tp_1+ >\k—1 < tZ—l'
Dies ist ein Widerspruch zur Induktionsannahme.

Fall (ii) dg—14 — Bi_1 >0

=t M1 <ty +— (dk; 16— Br-1)

(Det By tho1 4+ Ap 1<tk1+ (dk Lk = Be—1 + altp—1 =t 1))
:>tk1+)\k L <th o+ — (dk 1k = Br—1) +te—1 — 5y

= A—1 < (dk 1k — Br—1)

1 1 1
= a(dkz—l,k — Br—1) < o max (0, dr—1x — Br—1) < Br—1 < E(dk—l,kz — Br—-1)-

Dies ist ein Widerspruch zur Induktionsannahme und es folgt ¢; < ¢;. Es bleibt zu zeigen, dass
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B < Br + a(ty — t}) gilt. Beweis durch Widerspruch:

Angenommen, es gilt, B > B + a(ty —t})

= Ao —dig > By FaNi_y —dp_1p +a(ty —t;
(Zeile[I8) B k=1 = dro1p > B 1~ A1k + alty — )

= [r—1+aXe_1 > By Far_Falte—r + Aem1 —to — A_q)

= Br_1 > ﬁZ—l + Oz(tk_l — tZ—l)'

Dies ist ein Widerspruch zur Induktionsannahme. Damit ist der Induktionsschritt gezeigt, und

der Beweis ist abgeschlossen. O

In der folgenden Proposition wird gezeigt, dass sich die Eigenschaften eines temporéren Paars auf
das entsprechende gebrochene Paar iibertragen lassen. Sei dazu @9’ , é? ) ein unteres gebrochenes
Paar und sei (f? , ij ) ein oberes gebrochenes Paar, das aus den jeweiligen temporiren Paaren des

Depots uj erzeugt wird.

Proposition 11. Die gebrochenen Paare @?7@5) und (t_]p-, ij) liegen auf der linearen Interpolation
der tempordren Paare (t;,3,) und (t, Br). Zudem gilt L5, 8] C [ty tk] und [@;’,B]p] - [ék,Bk]

Beweis. Es wird zwischen den Féllen p = 1 und p > 1 unterschieden. Im ersten Fall sind
tempordre und gebrochene Paare identisch (siehe Zeile . Damit folgt die Aussage. Im Fall
p > 1 sind das obere temporire Paar und das obere gebrochene Paar gleich (siehe Zeile .
Fiir das untere gebrochene Paar gilt (z?,é;’) = (4, + 1/a(B — B,), B), wobei 3 dem hochsten
Ladestand des vorangegangenen Abschnitts auf der gebrochenen Geraden entspricht. Geméfs
Proposition [I]] folgt, dass die Steigung der linearen Interpolation der tempordren Paare « ist,
wodurch die Aussage folgt. Damit ist bewiesen, dass die gebrochenen Paare auf der linearen
Interpolation liegen. Zudem wurde gezeigt, dass t; = f? und B, = Bf gelten. Es bleibt zu zeigen,
dass t;, < 25 < fjp- und ék < é;’ < ij Es gilt:

1 1 _ _
t = _ t+—(8- < _tp+—Br—-8,)=t =__ 1. 2

7 (Zeile BY) bt a(ﬁ ék) (Zeile [37) bt a(ﬁk é’“) b (Zeile[39) 7 @
Damit die Ungleichung erfiillt ist, muss 8 > @k gelten. Sei dazu @, € D', das Depot, das den
Abschnitt p — 1 initialisiert hat. Auf Grundlage der Sortierung der temporiren Paare (siche
Zeile fo_lgt t; < t;. Auf Basis von P_roposition folgt, dass @k < Qk gilt. Damit folgt
B, < By = ,8;71 = . Geméf Zeile [37| gilt B > S und damit folgt die Aussage. O

Fiir den Induktionsschritt bleibt es zu zeigen, dass Algorithmus [2] eine Zeit-Batterie-Kurve fiir
uj in der Erweiterung von u; nach u; berechnet. Hierfiir werden die Propositionen @ und @
eingefiihrt. Diese Propositionen definieren eine untere Schranke fiir den frithesten Belieferungs-

zeitpunkt eines Kunden und eine obere Schranke fiir den Ladestand bei Ankunft am Kunden.
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Proposition 12. Sei (t, Br) ein Zeit-Batterie-Paar am Depot uy, € D und sei u; ein Kunde,
der direkt auf uy folgt. Dann ist der Ankunftszeitpunkt bei u; nach unten beschrdnkt durch

1
t; > max(a;, ty, + o max (0, d; + d; — Br) + di;).

Beweis. Der erste Teil des Maximums ist trivial, da der Roboter die Belieferung nur innerhalb
des vorgegebenen Zeitfensters durchfiithren kann. Der zweite Teil beschreibt den frithesten Zeit-
punkt nach der minimalen Aufladung am Depot. Der Ladestand beim Verlassen des Depots muss
mindestens ausreichen, um die Fahrzeit zum Kunden und anschliefsend zum néchstgelegenen De-
pot abzudecken. Diese Ladezeit wird berechnet als é max (0, dx; + d; — B). Damit gilt die untere
Schranke. O

Proposition 13. Sei (tx, 8;) ein Zeit-Batterie-Paar am Depot u, € D. Sei u; ein Kunde, der

direkt nach up angefahren wird. Der Ladestand bei u; ist nach oben begrenzt durch

Bi < min(B — d;, B, + a(ti — ty — dii) — di;)-

Beweis. Der erste Teil des Minimums ist trivial, da der Ladestand am Depot maximal B betragen
kann. Die Ladezeit fiir eine partielle Nachladung bei u; kann ausgedriickt werden als Ay =
t;—tr—di;, wobei t; den Belieferungszeitpunkt bei u; beschreibt. Daraus ergibt sich der Ladestand

bei u; als B + a(t; — tp — di;) — dg;, was den zweiten Teil des Minimums beschreibt. d

Lemma 5. Gegeben sind eine Sequenz s und eine zuldssige Losung m zu s. Seien u; und u; zwes
aufeinanderfolgende Kunden in s. Falls Algorithmus [1] oder [3 eine Zeit-Batterie-Kurve fiir u;

berechnet, dann gilt, dass Algorithmus @ eine Zeit-Batterie-Kurve fiir uj berechnet.

Beweis. Sei up € D das letzte Depot in 7 vor Kunde u;, und seien (ty, i) bzw. (t;,5;) die
Zeit-Batterie-Paare von 7 fiir u; und u;. Es wird gezeigt, dass auf der gebrochenen Geraden
fiir u; ein Paar (¢}, 8;) liegt, das vom Algorithmus [2| berechnet wurde und (t;,3;) dominiert.
Zunéchst wird gezeigt, dass t; > ¢, und 3; < B, gilt, wobei ¢, der Zeit des unteren temporaren
Paares fiir u; entspricht (siehe Zeile und /5 dem Ladestand des oberen temporéren Paares
fir u; (siehe Zeile . Es gilt zu zeigen, dass t; > t,. Es gilt:

(Prop. [12) 1

t; > max(bj,tg + o max (0, di; + d; — Br) + di;)

(Def. [9) 1

> max(bj,ty + - max (0, dy; + d;j — B — oty —t};)) + di;)

t.

* 1 *
> max(bj, t, + o max(0, dg; + dj — B) + di;) (Zeii
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Es bleibt zu zeigen, dass 3; < B, gilt. Es gilt:

(Prop.[13)

,Bj < mln(B — dkj7 5k + Oz(tj —tp — dkj) — dkj)
(Def.
< min(B — dp;j, ﬂz + a(ty — t]:) + a(tj — i — dkj) — dkj)

< min(B — dy;, B; bj —t) —dij) —di;)  =__

< min( ki» B + by — 1, ki) kj) (Zeile BD) Br
Es werden zwei Félle unterschieden: Entweder gilt 8; < k oder 3; € [ﬁk, Bi). Im ersten Fall
folgt, dass (ty, 8, ) (t;, ;) dominiert, da t; > ¢, und 8; < j,. Im zweiten Fall gilt:

1
t; > max(aj, ty + a(dkj + Bj — Br) + dij)

(Def@ 1 . .
> max(ayj, i, + E(dkj + Bj — B — a(ty — 1}.)) + di;)

= max(ag, t + ~(di + B — B) + dig) 2 8],

Gleichung (<) gilt, da §; in dem Intervall [@;‘, B;] liegt und die Steigung der linearen Interpolation
zwischen dem unteren und oberen temporéren Paar gleich « ist (siehe Proposition . Daher wird
(tj, 8;) von (7, 37) dominiert.

Es ist zu beachten, dass das Zeit-Batterie-Paar (t;'f, ﬁ]*) nicht zwingend auf der gebrochenen Gera-
den von u; liegen muss, da es durch ein anderes Zeit-Batterie-Paar (t;f*, ,6’;*) auf der gebrochenen

Geraden dominiert werden kann. In diesem Fall erfiillt (t;f*, ﬁj**) die geforderte Bedingung. [

Damit kann gezeigt werden, dass keine zulissige Losung existiert, falls Algorithmus [T] unzuléssig

zuriickgibt.

Lemma 3. Fualls Algorithmus [1] eine Sequenz s als unzulissig bewertet, dann existiert keine

zuldssige Losung fir s.

Beweis. Angenommen, es existiert eine zuldssige Losung 7 fiir eine Sequenz s. Dennoch bewertet
Algorithmus (1] die Sequenz s als unzuléssig. Dieser Fall kann entweder in Algorithmus [1| oder
Algorithmus [2] auftreten.

Angenommen, Algorithmus [I] gibt als Ergebnis unzuldssig zuriick. Dies bedeutet, dass der erste
Kunde u; in der Sequenz s nicht erreichbar ist (siehe Zeile |4). Sei (¢], 37) das von Algorithmus
berechnete Paar und sei (¢1, 81) das Zeit-Batterie-Paar der Losung m. Geméaf Proposition |1} folgt
entweder

(Zeile)  (Def. (Zeile[)  (Def.
b1 <'f{ < t; oder B/2 <'ﬁ>; < b

Beide Fille fiihren zu einem Widerspruch.

Angenommen, Algorithmus@ gibt unzuldssig in der Erweiterung von u; nach u; zuriick. In diesem
Fall muss D’ leer sein (siehe Zeile . Sei uy, das letzte Depot vor u; in der Losung 7. Sei (x, Bx)
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das Zeit-Batterie-Paar fiir u;, in 7, und sei (t;,b;) das Zeit-Batterie-Paar fiir u; in 7. Geméafs
Lemma ] gilt, dass Algorithmus [T oder Algorithmus [2| fiir u; eine Zeit-Batterie-Kurve berechnet.
Sei (t}, by) das von Algorithmusberechnete Zeit-Batterie-Paar fiir u. Ein solches Zeit-Batterie-
Paar muss existieren, da 7 zulassig ist. Gemafs Lemmadominiert das Zeit-Batterie-Paar (t7, 3;)
das Paar (ty, B;). Gemih Zeile 22| gilt entweder (i) b; < ¢} + £ max(0, dy; + dj — Bi) + dy; oder
(ii) dij + dj > B. Es wird gezeigt, dass beide Fille in einem Widerspruch miinden.

1
Fall (1): b; < 4+ - 0,dp; +d; — diq
a (1) j (Zeile (3) kTt o max( kj T @ Bk) + agj

(Def. 1
< tp+ a maX(O, dkj + dj — Bk) + dkj
1
< max(a;,t; + o max(0, dy; + d; — Bi) + di;)

(Prop. [12)
<

;.

(Prop.
Fall (ii): Bj < min(B — dij, Br + Oé(tj —tp — dkj) — dkj) < B —d; <dj.

Beide Fille fiihren zu einem Widerspruch. Daher kann die Losung 7 nicht zuldssig sein. O

Es bleibt zu zeigen, dass die Laufzeit von Algorithmus [I] polynomiell beschrankt ist.

Lemma 6. Sei s eine Sequenz mit |s| Kunden und sei |D| die Anzahl der Depots. Die Laufzeit
von Algorithmus |1 lisst sich asymptotisch abschétzen durch O(|s|-|D|?).

Beweis. Bevor die Laufzeit bewiesen wird, wird die maximale Anzahl an Abschnitten betrachtet,
die eine gebrochene Gerade besitzen kann. Die gebrochene Gerade am ersten Kunden ist ein
Punkt (siehe Zeile 2] von Algorithmus/[I)). Fiir alle anderen Kunden ist die Anzahl der Abschnitte
durch die Anzahl der Depots in D’ begrenzt (siehe Zeile 22). Dabei wird |D’| durch |D| begrenzt.
Jedes Depot aus D’ kann hochstens einen Abschnitt zur gebrochenen Geraden hinzufiigen (siehe

Zeilen 34 38 und [39)). Daher ist die Anzahl der Abschnitte einer gebrochenen Geraden durch |D|

begrenzt.

Algorithmus (1| ruft Algorithmus [2| |s| — 1 mal auf, wobei |s| die Anzahl der Kunden in s angibt.
Im Folgenden wird die Laufzeit von Algorithmus [2] abgeschitzt. Die Zeilen [6] bis [8] [26] bis [30]
sowie |36 bis [43| haben eine Laufzeit von O(|D]). Die Zeilen |10| bis [21] lassen sich mit O(|D|?)
abschétzen, wihrend die Zeile 31 mit O(|D|log|D|) abgeschétzt werden kann. Insgesamt lasst
sich die Laufzeit von Algorithmus [1| als O(|s| - |D|?) abschiitzen. O

Damit ist der Beweis abgeschlossen. Es folgt die Vorstellung des Algorithmus zur riickwértsge-

richteten Betrachtung des Entscheidungsproblems.
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B Rickwartsgerichtetes dynamisches Programm

Im Folgenden werden die erforderlichen Anpassungen zur Losung des Entscheidungsproblems
mit einer riickwéartsgerichteten Betrachtung der Kundensequenz vorgestellt. Dabei miissen die
Ressourcen in umgekehrter Weise bertiicksichtigt werden. Das bedeutet, dass bei einer Fahrt
zwischen zwei Kunden die Zeit riickwéarts lduft und der Ladestand steigt. Ladevorginge am
Depot fithren zu einer Reduktion der Zeit und des Ladestandes. Es wird die Definition eines

riickwéartsgerichteten Zeit-Batterie-Paars benotigt.

Definition 21. Sei s’ eine Sequenz und sei m eine zuldssige Losung fiir s'. Angenommen, m startet
am Knoten u; zum Zeitpunkt t mit Ladestand . Das Paar (t,) wird als riickwértsgerichtetes

Zeit-Batterie-Paar fiir u; in Bezug auf s’ bezeichnet.

Zur Veranschaulichung der Ressourcen werden eine Sequenz s = (uj,...,u;,...,up) und ein
riickwértsgerichtetes Zeit-Batterie-Paar (¢,b) betrachtet und diese aus der vorwértsgerichteten
Perspektive beschrieben. Die Zeit entspricht dem spéatesten Zeitpunkt, zu dem die Teilsequenz
(ug, ..., up) zuldssig ausgefithrt werden kann. Der Ladestand entspricht dem minimalen Wert,
der fiir diese Ausfiihrung erforderlich ist. Im Folgenden werden die nétigen Anpassungen von
Algorithmus [I] beschrieben.

Der Pseudocode fiir die riickwértsgerichtete Betrachtung einer Sequenz ist in Algorithmus [7]
dargestellt. Bei der Initialisierung des letzten Kunden uy, (Zeile wird das Zeit-Batterie-Paar auf
(min(by, T—dp,), dp,) gesetzt, wobei T den Zeithorizont darstellt. Die Uberpriifung auf Zulissigkeit
in Zeile 2] muss ebenfalls angepasst werden. Es muss weiterhin getestet werden, ob der Kunde
zu weit vom Depot entfernt liegt, und zusétzlich wird iiberpriift, ob der Roboter frither als die
untere Zeitfenstergrenze ankommt. In der Schleife werden die Kunden in umgekehrter Reihenfolge

betrachtet, und eine riickwértsgerichtete Erweiterung wird mit Algorithmus [8] durchgefiihrt.

Algorithmus 7 Riickwértsgerichteter Ansatz zur Losung des Entscheidungsproblems

Eingabe: Kundensequenz s = (uq,...,up), Depots D
Ausgabe: s ist zuléssig oder unzulassig
@Ilz?éi)a (fllz’ ﬁ}lz) A (min(bh’ T — dh)a dh)
falls Qll < ayp, oder é}l > g dann
Riickgabe unzulissig
ende falls
fiir alle ¢ = h bis 2 mache
rufe Algorithmus[§ auf und erweitere von u; zu u;—q
falls Erweiterung unzuléssig dann
Riickgabe unzulissig
ende falls

ende fir alle

H
e

Die riickwartsgerichtete Erweiterung zwischen zwei Kunden ist als Pseudocode in Algorithmus
dargestellt und ist weitestgehend gleich zu Algorithmus 2} Durch die Umkehrung der Betrachtung
dndern sich jedoch die Berechnungen der Zeiten und Ladestédnde. Daher werden im Folgenden

die Unterschiede aufgezeigt.
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Algorithmus 8 Riickwirtsgerichtete Erweiterung von Kunde u; zu Kunde u;

Eingabe: Kunden u;,u; € s, Depots D, gebrochene Gerade (ﬁf,ﬁf), #,B%), mit p=1,...,0

1

W NN RN NNNINIRINLRNDLN & = = s e e e
A R B RS A N S 2 =S AN S S ol

w
—

32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:
43:
44:

© %N D g Wy

ty 0,0, <00,V u, € D
# Berechne Zeit und Ladestand an Depots direkt von Kunde wu;
fiir alle up € D mit dy; < B — éll mache
ﬁ%max{pB—ﬁf > dkinoe {1a"'70}}
A — é}nin{o, dp; — (B — Bf)}
tp IZD - A= dki
By + B — aX + dy;
ende fiir alle
# Depot-zu-Depot-Evaluierung

D+

. withrend D # D mache

k « argmax{t; : w; € D\ D}
D+ D @] {uk} _
fiir alle v; € D\ D mit dj;, < B mache
A ~max(0,dy, — (B — Br))
falls t, — A\ — dj. > t; dann
t; <t — A — dlk
Bi < Br — aA + dig
ende falls
ende fiir alle

: ende wahrend
D« {uk eD: tr — émaX(O,dkj —|—dj — (B —5k)) _dkj —Tj > aj,dkj +dj < B}
: falls D’ leer ist dann

Riickgabe Erweiterung unzulassig

: ende falls

Berechnung unterer und oberer riickwértsgerichteter Zeit-Batterie-Paare fiir Kunde u;

: t < min(bj, t, — L max(0,dy; +d; — (B — B)) — dij — 1) fiir alle uy, € D’

[0}

Dl min(¢g, max(a;, t — éﬁk — dy; — 7;)) fiir alle up, € D’

TR max(dkj,ﬁk — Ct(tk — dkj —T; — t_k) + dkj) fiir alle uy, € D’

B, max(di;, Br — a(ty, — dij — 7 — a;j) + di;) fir alle uy, € D’

. Sortiere Depots absteigend nach fj, bei Gleichheit aufsteigend nach (3, bei Gleichstand

aufsteigend nach 8 X
Ersetze Indizes der Depots in D" basierend auf Sortierung von 1 bis |D’|
# Aufbau der Zeit-Batterie-Kurve fiir Kunde u;
(7?]1'7 ﬁ]l) — (tla Bl)? (t]l,éjl) A (ilvél)
B B,p<2
fiir alle k = 2 bis |D’| mache
falls @k < 6 dann
(7, B5) « (t — 5Bk — B), B)
B« B,
p—p+1
ende falls
ende fiir alle
Riickgabe Gebrochene Gerade fiir Kunde u;
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Der Algorithmus erweitert die Lésung vom Kunden u; zum Kunden u;. Auf der gebrochenen
Geraden wird der spéteste Zeitpunkt gewihlt, sodass das Depot erreicht werden kann (siehe
Zeile . Zur Berechnung der Belieferungszeit werden von der aktuellen Zeit die Ladezeit und
die Fahrzeit abgezogen (siehe Zeile @ Zur Berechnung des riickwértsgerichteten Zeit-Batterie-
Paares am Depot wird das spéteste zuléssige Paar auf der gebrochenen Geraden gewéhlt. Von der
Zeit wird die Fahrzeit zum Depot abgezogen und fiir den Ladestand muss die Fahrzeit addiert
werden (siehe Zeilen [6 und [7).

Bei der Berechnung der Depot-Pfade wird immer das Depot gewéhlt, das noch nicht berticksich-
tigt wurde und aktuell die spéteste Ankunftszeit aufweist (siehe Zeile [12]).

Fiir die Berechnung der reduzierten Depot-Menge D’ gilt, dass ein Depot enthalten ist, wenn der
spiteste Belieferungszeitpunkt bei u; vor seiner unteren Zeitfenstergrenze liegt und der Fahrweg

zum Kunden sowie die Fahrt vom Kunden zu seinem néchstgelegenen Depot moglich sind (siehe

Zeile .

Der obere Ankunftszeitpunkt ergibt sich dabei als Minimum aus der oberen Zeitfenstergrenze von
uj und dem spétesten Ankunftszeitpunkt bei u; (siehe Zeile . Der untere Ankunftszeitpunkt
ergibt sich als Minimum aus dem oberen Ankunftszeitpunkt und dem Maximum aus der unteren
Zeitfenstergrenze von u; und dem Ankunftszeitpunkt nach einer vollstindigen Entladung am
Depot (siehe Zeile . Fiir die Ladesténde gilt, dass diese sich als Maximum aus einer komplet-
ten Entladung am Depot und dem Ladestand entsprechend des jeweiligen Ankunftszeitpunkts
berechnen (siehe Zeile 29| und .

Die Sortierung der Depots erfolgt in Zeile 31} Zuerst wird in absteigender Reihenfolge nach
dem oberen Belieferungszeitpunkt bei u; sortiert und bei Gleichheit erfolgt die Sortierung in
aufsteigender Reihenfolge nach dem oberen Ladestand. Sollte weiterhin Gleichheit bestehen, wird
in aufsteigender Reihenfolge nach dem Ladestand sortiert. Besteht erneut Gleichheit, erfolgt die

Sortierung nach IDs.

Der Aufbau der gebrochenen Kurve fiir u; dhnelt der vorwartsgerichteten Variante. Allerdings
werden zuerst die spatesten Abschnitte hinzugefiigt, und ein neuer Abschnitt wird nur dann
aufgenommen, wenn dieser einen geringeren Ladestand aufweist als der aktuell tiefste. Zusétzlich
wird das obere temporare Paar angepasst. Damit ist die Beschreibung der riickwéartsgerichteten
Variante des dynamischen Programms abgeschlossen. Es folgen die Korrektheitsbeweise fiir die

Algorithmen aus dem Kapitel [5]
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C Korrektheitsbeweise der Algorithmen [5 und [6]

Im Folgenden wird die Korrektheit der Algorithmen [5] und [6] bewiesen. Zunédchst werden die
Lemmata [9] und bewiesen. Diese stellen einen Zusammenhang zwischen der Geschwindig-
keitsénderung von zwei aufeinanderfolgenden Kunden und dem Belieferungszeitpunkt des ersten

Kunden her.

Lemma 9. Sei s = (u1,us,...,up) eine Sequenz und sei v = (vi,ve,...,vy) ein Geschwindig-
keitsvektor, der up, zu einem festen Zeitpunkt beliefert und dabei beziiglich f kostenminimal ist.
Enthdlt die Sequenz zwei aufeinanderfolgende Kunden w; und w41, fir die v; > viy1 gilt, dann
gilt tz' = bi.

Beweis. Es wird ein Widerspruchsbeweis gefiihrt mit der Annahme, dass t; < b; gilt. Wahle
F .
. < b,;. Die

v,—0 —

d;i,d;iy1,d;, diy1 wie in Lemma sowie ein d mit 0 < § < v; —v;41 und t;_1 + % +
Kosten fiir die beiden Kunden konnen reduziert werden, indem die Geschwindigkeit auf d; um
8 gesenkt wird und die Geschwindigkeit auf d;;1 um 8 erhdht wird (siehe Lemma . Es ist zu
beachten, dass durch die Verdnderung der Geschwindigkeiten die gesamte Fahrzeit reduziert wird
(siche Beweis von Lemma . Daher bleibt die restliche Sequenz unveréndert. Die Reduzierung

der Kosten widerspricht jedoch der Annahme, dass der Vektor v kostenminimal ist. O

Lemma 10. Sei s = (uy,ug,...,up) eine Sequenz und sei v = (vi,ve,...,vp) ein Geschwindig-
keitsvektor, der up, zu einem festen Zeitpunkt beliefert und dabei beztiglich f kostenminimal ist.
Enthdlt die Sequenz zwei aufeinanderfolgende Kunden w; und u;t1, fir die v; < viy1 gilt, dann

gilt tl' = a;.

Beweis. Auch fiir dieses Lemma wird ein Widerspruchsbeweis gefiihrt. Dazu wird angenommen,
dass t; > a; gilt. Wihle cZi, cZiJrl, d;, czlqu, wie in Lemma sowie ein d mit 0 < § < v;41 — v; und
ti1+ % + v:zi 5
Geschwindigkeit auf d; um & erhéht wird und auf Ji+1 um ¢ gesenkt wird. Durch die Verschiebung

> a;. Geméf Lemma g konnen die Kosten von s reduziert werden, indem die

sinkt die Gesamtfahrzeit, sodass die restliche Sequenz unverdndert bleibt. Die Reduzierung der

Kosten widerspricht jedoch der Annahme, dass der Vektor v kostenminimal ist. OJ

Das folgende Lemma zeigt, dass die Geschwindigkeitsvektoren von Algorithmus [5] zuléssig sind
und die Belieferungszeitpunkte gleich zu dem Geschwindigkeitsvektor von Algorithmus [4| gewéhlt
werden konnen. Es wird angenommen, dass t;, ¢, t; die Belieferungszeitpunkte des Kunden u; € s
darstellen, basierend auf den Vektoren v, v* und v. Hierbei ist v der optimale Geschwindigkeits-
vektor beziiglich der Funktion f auf [vmin, Umaz], V* entspricht der Riickgabe von Algorithmus
und v entspricht der Riickgabe von Algorithmus [4]

Lemma 11. Sei s = (uq,...,up) eine Sequenz. Algorithmus @ berechnet zulissige Geschwin-
digkeitsvektoren und die Belieferungszeitpunkte von Algorithmus [ sind auch fiir den Vektor von

Algorithmus [4 zuldssig.
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Beweis. Zuerst wird gezeigt, dass die Geschwindigkeiten des Vektors v* zuléssig sind. Geméfs
der Definition der Eintrége von v* gilt vynin < max(vopt, Vi) < Umgq. Fiir die Zuléssigkeit von v*
muss noch gezeigt werden, dass Belieferungszeitpunkte fiir s gewéhlt werden kénnen, sodass alle
Kunden innerhalb ihrer Zeitfenster beliefert werden. Da Algorithmus [] korrekt ist, ist v zuldssig.
Wihle die Belieferungszeitpunkte t; fiir den Geschwindigkeitsvektor v* als ¢t = t; fiir u; € s.
Diese Wahl ist zuléssig, da v; < vj gilt. O

Das folgende Lemma zeigt, dass kein zuléssiger Geschwindigkeitsvektor existiert, falls Algorith-

mus [5| unzuléssig zuriickgibt.

Lemma 12. Sei s = (uq,...,up) eine Sequenz. Gibt Algorithmus@ unzuléssig zurick, dann kann

kein Geschwindigkeitsvektor zu s, der die Geschwindigkeitsgrenzen [Vmin, Umaz] erfillt, existieren.

Beweis. Algorithmus [f] gibt unzuldssig zuriick, falls Algorithmus [] die Sequenz als unzuldssig
bewertet. Hvattum et al.|(2013) haben gezeigt, dass Algorithmus [4] korrekt ist. Es folgt daraus,
dass, wenn Algorithmus [] unzuldssig zuriickgibt, kein zuldssiger Geschwindigkeitsvektor zu s mit
Geschwindigkeiten aus dem Intervall [0, vy, ] existiert. In diesem Fall kann es jedoch auch keinen
zuldssigen Geschwindigkeitsvektor fiir s im Intervall [vpmin, Umaz] geben, da dieses eine Teilmenge

von [0, Upay| ist. O

Abgeschlossen wird der Korrektheitsbeweis von Algorithmus [5] mit dem folgenden Theorem. Die-
ses zeigt, dass Algorithmus [5| optimale Geschwindigkeitsvektoren bezogen auf die Funktion f
berechnet. Es wird ohne Beschrankung der Allgemeinheit angenommen, dass die Belieferungs-

zeitpunkte t;, t5,%;, u; € s, frithestmdglich sind.

Theorem 2. Sei s = (uy,...,up) eine Sequenz. Algorithmus @ berechnet einen optimalen Ge-
schwindigkeitsvektor fiir s beziiglich der Funktion f fir die Geschwindigkeitsgrenzen [Vmin, Umaz|,

sofern ein solcher existiert.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch einen Widerspruch. Angenommen, die Kosten der Sequenz s
unter v* sind grofler als die eines optimalen Vektors v. Die Geschwindigkeitsvektoren miissen
sich in mindestens einem Eintrag unterscheiden. Geméf Lemma |11j muss gelten, dass ¢} < t; fiir
J =1,...,h, da die Belieferungszeiten minimal gewéhlt wurden und v; < o7 fir j =1,...,k gilt.
Es muss aufserdem vq2 — Umin > 0 gelten, da andernfalls v = v wire. Sei i der erste Index,
fir den v} # v; gilt. Gemaf Algorithmus [5| gilt v = max{vep, v;}. Im Folgenden wird zwischen

den Féllen (1) v} = vope und (2) v} = v; unterschieden.
(1) v = vopr. Es wird zwischen den beiden Féllen (1.1) v; < v und (1.2) v; > vy unter-
schieden.

(1.1) Dieser Fall ist ein Widerspruch zur Optimalitét von v, da f(v;) > f(v}) = f(vopt)

gilt, wobei v, eindeutig ist und ¢;_; = t;_1 sowie ¢t < t; gilt.
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(1.2) Es folgt, dass v; > vopr = V. GeméR der Definition von v* gilt ve, > 0;. Es gilt
vopt > V; und der Fall, dass vy = V4 gilt, wird in Fall (2) behandelt. Es muss
t; <t < t; gelten, da andernfalls v; verringert werden konnte, was einen Widerspruch
zur Optimalitdt von v darstellen wiirde. Es werden zwei Félle unterschieden: ¢ = h
oder i < h. Der erste Fall ist ein Widerspruch zur Optimalitét, da f(vy) > f(v})
und ¢, <ty < tp, gelten. Im zweiten Fall wird angenommen, dass es einen kleinsten
Index j gibt, bei dem v; < v, gilt und 7 < j. Sei [ der kleinste Index mit ¢ <[ < j,
fiir den v; > vy gilt. Angenommen, es existiert kein Index [, dann gilt v; < v;, fiir
alle [ mit [ = 4,...,7. Allerdings gilt fj = a;. Zusammen mit ¢; < t; < t; folgt, dass
v zu Wartezeiten fithrt. Daher kénnte die Geschwindigkeit von v; reduziert werden,
was einen Widerspruch zur Optimalitdt von v darstellen wiirde. Somit muss es einen
Index [ geben, fir den ¢ < I < j und v; > vy gilt. In diesem Fall folgt jedoch
ty = b. Da v; > vy, fiir [ =i,....0,und t; < tr < t; gilt, ergibt sich daraus, dass
entweder v unzuléssig ist oder v zu Wartezeiten fithrt. Beide Argumentationen fithren
zu einem Widerspruch. Daraus folgt, dass es keinen Index j geben kann, und es gilt
Vi > Vig1 > -+ > V. Geméf der Definition von v* folgt Vlf = Ugpt flir [=i,...,h.
Dies ist ein Widerspruch zur Optimalitat von v, da v* zuléssig ist und somit v; gesenkt

werden konnte.

Damit ist der Fall (1) abgeschlossen.

<%

(2) v} = v;. Zusammen mit der Definition von v* folgt v; > v,p. Es wird zwischen den Fillen
1) t; > t; und (2.2) t; < t; unterschieden.

[\

(2.1) Es gilt t; 1 =t | < ti—1. Daraus folgt notwendigerweise, dass v; < v; = V;, da
andernfalls v; gesenkt werden konnte, was einen Widerspruch zur Optimalitdt von v

darstellen wiirde. Es wird eine weitere Fallunterscheidung getroffen:

(2.1.1) t; = t;. Es folgt t;_1 < ti—1. Es ist anzumerken, dass der Index i grofer als 1
sein muss, da v sonst unzuldssig wére, weil eine Losung basierend auf v zum
Zeitpunkt 0 vom Depot startet. Falls v;_1 < v; gilt, folgt geméf Lemma [0} dass
ti—1 = a;—1. Dies widerspricht der Zuléssigkeit von v, da t;_ < t;_; gilt. Folglich
muss V;—1 > V; gelten. Nach der Definition von v* gilt vi ; = v;_1. Zudem
wurde angenommen, dass fiir | < ¢ v; = v gilt. Somit folgt v;_1 = vj_; = v;_1.
Dies impliziert jedoch, dass v;_1 > v; und geméfs Lemma@ t;_1 = b;_1 gilt. Dies
widerspricht der Zuléssigkeit des Vektors v, womit dieser Fall abgeschlossen ist.

(2.1.2) t; > ti. In diesem Fall gilt t,_; < #;_1, v; < v; und t; > t;. Angenommen,
es existiert ein kleinster Index j, fiir den v; > v;i1 und ¢ < j gilt. Gemaf
Lemma |§| folgt, dass £; = b; gilt. Es muss i # j gelten, da t; > #; ist. Es folgt
Vi < Vg1 < --- <V > Vg, Sei | der kleinste Index, fiir den 7 < I < j und
v; < vi11 gilt. Ein solcher Index muss existieren, da v ansonsten unzulissig ware.
Geméf Lemma [I0] gilt ¢; = a;. Dies widerspricht jedoch der Zuléssigkeit von v, da
der Vektor v, angewendet auf s, keine Wartezeiten enthilt und t; > ¢; gilt. Somit

kann es keinen Index j geben, und es folgt v; < v;41 < --- < vp,. Jedoch gilt
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tn, = by,. Folglich muss es einen Index j geben, fiir den i < j < h und Vi > Vi

gilt. Dies fithrt jedoch, wie bereits gezeigt, zu einem Widerspruch.
(2.2) t; < t;. Es wird eine weitere Fallunterscheidung getroffen:

(2.2.1) v; < v;. Es gilt t;_1 < £;_1, da sowohl t; < t; sowie v; < V; gilt. Angenommen,
es existiert ein grofter Index j, fiir den v; < v;41 und j < 7 gelten. Gemaf
Lemma [10| folgt, dass fj = a; gilt. Die Indizes ¢ und j miissen ungleich sein, weil
tiiq < tiq gilt. Daraus folgt v; < V41 > --- > v;_1 > v;. Sei [ der grofte
Index mit 7 <1 <4 und v; > vi41. Ein solcher Index muss existieren, da v sonst
unzulissig wire, weil v, angewendet auf s, nicht zu Wartezeiten fithrt, ¢; < %;,

f; = a;j und v; < ¥j fiir j = j +1,...,i gilt. GeméiR Lemma [9] folgt ¢, = by.
Dies ist aber ein Widerspruch zur Zulassigkeit von v. Folglich kann kein Index j
existieren und es gilt v{ > Vo > -+ > v;. Damit t;_; < £;_; gelten kann, muss ein
grofster Index | mit [ <4 und v; > vy existieren. Dies fiihrt jedoch, wie bereits
gezeigt, zu einem Widerspruch zur Zuldssigkeit von v.

(2.2.2) v; > v;. Es gilt f(vi) > f(Vi) > f(vopt). Dieser Fall ist gleich zu Fall (1.2) mit
dem Unterschied, dass v; = v; und f(v}) > f(V;) > f(vopt) gilt. Gleichermafen
kann gefolgert werden, dass v; > v;41 > --- > vy gilt. Es gilt, dass ¢, < th
oder v; > vj, fiir einen Index J, mit i < j < h, gilt. Im ersten Fall kann die
Geschwindigkeit v; gesenkt werden, weil v zuldssig ist. Dies ist ein Widerspruch
zur Optimalitit von v. Im zweiten Fall wird j minimal gewihlt. Es folgt v; <

- < v; > viy. Geméh Lemma |§| folgt t; = b;. Allerdings muss somit v zu
Wartezeiten fiihren oder v ist unzuléssig. Dies stellt erneut einen Widerspruch

zur Optimalitdt von v dar.

Damit ist Fall (2.2) abgeschlossen und damit auch der Beweis des Theorems.
O

Damit ist der Korrektheitsbeweis von Algorithmus |5| abgeschlossen. Im Weiteren wird die Kor-
rektheit von Algorithmus [f] bewiesen. Dazu werden zunéchst die Lemmata [I3] und [T4] bewiesen.
Diese stellen den Belieferungszeitpunkt und die Anderung der Geschwindigkeit von zwei aufein-

anderfolgenden Kunden in Bezug.

Lemma 13. Sei s = (uq,us,...,up) eine Sequenz und v = (v1, v, ...,vp) ein Geschwindigkeits-
vektor, der up zu einem festen Zeitpunkt beliefert und beziiglich f kostenminimal ist. Falls fiir
einen Kunden u; € s\ up, gilt t; = b; und a; # b;, dann gilt v; > vi41.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Widerspruch. Angenommen, es gilt v; < v;4+1. Es wird eine
Distanz d gewihlt, wobei d = min{d;, d; 11} gilt. Geméaf Lemma lasst sich die Geschwindigkeit
von u; auf d um ¢ erhéhen und die Geschwindigkeit von w41 auf d um & reduzieren. Dabei ist § so
zu wahlen, dass der Belieferungszeitpunkt von wu; zuléssig bleibt und v; + 6 < v;41 — 9 gilt. Diese
Anpassung ist moglich, da a; # b; gilt. Durch Wartezeiten nach u; kann der Belieferungszeitpunkt

von u;41 unverandert bleiben. Daraus folgt jedoch, dass v nicht kostenminimal ist. O

174



C. Korrektheitsbeweise der Algorithmen @ und @

Lemma 14. Seis = (uy,ua,...,up) eine Sequenz und v = (v1,va,...,vy) ein Geschwindigkeits-
vektor, der up zu einem festen Zeitpunkt beliefert und beziiglich f kostenminimal ist. Falls fiir

einen Kunden u; € s\ up, gilt t; = a; und a; # b;, dann gilt v; < viiq.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Widerspruch. Angenommen, es gilt v; > v;41. Es wird eine
Distanz d gewihlt, wobei d = min{d;, d; 11} gilt. Geméf Lemmaléisst sich die Geschwindigkeit
von u; auf d um & reduzieren und die Geschwindigkeit von wu;41 auf d um & erhéhen. Dabei ist § so
zu wahlen, dass der Belieferungszeitpunkt von wu; zuléssig bleibt und v; — § > v; 41 + 9 gilt. Diese
Anpassung ist moglich, da a; # b; gilt. Durch Wartezeiten nach u; kann der Belieferungszeitpunkt

von u;4+1 unverdndert bleiben. Damit folgt allerdings, dass v nicht kostenminimal ist. O

Im Folgenden wird gezeigt, dass ein kostenminimaler Geschwindigkeitsvektor mit einer Sequenz
ein Match bildet, wie in Definition [17] definiert.

Lemma 15. Sei s eine Sequenz und v ein Geschwindigkeitsvektor fir s. Falls v kostenminimal

ist, dann bilden s zusammen mit v ein Match und es existiert eine Partitionierung.

Beweis. Sei v = (vy,...,vp) ein kostenminimaler Geschwindigkeitsvektor. Es werden zwei Fille
unterschieden: (1) Die Sequenz s besitzt einen Kunden u;, fiir den ¢; = a; gilt oder (2) ein solcher

Kunde existiert nicht.

(1) Seiwy der letzte Kunde in s, fiir den t; = a; gilt. Falls a; # b; gilt, folgt geméfs Proposition
dass v; < v;11. Angenommen, es gilt | = h, dann folgt §(v) = (u1,...,up). Andernfalls
folgt 5(v) = (u1,...,w) und §(v) = (wj41,...,ux). Angenommen, es gilt v; < viyg, fiir
| <i < k. Nach Lemma [I0] gilt ¢; = a;. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass Index
I groktmoglich ist. Somit folgt v; > w41 fiir I < ¢ < k. Angenommen, t; = a; gilt. Auch

dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass [ maximal gewéahlt wurde.

(2) Wéhle s = (uy,...,up). Gleichermafen zu Fall (1) gilt, dass Sequenz s keine zwei Kunden

mit v; < v;41 enthalten kann und somit gilt v; > v;41, fiir 0 < i < k.

Die Anzahl der Teilsequenzen §;, mit ¢ = 1,...,p, soll minimal gewadhlt werden, sodass alle

Kunden innerhalb einer Teilsequenz die gleichen Geschwindigkeiten haben. O

Mit dem folgenden Lemma wird gezeigt, dass alle Vektoren von Algorithmus [6] ein Match bilden.
Lemma 16. Sei s = (ug,us,...,ux) eine Sequenz und V die Menge der von Algorithmus @

berechneten Geschwindigkeitsvektoren. Es gilt, dass alle Vektoren aus V ein Match mit s bilden.

Beweis. Sei v* = (v, v3,...,v}) der optimale Geschwindigkeitsvektor aus der Eingabe von Al-
gorithmus [6] Nach Proposition [15 bildet v* ein Match zusammen mit s.
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Im Folgenden wird eine Iteration von Algorithmus[6] betrachtet und es wird gezeigt, dass alle Vek-
toren, die in dieser Iteration zu V hinzugefiigt werden, ein Match bilden. Sei v = (v1,v2, ..., vp)
der Geschwindigkeitsvektor zu Beginn der Iteration. Seien §(v) und §;(v) mit ¢ = 1,...,p die
Partitionierung von s auf Basis von v. Sei v/ = (v],v5,...,v},) der Geschwindigkeitsvektor zum
Ende der Iteration. Sei v = (01,...,0j,0j41,...,0p) ein beliebiger Geschwindigkeitsvektor, der

in der Iteration berechnet wird. Es gilt v # v und v # v/,

Zu Beginn der Iteration wird die langste Teilsequenz s* fiir v berechnet. Es gilt s* = 5,. In
der Iteration werden die Geschwindigkeiten der Kunden in s* gleichméfig erhoht, sodass diese

jeweils in v und v’ identisch sind.

Algorithmus [6] verdndert die Geschwindigkeit der Kunden in s* bis einer der folgenden Félle

eintritt:

(1) t;, =ay,uy € s,
(2) v}, =V}, uj € 5p-1(v), oder
(3) V), = Vmaa-

Es folgt, dass v das folgende Match besitzt: §(v) = §(v) und 5;(V) = 5;(v), mit ¢ = 1,..., p. Dies
gilt aufgrund der folgenden Eigenschaften:

[} ’U/.:

g *
/ vj,uj €5\ s,

® 0 > U, uj € 5p—1 und uy € 5,(V), und

o tj #ajuj€ §p(\7).

Es bleibt zu zeigen, dass der Vektor v/ ein Match besitzt. Es werden drei Falle unterschieden:

(1) Es gilt ¢, = ap,uy € s*. In diesem Fall folgt, dass sich nach v’ folgende Partitionierung
ergibt: 5(v’) und 5(v') = 51 (v'), wobei u; € §(v'), fiir j <, und u; € 5(v'), fiir j > 1.
(2) Es gilt vj, = v}, wobei u; € 5,—1(v), und ¢} # aj,u; € 5p—1(v)U5p(v). In diesem Fall folgt,
dass sich nach v’ folgende Partitionierung ergibt: 5(v'), 5;(v'),i =1,...,p — 1, wobei gilt
o 5(v') =5(v),
o 5(V)=5(v),i=1,...,p—2, und

o Sp-1(V') = 5p—1(v) U 5p(V).

(3) Es gilt vj, = Vimaaz, t; # aj,u; € s* und vy > v}, wobei u; € 5,-1(v). Damit folgt p = 1 und

aus v’ ergibt sich die folgende Partitionierung: §(v) = 5(v) und §;(v) = 51(v) U 52(v).
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Proposition 2. Sei s = (u1,ug,...,u;) eine Sequenz und v ein Geschwindigkeitsvektor, der
zusammen mit s ein Match bildet. Es gilt, dass die Teilsequenzen §;(v), fir i = 1,...,p, keine

Wartezeiten enthalten und es gilt

ti =101+ 7+ di/vi, u; € 5(’1)).

Beweis. Geméf der Partitionierung von s gilt ¢; > ay, fiir alle u; € 5. Der Beweis erfolgt durch
Widerspruch. Angenommen, es existiert ein Kunde u; € s, fiir den t; > t,_1 + 7; + d;/v; gilt.
Dann lasst sich t; reduzieren, da t; > a; gilt. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass die

Belieferungszeitpunkte frithestmdéglich gewéhlt sind. O

Mit dem folgenden Lemma wird gezeigt, dass die Geschwindigkeitsvektoren von Algorithmus [6]

zuléssig sind.

Lemma 17. Alle Geschwindigkeitsvektoren aus V, berechnet von Algorithmus @fﬁr die Sequenz

s = (uy,ug,...,up), sind zuldssig.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Widerspruch. Sei v = (01, 09,...,0;) der erste, unzuléssige
Geschwindigkeitsvektor, der der Menge V hinzugefiigt wird. Damit existiert ein kleinster Index

j, fiir den 9 € [Vmin, Umaz] oder t; € [aj, b;] gilt.

Es gilt v # v*, wobei v* der optimale und somit zuldssige Geschwindigkeitsvektor der Eingabe
ist (siehe Definition . Es wird die Iteration betrachtet, in der v berechnet wird. Sei v =
(v1,v2,...,vp) der Geschwindigkeitsvektor zu Beginn dieser Iteration. Es gilt, dass v zuléssig ist.
Gemak Proposition gilt, dass v ein Match bildet. Sei 5(v), 5;(v),i = 1,...,p, die dazugehorige

Partition. Sei v/ = (v}, v5,...,v}) der Geschwindigkeitsvektor zum Ende der Iteration.

Es gilt u; € 5p,, da nur 5, verandert wird und diese Anderungen keine Auswirkungen auf die
restliche Sequenz haben. Es werden vier Fille unterschieden: (1) 0 > Vmaz, (2) 95 < Umin, (3)
t~j > bj und (4) Ej < aj.

(1) Es gilt v; < vmae und v < gy (siche Zeile|13)), sowie 95 € (vj, vj] (siehe Zeile. Daraus
folgt ¥; < Vpmaa-

(2) Es wird gezeigt, dass v} > v; ist. Dabei gilt

° v < Umaz,
o v; > vy, U; € 5p—1,U; € 5p, falls p > 1, und
o t; > a;, flir u; € 5p.

Es werden die folgenden Félle unterschieden (2.1) v; = Umaz, (2.2) v} = v, fiir u; € 5,1,

oder (2.3) basierend auf v’ gilt t; = a;, fiir u; € §,. In den Féllen (2.1) und (2.2) folgt
v > vj. Im Fall (2.3) gilt a; = t] < ¢;. Da die Geschwindigkeiten in v und v’ jeweils fiir

5p(v) einheitlich sind, folgt zwangslaufig ’U;- > vj. Damit gilt vy, < v; <05 < v;-.

177



C. Korrektheitsbeweise der Algorithmen @ und

s5(v*) s1(v") §2(v") Sp-1(v") 5p(v")

Abbildung C.1: Ankunftszeitpunkte mit Geschwindigkeitsvektor v

(3) Aus Fall (2) folgt v; < 0; < v, fiir u; € 5,(v). Damit gilt ¢} <&; <t; <b;.

(4) Sei uy der letzte Kunde in 5,_1(v) oder in 5(v). Sei t,, der dazugehorige Belieferungs-

zeitpunkt. Sollte kein solcher Kunde existieren, dann wird ¢, = 0 angenommen. Es gilt
0j < Zg:l,ﬂ di/(aj —t},) (siehe Zeile . Es folgt

/ Zz:l’—&-l di / i=l'+1 d; /
aj >ty + —— =2t + .7'((1]‘ - tl’) = aj.

Vi

Dies ist ein Widerspruch.
Damit folgt, dass v zuléassig ist. O

Mit dem folgenden Lemma wird gezeigt, dass die Geschwindigkeiten fiir Kunden in §*, bei der
Verringerung des Ankunftszeitpunkts am letzten Kunden einer Sequenz, nicht gedindert werden

miissen.

Lemma 18. Sei s = (uy,us,...,up) eine Sequenz und sei v* = (vq,ve,...,vy) ein Geschwin-
digkeitsvektor, der uy zu einem festen Zeitpunkt tj beliefert und beziiglich f kostenminimal ist.
Sei 5(v*) und 5;(v*), i = 1,...,p, die Partitionierung von s basierend auf v*. Sei t} ein zu-
lassiger Belieferungszeitpunkt von uy,, wobei tj, < t; gilt. Dann existiert ein kostenminimaler

Geschwindigkeitsvektor v, fir den t;, =t} und v; = v}, fir u; € 5(v*) gilt.

Beweis. Es wird ein Widerspruchsbeweis gefithrt mit der Annahme, dass kein kostenminimaler
Geschwindigkeitsvektor v fiir Funktion f, der die Bedingung ¢, = t} und v; = v}, fiir alle Kunden
u; € 5(v*), erfiillt, existiert. Sei u; der letzte Kunde aus 5(v*). Es gilt ¢} = a;. Damit folgt t; > a;,
da ansonsten v* bereits ein kostenminimaler Geschwindigkeitsvektor fiir die Teilsequenz §(v*)
ist. Eine Visualisierung dieses Falls ist in Abbildung dargestellt. Alle Geschwindigkeiten der

Kunden in 57 sind fiir den Vektor v* gleich. Es werden zwei Falle unterschieden:

(1) v; < v} oder
(2) v; > vy,
(1) Geméf Proposition gilt vi < vj,,, dat; = @ und a@; # b;. Daher muss ein Kunde

mit dem kleinsten Index ¢ in §;(v*) existieren, wobei ¢ > | und v; < v;;1 gelten. Existiert

kein solcher Index, so ist v unzuléssig, da ¢; > t; = @; und v; < v;. Entweder wird der letzte
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Kunde aus 51(v*) auf seiner oberen Zeitfenstergrenze beliefert oder es gilt p = 1 und ¢ < .
Geméh Lemma folgt ¢; = a;. Dies fiihrt jedoch zu einem Widerspruch zur Zuléssigkeit von
v*, da geméaf Proposition [2| v* nicht in Wartezeiten fir §(v*) miindet, ¢/ < ¢; und V;f > vj, fiir

j=1,...,1, gilt.

(2) Sei i der grofte Index fiir den ¢ < [ und v; < v} gilt. Ein solcher Index muss existieren,
da v; > v} und ¢ > ¢ gilt. Es gilt ¢; > ¢, fir ¢ < j < [. Es werden zwel Félle unterschieden:
(2.1) vi > v, oder (2.2) v; < Viy1. Im Fall (2.1) gilt ¢; = b;. Daher kann v nicht kostenminimal
sein. Im Fall (2.2) gilt ¢; = a;. Dies ist ein Widerspruch zur Zuléssigkeit von v*. Somit gilt, dass

der Vektor v nicht kostenminimal ist. O

Es folgt der Beweis, dass alle Geschwindigkeitsvektoren von Algorithmus [] fiir den jeweiligen

Ankunftszeitpunkt kostenminimal sind.

Lemma 19. Sei s = (u1,us,...,u) eine Sequenz und sei V die Menge der von Algorithmus @
berechneten Geschwindigkeitsvektoren. Alle Vektoren in V sind beziiglich f und dem jeweiligen

Belieferungszeitpunkt von up, kostenminimal.

Beweis. Der Beweis des Satzes wird durch Widerspruch gefiihrt. Sei v = (v1, v, ..., vp) der erste
nicht kostenminimale Geschwindigkeitsvektor aus V. Sei t;, der Belieferungszeitpunkt von u, mit
v. Es muss also einen Geschwindigkeitsvektor v = (01,02, ..., ) geben, sodass t; = ¢, und die

Kosten von v unter f grofser sind als die Kosten des Vektors v.

Sei v* der Geschwindigkeitsvektor zu Beginn der Iteration in der v betrachtet wird. Es gilt, dass
v* kostenminimal ist. Nach Proposition [16| partitioniert Geschwindigkeitsvektor v* die Sequenz
s in §(v*) und §;(v*), fiir i = 1,...,p. Es gilt, dass sich v und v* nur bei den Kunden in 5,(v*)

unterscheiden.

Es werden zwei Falle unterschieden:

(1) Mindestens zwei aufeinanderfolgende Kunden aus 5,(v*) haben unterschiedliche Geschwin-

digkeiten in v und es gilt v; = v;, fiir alle u; € s\ 5,(v*),

(2) Der letzte Kunde einer Teilsequenz §;(v*) mit ¢ = 1,...,p — 1 wird nicht auf seiner oberen

Zeitfenstergrenze beliefert.

Es ist zu beachten, dass nach Lemma [18| die Kunden aus §(v*) nicht betrachtet werden miissen.

(1) Sei uy der letzte Kunde der Teilsequenz 5,_1(v*). Falls p = 1, ist uy der letzte Kunde aus
5(v*) oder es existiert kein solcher Kunde. Es gilt ¢, = ty, tp = t, und vy4q = --- = vp,. Nach
Lemma [17]ist v zuldssig. Lemma [§] zeigt, dass das Angleichen der Geschwindigkeiten die Kosten
einer Sequenz minimiert. Folglich kann ¥ nicht kostenminimal sein, da ein Vektor v existiert, der

fir die Kunden aus 5,(v*) dieselben Geschwindigkeiten aufweist und zuléssig ist.
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(2) Wihle ¢ minimal. Sei u; der letzte Kunde aus Teilsequenz 5;_1(v*) oder aus §(v*), oder es
existiert kein Kunde u;. Sei uy der letzte Kunde aus 5;(v*). Es gilt {; = t; oder beide Werte sind

0. Es werden drei Falle unterschieden:

(2.1) Vig1 =+ =Vpy > Vi1 ="+ = Vp,
(2.2) es gibt zwei Kunden uj, uj41 in 5;(v*), fir die v; > V41 gilt, und es gilt vj 11 =--- =¥y
oder
(2.3) es gibt zwei Kunden u;, w1 in 5;(v*), fiir die v; < V41 gilt, und es gilt v =--- = Vp.
Si-1(v7) 5i(v7) Si+1(v")

ug uyr U

| |1

1 1 T

tAl = tl tAl/ bl/ t] = b]
Vigr=-=Vp < Vpy <<V > Vg

Abbildung C.2: Visualisierung von Fall (2.1)

Eine Visualisierung des Falls (2.1) ist in Abbildung zu sehen. Es gilt ¢, = t;. Daraus folgt
vy < Vpy1, andernfalls ergibt sich ein Widerspruch zu Lemma @ da ty # by. Sei uj der erste
Kunde, fir den v; > ¥,y gilt, wobei I’ < j. Dies muss gelten, da andernfalls t, < tp, gilt.
Geméf Lemma |§| gilt fj/ = bjr. Dies steht jedoch im Widerspruch zur Zulassigkeit von v, da
Vig] = - =Vp >Vpg > - > vy gilt, 5% keine Wartezeiten mit v besitzt (Proposition [2]) und
v nach Lemma [17] zulassig ist.

§Z‘(V*)
w Ujr Ujr Uj uy
| { ] } —
=t iy tjn = b tj =b; e bu
Vi< Vpaim e =V > V229 > V==V

Abbildung C.3: Visualisierung von Fall (2.2)

(2.2) Eine Visualisierung des Falls ist in Abbildung zu sehen. Da j mit [ < j < I’ maxi-
mal gewshlt ist, folgt V11 = V42 = --- = V. Gemaf Lemma |§| gilt fj = b;. Dies wiirde einen
Widerspruch zur Zuldssigkeit von v darstellen, da v fiir alle Kunden aus §;(v*) gleiche Geschwin-
digkeiten besitzt und somit die obere Zeitfenstergrenze von u; verletzen wiirde. Somit gibt es
einen Kunden uj in §;(v*), fiir den v < V44 gilt. Wéhle 5 mit dem groften Index, fiir den
J' < j gilt. Sei ujr der letzte Kunde, fiir den Vjipq = Vg9 = -+ = v, mit j/ < j” < j, gilt. Ge-
mafs Lemma@folgt, dass fjn = bjn gilt. Fiir die Zuldssigkeit der Kunden w41, ..., u;» folgt, dass
mindestens eine durchschnittliche Geschwindigkeit von v;» benétigt wird. Diese Geschwindigkeit

stellt somit auch eine untere Grenze fiir alle Kunden aus 5;(v*) dar, falls alle Geschwindigkeiten
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gleich sein sollen. Mit dieser Geschwindigkeit ergibt sich jedoch, dass t; < by fiir den Kunden

up gilt, was einen Widerspruch zur Zuléssigkeit von v darstellt.

(2.3) Da der Index j maximal gewéhlt wurde mit [ < j < I/, folgt, dass V41 = --- = Vy. Geméh

Lemma [10| muss gelten, dass fj = a;. Es lassen sich die folgenden zwei Fille unterscheiden:
(2.3.1) Es gilt v;41 < --- <V, oder

(2.3.2) es existiert ein Kunde uj, fiir den v > v und I < j' < j gilt.

2.3.1) Sei u; der erste Kunde, fiir den [ +1 < j' < j und 05 < 9,41 gilt. Dabei gilt
J J J j j'+1 8 g
Vgl ==y <Oy = =0y < O =00 = p

Dies folgt aus der Aufteilung von s, nach der ¢; > a; gilt. Dieser Fall ist in Abbildung [C.4]
dargestellt und dhnelt dem Fall (2.1). Sei u;» der erste Kunde, fiir den 0 > 0jr4q und ' < j”
zutrifft. Ein solcher Kunde muss existieren, da andernfalls ¢, < t;, gelten wiirde. Gem#f Lemma@]
gilt fju = bjn. Allerdings ist dies ein Widerspruch zur Zuléssigkeit von v, da vj4q = - = vy >
vpyr > > oy gilt

§i(V*)
Uy Uj/ U] uy ’LL]'N
| [ [ | ] ]
I [ [ I 1| 1
tl = tl tjf = ajl tj = Clj tl' bl/ tj// = bj//
\A/j/ < \Afj/_i_l <...< {’j < ‘A/j+1 == \A/l/ < \All/_i_l <...< \A/j// > \Afj//_i_l

Abbildung C.5: Visualisierung von Fall (2.3.2)

(2.3.2) Sei u;s der Kunde mit dem gréfiten Index, fiir den vy > V41 und j° < j gilt. Eine
Visualisierung des Falls ist in Abbildungdargestellt. Gemék Lemma@ gilt fj/ = bjr. Sei u;n der
Kunde mit dem kleinsten Index, fiir den j' < j” < j und ¥ < Vjui gilt. Geméf Lemma [10] gilt
tjn = an. Es gilt, dass Vi1 = -+ = Vju. Auberdem gilt vy 4 = =Vjy < Vg = = Vp.
Allerdings ist es dann nicht moglich, eine einheitliche Geschwindigkeit fiir Kunden aus §;(v*)

ohne Wartezeiten zu verwenden, da die Kunden u; ;1 bis u;» eine kleinere Geschwindigkeit als
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V41 bendtigen, wihrend die Kunden w1 bis uy eine Geschwindigkeit von mindestens v; 1

haben. Dies ist ein Widerspruch zur Zuléssigkeit von v. Damit ist der Beweis abgeschlossen. [

Mit dem folgenden Lemma wird gezeigt, dass Algorithmus[6] die Funktion arr, die alle relevanten

Ankunftszeitpunkte am letzten Kunden beschreibt, korrekt berechnet.

Lemma 20. Seis = (uy,us,...,u) eine Sequenz und sei v* der optimale Geschwindigkeitsvektor
der Eingabe von Algorithmus [0, Sei arr die Funktion, die die Belieferungszeitpunkte von up
beschreibt. Die Funktion arr ist korrekt und beschreibt alle zuldssigen Belieferungszeitpunkte von

uyp, die kleiner oder gleich t; sind.

Beweis. Die Funktion arr ordnet die Geschwindigkeit des Kunden uj, dem Zeitpunkt seiner Belie-
ferung zu. Diese Abbildung ist stetig, wie in Zeile[I§zu sehen ist. Es wird ein Widerspruchsbeweis
gefithrt und angenommen, dass es einen Geschwindigkeitsvektor v = (v1,...,vs) gibt, bei dem
Kunde wj, zum Zeitpunkt ¢} beliefert wird, jedoch ¢} # arr(vy) gilt. Sei ¥), die maximale Ge-
schwindigkeit von Kunde uy,, die durch Algorithmus [6] berechnet wird. Da die Funktion arr stetig

ist, gilt ¢, < arr(vy). Es werden zwei Félle unterschieden:

(1) O < Vmaz- Es folgt arr(vy,) = ap, andernfalls erhoht Algorithmus |§| die Geschwindigkeit von

up, weiter. Dies fithrt zu einem Widerspruch.

(2) U, = Umaz- Es wird die letzte Iteration von Algorithmus |§| betrachtet, in der vy, auf vy, erhoht
wird. Sei v der Geschwindigkeitsvektor zu Beginn der letzten Iteration. Nach Proposition
lasst sich s mit dem Vektor v in §(v),s;(v), fir ¢ = 1,...,p, partitionieren. Am Ende der
letzten Iteration besitzen alle Kunden aus 5,(v) die Geschwindigkeit vy,4,. Daher kann 5,(v)
nicht in kiirzerer Zeit erledigt werden. Daher muss die Bearbeitungszeit einer vorhergehenden
Teilsequenz s;(v), fir i = 1,...,p — 1, weiter reduziert werden konnen. Es ist zu beachten,
dass Geschwindigkeitsanpassungen der Kunden in §(v) den Belieferungszeitpunkt bei uj nicht
verdndern konnen (siehe Lemma . Basierend auf der Partitionierung von s muss gelten, dass
die Geschwindigkeiten von zwei aufeinanderfolgenden Teilsequenzen abnehmend sind. Daher kann
5p(v) nur einen einzigen Vorgénger 51(v) haben, da der Algorithmus andernfalls zusétzliche
Iterationen erfordern wiirde. Die Kunden in 5;(v) werden bereits mit v, beliefert und eine

weitere Reduzierung der benotigten Zeit ist nicht moglich. Damit folgt die Aussage. O

Mit dem folgenden Lemma wird gezeigt, dass Algorithmus [f] eine polynomielle Laufzeit in der

Eingabe besitzt.

Lemma 21. Die Laufzeit von Algorithmus @ ist polynomiell beschrinkt durch O(|s|?).

Beweis. Im schlechtesten Fall hat jeder Kunde aus s eine unterschiedliche Geschwindigkeit. Dabei
sind die Geschwindigkeiten so verteilt, dass sie von vorn nach hinten streng monoton ansteigend
sind. In der ersten Iteration wird die Geschwindigkeit des letzten Kunden erhoht, bis sie der des
vorletzten Kunden entspricht. Dieses Vorgehen wird iterativ fortgesetzt, bis alle Kunden aus s

die gleiche Geschwindigkeit haben. Anschliefend wird die Geschwindigkeit aller Kunden aus s
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C. Korrektheitsbeweise der Algorithmen @ und @

erhoht, bis der erste Kunde in der Sequenz auf seiner unteren Zeitfenstergrenze beliefert wird.
Danach wird s ohne den ersten Kunden beschleunigt, bis der zweite Kunde in der Sequenz auf
seiner unteren Zeitfenstergrenze beliefert wird. Dieser Prozess wird fortgesetzt, bis nur noch die
Geschwindigkeit des letzten Kunden erhoht wird und er auf seiner unteren Zeitfenstergrenze
beliefert wird. Insgesamt ergeben sich somit 2|s| — 1 Iterationen. In jeder Iteration miissen die
Teilsequenz s§* und die erhohte Geschwindigkeit berechnet werden. Dies bendtigt maximal 2|s|
Rechenschritte.

Es ist zu beachten, dass jeder Kunde in die Teilsequenz §*, die in einer Iteration beschleunigt wird,

genau einmal aufgenommen werden kann. Daher ist die Laufzeit durch O(|s|?) beschrinkt. [

Damit kann gezeigt werden, dass Algorithmus [6] korrekt ist.

Theorem 3. Sei s = (uy,uz,...,uy) eine Sequenz. Algorithmus @ berechnet in polynomieller
Zeit alle relevanten Belieferungszeitpunkte fir up und die dazugehérigen kostenminimalen Ge-

schwindigkeitsvektoren.

Beweis. Zur Korrektheit des Algorithmus muss gezeigt werden, dass alle von Algorithmus [6] be-
rechneten Geschwindigkeitsvektoren kostenminimal in Bezug auf die Belieferungszeitpunkte des
letzten Kunden sind und die Funktionen arr und cost korrekt sind. Aus Lemmal[I7|folgt, dass alle
Vektoren aus der Menge V zulissig sind. Mit Lemma folgt, dass alle Geschwindigkeitsvektoren
aus der Menge V kostenminimal sind. Die Kostenfunktion cost ist korrekt, da alle Geschwindig-
keitsvektoren aus V kostenminimal sind und die Kosten durch die Summation der Distanzen,
multipliziert mit den entsprechenden Geschwindigkeiten, berechnet werden (siehe Zeile . Die
Korrektheit der Funktion arr folgt aus Lemma [20] Damit ist der Korrektheitsbeweis von Al-
gorithmus [6] abgeschlossen. Die polynomielle Laufzeitbeschrankung wurde bereits in Lemma

bewiesen. ]
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D. Resultate fiir das Pollution Routing Problem

D Resultate fiir das Pollution Routing Problem

Im Folgenden erfolgt eine detaillierte Aufstellung der Resultate fiir das Pollution-Routing Pro-
blem, die in Unterkapitel[6.2.2] vorgestellt wurden. Die Resultate des Branch-and-Price-Algorithmus
aus Kapitel o] sind in den folgenden Tabellen dargestellt. Dabei identifiziert die erste Spalte den
Namen der Instanz (Inst), gefolgt von der Anzahl der Fahrzeuge (V), der besten zuléssigen Lo-
sung (BUB), der Rechenzeit (T) in Sekunden und der Gap (G(%)) in Prozent. Sollte eine Instanz
nicht innerhalb des Zeitlimits gelost werden kénnen, dann wird die Rechenzeit mit ¢t/ angegeben,
und sollte keine zuléssige Losung gefunden werden, dann werden das Feld und die Gap gestri-
chen. Zusétzlich sind die Resultate des Vergleichs zwischen dem Branch-and-Price-Algorithmus
und dem BCP-Algorithmus aus Fukasawa et al.| (2017)) und Fukasawa et al.|(2018)) in Tabellen
aufgezeigt. Zu beachten ist, dass sich die Anzahl der Fahrzeuge, Zielfunktionswerte und damit
auch die Rechenzeiten unterscheiden kénnen. Dabei sind die Tabellen gleich zum vorherigen Auf-
bau, aufter dass diese um drei Spalten erweitert werden, die die Resultate aus |[Fukasawa et al.
(2017) und Fukasawa et al.| (2018) aufzeigen.
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D. Resultate fiir das Pollution Routing Problem

Branch-and-Price Branch-and-Price
Inst V | BUB T G(%) Inst V | BUB T G(%)
A-10-1 2 | 170,641 1,79 0 A-20-1 3 | 323,185 825,12 0
A-10-2 2 | 204,877 0,47 0 A-20-2 3 | 330,046 tl -
A-10-3 3 | 200,34 0,25 0 A-20-3 3 |- tl -
A-10-4 2 | 189,884 0,48 0 A-20-4 3 |- tl -
A-10-5 2 | 175,59 2,08 0 A-20-5 3 | 295,538 tl 0,69
A-10-6 2 | 21448 0,31 0 A-20-6 3 | 347,687 tl -
A-10-7 2 | 190,144 0,52 0 A-20-7 5 |- tl -
A-10-8 2 | 222,168 0,20 0 A-20-8 3 | 277,232 tl -
A-10-9 2 | 174,541 0,58 0 A-20-9 3 | 321,678 1.599,28 -
A-10-10 2 | 189,816 0,72 0 A-20-10 3 | 325,439 836,14 -
A-10-11 2 | 262,079 0,16 0 A-20-11 3 | 363,796 tl -
A-10-12 2 | 183,189 1,47 0 A-20-12 3 | - tl -
A-10-13 2 | 195,97 0,62 0 A-20-13 3 | 308,944 1.425,06 -
A-10-14 2 | 163,166 0,75 0 A-20-14 4 | 416,921 tl 2,23
A-10-15 2 | 127,102 1,43 0 A-20-15 3 | 319,718 tl -
A-10-16 2 | 186,632 3,74 0 A-20-16 3 | 335,245 tl 19,61
A-10-17 2 | 159,034 1,62 0 A-20-17 3 | - tl -
A-10-18 2 | 162,086 1,94 0 A-20-18 3 | 345,277 tl 1,55
A-10-19 2 | 169,463 0,67 0 A-20-19 5 | 337,663 tl 2,59
A-10-20 2 | 168,798 7,58 0 A-20-20 3 | 325,439 1.168,11 -
A-15-1 2 | 286,577 249,76 0 A-25-1 3 |- tl -
A-15-2 2 | 209,118 566,48 0 A-25-2 4 |- tl -
A-15-3 3 | 280,887 7,37 0 A-25-3 3 |- tl -
A-15-4 3 | 297,557 tl 2,71 A-25-4 3 |- tl -
A-15-5 2 | 284,937 22,54 0 A-25-5 4 |- tl -
A-15-6 2 | 233,621 tl - A-25-6 4 |- tl -
A-15-7 3 | 254,226 20,02 0 A-25-7 3 |- tl -
A-15-8 2 | 167,989 tl 0,14 A-25-8 4 |- tl -
A-15-9 3 | 263,155 602,64 0 A-25-9 4 |- tl -
A-15-10 2 | 215,663 1.71844 0 A-25-10 4 | - tl -
A-15-11 2 | 258,955 94,39 0 A-25-11 4 |- tl -
A-15-12 3 | 310,32 98,20 0 A-25-12 4 | - tl -
A-15-13 3 | 248,402 343,42 0 A-25-13 4 | - tl -
A-15-14 3 | 332,259 12,14 0 A-25-14 4 | - tl -
A-15-15 2 | 222,271 1.09748 0 A-25-15 3 | - tl -
A-15-16 2 | 205,735 440,22 0 A-25-16 4 | - tl -
A-15-17 3 | 282,639 6,69 0 A-25-17 4 | - tl -
A-15-18 3 | 315,064 8,48 0 A-25-18 3 | - tl -
A-15-19 2 | 166,067 1.946,50 O A-25-19 4 | - tl -
A-15-20 3 | 201,712 265,50 0 A-25-20 4 | - tl -

Tabelle D.1: Ergebnisse fiir 10, 15, 20 und 25 Kunden auf den UK-A Instanzen
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D. Resultate fiir das Pollution Routing Problem

Fukasawa et al.| (2018) Branch-and-Price
Tnst V |BUB T G(%) || BUB T G (%)
A-10-1 2 | 17064 14 0 170641 1,77 0
A-10-2 2 | 204,88 1 0 204,877 0,46 0
A-10-3 3 | 200,34 0,9 0 200,34 0,25 0
A-10-4 2 | 18988 14 0 189,884 046 0
A-10-5 2 | 175,59 3,4 0 175,59 2,09 0
A-10-6 2 | 21448 05 0 21448 031 0
A-10-7 2 | 190,14 1,7 0 190,144 0,50 0
A-10-8 2 22217 01 0 9222168 0,19 0
A-10-9 2 | 174,54 2,1 0 174,541 0,57 0
A-10-10 2 | 18982 04 0 189,816 0,70 0
A-20-1 5 | 351,82 64 0 351,818 362,63 O
A-20-2 5 | 365,77 16,7 O 365,766 296,38 0
A-20-3 5 | 230,49 556,7 0 230,485 tl -
A-20-4 5 | 347,04  659,1 O 347,043  tl 0,8
A-20-5 5 | 323,44 1348 0 323,444 648,69 O
A-20-6 5 | 364,23 946 O 364,231 tl 0,11
A-20-7 5 |- tl 0 - tl -
A-20-8 5 | 301,51 50,1 0 302,29  tl 0,61
A-20-9 5 | 362,56 98,3 0 362,562 330,23 0
A-20-10 5 | 313,33 2314 0 368,033 248,33 O

Fukasawa et al.| (2017) Branch-and-Price
A-25-1 6 | 389,46 tI - - tl -
A-25-2 6 | 373,92 tl - - tl -
A-25-3 6 | 273,08 tl - - tl -
A-25-4 6 | 321,14 tl - tl -
A-25-5 6 | 365 2925 0 - tl -
A-25-6 6 | 313,72 tl - - tl -
A-25-7 6 | 3.431,12 tl - - tl -
A-25-8 6 | 359,08 1107 0 - tl -
A-25-9 6 | 380,68 tl - - tl -
A-25-10 6 | 411,33 tl - - tl -

Tabelle D.2: Vergleich zwischen dem BCP-Algorithmus von (Fukasawa et al., 2017, 2018) und
dem Branch-and-Price-Algorithmus auf den UK-A Instanzen
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D. Resultate fiir das Pollution Routing Problem

Branch-and-Price Branch-and-Price
Inst V | BUB T G(%) Inst V | BUB T G(%)
B-10-1 2 | 246,445 0,03 0 B-20-1 4 | 445,854 0,07 0
B-10-2 2 | 303,732 0,01 0 B-20-2 3 | 440,444 0,14 0
B-10-3 3 | 301,891 0,01 0 B-20-3 3 | 323,991 0,15 0
B-10-4 2 | 273,904 0,02 0 B-20-4 3 | 473,398 0,18 0
B-10-5 2 | 255,074 0,02 0 B-20-5 4 | 430,502 0,12 0
B-10-6 3 | 332,34 0,01 0 B-20-6 4 | 488,408 0,15 0
B-10-7 3 | 314,641 0,01 0 B-20-7 3 | 322,556 1,40 0
B-10-8 2 | 339,316 0,01 0 B-20-8 3 | 423,221 0,14 0
B-10-9 2 | 261,1 0,01 0 B-20-9 3 | 502,65 0,13 0
B-10-10 2 | 285,202 0,02 0 B-20-10 3 | 389,45 0,13 0
B-10-11 3 | 408,545 0,01 0 B-20-11 5 | 577,228 0,03 0
B-10-12 2 | 251,645 0,01 0 B-20-12 4 | 505,88 0,47 0
B-10-13 3 | 274,074 0,01 0 B-20-13 4 | 460,918 0,13 0
B-10-14 2 | 267,916 0,02 0 B-20-14 4 | 516,486 0,23 0
B-10-15 2 | 197,503 0,02 0 B-20-15 4 | 503,011 0,07 0
B-10-16 2 | 245,755 0,05 0 B-20-16 4 | 493,533 0,08 0
B-10-17 2 | 283,834 0,02 0 B-20-17 4 | 495,739 2,51 0
B-10-18 2 | 241,526 0,02 0 B-20-18 4 | 477,612 0,05 0
B-10-19 3 | 330,377 0,01 0 B-20-19 4 | 508,121 0,58 0
B-10-20 2 | 208,059 0,01 0 B-20-20 4 | 498,288 0,10 0
B-15-1 4 | 38891 0,02 0 B-25-1 3 | 414,424 0,63 0
B-15-2 3 | 295,537 0,04 0 B-25-2 4 | 471,313 2,95 0
B-15-3 4 | 440,984 0,02 0 B-25-3 3 | 332,777 3,19 0
B-15-4 3 | 405,852 0,28 O B-25-4 3 | 404,858 9,75 0
B-15-5 5 | 44946 0,02 0 B-25-5 4 | 440,384 5,90 0
B-15-6 3 | 332,221 0,21 O B-25-6 4 | 458,459 2,02 0
B-15-7 3 | 392,438 0,11 0 B-25-7 4 | 473,772 9,72 0
B-15-8 2 | 227,632 0,11 0 B-25-8 4 | 504,551 1,38 0
B-15-9 3 | 336,785 0,08 0 B-25-9 4 | 396,934 4,35 0
B-15-10 3 | 316,918 0,08 0 B-25-10 4 | 474,518 1520 O
B-15-11 4 | 431,525 0,02 0 B-25-11 4 | 508,682 84,20 0
B-15-12 3 | 386,913 0,03 0 B-25-12 5 | 600,618 0,14 0
B-15-13 3 | 345,128 0,03 0 B-25-13 4 | 376,791 128,36 0
B-15-14 3 | 460,849 0,03 0 B-25-14 4 | 529,525 0,66 0
B-15-15 2 | 342,711 0,09 0 B-25-15 3 | 529,222 0,74 0
B-15-16 3 | 357,16 0,07 O B-25-16 4 | 494,667 0,70 0
B-15-17 3 | 403,568 0,07 0 B-25-17 4 | 613,078 0,49 0
B-15-18 3 | 432,229 0,02 0 B-25-18 4 | 520,221 0,20 0
B-15-19 3 | 266,899 0,05 0 B-25-19 5 | 610,108 0,43 0
B-15-20 3 | 290,131 0,14 0 B-25-20 5 | 521,012 32,66 O

Tabelle D.3: Ergebnisse fiir 10, 15, 20 und 25 Kunden auf den UK-B Instanzen
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Branch-and-Price Branch-and-Price
Inst V | BUB T G(%) Inst V | BUB T G(%)
B-50-1 7 | 882,732 234,20 0 B-75-1 11 | 1.343,8  tl 1,23
B-50-2 7 | 865,818 10,06 0 B-75-2 11| 1.157,55 tl 0,81
B-50-3 7 | 857,256 106,70 0 B-75-3 10 | 1.233,11 tl 1,40
B-50-4 7 | 981,272 658,31 0 B-75-4 11| 1.146,39 tl 1,56
B-50-5 7 | 877,556 28,69 0 B-75-5 10| 1.214,06 1.082,94 0
B-50-6 8 | 829,741 tl 0,31 B-75-6 11 | 1.281,86 440,57 0
B-50-7 7 | 747,763 3.045,33 0 B-75-7 11| 1.307,11 760,69 0
B-50-8 7 | 806,212 71,20 0 B-75-8 11 | 1.250,78 tl 0,97
B-50-9 7 | 923,475 252,14 0 B-75-9 10 | 1.236,03 1.084,09 0
B-50-10 7 | 891,328 tl 1,03 B-75-10 10 | 1.257,07 tl 0,39
B-50-11 7 | 876,708 88,63 0 B-75-11 10 | 995,816 tl 0,01
B-50-12 6 | 777,205 1.081,94 O B-75-12 10 | 1.164,18 tl 0,20
B-50-13 7 | 802,425 82,38 0 B-75-13 10| 1.311,32 1.159,54 0
B-50-14 7 | 943,39 38,02 0 B-75-14 10 | 1.238,92 tl 1,43
B-50-15 7 | 814,382 235,22 0 B-75-15 10 | 1.347,81 tl 0,31
B-50-16 7 | 781,632 849,65 0 B-75-16 10 | 1.245,64 tl 0,39
B-50-17 7 | 706,142 285,93 0 B-75-17 10 | 1.300,63 tl 0,32
B-50-18 8 | 907,733 18,37 0 B-75-18 10 | 1.170,04 tl 0,48
B-50-19 7 | 807,664 2.309,86 0 B-75-19 10 | 1.169,13 tl 0,53
B-50-20 7 | 909,435 5,41 0 B-75-20 11 | 1.276,56 324,27 0

Tabelle D.4: Ergebnisse fiir 50 und 75 Kunden auf den UK-B Instanzen
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D. Resultate fiir das Pollution Routing Problem

Fukasawa et al.| (2018) Branch-and-Price
Tnst V |BUB T G(%) | BUB T G(%)
B-10-1 2 | 246,44 0 0 246,445 0,01 0
B-10-2 2 | 303,73 0 0 303,732 0,01 0
B-10-3 3 | 301,89 0 0 301,891 0,01 0
B-10-4 2 | 2739 0 0 273,904 0,02 0
B-10-5 2 | 25507 O 0 255,074 0,02 0
B-10-6 3 | 332,34 0 0 332,34 0,01 0
B-10-7 3 | 31464 0,1 0 314,641 0,01 0
B-10-8 2 | 339,36 0 0 339,316 0,01 0
B-10-9 2 | 261,1 0 0 261,1 0,01 0
B-10-10 2 | 285,20 0 0 285,202 0,02 0
B-20-1 5 | 469,35 0 0 469,355 0,04 0
B-20-2 5 | 477,05 0,1 0 477,046 0,06 0
B-20-3 5 | 354,46 0,1 0 354,458 0,08 0
B-20-4 5 | 523,59 0,1 0 523,589 0,09 0
B-20-5 5 | 447,33 0,1 0 447,334 0,10 0
B-20-6 5 | 511,78 0,4 0 511,777 0,22 0
B-20-7 5 | 379,02 0,6 0 379,018 0,39 0
B-20-8 5 |43131 06 0 431,311 0,11 0
B-20-9 5 | 548,68 0,1 0 548,675 0,09 0
B-20-10 5 | 410,32 0 0 410,321 0,06 0

Fukasawa et al.| (2017) Branch-and-Price
B25-1 6 |475,13 1 0 475128 0,43 0
B-25-2 6 | 533,59 10,6 O 533,595 2,49 0
B-25-3 6 | 390,27 2,6 0 390,27 1,44 0
B-25-4 6 | 467,49 132 0 467,487 2,83 0
B-25-5 6 | 491,69 112 0 491,687 4,08 0
B-25-6 6 | 516,71 1,5 0 516,707 0,82 0
B-25-7 6 | 526,12 2,3 0 526,122 0,84 0
B-25-8 6 | 537,15 35 0 537,155 0,76 0
B-25-9 6 | 436,84 2,8 0 436,843 3,77 0
B-25-10 6 | 533,88 5 0 533,877 2,68 0
B-50-1 12 | 992,15  tl 0,3 991,996 91,03 0
B-50-2 12 | 1.028,01 tl 0 1.028,01 63,12 0
B-50-3 12| 1.022,4 tl 0,5 1.022,4 359,43 0
B-50-4 12 | 1.149,08 1.985 0 1.149,08 42,93 0
B-50-5 12 | 964,72 6,8 0 964,718 3,55 0
B-50-6 12 | 921,95 tl 0,8 921,326 1.384,85 0
B-50-7 12 | 852,33 1.022 0 852,326 113,27 0
B-50-8 12 | 924,43 3,6 0 924,43 2,13 0
B-50-9 12 | 1.034,92 2.252 0 1.034,92 34,72 0
B-50-10 12 | 1.026,8 tl 0,2 1.027,38 tl 0,45

Tabelle D.5: Vergleich zwischen dem BCP-Algorithmus von (Fukasawa et al., 2017, 2018)) und
dem Branch-and-Price-Algorithmus auf den UK-B Instanzen
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Branch-and-Price Branch-and-Price
Inst V | BUB T G(%) Inst V | BUB T G(%)
C-10-1 2 | 210,182 0,08 O C-20-1 3 | 375421 1,62 0
C-10-2 2 | 271,93 0,08 O C-20-2 3 | 385,641 17,85 0
C-10-3 2 | 229,177 0,07 O C-20-3 3 | 263,809 263,38 0
C-10-4 2 | 230,519 0,05 O C-20-4 3 | 380,916 23,25 0
C-10-5 2 | 205,491 0,07 O C-20-5 3 | 344,787 4,68 0
C-10-6 2 | 255,819 0,07 O C-20-6 3 | 403,96 5,10 0
C-10-7 2 | 217,788 0,07 O C-20-7 3 | 278,687 2.896,40 O
C-10-8 2 | 251,294 0,05 O C-20-8 3 | 365,272 4,42 0
C-10-9 2 | 186,041 0,04 O C-20-9 3 | 381,897 2,09 0
C-10-10 2 | 231,619 0,05 O C-20-10 3 | 341,601 9,73 0
C-10-11 2 | 298,199 0,07 0 C-20-11 3 | 44545 1,48 0
C-10-12 2 | 206,583 0,05 0 C-20-12 3 | 357,169 7,30 0
C-10-13 2 | 211,751 0,10 O C-20-13 3 | 385,788 7,14 0
C-10-14 2 | 209,067 0,28 0 C-20-14 4 | 457871 1,75 0
C-10-15 2 | 176,555 0,12 0 C-20-15 3 | 372,526 9,36 0
C-10-16 2 | 229,15 0,26 O C-20-16 3 | 406,187 26,93 0
C-10-17 2 | 219,196 0,04 O C-20-17 3 | 421,107 tl 3,45
C-10-18 2 | 195,044 0,25 O C-20-18 3 | 405,931 1,00 0
C-10-19 2 | 218,194 0,43 O C-20-19 3 | 387,482 103,26 0
C-10-20 2 | 189,56 0,62 O C-20-20 3 | 416,401 1,05 0
C-15-1 3 | 351,817 2,27 O C-25-1 3 | 366,488 tl 1,55
C-15-2 3 | 279,633 0,54 O C-25-2 4 | 434472 tl 2,4
C-15-3 3 | 335,988 0,31 O C-25-3 3 | 283,172 tl 1,87
C-15-4 3 | 358,873 30,10 O C-25-4 3 |332,92 596,37 0
C-15-5 3 | 367,494 0,21 O C-25-5 4 |- tl -
C-15-6 3 | 267,776 11,16 O C-25-6 4 | 366,521 129,83 0
C-15-7 3 ]299.433 0,58 0 C-25-7 3 | 384,794 2.606,07 O
C-15-8 3 | 235804 792 O C-25-8 3 | 441,657 93,31 0
C-15-9 3 | 304,293 18,79 O C-25-9 4 | 375,377 tl 2,10
C-15-10 3 | 273,432 1,09 O C-25-10 4 | 456,15 tl 4,22
C-15-11 3 | 341874 0,72 0 C-25-11 4 | 423,319 tl 1,07
C-15-12 3 | 342,744 0,17 O C-25-12 4 | 482,438 3,68 0
C-15-13 3 | 296,725 0,51 O C-25-13 4 | - tl -
C-15-14 3 | 395,146 0,18 O C-25-14 4 | 441,563 103,16 0
C-15-15 3 | 264,536 0,63 O C-25-15 3 | 444,491 132,04 0
C-15-16 3 | 273,333 3,38 0 C-25-16 4 | 428,867 tl 0,8
C-15-17 3 | 322,531 0,15 O C-25-17 4 | 555,488 336,12 0
C-15-18 3 | 356,273 0,25 O C-25-18 4 | 472,169 12,33 0
C-15-19 3 | 241497 190 O C-25-19 4 | 474,434 35,73 0
C-15-20 3 | 267,925 0,53 O C-25-20 4 | 432,194 tl 2,94

Tabelle D.6: Ergebnisse fiir 10, 15, 20 und 25 Kunden auf den UK-C Instanzen
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D. Resultate fiir das Pollution Routing Problem

Branch-and-Price Branch-and-Price
Inst V | BUB T G%) Inst V |BUB T G(%)
C-50-1 7 |- tl - C-75-1 11 | - tl -
C-50-2 7 |- tl - C-75-2 11| - tl -
C-50-3 8 | - tl - C-75-3 10 | - tl -
C-50-4 7 |- tl - C-75-4 11| - tl -
C-50-5 6 |- tl - C-75-5 10 | - tl -
C-50-6 8 | - tl - C-75-6 11 | - tl -
C-50-7 7 |- tl - C-75-7 11| - tl -
C-50-8 7 |- tl - C-75-8 11 | - tl -
C-50-9 7 | 824,031 tl 0,76 C-75-9 10 | - tl -
C-50-10 7 | - tl - C-75-10 10 | - tl -
C-50-11 7 | - tl - C-75-11 10 | - tl -
C-50-12 6 | - tl - C-75-12 10 | - tl -
C-50-13 7 | - tl - C-75-13 10 | - tl -
C-50-14 7 | - tl - C-75-14 10 | - tl -
C-50-15 6 | - tl - C-75-15 10 | - tl -
C-50-16 6 | - tl - C-75-16 10 | - tl -
C-50-17 7 | - tl - C-75-17 10 | - tl -
C-50-18 8 | - tl - C-75-18 10 | - tl -
C-50-19 7 | - tl - C-75-19 10 | - tl -
C-50-20 7 |- tl - C-75-20 11 | - tl -

Tabelle D.7: Ergebnisse fiir 50 und 75 Kunden auf den UK-C Instanzen

191



D. Resultate fiir das Pollution Routing Problem

Fukasawa et al.| (2018)) Branch-and-Price
Tnst V |BUB T G@%) |BUB T G(%)
C-10-1 2 | 210,18 0,1 0 210,182 0,08 0
C10-2 2 | 27193 03 0 971,93 0,08 0
C-10-3 2 | 229,18 0,1 0 229,177 0,06 0
C-10-4 2 123052 02 0 230,519 0,05 0
C-10-5 2 [20549 0,1 0 205,491 0,07 0
C-10-6 2 | 255,82 0 0 255,819 0,07 0
c-10-7 2 21779 0,1 O 217,788 0,06 0
C-10-8 2 | 251,29 0 0 251,294 0,04 0
C-10.9 2 | 186,04 0,1 O 186,041 0,04 0
C-10-10 2 | 231,62 0 0 231,619 0,04 0
C-20-1 5 | 432,35 90,3 0 432,345 1,21 0
C-20-2 5 | 448,29 44 0 448,289 4,17 0
C-20-3 5 | 287,48 41 0 287,037 5,19 0
C-20-4 5 | 434,23 44 0 434,232 7,52 0
C-20-5 5 | 3817 45 0 381,701 7,60 0
C-20-6 5 | 444,35 289 0 444 354 2,39 0
C-20-7 5 | 317,73 63,1 0 317,728 168 0
C-20-8 5 | 410,35 06 0 410,347 0,83 0
C-20-9 5 | 421,39 0,5 0 421,385 0,92 0
C-20-10 5 | 384,88 13,7 0 384,878 1,40 0

Fukasawa et al. (2017 Branch-and-Price
C25-1 6 | 417,59 163 0 A7761 172,74 0
C-25-2 6 | 468,95 548 0 468,95 442,81 0
C-25-3 6 | 328,47 tl 0,1 328,466 2.796,7 0O
C-25-4 6 | 391,34 tl 1,3 389,564 97 0
C-25-5 6 | 458,55 tl - 453,863  tl 1,38
C-25-6 6 |41812 135 0 418,123 340,33 0
C-25-7 6 | 482,31 tl 0,4 481,749  tl 1,97
C-25-8 6 |499,18 30,5 0 499,177 34,98 0
C-25-9 6 | 412,51 520 0 412,511 426,33 0
C-25-10 6 | 513,37  tl 0,4 513,368 3.089,32 0
C-50-1 12 ] 1.198,26 tl 32,8 - tl -
C-50-2 12| 1.227,79 tl 38,6 - tl -
C-50-3 12 | 1.015,2  tl 19 - t1 -
C-50-4 12| 1.003,43 tl 0,5 1.003,52 tl 0,63
C-50-5 12| 925,85 tl 1 926,784  tl 0,63
C-50-6 12| 2.607,89 tl 2285 || - tl -
C-50-7 12 | 852,67 tl 0 857 tl 0,88
C-50-8 12| 1.233,17 tl 56 - tl -
C-50-9 12 | 962,69 tl 0,2 962,691 550,38 0
C-50-10 12 | 8.330,19 tl - - tl -

Tabelle D.8: Vergleich zwischen dem BCP-Algorithmus von (Fukasawa et al., 2017, 2018) und
dem Branch-and-Price-Algorithmus auf den UK-C Instanzen
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