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Einfiihrung und erste Rechenoperationen mit ganzen Zahlen:
Ein Erfahrungsbericht

Die Zahlbereichserweiterungen zu den ganzen bzw. rationalen Zahlen stel-
len einen aus erkenntnistheoretischer Sicht fundamentalen Umbruch bei
Schulerinnen und Schiilern dar. Zwar sind die zu erlernenden Rechenregeln
wesentlich einfacher als beim Rechnen mit Briichen, jedoch sind die aufzu-
bauenden Grundvorstellungen (vom Hofe 1995) zur inhaltlichen Verknip-
fung wesentlich abstrakter. Um dieses Phdnomen besser verstehen zu kon-
nen, gendgt ein Blick in die Vergangenheit und die Genese der negativen
Zahlen (Glaeser 1981). So waren die Vorzeichenregeln bereits seit Di-
ophant (um 250 n. Chr.) bekannt. Bis zur vollstandigen Akzeptanz der ne-
gativen Zahlen in der mathematischen Kommunitat dauerte es jedoch bis
zum Jahr 1867, in dem sich Hermann Hankel vollstandig von der Interpre-
tation der ganzen bzw. rationalen Zahlen als GroRen I6ste und deren Exis-
tenz durch abstrakte Permanenzforderungen begriindete (Hefendehl-
Hebeker 1989). Die folgende Aussage von Blaise Pascal belegt die sich
uber Jahrhunderte erstreckende Problematik beim Umgang mit negativen
Zahlen: ,,Ich kenne Leute, die nicht begreifen kdnnen, dal Null Gbrigbleibt,
wenn man von Null Vier wegnimmt“ (Blaise Pascal zitiert nach Hefendehl-
Hebeker 1989). Dieser Satz des anerkannten Mathematikers vermittelt ein-
drucksvoll, dass der Umgang mit negativen Zahlen einen Abstraktionspro-
zess erfordert, der alles andere als einfach ist und bereits Generationen von
namhaften Mathematikern vor groRRe Hurden stellte. So ist es nicht ver-
wunderlich, dass sich auch noch viele Erwachsene an die Regel ,minus mal
minus ist plus‘ erinnern, jedoch keine inhaltliche Vorstellung hierzu besit-
zen.

Theoretischer Rahmen

Die Behandlung der negativen Zahlen ist aus Sicht der Theorie zu Grund-
vorstellungen deshalb schwierig, da eine durchgehende Behandlung mit
dem Aufbau primérer Grundvorstellungen, also an konkreten Handlungen
und Objekten aufgebauten Vorstellungen, nur schwer moéglich ist. Es mis-
sen sekundare Vorstellungen aufgebaut werden, welche bereits mathemati-
sche Darstellungen wie bspw. die Zahlengerade, eine symbolische
Schreibweise oder das Pfeilmodell erfordern. Man vergleiche solche Mo-
delle mit dem gerechten Teilen einer Pizza durch die konkrete Handlung
am Gegenstand zum Aufbau einer Anteilvorstellung, wodurch der Aufbau
einer primaren Grundvorstellung moglich ist. Malle (2007) identifiziert
weiterhin vier Stadien der Objektivierung der negativen Zahlen, welche



sich grob in Vorkenntnisse und Alltagsverstandnis, Ordnung, Addition
bzw. Subtraktion und Multiplikation einteilen lassen. Hierbei warnt er da-
vor, dass im ersten Stadium Schuler zwar mit negativen Zahlen umgehen,
diese jedoch als natiirliche Zahlen in speziellen Verwendungssituationen
wie Temperaturen oder Schulden deuten und daher keineswegs als eigen-
standige Objekte betrachtet werden (Malle 2007, vgl. auch Malle (1988).

Projekt in Kooperation mit der Laborschule Bielefeld

Die Laborschule Bielefeld ist eine staatliche Versuchsschule des Landes
Nordrhein-Westfalen mit einem pédagogischen Entwicklungsauftrag. Hier-
bei wird sie von der wissenschaftlichen Einrichtung unterstutzt, die der Fa-
kultéat fur Erziehungswissenschaft der Universitat Bielefeld angegliedert ist.
Im System der Laborschule sind die Lehrerinnen und Lehrer Praxisforscher
und entwickeln ihren Unterricht mit Kolleginnen und Kollegen bzw. auch
Wissenschaftlern in Forschungs- und Entwicklungsprojekten weiter, wobei
Ergebnisse u.a. in der Reihe Impuls Laborschule (Klinkhardt Verlag) pu-
bliziert werden.

Auf der methodologischen Grundlage von Lesson Studies (z.B. Hart et al.
2011), einer urspringlich in Japan vor tber 100 Jahren entwickelten und
weit verbreiteten Methode zur Lehrerprofessionalisierung bzw. Praxisfor-
schung, arbeiten Lehrerinnen und Lehrer im vorgestellten Projekt mit Wis-
senschaftlern zusammen, um Literatur zu sichten, Unterricht zu planen und
diesen gemeinsam zu reflektieren. Im Projekt wird ein kompletter Lehr-
gang zur Behandlung der rationalen Zahlen durchgefiihrt, welcher bei der
Zahlbereichserweiterung zu den ganzen Zahlen ansetzt. Hierbei werden die
gemeinsamen Sitzungen zur Vor- und Nachbereitung des Unterrichts pro-
tokolliert und Tonaufnahmen angefertigt. Darlber hinaus erfolgt eine Vi-
deographierung des Unterrichts. Nach Behandlung der Additi-
on/Subtraktion bzw. der Multiplikation/Division rationaler Zahlen werden
schriftliche Schilerevaluationen zur Selbsteinschatzung und zu mathemati-
schen Kenntnissen durchgefiihrt, deren Ergebnisse durch einzelne halb-
standardisierte Interviews zu erganzen sind. Im Anschluss an die jeweiligen
Sequenzen dienen die Hefte der Schiilerinnen und Schiler als weitere Da-
tenquelle zur Analyse. Die allgemeinen Ziele des Projekts bestehen in der
Feststellung schiilerspezifischer Praferenzen fur gewisse Modelle, der Iden-
tifikation personenspezifischer bzw. modellspezifischer Lernhiirden und
Empfehlungen sowohl fur die Kombination von Modellen als auch fiir de-
ren Konventionen zur Interpretation.

! Weitere Projektbeteiligte, neben dem Autor: Paula G. Althoff, Reto Friedli, Rudolf
vom Hofe, Harry Kullmann und Janine Lukas.



Erfahrungen zur Handlung mit didaktischen Modellen

Sowohl national wie auch international werden negative Zahlen mit didak-
tischen Modellen behandelt. Hierbei muss die Tragfahigkeit der einzelnen
Modelle fur die jeweilige Operation und deren Interpretation im Sachkon-
text zuvor genau analysiert werden, um akrobatische Handlungen zur
kiinstlichen Erklarung von Rechengesetzen auf dem Spielbrett, der Zahlen-
geraden oder am Thermometer zu vermeiden. Im Folgenden wird ein Bei-
spiel aus dem Forschungsprojekt gegeben, das aufzeigt, wie eine kleine
Fehlinterpretation zu erheblichen Schwierigkeiten beim Umgang mit dem
Modell fihren kann. Zur Einfuhrung der Addition wurde im beschriebenen
Projekt das Plus-Minus-Spiel verwendet, bei dem die Schulerinnen und
Schuler wirfeln und anhand einfacher Regeln griine Karten (Plus-Karten)
bzw. rote Karten (Minus-Karten) auf bzw. abgeben. Die griinen Karten sind
mit den Zahlen von 0 bis +10, die roten Karten von -10 bis 0 beschriftet.
Hierbei trafen wir folgende Konventionen, um nach Malle (2007) die
Klammerschreibweise und die Unterscheidung von Rechen- und Vorzei-
chen zu motivieren. Die Rechnung +5 + (-7) = -2 ist so zu deuten, dass der
jeweilige Spieler einen Punktestand von +5 aufwies, dann die rote Karte -7
bekam und schlie3lich mit -2 Punkten in die n&dchste Runde ging. Analog
ist die Aufgabe -3 — (-6) = +3 zu interpretieren, dass beim urspringlichen
Punktestand von -3 eine rote Karte mit -6 abgegeben werden konnte und
der Punktestand sich somit auf +3 Punkte erhohte. Das Spiel wurde sowohl
nur zur Addition als auch zu einem spateren Zeitpunkt zur Einfihrung der
Subtraktion verwendet, wobei jedoch uneinheitliche Schreibweisen wéh-
rend des Unterrichts auftraten. So schrieben sowohl Lehrer als auch Schu-
ler den eigentlichen Punktestand gelegentlich in Klammern, was aus ma-
thematischer Sicht vollig legitim ist und zun&chst auch nicht sofort als
Problem erkannt wurde. Die Schilerinnen und Schuler identifizieren bei
dieser Schreibweise jedoch auch die erste Zahl als Karte, was bei der Addi-
tion kein Problem darstellt. So ist die Aufgabe (+3) + (+4) + (-8) = -1
problemlos mit der mehrmaligen Aufnahme von Karten zu deuten. Jedoch
erweist sich die Interpretation von (-5) — (-7) = +2 in der jeweiligen
Schreibweise als nicht mehr interpretierbar. Besitzt man nur die Karte -5,
kann man nicht die Karte -7 abgeben und somit auch nicht weiterrechnen.
Hier ist die Interpretation des Minuenden als Punktestand fur die Aufrecht-
erhaltung des Modells fundamental. So kann die Aufgabe -5 — (-7) = +2
inhaltlich gedeutet werden. Wie die Schilerinnen und Schiler auch im
Spiel erfahren haben, fasst man seinen Punktestand zusammen, um bei vie-
len Karten den Uberblick tiber den Gesamtspielstand zu erhalten. So kann
der individuelle Punktestand von -5 durch den Besitz der Karten +8, -7, -4
und -2 zustande gekommen sein, sodass die Abgabe der Karte -7 problem-



los interpretiert werden kann. Der neue Punktestand von +2 ergibt sich so-
mit durch den Besitz der Karten +8, -4 und -2. Im Interview mit Manuel
(Pseudonym), ergibt sich diese Problematik beildufig. Manuel arbeitet an
der Aufgabe: (-2) - (+3) — (-4) = -2 und I6st diese auch korrekt, ohne je-
doch insbesondere die Rechnung -6 — (-4) = -3 erkléaren zu kénnen. Auf die
Frage wie Manuel sein Ergebnis begriindet, entsteht die folgende Konver-
sation: Manuel:,,-6 minus die -4, dann geht die -4 halt weg und dann rech-
ne ich bei -6 minus -4 und dann sind da -2 weil die Vier ja weggeht, weil
ich sie ja abgebe.* Interviewer: ,,Das hab ich jetzt noch nicht verstanden,
was bedeutet das, die Vier geht weg?* Manuel: ,,Ja hier, das war ja das
mit den Karten was wir da gemacht haben. Ich hab hier ne -6 [Manuel legt
eine -6 Karte und eine -4 Karte vor sich]....ja ok, aber das kann man hie-
ran nicht erklaren, weil wenn ich die [Karte mit -4] jetzt abgeben wiirde,
waren‘s ja immer noch -6 und so hétte ich ja -10 und deswegen geht’s ja
nicht, wenn ich die [-4] jetzt abgebe.** In diesem Beispiel wird deutlich,
wie kleine Ungenauigkeiten in der Interpretationsstruktur ein komplettes
Modell versagen lassen und kein Ruckgriff auf moglichst konkrete Hand-
lungen mehr maoglich ist, falls die Rechenregeln nach gewisser Zeit nicht
mehr auswendig beherrscht werden.

Ausblick

Im Verlauf des weiteren Projekts wird mit den gleichen Methoden die
Verwendung des Vektormodells zur Multiplikation untersucht, welches
sich vom Kartenmodell grundlegend unterscheidet. Dariiber hinaus ist die
Behandlung der ganzen Zahlen auf propéadeutischer Ebene in der Jahr-
gangsmischung 3/4/5 der Laborschule Bielefeld geplant.
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