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0  Einleitung

Ausgangspunkt dieser Arbeit ist es, Lehramtsstudierenden im Eingangssemester
den Zugang zum eigenstindigen Beweisen zu erleichtern. Laut Hanna ist das
Beweisen ein mathematischer Inhaltsbereich, der zentral ist fiir das Verstdndnis
davon, was Mathematik ist:

-Students cannot be said to have learned math, or even about math, unless they have learned what a
proof'is.“ (Hanna, 2000, S. 24)

Beweisen wird daher von Hanna als notwendiger Bestandteil der Schulausbil-
dung angesehen. Dies findet sich auch in den NCTM-Standards von 2000 wie-
der:

,»Reasoning and proof should be a consistent part of student's mathematical experiences in pre-
kindergarten through grade 12. (Ferrini-Mundy, 2000, S. 56)

Ein Verstindnis fiir das Beweisen, wie hier vorgeschlagen, so frith wie moglich
in der Schullaufbahn vorzubereiten, baut auf der Idee des Spiralprinzips (vgl.
Reiss & Hammer, 2021) auf. Danach werden komplexe Inhalte, wie hier das
Beweisen, in niedrigen Klassenstufen angebahnt, um in hdheren Klassenstufen
darauf aufbauen zu konnen. Stylianides und Stylianides stellen in diesem Zu-
sammenhang fest, dass eine Einfithrung des Beweisens in hoheren Klassenstu-
fen, ohne vorherige Anbahnung, in der Regel zu groBen Schwierigkeiten beim
Erwerb dieses Konzeptes fiihrt:

aa[--.] When they [the students, Anm. d. A.] do experience proof, it seems alien rather than a natural
extension of things they have already learned. “ (Stylianides & Stylianides, 2009, S. 238)

Dass das Beweisen im Allgemeinen ein Inhaltsbereich ist, der vielen Schiilern
und Schiilerinnen sowie Studierenden Schwierigkeiten bereitet, wurde bereits in
zahlreichen Studien untersucht (vgl. u. a. Healy & Hoyles, 2000; Selden, 2012;
Kempen & Biehler, 2019). Im Rahmen einer ersten explorativen Vorstudie zu
dieser Arbeit wurde zudem festgestellt, dass vielen Studierenden im Eingangs-
semester nicht klar war, welche Erwartungen an die von ihnen produzierten
Beweise gestellt wurden. Auch auf Lehrendenseite zeigte sich in Diskussionen
Uneinigkeit in Bezug darauf, wann ein Beweisversuch einer/s Studierenden als
akzeptabel anerkannt werden konnte. Bereits 1997 stellte Hersh dazu im schuli-
schen Kontext fest:

,,We accuse students of the high crime of not even knowing what a proof is. Yet we, the math tea-
chers, don‘t know it either. (Hersh, 1997, S. 153)



Laut Hersh ist sowohl auf Lernendenseite als auch auf Lehrendenseite nicht
eindeutig geklart, was einen Beweis zu einem Beweis macht. Bis heute scheint
sich an dieser Situation, weder auf Schul- noch auf Hochschulebene, wenig
gedndert zu haben. Dem zugrunde liegt keine grundsétzliche Unféhigkeit, son-
dern vielmehr der Umstand, dass Beweise soziale Konstrukte sind (vgl. Ab-
schnitt 2.1), deren Validitit' im Allgemeinen nicht objektiv festgestellt werden
kann, sondern sich nur im Rahmen von sozialen Aushandlungsprozessen inner-
halb der Fachgemeinschaft auf diese geeinigt werden kann:

,Furthermore, the process of accepting an argument as proof relies heavily on the social mecha-
nisms of the mathematical community.” (Stylianides, 2007a, S. 3)

In logischer Konsequenz bedeutet dies, dass es keine objektiven, allgemein
akzeptierten Akzeptanzkriterien fiir die Validitit von Beweisen gibt (vgl. Hanna
& Jahnke, 1996, S. 878), sondern dass diese von der jeweiligen mathematischen
Gemeinschaft abhéngen, in welcher sich mit Beweisen auseinandergesetzt wird.
Gleichzeitig zeigen die oben beschriebenen Beobachtungen die Wichtigkeit,
innerhalb einer solchen Gemeinschaft, in diesem Fall der Lehr-Lern-
Gemeinschaft im Eingangssemester der nicht-gymnasialen Lehramtsausbildung
an der Technischen Universitdt Dortmund, Einigkeit hinsichtlich der Akzep-
tanzkriterien zu schaffen. Nur auf dieser Grundlage kann ein einheitliches Ver-
standnis dessen vermittelt werden, was von Studierenden bei deren eigenstindi-
gen Beweiskonstruktion erwartet wird.

Im Rahmen dieser Arbeit soll daher eine Intervention im Sinne eines Aushand-
lungsprozesses zwischen Lehrenden- und Lernendenseite gestaltet werden.
Diese hat zum Ziel ein moglichst hohes Mal} an Interpersonalitét zu erreichen
im Verstindnis der Normen, deren Erfiillung notwendig ist fiir die Akzeptanz
eines Beweises in dieser Gemeinschaft. Da dadurch, wie eingangs beschrieben,
der Zugang zum eigenen Beweisen auf Lernendenseite erleichtert werden soll,
soll das Verstdndnis fiir diese Normen in der Auseinandersetzung mit konkreten
Beweisversuchen? erfolgen und ist somit in diesem Sinne situiert (vgl. dazu
Abschnitt 1.3).

1 Unter der ,,Validitit™ eines Beweis(versuch)s wird dabei verstanden, inwiefern dieser
tatsiachlich die Giiltigkeit der zu beweisenden Aussage nachweist (vgl. dazu Selden &
Selden, 2003, S. 1).

2 Es geht im Rahmen dieser Arbeit somit nicht um eine allgemeine Erorterung dessen,
wie diese Normen verstanden werden konnen, sondern konkret darum, welches Ver-
standnis der Normen sich zeigt in der Auseinandersetzung mit Beweisversuchen, die
noch keinen validen Beweis darstellen und damit bestimmte dieser Normen verlet-
zen.



In Kapitel 1 und 2 werden dafiir zunichst die im Rahmen dieser Arbeit zentralen
Begriffe geklirt. In Kapitel 1 werden die Begriffe der Norm (Abschnitt 1.1), des
Verstiandnisses (Abschnitt 1.2), des Normenverstindnisses (1.4) und der Situ-
iertheit (Abschnitt 1.3) in ihrer Verwendung im Rahmen dieser Arbeit definiert.
Dabei wird insbesondere die Verortung des Verstidndnisses auf intra- und inter-
personeller Ebene (Abschnitt 1.2.1) erldutert und in diesem Zusammenhang der
Begriff der Interpersonalitit gekldrt. Weiterhin wird die Konzeption des Aus-
handlungsprozesses zur Etablierung von Interpersonalitét im situierten Normen-
verstandnis dargelegt (Abschnitt 1.5).

In Kapitel 2 werden der Begriff des Beweises (Abschnitt 2.1) und die diesem
zugrunde liegenden Normen beleuchtet (Abschnitt 2.2). Es wird das Verstéindnis
dieser Normen analysiert, wie es sich in unterschiedlichen Konzeptionen dessen
zeigt, wie Beweise im Lehrkontext aufgefasst werden kdnnen (Abschnitt 2.3).
Vor diesem Hintergrund wird der Begriff des beispielgebunden ikonischen
Beweises geklart und die Fokussierung auf diesen Beweistyp im Rahmen dieser
Arbeit begriindet (Abschnitt 2.4).

In Kapitel 3 werden die bisherigen empirischen Ergebnisse zum situierten Nor-
menverstdndnis (Abschnitt 3.5) dargestellt und weiterhin die entsprechenden
empirischen Studien vor dem Hintergrund der Entwicklung der Forschungsin-
strumente im Rahmen dieser Arbeit vergleichend analysiert. Diese werden dabei
verglichen hinsichtlich des Fokus‘ ihres Forschungsinteresses (Abschnitt 3.1),
der Konstruktion der Beweisversuche (Abschnitt 3.2), der Erhebungsformate
(Abschnitt 3.3) und des Normenverstindnisses, das diesen Studien auf Seiten
der Forschenden implizit zugrunde liegt (Abschnitt 3.4).

In Kapitel 4 werden die Forschungsmethoden dieser Arbeit dargelegt. Dafiir
werden zundchst die Forschungsliicken, die sich aus der Analyse der Studien in
Kapitel 3 ergebenden, expliziert. Vor diesem Hintergrund werden die dieser
Arbeit zugrunde liegenden Forschungsfragen herausgearbeitet (Abschnitt 4.1).
Die Wahl des Mixed-Methods-Ansatzes (Abschnitt 4.2) als Forschungsmetho-
dologie zur Behandlung der Forschungsfragen wird begriindet und die qualitati-
ven (Abschnitt 4.3) und quantitativen (Abschnitt 4.4) Auswertungsmethoden
werden in ihrer konkreten Umsetzung in dieser Arbeit erldutert. Die For-
schungsfragen werden zu diesem Zweck ausdifferenziert in Unterfragen ent-
sprechend des jeweiligen qualitativen beziehungsweise quantitativen For-
schungsfokus®.

In Kapitel 5 wird der Forschungsprozess beschrieben. Dies umfasst die Ent-
wicklung des Kategoriensystems, in welchem Unteraspekte im Verstdndnis der
Normen und mdégliche Ebenen der Betrachtung von konkreten Beweisversuchen
ausdifferenziert werden (Abschnitt 5.1). Auf dieser Grundlage werden die Ent-
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wicklung der Intervention (Abschnitt 5.3) und der diese Intervention begleiten-
den Erhebungsinstrumente (Abschnitt 5.2) erldutert.

In Kapitel 6 wird die qualitative Analyse der Diskussionen dreier Kleingruppen
im Rahmen der Intervention dargestellt, in Kapitel 7 die darauf aufbauende
quantitative Analyse. Die Analysen sind dabei entlang der Normen gegliedert,
deren situiertes Verstindnis untersucht werden soll.

In Kapitel 8 werden die qualitativen und quantitativen Ergebnisse fiir jede Norm
zusammengefasst (Abschnitt 8.1) und daraus didaktische Implikationen fiir die
weitere Entwicklung der Intervention abgeleitet (Abschnitt 8.2). AbschlieSend
werden die fiir die kiinftige Forschung zum Thema des situierten Normen- und
Beweisverstindnisses relevanten Aspekte zusammengefasst, die im Rahmen
dieser Arbeit entwickelt wurden (Abschnitt 8.3) und die Limitationen dieser
Arbeit sowie sich daraus ergebende kiinftige Forschungsdesiderate dargestellt
(Abschnitt 8.4).



Theorieteil

1 Situiertes Normenverstindnis

Ziel des ersten Kapitels ist es, den Begriff des situierten Normenverstindnisses,
der dieser Arbeit zugrunde liegt, zu kldren und die Konzeption des Aushand-
lungsprozesses im Rahmen dieser Arbeit darzulegen.

Dafiir werden die Begriffe der Norm (1.1.2), des Verstandnisses (1.2.2) und der
Situiertheit (1.3) erldutert und unter praskriptiver und deskriptiver (1.1.1) sowie
intra-, inter- und extrapersoneller Perspektive (1.2.1) beleuchtet. Insbesondere
wird dabei die Wahl des Symbolischen Interaktionismus als lerntheoretische
Grundlage fiir diese Arbeit begriindet (1.2.1). Auf dieser Grundlage wird die im
Rahmen dieser Arbeit zentrale Unterscheidung zwischen Normen und Normen-
verstidndnis hergeleitet (1.4). In Abschnitt 1.5 wird schlielich die Gestaltung
des Aushandlungsprozesses zur Etablierung von Interpersonalitdt im situierten
Normenverstindnis dargestellt.

1.1 Normen

1.1.1 Priskriptive und deskriptive Perspektive

In der soziologischen Theoriebildung des vergangenen Jahrhunderts lassen sich
zwei Paradigmen unterscheiden, die sich in ihrer Sicht auf das menschliche
Handeln und dessen Beforschung grundsitzlich unterscheiden: das normative
und das interpretative Paradigma®. Diese sind, wie sich im kommenden Unter-
kapitel (vgl. Abschnitt 1.1.2) zeigen wird, zentral fiir die Perspektive auf Nor-
men. In beiden Paradigmen ist der Handlungsbegriff zentral:

,,Das soziologische Interesse richtet sich primér auf die elementaren RegelméBigkeiten und Wand-
lungen in ausgewihlten Verhaltensmerkmalen, die fiir die an ihnen beteiligten Individuen bedeu-

tungs- und sinnvoll sind. In diesem Sinne konnte "Handeln" definiert werden als das fiir den Han-
delnden bedeutungs- und sinnvolle "Verhalten"* (Wilson, 1980, S. 55)

Handeln ist demnach ein Verhalten, das durch Bedeutung und Sinn konstituiert
ist. Dies ist auch der Aspekt von Interaktion, der in dieser Arbeit im Zentrum
steht, in welcher Bedeutungskonstruktionen von Lernenden und Lehrenden
untersucht werden sollen (vgl. Abschnitt 1.2.2).

3 Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Paradigmen findet sich zum Beispiel in Wilson
(1980).



Im normativen Paradigma wird davon ausgegangen, ,,dass eine feste Verbindung
besteht zwischen der Situation eines Handelnden und seinem Handeln in dieser
Situation.” (Wilson, 1980, S. 56). Diese Verbindung wird als Regel bezeichnet.
Dabei werden zwei grundlegende Begriffe unterschieden:

,Eine Disposition kann dann definiert werden als eine Regel, die vom Handelnden internalisiert
oder gelernt worden ist, wahrend eine Erwartung definiert werden kann als eine Regel, die in einem
sozialen System institutionalisiert worden ist.” (Wilson, 1980, S. 57)

Eine Disposition ist also eine ,,Neigung des Handelnden, sich in einer bestimm-
ten Situation in einer ganz bestimmten Weise zu verhalten™ (Wilson, 1980, S.
56), eine Erwartung dagegen wird extern an die/den Handelnde/n herangetragen
und als priskriptiv* angesehen: ,,das Individuum sollte sich in einer gegebenen
Situation in einer ganz bestimmten Weise verhalten” (Wilson, 1980, S. 56).
Diese Erwartungen werden im normativen Paradigma als Rollenerwartungen
verstanden. Handelnden werden bestimmte extrapersonell’® definierte Rollen
(vgl. z. B. Cicourel, , S. 147 ff.) zugeschrieben und konkrete Handlungen voll-
ziehen sich demnach immer im Rahmen der Erwartungen, die der/m Handeln-
den in dieser Rolle zugeschrieben werden® Im normativen Paradigma herrscht
dabei die Grundannahme des kognitiven Konsensfes] (Wilson, 1980, S. 57),
wonach Situationen in gleicher Weise von den Handelnden interpretiert werden
und somit zu gleicher Regelanwendung fiihren:

,,Wenn soziale Interaktion dauerhaft und bestindig sein soll, miissen die verschiedenen Teilnehmer
Situationen und Handlungen in gleicher Weise definieren, denn sonst konnten Regeln nicht in der

Weise wirksam werden, dass sie iiber Zeitabldufe hinweg zusammenhéngende Interaktion hervor-
bringen konnten. (Wilson, 1980, S. 57)

Interpersonelle* Unterschiede sind in diesem Paradigma schwer zu erkldren. Als
Grundvoraussetzung wird als gegeben angenommen, ,,dass die Handelnden ein
System kulturell etablierter Symbole und Bedeutungen gemeinsam haben.*
(Wilson, 1980, S. 57).

Im interpretativen Paradigma, das maBgeblich von Blumer (1954) und Turner
(1962) gepriagt wurde, wird dagegen die Position vertreten, ,,nach der soziale
Interaktion als ein interpretativer Prozess aufzufassen ist* (Wilson, 1980, S. 54).
Unter einem interpretativen Prozess versteht Wilson dabei das Folgende:

4 Zur Differenzierung der Begriffe ,,praskriptiv und ,,deskriptiv im Rahmen der Ma-
thematikdidaktik siche u. a. auch Leuders (2007).

5 Die Begriffe ,.extrapersonell”, ,interpersonell“ und ,,intrapersonell “ werden in Ab-
schnitt 1.3 erldutert.

6 Wilson spricht in diesem Zusammenhang von sogenannten ,,Rollenerwartungen® (Wil-
son, 1980, S. 55).



,[...] der eine Handelnde nimmt das Handeln des anderen wahr als ein bedeutungs- und sinnvolles
Handeln, in dem sich eine Absicht oder eine Haltung, in eine Rolle gefasst, ausdriickt. Auf der
Grundlage dieser Wahrnehmung davon, auf was der andere aus ist, entwirft der Handelnde dann
Richtung und Ablauf seines eigenen Handelns* (Wilson, 1980, S. 59)

Handelnde handeln auf der Grundlage ihrer Interpretation der Handlung anderer,
die an der Interaktion beteiligt sind. Die eigene Handlung wird somit nicht an
extrapersonell vorgegebenen Erwartungen ausgerichtet, sondern an interperso-
nellen Erwartungen des Gegeniibers.

[...] es geht nicht mehr um den einfachen Prozess der Ausfithrung einer vorgeschriebenen Rolle,
sondern darum, auf der Grundlage der Rolle, die einem von anderen zugeschrieben wird, das eigene
Handeln zu entwerfen und zu verwirklichen. [...] das Handeln dieser anderen ihm gegeniiber reflek-
tiert Rollen, die er identifizieren muss.” (Turner, 1962, S. 23)

Die Rolle wird hier nicht, wie im normativen Paradigma, als extrapersonell
definiert verstanden, sondern als etwas, was interpersonell in der Interaktion
entsteht. Zur eigenen Rolle hat der Handelnde demnach nur durch einen inter-
pretativen Prozess der duBerlich wahrnehmbareren Handlungen der Anderen
Zugang. Die mit der Rolle verkniipften Erwartungen an den Einzelnen haben fiir
diesen also einen deskriptiven® Charakter, keinen priskriptiven. Den anderen
Handelnden wird ein bedeutungs- und sinnvolles Handeln unterstellt und auf
dieser Grundlage werden bestimmte Muster wahrgenommen. Wilson spricht in
diesem Zusammenhang von dokumentarischer Interpretation, die von den Han-
delnden in einer Interaktion fortlaufend angewendet wird:

,Dokumentarische Interpretation besteht darin, dass ein Muster identifiziert wird, das einer Reihe
von Erscheinungen zugrunde liegt; dabei wird jede einzelne Erscheinung als auf dieses zugrunde
liegende Muster bezogen angesehen, als ein Ausdruck, als ein ,,Dokument” des zugrunde liegenden
Musters. Dieses wiederum wird identifiziert durch seine konkreten individuellen Erscheinungen, so
dass die das Muster wiedergebenden Erscheinungen und das Muster selbst einander wechselseitig
determinieren in der gleichen Weise, in der das Teil und das Ganze einander wechselseitig [...]
determinieren (Wilson, 1980, S. 60)

Er versteht dieses Muster nicht als eine hypothetische Vorannahme an die Situa-
tion, die in dieser versucht wird zu bestdtigen, sondern filir ihn determinieren
sich die wahrgenommenen Erscheinungen und das vermutete zugrunde liegende
Muster gegenseitig. Dabei liegt es in der Natur der Sache begriindet, dass Han-
delnde in Bezug auf diese Muster nie zu einem sicheren, abschlieBenden Wissen
kommen konnen und damit auch nicht auf die diesen zugrunde liegenden Ab-
sichten und Erwartungen des Gegeniibers, sondern diese stindigen Reinterpreta-
tionen unterliegen:

,Folglich sind die wahrgenommenen Absichten und Bedeutungen im Handeln

des anderen immer nur vorldufig, und sie unterliegen der sténdigen Revision im Lichte nachfolgen-
der Ereignisse im Ablauf der Interaktion.“ (Wilson, 1980, S. 59)



1.1.2 Definition

Dawkins und Weber definieren Normen im Rahmen ihrer Untersuchung zu
Werten und Normen in Bezug auf mathematische Beweise als Erwartungen an
die wissenschaftliche Praxis:

,[-..] expectations on practice accepted by the scientific community” (Dawkins & Weber, 2016, S.
126).

Dawkins und Weber verstehen diese Erwartungen dabei nicht im Sinne von
individuellen Erwartungen Einzelner, sondern im Sinne von der Gemeinschaft
extern vorgegebenen Erwartungen, die einen Handlungsrahmen fiir einzelne
Individuen vorgeben. Es wird hier also eine extrapersonelle Perspektive im
Sinne des normativen Paradigmas eingenommen. Diese werden zwar nicht als
explizit formulierte Regeln verstanden, es wird aber eine klare Asymmetrie
deutlich:

. This consistent act of positioning one’s actions in relation to a perceived expectation is what marks
the influence of the values and norms on individual behavior, rather than mere obedience to a rule.”
(Dawkins & Weber, 2016, S. 126 f.)

Demnach existieren bestimmte (implizite) Erwartungen, die extrapersonell
vorgegeben sind, von den Individuen in der Gemeinschaft wahrgenommen
(,,perceived expectation®) werden konnen und an denen die eigenen Handlungen
ausgerichtet werden sollten. Die Normen haben in diesem Verstindnis also
durchaus einen priaskriptiven, wenn auch nicht explizit formulierten, Charak-
ter. Dies wird auch deutlich an der Art der Normen, die Mathematiker/innen laut
Dawkins und Weber an mathematische Beweise stellen, wie dass Beweise auf
festgesetzten Definitionen beruhen miissen, deduktiv sein sollen und jede Wi-
derlegung ausschlieBen. Fiir das Nichterfiillen dieser Erwartungen der Gemein-
schaft konnen die Mitglieder zur Rechenschaft gezogen werden:

»[---] @ community member breaching the norm can be held to account for this violation” (Dawkins
& Weber, 2016, S. 126; siehe dazu auch Herbst et al., 2011)

Methodologisch wurde dies bereits durch Sfard formuliert:

,»A norm becomes explicit and most visible when violated. Violation evokes interlocutors’ spontane-
ous attempts at correction, often accompanied by a condemnation of the transgressor’s illegitimate
behavior.“ (Sfard, 2008, S. 204)

Herbst und Chazan greifen diese Idee im Rahmen von breaching experiments
(Herbst & Chazan, 2011, S. 412) wieder auf. Lehrpersonen werden dabei mit
videografierten Situationen konfrontiert, in welchen Normen in Bezug auf das
Verhalten von Lehrpersonen gezielt verletzt wurden. In einer Diskussion dieser
Situation in Kleingruppen sollten die impliziten Normen der Lehrpersonen un-
tersucht werden:



LIt affords conditions that can precipitate and enforce a professional discussion of what practitioners
perceive they are expected to do by the demands of their role [...]. A thought experiment in mathe-
matics teaching by a group of participants provides less of a view on what each individual believes
(which we are not focusing on at present) and more of what the practice (as approximated by a
group of experienced practitioners) requires or allows them to do.” (Herbst et al., 2011, S.18 f.)

Normen werden hier ebenfalls als Erwartungen angesehen, die die betreffenden
Akteur/innen als an sie von aullen herangetragen wahrnehmen, also als extra-
personell. Anders als bei Dawkins und Weber (2016), die Normen auf der glo-
balen Ebene der historischen Fachgemeinschaft betrachten, wird hier jedoch ein
lokaler Blickwinkel eingenommen. Hier stehen die Rolle, die die Lehrpersonen
fiir sich definieren, im Fokus sowie die Erwartungen, die mit dieser Rolle ein-
hergehen. Dabei héngt es von der situativen Rahmung des breaching experi-
ments ab, wie eng situiert (vgl. Abschnitt 1.3) diese Rolle und damit die mit ihr
verbundenen Erwartungen definiert werden. Erwartungen werden hier auf for-
schungsmethodischer Ebene eher deskriptiv verstanden. Es werden konkrete
Handlungen in der Situation interpretiert und daraus die geteilten Erwartungen
hergeleitet.

In der interpretativen Unterrichtsforschung (vgl. u. a. Bauersfeld, 1988; Maier &
Voigt, 1991), die auf dem interpretativen Paradigma aufbaut, werden Normen
eher als Interaktionsmuster verstanden, die fiir die Beteiligten normativ werden
in dem Sinne, dass implizite Erwartungen entstehen, an denen die Akteur/innen
ihr Handeln ausrichten. Normen werden hier, nicht nur forschungsmethodolo-
gisch, sondern von ihrer Natur her, als deskriptive Kategorie zur Beschreibung
beobachteter Regularititen verstanden, die auf der lokalen Ebene einer Klassen-
gemeinschaft in der gemeinsamen Interaktion entstehen und nicht von aufien
vorgegeben sind. Sie sind damit auf der interpersonellen Ebene angesiedelt, sie
entstehen aus der Interaktion der Akteur/innen. Yackel und Cobb sprechen in
diesem Zusammenhang explizit von Normen als

,[--.] regularities in communal or collective classroom activity which are considered to be jointly
established by the teacher and students as members of the classroom community” (Yackel & Cobb,
1996, S. 178)

Wie in den Ausfiihrungen in diesem Abschnitt zu sehen ist, gibt es in der ma-
thematikdidaktischen Literatur keine einheitliche Definition des Begriffs der
Norm. Die Begriffsdefinition bewegt sich im Spannungsfeld von priskriptiver
oder deskriptiver sowie extrapersoneller oder interpersoneller Perspektive. Allen
Perspektiven gemein ist dabei die Definition des Normenbegriffes iiber den
Begriff der Erwartung. Davon ausgehend stellt sich die Frage, wann eine Erwar-
tung zur Norm wird und wie dies prézisiert werden kann, ohne sich konkret
innerhalb der oben genannten Spannungsfelder verorten zu miissen. Eine solche
Definition findet sich in der Systemtheorie Luhmanns, in welcher Normen defi-
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niert werden als lernunwillige Erwartungen, an denen auch im Enttduschungs-
falle noch festgehalten wird:

,,Das Unsichere, die Enttdauschung, wird vielmehr so behandelt, als ob es sicher wire, und die Frage
ist dann: ob man in diesem Falle die Erwartung aufgeben oder dndern wiirde oder nicht. [...] Lern-
bereite Erwartungen werden als Kognitionen stilisiert. Man ist bereit, sie zu dndern, wenn die Reali-
tat andere, unerwartete Seiten zeigt. [...] Dagegen werden lernunwillige Erwartungen als Normen
stilisiert. Sie werden auch im Enttduschungsfalle kontrafaktisch festgehalten.” (Luhmann, 1984, S.
437)

In dieser Definition ist es nicht relevant, ob die Erwartungen als praskriptiv
vorgegeben oder eher im Sinne von Handlungsmustern deskriptiv verstanden
werden. Da im Rahmen dieser Arbeit Normen bezichungsweise Normenver-
standnis sowohl priskriptiv als auch deskriptiv aufgefasst werden, wird, wenn
von Normen und Erwartungen die Rede ist, diese Definition Luhmanns als
Grundlage gewahlt. Der methodische Zugang dazu wird im Rahmen einer Inter-
vention iiber breaching experiments im Sinne von Herbst und Chazan (2011)
gewidhlt.

1.2 Verstindnis

1.2.1 Intra-, inter- und extrapersonelle Perspektive

Die Lerntheorien, die im vergangenen Jahrhundert entwickelt wurden, lassen
sich verorten zwischen den beiden Antipoden des Individualismus und des Kol-
lektivismus’. Diese haben jeweils eine unterschiedliche Perspektive auf die Ver-
ortung von Verstdndnis, wie sich im kommenden Unterkapitel (vgl. Abschnitt
1.2.2) zeigen wird. Wesentliche Vertreter des Individualismus kommen aus der
Schule der Theorie des Konstruktivismus, wie beispielsweise von Glasersfeld
(1987). In dieser Schule wird Lernen als ein aktiver Konstruktionsprozess des
Individuums verstanden, also als intrapersoneller Prozess in der/dem Lernen-
den:

,In der konstruktivistischen Sichtweise gehen wir davon aus, daf3 das Subjekt [...] seine subjektive
Bedeutung der Wirklichkeit konstruiert.” (Krummheuer & Voigt, 1991, S. 15)

Von Vertreter/innen des Kollektivismus wurde dieser Standpunkt stark kritisiert
in der Hinsicht, dass dem Umstand nicht genug Rechnung getragen wird, dass
Lernen innerhalb einer (Kultur-)Gemeinschaft passiert. Hauptvertreter/innen des
Kollektivismus stammen aus der soziokulturellen Schule von Vygotsky und
betonen die prioritire Stellung des Sozialen gegeniiber dem Individuellen mit
Berufung auf Vygotskys genetic law of development, welches Vygotsky und wie
folgt beschreiben:

7 Eine neuere, ausfiihrliche Darstellung individualistischer und kollektivistischer Orien-
tierungen in der Mathematikdidaktik findet sich z. B. in Barwell et al. (2024).



11

,-,Any function of the child's cultural development appears on the stage twice, or on two planes, first
the social, then the psychological, first between people as an intermental category, then within the
child as an intramental category.” (Vygotsky & Cole, 1978, S. 105 f.)

Im Kollektivismus geht man davon aus, dass Lernen einen ,,Enkulturationspro-
zess“8 (Kempen, 2019, S. 104) in eine kulturelle Gemeinschaft und die Normen
darstellt, die deren Diskurspraktiken zugrunde liegen:

,,Learning mathematics in school is, then, a process of initiation into a pregiven discursive practice

and occurs when students act in accord with the normative rules that constitue the practice.” (Cobb
& Bauersfeld, 1995, S. 6)

Im Rahmen dieser Arbeit wird ein in dieser Weise verstandener Lernprozess als
extrapersoneller Prozess bezeichnet, in der Weise, dass der Prozess durch
Normen gesteuert ist, die von einer der/dem Lernenden gegeniiber externen
Institution oder Gemeinschaft vorgegeben sind. Nach Vygotsky geschieht dieser
Prozess auf der Grundlage eines gemeinsamen Zeichensystems (,,systéeme de
signes®, Saussure, 1989, S. 46), in dessen Gebrauch die Lernenden eingefiihrt
werden miissen. Das Zeichensystem ist dabei wiederum durch die Gemeinschaft
vorgegeben und dessen Aneignung somit zunéchst ebenfalls ein extrapersoneller
Prozess. Bauersfeld lenkt beziiglich dieses Aneignungsprozesses den Fokus auf
die Rolle der sozialen Interaktion:

,Learning is charactrerized by the subjective reconstruction of societal means and models through
negotiation of meaning in social interaction® (Bauersfeld, 1988, S.39)

Nach Bauersfeld geschieht die Aneignung der ,,societal means*, zu welchen in
der Mathematik insbesondere das formale Zeichensystem gehort, durch einen
Aushandlungsprozess zwischen Individuen innerhalb der Gemeinschaft beziig-
lich der Bedeutung dieser Mittel. Was hier bei Bauersfeld anklingt, ist eine in-
teraktionistische Sichtweise, die Lernprozesse auf der interpersonellen Ebene
der sozialen Interaktion zwischen Individuen verortet. Die theoretische Grund-
lage geht auf den durch Blumer begriindeten Symbolischen Interaktionismus
zuriick. Die Grundlegung dieser Lerntheorie formuliert Blumer in drei pragnan-
ten Pramissen. Zentral in der Theorie Blumers ist die Bedeutung von Dingen,
was in der ersten Pramisse formuliert wird:

,,Die erste Pramisse besagt, dass Menschen Dingen gegeniiber auf der Grundlage der Bedeutungen
handeln, die diese Dinge fiir sie besitzen.” (Blumer, 1980, S. 81)

Die zweite Prdmisse formuliert explizit den interpersonellen Charakter dieser
Bedeutungen:

,Die zweite Pramisse besagt, dass die Bedeutung solcher Dinge aus der sozialen Interaktion, die
man mit seinen Mitmenschen eingeht, abgeleitet ist oder aus ihr entsteht.” (Blumer, 1980, S. 81)

8 Dieser Begriff wurde vor allem von Kempen (2019) in seiner Dissertation gepragt.
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In der letzten Prdmisse wird schlieBlich auch die intrapersonelle Ebene mit
einbezogen

,Die dritte Pramisse besagt, dass diese Bedeutungen in einem interpretativen Prozess, den die
Person in ihrer Auseinandersetzung mit den ihr begegnenden Dingen benutzt, gehandhabt und
abgeédndert werden.” (Blumer, 1980, S. 81)

Nach Blumer entsteht Bedeutung also aus der Interaktion. An die Interaktion
schliet laut Blumer jedoch ein intrapersoneller Verarbeitungsprozess an.
Dadurch sind Unterschiede erkldrbar in der Bedeutung, die die einzelnen Indi-
viduen der Interaktion nach der Interaktion einem Ding beimessen.

1.2.2 Definition

Zentraler Begriff im Symbolischen Interaktionismus ist, wie im vorangegange-
nen Abschnitt dargelegt, der Begriff der Bedeutung. Dabei verortet Blumer die
Entstehung von Bedeutung auf der interpersonellen Ebene, bezicht aber auch
die intrapersonelle Ebene mit ein. Damit grenzt sich Blumer deutlich ab von
den beiden zu seiner Zeit gingigen Auffassungen zur Verortung der Bedeutung
einmal auf extrapersoneller und einmal auf intrapersoneller Ebene. In der philo-
sophischen Position des Realismus (Blumer, 1980, S. 83)

[ --.] betrachtet man die Bedeutung als etwas, was dem Ding, das diese Bedeutung hat, zu eigen ist,
als einen natiirlichen Teil der objektiven Zusammensetzung des Dinges. [...] Die Bedeutung geht
sozusagen von dem Ding aus, und es gibt daher keinen Entwicklungsprozess, keinen Aufbau der
Bedeutung; es ist einzig notwendig, die Bedeutung, die in dem Ding selbst steckt, zu erkennen.*
(Blumer, 1980, S. 82)

Bedeutung wird hier also rein auf extrapersoneller Ebene betrachtet. Diese
muss vom Individuum zwar erkannt werden, wird aber von diesem nicht aktiv
selbst konstruiert. Sie ist durch die objektive Welt vorgegeben. Weiterhin grenzt
sich Blumer von einer rein psychologischen Sichtweise auf die Bedeutung eines
Dinges ab:

,Der andere wichtige traditionelle Ansatz betrachtet "Bedeutung" als einen psychisch bedingten
Zusatz, den die Person, fiir die das Ding eine Bedeutung hat, an dieses herantrégt. [...] Die Bedeu-
tung eines Dinges ist nur der Ausdruck gegebener psychologischer Elemente, die in Verbindung mit
der Wahrnehmung des Dinges ins Spiel gebracht werden. [...] Unter grundlegenden Elementen

versteht man z.B. Empfindungen, Gefiihle, Ideen, Erinnerungen, Motive und Einstellungen.” (Blu-
mer, 1980, S. 83)

Bedeutung wird hier also auf einer rein intrapersonellen Ebene angesiedelt.
Dabei geht es nicht, wie im Realismus, um ein kognitives Erkennen dessen, was
ein Objekt an sich ausmacht, sondern um intrapersonelle Regungen auf kogniti-
ver und emotionaler Ebene. Die Lerntheorie des Konstruktivismus baut auf
dieser intrapersonellen Verortung der Bedeutung auf, grenzt sich dabei jedoch
deutlich von der Vorstellung der Lernenden als passive Rezipienten ab, die le-
diglich auf Auflenreize reagieren, wie dies in obigem Zitat anklingt. Vielmehr
steht hier die aktive kognitive Bedeutungskonstruktion der Lernenden im Zent-
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rum. Auch Bauerfeld geht zunichst von einer konstruktivistischen Sichtweise
aus, setzt diese jedoch in Beziehung zum Standpunkt des Kollektivismus, wo-
nach die Bedeutung eines Dinges durch die Kulturgemeinschaft vorgegeben
wird:

,[-..] the construction of what might be meant, the construction of references is with the listener

[...] What we call understanding appears from this perspective as the active construction of such
meanings and references supported by social interaction within culture.” (Bauersfeld, 1995, S. 274)

Mit Verstindnis wird bei Bauersfeld eben diese, fiir den Konstruktivismus
zentrale, aktive Bedeutungskonstruktion im Individuum bezeichnet. Ver-
standnis ist nach Bauersfeld damit auf der intrapersonellen Ebene verortet, un-
terstiitzt durch interpersonelle Prozesse in der Kulturgemeinschaft. Demgegen-
tiber wird Bedeutung als etwas kulturell Vermitteltes und durch die Kulturge-
meinschaft extrapersonell Definiertes verstanden. Rogoff, welche aus der sozi-
okulturellen Schule Vygotskys stammt, formuliert dies in dhnlicher Weise, aber
mit einem stdrkeren Fokus auf die interpersonelle Ebene:

,[...] in the process of participation in social activity the individual already functions with shared
understanding. The individual's use of this shared understanding is not the same as what was
constructed jointly; it is an appropriation of the shared understanding by each individual that reflects
the individual's understanding of and involvement in the activity.” (Rogoff, 1990, S. 195)

Hier wird Verstédndnis vor allem auf der Ebene des interpersonell geteilten Ver-
standnisses zwischen Individuen angesiedelt. Vor dem kollektivistischen Hinter-
grund Rogoffs ist der groBBe Stellenwert bemerkenswert, der hier der intraperso-
nellen Ebene beigemessen wird. Verstdndnis entsteht danach nicht allein aus der
Interaktion heraus, sondern beinhaltet einen intrapersonellen Aneignungspro-
zess. Blumer formuliert dies in seiner Theorie des Symbolischen Interaktionis-
mus als intrapersonellen Interpretationsprozess:

,[--.] dass der Gebrauch von Bedeutungen durch einen einzelnen in seinen Handlungen einen Inter-
pretationsprozess beinhaltet. [...] In Abhéngigkeit von der Situation, in die er gestellt ist, [...] sucht
der Handelnde die Bedeutungen aus, priift sie, stellt sie zuriick, ordnet sie neu und formt sie um.*
(Blumer, 1980, S. 84)

Diesen Interpretationsprozess beschreibt Blumer hier als situierten Prozess: Je
nach Situation geschieht eine entsprechende Umorganisation von Bedeutungen
auf intrapersoneller Ebene. Voigt stellt auBerdem fest, dass diese Umorganisati-
on auch wihrend eines Interaktionsprozesses stattfinden kann und Verstédndnis
daher nicht als zeitlich robustes Konstrukt angesehen werden kann:

,,Of course, the subject‘s background understanding is not fixed and stored knowledge that is
unchangeable during the interaction processes; at any time during these processes, the subject may
realize various background understandings. The result may be, that the realized background under-
standing will be confirmed or altered. (Voigt, 1995, S. 170)
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Vor dem Hintergrund dieses Vergleichs kollektivistischer und individualistischer
Positionen zum Verstandnisbegriff als aktiver Bedeutungskonstruktion lésst sich
Blumers Symbolischer Interaktionismus als Mittelweg zwischen diesen beiden
Positionen verstehen. Blumer triagt mit seiner Theorie dabei den oben beschrie-
benen Gemeinsamkeiten dieser Positionen Rechnung, wobei zugleich eine eige-
ne neue Position formuliert wird, die die Interaktion in das Zentrum der Be-
trachtung riickt, wie dies in der zweiten Pramisse formuliert ist:

,,Die zweite Pramisse besagt, dass die Bedeutung solcher Dinge aus der sozialen Interaktion, die
man mit seinen Mitmenschen eingeht, abgeleitet ist oder aus ihr entsteht.” (Blumer, 1980, S. 81)

Bedeutung, bezichungsweise Verstindnis im Sinne einer aktiven Bedeutungs-
konstruktion, entsteht danach auf der interpersonellen Ebene aus der Interaktion,
wird aber durch einen Interpretationsprozess auf intrapersoneller Ebene verén-
dert, wie in der dritten Pridmisse formuliert:

Die dritte Pramisse besagt, dass diese Bedeutungen in einem interpretativen Prozess, den die Person

in ihrer Auseinandersetzung mit den ihr begegnenden Dingen benutzt, gehandhabt und abgedndert
werden.“ (Blumer, 1980, S. 81)

Dies kann in Ubereinstimmung mit Vygotskys genetic law of development ge-
sehen werden, wonach die individuelle, das heifit intrapersonelle, Ebene der
sozialen Ebene, also je nach Auslegung der extrapersonellen oder interpersonel-
len, zeitlich nachgelagert ist. Nach der dritten Prémisse von Blumer muss diese
zeitlich nachgelagerte, intrapersonelle Bedeutungskonstruktion nicht mit dem
iibereinstimmen, was in der Interaktion der Individuen etabliert wurde, wodurch
interpersonelle Unterschiede erkldrbar werden.

Die Begriffe Bedeutung und Verstdndnis werden bei den verschiedenen Au-
tor/innen, wie in obiger Auseinandersetzung zu sehen war, unterschiedlich ver-
wendet und auf unterschiedlichen Ebenen verortet. Im Rahmen dieser Arbeit
steht der Begriff des Verstindnisses im Zentrum, welcher im Sinne Bauersfelds
als aktive Bedeutungskonstruktion verstanden wird, die sich auf rein kogniti-
ve Aspekte bezieht und affektive Aspekte ausklammert. Bedeutung wird im
Rahmen dieser Arbeit als etwas betrachtet, was auf extrapersoneller Ebene
durch die (Kultur-)Gemeinschaft vorgegeben ist. Da es hinsichtlich der Normen
von Beweisen, dem Untersuchungsfokus dieser Arbeit, keine in der Kulturge-
meinschaft allgemein etablierte Bedeutung gibt (vgl. Abschnitt 2.1), wird im
Rahmen dieser Arbeit das Verstindnis und nicht die Bedeutung untersucht. In
der entsprechenden Literatur taucht dieser Begriff jedoch hiufiger auf und wird
im Rahmen dieser Arbeit dann meist synonym verstanden mit dem Begriff des
Verstandnisses. Dabei ist zundchst offen, auf welcher Ebene, intra- oder inter-
personell, dieses Verstidndnis angesiedelt ist. Blumer legt dies nicht fest, sondern
verortet dieses zeitlich differenziert auf beiden Ebenen.
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1.3 Dimensionen der Situiertheit

Fiir Blumer ist die Bedeutungskonstruktion stets abhingig von der Situation, in
welcher diese stattfindet (vgl. Abschnitt 1.2.2). In der interpretativen Unter-
richtsforschung, welche sich auf den Symbolischen Interaktionismus Blumers
griindet, wird davon ausgegangen, dass jegliche Erfahrung situiert ist in dem
folgenden Sinne:

,Das Subjekt macht seine Erfahrungen stets in einem Kontext, in einer konkreten Situation. [...]
Nach Bauersfeld schlagen sich dhnliche Erfahrungen nun nicht in generellen kognitiven Strukturen

nieder, sondern in ,subjektiven Erfahrungsbereichen (SEB)“, die durch ihre Bindung an einen
situativen Kontext charakterisiert sind.” (Krummheuer & Voigt, 1991, S. 16)

Eine Reihe #hnlicher Erfahrungen fiihrt laut Bauersfeld (1983) zur Bildung
sogenannter subjektiver Erfahrungsbereiche. Dabei werden in der interpretati-
ven Unterrichtsforschung subjektive Erfahrungsbereiche und Situationen als
reflexiv aufeinander bezogen angesehen. Eine Situation wird hier einerseits als
Kontext fiir die Entstehung von subjektiven Erfahrungsrdumen eines Individu-
ums verstanden. Auf deren Grundlage entstehen laut Krummheuer gewohn-
heitsméBige Deutungsmuster, sogenannte Rahmungen (Krummheuer, 1984, S.
287), die damit selbst an diesen situativen Kontext gebunden, also selbst situiert
sind. Diese wiederum dienen als Grundlage fiir die Interpretation neuer, &hnli-
cher Situationen. Bezogen auf Erfahrungen, die im Rahmen sozialer Interaktion
zur Bedeutungskonstruktion eines (mathematischen) Objektes gemacht werden,
konnen diese Rahmungen im Sinne des vorherigen Abschnittes als Versténdnis
des entsprechenden Objektes angesehen werden. Auch Verstindnis ist damit
keine “generelle[n] kognitive[n] Struktur[en]”, sondern situiert, das heif3t, es
bleibt stets an die Situation gebunden, in dem es entstanden ist.

Eine Situation kann dabei im Sinne der situated cognition (vgl. Barsalou, 1999;
Glenberg, 1997) verstanden werden als

,[--.] a region of perceived space that surrounds a focal entity over some temporal duration, percei-
ved from the subjective perspective of an agent. (Yeh & Barsalou, 2006, S. 352 f.)

Hier wird Situation als ein Wirklichkeitsausschnitt mit zeitlicher und raumli-
cher Ausdehnung verstanden. Ebenso wird eine soziale Ausdehnung angespro-
chen, die in obiger Definition nur die intrapersonelle Ebene eines Subjektes
umfasst. Weitere Ausdehnungsbereiche ergeben sich aus der Definition einer
didaktischen Situation im Kontext der Mathematik:

,»A didactical situation in mathematics is a project organized so as to cause one or some students to
appropriate some piece of mathematical reference knowledge.” (Brousseau & Warfield, 2020, S. 1)
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Hier wird einmal eine didaktische Ausdehnung beschrieben, als Rahmenvorga-
ben der/s Organisator/in der Situation sowie eine inhaltliche Ausdehnung, die
den Inhaltsbereich der Situation festlegt.

Im Rahmen dieser Arbeit wird eine Situation daher verstanden als ein Wirklich-
keitsausschnitt mit festgelegter rdumlicher, inhaltlicher, didaktischer, zeitlicher
und sozialer Ausdehnung. Die Situiertheit ldsst sich damit entlang der Ausdeh-
nungsbereiche, in dieser Arbeit als Dimensionen bezeichnet, charakterisieren.
Dabei wird die rdumliche, inhaltliche, didaktische und zeitliche Ausdehnung der
im Rahmen dieser Arbeit als Intervention gestalteten Situation auf Grundlage
theoretischer und praktischer Uberlegungen extrapersonell durch die Autorin
vorgegeben. Die rdumliche Dimension betrifft (im fiir diesen Kontext iibertra-
genen Sinne) die konkreten Beispiele, in dieser Arbeit also die konkreten Be-
weisversuche und den entsprechend dafiir gewdhlten Beweistyp (vgl. Abschnitt
2.4), mit welchen sich in der Intervention auseinandergesetzt werden soll. Die
inhaltliche Dimension betrifft die Wahl des mathematischen Inhaltsbereiches
fiir diese Beweisversuche, die zeitliche Dimension die Dauer der Intervention
und die didaktische Dimension die Frage danach, wie eng die Situation von
Lehrendenseite aus begleitet werden soll. Auch die soziale Dimension, also die
Frage, in welcher Sozialform die Situation gestaltet sein soll, wird durch die
Autorin vorgegeben.

Die im Rahmen dieser Arbeit gestaltete Intervention hat das Ziel, eine moglichst
breite soziale Situierung des Verstindnisses von Beweisnormen zwischen Leh-
renden und Lernenden zu erreichen. Ein Analysefokus fiir die Auswertung der
Intervention ist daher, inwieweit dieses Ziel durch die Intervention erreicht
wurde und wie die Intervention dafiir gegebenenfalls zukiinftig angepasst wer-
den muss. Daher wird die soziale Dimension der Situiertheit nicht nur konzep-
tuell verstanden, sondern auch als Forschungsfokus und damit als deskriptive
Analysekategorie. In der Analyse interessiert dabei, wie sich Interpersonalitit
im Verstdndnis der Akteur/innen entwickelt. Dafiir soll die Entwicklung des
Verstidndnisses auf intra- und interpersoneller Ebene untersucht werden.

1.4 Normenverstindnis

In diesem Abschnitt soll die fiir die Arbeit grundlegende Unterscheidung zwi-
schen Normen und Normenverstindnis motiviert werden. Dafiir werden Begriff-
lichkeiten aus der Forschungsliteratur unter diesen Gesichtspunkten beleuchtet
und differenziert, um auf dieser Grundlage oben genannten Unterscheidung zu
begriinden.

Wie die vorangegangenen Ausfiihrungen gezeigt haben, besteht in der For-
schungsliteratur keine Einigkeit, wie Verstdndnis sozial situiert ist. Blumer situ-
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iert dies zeitlich differenziert auf interpersoneller und intrapersoneller Ebene.
Die interpersonelle Ebene umfasst dabei fiir Blumer die direkte Interaktion
zwischen Individuen. Fiir Krummheuer und Voigt (1991) entsteht Verstindnis
auf der Grundlage subjektiver Erfahrungsbereiche, welche intrapersonell im
Subjekt situiert sind. Dies kann im Unterrichtsgeschehen zu dem Problem unter-
schiedlicher, parallel nebeneinander vorliegender und nicht miteinander verein-
barer Verstindnisse, beziehungsweise Rahmungen (vgl. Abschnitt 1.3), fiihren.
Vom Hofe sieht dies als eine Hauptursache fiir Kommunikationsschwierigkeiten
im Unterricht:

,Eine der elementarsten und grundsitzlichsten Ursachen solcher Verstdndnisschwierigkeiten liegt
[...] vielleicht darin, da3 dem Schiiler — und moglicherweise auch dem Lehrer — oft nicht klar ist,
wovon eigentlich die Rede ist; genauer: Wesentliche Ursachen konnten darin zu suchen sein, daf3 die
Begriffe und Symbole, mit denen im Mathematikunterricht umgegangen wird, vom Schiiler mit
einer vollig anderen Deutung gefiillt werden, als es im Sinne der Sache addquat ware.“ (Vom Hofe,
1995, S. 10)

Um dem zu begegnen, ist es notig, dass die Akteur/innen ihre Verstdndnisse
aneinander angleichen. Dies wird bei Krummheuer und Voigt als Modulation
bezeichnet:

,,Durch ein solches Modulieren entsteht bei dem Einzelnen eine neue Sichtweise, die jedoch noch an
die urspriingliche gebunden ist.“ (Krummheuer & Voigt, 1991, S. 17)

Laut Krummheuer und Voigt ist es also moglich, dass sich Verstidndnisse in der
Interaktion verdndern, sie bleiben dabei aber von dem urspriinglichen intraper-
sonellen Verstdndnis geprégt. Ein interaktional neu etabliertes Verstindnis ent-
steht in diesem Prozess dadurch nicht automatisch. Laut Krummheuer und Voigt
fiihrt dieser Prozess vielmehr dazu, dass eine Einigung nur auf der Ebene glei-
cher Bezeichnungen stattfindet. Dies bezeichnen Krummheuer und Voigt mit
dem Begriff des Arbeitsinterims, in welchem ,,.Lehrer und Schiiler das gleiche
[machen], ohne dabei dasselbe denken zu miissen.” (Krummheuer & Voigt,
1991, S. 17). Dabei werden zwar auf beiden Seiten gemeinsame Bezeichnungen
(Arbeitsinterims) genutzt, deren Verstindnisse (Rahmungen) sind laut Krumm-
heuer jedoch nicht notwendigerweise deckungsgleich:

,,Bei Herstellung eines Arbeitsinterims in der Unterrichtskommunikation wird also nicht notwendig
eine Einigung iiber vorzunehmende Rahmungen erzielt, sondern zumeist nur eine Einigung auf eine
gemeinsame Ausdrucksweise und eine #uBere Ubereinstimmung von Handlungsschritten.®
(Krummbheuer, 1984, S. 289)

Gemil Saussure (1989) konnte man dies formulieren in dem Sinne, dass sich
zwar auf einen gemeinsamen Bezeichnenden (,signifiant®, Saussure, 1989, S.
263) geeinigt wird, es aber unklar ist, ob damit das gleiche Bezeichnete (,,signi-
fié*, Saussure, 1989, S. 263) gemeint ist. Nach Steinbring (2005), der Begriff
(Steinbring, 2000, S. 9) als die Wechselbeziehung von Bezeichnendem und
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Bezeichnetem auffasst’, wire hier also kein gemeinsamer Begriff etabliert wor-
den. Die Bezeichnenden, gemd3 Krummheuer und Voigt (1991) die Arbeitsin-
terims, sind damit auf interpersonell externalisierter Ebene angesiedelt. Sie sind,
gemil Krummheuer und Voigt (1991), in der Interaktion entstanden und stehen
von nun an als extrapersonelle, vorgegebene Kommunikationsmittel zur Verfii-
gung. Das Bezeichnete, bei Krummheuer und Voigt (1991) die Rahmung bezie-
hungsweise in der Terminologie dieser Arbeit das Verstindnis, ist dabei weiter-
hin situiert, das heifit an die Situation gebunden, in welcher es entstanden ist.
Bei Krummheuer und Voigt (1991) sind die diesbeziiglich verwendeten Begriff-
lichkeiten der ,,Rahmung® und des ,,Arbeitsinterim* noch sehr weit gefasst in
Bezug auf Verstehensprozesse im unterrichtlichen Geschehen. Normative As-
pekten, also bestimmte Erwartungen (vgl. Abschnitt 1.1) an das Unterrichtsge-
schehen, werden dabei nicht explizit in den Fokus geriickt. In diesem Kontext
wird im Rahmen dieser Arbeit zwischen einer Norm als dem Bezeichnenden
und dem entsprechenden Normenverstindnis als dem Bezeichneten unter-
schieden.

Blumer spricht in seiner aus dem Symbolischen Interaktionismus abgeleiteten
Methodologie von erschlieffenden Begriffen (,sensitizing concepts”, Blumer,
1954, S. 7 ff.), die in der Datenanalyse nicht extrapersonell und praskriptiv
vorgegeben werden kdnnen, sondern deren Bedeutung (beziehungsweise Ver-
stindnis in der Terminologie dieser Arbeit, vgl. Abschnitt 1.2.2) sich nur im
situativen Kontext ergibt. Dieses Verstidndnis entsteht im Sinne Bohnsacks auf
der Grundlage konjunktiven Wissens, also eines interpersonell geteilten, hand-
lungsleitenden Wissens, das den Beteiligten nicht aktiv bewusst sein muss (vgl.
Bohnsack, 2003, S. 12). ErschlieBende Begriffe ergeben sich damit ebenfalls
aus dem Zusammenspiel eines Bezeichnenden, das interpersonell externalisiert
wurde (siehe oben), und einem Bezeichneten, also dessen Verstdndnis, das Teil
des konjunktiven Wissens ist. Zugang zu diesem Wissen erhdlt man laut
Bohnsack ,,wenn wir uns [...] mit der Handlungspraxis vertraut gemacht ha-
ben.* (Bohnsack, 2003, S. 562). ErschlieBende Begriffe, bezichungsweise deren
Verstindnis, sind fiir Blumer daher deskriptive Analysekategorien, die auf
der interpersonellen Ebene verortet sind. Auch bei Blumer ist dies nicht be-
schrankt auf rein normative Aspekte.

Vom Hofe geht in seinem Grundvorstellungskonzept ebenfalls von einer inter-
personellen Situierung von Begriffen und deren Verstindnis aus. Damit werden
explizit auch normative Aspekte von Verstehensprozessen gefasst, was im Fol-

9 ,.Begriff ersetzt im epistemologischen Dreieck Steinbrings das ,.Zeichen“ (,,signe®,
Saussure, 1989, S 46) bei Saussure. Steinbring spricht dabei im Kontext der mathe-
matischen Begriffsbildung statt von Bezeichnetem von ,,Referenzkontext” und statt
von Bezeichnendem von ,,Zeichen/Symbol“ (vgl. Steinbring, 2000, S. 9).
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genden dargestellt werden soll. Anders als Krummheuer und Voigt (1991) geht
vom Hofe aulerdem davon aus, dass die zugrunde liegenden Erfahrungsberei-
che selbst schon interpersonell situiert sind:

,,Bei den hier entwickelten Erkladrungsansétzen wurde bei der Betrachtung der bereichsspezifischen
Einbindung — im Gegensatz zu einer eng aufgefaliten »Subjektivitit« der Erfahrungsbereiche (SEB)
— nach Erfahrungsbereichen (EB) gefragt, die vermutlich eine ganze Lemgruppe betreffen und in
diesem Sinne intersubjektiv sind.” (Vom Hofe, 1995, S. 127)

Vom Hofe mochte dabei die Grundvorstellungen (Vom Hofe, 1995, S. 1) die
sich auf Grundlage solcher geteilter Erfahrungsraume entwickelt haben, in einer
deskriptiven Analyse herausarbeiten. Dies entspricht einem Verstidndnis von
Grundvorstellungen als erschlieBende Begriffe im Sinne Blumers. Er mdchte
damit direkt die von ihm festgestellten Verstindnisschwierigkeiten adressieren,
die auf der Grundlage unterschiedlicher Verstidndnisse der verwendeten Begrif-
fe, beziehungsweise im Sinne Saussures der Bezeichnenden, entstehen. Grund-
vorstellungen sind fiir vom Hofe dabei ,,idealtypischen mentalen Reprisentatio-
nen” (zitiert nach Griesel et al. 2019, S. 129) abstrakter mathematischer Kon-
zepte, im Sinne dieser Arbeit also interpersonell geteilte grundlegende Aspekte
dieser Konzepte. Vom Hofe erweitert damit das bis dahin {ibliche Vorgehen, bei
welchem primir auf Grundlage stoffdidaktischer Uberlegungen vorgegangen
wurde und Grundvorstellungen damit extrapersonell und praskriptiv formuliert
wurden. Auch er greift weiterhin auf Uberlegungen stoffdidaktischer Art zuriick,
um die zur Vermittlung eines abstrakten Konzeptes relevanten grundlegenden
Aspekte aus fachlicher Perspektive herauszuarbeiten, bezieht jedoch auch empi-
rische Beobachtungen mit ein. In diesen Aspekten sind bestimmte Erwartungen
gefasst, wie das entsprechende Konzept aufgefasst werden sollte. Sie stellen
somit normative Aspekte des Konzeptes dar. Diese werden als die grundlegen-
den Aspekte in Bezug auf das jeweilige Konzept betrachtet und werden somit,
nachdem sie herausgearbeitet wurden, als praskriptiv angesehen.

In diesem Sinne werden die im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Normen als
die Bezeichnenden der grundlegende Aspekte in Bezug auf das Konzept des
mathematischen Beweises aufgefasst. Diese werden im Sinne des Grundvor-
stellungskonzeptes vom Hofes auf der Grundlage theoretischer und empirischer
Uberlegungen abgeleitet (vgl. Abschnitt 2.2) und im Weiteren fiir die Konzepti-
on der Arbeit als verbindlich, also praskriptiv, angesehen. Diese Normen die-
nen in der Datenanalyse weiterhin als ,,analytische Elemente* (Blumer, 1980, S.
128), also als Analysekategorien im Zusammenhang mit der Diskussion der
Validitdt von Beweisversuchen.

Unter Normenverstindnis wird dagegen das entsprechend Bezeichnete gefasst,
also der situierte Aspekt der jeweiligen Norm. Auf methodologischer Ebene
beschreibt dies im Sinne von Blumer den deskriptiven Aspekt der jeweiligen
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normativen Analysekategorie. Blumer spricht dabei statt von Verstdndnis von
der ,,Beschaffenheit” (Blumer, 1980, S. 128) der analytischen Elemente, die
nicht vor der eigentlichen Analyse festgelegt werden kann. Die Datenanalyse im
Sinne Blumers

,[-..] beginnt nicht mit analytischen Elementen, deren Beschaffenheit im Voraus festgesetzt und
wihrend ihrer Anwendung niemals iiberpriift oder abgeéndert worden ist [...] Sie versucht vielmehr,
die Beschaffenheit des analytischen Elements durch eine intensive Erforschung seiner Gegebenhei-
ten in der empirischen Welt zu bestimmen. (Blumer, 1980, S. 128)

Dabei ist es fiir Blumer unumgénglich, die untersuchten ,,Objekte so zu sehen,
wie sie [die Handelnden, Anm. d. A.] sie selbst sehen.” (Blumer, 1980, S. 133).
Im Rahmen dieser Arbeit wird daher das Normenverstindnis nicht von For-
schendenseite vorgegeben, sondern auf Grundlage einer empirischen Vorerhe-
bung herausgearbeitet.

1.5 Aushandlungsprozesse

Im Rahmen dieser Arbeit wird ein Interaktionsprozess gestaltet und beforscht,
durch welchen ein geteiltes Normenverstiandnis auf Lehrenden- und Lernenden-
seite erreicht werden soll. Dabei stellt sich zunéchst die Frage, welche Rolle die
Lehrenden und welche die Lernenden in diesem Prozess spielen sollen. In der
Interpretativen Unterrichtsforschung werden diese Rollen als relativ symmet-
risch angesehen:

,In der sozialen Interaktion sind im Hinblick auf gemeinsames Handeln die subjektiven Bedeu-
tungskonstruktionen der einen Person bezogen auf die der anderen Person. Z.B. versuchen Schiiler
in der Regel, ihre Vorstellungen und Denkwege an der vermuteten Erwartung des Lehrers auszurich-
ten [...]. Und auch der Lehrer richtet im allgemeinen sein Denken an den vermuteten Sinnhorizon-
ten der Schiiler aus. [...] In der sozialen Interaktion zwischen Lehrer und Schiiler werden so zuei-
nander passende Bedeutungen ausgehandelt, es entwickelt sich Verstindigung.” (Krummheuer &
Voigt, 1991, S. 15 )

Nach dieser Auslegung sind Lehrende und Lernende in der Interaktion grund-
sdtzlich gleichberechtigt und richten in der Interaktion ihre eigenen Bedeu-
tungskonstruktionen an denen der anderen aus. Es geht hier also nicht um einen
einseitig verstandenen Enkulturationsprozess, in welchem die Lehrenden das
gewiinschte Verstindnis vermitteln und die Lernenden dies passiv aufnehmen.
Die Interaktion wird hier vielmehr als ein wechselseitiger Anpassungsprozess
der intrapersonellen Verstindnisse der Akteur/innen verstanden. Die Normen
(,,Erwartungen) werden dabei jedoch von Lehrendenseite eingebracht. Dabei
wird sich auf Lehrendenseite am Verstindnis (,,Sinnhorizonte*) der Lernenden
ausgerichtet. Als Ziel einer (gelingenden) Interaktion wird explizit formuliert,
dass ein zwischen Lehrenden und Lernenden interpersonell geteiltes Verstéindnis
etabliert wird. Cobb und Yackel bezeichnen in dieser Weise in der Klassenge-
meinschaft gemeinsam ausgehandelte Normen als soziomathematische Normen
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und den entsprechenden Prozess zu deren Etablierung als Aushandlungspro-
zess (,,process of [...] negotiation®, Cobb & Yackel, 1996, S. 8). Die Rollenver-
teilung sehen sie darin als symmetrisch an, insofern, als beide Seiten sowohl
eine aktive als auch eine interpretierende Rolle spielen. Dies machen sie am
Beispiel der mathematischen Unterschiedlichkeit deutlich:

,[...] on the one hand, the students did not know what would constitute a mathematical difference
until the teacher and other students accepted some of their contributions but not others. Conse-
quently, in responding to the teacher's requests for a different solution, the students were both learn-
ing what counts as a mathematical difference and helping to interactively constitute what counts as a
mathematical difference in their classroom.* (Cobb & Yackel, 1996, S. 8)

Durch ihre aktive Beantwortung der Aufforderung nach unterschiedlichen L&-
sungen bieten die Lernenden hier die Grundlage dafiir, in der gegenseitigen
Interpretation ihrer Handlungen gemeinsam auszuhandeln, wann von einer un-
terschiedlichen Losung gesprochen werden kann. Die lehrende Person hat eben-
falls eine aktive Rolle, insofern, als sie explizit zur Auseinandersetzung einladt.
Auch sie interpretiert dabei die Handlung der Lernenden und reagiert darauf
entsprechend ihrem Verstindnis, worauf wiederum die Lernenden reagieren.
Cobb und Yackel gehen dariiber hinaus davon aus, dass auch die Lehrperson
selbst kein vorgefertigtes Verstdndnis mitbringt, sondern dieses selbst im Rah-
men dieses Aushandlungsprozesses fiir sich klarstellt:

,,On the other hand, the teachers in these classrooms were themselves attempting to develop an
inquiry form of practice and had not, in their prior years of teaching, asked students to explain their
thinking. Consequently, the experiential basis from which they attempted to anticipate students’
contributions was extremely limited. Further, they had not necessarily decided in advance what
would constitute a mathematical difference. Instead, the teachers seemed to clarify their own under-
standing of mathematical difference as they interacted with their students. Viewed in this way, the
sociomathematical norm of mathematical difference appeared to emerge in the course of joint
activity via a process of often implicit negotiation” (Cobb & Yackel, 1996, S. 8)

Daraus ergibt sich ein zyklischer Prozess (vgl. Abbildung 1): Die Lernenden
versuchen sich an die vermuteten Erwartungen der Lehrperson anzupassen. Die
Lehrperson positioniert sich darauthin in Bezug auf diese Beitrdge und klart
dadurch ihr eigenes Verstidndnis. Vor diesem Hintergrund validiert sie die Bei-
trage der Lernenden und kommuniziert dadurch ihr (aktuelles) Verstdndnis.
Dazu konnen sich nun wiederum die Lernenden in Beziehung setzen und ihr
Verstiandnis an den (vermuteten) Erwartungen der Lehrperson ausrichten. Dieses
neue Verstdndnis zeigt sich wiederum in den Beitrdgen der Lernenden, wodurch
ein neuer Zyklus beginnt.
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Abbildung 1 Modell des Aushandlungsprozesses zwischen Lehrenden- und Lernendenseite

Die Aushandlung eines gemeinsamen Verstindnisses lduft also meist nicht in
der Weise ab, dass die aktuellen Verstindnisse auf beiden Seiten explizit formu-
liert und auf einer Metaebene diskutiert werden, sondern nach Cobb und Yackel
eher situativ und implizit durch die gemeinsame Auseinandersetzung in einer
Situation der interaktiven Validierung von Beitrdgen der Lernenden vor dem
Hintergrund des zu etablierenden Verstandnisses.

Das Verhiltnis von Lehrenden- und Lernendenseite ist dabei dennoch nicht
komplett symmetrisch, die Lehrperson trigt weiterhin die Verantwortung, dass
das ausgehandelte interpersonelle Verstdndnis kompatibel ist mit dem von ihr
wahrgenommenen extrapersonellen Verstédndnis der (fach)mathematischen (Kul-
tur)gemeinschaft oder in den Worten von Stylianides:

,[...] the teachers are in a position of social intellectual authority with more power than the students
over the results of these negotiations. [...] That is, the teacher has responsibility to help students
construct mathematical ways of knowing that are compatible with those of wider society.* (Styliani-
des, 2007a, S. 13)

In dem von Cobb und Yackel (1996) beschriebenen Aushandlungsprozess wird
nach Cobb und Yackel die soziomathematische Norm der mathematischen Un-
terschiedlichkeit ausgehandelt. Vor dem Hintergrund der begrifflichen Differen-
zierung in Abschnitt 1.4 kann dies an dieser Stelle spezifiziert werden: Die
Norm selbst, die Erwartung, dass die Lernenden unterschiedliche Ldsungen
prasentieren sollen, wird hier nicht ausgehandelt. Diese wird von der Lehrper-
son explizit formuliert und bietet den Rahmen der folgenden Interaktion. Was
ausgehandelt wird, ist das situierte Verstindnis der Norm in der Gemeinschaft
einer Schulklasse. Yackel und Cobb sehen dies, die Norm und ihr Verstindnis,
als zwei Perspektiven auf dieselbe Sache an:

,.With regard to sociomathematical norms, what becomes mathematically normative in a classroom
is constrained by the current goals, [...] and assumptions of the classroom participants. At the same
time these goals and largely implicit understandings are themselves influenced by what is legiti-
mized as acceptable mathematical activity. It is in this sense that we say sociomathematical norms
and goals and beliefs about mathematical activity and learning are reflexively related.” (Yackel &
Cobb, 1996, S. 460)

Verstiandnis und Normen entstehen nach Yackel und Cobb beide aus der Interak-
tion im Klassenraum. Dabei beschreibt Verstdndnis fiir Yackel und Cobb eher



23

die intrapersonelle Ebene der einzelnen Teilnehmenden (,,participants), und
(soziomathematische) Normen echer die interpersonelle Ebene der Klassenge-
meinschaft (,,classroom®). Beide beeinflussen sich gegenseitig. Die einzelnen
Verstandnisse beeinflussen das, was als gemeinsame Norm in der Interaktion
entstehen kann und die bereits etablierten Normen beeinflussen, wie sich die
Verstandnisse der Akteure ausformen.

Der in Abbildung 1 dargestellte zyklische Prozess soll als Grundlage dienen fiir
die Gestaltung des Aushandlungsprozesses im Rahmen dieser Arbeit. Eine be-
sondere Herausforderung stellt dabei der Umstand dar, dass die Lehrendenseite
auf Hochschulebene nicht aus einer einzelnen Lehrperson besteht, sondern aus
einem heterogen zusammengesetzten Team an Lehrenden. Aus diesem Grund,
und auch vor dem Hintergrund der von Stylianides betonten besonderen Ver-
antwortung auf Lehrendenseite, wird der erste Schritt im Kreislaufmodell — die
Etablierung eines (gemeinsamen) Normenverstindnisses auf Lehrendenseite —
als separate Vorerhebung durchgefiihrt. Im Sinne des obigen Kreislaufmodells
soll sich dafiir auf Lehrendenseite mit konkreten Studierendenprodukten ausei-
nandergesetzt werden. Das dadurch herausgearbeitete Verstandnis auf Lehren-
denseite dient dann als Grundlage fiir die Intervention auf Lernendenseite, die
ihr Verstdndnis an den Erwartungen auf Lehrendenseite ausrichten soll.
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2 Beweise

In diesem Kapitel sollen der normative Rahmen fiir Beweise, der dieser Arbeit
zugrunde liegt, hergeleitet und der Fokus auf beispielgebunden ikonische Be-
weise begriindet werden. Dafiir wird zunéchst die Natur eines mathematischen
Beweises beleuchtet (2.1), um vor diesem Hintergrund zu kliren, woher Nor-
men fiir Beweise kommen kdnnen und wie diese festgelegt werden kdnnen.
Davon ausgehend werden konkrete Normen abgeleitet (2.2). Anschlieend wird
das Verstindnis dieser Normen vor dem Hintergrund unterschiedlicher Beweis-
konzeptionen analysiert. Dabei wird sich zeigen, dass das Normenverstindnis
stark von dem Verstindnis dessen abhingt, was einen Beweis nach der jeweili-
gen Konzeption ausmacht. Vor diesem Hintergrund wird eine Klassifikation von
Beweistypen vorgeschlagen, die unabhingig ist von Vorannahmen zum Ver-
standnis der Normen (2.3). Auf dieser Grundlage wird der Fokus auf den Be-
weistyp des beispielgebunden ikonischen Beweises im Rahmen dieser Arbeit
begriindet und sich mit Besonderheiten und Schwierigkeiten in Bezug auf die-
sen Beweistyp auseinandergesetzt (2.3).

2.1 Beweise als soziale Konstrukte

Hemmi bezeichnet in ihrer Dissertation Beweise als ,,Artefakte* (Hemmi, 2011,
S. 87ff), die sie als ,tools“ (Vygotsky & Cole, 1978, S. 19ff) im Sinne
Vygotskys versteht, also als Kulturprodukte, die geschichtlich in einer
Kulturgemeinschaft entstanden sind. Sie stellen somit vom Menschen selbst
geschaffene, kiinstliche Werkzeuge dar ,,that mediate between the social and the
individual® (Hemmi, 2011, S. 87). Sie nutzt den Begriff der ,transparency*
(Lave & Wenger, 1999, S. 27) von Lave und Wenger, um auf die Wichtigkeit
dessen hinzuweisen, dass es, um den Umgang mit einem Artefakt, wie dem
Beweis, zu lernen, nicht ausreicht, das Artefakt zu nutzen, also selbst zu
beweisen. Dariiber hinaus miissen das Artefakt und dessen Bedeutung betrachtet
werden und sich mit dem auseinandergesetzt werden, was einen Beweis zu
einem Beweis macht (,,inner workings®), also welche Erwartungen und damit
Normen an einen Beweis gestellt werden:

,»The significance of artifacts in the full complexity of their relations with practice can be more or

less transparent to the learners. Transparency in its simplest form may just imply that the inner
workings of an artifact are available for the learners’” (Lave & Wenger, 1999, S. 27)

Insofern pléadiert sie fiir eine explizite Behandlung dieser Normen beim
Unterrichten von Beweisen. Stylianides geht ebenfalls von Beweisen als, wie er
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es nennt, sozialen Konstrukten aus. Dabei geht er noch einen Schritt weiter und
definiert einen Beweis aus eben diesen sozial etablierten Normen heraus:

»Within this framework of knowledge construction and validation in mathematics, proof is
described as a social construct. [...] therefore, proofs are outcomes of socially agreed upon sets of
rules [of discourse]“ (Stylianides, 2007a, S. 11 f.)

Diese Regeln stellen bestimmte Erwartungen an den mathematischen Diskurs
iiber Beweise dar, also Normen, auf deren Grundlage sich nach Stylianides
Beweise definieren lassen. Diese ,rules of mathematical discourse” (Sfard,
2000, S. 157) konnen dabei laut Sfard von Lernendenseite aus nicht rein aus
deren Alltagerfahrung heraus abgeleitet werden:

LHIf we insist on teaching mathematics that cannot be easily incorporated in, or derived from,

everyday discourse, there seems to be no escape from introducing the students to the meta-rules of
modern mathematics or at least to their selected subset.” (Sfard, 2000, S. 184)

Auch Sfard plddiert daher, wie Hemmi, dafiir, dass diese Normen explizit
vermittelt werden sollen. Aufgrund der besonderen Natur der Normen kdnnen
diese weder durch bloBe Benennung von Lehrendenseite aus noch ohne
Anleitung selbst entdeckend gelernt werden. Insofern muss die Lehrperson eine
aktive Rolle als ,,experienced player spielen und die Normen aktiv vertreten:

[ --.] the unique rules of mathematical discourse cannot be learned by simple articulation, and they
cannot be reinvented by students engaged in discussing mathematical problems “in any way they
regard as appropriate.” Rules of language games can only be learned by actually playing the game
with experienced players.” (Sfard, 2000, S. 185)

Normen (in Bezug auf Artefakte) kommen damit laut Sfard letzten Endes von
fachlicher Seite und sind dadurch legitimiert. Dies ist auch konsistent mit dem
von Stylianides formulierten, an Bruner angelehnten, ,,intellectual honesty prin-
ciple®, wonach intellektuelle Ehrlichkeit sich auf die Lernendenseite und auf die
fachliche Seite bezieht und eine Balance zwischen beiden Seiten schaffen soll:

- The intellectual-honesty principle, which states that the notion of proof in school mathematics
should be conceptualized so that it is, at once, honest to mathematics as a discipline and honoring of
students as mathematical learners* (Stylianides, 2007a, S. 1)

Bezogen auf Normen von Beweisen sollten diese also den Lernenden und dem,
was fiir diese jeweils zuginglich ist, gerecht werden, aber auch in gleichem
MafBe den fachlichen Vorstellungen eines guten Beweises entsprechen.

Anderseits wird in der Forschungsliteratur zum Beweisen aus der Tatsache her-
aus, dass Beweise soziale Konstrukte sind, begriindet, dass sich Akzeptanzkrite-
rien fiir Beweise (,,criteria for the acceptability of mathematical proofs®) nicht
allgemein vorgegeben lassen, sondern stets von der jeweiligen Gemeinschaft
und deren Praktiken abhédngen:
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,,That there is no generally accepted list of criteria for the acceptability of mathematical proofs is
plausible from a perspective that sees proof as embedded in a social practice.” (Sommerhoff & Ufer,
2019, S. 718)

Ufer et al. (2009) versuchen in ihrer Darstellung des Methodenwissens dabei
zumindest bestimmte Bereiche fiir Akzeptanzkriterien (vgl. Ufer et al., 2009, S.
35) von Beweisen aus dem Ideal eines (formalen) Beweises herzuleiten (vgl.
Abschnitt 2.2). Es werden also bestimmte normative Dimensionen'? festgelegt,
die fiir Beweise relevant sind und aus welchen sich konkrete Akzeptanzkriterien
ableiten lassen in der jeweiligen sozialen Situierung der Auseinandersetzung mit
Beweisen. Auch Hanna und Jahnke (1996) betonen in diesem Zusammenhang,
dass die Akzeptanz eines Beweises selbst auf einem situierten Aushandlungs-
prozess in der betreffenden (Lehr-Lern-)Gemeinschaft beruht:

,.Furthermore, the process of accepting an argument as proof relies heavily on the social mecha-
nisms of the mathematical community.“ (Stylianides, 2007a, S. 3)

Der Begriff des Akzeptanzkriteriums wird dabei erst bei Sommerhoff und Ufer
spezifiziert in der folgenden Weise:

Acceptance criteria can be seen as more or less pragmatic instantiations of certain norms and
values regarding mathematical proof, which are held by the (local) mathematical community*
(Sommerhoff & Ufer, 2019, S. 719f)

Akzeptanzkriterien werden dabei bereits als der situierte Aspekt einer Norm
betrachtet. In der Terminologie dieser Arbeit entspricht dies dem situierten
Normenverstindnis (vgl. Abschnitt 1.4). Durch diese Unterscheidung zwi-
schen Norm und Normenverstindnis lassen sich beide in diesem Abschnitt be-
schriebenen Perspektiven zusammenbringen. Eine Aushandlung von Akzep-
tanzkriterien im Sinne von Stylianides ist dabei konsistent mit dem in Abschnitt
1.5 dargestellten Aushandlungsprozess, in welchem das situierte Normenver-
stindnis zwischen Lehrenden- und Lernendenseite ausgehandelt werden soll.
Die Normen selbst werden jedoch, wie auch Sfard dies fordert, von fachlicher
Seite aus vorgegeben und dienen als begrifflicher Orientierungsrahmen. Stylia-
nides selbst legt in seiner Beweisdefinition bestimmte normative Dimensionen
fiir Beweise vorab fest und sieht lediglich deren konkrete Auslegung (also das
Normenverstdndnis) in der jeweiligen Lehr-Lern-Gemeinschaft als sozial situ-
iert an:

,,Proof is a mathematical argument, a connected sequence of assertions against a mathematical claim
with the following characteristics:

10 Dimensionen werden hier, wie in Abschnitt 1.3., als Ausdehnungsbereiche verstanden.
Jede Dimension besteht dabei aus einem Kontinuum, in welchen die konkrete Anzahl
an betrachteten Entitdten, deren Grad an Verbindung, Organisation oder Reichweite
verortet werden kann (vgl. dazu die konkrete Ausformulierungen der normativen
Dimensionen in Abschnitt 2.2).



28

1. It uses statements accepted by the classroom community (set of accepted statements) that are true
and available without further justification;

2. It employs forms of reasoning (modes of argumentation) that are valid and known to, or within
the conceptual reach of, the classroom community;

3. It is communicated with forms of expression (modes of argument representation) that are approp-
riate and known to, or within the conceptual reach of, the classroom community* (Stylianides,
2007b, S. 291)

Er nennt hier drei wesentliche normative Dimensionen: Entitdten, die ohne
weitere Begriindung genutzt werden diirfen im Beweis (,,set of accepted
statements®), erlaubte Formen, diese Entitdten miteinander zu verbinden
(,,modes of argumentation®), und die Darstellungsebene, in welcher der Beweis
dargestellt ist (,,modes of argument representation®).

2.2 Normen fiir Beweise

Ziel dieses Unterkapitels ist es, aus der Forschungsliteratur normative
Dimensionen fiir Beweise herauszuarbeiten und auf dieser Grundlage
verbindliche Normen zu formulieren fiir die Konzeption und Auswertung der
Intervention dieser Arbeit. Die soziale Situiertheit bezieht sich dabei auf das
Normenverstindnis und nicht auf die Normen selbst (vgl. Abschnitt 2.1).
Letztere werden als begrifflicher Orientierungsrahmen angesehen, welcher
verschiedene Verstidndnisse zulésst.

Es geht dabei weniger um Kriterien fiir eine addquate formale Abgefasstheit von
Beweisen, da die in der Intervention betrachteten Beweisversuche nicht in der
formalen Darstellungsebene verfasst sind (vgl. Abschnitt 2.4). Vielmehr geht es
um grundsétzliche Kriterien fiir Beweise, die unabhéngig von deren Beweistyp
(und damit insbesondere von der genutzten Darstellungsebene) gelten. In
diesem Sinne wird auf Kriterien aus der Fachdidaktik zuriickgegriffen und nicht
auf Kriterien aus der Fachwissenschaft, wie diese beispielsweise Dawkins und
Weber (2016) darstellen. In der Fachdidaktik liefern Heinze und Reiss (2003)
eine hilfreiche Systematik im Rahmen ihrer Darstellung des Methodenwissens.
Nach Heinze und Reiss beschreibt Methodenwissen das Wissen und
Verstdndnis iiber korrekte mathematische Beweisprozeduren (vgl. Heinze &
Reiss, 2003, S. 2). Die von ihnen herausgearbeiteten Aspekte des
Methodenwissens werden dabei angesehen als ,Bereiche fiir notwendige
Kriterien* (Ufer et al., 2009, S. 35) fiir die ,,Akzeptanz von Beweisen (Ufer et
al., 2009, S. 35), also als normative Dimensionen (vgl. Abschnitt 2.1).

Einige Besonderheiten in der Zielsetzung und Herleitung der Aspekte des
Methodenwissens machen es fiir die Herleitung der Normen aus diesen
normativen Dimensionen heraus jedoch nétig, diese unter weiteren
Gesichtspunkten zu beleuchten. So ist die Zielsetzung von Heinze und Reiss
primér, ein Wissen auf der syntaktischen Ebene korrekter Beweisprozeduren zu
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etablieren. Dagegen sollen die Normen, die dieser Arbeit zugrunde liegen, auch
Kriterien zur Bewertung des semantischen Gehalts von Beweisversuchen
umfassen (vgl. dazu Weber & Alcock, 2004). Weiterhin gehen Heinze und
Reiss von einem formal-deduktiven Beweisverstindnis aus (vgl. Abschnitt
2.3.2), wohingegen in dieser Arbeit anschauliche, grundschulrelevante
Beweiskonzepte (vgl. Abschnitt 2.4.1) im Zentrum stehen.

Ein weiterer Aspekt, der vor dem Hintergrund der Zielsetzung dieser Arbeit
problematisch ist, ist, dass Heinze und Reiss die Aspekte des Methodenwissens
primir aus theoretischen Uberlegungen ableiten. Erst in einem zweiten Schritt
werden die abgeleiteten Aspekte auf empirische Ergebnisse beim Beweisen
angewendet. Im Rahmen dieser Arbeit werden allerdings Kriterien gesucht, mit
denen Schwierigkeiten beim Beweisen auf Lernendenseite gezielt begegnet
werden kann. Gemi3 Abschnitt 1.4 sollten Kriterien dieser Art im Sinne von
Grundvorstellungen nicht rein aus der Theorie abgeleitet sein, sondern die
Empirie mit einbeziehen. Vor diesem Hintergrund werden zur Spezifikation der
Normen die Aspekte des Methodenwissens nach Heinze und Reiss (2003) mit
empirischen Ergebnissen zur Beweiskompetenz in Bezichung gesetzt.

Als empirische  Grundlage dient hier die Kategorisierung der
Beweiskonstruktionen der Studierenden im Eingangssemester an der Universitét
Paderborn von Kempen und Biehler (2019). Diese Kategorisierung ist unter den
oben genannten Problemstellungen in mehrfacher Hinsicht geeignet, die
Aspekte von Heinze und Reiss (2003) zu komplettieren. Es wird auch die
Semantik der Beweisprodukte in den Blick genommen und nicht ausschlieBlich
die Syntax. Die Kategorien sind insofern von allgemeinem Charakter, als mit
ihnen verschiedene Beweistypen betrachtet werden, neben formalen Beweisen
auch solche, die fiir die Grundschullehramtsausbildung von besonderer
Relevanz sind. Sie basieren auf Kategoriensystemen fritherer Studien von Bell
(1976) und Recio und Godino (2001) und wurden durch Kempen und Bichler
(2019) in der Pilotierung kombiniert und weiterentwickelt. Insofern kdnnen die
Kategorien als empirisch gewonnene ,,Idealtypen* (vgl. Griesel et al. 2019, S.
129) fiir Schwierigkeiten beim Beweisen betrachtet werden, deren jeweilige
Gegenteile Normen an Beweise entsprechen.

Dieses empirisch begriindete Kategoriensystem wurde unabhingig von den von
Heinze und Reiss (2003) theoretisch hergeleiteten Kategorien entwickelt,
weshalb deren Gegeniiberstellung zur Herleitung moglichst breit anwendbarer
Normen besonders produktiv erscheint. Zu diesem Zweck werden zunichst
ausgehend von den Aspekten des Methodenwissens bei Heinze und Reiss, die
diesen zugrunde liegenden normativen Dimensionen in einer Weise expliziert,
dass diese unabhingig von der Beweiskonzeption moglichst breite Anwendung
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finden konnen. Diesen normativen Dimensionen werden daraufthin die
entsprechenden Fehlertypen in der Kategorisierung der Beweisprodukte bei
Kempen und Bichler (2019) zugeordnet. Diese entsprechen Normbriichen in
Bezug auf Beweise. Aus deren gegenteiliger Formulierung werden schlieBlich
die dieser Arbeit zugrunde liegenden Normen fiir Beweise hergeleitet. Die
entsprechenden Zuordnungen sind in Tabelle 1 dargestellt:

Tabelle 1 Herleitung der Normen fiir Beweise

Methodisches Wissen =~ Normative Kategorisierung Be- Norm
(Heinze & Reiss, Dimension weisprodukte
2003) (Kempen & Biehler,
2019)
Beweisstruktur Entititen K4: Argumentation mit Vollstindigkeit
Liicke
Organisation K2: pseudo (Zirkel- Logische Struktur
schluss)
Beweiskette Verbindung K3: fragmentarisch Kohirenz
Beweisschema Reichweite K1: empirisch Allgemeingiiltigkeit

Die Beweisstruktur als einen Aspekt des methodischen Wissens beschreiben
Heinze und Reiss wie folgt:
A proof starts at given premises and ends at a specific assertion. [...] Moreover, gaps that form

disruptions in the structure of the argumentation are not accepted as part of a mathematical proof.*
(Heinze & Reiss, 2003, S. 2)

Dies umfasst zwei normative Dimensionen: Die Entititen, die in einem Beweis
vorhanden sein sollten. Bei Heinze und Reiss werden diesbeziiglich explizit die
Entitdten der ,,premises” und der ,,assertion” genannt. Und die Organisation
der Entitdten innerhalb des Beweises. Laut Heinze und Reiss sollten diese linear
organisiert sein, wobei mit den ,,premise” begonnen werden sollte und mit der
assertion” geendet.

Der ersten normativen Dimension, wonach es bestimmte festgelegte Entitdten
gibt, die in einem Beweis vorhanden sein sollten, ldsst sich bei Kempen und
Biehler die Kategorisierung Argumentationen mit Liicken (K4) zuordnen. Die
Erwartung an einen Beweis, das heifit die darin implizit formulierte Norm, ist
die der Vollstindigkeit: Es soll keine Liicken im Beweis geben, das heifit, alle
geforderten Entitaten sollten expliziert werden.

Der normativen Dimension der Organisation ldsst sich der Fehlertyp des
Zirkelschlusses (K2 : pseudo) nach Kempen und Biehler zuordnen.
Zirkelschliisse widersprechen dabei der Erwartung einer klar festgelegten
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linearen Abfolge der Entitéten und damit der Norm der logischen Struktur, die
von einem Beweis erfiillt werden sollte.

Der Aspekt der Beweiskette umfasst nach Heinze und Reiss das Wissen dariiber,
dass jeder Schritt aus dem vorherigen hergeleitet werden sollte: ,,Each step of a
proof can be concluded from the previous step” (Heinze & Reiss, 2003, S. 2).
Hier geht es als normative Dimension also um den Grad an Verbindung der
Entitédten, die hier konkret als Beweisschritte (,,step of a proof) benannt wer-
den. Nach Heinze und Reiss sollten dabei aufeinanderfolgende Beweisschritte in
enger kausaler Verbindung zueinanderstehen.

Der entsprechende Normbruch beziiglich der normativen Dimension der Ver-
bindung wird bei Kempen und Biehler wie folgt beschrieben: “The student
mentions relevant aspects, but fails to build up a coherent argument.” (Kempen
& Biehler, 2019, S. 739). Dies entspricht bei Kempen und Biehler der Kategorie
fragmentarisch (K3). Die zugrunde liegende Erwartung an einen Beweis wire
hier, dass dieser ein kohdrentes Argument darstellt, also dass die Norm der
Kohiirenz erfiillt ist.

Das Beweisschema im Sinne von Heinze und Reiss bezieht sich auf die
zuldssigen Schlussweisen. Nach Heinze und Reiss wére dies einzig die
deduktive Schlussweise, was bedeutet, dass insbesondere empirische
Argumente, bei welchen nur einzelne Beispiele betrachtet werden, nicht
zuléssig sind. Die normative Dimension, die hier angesprochen wird, ist die der
Reichweite. Bei empirischen Beweisprodukten reicht diese nicht iiber das
dargestellte Beispiel hinaus.

Diese stellen bei Kempen und Biehler (2019) eine eigene Kategorie dar (K1).
Die entsprechende Norm vor dem Hintergrund dieser Dimension ist die der
Allgemeingiiltigkeit: Die Reichweite soll alle relevanten Beispiele umfassen
und nicht lediglich das dargestellte Beispiel. Fiir Heinze und Reiss (2003) ergibt
sich dies automatisch aus der Anwendung einer deduktiven Schlussweise im
Sinne eines formal-deduktiven Beweisverstindnisses und wird daher nicht
weiter ausdifferenziert.

Nach Heinze und Reiss (2003) sind diese Normen unabhéngig voneinander in
der Hinsicht, dass sich Beweisprodukte konstruieren lassen, die einen der
Aspekte verletzen, die anderen aber erfiillen. Uber die Unabhiingigkeit dieser
Aspekte im Denken von Lernenden wird dabei keine Aussage getroffen.
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2.3 Normenverstindnis in unterschiedlichen Beweiskonzep-
tionen

In diesem Kapitel soll die Abhédngigkeit des Normenverstindnisses vom
Beweisverstdndnis, also dem Verstindnis dessen, was einen Beweis ausmacht
(vgl. Sporn et al.,, 2021), dargelegt werden. Dafiir werden verschiedene
Beweiskonzeptionen'', die der Vermittlung von Beweisen zugrunde liegen
konnen, in den Blick genommen und das darin implizite Beweis- und
Normenverstindnis analysiert. Als theoretischer Hintergrund fiir diese
Konzeptionen werden zunichst die verschiedenen Funktionen beleuchtet, die
Beweisen in der Forschungsliteratur zugeschrieben wurden.

2.3.1 Funktionen von Beweisen

Das Verstindnis der in Abschnitt 2.2 herausgearbeiteten Normen fiir Beweise
ist vor dem Hintergrund zu sehen, welche Funktionen Beweisen in der
jeweiligen Gemeinschaft zugeschrieben werden. Zusammen mit den Normen
fiir Beweise bilden diese Funktionen die Grundlage des Beweisverstindnisses in
der jeweiligen Gemeinschaft. Dabei bezeichnet Beweisverstindnis im Sinne
Sporns et al. (2021) das Verstdndnis dessen, was einen Beweis ausmacht, im
Gegensatz zum Beweisverstehen, also dem Nachvollziehen eines konkreten
Beweises.

Dass dem Begriinden und Beweisen eine groe Rolle innerhalb der schulischen
Mathematikausbildung bereits ab der Vorschule zukommen soll, wird, wie in
der Einleitung ausgefiihrt, explizit in den NCTM Standards (2000) gefordert
und von Hanna dadurch begriindet, dass Beweisen einen zentralen Aspekt
mathematischer Tétigkeit darstellt:

.Students cannot be said to have learned math, or even about math, unless they have learned what a
proof'is.* (Hanna, 2000, S. 24)

Beweise haben hier die Funktion, ein authentisches Bild der mathematischen
Tatigkeit zu vermitteln. Dabei stellt sich die Frage, was diese Tétigkeit
ausmacht und welche Funktionen Beweise in diesem Zusammenhang genau
erfillen konnen. In der Fachdidaktik selbst wurde dies in Bezug auf die
schulische Ausbildung vielfiltig diskutiert (vgl. z.B. Auslander, 2008; Hanna &
Jahnke, 1996; Rav, 1999; de Villiers, 1990). Die meisten Arbeiten orientieren
sich dabei an der Darstellung von de Villiers (1990), welcher die folgenden, im

11 Mit ,,.Beweiskonzeption “ wird hierbei die Einheit aus dem verwendeten Beweistyp
(im Sinne von Abschnitt 2.4) und der zugrunde liegenden didaktischen oder fachli-
chen Hintergrundtheorien bezeichnet (vgl. dazu Biehler & Kempen, 2016, S. 144).
Mit ,,.Beweisverstandnis“ wird dagegen lediglich der Aspekt bezeichnet, der die Be-
deutung des Beweisbegriffs in der jeweiligen Konzeption zu fassen versucht.
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Rahmen dieser Arbeit zentralen, Funktionen benennt: Verifikation, Erklédrung,
Entdeckung, Systematisierung, Kommunikation, Uberzeugung'2.

Die offensichtlichste Funktion ist die der Verifikation, welche von Jahnke und
Ufer wie folgt beschrieben wird:

,,Unter einem mathematischen Beweis versteht man die deduktive Herleitung eines mathematischen
Satzes aus Axiomen und zuvor bereits bewiesenen Sitzen nach spezifizierten Schlussregeln
(Jahnke & Ufer, 2015, S. 331)

Danach hat ein Beweis die Aufgabe, die Giiltigkeit eines mathematischen Satzes
zweifelsfrei nachzuweisen. Dies kann nach Jahnke und Ufer dadurch
gewihrleistet werden, dass Beweise auf der Grundlage eines formal-deduktiven
Systems aus Axiomen und festgelegten Schlussregeln aufgebaut werden. Die
Verifikationsfunktion von Beweisen ist im Rahmen dieser Arbeit insofern
zentral, als auf ihrer Grundlage iiber die Validitit eines Beweisversuchs
entschieden werden kann und somit Normen fiir Beweise begriindet werden
konnen. Sie wird jedoch durch weitere, eher didaktisch orientierte, Funktionen
erganzt.

Eine weitere zentrale Funktion eines Beweises ist nach de Villiers die der Erkld-
rung. International hat die Unterscheidung zwischen ,,proofs that proof™ (Han-
na, 1989, S. 45), also Beweisen, die ein syntaktisch korrekt aufgebautes Argu-
ment fiir die Giiltigkeit eines Beweises liefern, und ,,proofs that explain“ (Han-
na, 1989, S. 45), also Beweisen, die inhaltliche Zusammenhinge erkldren, durch
die Arbeiten von Hanna (1989) viel Beachtung erfahren. Hanna beruft sich
dabei auf Steiner, der die folgende Definition fiir einen ,.explanatory proof*
liefert:

[-..] an explanatory proof makes reference to a characterizing property of an entity or structure
mentioned in the theorem, such that from the proof it is evident that the results depend on the
property.* (Steiner, 1978, S. 143)

Mit einem Fokus auf ,,proofs that explain® in der Schulausbildung méochte
Hanna die Erkldrungsfunktion von Beweisen vermehrt in den Fokus riicken
gegeniiber einer reinen Verifikationsfunktion.

Beweise sind jedoch weit mehr als ein bloBes Werkzeug zur Verifikation oder
Erkldrung einer Aussage. Der britische Mathematiker Hardy beschreibt
mathematisches Arbeiten eher als Entdeckungsreise:

12 In der Forschungsliteratur wurden dariiber hinaus noch weitere Funktionen diskutiert.
In diesem Abschnitt werden jedoch nur diejenigen Funktionen niher beleuchtet, wel-
che im Rahmen dieser Arbeit von besonderer Relevanz sind.
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I have myself always thought of a mathematician as in the first instance an observer, a man who
gazes at a distant range of mountains and notes down his observations. His object is simply to
distinguish clearly and notify to others as many different peaks as he can. There are some peaks
which he can distinguish easily, while others are less clear. He sees A sharply, while of B he can
obtain only transitory glimpses. At last he makes out a ridge which leads from A4, and following it to
its end he discovers that it culminates in B. B is now fixed in his vision, and from this point he can
proceed to further discoveries.” (Hardy, 1929, S. 18)

Beweise dienen demnach innerhalb der Mathematik auch zur Entdeckung und
Systematisierung neuen Wissens. Hardy beschreibt hier eine/n Mathematiker/in
als Beobachter/in auf einer Entdeckungsreise im Land der Mathematik. Der
Mathematiker Manin beschreibt diese Landschaft als mathscape. Einzelne
herausragende Beobachtungen werden mit der Metapher von Berggipfeln
beschrieben. Diese stellen die wesentlichen Entitdten fiir einen vollstindigen
Beweis dar. Manin prazisiert diese Entitdten wie folgt: ,,Axioms, definitions and
theorems are spots in a mathscape™ (Manin, 1992, zitiert nach Wittmann, 2021b,
S. 116). Ziel ist es einerseits, diese Entitdten klar voneinander abzugrenzen
(,,distinguish®) und anderseits Verbindungslinien zwischen diesen Entitéten
herauszuarbeiten. Dadurch werden Kohiérenzen in einer bestimmten logischen
Abfolge etabliert. Das durch diese Kohdrenzen geprigte Land der Mathematik,
die mathscape, und Beweise sind direkt miteinander verbunden, oder wie Manin
es ausdriickt:

,»A proof becomes just one of many ways to increase the awareness of a mathscape®. (Manin, 1992,
zitiert nach Wittmann, 2021b, S. 116).

Ein Beweis ist dabei, nach Hardy, nichts weiter, als ein Versuch, diese
Beobachtungen und Zusammenhénge anderen zu kommunizieren:

,If he wishes someone else to see it, he points fo it, either directly or through the chain of summits
which led him to recognise it himself. When his pupil also sees it, the research, the argument, the
proof is finished. [...] If we were to push it to its extreme we should be led to a rather paradoxial
conclusion; that there is, strictly, no such thing as mathematical proof.“ (Hardy, 1929, S. 18)

Laut Hardy kann der/die Beweisende nicht mit dem/der Rezipienten/in des
Beweises den Weg gemeinsam abgehen, aber die wichtigsten Zwischenschritte
in der richtigen Reihenfolge und ihrem Zusammenhang aufzeigen, damit diese/r
den Weg (Beweis) und dessen Ziel (Theorem) selbst erkennt und gehen kann. In
diesem Sinne gibt es nach Hardy keine Beweise, die wirklich den vollstindigen
Weg darlegen, sondern nur die Moglichkeit, von der Existenz eines solchen
vollstindigen Weges zu iiberzeugen. Nach Hardy wird ein Beweis erst dadurch
zu einem Beweis, dass er von dem/der Rezipienten/in als solcher erkannt wird,
also zu einer subjektiven Uberzeugung der Giiltigkeit der Aussage fiihrt.

In diesem Unterkapitel zeigten sich bereits zwei zentrale Beweisverstdndnisse,
wobei einmal die Verifikationsfunktion und einmal die Erklarungsfunktion von
Beweisen im Fokus stehen. Das Verstdndnis der in Abschnitt 2.2 eingefiihrten
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Normen ist dabei stark geprdgt von dem jeweils zugrunde liegenden
Beweisverstdndnis. Dieser =~ Zusammenhang  von  Normen-  und
Beweisverstindnis soll in den kommenden Unterkapiteln ndher untersucht
werden.

2.3.2 Formal-deduktives Beweisverstandnis

Wie sich in der Analyse in Abschnitt 2.2 gezeigt hat, beruht das Verstidndnis der
in diesem Abschnitt herausgearbeiteten Normen bei Heinze und Reiss (2003)
auf einem formal-deduktiven Beweisverstindnis. In diesem Beweisverstindnis
steht die Verifikationsfunktion eines Beweises im Fokus und andere, eher didak-
tisch orientierte Funktionen (vgl. dazu Abschnitt 2.3.1) stehen im Hintergrund.
Es stellt das in der Fachmathematik am weitesten verbreitete Verstdndnis eines
Beweises dar (vgl. z. B. Azzouni, 2004; Hilbert, 1931). Jahnke und Ufer formu-
lieren dies wie folgt:

,,Unter einem mathematischen Beweis versteht man die deduktive Herleitung eines mathematischen
Satzes aus Axiomen und zuvor bereits bewiesenen Sitzen nach spezifizierten Schlussregeln
(Jahnke & Ufer, 2015, S. 331)

Deduktiv bezieht sich hier auf die Art der Schlussweise, in welcher nur auf
Schlussregeln im Rahmen des Kalkiils des natiirlichen Schlieffens (vgl. van Riel
& Vosgerau, 2018) zuriickgegriffen werden darf (vgl. dazu u. a. Biehler &
Kempen, 2016, S. 145 sowie Ufer et al., 2009, S. 32). Ein formaler Beweis ist
ein Beweis, der in einem formalen System aus festgelegten Axiomen und
Schlussregeln operiert und entsprechend eine formale Darstellungsebene
verwendet (vgl. dazu u. a. Biehler & Kempen, 2016, S. 145 sowie Ufer et al.,
2009, S. 31). Die formale Darstellungsebene basiert dabei auf der Verwendung
allgemeiner Repréasentanten, durch welche automatisch die Allgemeingiiltigkeit
des Dargestellten gegeben ist.

Zur Analyse von Beweisprozessen vor dem Hintergrund eines formal-
deduktiven Beweisverstidndnisses wird in der Fachdidaktik dabei meist auf das
Toulmin-Modell (2003) zuriickgegriffen. Dieses wurde von Toulmin
urspriinglich zur Analyse von Argumentationsprozessen, auch auflerhalb der
Mathematik, entwickelt. Danach besteht ein Argumentationsschritt innerhalb
einer Argumentation aus Daten, die, aufgrund einer Schlussregel, zu einer
Schlussfolgerung fiithren. Dies ergibt eine genau festgelegte Organisation dieser
Entitdten in einem Beweis (vgl. Abbildung 2). Die logische Struktur eines
Beweises wird im Sinne dieser Organisation verstanden.
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Daten Jeshalb Schlussfqlgerung
(,,datum®) (,,conclusion®)
wegen
Schlussregel

(,,warrant*)

Abbildung 2 Toulmin-Modell (nach Toulmin, 2003)

Die Verbindung der Entitdten, also die Kohérenz (vgl. Abschnitt 2.2), wird im
Sinne einer kausalen Verkniipfung iiber genau spezifizierte Schlussregeln
festgelegt. Bei einem formal-deduktiv verstandenen Beweis sind geméafl Jahnke
und Ufer nur Axiome und bereits bewiesene Sétze als Daten zuldssig. Damit
wird ein weiteres Verstidndnis der Kohérenz angesprochen: Es soll explizit der
Zusammenhang zu auflerhalb des eigentlichen Beweises liegenden Entitéten, zu
Axiomen und bereits bewiesenen Sétzen, hergestellt werden, also zu einer
externen Kohdrenzebene. Zur externen Kohdrenzebene wird im Rahmen dieser
Arbeit (unabhéngig vom zugrunde liegenden Beweisverstindnis) aulerdem die
zu beweisende Aussage selbst gezdhlt. Geht es um den Zusammenhang zu
Entitdten auf dieser Ebene, wird von externer Kohirenz gesprochen. Bei
Zusammenhingen von Entitdten innerhalb des eigentlichen Beweises wird
dagegen von interner Kohirenz gesprochen. Im formal-deduktiven
Beweisverstindnis wird die interne Kohirenz als die oben beschriebenen Art
der kausalen Verkniipfung verstanden.

In einem Beweis kann eine Schlussfolgerung selbst wieder als Datum fiir einen
neuen Argumentationsschritt dienen. Das erste Datum und die weiteren
Konklusionen entsprichen damit den Beweisschritten (vgl. Heinze & Reiss,
2003, S. 2) im Sinne von Heinze und Reiss , also den Entitdten, die im Sinne der
Vollstindigkeit eines Beweises expliziert werden miissten. Nach Hersh (2013)
erfiillt kein (formal-deduktiv verstandener) Beweis tatsdchlich die Norm der
Vollstandigkeit, in der Hinsicht, dass kein Beweis die Giiltigkeit einer
mathematischen Aussage liickenlos ausschlielich aus Axiomen und mit Hilfe
der Schlussregeln des Kalkiils des natiirlichen SchlieBens herleitet. Aberdein
(2013) unterscheidet daher zwischen der argumentativen Struktur eines
Beweises, die liickenhaft ist, und der inferenziellen Struktur, die vollstindig ist
und von deren Existenz die argumentative Struktur des Beweises iiberzeugen
soll (vgl. dazu auch das Zitat von Hardy in Abschnitt 2.3.1). Weber und
Czocher (2019) betonen in ihrem Artikel iiber Sichtweisen von Mathematikern
und Mathematikerinnen auf Beweise, dass diese die Zuldssigkeit von Liicken in
einem Beweis auf unterschiedliche Weise bewerten, was einerseits abhéngig
von der Intention des Beweises ist, andererseits von der Zielgruppe und davon,
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ob diese in der Lage ist, diese Liicke fiir sich selbst zu schlieBen. Hier kommt
also wieder eine gewisse soziale Situiertheit im Verstidndnis dieser Norm zum
Tragen.

2.3.3 Priformales Beweisverstindnis

Fiir die Umsetzung des Beweisens im Schulunterricht wurde ein streng formal-
deduktives Beweisverstidndnis von den meisten Mathematikdidaktiker/innen als
zu rigoros und schwer greifbar eingestuft. Daher wurden didaktische Beweis-
konzeptionen entwickelt, die das Beweisen im Sinne des ,,intellectual honesty
principles” (nach Stylianides, 2007a, S. 1), auf intellektuell ehrliche Art und
Weise den Lernenden vermitteln sollen. Biehler und Kempen (2016) liefern eine
Ubersicht dieser verschiedenen didaktischen Beweiskonzeptionen". Im Rahmen
dieser Arbeit werden nur die fiir diese Arbeit relevanten Konzeptionen behandelt
und auf dieser Grundlage eine eigene Konzeption beispielgebunden ikonischer
Beweise herausgearbeitet. Von der Notwendigkeit einer formalen Abgefasstheit
des Beweises wird in diesen Konzeptionen in der Regel abgesehen:

,Here we do not think primarily of formal proofs but of a meaningful arguing which, by all means,
should be correct and intellectually honest" (Blum & Kirsch, 1979, S. 7)

Blum und Kirsch orientierten sich in der von ihnen eingefiihrten Konzeption
prdformaler Beweise dabei noch stark an dem Ideal eines formal-deduktiv ver-
standenen Beweises:

,If formalized, they [die Beweisschritte, Anm. der Autorin] have to correspond to correct formal-
mathematical arguments.“ (Blum & Kirsch, 1991, S. 187)

Sie fordern in dieser Beweiskonzeption, dass praformale Beweise grundsétzlich
formalisierbar sein sollen in dem Sinne, dass alle Beweisschritte und deren
Verbindung sich in formal-deduktive Beweisschritte und Schlussregeln iiberset-
zen lassen. Damit grenzen sie sich klar von weniger rigoros gefassten didakti-
schen Beweiskonzeptionen ab. Die Notwendigkeit eines rigoroseren Beweisver-
standnisses machen sie an einem Beispiel aus der Oberstufenmathematik fest,
welches zwar ein anschaulich nachvollziehbares, aber falsches Argument fiir die
Giiltigkeit der zu beweisenden Aussage liefert. Blum und Kirsch prézisieren ihre
Beweiskonzeption wie folgt:

13 Biehler und Kempen (2016) sprechen in diesem Zusammenhang von ,.didaktisch
orientierte[n] Beweiskonzept[en]* (Biehler & Kempen, 2016, S. 144), verstehen da-
runter jedoch ,Beweisformen, in Verbindung mit der jeweiligen Lehr-
/Lernkonzeption* (Biehler & Kempen, 2016, S. 144). Im Rahmen dieser Arbeit wird
daher von (didaktischen) Beweiskonzeptionen und nicht von Beweiskonzepten ge-
sprochen.
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»[-..] we mean by a preformal proof a chain of correct, but not formally represented conclusions
which refer to valid, non-formal premises. [...] The conclusions should succeed one another in their
"psychologically natural" order. [...] If formalized, they have to correspond to correct formal-
mathematical arguments.* (Blum & Kirsch, 1991, S. 187)

Die fiir den Beweis relevanten Entitidten werden hier, in Anlehnung an die Be-
zeichnungen im Sinne des Toulmin-Modells, mit Voraussetzungen (,,premises‘)
und Schlussfolgerungen (,,conclusions®) bezeichnet. Ein vollstindiger Beweis
muss demnach die Voraussetzungen und alle relevanten Schlussfolgerungen als
Beweisschritte enthalten. Die logische Struktur wird, wie im formal-
deduktiven Verstdndnis, im Sinne einer linearen Abfolge der Schlussfolgerungen
(,,chain of [...] conclusions®) verstanden. Die genaue Abfolge ist im praforma-
len Verstdndnis nicht explizit vorgegeben, sondern wird hier cher intuitiv ver-
standen im Sinne einer ,,psychologically natural order®.

Das Verstindnis von Kohirenz basiert auch hier auf dem Herstellen kausaler
Zusammenhinge zwischen den Beweisschritten. Im priformalen Beweisver-
standnis miissen diese nicht iiber Schlussregeln erfolgen, die vorab als zuldssig
festgelegt wurden. Sie sollten sich aber formal umformulieren lassen und in
dieser Formalisierung auf diesen Schlussregeln basieren. Zu den Voraussetzun-
gen zdhlt nach Blum und Kirsch alles, was fiir den Beweis der Aussage genutzt
werden darf. Auch hier wird also wieder die externe Kohdrenzebene mitadres-
siert, die Entitdten umfasst, die auBerhalb des eigentlichen Beweises liegen.
Anders als im formal-deduktiven Beweisverstdndnis sind dies nicht Entitdten
innerhalb eines formalen Systems, sondern Aussagen, die intuitiv klar sind:

,Particular examples of such_premises include concretely given real objects, geometric-intuitive

"o

facts, reality-oriented basic ideas, or intuitively evident, "commonly intelligible", "psychologically
obvious" statements.* (Blum & Kirsch, 1991, S. 187)

Demnach diirfen intuitiv klare Aussagen als Begriindungsgrundlagen genutzt
werden. Was als intuitiv klar angesehen wird, ist dabei nach Blum und Kirsch
von der jeweiligen Gemeinschaft abhingig und bedarf eines Aushandlungspro-
zesses, ist somit also sozial situiert:

,»What are "intuitive" or "obvious" bases for argumentation, has to be decided in each individual

case by the persons involved on the basis of their knowledge. Such bases can, of course, be changed
in course of time, in particular by learning or experience.” (Blum & Kirsch, 1991, S. 187)

In der Darstellungsebene kann bei priaformalen Beweisen demnach vom Ideal
eines formalen Beweises abgewichen werden und es konnen stattdessen infor-
melle Darstellungen gewihlt werden. Insbesondere bedeutet dies, dass keine
allgemeinen Représentanten gewéhlt werden miissen, sondern die Zusammen-
hinge auch an konkreten Beispielen verdeutlicht werden konnen. In diesem
Zusammenhang stellt sich die Frage nach der Allgemeingiiltigkeit des Beweises
in anderer Weise als vor dem Hintergrund eines formal-deduktiven Beweisver-
standnisses:
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,-The conclusions must be capable of being generalized directly from the concrete case.” (Blum &
Kirsch, 1991, S. 187)

Allgemeingiiltigkeit wird hier in dem Sinne verstanden, dass alle Schlussfolge-
rungen sich verallgemeinern lassen und damit unabhéngig vom konkret darge-
stellten Beispiel funktionieren. Vor dem Hintergrund eines préaformalen Beweis-
verstdndnisses bedeutet dies, dass diese sich in eine formale Darstellung iiber-
filhren lassen, durch welche die Allgemeingiiltigkeit direkt zum Ausdruck
kommt.

2.3.4 Operatives Beweisverstindnis

Wittmann kritisiert das formal-deduktive Verstdndnis von Beweisen und sieht
dies nicht als richtigen Ansatz fiir den schulischen Unterricht an. Er pladiert fiir
einen stirker verstehensorientierten Zugang zum Beweisen durch informelle
Représentationsweisen:

,The teaching and learning of mathematics in the social context of school has to be based on a
context of understanding and a frame of communication different from those in university mathema-
tics. To appropriately transfer proof activity into the boundary conditions of school, we must aban-
don formal axiomatic deductive presentations of relevant mathematical theories in favour of sound
informal presentations.” (Wittmann, 2021a, S. 74)

Wittmann richtet sich damit auch gegen ein praformales Beweisverstidndnis, wie
dies von Blum und Kirsch (vgl. Abschnitt 2.3.3) formuliert wurde:

,These authors [Blum and Kirsch, Anm. d. A.] called proofs of this kind “pre-formal proofs” [...]
These descriptions indicate that the authors had some concerns about the status of such proofs while,
at the same time, they also had an unquestioned respect for formal proofs.© (Wittmann, 2021c, S.
232)

Fiir Wittmann stellen auch informelle Beweise valide Beweise dar, welche kei-
ner Formalisierung bediirfen. Er kritisiert dabei, dass bereits durch die Bezeich-
nung priaformal diese Konzeption nur als Vorstufe zum eigentlich formalen
Beweis angeschen und ihr kein Wert an sich beigemessen wird. Zentral fiir
Wittmann ist bei einem informellen Beweis, dass die Semantik und nicht die
Syntax eines Beweises im Fokus steht

,[--.] this method of demonstration calls upon the meaning of the terms employed, as distinct from

abstract methods, which dispense with the interpretation of the terms and employ only the abstract
relations between them.* (Wittmann, 2021a, S. 61 f.)

Dies betont auch Hanna, wenn sie unterscheidet zwischen ,,proofs that proof™,
also Beweisen, bei welchen die Verifikationsfunktion um Zentrum steht, und
,,proofs that explain®, also Beweisen, die bei welchen die Erklarungsfunktion im
Fokus steht (vgl. Abschnitt 2.3.1). Kohédrenz wird bei Wittmann als Herstellen



40

von konzeptuellen Beziehungen verstanden und nicht als reines Anwenden von
Schlussregeln:

,»A proof of a theorem is a pattern of conceptual relationships linking the statement to the premises
in a logically stringent way.* (Wittmann, 2021b, S. 140)

Als fiir den Beweis relevante Entitdten werden auch bei Wittmann die Voraus-
setzung (,,premises*) und die zu beweisende Aussage (,,statement®) genannt. Ein
vollstindiger Beweis sollte demnach diese Entititen enthalten. Die logische
Struktur wird hier einmal global verstanden in dem Sinn einer festgelegten
Reihenfolge der Entitdten. Danach soll sich die Aussage aus der Voraussetzung
ergeben. Weiterhin wird gefordert, dass die Abfolge logisch stringent ist. Dies
ist an dieser Stelle dhnlich offen formuliert wie im priformalen Beweisver-
stindnis und fordert keinen Bezug auf Schlussregeln innerhalb eines formalen
Systems.

In der von ihm eingefiihrten Beweiskonzeption des operativen Beweises werden
die oben benannten konzeptuellen Beziehungen, die Kohérenzen zwischen den
Entitéten, nicht iiber deduktive Schliisse, sondern iiber konkrete Operationen
hergestellt. Dies baut auf der konstruktivistischen (vgl. Abschnitt 1.2.1) Lern-
theorie Piagets auf, wonach Lernende erst {iber Operationen an Objekten Zu-
gang zu konzeptuellen Beziehungen zwischen diesen erhalten:

,According to Piaget, mathematical knowledge is not derived from the objects themselves, but from
operations with objects [...] To understand mathematical objects means to explore how they are
constructed and how they behave if they are subjected to operations” (Wittmann, 2021c, S. 234)

Davon ausgehend begriindet Wittmann das operative Prinzip, wonach Lernende
Operationen systematisch untersuchen sollen entlang der folgenden Gesichts-
punkte:

,»(1) to explore which operations can be performed and how they are linked to one another,

(2) to find out which properties and relationships are imprinted into the objects through construc-
tion,

(3) to observe which effects, properties, and relationships are brought about by the operations ac-
cording to the guiding question “What happens with . . . if . . .2 (Wittmann, 2021c, S. 234)

Operative Beweise sind fiir Wittmann Beweise, die kausale Beziehungen (,,rela-
tionships®) auf der Grundlage von Operationen herstellen im Sinne von: Wenn
diese Operation mit dem Objekt gemacht wird, dann hat das diesen Effekt auf
das Objekt:

»[-..] operative proofs depend on the effects of operations applied to the objects in question.
(Wittmann, 2021c, S. 234)

Die Operation stellt damit eine weitere Entitdt dar. Durch diese soll der (globa-
le) Zusammenhang hergestellt werden von der Voraussetzung (,,premises®,
Wittmann, 2021b, S. 140) zum Effekt der Operation, welche das gewiinschten
Ergebnis im Sinne der zu beweisenden Aussage (,,statement®, Wittmann, 2021b,
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S. 140) darstellt. Ein Beispiel fiir einen solchen operativen Beweis zur Aussage
,Die Summe zweier natiirlicher Zahlen im Abstand 2 ist immer gerade®, ist in
Abbildung 3 dargestellt:

83 888

Im ersten Bild sind zwei natiirliche Zahlen in zwei Zeilen dargestellt, von denen die eine um zwei
grober ist als die andere. Dies ist dadurch dargestellt, dass in der oberen Zeile zwei Plattchen mehr
liegen als in der unteren Zeile. Wenn man ein Plattchen von der oberen in die untere Zeile verschiebt,
erhélt man die Doppelreihe im zweiten Bild, also eine gerade Zahl.

Abbildung 3 Operativer Beweis zur Aussage ,,Die Summe zweier natiirlicher Zahlen im Abstand 2
ist immer gerade® (Der Beweis wurde von der Autorin selbst erstellt)

Im Sinne des operativen Prinzips werden also konkrete Objekte mit bestimmten
Eigenschaften gemdB der Voraussetzung gewdhlt, in obigen Beispiel
(Abbildung 3) zwei Plattchenreihen, von denen die eine zwei Plattchen mehr hat
als die andere. An diesen werden konkreten Verdnderungen (,,operations®) vor-
genommen, um das gewiinschte Endergebnis zu erhalten. In Abbildung 3 wird
ein Plattchen verschoben, um eine Doppelreihe zu erhalten. Dies ldsst sich im
Sinne des Toulmin-Modells wie folgt darstellen:

Voraussetzung Endergebnis

Operation
Abbildung 4 Operatives Beweismodell in Anlehnung an das Toulmin-Modell
Die wesentlichen Beweisschritte vor dem Hintergrund eines operativen Beweis-

verstindnisses sind damit die Voraussetzung, die Operation und das Endergeb-
nis'4. Diese miissen fiir einen vollstiindigen Beweis dargestellt sein. Die logi-

14 Von einem Endergebnis wird gesprochen bei einem einschrittigen Beweis, der nur
einen solchen Argumentationsschritt bestehend aus Voraussetzung, Operation und
Endergebnis umfasst. Bei einem mehrschrittigen Beweis kann das Ergebnis eines Ar-
gumentationsschrittes wieder als Voraussetzung fiir einen darauffolgenden Argumen-
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sche Struktur ergibt sich entsprechend der linearen Organisation in Abbildung
4. Die globale Kohirenz zwischen Voraussetzung und Endergebnis wird dabei
tiber die Operation hergestellt.

Da operative Beweise auf dem operativen Prinzip basieren, werden diese gemal
Wittmann dem natiirlichen Lernprozess der Schiiler/innen gerecht, sind also in
den Worten von Stylianides (2007a) intellektuell ehrlich gegeniiber den Lernen-
den. Weiterhin zeigt Abbildung 4 die Parallelitit zu formal-deduktiven Bewei-
sen, wobei lediglich die Schlussweise nun durch eine operative ersetzt wurde.
Damit konnen auch operative Beweise als rigorose Beweise aufgefasst werden,
also im Sinne von Stylianides (2007a) auch als intellektuell ehrlich gegeniiber
der fachlichen Seite. Wittmann begriindet dies iiber die allgemeine Natur der
Operation:

,~These operations involve general patterns for the following reason: when it is intuitively clear that
the operations applied to a particular object are applicable to all objects of a certain class to which
the particular object belongs, the relationships which can be derived from these operations are
recognized as generally valid. [...] Because of the general nature of the operations, operative proofs
are rigorous proofs with a clear foundation.“ (Wittmann, 2021c, S. 234)

Hier wird von Wittmann die Allgemeingiiltigkeit als die zentrale Norm fiir die
Validitdt eines Beweises benannt. Er versteht Allgemeingiiltigkeit in dem Sin-
ne, dass die Operation allgemeinen Charakter hat. Die Reichweite der Operation
erstreckt sich dabei auf eine ganze Klasse von Objekten, zu welcher das konkret
gewihlte Objekt gehort, an dem die Operation ausgefiihrt wird. Die gleiche
Reichweite ergibt sich dabei fiir Wittmann automatisch fiir die durch die Opera-
tion hergestellte Bezichung. Was hier allgemeinen Charakter hat, sind also, in
der Terminologie dieser Arbeit, die Kohéirenzen. Die Klasse an Objekten wird
bei Wittmann dabei nicht néher spezifiziert.

Diese tritt in der Konzeption des action proofs bei Semadeni klarer zutage. Auf
diesen Vorarbeiten Semadenis baut die Konzeption operativer Beweise bei
Wittmann auf. Bereits bei Semadeni taucht der in Abbildung 4 dargestellte ope-
rative Dreischritt aus Voraussetzung, Operation und Endergebnis auf, wenn er
den aus seiner Sicht ersten von vier Schritten eines action proofs beschreibt:

,,1° Choose a special case [..]. The case should be generic (that is without special features) [...].
Choose an enactive and/or iconic representation of this case [...]. Perform certain concrete, physical
actions (manipulating objects, drawing pictures, moving the body etc.) so as to verify the statement
in the given case.“ (Semadeni, 1984, S. 32)

Nach Semadeni soll ein enaktiv oder ikonisch konkret dargestellter Repréisentant
gewidhlt werden, welcher ansonsten keine weiteren speziellen Eigenschaften

tationsschritt dienen. Mit Endergebnis wird bei einem mehrschrittigen Beweis daher
nur das Ergebnis am Ende einer solchen Abfolge von Argumentationsschritten be-
zeichnet. Das Endergebnis sollte dabei direkt die Beziehung zur zu beweisenden
Aussage verdeutlichen.
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aufweist. Einen solchen Reprisentanten bezeichnet Semadeni als generisch. An
diesem Repréisentanten sollen konkrete Operationen ausgeilibt werden. Auf
Grundlage des aus der entsprechenden Operation resultierenden (End-
)Ergebnisses soll die zu beweisende Aussage begriindet werden. Die Allgemein-
giiltigkeit ergibt sich fiir Semadeni dabei aus dem Vergleich mehrerer Beispiele:

,,2° Choose other examples, keeping the general schema permanent but varying the constants invol-
ved. In each case verify the statement, trying to use the same method as in 1°.

3° When you no longer need physical actions, continue performing them mentally until you are
convinced that you know how to do the same for many other examples* (Semadeni, 1984, S. 32)

In Schritt 2° sieht die Konzeption des action proofs vor, dass Lernende ein Ge-
fiihl fiir die Allgemeingiiltigkeit des Beweises erhalten, indem sie das allgemei-
ne Schema, also die dargestellten Kohdrenzen, auf andere Beispiele iibertragen,
also die Ubertragbarkeit'’ auf konkrete andere Beispiele priifen. Daraus soll in
Schritt 3° die subjektive Uberzeugung gewonnen werden, dass sich die Kohi-
renzen auf beliebige andere Beispiele libertragen lassen. Hier sollen also Kohi-
renzen zwischen verschiedenen Beispielen hergestellt werden. Damit wird eine
weitere Kohdrenzebene eingefiihrt, die Ebene der Beispielbetrachtung. Im
vierten und letzten Schritt nach Semadeni soll dann die Reichweite innerhalb
dieser Ebene bestimmt werden, das heiflt die Klasse an Beispielen, fiir welche
diese operative Methode funktioniert:

,,4° Try to determine the class of cases for which this method works.* (Semadeni, 1984, S. 32)

Die Klasse an Beispielen, die auch Wittmann angesprochen hat, wird bei Sema-
deni also a posteriori bestimmt. Sie wird im Nachhinein festgelegt als die Klas-
se, fir welche die gewiinschten Zusammenhénge gelten.

2.3.5 Generisches Beweisverstindnis

Die im deutschsprachigen Raum stark verbreiteten Beweiskonzeptionen des
priformalen und des operativen Beweises arbeiten beide mit konkreten
Beispieldarstellungen (vgl. Abschnitte 2.3.3 und 2.3.4). Diese nutzen informelle
Darstellungsebenen, meist die ikonische. Anders als bei formal dargestellten
Beweisen, welche die Allgemeingiiltigkeit iiber allgemeine Repridsentanten
gewihrleisten, muss bei diesen die Allgemeingiiltigkeit explizit begriindet
werden. Bei praformalen Beweisen wird dabei der Weg iber die Formalisierung
gewihlt, also die Uberfiihrung der Kohirenzen der konkreten Darstellung in
eine formale Darstellung von deduktiven Schliissen (vgl. Abschnitt 2.3.3). Ist
diese Formalisierung mdglich, so ist die Allgemeingiiltigkeit der konkreten

15 Der Begriff wurde von Gayer (2023) eingefiihrt, ausgehend von der Definition eines
generischen Beweises bei Biehler und Kempen (2016).
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Darstellung gegeben. Bei einem operativen Beweis wird dies iiber den
allgemeinen Charakter der operativen Schliisse begriindet (vgl. Abschnitt 2.3.4).
Die Operation soll dabei fiir eine ganze Klasse an Objekten anwendbar sein.
Dafiir muss nach Semadeni die Ubertragbarkeit der Operation auf weitere
Beispiele gepriift werden.

Im internationalen Raum werden Beweise, welche mit konkreten
Beispieldarstellungen arbeiten, als generische Beweise bezeichnet und nicht
ndher ausdifferenziert, ob diesen ein priaformales oder operatives
Beweisverstindnis zugrunde liegt. Die Attribuierung generisch fiir einen
Beweis(versuch) ldsst damit noch keine Riickschliisse auf die Erfiillung der
Norm der Allgemeingiiltigkeit zu, sondern klart lediglich den verwendeten
Beweistyp.

Die Frage nach der Allgemeingiiltigkeit auf Grundlage dieses breiter gefassten
Beweisverstindnisses wurde dabei meist anhand des allgemeinen Charakters der
(meist) ikonischen Darstellung diskutiert. Dieser allgemeine Charakter wurde
mit dem Begriff der Generizitdt bezeichnet. Eine generische Darstellung ist
demnach eine Darstellung, die die Norm der Allgemeingiiltigkeit erfiillt, was zu
Verwirrungen im Zusammenhang mit dieser Begrifflichkeit fiihren kann.

Eine erste systematische Auseinandersetzung mit dem Begriff der Generizitét in
der Mathematikdidaktik stammt von Mason und Pimm (1984). Sie grenzen
dabei generische Darstellungen auf der einen Seite von allgemeinen (,,general®)
Darstellungen und auf der anderen Seite von nicht-generischen Darstellungen
ab. Diese Abgrenzung geschieht nach Mason und Pimm intrapersonell, das
heilt, wie eine bestimmte Darstellung wahrgenommen wird, hidngt von der
Wahrnehmung des Betrachters ab oder in den Worten Mason und Pimms: ,,It all
has to do with perception” (Mason & Pimm, 1984, S. 283). Sie fiihren dafiir das
Beispiel der symbolischen Darstellung einer geraden Zahl an, einmal
beispielgebunden durch die konkrete Zahl 6 und einmal formal durch die
Variable 2N (vgl. Abbildung 5). Durch die Wahl verschiedener Artikel kann hier
in beiden Darstellungen differenziert werden zwischen einer konkreten nicht-

THE even number 6, THE even number 2NV
AN even number (like) 6, AN even number 2N
ANY even number (like) 6, ANY even number 2N

Abbildung 5 Unterscheidung von Formalisierungsgrad und Grad der Generizitét (Abbildung
aus Mason & Pimm, 1984, S. 281)
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generischen Betrachtung (,,the* bezeichnet ein spezifisches Objekt), einer
(potenziell) generischen Betrachtung (,an“ legt den Fokus eher auf ein
konkretes Beispiel, das reprasentativ fiir eine Klasse von Beispielen steht) und
einer allgemeinen Betrachtung (,,any* driickt aus, dass die Darstellung bereits
die gesamte Klasse an Beispielen repréisentiert).

Nach Mason und Pimm konnen damit sowohl beispielgebundene als auch
formale, also mit Variablen arbeitende, Darstellungen die Norm der
Allgemeingiiltigkeit erfiillen. Wie dies im Fall einer beispielgebundenen
Darstellung moglich ist, erldutern Mason und Pimm wie folgt:

,,0, when seen in the context of even numbers, CAN be seen as a generic even number, but this
requires stressing some of its features (its evenness) and ignoring other features (that it is a product
of two primes, that it is divisible by 3). It is almost impossible to tell whether someone else is
stressing and ignoring the same way that you are, without recourse either to algebra or considerable
discussion.” (Mason & Pimm, 1984, S. 288)

Um 6 als generisches Beispiel fiir eine gerade Zahl zu verstehen, ist es danach
notig, auf bestimmte Eigenschaften der Zahl (Vielfaches von 2) zu fokussieren,
fir welche diese als Repridsentant steht, und von anderen spezifischen
Eigenschaften zu abstrahieren. Dies ist deutlich konkreter als in den
Ausfiihrungen Semadenis (vgl. Abschnitt 2.3.4), wo generisch in der Weise
verstanden wird, dass das Beispiel gar keine spezifischen Eigenschaften
aufweist. Die Zahl 6 muss als konkreter, aber nicht spezifischer (im Sinne
weitere spezifischer Eigenschaften {iber die gewiinschte hinaus) Représentant
aller gerader Zahlen wahrgenommen werden, also 6 als ,,PARTICULAR, but
non-specific even number.” (Mason & Pimm, 1984, S. 283)

Dabei betonen Mason und Pimm wieder, dass das Verstindnis der
Allgemeingiiltigkeit in beispielgebundenen Darstellungen, also deren Grad an
Generizitét, individuell vom Betrachtenden abhingt. Sie sehen darin bei der
Vermittlung dieses Aspektes eine grofle Schwierigkeit: ,,How can you expose
the genericity of an example to someone who sees only its specificity.” (Mason
& Pimm, 1984, S. 287). Sie betonen in obigem Zitat aber auch die wichtige
Rolle von Diskussionen beispielgebundener Darstellungen, um mehr Aufschluss
iiber das Verstindnis der Generizitit einer anderen Person zu erhalten. Daher
werden auch im Rahmen der Intervention entsprechende Diskussionen
durchgefiihrt.

Das gleiche Prinzip, das Mason und Pimm fiir konkrete Darstellungen benutzen,
wird von Mason und Pimm auch fiir Beweise formuliert, die mit konkreten
Darstellungen arbeiten:



46

,~The generic proof, although given in terms of a particular number, nowhere relies on any specific
properties of that number.” (Mason & Pimm, 1984, S. 284)

Allgemeingiiltigkeit wird in obigem Zitat verstanden im Sinne einer Nicht-
Spezifitat der verwendeten Darstellungen im Beweis. Die Allgemeingiiltigkeit
konnte also prinzipiell getestet werden, indem man lediglich das konkrete Bei-
spiel betrachtet und priift, inwieweit in der Argumentation Spezifititen'® also
spezifische Eigenschaften des konkreten Beispiels, (iiber das, was dieses Bei-
spiel reprisentieren soll hinaus) genutzt wurden. Yopp und Ely (2016) formulie-
ren dies konkret als Kriterium, um die Generizitit eines Beweisversuchs zu
priifen. Sie schlagen zunéchst vor, den entsprechenden Beweisversuch im Sinne
des Toulmin-Modells (siche Abschnitt 2.3.2) zu strukturieren in eine Kette aus
Beweisschritten und der Explikation der entsprechenden Schlussregeln (,,war-
rants®), wobei entsprechende Liicken, falls mdglich, gefiillt werden. Es wird
hier also von einem formal-deduktiven Beweisverstdndnis ausgegangen. Der
Beweisversuch wird also im Sinne eines deduktiven Beweisverstdndnisses be-
reits so umstrukturiert, dass er logisch strukturiert, vollstindig und kohérent ist.
Diese Aspekte werden dabei also nicht evaluiert, sondern vor dem Hintergrund,
dass diese gegeben sind, die Allgemeingiiltigkeit. Um diese zu priifen, schlagen
Yopp und Ely folgendes Vorgehen vor:

,,Check the warrants for each frame, starting with the example that instantiates the hypothesis. The
warrants may use only features of the example that are either defining features of the objects in the
(original) claim’s hypothesis or new features already established in the previous frames (perhaps
through prior results). If so, the argument does not violate these warrant rules, and the example is
appealed to generically.” (Yopp & Ely, 2016, S. 46)

Ein auf einer konkreten Darstellung beruhender Beweisversuch ist also dann
generisch, wenn in jedem Argumentationsschritt (,,frame®) fir die Begriindung
von Zusammenhangen aufeinanderfolgender Beweisschritte nur Eigenschaften
genutzt werden, die das Beispiel laut Voraussetzung erfiillt oder die in vorheri-
gen Argumentationsschritten (oder anderen Sitzen) bereits begriindet wurden.
Insbesondere wird hier die Klasse an Objekten (vgl. Abschnitt 2.3.4) spezifi-
ziert, fiir welche die konkrete Darstellung ein Représentant ist. Das Beispiel soll
die Hypothese, also in der in Abschnitt 2.3.4 etablierten Terminologie, die Vo-
raussetzung repréasentieren. Im weiteren Verlauf des Beweises diirfen nur die in
der Voraussetzung geforderten Eigenschaften an diese Objekte (und bereits
etabliertes Wissen) genutzt werden. Die Klasse an Objekten ist damit a priori
durch die in der zu beweisenden Aussage formulierte Voraussetzung gegeben
und wird nicht, wie bei Semadeni, erst a posteriori festgelegt (vgl. Abschnitt
2.3.4).

16 Dieser Begrift wurde von Gayer (2023), auf der Grundlage der Arbeiten von Mason
und Pimm (1984) und Yopp und Ely (2016), eingefiihrt.



47

Balacheff beschreibt ein generisches Beispiel in dhnlicher Weise, wobei er nicht
explizit von einem formal-deduktiven Beweisverstindnis ausgeht, sondern eher
von einem operativen:

,,The generic example involves making explicit the reasons for the truth of an assertion by means of
operations or transformations on an object that is not there in its own right, but as a characteristic
representative of its class. The account involves the characteristic properties and structures of a
class, while doing so in terms of the names and illustrations of its representatives.” (Balacheff, 1991,
S.219)

Einen generischen Beweis erhélt man nach Balacheff nicht allein dadurch, dass
man ein generisches Beispiel wihlt, sondern dariiber hinaus muss auch die Ope-
ration an diesem Beispiel generisch sein, das heil3t fiir alle Objekte funktionie-
ren, die der gleichen Klasse angehoren. Dies entspricht dem Verstdndnis von
Allgemeingiiltigkeit bei Wittmann (vgl. Abschnitt 2.3.4). Dieses Verstidndnis
wird im Rahmen dieser Arbeit als klassifikatorisches'” Verstindnis bezeichnet
und dient im Rahmen dieser Arbeit als Grundlage fiir die Analyse des Verstiand-
nisses von Allgemeingiiltigkeit auf Lehrenden- und Lernendenseite. Dabei kann
differenziert werden danach, ob nur einzelne Objekte oder auch Kohédrenzen in
klassifikatorischer Weise verstanden werden. Weiterhin kann untersucht werden,
ob auch die Voraussetzung klassifikatorisch verstanden wird in der oben be-
schriebenen Weise, dass die in der Voraussetzung geforderten Eigenschaften der
Objekte in die Betrachtung der Zusammenhédnge einbezogen werden. In der
Klassifikation von Beweisprozessen bei Balacheff (1988) stellt ein klassifikato-
risches Versténdnis eines der hochsten Level dar. Dies grenzt Balacheff von dem
niedrigsten Level der ,,empirischen Naivitdt ab, wo die Betrachtung eines oder
mehrerer einzelner Beispiele als ausreichendes Indiz fiir die Giiltigkeit einer
(allgemeingiiltigen) mathematischen Aussage ist. Dieses Verstindnis, wonach
die Reichweite einer Beispieldarstellung nicht iiber das singuldre Beispiel hin-
ausgeht, wird im Rahmen dieser Arbeit als singulires!” Verstindnis bezeich-
net. Es stellt damit eine bestimmte Erwartung an diese Reichweite dar, kann
also als ein mogliches Verstdndnis von Allgemeingiiltigkeit betrachtet werden.

Fiir ein klassifikatorisches Verstdndnis von Allgemeingiiltigkeit reicht im Sinne
von Yopp und Ely (2016) die Betrachtung interner Kohédrenzen aus. Konkrete
weitere Beispiele und die Herstellung von Kohérenz zwischen den Beispielen,
also die Ubertragung der Zusammenhiinge im Sinne Semadenis, sind dabei nicht
unbedingt notwendig. Laut Semadeni ist dieses Vorgehen jedoch zentral beim
Aufbau eines tragfahigen Verstindnisses der Allgemeingiiltigkeit eines Bewei-

17 Die Begriffe ,klassifikatorisch® und ,,singulér wurden, ausgehend von Balacheff
(1988), in Bezug auf das Versténdnis der Spezifititen eines konkret dargestellten Bei-
spiels von Gayer (2023) eingefiihrt.
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ses. Erst durch die Ubertragung auf andere Beispiele wird nach Semadeni ein
Gefiihl fiir das allgemeine Prinzip hinter der Argumentation entwickelt, welche
sich dann auf beliebige Zahlen (der gleichen Klasse) iibertragen lésst (vgl. Ab-
schnitt 2.3.4). Damit wird der Schritt geebnet von einer rein empirisch'® ver-
standenen Ubertragbarkeit auf einzelne weitere Beispiele, zu einer allgemei-
nen'® Ubertragbarkeit auf alle (im Sinne der Voraussetzung relevanten) Bei-
spiele. Bei der Konzeption der Intervention wird die Ubertragung auf andere
Beispiele daher explizit eingefordert, das Verstdndnis von Allgemeingiiltigkeit
jedoch entlang der Kategorien klassifikatorisch und singulér analysiert.

2.4 Beispielgebunden ikonische Beweise

Wie sich in der Analyse der unterschiedlichen Beweisverstidndnisse gezeigt hat,
stehen die Normen der Vollstandigkeit, logischen Struktur, Kohdrenz und All-
gemeingiiltigkeit bei allen Beweiskonzeptionen im Zentrum der Betrachtung.
Was sich unterscheidet je nach Beweisverstdndnis ist jedoch das Verstéindnis
dieser Normen. Die Validitit eines Beweises wird dabei, unabhéngig von der
Definition eines Beweises in der jeweiligen Konzeption, anhand dieser Normen
festgemacht. Die Validitdt steht in der Verifikationsfunktion eines Beweises im
Fokus, die anderen in Abschnitt 2.3.1 aufgefiihrten Funktionen zielen eher auf
die didaktische Perspektive auf Beweise und deren Rolle bei Lernprozessen
innerhalb der Mathematik. Diese Funktion wird daher als Ausgangspunkt fiir die
Definition eines Beweises im Rahmen dieser Arbeit genutzt. Weiterhin wird die
Begrifflichkeit fiir die externe Entitét, die bewiesen werden soll, festgelegt mit
dem Begriff der Aussage. Damit ergibt sich die folgende Definition:

Ein Beweis einer mathematischen Aussage ist ein allgemeingiiltiger, vollstdndiger, kohérenter und
logisch strukturierter Nachweis der Giiltigkeit der Aussage.

Mit dem Begriff des situierten Beweisverstindnisses wird im Rahmen dieser
Arbeit das situierte Verstdndnis dieser Normen sowie deren Interdependenzen
bezeichnet.

Die in Abschnitt 2.3 diskutierten didaktischen Beweiskonzeptionen basieren
jeweils auf bestimmten didaktischen Hintergrundtheorien. Das Beweis- und
Normenverstindnis wird in diesen Konzeptionen dabei implizit bereits durch
deren Bezeichnung kommuniziert: Bei praformalen Beweisen steht die Formali-
sierbarkeit im Zentrum, bei operativen Beweisen und action proofs das operati-
ve Prinzip und bei generischen Beweisen die Generizitit der Darstellung. Bei
generischen Beweisen zeigte sich diese Bezeichnung zudem insofern als prob-
lematisch, als mit dem Attribut generisch nicht klar differenziert werden kann
zwischen der Benennung des Beweistyps und der Erflillung der Norm der All-

18 Diese Begriffe wurden von Gayer (2023) eingefiihrt.
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gemeingiiltigkeit durch einen Beweis dieses Typs (vgl. Abschnitt 2.3.5). Um
eine Diskussion iiber Normen mdglichst frei von Vorannahmen zu deren Ver-
standnis fithren zu kénnen, wurde fiir diese Arbeit eine Klassifikation von Be-
weistypen entwickelt, die weitgehend unabhingig von didaktischen Hinter-
grundtheorien ist. Im Weiteren ist daher auch nicht von Beweiskonzeptionen,
sondern von Beweistypen im engeren Sinne die Rede.

In den diskutierten Beweiskonzeptionen wurde meist mit ikonischen Darstel-
lungen gearbeitet, welche sich in besonderer Weise fiir den Anfangsunterricht in
der Schule (vgl. Abschnitt 2.4.1) eignen. Eine erste Systematisierung ergibt sich
damit entlang der Darstellungsebenen. Gemall Bruner (1967, S. 42f) zihlen zu
diesen neben der ikonischen auch die enaktive, die sprachliche und die symboli-
sche Darstellungsebene. Da es im Rahmen dieser Arbeit um verschriftlichte
Beweisprodukte geht, die ohne miindliche Erlduterungen auskommen miissen,
wird die sprachliche Darstellungsebene als notwendiger Bestandteil dieser Be-
weisprodukte angesehen und nicht als zusétzlicher Beweistyp (vgl. Abschnitt
2.4.3). Aus dem gleichen Grund wird in dieser Arbeit die enaktive Ebene inso-
fern ausgeklammert, als nur die verschriftlichte ikonische Darstellung enaktiver
Handlungen in den Blick genommen wird. Die Systematisierung entlang der
Darstellungsebenen beschrinkt sich damit auf die ikonische und die symbolische
Darstellung.

Auf beiden Darstellungsebenen kann weiterhin nach dem Formalisierungsgrad
differenziert werden, also danach, ob es sich um eine beispielgebundene’® Dar-
stellung handelt, die mit einem konkreten Beispiel arbeitet, oder um eine forma-
le Darstellung in dem Sinne, dass Variablen genutzt werden. Der Formalisie-
rungsgrad gibt damit an, wie viel an Allgemeingiiltigkeit bereits potenziell
durch die Darstellung vermittelt wird. Gemaf Mason und Pimm (1984) ist die
Wahl des Formalisierungsgrades jedoch prinzipiell unabhéngig davon, ob der
entsprechende Beweisversuch die Norm der Allgemeingiiltigkeit tatsdchlich
erfullt oder nicht (vgl. Abschnitt 2.3.5). Deshalb ist es wichtig diese Aspekte
auch sprachlich klar zu trennen und eine Darstellungsweise mit Variablen nicht
als allgemeine Darstellung zu bezeichnen, weil dies bereits das Vorhandensein
einer allgemeingiiltigen Darstellung suggerieren konnte.

19 Der Begriff der ,,Beispielgebundenen Beweisstrategie” wurde von Padberg in seiner
,Einfilhrung in die Mathematik* geprigt (vgl. Padberg, 1997, S. 80 ff.). Er definiert
diesen Begriff dort jedocj nicht explizit. Krumsdorf greift diesen im Rahmen seiner
Dissertation zum ,,Beispielgebundenen Beweisen wieder auf. Dabei legt Krumsdorf
den Fokus explizit auf den Prozess des Beweisens und nicht, wie im Rahmen dieser
Arbeit, auf das Produkt des Beweises (vgl. Krumsdorf, 2015, S. 141).
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Dies ergibt eine Klassifikation entlang der beiden Dimensionen der Darstel-
lungsebene und des Formalisierungsgrades?® (vgl. Abbildung 6). In der elemen-
taren Zahlentheorie, die den inhaltlichen Rahmen fiir die Intervention liefert
(vgl. Abschnitt 5.3.1), arbeitet eine beispielgebunden symbolische Darstellung
dabei mit konkreten Zahlen, eine formal symbolische mit Variablen und algebra-
ischen Ausdriicken. Fiir beispielgebunden ikonische Darstellungen werden kon-
krete Anzahlen an Pléttchen verwendet. Fiir eine formal-ikonische Darstellung
werden gemif Kempen ,,geometrische Variablen® (Kempen, 2019, S. 98) ge-
nutzt, die durch drei Punkte zwischen den Pléattchen verdeutlichen, dass es sich
um eine beliebige Anzahl an Pléattchen handelt. In Abbildung 6 sind die entspre-
chenden Darstellungen einer geraden Zahl entlang dieser Klassifikation darge-
stellt. Eine gerade Zahl wird dabei symbolisch als Vielfaches von zwei darge-
stellt und ikonisch durch eine Anzahl an Plattchen, die sich restlos in Zweier-
paare zerlegen lésst:

Darstellungsebene/
Formalisierungsgrad

beispielgebunden 2-3
formal 2:n

symbolisch ikonisch

Abbildung 6 Systematik der Beweistypen am Beispiel der Darstellung einer geraden Zahl

Im Rahmen dieser Arbeit liegt der Fokus auf beispielgebunden ikonischen Be-
weisen aus Griinden, die im Folgenden ndher ausgefiihrt werden. Dabei werden
Besonderheiten und Probleme in Bezug auf diesen Beweistyp in den Blick ge-
nommen, denen im Rahmen der Intervention begegnet werden muss.

2.4.1 Bedeutung beispielgebunden ikonischer Beweise fiir den Anfangsun-
terricht

Beispielgebundene Beweise, die verallgemeinernd ausgehend von konkreten
Beispieldarstellungen arbeiten, stellen laut Stylianides (2016) einen bereits im
Grundschulunterricht sinnvoll anwendbaren Beweistyp dar. Laut S6bbeke und
Welsing (2017) konnen konkrete Beispieldarstellungen dabei in besonderer

20 Diese entspricht der Klassifikation bei Kempen (2019), jedoch mit anderen Bezeich-
nungen.
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Weise hilfreich sein, davon ausgehend verallgemeinerndes Denken zu
entwickeln und damit ein erstes Verstdndnis von Allgemeingiiltigkeit.

Konkrete ikonische Darstellungen konnen als direkte Verschriftlichung enakti-
ver Beweise (im Sinne von action proofs, vgl. Abschnitt 2.3.5) verstanden wer-
den, die mit Wendeplattchen und konkreten physischen Operationen an diesen
arbeiten. Konkretes Material bietet in diesem Sinne die Moglichkeit des enakti-
ven Operierens mit diesem Material, was im Sinne Piagets dem natiirlichen
Lernprozess im Aufbau mathematischen Wissens entspricht:

,According to Piaget, mathematical knowledge is not derived from the objects themselves, but from
operations with objects” (Wittmann, 1998, S. 159)

Wittmann leitet daraus das operative Prinzip ab, wonach das Verstdndnis ma-
thematischer Objekte durch das konkrete Operieren am Material entsteht (vgl.
Abschnitt 2.3.4). Im Bereich der Arithmetik in der Grundschule kann die Arbeit
mit Materialien wie Wendeplattchen genutzt werden, um Einblicke in die Natur
natiirlicher Zahlen und des Dezimalsystems zu erlangen (vgl. Steinweg 2002).
In diesem Zusammenhang betont Wittmann, dass die Grundlegung der moder-
nen europdischen Mathematik nicht mit formal-deduktiven Beweisen begonnen
hat, sondern mit enaktiven beziehungsweise ikonischen Beweise, die eben sol-
che Plattchen (,,counters®) nutzten:

.However, the early history of mathematics demonstrates very clearly the basic role of counters
(“calculi”) in the development of arithmetic [...]. It is interesting to note that the ancient Greeks
discovered and proved the first theorems on even, odd and figurate numbers by forming appropriate
patterns of counters [...] (Wittmann, 1998, S. 158)

In der jiingeren Geschichte der Mathematikdidaktik wird die Bedeutung von
ikonischen Représentationen, wie der hier beschriebenen Plittchen, fiir den
Aufbau mentaler Modelle von mathematischen Konzepten betont (vgl. Kraut-
hausen 1994). Dabei wollen die Autoren diese nicht als reines Hilfsmittel fiir
schwichere Lernende verstanden wissen:

,Concrete and visual representations are neither only aids for the so-called ’slow learners’ nor is
their use restricted to the early steps of the learning process. They are important for all children and
they are useful for the whole duration of the learning process.” (Krauthausen, 1994, S. 33)

Fiir Wittmann sind enaktive beziehungsweise ikonische Reprisentationen selbst
schon Triger theoretischer Beziehungen und haben daher vielfiltige Einsatz-
moglichkeiten bei der Darstellung und Kommunikation konzeptueller Zusam-
menhénge:

,[...] representations have an amphibianlike status: On the one hand they are quasi-real or, as in the

case of counters, even real, on the other hand they carry theoretical relationships. As a consequence
the use of representations is not restricted at all to founding or illustrating concepts. On the contrary:
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Representations can be used and are used in the full process of making mathematics including
mathematizing, discovering, reasoning, and communicating.” (Wittmann, 1998, S. 159)

Durch die hier beschriebene Natur der Reprisentationen sind diese auch im
Bereich des Begriindens und Beweisens einsetzbar. Wittmann betont aulerdem
in diesem Zusammenhang die zentrale Bedeutung dieser Darstellungen im
Grundschulunterricht, die Beweisaktivitdten auf intellektuell ehrliche Weise
bereits ab der ersten Klasse erlauben:

,[...] appropriate representations are powerful enough to carry sound proofs. This fact opens up to
mathematics education a new approach to the teaching of proofs: instead of postponing the activity
of proving to higher grades where the students are expected to be mature for some level of formal
argument, informal proofs with concrete representations of numbers and geometric figures can be
developed from grade 1. Students can gradually learn to express conceptual relationships more and
more formally.” (Wittmann, 2021b, S. 143)

Die Wichtigkeit der frilhen Auseinandersetzung mit Beweisen bereits in der
Grundschule formulieren auch Stylianides und Stylianides:

»when [students] do experience proof, it seems alien rather than a natural extension of things they
have already learned. Therefore, there is growing appreciation of the importance of the goal to make
proof central to students’ mathematical education as early as the elementary grades“ (Stylianides &
Stylianides, 2009, S. 238)

Stylianides formuliert dies als eines der grundlegenden Prinzipien beim schuli-
schen Beweisen, dem sogenannten Kontinuumsprinzip:

,»The continuum principle states that there should be continuity in how the notion of proof is concep-
tualized in different grade levels so that students’ experiences with proof in school have coherence.*
(Stylianides, 2007a, S. 3)

Ikonische Beweise stellen laut Wittmann valide Beweise dar und haben einen
weiteren entscheidenden Vorteil gegeniiber rein formal-deduktiven Beweisen:
Danach sind diese Beweise eher bedeutungsvoll in dem Sinne, dass sie im Sinne
Hannas (1989) ,,proofs that explain“ darstellen und keine bloflen ,,proofs that
proof*, die zwar die Aussage beweisen, aber keine Einsichten dariiber zulassen,
warum die Aussage gilt (vgl. Abschnitt 2.3.1). Fiir einen verstehensorientierten
Zugang zum Beweisen, bereits in der Grundschule, ist es nach Blum und Kirsch
wichtig, dass zukiinftige Lehrpersonen in ihrer Ausbildung in den entsprechen-
den Beweistypen unterrichtet werden:

,.Everything said so far holds all the more for teacher training. In order to enable the future teacher
to realize the aforesaid aspects in his (or her) instruction he himself has to be educated at university
correspondingly, i.e. - among other things - he has to get to know proofs on different levels, and he
has to learn to conduct such proofs for himself as well as to reflect upon that.“ (Blum & Kirsch,
1991, S. 200)

Im Rahmen dieser Arbeit wird daher der Fokus auf beispielgebunden ikonische
Beweise in der Lehramtsausbildung gelegt.



53

2.4.2 Schwierigkeiten mit beispielgebunden ikonischen Darstellungen

Wie in Abschnitt 2.4.1 erldutert, konnen beispielgebunden ikonische Darstellun-
gen helfen beim Aufbau eines konzeptuellen Verstdndnisses und beim Herstellen
und Kommunizieren allgemeiner Zusammenhénge in mathematischen Bewei-
sen. Ikonische Darstellungen, und damit auch ikonische Beweise, sind jedoch
nicht aus sich heraus verstdndlich. Bereits Schipper (1982) stellte fest, dass
diese Représentationen einen neuen Lerngegenstand fiir die Lernenden darstel-
len, die diese vor neue Herausforderungen stellen. Empirische Studien haben
dies bestitigt (vgl. z. B. Radatz 1986). Die spezifischen Schwierigkeiten wurden
in verschiedenen Forschungsarbeiten herausgearbeitet. In Bezug auf ikonische
Beweise sind dabei insbesondere die folgenden zentral: Schwierigkeiten, iko-
nisch dargestellte Operationen zu erkennen (vgl. Cuoco & Goldenberg, 1992),
verschiedene Strukturen in einem Ganzen wahrnehmen zu konnen (vgl. Wert-
heimer, 1938), ikonische Darstellungen mit analytischem Denken zu verbinden
(vgl. Presmeg, 1986), und in Bildern enthaltene Argumentationen zu verstehen
(vgl. Bardelle, 2010). Bardelle (2010) stellte fest, dass ikonische Darstellungen
in Beweisen meist nur als Werkzeug oder Veranschaulichung verstanden werden
und in der konkreten Auseinandersetzung mit dem Beweis eigenstdndig auf eine
andere, meist formale, Darstellungsebene gewechselt wird.

Kempen und Biehler (2019) untersuchten den Umgang von Lehramtsstudieren-
den mit den in Abschnitt 2.4 erliuterten Beweistypen?!. Auch nach der Interven-
tion von Kempen und Biehler (2019) waren nur 13,5% der Studierenden in der
Lage einen beispielgebunden ikonischen Beweis zu formulieren, der alle in
Abschnitt 2.2 explizierten Normen?? erfiillt, was deutlich unter den Ergebnissen
fiir die anderen Beweistypen liegt. Kempen und Biehler (2015) stellten zudem
fest, dass viele Studierende ikonische Beweise sogar als schwieriger empfanden
als die anderen Beweistypen. Mogliche Griinde dafiir konnen darin liegen, dass
der Umgang mit Variablen aus der Schule bekannt ist, der Umgang mit ikoni-
schen Darstellungen aber ein neues Lernfeld darstellt. Das ndtige collateral
knowledge®® (vgl. Hoffmann, 2007, S. 188) zum Umgang mit Punktmustern
muss erst aufgebaut werden.

21 Kempen und Biehler (2019) gehen dabei von der gleichen Klassifikation der Beweis-
typen aus, bezeichnen diese jedoch in anderer Weise.

22 Diese Normen werden von Bichler und Kempen nicht explizit so benannt, in Ab-
schnitt 2.2 wurden die Normen jedoch auf Grundlage des in dieser Studie genutzten
Kategoriensystems zur Klassifizierung der Studierendenprodukte hergeleitet.

23 Der Begriff ,collateral knowledge* wurde von Pierce eingefiihrt. Nach Hoffmann
beschreibt dieser Begriff Wissen, das notwendig ist fiir die betreffende kognitive Ak-
tivitét, hier das ikonische Beweisen, aber selbst nicht explizit gemacht wird.
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Kempen (2018) untersuchte in seiner quantitativen Studie mit Lehramtsstudie-
renden dariiber hinaus die Akzeptanz formaler und ikonischer Beweise und
unterschied dabei nach den Beweisfunktionen Uberzeugung (,,conviction®, S.
226), Erklarung (,,explanation“, S.226) und Verifikation (,,verification, S. 226).
Der beispielgebunden ikonische Beweis wies dabei hohe Werte bei den ersten
beiden Funktionen auf (im Mittel 5 von 6 Punkten), beim Aspekt der Verifikati-
on jedoch sehr niedrige (im Mittel 2 von 6 Punkten). Danach haben fiir die Stu-
dierenden ikonische Beweise mehr Erklarungspotenzial und fithren zu héherer
subjektiver Uberzeugung von der Richtigkeit der Aussage, sie werden jedoch in
der Mehrheit nicht als valide Beweise im Sinne einer Verifikationsfunktion
betrachtet werden. Fiir formal ikonische Beweise zeigten sich bei der Verifikati-
onsfunktion die gleichen niedrigen Werte wie beim beispielgebunden ikoni-
schen Beweisversuch, zudem jedoch deutlich geringere Werte bei der Uberzeu-
gungs- und Erkldrungsfunktion als beim beispielgebunden ikonischen Beweis-
versuch.

Auch Wittmann kam beziiglich der Akzeptanz beispielgebunden ikonischer
Beweise als valide Beweise zu &hnlichen, rein qualitativen, Ergebnissen. Er
legte seinen Studierenden in einer qualitativen Studie formal symbolische und
beispielgebunden ikonische Beweise vor und lie8 deren Validitét einschétzen.
Auch hier zeigte sich, dass die ikonischen Beweise zwar als intuitiv zugéngli-
cher empfunden, aber nicht als valide Beweisform angesehen wurden:

LI prefer the symbolic proof, as school has confronted me only with this type of proof. These proofs
guarantee generality. The iconic proof is more intuitive, which is surely an advantage for primary

teaching. I for myself see the iconic proof more as an illustration and concretisation of the symbolic
proof.” (Wittmann, 2021a, S. 68)

In diesem Zitat einer/s Studierenden wird ein moglicher Grund fiir die geringere
Akzeptanz von beispielgebunden ikonischen Beweisen gegeniiber formal sym-
bolischen Beweisen deutlich: das Fehlen dieser Beweisform im Schulunterricht
und damit einhergehend eine ausschlieBliche Fokussierung auf formal symboli-
sche Beweise. Ein weiterer moglicher Grund ergibt sich aus der Feststellung
von Weber und Czocher (2019), dass selbst unter Fachmathematikern Uneinig-
keit beziiglich der Validitat beispielgebunden ikonischer Beweise besteht.

Vor dem Hintergrund der zentralen Bedeutung fiir den Anfangsunterricht und
der in Abschnitt 2.3.4 begriindeten grundsatzlichen Validitit dieses Beweistyps
ergibt sich die Wichtigkeit der Thematisierung beispielgebunden ikonischer
Beweise in der Lehramtsausbildung und die eingehende Auseinandersetzung
damit, wann ein solcher Beweis valide ist. Dies ist ein weiterer Grund fiir die
Fokussierung auf diesen Beweistyp bei der Auseinandersetzung mit dem Nor-
menverstidndnis in Bezug auf Beweise.
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2.4.3 Die sprachliche Darstellungsebene in beispielgebunden ikonischen
Beweisen

Die geringe Akzeptanz von beispielgebunden ikonischen Beweisen als valide
Beweise kann auf Seiten von Fachmathematiker/innen nach Inglis und Mejia-
Ramos (2008) dadurch erhoht werden, dass diese durch eine sprachliche
Erlduterung begleitet werden. In der Fachdidaktik betonte Bardelle die
Wichtigkeit der Verbindung zweier Darstellungsebenen, wie hier der ikonischen
und der sprachlichen, fiir den Aufbau eines vertieften Verstindnisses eines
mathematischen Konzepts:

,[...] the coordination of at least two different semiotic systems of representation of a concept can
improve its understanding.* (Bardelle, 2010, S. 259)

In der Fachdidaktik besteht dabei weitgehend Einigkeit, dass ein
beispielgebunden ikonischer Beweis immer einer sprachlichen Erlduterung
bedarf, um als valider Beweis gelten zu konnen (vgl. u. a. Biehler & Kempen,
2016; Miiller & Wittmann, 1988; Reid & Vallejo-Vargas, 2018). Wittmann stellt
dabei fest, dass die sprachliche Darstellungsebene in beispielgebunden
ikonischen Beweisen sehr unterschiedlich eingesetzt wird:

»Some of them consist mainly of a text and use a figure just for supporting the text. Others rely
heavily upon figures and transformations and contain only a few explaining lines.” (Wittmann,
2021b, S. 140)

Danach steht entweder die sprachliche Darstellung im Vordergrund, die durch
eine zusétzliche ikonische Darstellung veranschaulicht wird oder die ikonische
Darstellung steht im Vordergrund und die Sprache soll nur beim Verstédndnis
unterstiitzen. Fiir Biehler und Kempen (2016), Wittmann und Ziegenbalg (2007)
sowie Reid & Vallejo-Vargas (2018) besteht die wesentliche Rolle der sprachli-
chen Erlduterung darin, den allgemeinen Charakter der ikonisch dargestellten
Kohirenzen zu explizieren:

,,Es muss schon durch einen erklirenden Text sichergestellt werden, dass die zur Begriindung von
Beziehungen angewandten Operationen wirklich allgemein ausfiihrbar sind.* (Wittmann & Ziegen-
balg, 2007, S. 42)

Nach Wittmann und Ziegenbalg ist damit nicht eine Darstellungsebene der an-
deren untergeordnet, sondern die ikonische und die sprachliche Darstellungs-
ebene werden beide als gleichberechtigte und unerldssliche Bestandteile eines
beispielgebunden ikonischen Beweises angesehen. Ein Beispiel dafiir findet sich
in dem operativen Beweis aus Abschnitt 2.3.4:
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$3°° 858

Im ersten Bild sind zwei natirliche Zahlen in zwei Zeilen dargestellt, von denen die eine um zwei
grafer ist als die andere. Dies ist dadurch dargestellt, dass in der cberen Zeile zwei Plattchen mehr
liegen als in der unteren Zeile. Wenn man ein Plattchen von der cberen in die untere Zeile verschiebt,
erhilt man die Doppelreihe im zweiten Bild, also eine gerade Zahl.

Abbildung 7 Operativer Beweis zur Aussage ,,Die Summe zweier natiirlicher Zahlen im Abstand 2
ist immer gerade® (entspricht Abbildung 3)

Hier wird iiber die sprachliche Darstellungsebene verdeutlicht, dass man durch
die Operation des Verschiebens eines von anfangs zwei {iberstehenden Plattchen
immer eine Doppelreihe erhalten kann. Bei Wittmann wird die Bedeutung der
sprachlichen Darstellungsebene auflerdem anhand eines ikonischen Beweises
fiir den Satz des Pythagoras dargelegt. Dabei sollen laut Wittmann die internen
Kohirenzen und die externe Kohérenz zur Aussage explizit sprachlich begriin-
det werden:

.However, it is essential for the soundness of the proof that the decomposition of figures into parts
and their rearrangement is accompanied by explanations of why the figures fit together in different
ways and what this means for area.” (Wittmann, 2021b, S. 142)

Zentrale Rolle spielt die sprachliche Darstellung in einem beispielgebunden
ikonischen Beweis somit insbesondere in Bezug auf die Normen der Allgemein-
giiltigkeit und Kohdrenz. Im Rahmen dieser Arbeit wird fiir beispielgebunden
ikonische Beweise daher stets eine zusitzliche sprachliche Erlduterung einge-
fordert. Zudem wird in der Analyse des Normenverstindnisses differenziert
nach den Darstellungsebenen ikonisch und sprachlich.

2.4.4 Kohirenzebenen in beispielgebunden ikonischen Beweisen

Um die Allgemeingiiltigkeit einer beispielgebunden ikonischen Darstellung
herauszuarbeiten, ist es laut Semadeni unerlésslich, die konkrete Beispieldarstel-
lung auf andere Beispiele zu iibertragen (vgl. Abschnitt 2.3.5). Diese Ubertra-
gung wird daher auch im Rahmen der Intervention explizit eingefordert. Dafiir
soll explizit die Ubertragbarkeit, also die Kohirenz zu (mindestens) einem wei-
teren Beispiel, untersucht werden. Um diese Ubertragbarkeit zu gewihrleisten,
miissen die internen Kohérenzen in klassifikatorischer Weise verstanden und
in einer Weise iibertragen werden, dass die externe Kohérenz zur Aussage
erhalten bleibt. Die sprachliche Darstellungsebene darf dabei nur so viel In-
formation enthalten, dass diese fiir beide Beispiele Giiltigkeit hat und genau so
viel an Information enthalten, dass die Kohérenzen ausreichend begriindet sind.
Zentral fiir die Untersuchung des Verstdndnisses der Allgemeingiiltigkeit sind
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daher die Kohdrenzebenen der Kohérenz zwischen den Beispielen, der internen
Kohirenz, der externen Kohérenz und der Kohédrenz der ikonischen und sprach-
lichen Darstellungsebene. Weiterhin ldsst sich das Verstidndnis der logischen
Struktur differenziert untersuchen durch die Betrachtung der Organisation der
Entitdten innerhalb und zwischen diesen Kohdrenzebenen.
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3  Empirische Studien zum situierten Beweisverstind-
nis

Ziel dieses Abschnittes ist es, das methodische Vorgehen der grundlegenden
Arbeiten zum situierten Beweisverstdndnis zu vergleichen, um vor diesem Hin-
tergrund das methodische Vorgehen im Rahmen dieser Arbeit herauszuarbeiten.
Der Rahmen fiir die ausgewihlten Studien ist an dieser Stelle weiter gefasst als
die Untersuchung des Verstindnisses der einzelnen Normen aus Abschnitt 2.2,
da es wenige Studien gibt, die explizit den gleichen normativen Rahmen wie
diese Arbeit zugrunde legen. Die Auswahl ist dabei beschriankt auf die insofern
fiir die Auseinandersetzung mit der Thematik grundlegenden Studien, als diese
von den meisten neueren Arbeiten als theoretische Grundlage genutzt werden.
Dies betrifft die folgenden Arbeiten: Healy und Hoyles (2000), Knuth (2002),
Selden und Selden (2003), Martin und Harel (1989), Alcock und Weber (2005)
sowie Heinze und Reiss (2003). Weiterhin wird eine neuere Arbeit von Som-
merhoff und Ufer (2019) einbezogen, die einen dhnlichen normativen Rahmen
zugrunde legt wie diese Arbeit.

Zunichst wird der Forschungsfokus dieser Studien analysiert (3.1). Dabei wird
untersucht, wie eng gefasst der normative Rahmen in den jeweiligen Arbeiten
ist, also insbesondere, welche Normen untersucht werden und inwieweit diese
vorab festgelegt wurden. Allen Arbeiten gemein ist, dass diese im Sinne der
Erhebung eines situierten Verstdndnisses auf der Grundlage von breaching expe-
riments (vgl. Abschnitt 1.1.2) arbeiten, also mit konkreten Beweisversuchen, die
von den Studienteilnehmenden bewertet werden sollen. Die wesentlichen De-
signelemente dabei sind die Beweisversuche selbst und das Erhebungsformat,
also die Fragestellungen, die zu diesen Beweisversuchen formuliert wurden.
Diese Elemente werden in den Unterkapiteln 3.2 und 3.3 {iber die Studien hin-
weg verglichen. Anschlieend wird das Beweis- und Normenverstindnis auf
Forschendenseite verglichen (3.4), das meist nur implizit in den Normbriichen
der Beweisversuche erkennbar ist. Abschlielend werden die wesentlichen Er-
gebnisse zum Normenverstindnis auf Lernendenseite zusammengefasst (3.5). In
diesen Teil flieBen weitere empirische Studien ein als die oben genannten.
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3.1 Fokus des Forschungsinteresses

Das Forschungsinteresse der hier analysierten Arbeiten hat zwei Hauptfoki mit
mehr oder weniger explizitem Bezug zu einem normativen Rahmen — Beweis-
vorstellungen (,,conceptions of proof*) und Beweisvalidierungskompetenzen.

In der sehr breit angelegten quantitativen Studie von Healy und Hoyles (2000)
mit 2459 14-15jéhrige Schiiler/innen in England und Wales zu ,,proof concepti-
ons in algebra“ (Healy & Hoyles, 2000, S.1) liegt der Forschungsfokus auf einer
analysis of the notions of proof held by students” (Healy & Hoyles, 2000, S.
398), also bei den Beweisvorstellungen. In diesem Rahmen werden von Healy
und Hoyles verschiedene Fragen aufgeworfen:

,Were students competent at constructing or evaluating a mathematical proof? What did students

judge to be the nature of mathematical proof? What did they see as its purpose? Did they see pro-
ving as verifying cases or convincing and explaining?* (Healy & Hoyles, 2000, S. 398)

Hier werden Beweisvalidierungskompetenzen mit subsumiert unter den Be-
weisvorstellungen. Beweisvorstellungen werden damit sehr breit gefasst und
umfassen verschiedene Facetten, wiec Normen von Beweisen (,,nature of ma-
thematival proof) und Beweisfunktionen (,,purpose®). In der letzten Frage
werden Funktionen von Beweisen wie Verifikation, Uberzeugung und Erklirung
vermischt mit der Norm der Allgemeingiiltigkeit.

Bei der Untersuchung der Validierungskompetenz wird vorab von Forschenden-
seite aus festgelegt, welche der den Schiiler/innen vorgelegten Beweisversuche
als valide und welche als nicht valide angesehen werden. In der Operationalisie-
rung der Validierungskompetenz wird ein Validititsrating hinsichtlich der Ada-
quatheit der Einschétzung der Schiiler/innen zur Validitdt der Beweisversuche
errechnet aus Fragen zur Norm der Korrektheit?* (,,Has a mistake in it“, Healy &
Hoyles, 2000, S. 403) und der Allgemeingiiltigkeit (,,Shows that the statement
is always true.”, ,,Only shows that the staement is true for some even numbers®,
Healy & Hoyles, 2000). Diese beiden Normen werden hier also als Unteraspek-
te der Validitit aufgefasst, klar voneinander abgegrenzt und explizit abgefragt.

In der Studie von Selden und Selden (2003) wurden die Validierungskompeten-
zen von acht Mathematikstudierenden im ,.transition to proof* Kurs (2. bis 4.
Semester) untersucht. Validierung bedeutet laut Selden und Selden: ,,checking
whether such arguments really are proofs of theorems* (Selden & Selden, 2003,

24 Diese Norm wurde nicht in den dieser Arbeit zugrunde liegenden normativen Rahmen
(entsprechend Abschnitt 2.2) einbezogen, obwohl diese relevant fiir die Bewertung
der Validitdt eines Beweisversuchs ist. Bei der Korrektheit handelt es sich jedoch
nicht um eine Norm, bei welcher von grundlegend verschiedenen Verstindnissen
ausgegangen werden kann. Vielmehr steht bei dessen Einschétzung das Beweisver-
stehen im Fokus, also insbesondere die Frage, ob Fehler erkannt werden oder nicht.
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S. 1). Selden und Selden beziehen sich in ihrem Verstindnis von Validierung auf
die Leseverstandnisforschung Ende des letzten Jahrhunderts, die Validierung als
individuelle Bedeutungskonstruktion der/s Lesenden auffasst und die Validitét
als etwas, das auf Lesendenseite entsteht und nicht dem Text inhérent ist.
Nichtsdestotrotz legen sie ihrer Analyse die eigene Bedeutungskonstruktion
zugrunde. Um die Validierungskompetenz zu erheben, starten Selden und Sel-
den dabei damit, die den Studierenden vorgelegten Beweisversuche zunichst
selbst zu analysieren und etablieren dadurch implizit einen normativen Rahmen
fiir die spitere Analyse der Validierungsprozesse der Studierenden. Sie versu-
chen also nicht die Verstidndnisse der Studierenden ohne normative Vorgaben zu
rekonstruieren, sondern gleichen deren Validierungsverhalten mit dem eigenen,
als normativ bindend verstandenen, Validierungsverhalten ab. Die entsprechen-
den Normen werden jedoch nicht explizit als solche auf der Metacbene benannt.

Knuth (2002) legt in seiner qualitativen Studie ,,Secondary School Mathematics
Teachers® Conceptions of Proof mit sechzehn Lehrkriften den Fokus auf Be-
weisvorstellungen von Sekundarlehrkriften. Die halbstrukturierten Interviews
starteten dabei mit offenen Fragen zu individuellen Beweisvorstellungen, die,
wie bei Healy und Hoyles, sehr breit gefasst sind und zum Beispiel auch Fragen
zu den Funktionen von Beweisen mit einschliefen. Im zweiten Interviewteil
liegt der Fokus dann auf ,teachers' understandings of what constitutes proof*
(Knuth, 2002, S. 383), also explizit bei Normen von Beweisen. Dies wird explo-
rativ untersucht, ein konkreter normativer Rahmen wurde hier somit nicht vorab
festgelegt.

In den Studien von Martin und Harel (1989) und Alcock und Weber (2005) liegt
der Forschungsfokus jeweils auf einer Norm. In der Studie von Martin und
Harel (1989) ,,Proof Frames of Preservice Elementary School Teachers™ liegt
dieser auf dem Verstindnis der Allgemeingiiltigkeit von 101 angehenden
Grundschullehrkriften. Alcock und Weber (2005) untersuchen in ihrer Studie
,,Proof validation in real analysis: inferring and checking warrants* die Validie-
rungskompetenz von dreizehn Mathematikstudierenden im Eingangssemester
und legen den Fokus dabei auf eine Norm, die ihrer Meinung nach bislang zu
wenig erforscht wurde:

,[-..] when one is validating a proof, it is not sufficient to make certain that each statement in the
argument is true. One must also check that there is good reason to believe that each statement
follows from the preceding statements or from other accepted knowledge, i.e. that there is a valid
warrant for making that statement in the context of this argument.” (Alcock & Weber, 2005, S. 1).

Hier liegt der Fokus auf der Norm der Kohiirenz, die von der Norm der Kor-
rektheit abgegrenzt wird.
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Der expliziteste und umfassendste normative Rahmen findet sich in Arbeiten
zum Methodenwissen, die auf die Arbeiten von Heinze und Reiss (2003) zu-
riickgehen®. Bei Heinze und Reiss werden explizit die von ihnen eingefiihrten
Aspekte des Methodenwissens, und damit die Normen, die auch dieser Arbeit
zugrunde liegen (vgl. Abschnitt 2.2), untersucht und nicht global die Validie-
rungskompetenz. In der urspriinglichen Arbeit zu diesem Thema von Heinze
und Reiss werden allerdings nur Normbriiche zu zwei der drei Aspekte des
Methodenwissens vorgelegt. In einer neueren Studie von Sommerhoff und Ufer
(2019), die von diesen Vorarbeiten ausgeht, werden alle drei Aspekte des Me-
thodenwissens untersucht.

Fazit fiir Forschungsfokus fiir diese Arbeit

Die betrachteten Studien haben unterschiedlich weite Foki, die nicht nur Nor-
men von Beweisen umfassen, sondern auch weitere Facetten von Beweisvorstel-
lungen, wie Funktionen von Beweisen. Die Analyse der diskutierten Arbeiten
zeigte dabei, dass diesen in ihrem Forschungsanliegen allen (mehr oder weni-
ger) implizit ein normativer Rahmen zugrunde liegt. Am deutlichsten tritt
dieser Rahmen in Arbeiten zum Methodenwissen zutage, welche auch die
Grundlage fiir den in Abschnitt 2.2 etablierten normativen Rahmen dieser Arbeit
liefern. Im Hinblick auf eine klare Fokussierung des Forschungsanliegens liegt
der Fokus dieser Arbeit auf der Untersuchung des Verstindnisses dieser Nor-
men.

3.2 Konstruktion der Beweisversuche

In wenigen der im vorangegangenen Abschnitt vorgestellten Studien wird expli-
zit auf die Konstruktion der Beweisversuche eingegangen, die den Studienteil-
nehmenden vorgelegt werden. Meist werden die Beweisversuche entsprechend
des theoretischen, durchaus normativ gepriagten, Rahmens der Studie klassifi-
ziert (vgl. Abschnitt 3.1), aber nicht néher erléutert, woher diese stammen be-
ziehungsweise wie diese entwickelt wurden.

Healy und Hoyles (2000) beschreiben, dass sie in einer Vorstudie Schiiler/innen
der gleichen Jahrgangsstufe wie in der Hauptstudie Beweise haben erstellen
lassen. Dieser Ansatz ist im Hinblick darauf zielfihrend, dass in dieser Studie
Beweisvorstellungen erhoben werden sollen und dafiir von typischen ,,Fehlern
in dieser Alltagsstufe ausgegangen wird und untersucht wird, inwieweit diese
von den Schiiler/innen erkannt werden. Aus diesen Beweisen der Vorstudie
wurden die Beweisversuche fiir die Hauptstudie generiert, die prototypische

25 Diese bilden eine der Grundlagen, auf welchen der normative Rahmen erarbeitet
wurde, der dieser Arbeit zugrunde liegt (vgl. Abschnitt 2.2).
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Beispiele fiir Probleme mit der Norm der Allgemeingiiltigkeit oder der Darstel-
lungsebene aufweisen. Der genaue Prozess von den anfianglichen Produkten der
Schiiler/innen hin zu den eher prototypischen und auf einzelne Normen fokus-
sierten Beweisversuchen wird jedoch nicht genauer ausgefiihrt. Insofern wird
nicht klar, ob die Normbriiche tatsachlich eine typische Umsetzung der Normen
auf Lernendenseite widerspiegeln und somit von deren Normenverstindnis
ausgehen oder doch das Normenversténdnis der Forschenden widerspiegeln, die
diese Beweisversuche letztendlich konstruiert haben.

In der Studie von Selden und Selden (2003) werden authentische Studieren-
denprodukte genutzt, was dem Forschungsinteresse entspricht, die Validie-
rungskompetenz zu erheben, die von den Studierenden erwartet wird — der kriti-
sche Umgang mit eigenen und fremden Studierendenprodukten. Eine Schwie-
rigkeit bei diesem Vorgehen zeigt sich in der hohen internen Komplexitit der
Beweisversuche, die von den Studierenden diskutiert werden sollten. So stellen
Selden und Selden der Analyse der Interviewdaten eine ausfiihrliche Analyse
der einzelnen Beweisversuche und der darin enthaltenen Normbriiche voran. In
jedem Beweisversuch zeigen sich demnach Normbriiche auf verschiedenen
Ebenen. Wenn es dabei dem natiirlichen Validierungsverhalten der Studierenden
entspricht, sich mit dem Auffinden lokaler, oberfldchlicher Fehler zu begniigen,
werden tiefer liegende Probleme vielleicht gar nicht mehr betrachtet und Nuan-
cen im Normenverstindnis kdnnen so nicht erhoben werden. In der Fiille an
verschiedenen Ebenen und Normen innerhalb eines Beweisversuchs werden
jedoch leicht tieferliegende Aspekte des Verstindnisses der jeweiligen Norm
verdeckt. Fiir geiibtere Validierende, die, wie Lehrpersonen, regelméfig vor der
Aufgabe der Leistungsbewertung stehen, konnte dagegen die Auseinanderset-
zung mit authentischen Studierendenprodukten ein spannender Ansatz sein, um
das Normenversténdnis zu erheben.

Weiterhin macht die Konzeption als Einzelinterview es schwierig, Nuancen im
Normenverstiandnis zu erheben, wenn sich nicht zu Sichtweisen anderer positio-
niert werden muss.

Bei Knuth (2002) wurden Beweisversuche aus der Literatur, vorwiegend aus der
Geometrie, herangezogen, diese aber nicht vorab hinsichtlich der beinhalteten
Normbriiche analysiert. Bei Martin und Harel (1989) wurden entsprechend des
Forschungsinteresses Beweisversuche mit unterschiedlichen Graden an Allge-
meingiiltigkeit genutzt, von der Uberpriifung einzelner Beispiele iiber generi-
sche Beispiele bis hin zu formal-deduktiven Beweisen. Es sollte untersucht
werden, welche dieser Beweisversuche als Beweise anerkannt werden und an
welchen Kriterien dies festgemacht wird. Die Beweisversuche wurden von den
Forschenden selbst konstruiert, zum Konstruktionsprozess der Beweisversu-
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che werden keine Informationen gegeben. Bei Alcock und Weber (2005) finden
sich keine genaueren Angaben zur Herkunft des verwendeten Beweisversuchs.

Auch in Studien, die einen klaren normativen Rahmen formulieren, wie die
aufgefiihrten Studien zum Methodenwissen von Heinze und Reiss (2003) und
Sommerhoff und Ufer (2019), werden die Beweisversuche von den Forschen-
den selbst konstruiert ohne nidhere Hinweise zum Konstruktionsprozess zu
liefern. Die Beweisversuche werden entlang des normativen Rahmens klassifi-
ziert, wobei jeder Beweisversuch genau einem Aspekt des Methodenwissens
zugeordnet wird und nicht innerhalb eines Beweisversuchs Normbriiche zu
unterschiedlichen Beweisversuchen vermischt werden. Entsprechend dem For-
schungsinteresse werden dadurch Schwierigkeiten mit den einzelnen Normen
erhoben. Wie genau die Normen im Verstdndnis der Studienteilnehmenden zu-
sammenhéngen, ldsst sich durch diese Methodik nur schwer erheben. Dafiir
eignen sich eher Beweisversuche, in welchen mehrere Normbriiche kombiniert
auftreten.

Fazit zur Konstruktion der Beweisversuche in dieser Arbeit

Im Sinne des in Abschnitt 1.5 beschriebenen Aushandlungsprozesses muss hier
unterschieden werden zwischen der Konstruktion der Beweisversuche zur Vor-
erhebung des Normenverstindnisses auf Lehrendenseite und der Konstruktion
zur Erhebung auf Lernendenseite. Lehrende sollen sich demnach mit typischen
Schwierigkeiten auf Lernendenseite auseinandersetzen. Daher wird hier dem
Vorgehen von Healy und Hoyles (2000) sowie Selden und Selden (2003) ge-
folgt, wonach von authentischen Produkten auf Lernendenseite ausgegangen
wird, diese aber in der Hinsicht geglittet werden, dass die Normbriiche klar zu
Tage treten.

Fiir die Studierenden werden die Beweisversuche auf Grundlage des auf Leh-
rendenseite erhobenen Normenverstindnisses konstruiert. Die entsprechenden
Beweisversuche werden von Forschendenseite aus konstruiert, um die Norm-
briiche moglichst prototypisch darstellen zu kénnen und die Komplexitit der
Beweisversuche zu reduzieren. Dabei soll sich nicht, wie bei den diskutierten
Studien zum Methodenwissen, auf einen Normbruch pro Beweisversuch be-
schrinkt werden, sondern es soll durch die Kombination verschiedener
Normbriiche in einem Beweisversuch die Authentizitit der Produkte aufrecht-
erhalten werden und vor allem die Moglichkeit eréffnet werden, die Beziehung
der Normen im Versténdnis der Studierenden explizit zu erheben.
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3.3 Erhebungsformate

Die Erhebungsformate unterscheiden sich vor allem in der Art der Fragestellun-
gen, die zu den Beweisversuchen in den diskutierten Studien gestellt wurden.
Diese Fragestellungen fokussierten unterschiedlich stark auf einzelne Normen.
Meist haben diese ein geschlossenes Format, in welchem eine Bewertung auf
einer Skala abgefragt wird, manchmal ergénzt durch das Einfordern von Be-
griindungen oder lautem Denken.

In den Studien von Martin und Harel (1989) und Knuth (2002) wurde in ge-
schlossenen Fragestellungen global nach der Validitit der vorgelegten Beweis-
versuche gefragt. In der Studie von Healy und Hoyles (2000) wird ebenfalls in
geschlossenen Frageformaten explizit nach der Norm der Korrektheit (,,Has a
mistake in it, S. 403) und der Allgemeingiiltigkeit (,,Shows that the statement is
always true®, ,,Only shows that the statement is true for some even numbers®, S.
403) gefragt. In der Studie von Heinze und Reiss (2003) sollten die Schii-
ler/innen laut denken, wéhrend sie die Beweisversuche evaluierten. Explizit
gefragt wurde im Interview hier, wie bei Healy und Hoyles (2000), aber nur
nach den Normen der Allgemeingiiltigkeit und Korrektheit und nicht nach den
anderen Aspekten des Methodenwissens:

,In each case the students had to evaluate the solution and then to answer three questions: whether
the proof is universally valid or whether it is only valid for special cases and whether the proof
contains a mistake.* (Heinze & Reiss, 2003, S. 6).

Auch bei Sommerhoff und Ufer (2019) sollten die Studienteilnehmenden ent-
scheiden, ob es sich um einen ,,correct mathematical proof™ (S. 723) handelt.
Hier wird also nicht klar sprachlich unterschieden zwischen Korrektheit und
Validitit. Korrektheit wird auch hier nicht als Unteraspekt, sondern eher als
Synonym zu Validitdt verstanden. Bei Selden und Selden (2003) wird explizit
nach der Korrektheit gefragt, wobei eigentlich die Validitit im Vordergrund steht
(siehe vorheriger Abschnitt).

Heinze und Reiss (2003) weisen auBerdem explizit darauf hin, dass rein ge-
schlossene Fragen im Multiple-Choice-Format nur oberflédchliche Informationen
iiber Schwierigkeiten der Schiiler/innen mit den Normen liefern (vgl. Heinze
und Reiss, 2003, S. 8). Deshalb wurden in ihrer Studie die Fragen durch offene
Interviewfragen erginzt. Auch Sommerhoff und Ufer (2019) ergédnzen ihre
geschlossenen Fragen durch das Einfordern von Begriindungen fiir die Antwor-
ten auf diese Fragen. Diese werden entsprechend dem theoretischen Rahmen
entlang der normativen Kategorien eingeordnet und die Passung zum intendier-
ten Normbruch untersucht.
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Eher qualitativ ausgerichtete Studien erheben durch lautes Denken die Validie-
rungsprozesse der Studienteilnehmenden und lassen explizit an den Beweisver-
suchen problematische Punkte festmachen, fordern also eine Konkretisierung
am Beweisversuch explizit ein (z. B. Selden & Selden, 2003). Knuth (2002)
fordert auerdem explizit den Vergleich von Beweisversuchen hinsichtlich
ihrer Uberzeugungskraft ein. Alcock und Weber (2005) lassen ihre Studienteil-
nehmenden auBlerdem die Beweisversuche explizit verbessern und anschlie-
Bend erneut validieren. Kommen diese nicht selbst auf den intendierten Norm-
bruch, werden entsprechende Impulse geliefert.

Fazit zu den Erhebungsformaten in dieser Arbeit

An dieser Stelle muss unterschieden werden zwischen den Fragestellungen fiir
die Erhebungsdokumente der Eingangs- und Ausgangserhebung und den Frage-
stellungen fiir die Intervention selbst. Im Hinblick darauf, dass vor Beginn der
Intervention die normativen Begrifflichkeiten den Studierenden noch nicht be-
kannt sind, wurden fiir Eingangs- und Ausgangserhebung?® offene Fragen zur
Validierung der Beweisversuche gewéhlt. Um das Verstindnis der Normen dif-
ferenziert erheben zu konnen, ohne diese durch die Fragestellung bereits zu
implizieren, wurde dabei lediglich abgefragt, was gut und was noch nicht gut
umgesetzt ist im jeweiligen Beweisversuch. Die Erhebung ist als Paper-und-
Pencil-Test in Einzelarbeit konzipiert, um das intrapersonelle Verstdndnis der
Einzelpersonen erheben zu kénnen.

Auch fiir die Gestaltung der Intervention wurde fiir den Einstieg in die Diskus-
sion eine offene Fragestellung zum Vergleich der vorgelegten Beweisversuche
hinsichtlich ihrer Validitédt gewéhlt (vgl. Knuth, 2002). Aulerdem wurde sich an
der Idee von Alcock und Weber (2005) orientiert, konkrete Impulse zu den
intendierten Normbriichen zu liefern. Diese werden nach dem offenen Einstieg
in der Intervention als Arbeitsauftrige formuliert. Die entsprechende Norm wird
dabei zwar nicht explizit benannt, jeder Impuls zielt jedoch auf ein bis zwei der
Normen ab.

AuBlerdem wird im zweiten Teil der Intervention, wie bei Alcock und Weber
(2005), die Verbesserung der vorgelegten Beweisversuche und eine Validie-
rung dieser Beweisversuche entlang der Normen eingefordert. Im Sinne der
Erhebung des situierten Normenverstindnisses wird aulerdem stets eine Kon-
kretisierung am vorgelegten Beweisversuch eingefordert (vgl. z.B. Selden &
Selden, 2003). In der Analyse der Diskussionen im Rahmen der Intervention
wird diese Betrachtungsweise zudem einbezogen. Dabei wird differenziert zwi-
schen einer Betrachtung des konkreten Beweisversuchs und einer Erorterung
von Normen auf der Metaebene ohne Bezug zum konkreten Beweisversuch.

26 Die Eingangs- und Ausgangserhebung sind inhaltlich identisch (vgl. Abschnitt 5.2).
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Allen Studien scheint zudem gemein zu sein, dass die Studienteilnehmenden
individuell befragt wurden, wodurch deren intrapersonelles Verstdndnis erhoben
werden konnte. Es ist dadurch jedoch nicht moglich, die Entwicklung eines
interpersonell geteilten Verstandnisses zu erheben. Im Rahmen der Intervention
wird daher auf Diskussionen in Kleingruppen im Sinne von breaching experi-
ments (vgl. Abschnitt 1.1.2) zuriickgegriffen.

3.4 Normenverstindnis auf Forschendenseite

In der groB angelegten quantitativen Studien von Healy und Hoyles (2000) mit
2459 Schiiler/innen standen die Norm der Allgemeingiiltigkeit und der Aspekt
der Darstellungsebene im Vordergrund. Sie gehen dabei von einem formal-
deduktiven Beweisverstindnis aus. Bei den den Teilnehmenden vorgelegten
Beweisversuchen (vgl. Abbildung 8) wurde unterschieden zwischen einem em-
pirischen Beweisversuch, der mehrere Beispiele auflistet (,,Bonnie’s®), einem
generischen beispielgebunden ikonischen Beweisversuch (,,Yvonne’s™), zwei
narrativen Beweisversuchen (,,Ceri’s“ und ,,Duncan’s*) und zwei formal symbo-
lischen Beweisversuchen, einem validen (Arthur’s) und einem nicht validen
(Eric’s).

Die Allgemeingiiltigkeit eines Beweisversuchs wird von Healy und Hoyles in
Abgrenzung zu rein empirischen Begriindungen und damit einem singulédren
Verstidndnis von Beispieldarstellungen (vgl. Abschnitt 2.3.5) verstanden. Dies
spiegelt sich in folgendem Zitat wider: ,,Did they see proving as verifying cases
or convincing and explaining?* (Healy & Hoyles, 2000, S. 398). Was genau
einen generischen Beweis von einem nicht-generischen Beweisversuch unter-
scheidet wird aber nirgends explizit definiert. Implizit werden in der Diskussion
der Beweisversuche Kriterien formuliert: ,,relied on common properties* (Healy
& Hoyles, 2000, S. 400) und ,,suggested underlying reasons and explanations*
(Healy & Hoyles, 2000, S. 400), wobei letzteres Kriterium, entsprechend der
Klassifikation in dieser Arbeit, eher der Kohédrenz zuzurechnen wire. Es wird
keine klare Grenzlinie zwischen empirischen und generischen Beweisversuchen
gezogen. So wird Bonnies Beweisversuch von Healy und Hoyles als empirisch
klassifiziert, wenngleich sich in den Beispielen durchaus ein Muster erkennen
lasst, die Erhohung um zwei von Rechnung zu Rechnung, welches sich verall-
gemeinert begriinden liee. Dieser Beweisversuch unterscheidet sich insofern
wenig im Grad der Generizitit von dem ikonischen Beweisversuch von Yvonne,
welcher das allgemeine Muster hinter dem Beispiel auch nicht explizit formu-
liert, aber von Healy und Hoyles (2000) als generisch klassifiziert wird. Dies
wird in der Diskussion der Ergebnisse nur implizit thematisiert, wenn zusétzlich
zu den quantitativen Daten noch Interviewdaten hinzugezogen werden, aus
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denen hervorgeht, dass Bonnies Beweisversuch deshalb als valider Beweis an-
erkannt wurde, weil dieses generische Moment entdeckt wurde (vgl. Healy &
Hoyles, 2000, S. 411).

Al. Arthur, Bonnie, Ceri, Duncan, Eric, and Yvonne were trying to prove
whether the following statement is true or false:

When you add any 2 even numbers, your answer is always even.

Arthur's answer | . .
a s any whole number I Bonnie's answer
b is any whole number 2+2=4 44+2=8
2a and 2b are any two even numbers 2+4=6 4+4=8 |
2a+2b=2a+h) | 2+6=8 4+6=10]|
So Arthur says it's true, ] So Bonnie says it's true. |
Ceri's answer : -
| . |
Even numbers are numbers that [ Duncan’s answer
can be divided by 2. When you | Evennumbersendin 0, 2, 4,
add numbers with a commaon | 8, or 8. When you add any two |
factor, 2 in this case, the answer will | of these, the answer will still |

have the same common factor. endin0, 2, 4,6, or 8. ‘

So Duncan says it's true.

Eric's answer | _

| | Yvonne's answer
Let x = any whole number, | |
y = any whole number .....+ S

iyos | | eeeee " ooee
— ¥ = | |
Zmx=y YY1

Z-y=X |
| Zez-(ap=xsy=22 | ‘ escccccee

So Yvonne says it's true.

| So Eric says it's true. L

[ From the above answers, choose one that would be closest to what you would
| do if you were asked to answer this question. | |
|

| From the above answers, chose the one to which your teacher would give the
| best mark. | —|
| — |

Abbildung 8 Beweisversuche aus der Studie von Healy und Hoyles (2000, S. 400)

Auch wenn der Fokus fiir Healy und Hoyles auf der Norm der Allgemeingiiltig-
keit und dem Aspekt der Darstellungsebene liegt, geht es, wie oben angedeutet,
implizit auch um die Norm der Kohéirenz. Dabei ist festzustellen, dass sich die
beiden narrativen Beweisversuche in ihrem Grad an Kohirenz durchaus unter-
scheiden, dies aber von Healy und Hoyles nicht explizit thematisiert wird. Beide
behaupten implizit Zusammenhinge, ohne diese explizit zu begriinden, aber nur
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in Ceris Beweisversuch liee sich diese Begriindung einfach ergdnzen durch
Verweis auf das Assoziativgesetz. Der korrekte, formal symbolische Beweis
wird beschrieben als ,,logical argument with explicit links made between premi-
ses and conclusions* (Healy & Hoyles, 2000, S. 402), also im Sinne einer global
verstanden Kohédrenz, wo der Gesamtzusammenhang zwischen Voraussetzung
und Endergebnis explizit gemacht wird.

Die eigenen Beweisversuche der Schiiler/innen wurden zudem nach dem Krite-
rium der Vollstindigkeit bewertet: ,,42% of the narrative arguments were com-
plete proofs* (Healy & Hoyles, 2000, S. 415). Wie diese Norm genau verstan-
den wird, also wann ein Beweis als vollstindig angesehen wird, wird jedoch
nicht weiter expliziert.

Martin und Harel (1989) differenzieren die Norm der Allgemeingiiltigkeit in
ihrer Studie entsprechend ihrem Forschungsinteresse weiter aus. Auch sie gehen
von einen formal-deduktiven Beweisverstindnis aus und formulieren dieses
explizit unter Berufung auf Anderson. Anderson beschreibt einen Beweis als
,deductively valid argument, where the conclusion is true if the premises are
true.” (zitiert nach Martin & Harel, 1989, S. 42). Dies kontrastieren Martin und
Harel zu einem ,,inductively valid argument® (zitiert nach Martin & Harel, 1989,
S. 42) was sie als Alltagsverstiandnis von Beweisen annehmen. Um das Verhilt-
nis dieser Verstindnisse zu untersuchen, wurden verschiedene empirische Be-
weisversuche konstruiert (,,example®, ,,pattern®, ,,big number* und ,,example*
and ,,non example“, Martin & Harel, 1989, S. 44), wobei Bonnies Beweisver-
such aus dem Fragebogen von Healy und Hoyles (2000) der Kategorie ,,pattern
zuzuordnen wire. Diese Kategorie wiirde am ehesten einem klassifikatorischen
Verstidndnis (vgl. Abschnitt 2.3.5) nahekommen, in welchem ein allgemeines
Muster erkannt wird, das mehreren Beispielen zugrunde liegt. Um tatséchlich
ein klassifikatorisches Verstindnis zu erreichen, miissten diese Beispiele jedoch
als Représentanten einer gemeinsamen Klasse erkannt werden. AuBlerdem nut-
zen Martin und Harel einen inkorrekten, formal symbolischen Beweis, einen als
,general proof” (Martin & Harel, 1989, S. 44) bezeichneten, korrekten, formal
symbolischen Beweis und einen generischen, beispielgebunden symbolischen
Beweis. Letzterer entspricht dem korrekten, formal symbolischen, wobei ledig-
lich Variablen durch konkrete Zahlen ersetzt wurden (vgl. Abbildung 9). Was
den generischen Beweis gegeniiber dem empirischen auszeichnet, wird hier
implizit an der grundsétzlichen Formalisierbarkeit des Arguments festgemacht.
Die konkreten Zahlen konnten umgekehrt auch wieder durch Variablen ersetzt
werden und liefern dadurch ein valides Argument. Die Validitit des formal
symbolischen Beweises wird an der Vollstindigkeit und implizit auch an der
Kohiirenz des Argumentes festgemacht: ,,A correct general proof of the state-
ment was presented, including statements justifying each step”. (Martin &
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Harel, 1989, S. 44). Vollstandigkeit wird hier verstanden in dem Sinne, dass
jeder Beweisschritt explizit dargestellt ist, Kohdrenz als das Liefern von Be-
griindungen fiir jeden Beweisschritt.

General Let a be any three-digit number, with digits x, y, and z.

proof By the place value concept, a = 100x + 10y + z. This
equality can be written a = (99x + x) + (9y + y) + z.
By the commutative and associative properties, we get
a =(99x + 9y) + (x + y + z). Notice that the
expression 99x + 9y is always divisible by 9, and
therefore also by 3. Now if the second expression, which
is the sum of the number’s digits, is divisible by 3, then,
by the ““sum property,” we get that the number itself is
divisible by 3.

Particular Consider 756. This number can be represented as

proof follows: 756 = 7x100 + 5x10 + 6. This can be
rewritten 756 = (7x99 + 7) + (5%9 + 5) + 6. By the
commutative and associative roperties, we get 756 =
(7%99 + 5%9) + (7+5+6). Notice that the expression
7x99 + 5x9 is always divisible by 9, and therefore also
by 3. Now if the second expression, which is the sum of
the number’s digits, is divisible by 3, then, by the “‘sum
property,”’ we get that the number itself is divisible by 3.

Abbildung 9 Formal symbolischer und beispielgebunden symbolischer Beweis aus der Studie von
Martin und Harel (1989, S. 45)

Martin und Harel untersuchen auBlerdem, wie Healy und Hoyles (2000), den
Aspekt der Darstellungsebene und inwieweit dieser die Bewertung der Beweis-
versuche beeinflusst. Die Beweisversuche sind alle auf der symbolischen Ebene
dargestellt (ggf. durch narrative Teile ergénzt), ikonische Darstellungen werden
nicht genutzt. Martin und Harel legen den Fokus dabei auf die Frage, ob bei der
Bewertung eher auf oberflichliche Merkmale (, ritalistic aspects of proof™, Mar-
tin & Harel, 1989, S. 42) geachtet wird wie, ob es sich um eine formal symboli-
sche Darstellung handelt, oder auf Merkmale, die wirklich fiir die Argumentati-
on relevant sind.

Knuth (2002) geht von einem weniger formal-deduktiv geprigten Beweisver-
stindnis aus. Fiir ihn liegt der Fokus auf unterschiedlichen Funktionen von
Beweisen (,,roles of proof*, S. 379), die von den Lehrkriften wahrgenommen
werden. Der Fokus liegt fiir Knuth dabei vor allem auf unterschiedlichen Gra-
den der Erklarungskraft (,,explanatory role of proof™, S. 383) der Beweisversu-
che, also auf der Erklarungsfunktion von Beweisen. Knuth arbeitet hier vor
allem mit Beispielen aus der Geometrie, wo sich die Frage der Generizitit iko-
nischer Darstellungen nochmal anders stellt, weil die meisten Beweise in der
Geometrie mit konkreten, aber generischen, Skizzen arbeiten. Er legt den Lehr-
kriaften unter anderem zwei Beweisversuche (vgl. Abbildung 10) mit unter-
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(a) I tore up the angles of the obtuse triangle and put them together (as
shown below).

The angles came together as a straight line, which is 180°. I also tried it
for an acute triangle as well as aright triangle and the same thing happened.
Therefore, the sum of the measures of the interior angles of a triangle is
equal to 180°.

(b) Using the diagram below, imagine moving BA and CA to the perpendic-
ular positions BA'and CA", thus forming the second figure. In reversing
this procedure (e.g., moving BA' back to BA), the amount of the right
angle, A'BC, that is lost is x. This lost amount, however, is gained with
angle y (DA is perpendicular to BC). A similar argument can be made for
the other case. Thus, the sum of the measures of the interior angles of any
triangle is equal to 180°.

A A" A A A

Abbildung 10 Beweisversuche aus der Geometrie mit unterschiedlichem Grad an Generizitit
aus der Studie von Knuth (2002, S. 392)

schiedlichen Graden an Generizitit vor — einen rein empirischen und einen, der
die wesentlichen Beweisschritte darstellt, aber keine Begriindungen fiir deren
Zusammenhinge liefert. So wird im zweiten Fall zwar behauptet, dass die ent-
sprechenden Winkel gleich grof3 sind, nicht aber, dass dies aufgrund des Wech-
selwinkelsatzes der Fall ist. Hier wird die Norm der Allgemeingiiltigkeit also
wieder implizit mit anderen Normen, denen der Vollstindigkeit und der Kohi-
renz, vermischt, was von Knuth (2002) jedoch nicht explizit thematisiert wird.
Auch Knuth formuliert nirgends explizit, woran er die Generizitit der vorgeleg-
ten Beweisversuche festmacht und was diese von rein empirischen Uberpriifun-
gen unterscheidet. Sein genaues Verstdndnis von Allgemeingiiltigkeit bleibt also
unklar und ebenfalls beschriankt auf eine Abgrenzung zu rein empirischen Bei-
spielbetrachtungen.

Eine weitere Norm, die Knuth betrachtet, ist die der logischen Struktur. Er
legte den Lehrkriften einen formal symbolischen Beweisversuch vor, mit kor-
rekten algebraischen Umformungen, der allerdings die Umkehrung der Aussage
beweist und nicht die Aussage selbst (vgl. Abbildung 11).
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Prove: If x> 0, thenx+%22.

1
(a) x+ o =2 Assume true.
-2x+1 >0 Subtracting 2 from each side and rewriting the left-
x - hand side as a fraction with denominator of x.
G-12., Factoring the numerator.
X
x>0 Since the numerator is always positive and the frac-

tion itself must be greater than or equal to zero, then
the denominator must be positive,

Therefore, x + %2 2 is equivalent to x > 0. It follows that if x > 0, then

x+1—22.
x

Abbildung 11 Beweisversuch mit Normbruch bei der logischen Struktur aus der Studie von Knuth
(2002, S. 393)

Die Norm der logischen Struktur wird hier also global verstanden in dem Sinne,
dass aus der Voraussetzung das Endergebnis hergeleitet werden soll und nicht
umgekehrt. Die Zusammenhénge zwischen den einzelnen Schritten sind in die-
sem Beweisversuch korrekt hergestellt, das heilt eine lokale (und korrekte)
Kohirenz ist vorhanden, aber die globale logische Struktur ist inkorrekt.

Es liegen hier also Diskrepanzen vor, einerseits zwischen zwei Normen und
anderseits auf der Ebene der Betrachtung (lokal vs. global), was von Knuth aber
nicht explizit getrennt wird. Die Ergebnisse sind vor diesem Hintergrund schwer
einzuordnen, da nicht klar ist, ob das Problem auf Studierendenseite bei den
Normen oder bei der Ebene der Betrachtung liegt. Hier wére schon in der Kon-
struktion des Beweisversuchs eine klare Unterscheidung zwischen Normen
(Kohérenz und logische Struktur) und der Ebene der Betrachtung (lokal und
global) wichtig.

Fiir Selden und Selden (2003) steht die Verifikationsfunktion eines Beweises im
Zentrum des eigenen Beweisverstdndnisses. Sie betrachten ausschlieBlich for-
mal symbolische Beweise, gehen also implizit von einem formal-deduktiven
Beweisverstindnis aus. Sie stellen der Analyse der Ergebnisse eine ausfiihrliche
Analyse der vorgelegten Beweisversuche voran. Diese Analysen sind sehr um-
fassend, aber nicht strukturiert entlang bestimmter, vorab festgelegter Normen.
Die grundlegenden Normen und deren Verstidndnis auf Forschendenseite werden
zwar implizit in der Diskussion der Beweisversuche thematisiert, spielen aber in
der spéteren Analyse keine Rolle mehr. Selden und Selden folgen dabei in ihrer
Bewertung einer Uberpriifung Zeile fiir Zeile. So schreiben Selden und Selden
beispielsweise zu Beweisversuch (c) in Abbildung 12



73

“Proof (c)”: The Gap

PROOF. Let n be an integer such that n2 = 3x where x is an integer. Then 3| n2.
Since n2 = 3x, nn = 3x. Thus, 3|n. Therefore if n2 is a multiple of 3, then n is a
multiple of 3.l

Abbildung 12 Beweisversuch aus der Studie von Selden und Selden (2003, S. 17)

zu der Aussage ,.For any positive integer n, if n” is a multiple of 3, then n is a
multiple of 3“ zu Beweisschritt [4] ,,Thus, 3|n*:

,Nothing in [1], [2], or [3] indicates why [4] should be true. Indeed,to fill the gap would amount to
proving the theorem.*

Es wird also auf die fehlende Kohirenz hingewiesen, die verstanden wird als
das Nicht-Herstellen von Zusammenhéngen zu den vorherigen Beweisschritten.
Laut Selden und Selden fehlen dafiir konkrete Beweisschritte, die Kohdrenz
wird hier vermischt mit der Vollstindigkeit. Es zeigt sich wieder, wie eng die
einzelnen Normen, auch im Verstidndnis auf Forschendenseite, zusammenhén-
gen. Erst durch die Kombination beider Normbriiche im gleichen Beweisver-
such lésst sich dieser Zusammenhang klar herausstellen.

Ein weiterer Beweisversuch beweist die umgekehrte Aussage, die logische
Struktur wird hier also wie bei Knuth verstanden. Die Norm der Allgemein-
giiltigkeit taucht hier nicht auf, da alle Beweisversuche formal abgefasst sind
und in dieser Hinsicht keine Probleme aufweisen.

Fiir Alcock und Weber (2005) steht ganz explizit die Norm der (lokalen) Koha-
renz im Fokus, die diese klar abgegrenzt wissen wollen von der Norm der (loka-
len) Korrektheit:

»We first argue that when one is validating a proof, it is not sufficient to make certain that each
statement in the argument is true. One must also check that there is good reason to believe that each
statement follows from the preceding statements or from other accepted knowledge, i.e. that there is
a valid warrant for making that statement in the context of this argument.” (Alcock & Weber, 2005,
S. 1)

Kohérenz wird in dieser Studie von Alcock und Weber lokal als Begriindung
des Zusammenhangs zwischen aufeinanderfolgenden Beweisschritten verstan-
den. Das Verstdndnis der Kohérenz ist dabei stark geprdgt von einem formal-
deduktiven Beweisverstindnis im Sinne des Toulmin-Modells und wird vor
diesem Hintergrund als das Vorhandensein von ,,warrants® (Alcock & Weber,
2005, S. 1) verstanden. So wird den Studierenden hier ein Beweisversuch vorge-
legt (vgl. Abbildung 13), in welchem jeder Schritt zwar korrekt ist, der letzte
aber nicht aus dem vorletzten hergeleitet werden kann. Es geht hier im Ver-
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stindnis von Kohirenz also nicht darum, dass Zusammenhénge nicht explizit
gemacht werden, sondern darum, dass ein Zusammenhang grundsitzlich nicht
besteht. Dies ist ein sehr klar eingegrenztes Verstdndnis von Kohirenz, das
durch die beschriebene Methodik gut untersuchbar ist, allerdings weitere mogli-
che Komponenten im Verstdndnis von Kohérenz ausklammert.

Theorem: (\/;) — 00 as n— .

Proof: We know that a < b= a™ < b".
So a<b=+a<+/b.
n<n+lson<+n+1 foralln

So (\/;) — 00 as n — % as required.

Abbildung 13 Beweisversuch mit Normbruch bei der Kohérenz aus der Studie von Alcock und
Weber (2005, S. 8)

Auch bei Sommerhoff und Ufer (2019) ist das Verstindnis der Kohérenz (im
Sinne einer Beweiskette) sehr eingeschrankt und vermischt mit der Norm der
Korrektheit. Es wird ein Beweisversuch mit einem inkorrekten ,,warrant” (vgl.
Abschnitt 2.3.2) vorgelegt, das heilit es wird zwar lokal ein Zusammenhang
explizit gemacht, dieser ist aber inkorrekt.

Auch in der Studie von Ufer et al. (2009), die auf den Arbeiten von Heinze und
Reiss (2003) zum Methodenwissen aufbaut, wird ein eher enges Verstiandnis der
Normen schon durch die Art des entsprechenden Normbruchs im Beweisver-
such vorgegeben. Dies soll anhand zweier Beispiele aus der Studie verdeutlicht
werden. In dem Beweisversuch in Abbildung 14 wird die Nicht-Erfiillung der
Norm der Allgemeingiiltigkeit verstanden als die Présentation eines konkreten
Beispiels und, noch spezifischer, als Argumentation anhand konkreter Messope-
rationen an diesem Beispiel. Das Beispiel wird von Heinze und Reiss (2003) als
Beispiel fiir einen Normbruch hinsichtlich des Beweisschemas, in dieser Arbeit
also der Allgemeingiiltigkeit, klassifiziert und keinen weiteren Aspekten zuge-
ordnet. Weiterhin liegt hier aber auch ein rein beschreibender Text vor, der keine
Zusammenhinge herstellt, also auch keine (deduktive) Beweiskette. In der Ter-
minologie dieser Arbeit liegt also ebenfalls ein Normbruch hinsichtlich der
Kohirenz vor. Es fehlen entscheidende Beweisschritte, somit ist der Beweis-
versuch auch nicht vollstindig.
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Rechteck in der Raute

Verbindet man die vier Seitenmitten einer Raute, so entsteht
ein Rechteck.

Achims Antwort:

Ich habe drei Rauten gezeichnet: eine mit genau 7 cm Seitenlénge, eine
mit 4,9 cm Seitenldnge und eine mit 2,75 cm Seitenldange. Jedes Mal ha-
be ich die Seitenmitten eingezeichnet und verbunden. Dann habe ich die
Innenwinkel dieser Vierecke EFGH gemessen: sie waren immer genau
90° groB.

Also sind die Vierecke EFGH immer Rechtecke.

Die Behauptung ist wahr!

Abbildung 14 Empirischer Beweisversuch mit vielfiltigen Normbriichen aus der Studie von
Ufer et al. (2009, S. 50)

Der Beweisversuch in Abbildung 15 wird von Heinze und Reiss (2003) als
Beispiel fiir einen Normbruch hinsichtlich der Beweisstruktur, in dieser Arbeit
also der logischen Struktur, klassifiziert. Der dritte Beweisschritt nutzt das,
was zu zeigen ist als Argument, hier liegt also ein Zirkelschluss. Was eigentlich
am Ende des Beweises stehen sollte, steht in der Mitte. Auch hier liegt ein eher
enges Verstidndnis dieses Aspektes vor, indem ein Normbruch beim Aspekt der
Beweisstruktur auf das Vorhandensein eines Zirkelschlusses reduziert wird und
keine anderen Unteraspekte der lokalen oder globalen Reihenfolge von Beweis-
schritten mit einbezogen werden. Durch die sehr strikte Form als two-column
proof wird hier gewéhrleistet, dass Beweisschritte und Begriindungen vollstin-
dig dargestellt werden, dass also auf der Ebene der Vollstindigkeit und Kohé-
renz keine Probleme vorliegen. Es wird auch nichts behauptet, was nicht allge-
mein zutreffen wiirde und insofern liegt auch kein Problem hinsichtlich der
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Allgemeingiiltigkeit vor. Dieser Beweisversuch stellt tatséchlich einen isolier-
ten, wenn auch sehr eingeschrinkt verstandenen, Normbruch auf der Ebene der
Beweisstruktur dar.

Rechteck in der Raute

Verbindet man die vier Seitenmitten einer Raute, so entsteht

ein Rechteck.
D
H G
o/
A M [+
E F
B
Christians Antwort:
Aussage Begriindung

Das Viereck ABCD hat die Gera-|ABCD ist eine Raute.
den AC und BD als Symmetrieach-
sen.

Das Viereck EFGH hat die Gera-|E, F, G, H sind die Seitenmitten.
den AC und BD als Symmetrieach-
Sen.

a=90° Winkel im Rechteck

Alle 4 Innenwinkel von EFGH sind | wegen der obigen Symmetrien
kongruent, also ebenfalls 90°.

—» EFGH ist ein Rechteck.

Die Behauptung ist wahr!

Abbildung 15 Beweisversuch mit Normbruch bei der logischen Struktur aus der Studie
von Ufer at al. (2009, S. 51)
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Fazit zum Normenverstindnis in dieser Arbeit

In den diskutierten Studien wird selten der normative Rahmen, in dem die Stu-
die sich bewegt, explizit gemacht. Auch wenn dieser explizit formuliert wird,
wie bei Alcock und Weber (2005) oder Heinze und Reiss (2003), wird das eige-
ne Verstindnis der Normen nicht expliziert, steckt aber implizit in der Art der
Normbriiche oder wird implizit in der Diskussion der entsprechenden Beweis-
versuche formuliert. Was dadurch untersucht werden kann, ist nur dieses spezi-
fische Verstindnis der Normen und weitere Aspekte des Verstdndnisses miissen
ausgeklammert bleiben. Auflerdem werden hiufig verschiedene Normen mitei-
nander vermischt. Wie sich bei Heinze und Reiss (2003) zeigt, ist es schwierig,
einen wirklich isolierten Normbruch zu konstruieren, das heifit einen Beweis-
versuch, der nur eine der Normen verletzt, die anderen aber nicht. Inwieweit es
zu einer Vermischung von Normen und Normbriichen kommt, hingt dabei
stark mit dem Versténdnis dieser Normen zusammen.

Auch im Rahmen dieser Arbeit muss von einem bestimmten Vorverstindnis auf
Forschendenseite in Bezug auf die Normen ausgegangen werden. Dieses wurde
versucht moglichst breit zu fassen iiber die zugrunde liegenden normativen
Dimensionen und dabei kein bestimmtes Beweisverstidndnis zugrunde zu legen:
Die Vollstindigkeit beschreibt notwendige Entitdten fiir den Beweis, die logi-
sche Struktur deren Organisation, die Kohédrenz deren Grad an Verbindung
und die Allgemeingiiltigkeit die Reichweite (vgl. Abschnitt 2.2). Dies wurde
als Grundlage gewahlt, um das der Intervention zugrunde gelegte Normenver-
stindnis {iber eine Vorerhebung auf Lehrendenseite zu spezifizieren (vgl. Ab-
schnitt 1.5). Dafiir werden ,,gegléttete” authentische Studierendenprodukte ge-
nutzt, um das Problem zu vermeiden, dass durch konstruierte Beweisversuche
bereits implizit ein bestimmtes Normenverstindnis kommuniziert wird und
dadurch nur dieses erhebbar ist. Die Normen sollen dabei klar differenziert
werden von den Ebenen, auf welchen diese Normen betrachtet werden, also der
Darstellungsebene und dem Grad der Konkretisierung am Beweisversuch.

3.5 Normenverstindnis auf Lernendenseite

Selden und Selden (2003) stellen in ihrer Studie eine deutliche Verbesserung der
Validierungskompetenz der Studierenden im Laufe der Intervention fest. Die
Studie war als ,,teaching interview* (S. 20) angelegt, was bedeutet, dass in des-
sen Verlauf von Forschendenseite nicht nur beobachtet wurde, sondern auch
fordernd eingegriffen. Daraus leiten Selden und Selden die grundsétzliche For-
derbarkeit der Validierungskompetenz ab. Als ein Hauptergebnis erhalten Selden
und Selden auflerdem, dass die Studierenden in ihrer Validierung ihren Fokus
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vor allem auf eher lokalere, oberflichliche Fehler in der Notation legen und die
Beweisversuche Zeile fiir Zeile tiberpriifen.

Bei Healy und Hoyles (2000) stehen der Aspekt der Darstellungsebene und die
Norm Allgemeingiiltigkeit im Vordergrund. Sie stellen fest, dass narrative und
ikonische Beweisversuche zwar den eigenen Herangehensweisen der Schii-
ler/innen am meisten entsprechen und fiir diese die meiste Erklarungskraft ha-
ben. Von den algebraischen Beweisversuchen (auch wenn diese Fehler aufwei-
sen) wird dagegen in der Mehrheit erwartet, dass diese die beste Note erhalten.
Auch die als empirisch klassifizierten Beweisversuche werden als sehr nah an
der eigenen Herangehensweise bewertet, aber es wird nicht erwartet, dass diese
eine gute Note erhalten wiirden. Im Versténdnis der Mehrheit der Schiiler/innen
zeigen diese Beweisversuche auch nicht, dass die Aussage immer giiltig ist,
sondern nur, dass sie fiir bestimmte Fille giiltig ist. Healy und Hoyles werten
dies als Indiz, dass die Schiiler/innen durchaus, in der Terminologie dieser Ar-
beit, ein addquates situiertes Verstandnis von Allgemeingiiltigkeit haben, diese
aber noch nicht in eigenen Beweisversuchen umsetzen konnen. Fiir Healy und
Hoyles bedeutet dies, dass Allgemeingiiltigkeit auch auf Seite der Schiiler/innen
in Abgrenzung von empirischen Begriindungen verstanden wird (vgl. Abschnitt
3.4).

Weiterhin wird in den Ergebnissen deutlich, dass die Norm der Kohérenz noch
Schwierigkeiten bereitet, was jedoch von Healy und Hoyles nicht explizit the-
matisiert wird. So wird ein relativ kohdrenterer Beweisversuch schlechter be-
wertet als ein entsprechend weniger kohdrenter Beweisversuch.

Die Ergebnisse von Martin und Harel (1989) geben einen noch vertiefteren
Einblick in das Verstindnis der Allgemeingiiltigkeit, die Beziehung zum Ver-
stindnis anderer Normen konnte durch die Fokussierung auf diese Norm in
dieser Studie jedoch nicht untersucht werden. In dieser Studie wurde die Ak-
zeptanz von empirischen, generischen und formal symbolischen Beweisversu-
chen bei angehenden Grundschullehrkréften untersucht. Als Ergebnis erhalten
Martin und Harel, dass knapp die Hilfte der Studierenden sowohl den formal
symbolischen als auch mindestens einen empirischen Beweisversuch als valide
bewertet. Sie werten dies dahingehend, dass eine Person zeitgleich sowohl ein
induktives als auch ein deduktives ,,proof frame® (S. 41) zeigen kann, oder, in
der Terminologie dieser Arbeit, dass das Verstdndnis von Allgemeingiiltigkeit
kein robustes intrapersonelles Konstrukt ist. Zwischen den Graden an Generizi-
tit in den empirischen Beweisversuchen (vgl. Abschnitt 3.4) wird dabei nicht
explizit differenziert, weshalb, wie bei Healy und Hoyles (siehe oben), lediglich
die Abgrenzung von allgemeingiiltigen und empirischen Beweisversuchen un-
tersucht werden kann. Wie genau generische Beweisversuche und entsprechen-
de Grade an Generizitét erkannt und verstanden, kann in diesem Setting nicht
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erhoben werden. Martin und Harel fanden jedoch dartiiber hinaus heraus, dass
die meisten Studierenden, die den formal symbolischen Beweisversuch als vali-
de bewerten, auch den generischen als valide bewerten. Dies konnte ein Indiz
dahingehend sein, dass auch die Studierenden, wie Martin und Harel selbst,
Generizitdt im Sinne von Formalisierbarkeit verstehen (vgl. Abschnitt 3.4).
Etwa die Hélfte der Studierenden bewerten auflerdem den inkorrekten formal
symbolischen Beweisversuch als valide, was Martin und Harel in der Weise
interpretieren, dass diese Studierende mehr auf oberfldchliche (,,ritualistic®, S.
47) Merkmale achten als auf den Inhalt.

Auch fiir Knuth (2002) liegt der Fokus auf der Frage, ob von den befragten
unterrichtenden Sekundarlehrkriften empirische Beweisversuche als valide
Beweise gewertet werden. Dies taten fiinf von sechzehn Lehrkriften. In der
Auseinandersetzung mit einem weiteren generischen Beweisversuch aus der
Geometrie stellt Knuth aulerdem fest, dass die Mehrheit der Lehrkriafte Unsi-
cherheiten zeigt in Bezug auf die Allgemeingiiltigkeit des vorgelegten Argu-
ments und glaubt, dass es weiterhin Gegenbeispiele geben konnte. Dies wertet
Knuth als Unsicherheit in Bezug auf das Verstdndnis der Allgemeingiiltigkeit.
Weitere Normen tauchen in der Analyse von Knuth nur implizit auf, wenn die
Studienteilnehmenden an einem Beweisversuch beanstanden, dass dieser kein
,sufficient level of detail” (Knuth, 2002, S. 398) und somit einen Normbruch
hinsichtlich der Vollstindigkeit aufweist. Vollstindigkeit wird hier von den
Teilnehmenden im Sinne von Detailgenauigkeit verstanden.

In seiner Interviewstudie mit siebzehn Schiiler/innen im Alter von fiinfzehn
Jahren kommt Chazan (1993) zu dhnlichen Ergebnissen. Chazan befragte die
Schiiler/innen zu ihrem Verstdndnis der vorgelegten empirischen und formal
symbolischen Beweisversuche in der Geometrie. Die meisten der Befragten
gaben an, dass es trotz Beweis dennoch mdglich ist, Gegenbeispiele zu finden.
Ein Verstandnis von Allgemeingiiltigkeit, wonach Gegenbeispiele ausgeschlos-
sen sind, liegt hier also nicht vor. Aulerdem erkannten viele nicht das Generi-
sche in den geometrischen Zeichnungen zum Beweis.

Alcock und Weber (2005), die Mathematikstudierende im Eingangssemester mit
einem Normbruch zur (lokalen) Kohirenz zwischen aufeinanderfolgenden
Beweisschritten konfrontierten, stellen fest, dass nur zwei der befragten drei-
zehn Studierenden den intendierten Normbruch erkennen und die anderen ihren
Fokus auf die lokale Korrektheit des Beweisversuchs legen:

»[...] their responses seem to suggest that they focused on the correctness of the manipulations

performed in the argument as opposed to the nature of the argument itself.” (Alcock & Weber, 2005,
S. 393)
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Nach einem entsprechenden Impuls, der explizit auf den intendierten Norm-
bruch hinweist, sind acht der Studierenden in der Lage diesen korrekt zu benen-
nen. Daraus leiten Alcock und Weber eine grundsitzliche Forderbarkeit dieser
Norm ab.

Heinze und Reiss (2003) stellen Schwierigkeiten der Schiiler/innen der achten
Klasse vor allem bei der logischen Struktur, bei Heinze und Reiss als Beweis-
struktur (,,proof structure) bezeichnet, fest. Hinsichtlich der Auseinanderset-
zung mit empirischen Beweisversuchen zeigte sich in dieser Studie ein differen-
ziertes Bild. So sind sich die meisten Schiiler/innen in dieser Studie bewusst,
dass empirische Argumente keine Beweise darstellen, bewerteten diesen aber
dennoch als Beweis aufgrund eines falschen Verstindnisses der logischen Struk-
tur:

,»As mentioned above, several students considered the empirical solution as a proof because of
mistakes related to the second aspect (proof structure). They stated that the empirical solution is
correct, because the assertion is true. Most of these students knew (and said so explicitly) that
empirical arguments do not form a proof.” (Heinze und Reiss, 2003, S. 8)

Dies gibt bereits einen Hinweis auf die enge Verwobenheit des Verstdndnisses
der einzelnen Normen auf Lernendenseite. Sommerhoff und Ufer (2019) ver-
gleichen, vor dem theoretischen Hintergrund des Methodenwissens, Akzeptanz-
kriterien von Beweisen von Schiiler/innen, Studierenden und Fachmathemati-
ker/innen. Sie stellen fest, dass sich Schiiler/innen und Studierende nach dem
ersten abgeschlossenen Semester in ihrer Validierungskompetenz kaum unter-
scheiden. Die Studierenden weisen dabei teilweise sogar schlechtere Ergebnisse
auf. Die Norm der Allgemeingiiltigkeit bereitet dabei geringe Probleme, die
Normbriiche zur logischen Struktur und Kohirenz werden jedoch nur von
weniger als der Hilfte erkannt und nur ein sehr geringer Prozentsatz kann die
entsprechend verletzte Norm korrekt benennen. Dabei konnte nur das Verstind-
nis auf Forschendenseite untersucht werden, wonach die Allgemeingiiltigkeit in
Abgrenzung von empirischen Begriindungen verstanden wird, die logische
Struktur in Abgrenzung zu zirkuldren Argumenten und die Kohirenz als korrek-
te Begriindung lokaler interner Zusammenhénge (vgl. Abschnitt 3.4).

Sporn et al. (2021) untersuchen, inwieweit concept-orientated Methodenwissen,
also Wissen ohne Bezug zu konkreten Beweisversuchen und action-orientated
Methodenwissen, was in der Terminologie dieser Arbeit dem situierten Nor-
menverstdndnis entspricht, in sich homogene aber voneinander klar unter-
scheidbare Konstrukte darstellen. Sie stellen fest, dass sich die einzelnen Nor-
men im concept-orientated Methodenwissens im Verstdndnis der Studienteil-
nehmenden nicht klar voneinander abgrenzen lassen, im action-oriented Metho-
denwissen jedoch durchaus. Weiterhin lassen sich die Konstrukte concept-
oriented und action-orientated Methodenwissen klar voneinander abgrenzen.
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Dies bestitigt, dass es im Rahmen dieser Arbeit sinnvoll ist, sich mit dem situ-
ierten Verstindnis in Auseinandersetzung mit konkreten Beweisversuchen zu
beschéftigen, um die einzelnen Normen und deren Bezichungen zueinander im
Verstandnis der Lernenden zu untersuchen.

Zusammenfassung zum Normenverstindnis auf Lernendenseite

Die Norm der Allgemeingiiltigkeit?’ ist die Norm, deren Verstindnis bislang am
meisten untersucht wurde, sowohl auf Schulebene als auch auf Hochschulebene.
Dabei zeigt die Studie von Healy und Hoyles (2000) zwar, dass diese Norm in
der Umsetzung bei eigenen Beweisversuchen den Schiiler/innen grofle Schwie-
rigkeiten bereitet und die Mehrheit empirische Argumente nutzt, dass sie sich
jedoch bewusst sind, dass diese eigentlich keine Beweise darstellen. Es liegt
also ein gewisses Verstdndnis der Allgemeingiiltigkeit vor, das vor allem die
Abgrenzung von formal dargestellten zu rein empirischen Beweisversuchen
betrifft. Auch Heinze und Reiss (2003) und Sommerhoff und Ufer (2019) stellen
fest, dass diese Norm auf der Ebene des situierten Verstindnisses sowohl Schii-
ler/innen als auch Studierenden unter den Normen die geringsten Schwierigkei-
ten bereitet. Die Interviewstudie von Chazan (1993) zeigt jedoch, dass dieses
Verstindnis auf der Lernendenseite noch sehr unzureichend ist, wenn nicht
verstanden wurde, dass ein valider Beweis die Allgemeingiiltigkeit der Aussage
zeigt und es somit keine Gegenbeispiele geben kann. Auch zeigen die Schii-
ler/innen Schwierigkeiten im Erkennen des Generischen in konkreten Beispie-
len. Auf Lehrendenseite zeigen sich dhnliche Schwierigkeiten, wie die Studie
von Martin und Harel mit angehenden Grundschullehrkriften zeigt. Knuth stellt
aullerdem in seiner Interviewstudie mit Sekundarlehrkriften fest, dass das Ver-
stindnis von Allgemeingiiltigkeit auf intrapersoneller Ebene kein robustes Kon-
strukt darstellt und Einzelpersonen unterschiedliche, auch widerspriichliche,
Verstandnisse zeigen konnen.

Einzig die Studie von Alcock und Weber (2005) stellt die Norm Kohirenz (von
aufeinanderfolgenden Beweisschritten) in den Fokus. Sie stellen fest, dass die
Studierenden selten von selbst auf diese Norm achten und eher andere Normen
im Fokus haben, nach einem entsprechenden Impuls aber den Normbruch in
diesem Bereich erkennen. Auch Sommerhoff und Ufer (2019), die Kohérenz
weniger als das Herstellen von internen Zusammenhingen verstehen, als viel-
mehr als die korrekte Begriindung dieser Zusammenhinge, stellen fest, dass
sowohl Schiiler/innen als auch Studierende in der Mehrheit den Normbruch in
diesem Bereich nicht erkennen.

27 Eine dhnliche Zusammenfassung der Ergebnisse zum situierten Verstdndnis der All-
gemeingiiltigkeit findet sich in Gayer (2023).
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Ebenso zeigt diese Studie sowie die Studie von Heinze und Reiss (2003), dass
die grofiten Probleme im Verstdndnis der logischen Struktur liegen. Die Unter-
suchung des Verstdndnisses dieser Norm beschrénkt sich jedoch auf das Erken-
nen eines Normbruchs hinsichtlich zirkuldrer Begriindungen beziehungsweise in
den Studien Knuth (2002) und Selden und Selden (2003) hinsichtlich des Be-
weises der umgekehrten Aussage (vgl. Abschnitt 3.4).

Zur Norm der Vollstindigkeit gibt es kaum Studien. Dies mag darin begriindet
liegen, dass diese Norm, zumindest vor dem Hintergrund eines formal-
deduktiven Beweisverstidndnisses, die am schwierigsten zu greifende und zu
erfilllende Norm darstellt (vgl. Abschnitt 2.3.2). Lediglich in Studien, die Be-
weisvorstellungen im Blick haben, kommt diese Norm manchmal implizit zum
Tragen, wie bei Knuth (2002), wo Bewertungen an zu geringer Detailgenauig-
keit festgemacht werden.
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Methodenteil

4  Forschungsmethoden

4.1 Forschungsfragen

In diesem Abschnitt werden zunéchst die Forschungsliicken herausgearbeitet,
die sich in der Analyse der bisherigen Studieren zum situierten Normenver-
stindnis in Abschnitt 3 gezeigt haben. Auf dieser Grundlage werden die For-
schungsfragen, die in dieser Arbeit untersucht werden sollen, spezifiziert.

Wie die Analyse im vorangegangen Abschnitt gezeigt hat, steht in den Studien
zum situierten Beweisverstdndnis meist die Norm der Allgemeingiiltigkeit im
Fokus. Dabei wurde Allgemeingiiltigkeit auf Forschendenseite meist in Abgren-
zung von rein empirischen Begriindungen verstanden, womit nur dieses Ver-
standnis in den entsprechenden Studien untersuchbar war. Im Rahmen dieser
Arbeit soll die Analyse dieses Verstidndnisses entlang der in Abschnitt 2.4.4
eingefiihrten Kohérenzebenen stirker ausdifferenziert werden.

Die anderen Normen (aus Abschnitt 2.2) der Kohédrenz, logischen Struktur und
Vollstiandigkeit wurden noch vergleichsweise wenig untersucht. In dieser Arbeit
sollen alle Normen gleichberechtigt in die Analyse einbezogen werden. Was
dartiber hinaus bislang wenig erforscht ist, ist der Zusammenhang dieser
Normen im Verstindnis auf Lernendenseite, ein weiterer Untersuchungsfokus
dieser Arbeit.

In den Studien werden zudem meist mehrere Beweistypen betrachtet, die ver-
schieden Darstellungsebenen nutzen und damit auch die Frage aufwerfen, in-
wiefern rein ikonisch dargestellte Beweisversuche an sich valide sein kdnnen.
Andere Studien legen den Fokus ausschlieBlich auf formal symbolische Be-
weisversuche. Im Rahmen dieser Arbeit wird das situierten Normenversténdnis
ausschlieBlich in Bezug auf beispielgebunden ikonische Beweise untersucht.
Dies einerseits deshalb, weil dies einen fiir den schulischen Anfangsunterricht
zentralen Beweistyp darstellt (vgl. Abschnitt 2.4.1). Anderseits soll dadurch
verhindert werden, dass die Validitdt eines Beweisversuches hauptsiachlich auf
Grundlage der gewéhlten Darstellungsebene eingeschétzt wird und die oben
genannten Normen dadurch in den Hintergrund treten. Eine Fokussierung auf
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diesen Beweistyp kann somit eine vertieftere Auseinandersetzung mit dem situ-
ierten Normenverstéindnis ermoglichen?.

Weiterhin wurde in den bisherigen Studien zum situierten Verstdndnis der Nor-
men der Allgemeingiiltigkeit, Kohdrenz, logischen Struktur und Vollstdndigkeit
implizit deren (meist eher eng gefasstes) Vorverstindnis auf Forschendenseite
zugrunde gelegt (vgl. Abschnitt 3.4). Dabei wurde, je nach Studie, entweder die
Lehrenden- oder die Lernendenseite in den Blick genommen. Im Rahmen dieser
Arbeit soll das Normenverstindnis in einer Weise untersuchbar gemacht wer-
den, die von moglichst wenig Vorannahmen hinsichtlich des Verstindnisses
auf Forschendenseite ausgeht. Weiterhin soll sowohl die Lehrenden- als auch
die Lernendenseite (auf der Hochschulebene) in den Forschungsprozess einbe-
zogen werden mit dem Ziel, ein mdglichst hohes Mal3 an Interpersonalitit im
situierten Normenverstandnis zu erreichen (vgl. Abschnitt 0).

Zu diesem Zweck wird im Rahmen dieser Arbeit eine Intervention entwickelt,
welche als Aushandlungsprozess zwischen Lehrenden- und Lernendenseite
(vgl. Abschnitt 1.5) zum situierten Normenverstidndnis in Bezug auf beispielge-
bunden ikonische Beweise konzipiert ist. Das der Intervention auf Lernenden-
seite zugrunde liegende Verstindnis der Normen wird dabei durch eine Vorerhe-
bung auf Lehrendenseite spezifiziert (vgl. Abschnitt 5.1.2).

Ziel dieser Arbeit ist es, die Entwicklung des situierten Verstindnisses auf Ler-
nendenseite im Rahmen der Intervention zu untersuchen. Dadurch soll das Kon-
strukt des situierte Normenverstindnisses empirisch in der Situierung der
Intervention (vgl. Abschnitt 5.3.1) untersucht und spezifiziert werden. Dies
umfasst insbesondere eine Fokussierung auf den oben genannten Beweistyp
beispielgebunden ikonischer Beweise. Dieses Konstrukt wird dabei entspre-
chend obigen Ausfithrungen als relationales Konstrukt aufgefasst, das heifl3t, es
werden alle in Abschnitt 2.2 eingefiihrten Normen sowie deren Zusammenhénge
im Verstdndnis auf Lernendenseite untersucht gemaf

Forschungsfrage 1: Welches situierte Normenverstindnis entwickelt sich
auf Lernendenseite in der Intervention?

Vor dem Hintergrund der Zielsetzung der Intervention interessiert bei der Unter-
suchung der Entwicklung dieses Verstindnisses im Rahmen der Intervention der
dabei erreichte Grad an Interpersonalitiit im Sinne von

28 Zu den Besonderheiten dieses Beweistyps in Bezug auf das Normenversténdnis siche
die Abschnitte 2.3 und 2.4. Insbesondere die Frage nach der Allgemeingiiltigkeit
stellt sich in diesem Zusammenhang in anderem MalBe. Hier bietet sich eine Analyse
entlang der in Abschnitt 2.4.4 eingefithrten Kohérenzebenen an, ein bislang uner-
forschter Bereich.
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Forschungsfrage 2: Wie entwickelt sich die Interpersonalitit im situierten
Normenverstindnis in der Intervention?

Dies umfasst die Frage nach dem Grad an Interpersonalitét auf Lernendenseite
sowie zwischen Lernenden- und Lehrendenseite. Dariiber hinaus sollen konkre-
te Hinweise fiir eine mogliche Weiterentwicklung der Intervention gewonnen
werden. Deshalb werden iiber die aktuelle Intervention hinaus weitere mdgliche
Einflussfaktoren auf die Entwicklung des situierten Normenverstdndnisses un-
tersucht gemal

Forschungsfrage 3: Welche potenziellen Einflussfaktoren gibt es auf die
Entwicklung des situierten Normenverstandnisses in der Intervention?

4.2 Mixed Methods

Fiir die Untersuchung der Forschungsfragen wurde ein Mixed Methods Ansatz
gewihlt. Dieser beschreibt nach Mertens die Verbindung mehrerer forschungsre-
levanter Komponenten zu einem Ganzen oder in den Worten Mertens:

,[-..] the use of more than one method, methodology, approach, theoretical or paradigmatic frame-
work and, integration of results from those different components“ (Mertens et al., 2016, S. 4)

Im Rahmen dieser Arbeit sollen dabei qualitative und quantitative Methoden fiir
die Untersuchung der Forschungsfragen zur Anwendung kommen. Damit ba-
siert das methodische Vorgehen dieser Arbeit auf unterschiedlichen Forschungs-
paradigmen: dem qualitativen und dem quantitativen. Nach Buchholtz (2021)
bediirfen die Integrierbarkeit dieser Paradigmen und der Nutzen dieser Integra-
tion fiir das Forschungsvorhaben einer expliziten Begriindung. Grundlage die-
ser Begriindung soll dabei laut Buchholtz eine dem Forschungsgegenstand im-
manente ontologische Mehrschichtigkeit sein:

,[...] bei der Begriindung dargelegt werden sollte, inwieweit der untersuchte Forschungsgegenstand

eine ontologische Mehrschichtigkeit und Komplexitét aufweist, die eine [...] Integration von For-
schungsmethoden tiberhaupt erst erforderlich macht. “ (Buchholtz, 2021, S. 235)

Fiir die erste Forschungsfrage zum in der Intervention entwickelten situierten
Normenverstdndnis ergibt sich diese Mehrschichtigkeit aus der lerntheoreti-
schen Grundlegung dieser Arbeit. Gemill der zweiten Primisse des Symboli-
schen Interaktionismus nach Blumer (vgl. Abschnitt 1.2.1) entwickeln sich
Bedeutungen (beziehungsweise Verstindnis, zur Unterscheidung der Begriffe
im Rahmen dieser Arbeit vgl. Abschnitt 1.2.2) zunéchst in der Interaktion zwi-
schen Individuen. Die Konzeption der Intervention basiert daher auf der Diskus-
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sion der Normen in Kleingruppen im Sinne von breaching experiments (vgl.
Abschnitt 1.1.2), also zunédchst auf einem qualitativen Erhebungssetting. Auch
die Datenanalyse folgt hier zundchst dem qualitativen Paradigma, was sich
ebenfalls aus Blumers Lerntheorie ergibt. Danach entsteht Bedeutung in einem
interpretativen Prozess zwischen den Beteiligten. Blumer tibertrégt dies auf den
Forschungsprozess selbst und leitet daraus die methodologische Folgerung ab,
dass auch die Beschreibung von Interaktionen interpretativer Natur sein sollte.
Konkret bedeutet dies fiir ihn, dass die Konzepte (im Rahmen dieser Arbeit also
die Normen), die fiir diese Beschreibung genutzt werden, nicht im Vorhinein in
ihrer Bedeutung festgelegt sind (wie dies im quantitativen Paradigma iiblich ist),
sondern aus der Empirie so rekonstruiert werden miissen, wie sie die Beteiligten
selbst sehen (wie dies im qualitativen Paradigma {iiblich ist).

Das in dieser Weise analysierte Normenverstdndnis konnte dann fiir die an-
schlieende quantitative Untersuchung zur Grundlage genommen werden. Dies
entspricht im Sinne von Buchholtz der ,,Entwicklung* (Buchholtz, 2021, S. 227)
als einer der fiinf von Buchholtz formulierten moglichen Ausrichtungen fiir die
Integration von Forschungsmethoden. Dabei werden die Ergebnisse aus einer
Methode (hier der qualitativen) zur Grundlage fiir die Entwicklung der anderen
Methode (hier der quantitativen) genommen. Bei dieser Art der Integration der
Methoden wurde nicht davon ausgegangen, dass die Analyse die Bedeutung der
Normen (unabhingig von der Interaktionssituation) festlegt, sondern es sollte
untersucht werden, ob sich das in den Interaktionen gezeigte Verstindnis auch in
einer auf die Interaktion folgenden Erhebung in dieser Form zeigt. Dieses Vor-
gehen trigt der dritten Pramisse des Symbolischen Interaktionismus Rechnung.
Danach folgt auf die Entwicklung von Bedeutung (bezichungsweise Verstiand-
nis) in der Interaktion ein intrapersoneller Verarbeitungsprozess. Das nach der
Interaktion bei den Beteiligten entstandene intrapersonelle Verstindnis kann
demnach durchaus zwischen den Beteiligten variieren und sich auch unterschei-
den von dem, was sich in der Interaktion gezeigt hat. Fiir die Erhebung dieses
intrapersonellen Verstdndnisses wurde daher ein Paper-und-Pencil-Test in Ein-
zelbearbeitung gewéhlt, um Einfliisse durch weitere Interaktionen im Rahmen
dieser quantitativen Erhebung ausschlieen zu konnen.

Ein weiterer Grund dafiir, an die qualitative Untersuchung der Entwicklung des
Normenverstindnisses im Rahmen der Intervention eine quantitative Untersu-
chung anzuschlieBen, liegt in der Erhéhung der Reichweite in Bezug auf die
soziale Situierung im Sinne der zweiten Forschungsfrage. Dies entspricht im
Sinne von Buchholtz der ,Erweiterung® (Buchholtz, 2021, S. 227) als einer
weiteren moglichen Ausrichtung fiir die Integration von Forschungsmethoden.
Wihrend die Entwicklung und der Grad an Interpersonalitdt in der qualitativen
Analyse sich lediglich in den untersuchten Gruppen und dem Vergleich dieser
Gruppen untersuchen lieen, sollte durch die quantitative Untersuchung die
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Reichweite auf die gesamte Lehr-Lern-Gemeinschaft dieser Veranstaltung aus-
gedehnt werden. Durch diese quantitative Analyse wird der Grad an Uberein-
stimmung in der gesamten Lernendengemeinschaft, in welcher die Intervention
stattfand, quantifizierbar. Weiterhin war die Erhebung auf der Grundlage des
zuvor auf Lehrendenseite erhobenen Verstindnisses konzipiert worden (vgl.
Abschnitt 1.5). Dadurch war ein direkter Abgleich des auf Lernendenseite erho-
benen Versténdnisses mit dem auf Lehrendenseite intendierten Verstdndnis mog-
lich. Erst die quantitative Untersuchung macht es somit moglich zu untersuchen,
inwieweit das Ziel der Intervention erreicht wurde, ein (in hohem MaB) inter-
personell geteiltes Normenverstindnis in der Lehr-Lern-Gemeinschaft zu etab-
lieren.

Weiterhin ist es durch diese zusétzliche Erhebung moglich neben der sozialen
Reichweite auch die Reichweite beziiglich der anderen Situiertheitsdimensionen
zu erweitern®®. Bei der zeitlichen Situierung konnte dadurch auch die unmittel-
bare Zeit nach der Intervention (die Erhebung fand mehrere Tage nach der In-
tervention statt, vgl. Abschnitt 5.3.1) miteingeschlossen werden. Es wurde dabei
bewusst auf die Untersuchung einer noch gréBeren zeitlichen Reichweite ver-
zichtet, da es dem Forschungsfokus entsprechend um die unmittelbar durch die
Intervention geférderte Entwicklung ging und nicht um die langfristige Wirkung
der Intervention. Beziiglich der inhaltlichen Situierung wurde weiterhin der
gleiche Inhaltsbereich gewéhlt, jedoch eine neue zu beweisende Aussage. Dies
war vor allem dem durch die Lehrveranstaltung gegebenen Rahmenbedingun-
gen geschuldet. Es wurden neue Beweisversuche genutzt, in welchen die Norm-
briiche und die verwendeten ikonischen Definitionen in anderer Weise kombi-
niert wurden als in der Intervention (vgl. Abschnitt 5.2.2), es wurde also die
rdumliche Situierung erweitert. Fir die didaktische Situierung wurden in der
Erhebung offene Fragen zur Beweisbewertung gewahlt ohne spezifischen Bezug
zu einer der Normen, um die Auseinandersetzung an dieser Stelle nicht kiinst-
lich in eine Richtung zu lenken. Es wurde damit eine weitere Situierung gewéhlt
als in der Intervention selbst, wo es Impulse gab, die die Diskussion explizit in
Richtung der Normen lenken sollten (vgl. Abschnitt 5.3.3).

Zudem sollte die Wirkung der Intervention auf die Entwicklung des Normenver-
standnisses untersuchbar gemacht werden, um Hinweise fiir eine kiinftige Wei-
terentwicklung zu erhalten. Dafiir ist eine quantitative Erhebung bestehend aus
Eingangs- und Ausgangserhebung in einem (Warte-)Kontrollgruppendesign
notwendig (vgl. Abschnitt 5.3.1). Diese ermoglicht Riickschliisse dariiber, fiir
welche Normen die aktuell konzipierte Intervention bereits das intendierte Ver-

29 Hierfiir wire nicht unbedingt eine Erhebung quantitativer Natur ndtig gewesen. Der
Hauptgrund fiir die Wahl quantitativer Methoden lag in Bezug auf Forschungsfrage 2
in der Erh6hung der sozialen Reichweite.
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standnis fordert und an welchen Stellen moglicherweise noch nachgebessert
werden muss.

Im Sinne der dritten Forschungsfrage sollte in diesem Zusammenhang zudem
untersucht werden, welche weiteren moglichen Einflussfaktoren es neben der
Intervention auf die Entwicklung des situierten Normenverstindnisses auf Ler-
nendenseite gibt, um diese bei der Konzeption kiinftiger Interventionen mit zu
beriicksichtigen. Diese potenziellen Einflussfaktoren wurden durch eine verglei-
chende Analyse der Gruppendiskussionen herausgearbeitet. Entsprechend obi-
ger Argumentation zur Untersuchung der ersten Forschungsfrage kann bei einer
lerntheoretischen Grundlegung durch den Symbolischen Interaktionismus das
Herausarbeiten von Zusammenhingen, wie hier der Einfluss bestimmter Fakto-
ren auf das situierte Normenversténdnis, nur auf Grundlage eines interpretativen
Prozesses stattfinden. Es wird dabei nach Mustern gesucht, die mehreren Be-
obachtungen zugrunde liegen (vgl. Abschnitt 1.1.2). Der erste Analyseschritt ist
hier also wiederum qualitativer Natur. Diese Muster wurden in Form von Hy-
pothesen zum entsprechenden Einflussfaktor formuliert. In einem weiteren,
darauf aufbauenden Analyseschritt sollten diese Hypothesen quantitativ iiber-
priift werden. Dieses Vorgehen entspricht wiederum der ,,Entwicklung™ (Buch-
holtz, 2021, S. 227) von Forschungsmethoden im Sinne von Buchholtz. Ziel der
quantitativen Analyse ist es dabei, die Grofe und Signifikanz des Einflusses der
qualitativ herausgearbeiteten potenziellen Einflussfaktoren zu untersuchen, und
damit zu priifen, inwieweit sich die qualitativen Beobachtungen auf die Grund-
gesamtheit hin verallgemeinern lassen. Durch die quantitative Analyse kann
damit wiederum die soziale Reichweite der Untersuchung erhoht werden.

Bei der Darstellung der Ergebnisse wurde zunédchst die qualitative Analyse be-
ziiglich aller Forschungsfragen vorgenommen. In der anschlieBenden quantitati-
ven Analyse wurden diese Ergebnisse darauf aufbauend weiter verdichtet. Die
entsprechend qualitativ beziehungsweise quantitativ adressierten Schichten der
erste bis dritte Forschungsfrage wurden dabei durch eine Ausdifferenzierung in
jeweils eine qualitative und eine quantitative Teilfrage (diese sind in Ab-
schnitt 4.3.1 bzw. 4.4.1) im Sinne von Bucholtz expliziert:

,»Als hilfreich erweist sich hier, beim Formulieren von entsprechenden Forschungsfragen verschie-
dene Schichten des Gegenstands durch Teilfragen zu adressieren und die Teilfragen zu einer iiber-
greifenden integrierten Forschungsfrage zu synthetisieren.” (Buchholtz, 2021, S. 235)

AbschlieBend wurden qualitative und quantitative Ergebnisse vergleichend
gegeniibergestellt, um daraus konkrete Hinweise fiir die Weiterentwicklung der
Intervention abzuleiten. Diese Hinweise stellen somit ,,Meta-Inferenzen
(Buchholtz, 2021, S. 235) zwischen den Methoden dar, das heif3t

»[...] gebiindelte Schlussfolgerungen hoherer Ordnung [...], die darauf abzielen, gemeinsame
Schlussfolgerungen aus den sich bestétigenden, widersprechenden und ergdnzenden Ergebnissen zu
ziehen und im gesamten Forschungskontext zu reflektieren.” (Hense und Schork, 2017, S. 381)
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4.3 Qualitative Auswertungsmethoden

4.3.1 Qualitative Forschungsfragen

Die Intervention basiert auf der Diskussion von Beweisversuchen, die Norm-
briiche hinsichtlich der in Abschnitt 2.2 etablierten Normen enthalten (vgl. Ab-
schnitt 3.3). Diese Diskussionen fanden in Kleingruppen innerhalb einer
Ubungssitzung statt. Dabei wurden diejenigen Kleingruppen in ihren Diskussio-
nen videografiert, deren Teilnehmenden vorab ihr Einverstindnis zur Verwen-
dung der Daten fiir Forschungszwecke erteilt hatten. Die videografierten Klein-
gruppendiskussionen wurden gemi3 den Transkriptionsregeln nach Kuckartz
und Rédiker (2022, S. 167 ff.) transkribiert. Léngere Passagen ohne Bezug zur
Aufgabenstellung wurden dabei nicht mit transkribiert. Fiir die qualitative Ana-
lyse wurden drei der Kleingruppen exemplarisch ausgewéhlt, die sich hinsicht-
lich ihrer GruppengroBe und der/s Ubungsleitenden unterschieden. Dies ermdg-
licht einerseits das Herausarbeiten von Gemeinsamkeiten und Unterschieden
durch den Vergleich jeweils zwei der Gruppen und gleichzeitig den Abgleich der
Ergebnisse mit der jeweils dritten Gruppe.

Bei der qualitativen Analyse geht es dabei um die Untersuchung des Entwick-
lungsprozesses in der Diskussion in den Kleingruppen im Rahmen der Inter-
vention, wihrend es in der quantitativen Analyse um einen Vorher/Nachher-
Vergleich des intrapersonellen Verstdndnisses auf Lernendenseite und einen
Abgleich mit dem auf Lehrendenseite intendierten Verstindnis geht. Die For-
schungsfragen 1 bis 3 (vgl. Abschnitt 4.1) werden daher jeweils in eine qualita-
tive und eine quantitative Unterforschungsfrage ausdifferenziert. Tabelle 2 zeigt
die entsprechend qualitativ ausdifferenzierten Forschungsfragen, die quantitati-
ve Ausdifferenzierung erfolgt in Abschnitt 4.4.1.

In der qualitativen Analyse soll insbesondere dem Umstand Rechnung getragen
werden, dass sich in den Diskussionen im zeitlichen Verlauf bei den Diskussi-
onsteilnehmenden unterschiedliche Verstindnisse zeigen konnen. Forschungs-
frage 1 wird daher qualitativ spezifiziert zu

Forschungsfrage 1.1: Welche situierten Normenverstdndnisse entwickeln
sich auf Lernendenseite in den Diskussionen in den Kleingruppen?

Im Sinne der zweiten Forschungsfrage soll die Entwicklung von Interpersonali-
tdt in den Normenverstindnissen der Diskussionsteilnehmenden qualitativ un-
tersucht werden.
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Tabelle 2 Qualitative Ausdifferenzierung der Forschungsfragen

FF1 1. Welches situierte Normenverstandnis entwickelt sich auf Lernendenseite in der
Intervention?

qualitativ | 1.1. Welche situierten Normenverstindnisse entwickeln sich auf Lernenden-
seite in den Diskussionen in den Kleingruppen?

FF2 2. Wie entwickelt sich die Interpersonalitdt im situierten Normenverstindnis in der
Intervention?

qualitativ | 2.1. Welche intra- und interpersonellen Entwicklungen zeigen sich hinsicht-
lich der situierten Normenverstindnisse in den Diskussionen in den Klein-
gruppen?

FF3 3. Welche potenziellen Einflussfaktoren gibt es auf die Entwicklung des situierten
Normenverstdndnisses in der Intervention?

qualitativ | 3.1. Welche potenziellen Einflussfaktoren auf das Erkennen der intendierten
Normbriiche zeigen sich in den Diskussionen in den Kleingruppen?

Im Sinne der Pramissen des Symbolischen Interaktionismus, die sowohl inter-
als auch intrapersonelle Prozesse als Basis fiir den Verstdndnisaufbau formu-
lieren (vgl. Abschnitt 1.2.1), kann die zweite Forschungsfrage wie folgt qualita-
tiv spezifiziert werden zu

Forschungsfrage 2.1: Welche intra- und interpersonellen Entwicklungen
zeigen sich hinsichtlich der situierten Normenverstiandnisse in den Diskussi-
onen in den Kleingruppen?

Im Sinne der dritten Forschungsfrage sollten schlieBlich Hypothesen generiert
werden zu weiteren potenziellen Einflussfaktoren auf die Entwicklung des situ-
ierten Normenverstindnisses in den Diskussionen in den Kleingruppen. Diese
Hypothesen sollen so formuliert sein, dass diese im Rahmen der quantitativen
Analyse {iberpriifbar sind. In der quantitativen Analyse steht der Abgleich des
situierten Normenverstindnisses auf Lernendenseite mit dem intendierten Ver-
stindnis auf Lehrendenseite im Fokus. Die Untersuchung des intendierten Ver-
standnisses wiederum ist operationalisiert durch die intendierten Normbriiche
in den zu diskutierenden Beweisversuchen. Vor diesem Hintergrund wird For-
schungsfrage 3 spezifiziert zu

Forschungsfrage 3.1: Welche potenziellen Einflussfaktoren auf das Erken-
nen der intendierten Normbriiche zeigen sich in den Diskussionen in den
Kleingruppen?
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4.3.2 Dokumentarische Methode und qualitative Inhaltsanalyse

Zur Untersuchung der ersten Forschungsfrage zur Entwicklung der situierten
Normenverstindnisse sollen diese entsprechend der theoretischen Grundlegung
des Symbolischen Interaktionismus (vgl. Abschnitt 1.4) aus der Perspektive der
Handelnden heraus rekonstruiert werden. Die (Sprach-)Handlungen miissen
dafiir von Forschendenseite aus interpretiert und in einen Gesamtzusammen-
hang gebracht werden. Die dokumentarische Methode, die methodologisch auf
dem interpretativen Paradigma beruht und hier nach Bohnsack (2003) darge-
stellt wird, bietet das dafiir notwendige Instrumentarium.

Die Normen, die der Beweisbewertung zugrunde liegen sollen und deren Ver-
standnis untersucht werden soll, ergeben sich jedoch aus der theoretischen
Grundlegung der Arbeit (vgl. Abschnitt 2.2). Diese sollen nicht selbst aus der
Perspektive der Handelnden rekonstruiert werden, sondern lediglich deren Ver-
standnis. Diese Normen werden daher im Sinne der qualitativen Inhaltsanalyse
nach Mayring (2015) als (Ober-)Kategorien fiir die Kodierung des Datenmateri-
als angesehen.

Dies macht eine Integration der qualitativen Methoden der dokumentarischen
Methode und der qualitativen Inhaltsanalyse im Sinne eines Zusammenfiihrens
von Methoden notwendig, die im Folgenden detailliert dargestellt werden soll.
Dabei wird von der dokumentarischen Methode ausgegangen und an den ent-
sprechenden Stellen werden Adaptionen im Sinne der qualitativen Inhaltsanaly-
se beschrieben. Die dokumentarische Methode unterscheidet zwischen zwei
Interpretationsschritten, der formulierenden Interpretation und der reflektieren-
den Interpretation, die im Folgenden dargestellt werden:

Formulierende Interpretation und Zusammenhang zur Inhaltsanalyse nach
Mayring

In der formulierenden Interpretation, dem ersten Analyseschritt der dokumenta-
rischen Methode, werden die Themen und Unterthemen der Diskussion heraus-
gearbeitet. Ziel ist es, die thematische Struktur der Diskussionen in ihrem Ver-
lauf nachzuzeichnen. Dies liefert einen ersten Uberblick iiber die in der Diskus-
sion wichtigen Themen und deren zeitliche Abfolge. Fiir die weitere Analyse
konnen (ggf. zeitlich verstreut liegende) Passagen zu den gleichen Themen
ausgewdhlt und einer gemeinsamen Analyse unterzogen werden. Dadurch kon-
nen Unterthemen identifiziert und Gemeinsamkeiten und Unterschiede im zeit-
lichen Verlauf analysiert werden.

Die Themen sind bei der Untersuchung des Normenverstidndnisses durch die
entsprechenden Normen bereits aus der theoretischen Grundlegung der Arbeit
vorgegeben (siehe oben). Die Themen entsprechen den Normen der Allgemein-
giiltigkeit, Vollstdndigkeit, logischen Struktur und Kohérenz. Diese werden also
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nicht aus dem Material selbst heraus bestimmt, sondern als vorab festgelegter
Analyserahmen an die Texte herangetragen.

Damit hat der erste Analyseschritt der dokumentarischen Methode, wie er in
dieser Arbeit angewendet wird, eine enge Bezichung zur deduktiv-induktiven
Kategorienbildung im Rahmen der qualitativen Inhaltsanalyse. Auch in der
qualitativen Inhaltsanalyse geht es um ,,die Analyse von Material, die aus ir-
gendeiner Art der Kommunikation stammt.” (Mayring, 2015, S. 11, Herv. i.0.).
Ziel ist es auch hier, die Sinngehalte des Materials zu analysieren oder in den
Worten Schreiers ,,systematically describe the meaning of your material“
(Schreier, 2012, S.3). Zentral bei der Inhaltsanalyse ist ein systematisches und
regelgeleitetes Vorgehen im Sinne einer kategorienbasierten Herangehensweise,
durch welche die Daten reduziert werden sollen (vgl. Schreier, 2012, S. 5) sowie
die empirische Verankerung der gebildeten Kategorien. Dieses systematische,
empirisch verankerte Vorgehen soll im Rahmen dieser Arbeit genutzt werden,
um das Normenverstindnis aus der Perspektive der Handelnden heraus in Un-
teraspekten auszudifferenzieren.

Bei der deduktiv-induktiven Kategorienbildung werden in einem ersten Schritt
deduktive Kategorien, im Rahmen dieser Arbeit also die oben genannten Nor-
men, an das Textmaterial herangetragen. Dies bezeichnet Mayring als strukturie-
rende Inhaltsanalyse (vgl. Mayring, 2015, S. 97 ff.): Das Material wird entlang
dieser Kategorien (,,Themen* in der dokumentarischen Methode) kodiert.

Um die Unteraspekte im Normenverstindnis auszudifferenzieren, kdnnen Un-
terkategorien (,,Unterthemen® in der dokumentarischen Methode) am Material
induktiv gebildet werden. Mayring bezeichnet dies als zusammenfassende In-
haltsanalyse (vgl. Mayring, 2015, S. 69 ft.), die unter anderem durch Paraphra-
sieren, Generalisieren und Subsumieren (siche unten) des Textmaterials neue
(Unter-)Kategorien bildet.

Reflektierende Interpretation

Bei der reflektierenden Interpretation wird ausgehend von der formulierenden
Interpretation die Entwicklung von Orientierungen im Diskussionsverlauf ana-
lysiert. Dabei bezeichnen Orientierungen ,,Sinnmuster, die unterschiedliche
(einzelne) Handlungen strukturieren.” (Przyborski, 2004, S. 55). Im Kontext
dieser Arbeit kann dabei unterschieden werden zwischen den Normen, die in der
formulierenden Interpretation an das Material herangetragen werden, und dem
Normenverstindnis der Akteur/innen, welches den Orientierungen im Sinne
Przyborskis entspricht. Die reflektierende Interpretation wird im Rahmen dieser
Arbeit vor allem fiir die Beantwortung der zweiten Forschungsfrage zu intra-
und interpersonellen Entwicklungen in den situierten Normenverstindnissen der
Diskussionsteilnehmenden genutzt. Dabei ist die Untersuchung von inkludie-
renden Modi im Sinne Przyborskis von zentralem Interesse. Inkludierende Modi
sind nach Przyborski ,,Formen, wie das Kollektiv gemeinsame Orientierung
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hervorbringt* (Przyborski, 2004, S. 96). In der dokumentarischen Methode wird
dafiir die Relation zwischen AuBerungen und Reaktionen auf diese AuBerungen
untersucht und nach Regelhaftigkeiten, nach Mustern, gesucht. Przyborski
schldgt dafiir eine Klassifikation in drei Schritten vor, die vor dem Hintergrund
des theoretischen Rahmens dieser Arbeit begrifflich angepasst wurde. Diese
Anpassung ist in Tabelle 3 dargestellt.

Tabelle 3 Interaktionsmuster in Anlehnung an die inkludierenden Modi nach Przyborski 2004, (S.62
ff.)

Dokumentarische Methode  Inhaltliche Erlduterung Bezeichnung in dieser Arbeit

préinteraktionales oder

Orientierungsgehalt : . L
858 interaktionales Normenverstindnis

Schritt 1 Proposition

aufgeworfen formuliert

Validierung oder

Elaboration (einfache) Zustimmung oder

(Exemplifizierung ~ Zustimmende Reaktion  Ebenenwechsel bezichungsweise

beziehungsweise Begriindung

argumentativ)
Schritt 2

. interaktionale Entwicklung oder
gntl(t)}:tsizr?der Ablehnende Reaktion parallel vorliegende,
pp unvereinbare Verstindnisse

Schritt 3 Konklusion Einigung auf Metaebene explizierte oder

implizit formulierte Versténdnisse

Im ersten Schritt, der Proposition, wird zunichst ein Orientierungsgehalt auf-
geworfen (vgl. Przyborski, 2004, S. 62 ff.). Im Rahmen dieser Arbeit bedeutet
dies, dass ein bestimmtes Normenverstdndnis durch eine Person (erstmalig)
aufgeworfen wird.

Im Rahmen der Intervention sollten die Diskussionsteilnehmenden zunichst in
Einzelarbeit ihre eigenen Normenverstindnisse in Bezug auf die présentierten
Beweisversuche kliren und diese anschlieBend im Rahmen der Kleingruppen-
diskussion gegeniiberstellen (vgl. Abschnitt 5.3.3). In diesem Kontext kann
daher auBerdem unterschieden werden zwischen priinteraktional und interak-
tional entwickeltem Verstindnis. Bei ersterem handelt es sich um ein bereits in
der Einzelarbeit entwickeltes Verstidndnis, bei letzterem um ein Verstidndnis, das
sich erst im Rahmen der Interaktion entwickelt. Dies wird anhand der Tempus-
wahl und dem Zeitpunkt der AuBerung unterschieden: Priteritum oder Perfekt
sowie eine AuBerung zu Beginn der Diskussion weisen eher auf ein priinterak-
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tional entwickeltes Verstéindnis hin, Prisens und eine spitere AuBerung auf ein
interaktional entwickeltes Verstandnis.

Bei den zustimmenden Reaktionen wird in der dokumentarischen Methode
unterschieden zwischen einer Validierung (Przyborski, 2004, S. 70) und einer
Elaboration (Przyborski, 2004, S. 69) Erstere bezeichnet eine kurze zustimmen-
de AuBerungen wie ,ja“ oder ,genau”, welche zwar auf eine grundsitzliche
Ubereinstimmung der Orientierung verweist, jedoch offenlisst, inwieweit die
zustimmende Person die AuBerung der Person tatsichlich im Detail nachvollzo-
gen hat und welchen Aspekten genau zugestimmt wird.

Da Validierung im Rahmen dieser Arbeit bereits mit einem anderen Bedeu-
tungsgehalt belegt ist, wurde dies als (einfache) Zustimmung bezeichnet. Die
Elaboration bezeichnet dagegen eine vertiefte Auseinandersetzung mit der
Proposition im Sinne einer weiteren Ausdifferenzierung des Orientierungsgehal-
tes. Im Rahmen dieser Arbeit liegt der Fokus dabei auf den folgenden beiden
Punkten:

Einmal auf der Exemplifizierung nach Przyborski, also der Verdeutlichung an
einem Beispiel (vgl. Przyborski, 2004, S. 69). Im Rahmen dieser Arbeit wird
darunter ein Ebenenwechsel verstanden von einer abstrakten Erdrterung der
Normen ohne konkreten Bezug zu einem Beweisversuch hin zu einer Konkreti-
sierung anhand eines gegebenen Beweisversuchs. Mit Ebenenwechsel wird in
dieser Arbeit im Allgemeinen ein Wechsel in der Ebene der Betrachtung be-
zeichnet. Dies ist somit weiter gefasst als die Exemplifizierung bei Przyborski.
Insbesondere fillt darunter auch der Wechsel zwischen sprachlicher und ikoni-
scher Darstellungsebene.

Weiterhin liegt der Fokus auf argumentativen Elaborationen nach Przyborski, in
welchen weitere Begriindungen fiir den aufgeworfenen Orientierungsgehalt
geliefert werden (vgl. Przyborski, 2004, S. 69). Dies wird in der Analyse im
Rahmen dieser Arbeit daher als Begriindung bezeichnet und liefert einen Hin-
weis darauf, wie die Normen im Verstdndnis der Diskussionsteilnehmenden
zusammenhéngen.

Bei den ablehnenden Reaktionen unterscheidet Przyborski zwischen der Anti-
these (Przyborski, 2004, S. 71), bei welcher ein Gegenhorizont geduflert wird,
der sich jedoch in einer Synthese mit der urspriinglichen Orientierung vereini-
gen lisst, und einer Opposition (Przyborski, 2004, S. 72), welche auf grundle-
gend unterschiedliche Orientierungsrahmen schlieen ldsst. Diese Unterschei-
dung wird im Rahmen dieser Arbeit aufgegriffen. Dabei werden einerseits ge-
meinsame, interaktionale Entwicklungen von Verstidndnissen betrachtet. Diese
konnen sowohl aus antithetischen als auch aus von Anfang an geteilten Ver-
standnissen entstehen. Von daher wird an dieser Stelle die Differenzierung nach
zustimmenden und ablehnenden Reaktionen aufgelost. Die Opposition bei
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Przyborski wird in dieser Arbeit im Sinne von bis zum Ende hin parallel ne-
beneinander vorliegenden, unvereinbaren Verstindnissen aufgefasst.

Im dritten Schritt wird bei Przyborski untersucht, ob eine abschlieBende Kon-
klusion (Przyborski, 2004, S. 74) formuliert wird, also eine Einigung erreicht
wird. Die darin enthaltene Frage nach dem Grad an Ubereinstimmung in Bezug
auf die im zeitlichen Verlauf der Diskussion formulierten Verstdndnisse wird im
Rahmen dieser Arbeit bereits im zweiten Schritt bei der Auseinandersetzung mit
den zustimmenden und ablehnenden Reaktionen betrachtet. Dariiber hinaus soll
an dieser Stelle untersucht werden, ob diese Verstiandnisse von den Diskussions-
teilnehmenden selbst abschlieBend auf der Metaebene betrachtet, explizit for-
muliert und verglichen werden oder ob diese bis zum Ende hin nur implizit
formuliert bleiben.

Die Untersuchung der dritten Forschungsfrage zu potenziellen Einflussfakto-
ren auf das Erkennen eines intendierten Normbruchs und damit das Etablieren
des intendierten Normenverstandnisses basiert auf einer komparativen Analyse
im Sinne der dokumentarischen Methode. Dafiir werden die etablierten Nor-
menverstdndnisse und die diesbeziiglichen intra- und interpersonellen Entwick-
lungen zwischen den Gruppen verglichen. Erst durch diesen Vergleich wird
deutlich, dass sich beim Fehlen bestimmter Einflussfaktoren, die in anderen
Gruppen vorhanden sind, das Normenverstindnis nicht in intendierter Weise
entwickelt.

4.3.3 Qualitative Auswertung auf Lehrenden- und Lernendenseite

Wie in Abschnitt 1.5 beschrieben, gab es eine erste Vorerhebung auf Lehrenden-
seite, durch welche das Normenverstindnis ausdifferenziert wurde, welches in
der Intervention den Lernenden vermittelt werden soll. In dieser Vorerhebung
wurde angestrebt, einen hohen Grad an Interpersonalitdt in der gemeinsamen
Diskussion zu erreichen. Demzufolge liegt der Fokus in der Analyse der Vorer-
hebung darauf, in einer deduktiv-induktiven Kategorienbildung das Verstdndnis
der Normen in Unteraspekte auszudifferenzieren, welche von der Mehrheit der
Lehrenden geteilt werden. Dies entspricht dem Schritt der formulierenden Inter-
pretation in der dokumentarischen Methode. Der Schritt der reflektierenden
Interpretation kommt erst auf Lernendenseite zur Anwendung.

Auf Lernendenseite wurde anhand des auf diese Weise in Unteraspekte der
Normen ausdifferenzierten Kategoriensystems eine strukturierende Inhaltsana-
lyse gemacht. Hier wurden also keine neuen (Unter-)Kategorien induktiv gebil-
det, sondern untersucht, inwieweit sich das durch die Lehrendenseite vorgege-
bene Verstindnis auch auf Lernendenseite wiederfindet.
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Lehrendenseite

Um das Normenverstidndnis auf Lehrendenseite zu erheben, sollten die Normen
ausdifferenziert werden entlang der verschiedenen Ebenen der Betrachtung.
Dafiir wurde das Textmaterial in einer strukturierenden Analyse zundchst ent-
lang der Normen und dann jede Norm nochmals entlang der Ebenen der Be-
trachtung kodiert®. Aus dem Vergleich der Passagen zur gleichen Norm und den
gleichen Ebenen der Betrachtung wurden induktiv Unteraspekte im Versténdnis
der jeweiligen Norm herausgearbeitet. Um diese zu konkretisieren, wurde auf
Verfahrensweisen der zusammenfassenden Inhaltsanalyse zuriickgegriffen,
welche hier nach Mayring (2015, S. 691f) dargestellt werden: Die Unterkatego-
rien sollten relativ nah am empirischen Material sein, aber dennoch so allge-
mein, dass sich diese zu wenigen Unterkategorien zusammenfassen lassen.
Dementsprechend wurde ein mittleres Abstraktionsniveau festgelegt. Nachdem
sich mit den Texten vertraut gemacht wurde, wurde mit der Segmentierung
begonnen. Dabei sollte jedes Segment einen zusammenhingenden Gedanken
abbilden. Da auch Zusammenhédnge im Verstdndnis der Normen untersucht
werden sollten, kann ein Segment mit mehreren Normen kodiert werden, jedoch
nicht mit unterschiedlichen Auspragungen in der Ebene der Betrachtung. Die
Kodiereinheit (kleinstmogliches Segment) wurde daher auf einen Spiegelpunkt
oder einen Teilsatz (die kleinere der beiden Einheiten) festgelegt, die Konfext-
einheit auf einen Paragrafen. Ein Segment endet automatisch auch dort, wo der
Redeanteil einer Person endet.

Die Passagen wurden daraufhin paraphrasiert und nicht bedeutungstragende
Textbestandteile gestrichen mit dem Ziel, eine grammatische Kurzform zu errei-
chen. Durch Vergleich dieser Kurzformen konnten durch Generalisieren (also
Anheben des Abstraktionsniveaus) und Subsumtion unter bereits bestehende
Kurzformen eine Sattigung erreicht werden in dem Sinne, dass nach Durchgang
der Hilfte des Materials jede neue Unterkategorie unter eine bereits gebildete
subsumiert werden konnte. Es konnte so ein einheitliches System an Unterkate-
gorien gebildet werden, das sich in das deduktiv formulierte Analyseraster aus
normativen Oberkategorien und Ebenen der Betrachtung einfiigt. In einem zwei-
ten Materialdurchgang wurde das Material entlang dieser Unterkategorien ko-
diert. Das so ausdifferenzierte Kategoriensystem erfiillt dabei die folgenden
Giitekriterien nach Schreier (2012, S. 71ff) sowie Kuckartz und Radiker (2022,
S. 63ff):

30 Auf eine Doppelkodierung musste aus zeitlichen und personellen Griinden an dieser
Stelle verzichtet werden. Das Kategoriensystem wurde bereits bei der Quantifizie-
rung der Erhebungsdaten aus Eingangs- und Ausgangserhebung in gleicher Weise
genutzt. Dort wurde durch eine Doppelkodierung die Reliabilitét sichergestellt. Die
Kodierung wurde an dieser Stelle von einer der Kodiererinnen, die auch die Quanti-
fizierung vorgenommen hatte, kodiert. Vor diesem Hintergrund erschien eine erneute
Zweitkodierung an dieser Stelle verzichtbar.
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Der Konstruktvaliditdt wird durch die theoretische Fundierung der normativen
Oberkategorien und die Expert/innenbefragungen zu den induktiv gebildeten
Unterkategorien Rechnung getragen. Zweck des Kategoriensystems ist es, das
situierte Normenverstdndnis differenziert erheben zu konnen. Dies zeigt die
enge Beziehung zu den Forschungsfragen. Die (Unter-)Kategorien selbst sind
eindimensional, das heifit jede Dimension im Kategoriensystem umfasst nur
eine Facette des Materials, die sich aus der Kombination einer Norm und einer
Ebene der Betrachtung ergibt. Sie ergeben sich aus der zusammenfassenden
Analyse aus dem empirischen Material und liefern durch diesen Prozess genau
definierte und nachvollziehbare (Unter-)Kategorien. Dabei sind sie so formu-
liert, dass sie in ihrer Anwendung trennscharf sind, das heif3t die Entitdten sind
klar voneinander abgegrenzt. Dies wird dadurch gewihrleistet, dass in einem
Kodiermanual durch Kodierregeln und Ankerbeispiele festgelegt ist, welche
(Unter-)Kategorie einem Segment zuzuordnen ist. Da auch die Beziehung der
Normen im Verstidndnis der Lernenden untersucht werden soll, werden die Ka-
tegorien hier nicht als disjunkt angenommen. Das heifit einem Segment kénnen
mehrere (Unter)Kategorien zugeordnet werden. Auflerdem ist das Kategorien-
system in doppelter Hinsicht vollstindig: In der Richtung vom Kategoriensys-
tem zum empirischen Material findet jede (Unter-)Kategorie bei der Kodierung
Verwendung. Das Kategoriensystem ist also gesdttigt. In der umgekehrten Rich-
tung kann jedes Segment einer Kategorie zugeordnet werden, das Kategorien-
system ist somit erschépfend.

Lernendenseite

Formulierende Interpretation

Um eine gute Vergleichbarkeit zwischen den Gruppen zu gewéhrleisten, wurden
die Transkripte zunichst anhand externer Kriterien in Abschnitte vorgegliedert’"
Fiir jeden Abschnitt wurde eine Turn-by-Turn-Analyse entlang der Normen und
der Ebenen der Betrachtung vorgenommen. Die Normen wurden entsprechend
der Vorerhebung auf Lehrendenseite entlang der dort analysierten Unteraspekte
der Normen ausdifferenziert. Fiir jeden Abschnitt wurde ein Zentralthema iden-
tifiziert, was der Norm entspricht, die in der Diskussion in diesem Abschnitt im
Fokus steht. Weiterhin wurden Seitenthemen identifiziert, also Normen, die in
engem Zusammenhang zum Zentralthema diskutiert wurden. Die Daten wurden
dahingehend reduziert, dass fiir jeden Abschnitt nur die Textstellen fiir die Ana-
lyse ausgewahlt wurden, die das Zentral- und die Seitenthemen dieses Abschnit-
tes diskutieren. Es wurden weiterhin nur diejenigen Textstellen betrachtet, die in

31 Das entsprechende Vorgehen ist zu Beginn von Abschnitt 6 dargestellt.
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Bezug auf diese Themen neue Orientierungen aufwerfen, beziehungsweise
bereits aufgeworfene weiter vertiefen.

Die Normen, die als Zentral- und Seitenthemen im jeweiligen Abschnitt auftre-
ten, wurden dabei als Entitéten fiir die grafische Veranschaulichung der Analyse
des jeweiligen Abschnittes gewahlt. Diese Veranschaulichung wird im Rahmen
dieser Arbeit als Analyseraster bezeichnet. Um das Verstdndnis der in diesem
Abschnitt zentralen Norm grafisch darzustellen, wurden zu jeder Norm die
Ebenen der Betrachtung und die Unteraspekte mit aufgefiihrt und die jeweils in
dem Abschnitt diskutierten hervorgehoben, die anderen ausgegraut.

Reflektierende Interpretation

Die Beziehungen zwischen den diskutierten Normen wurden in den Analyseras-
tern durch Pfeile verdeutlicht. Dabei wurden je nach Abschnitt und daraus resul-
tierendem Analysefokus entweder die zeitlichen Beziehungen abgebildet, also
die zeitliche Abfolge der Themen im Diskussionsverlauf, oder die logischen
Beziehungen> In letzterem Fall verdeutlicht ein Pfeil zwischen Normen, dass
eine Norm zur Begriindung einer anderen Norm im Sinne einer Elaboration
(vgl. Abschnitt 4.3.2) herangezogen wurde. Dadurch werden die Bezichungen
zwischen den Normen im Verstdndnis der Diskussionsteilnehmenden verdeut-
licht, was Aufschliisse iiber das Normenverstiandnis (als relational verstandenes
Konstrukt, also als Beziehung zwischen Verstindnissen einzelner Normen) im
Sinne der ersten Forschungsfrage liefert. Weiterhin werden durch diese Darstel-
lung potenzielle Einflussfaktoren auf die Entwicklung des intendierten situierten
Verstidndnisses der jeweiligen Norm, im Sinne der dritten Forschungsfrage,
direkt grafisch sichtbar. Diskrepanzen oder eine Abgrenzung von Normen wur-
den durch Doppelpfeile verdeutlicht.

Die intra- und interpersonellen Entwicklungen, im Sinne der zweiten For-
schungsfrage, wurden durch eine farbliche Unterscheidung der Diskussionsteil-
nehmenden abgebildet. Normen und Beziehungen zwischen diesen wurden
entsprechend farblich gezeichnet nach den Personen, die diese in die Diskussion
einbringen. Das Benennen einer Norm wurde dabei durch einen entsprechend
gefarbten Punkt kenntlich gemacht, fiir die Darstellung von Beziehungen wurde
der Pfeil zwischen den Normen entsprechend geféarbt. Ein Beispiel ist in Abbil-
dung 16 dargestellt:

32 Die konkrete Ausgestaltung der Analyseraster wird in der qualitativen Analyse in den
Abschnitten zu den jeweiligen Normen erldutert.
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Abbildung 16 Beispiclhafte grafische Veranschaulichung der Analyse von Interaktionsmustern
(entspricht Abbildung 34)

4.3.4 Giitekriterien qualitativer Forschung

Ein Forschungsprozess kann als eine Art Beweisprozess verstanden werden: Die
Ergebnisse dieses Prozesses sollen durch den Forschungsprozess in ihrer Gtil-
tigkeit nachgewiesen werden. Von daher lédsst sich auch die Giite eines For-
schungsprozesses untersuchen entlang der normativen Dimensionen aus Ab-
schnitt 2.2, also durch Festlegung der Entitéten, deren Organisation und Verbin-
dung sowie durch die erreichte Reichweite der Ergebnisse.

Zum Forschungsprozess gehoren als Entititen neben der eigentlichen Analyse
und deren Argumentation, die verwendeten Methoden, die Forschungsfragen,
der theoretische Rahmen, das empirische Material und der fiir die Forschung
relevante Personenkreis. Diese Entitdten befinden sich dabei jeweils in be-
stimmten Kohirenzebenen (vgl. Abschnitt 2.4.4), die von ihrer Organisations-
logik her ineinander eingebettet sind, beginnend mit der eigentlichen Analyse
bis hin zum relevanten Personenkreis.

Fiir die qualitative Forschung wurden von Steinke (1999 und 2007) sieben33
Gitekriterien formuliert. Diese Giitekriterien werden hier entlang der oben be-

33 In der Darstellung im Rahmen dieser Arbeit wurde zusétzlich das Kriterium der theo-
retischen Einbettung hinzugefiigt. Daher finden sich in der Auflistung unten acht Gii-
tekriterien.



100

schriebenen Organisationslogik der Kohidrenzebenen (aus Abschnitt 2.4.4) dar-

gestellt:

1.

Die Ebene der Analyse wird bei Steinke mit dem Kriterium der
Kohdrenz adressiert. Darunter versteht Steinke die innere Konsistenz
und Widerspruchsfreiheit der dargelegten Argumentation. Es geht hier
also um eine enge Beziehung des in der Analyse Dargelegten, in der
Terminologie dieser Arbeit also um die interne Kohérenz der Arbeit.
Dem wird in dieser Arbeit durch den logischen Aufbau der Analysen,
die sich in mehreren Verdichtungsschritten auseinander ergeben,
Rechnung getragen. Widerspriiche werden direkt adressiert und es wird
versucht, diese auf einem hoheren Abstraktionsniveau aufzulosen. Wo
dies nicht gelingt, insbesondere beim Vorliegen widerspriichlicher und
unvereinbarer Verstindnisse auf Studierendenseite, wird dies als
Grundlage genommen, gezielte Vorschldge zu erarbeiten, wie kiinftige
Interventionen in einer Weise weiterentwickelt werden konnen, um
diese Widerspriiche aufzulésen.

Die Ebene der verwendeten Methoden wird durch das Kriterium der
Indikation  adressiert. Laut Steinke sollten die Methoden
gegenstandsangemessen gewihlt werden. In der Terminologie dieser
Arbeit geht es hier also um die externe Kohirenz der Analyse zum
Gegenstand. Dem wird in dieser Arbeit durch Eingrenzung des
Gegenstandes durch die Formulierung konkret untersuchbarer
Forschungsfragen Rechnung getragen. Die Angemessenheit der zur
Untersuchung der Forschungsfragen angewandten Methoden wird in
Abschnitt 4.3.2 ausfiihrlich begriindet.

Die theoretische Einbettung wird von Steinke nicht explizit genannt,
stellt aber einen wesentlichen Teil der Forschungsarbeit dar. Die
Forschungsfragen selbst und der entsprechende Analysefokus wurden
auf Grundlage der Analyse der bereits zum Gegenstand existierenden
empirischen und theoretischen Arbeiten herausgearbeitet, es wurde hier
also wieder Kohdrenz auf der externem Ebene hergestellt. Die
Ergebnisse wurden vor diesem Hintergrund présentiert und dabei in
diesen Rahmen eingebettet.

Weiterhin wird von Steinke eine empirische Verankerung der Analyse
gefordert, das heillt eine Argumentation, die sich direkt aus dem
empirischen Material heraus ergibt und aus diesem heraus begriindet
ist. Dies adressiert somit die Kohérenzebene der betrachteten
empirischen Beispiele. Diese Beispiele bestehen dabei aus den
Diskussionen in den fiir die Analyse ausgewéhlten Kleingruppen. Bei
der Analyse dieser Beispiele wurde sehr nah am Textmaterial in Turn-
by-Turn-Analysen  gearbeitet. Deren Grundlage bildet ein
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Kategoriensystem, das einerseits theoriebasiert hergeleitet wurde,
jedoch zudem, im Rahmen einer Vorerhebung, durch eine induktive
Kategorienbildung ausdifferenziert wurde. Diese
Auswertungsgrundlage ist somit selbst empirisch verankert. Die Turn-
by-Turn-Analysen wurden zur Beantwortung der Forschungsfragen hin
verdichtet. Es wurde somit keine vorab festgelegte Theorie zum
Normenverstindnis an das Material herangetragen, sondern im
Rahmen einer dokumentarischen Analyse das Verstindnis aus dem
Diskussionsmaterial heraus bestimmt.

5. Bei der Verallgemeinerbarkeit/Limitation steht im Sinne Steinkes die
Frage im Fokus, inwieweit sich die Ergebnisse der Analyse auf andere
Beispiele in anderen Kontexten iibertragen lassen, das heif3t, inwieweit
sich die untersuchten Fille als beispielhaft fiir eine grofBere Klasse von
Fillen betrachten lassen. In der Terminologie dieser Arbeit geht es also
um die Frage nach der Reichweite und damit darum, inwieweit die
Fille Kklassifikatorisch verstanden werden konnen und somit eine
Ubertragbarkeit gewihrleistet ist. Zentrales Analysemittel im Rahmen
dieser Arbeit ist dabei der Fallvergleich, durch welchen im Sinne der
dokumentarischen =~ Methode = gemeinsame  und  divergente
Orientierungen herausgearbeitet werden konnen. Dadurch lassen sich
Zusammenhinge herausarbeiten, die als Hypothesen formuliert, eine
grofere Reichweite beanspruchen als die untersuchten Fille selbst.
Durch die Kombination mit einer quantitativen Untersuchung im
Rahmen eines Mixed-Methods-Ansatzes konnte die Reichweite der
Untersuchung in dieser Arbeit noch weiter ausgedehnt werden (vgl.
Abschnitt 4.2). Die Limitationen, die sich aus der Situierung der
Intervention ergeben, sind in Abschnitt 8.4 explizit dargestellt.

Die oben vorgestellten Kriterien entsprechen somit einer Verortung des
Forschungsprozesses innerhalb der in Abschnitt 2.4.4 eingefithrten Kohé-
renzebenen*. Steinke adressiert zudem die soziale Situierung des For-
schungsprozesses. Diese kann als weitere Kohédrenzebene, die soziale Ebe-

34 Die Kohdrenz der Darstellungsebenen aus Abschnitt 2.4.4 ist hier nicht explizit mit
aufgefiihrt. Diese wiirde auf der Ebene der Bewertung der Giite eines Forschungs-
prozesses der Triangulation (vgl. Buchholtz, 2021, S. 222 ff.) von Forschungsmetho-
den entsprechen. Die Forschungsmethoden konnten in diesem Zusammenhang als
verschiedene Darstellungsmdglichkeiten der Forschungsergebnisse angesehen wer-
den. Da sich dies explizit auf Mixed-Methods Studien bezieht und kein Giitekriteri-
um nach Steinke darstellt, ist dies in Abschnitt 4.2. zum Mixed-Method-Design die-
ser Arbeit dargestellt.
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ne des fiir die Forschung relevanten Personenkreises, angesehen werden.
Diese wird bei Steinke durch die folgenden drei Kriterien adressiert:

6. Bei der Reflektierten Subjektivitit nach Steinke wird die/der
Forschende mit einbezogen in den Forschungsprozess. In der
qualitativen Forschung wird dabei von dem Anspruch der Objektivitdt
der quantitativen Forschung abgewichen, wonach eine Unabhangigkeit
der Analyse von der forschenden Person gewihrleistet sein soll.
Vielmehr sollen die Rolle und die mogliche Beeinflussung des
Forschungsprozesses durch die/den Forschende/n explizit thematisiert
werden. Um diese Beeinflussung in dieser Arbeit moglichst gering zu
halten, wurde das in der Intervention zu vermittelnde Verstidndnis der
Normen nicht durch die forschende Person spezifiziert, sondern durch
eine Vorerhebung auf Lehrendenseite.

7. Steinke weitet den Rahmen der sozialen Einbettung weiter aus und
fordert {iber den Einbezug der/des Forschenden hinaus eine soziale
Einbettung in die Forschungsgemeinschaft. In dieser soll eine
Intersubjektiven ~ Nachvollziehbarkeit ~ des  Forschungsprozesses
gewihrleistet werden. Zu diesem Zweck wurde der Forschungsprozess
im Rahmen dieser Arbeit detailliert dargestellt und forschungsrelevante
Entscheidungen und Interpretationen ausfiihrlich begriindet.

8. SchlieBlich wird bei Steinke iiber die Forschungsgemeinschaft hinaus
auch der Kreis der (Schul-)Praktiker/innen mit einbezogen. In diesem
Rahmen soll die Relevanz des Forschungsprozesses begriindet werden.
Im Fokus steht hier der praktische Nutzen der Forschungsarbeit. Fiir
diese Arbeit ist dieser in dem Ziel formuliert, ein gemeinsames
Normenverstdndnis auf Lehrenden- und Lernendenseite zu etablieren
und damit auf Lernendenseite den Zugang zum Beweisen zu
erleichtern. Die Ergebnisse werden vor diesem Hintergrund in einer
zusammenfithrenden Analyse bewertet und daraus werden konkrete
Hinweise fiir eine mogliche Weiterentwicklung der Intervention
abgeleitet (vgl. Abschnitt 8.1).

4.4 Quantitative Auswertungsmethoden

4.4.1 Quantitative Forschungsfragen

Entsprechend der dritten Blumerschen Pramisse, wonach sich an ein interaktio-
nal etabliertes Verstindnis ein intrapersoneller Verarbeitungsprozess anschlieft,
wurde im Rahmen der quantitativen Ausgangserhebung zur Intervention das
intrapersonelle Verstédndnis erhoben. Dafiir wurden die Studierenden in Einzel-
arbeit in einem Paper-und-Pencel-Test zur Bewertung von Beweisversuchen
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aufgefordert. Die in den Beweisversuchen intendierten Normbriiche wurden
in der Weise konzipiert, dass diese das auf Lehrendenseite erhobene Normen-
verstdndnis widerspiegeln (vgl. Abschnitte 1.5 und 3.4). Dadurch sollte ein
Abgleich des auf Lernendenseite entwickelten Normenverstandnisses mit dem
auf Lehrendenseite intendierten Verstdndnis moglich gemacht werden.

Die Ergebnisse der Ausgangserhebung wurden mit den Ergebnissen aus der
Eingangserhebung verglichen, die direkt vor der Intervention stattfand. Beide
Erhebungen waren inhaltlich identisch. Weiterhin wurden die Ergebnisse aus der
Interventionsgruppe verglichen mit den Ergebnissen aus einer Kontrollgruppe,
welche im Interventionszeitraum nicht an der Intervention teilgenommen hat.
Dieses Vorgehen entsprechend eines (Warte-)Kontrollgruppendesigns macht es
moglich, den Einfluss der Intervention auf die Entwicklung des situierten
Normenverstandnisses zu untersuchen.

Die vor diesem Hintergrund quantitativ ausdifferenzierten Forschungsfragen
sind in Tabelle 4, zusammen mit den in Abschnitt 4.3.1 qualitativ ausdifferen-

zierten Forschungsfragen, dargestellt.

Tabelle 4 Qualitative und quantitative Ausdifferenzierung der Forschungsfragen

FF1 1. Welches situierte Normenverstandnis entwickelt sich auf Lernendenseite in der
Intervention?

qualitativ 1.1 Welche situierten Normenverstiandnisse entwickeln sich auf Lernendenseite in
den Diskussionen in den Kleingruppen?

quantitativ | 1.2 Das Erkennen welcher der intendierten Normbriiche wurde durch die
Intervention auf Lernendenseite gefordert?

FF2 2. Wie entwickelt sich die Interpersonalitit im situierten Normenverstindnis in der
Intervention?

qualitativ | 2.1 Welche intra- und interpersonellen Entwicklungen zeigen sich hinsichtlich der
situierten Normenverstdndnisse in den Diskussionen in den Kleingruppen?
quantitativ | 2.2 Welcher Grad an Interpersonalitit im Erkennen der intendierten Norm-
briiche wurde durch die Intervention auf Lernendenseite erreicht?

FF3 3. Welche potenziellen Einflussfaktoren gibt es auf die Entwicklung des situierten
Normenverstindnisses in der Intervention?

qualitativ 3.1 Welche potenziellen Einflussfaktoren auf das Erkennen der intendierten
Normbriiche zeigen sich in den Diskussionen in den Kleingruppen?

quantitativ | 3.2 Wie grof3 und signifikant ist der Einfluss auf das Erkennen der intendier-
ten Normbriiche durch die in der qualitativen Analyse herausgearbeiteten
potenziellen Einflussfaktoren?
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Forschungsfrage 1 zum auf Lernendenseite entwickelten situierten Normenver-
standnis kann dabei vor dem Hintergrund des Abgleichs mit dem intendierten
Normenverstiandnis auf Lehrendenseite quantitativ spezifiziert werden zu

Forschungsfrage 1.2: Das Erkennen welcher der intendierten Normbriiche
wurde durch die Intervention auf Lernendenseite gefordert?

In der quantitativen Analyse sollte zudem die soziale Reichweite der Untersu-
chung auf die gesamte Lehr-Lern-Gemeinschaft fiir das Eingangssemester in der
nicht-gymnasialen Lehramtsausbildung an der Technischen Universitidt Dort-
mund ausgeweitet werden (vgl. Abschnitt 4.2). Entsprechend der Intention der
Intervention sollte durch diese einerseits ein mdglichst hoher Grad an intersub-
jektiver Ubereinstimmung in den intrapersonellen Verstéindnissen der Lernenden
erreicht werden und andererseits sollte eine mdglichst hohe Ubereinstimmung
mit dem zuvor auf Lehrendenseite analysierten Verstindnis erreicht werden.

Da das auf Lehrendenseite analysierte Verstdndnis als intendierte Normbriiche
in den Beweisversuchen der quantitativen Erhebung zugrunde lag, kann die
zweite Forschungsfrage zur Entwicklung der Interpersonalitdt fiir die quantitati-
ve Untersuchung wie folgt spezifiziert werden zu

Forschungsfrage 2.2: Welcher Grad an Interpersonalitit im Erkennen der
intendierten Normbriiche wurde durch die Intervention auf Lernendenseite
erreicht?

Neben dem Einfluss der Intervention interessierten entsprechend der dritten
Forschungsfrage weitere potenzielle Einflussfaktoren auf das Erkennen der
intendierten Normbriiche. Diese ergaben sich als Hypothesen aus der vorherigen
qualitativen Analyse. In der quantitativen Analyse sollten diese Hypothesen
gepriift werden, das heifit die GroBe und Signifikanz des Einflusses dieser Fak-
toren sollten analysiert werden. Die dritte Forschungsfrage kann daher flir die
quantitative Untersuchung wie folgt spezifiziert werden zu:

Forschungsfrage 3.2: Wie gro3 und signifikant ist der Einfluss auf das Er-
kennen der intendierten Normbriiche durch die in der qualitativen Analyse
herausgearbeiteten potenziellen Einflussfaktoren?
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4.4.2 Quantifizierung des Datenmaterials

Das Datenmaterial aus der Eingangs- und Ausgangserhebung wurde entlang des
Kategoriensystems (vgl. Abschnitt 5.1.2) von der Autorin dieser Arbeit und zwei
studentischen Hilfskriften kodiert. Die Hilfskréfte waren selbst als Studierender
an der Pilotierung beziehungsweise als Ubungsleiterin an der Haupterhebung
beteiligt und waren somit bereits mit der Thematik vertraut. Das Datenmaterial
wurde in Pakete zu Erhebungsdokumenten von je zwanzig Studierenden zerlegt.
Um zu reliablen Ergebnissen zu gelangen, das heif3it, um zu gewahrleisten, dass
die Kodierungen ohne groflere Messfehler moglichst unabhingig von den Ko-
dierenden ablaufen, wurde ein stufenweises Verfahren von konsensuellen Kodie-
rens (vgl. Kuckartz & Rédiker, 2022, S. 105) und der Kontrollierung der Inter-
coder-Reliabilitdt (vgl. Kuckartz & Réadiker, 2022, S. 207) umgesetzt:

Da die studentischen Hilfskréfte noch keine Erfahrung mit der Anwendung des
Kategoriensystems hatten, wurde zur Einarbeitung in das Kategoriensystem
zunichst konsensuell kodiert. Dafiir wurde das erste Paket unabhingig von
jedem der drei Kodierenden kodiert und anschlieBend alle Félle, in welchen
unterschiedliche Kodierungen vorlagen, gemeinsam diskutiert, bis eine gemein-
same Kodierung festgelegt werden konnte. Wo nétig, wurden dafiir entspre-
chende Beschreibungen im Kodiermanual konkretisiert. Auflerdem wurden
konkrete Ankerbeispiele fiir die Kodierung gemeinsam festgelegt. Die folgen-
den zwei Pakete wurden ausgehend von dem prézisierten Kategoriensystem in
entsprechender Weise konsensuell kodiert.

Die weiteren Pakete wurden von jeweils einer studentischen Hilfskraft und der
Autorin unabhéngig voneinander kodiert. Stellen, an denen sich die Kodieren-
den unsicher waren, wurden weiterhin konsensuell kodiert. Die Interrater-
Reliabilitdt wurde pro Paket bestimmt mit Hilfe verschiedener Cohens Kappa
Werte (vgl. Kuckartz & Radiker, 2022, S. 208 ff.), die unten detailliert darge-
stellt sind. Wurden ungleiche Segmentgrenzen gewdhlt (was selten vorkam),
wurden die Segmente zerlegt in das Segment, das beide Kodierende kodiert
hatten, sowie die beiden Randsegmente, die nur ein Kodierender kodiert hatte,
und die Kodierungen jeweils auf die Segmente iibertragen.

Zunéchst wurde filir die dichotomen Kategorien der Benennung eines Norm-
bruchs der Grad an Ubereinstimmung fiir die jeweilige Norm mit Hilfe von
sogenannten Kontingenztabellen (auch ,,Ubereinstimmungstabelle® genannt,
vgl. Kuckartz & Rédiker, 2022, S. 208 ff.) bestimmt. In einer Kontingenztabelle
(vgl. Tabelle 5) wird jeweils die absolute Haufigkeit des gemeinsamen Auftre-
tens der jeweiligen Kodierungen der Kodierenden festgehalten und zeilen- so-
wie spaltenweise aufaddiert.
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Tabelle 5 Kontingenztabelle mit absoluten Haufigkeiten fiir dichotome Variablen

Kodierender 1/2 kodiert nicht kodiert gesamt

kodiert aj apn apx=aptap

nicht kodiert ay; an - a1t axy

gesamt A =ay tay A = apt Ay N=aptaptaytay

Durch Division durch die Gesamtanzahl der Kodierungen N erhdlt man die
relativen Haufigkeiten:

Tabelle 6 Kontingenztabelle mit relativen Haufigkeiten fiir dichotome Variablen

Kodierender 1/2 kodiert nicht kodiert gesamt
kodiert h|1 h]z h]t
nicht Kodiert hy; hy hy+
gesamt hs h+, 1

Ein erstes MaB fiir den Grad an Ubereinstimmung zwischen den Kodierenden
wiirde hier die Summe h der relativen Haufigkeit iibereinstimmender Kodierun-
gen und Nicht-Kodierungen darstellen (vgl. Kuckartz & Rédiker, 2022, S. 208):

a11 , G22
h=hy +hy=22+22
11 +1122 N N

Durch das Datenmaterial ist jedoch ein hoher Grad an zufilliger Ubereinstim-
mung, vor allem bei der Nicht-Kodierung einer Norm, gegeben. Dadurch, dass
einige Beweisversuche zu bestimmten Normen keinen Normbruch aufweisen,
werden diese Normen dort aller Voraussicht nach iibereinstimmend nicht ko-
diert. Daher wurde als MaB fiir die Ubereinstimmung der Kodierungen das
Cohens Kappa k gewéhlt, welches die relative Haufigkeit korrigiert durch den
Wert der zufilligen Ubereinstimmung e. Diese errechnet sich aus der Summe

der erwarteten Hiufigkeiten fiir die Ubereinstimmung in der Kodierung der
jeweiligen Norm e;; und der Nicht-Kodierung dieser Norm e»:

e = e + e = hxhyx + heohps

Das Cohens Kappa errechnet sich als:

h-e 1—h7] hip+hyq
1-e 1-e eijxtenq

Analog kann fiir mehrere Unterkategorien zu einer Norm ein Cohens Kappa
Wert"bestimmt werden (vgl. Kuckartz & Rédiker, 2022, S. 210), der den Grad
der Ubereinstimmung innerhalb dieser Oberkategorie angibt. Dabei wurden
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jeweils nur diejenigen Segmente betrachtet, zu welchen die jeweilige Norm
kodiert wurde. Tabelle 6 wurde dafiir wie folgt modifiziert:

Tabelle 7 Kontingenztabelle mit relativen Haufigkeiten fiir nominalskalierte Variablen

Kodierender 1/2 Unterkategorie 1 | Unterkategorie 2 gesamt
Unterkategorie 1 | hy; hi» hy«
Unterkategorie 2 | hy, hy, hy«
gesamt h+ hio 1

Das Cohens Kappa kann dann analog zum dichotomen Fall berechnet werden:

K=1- Zizjhij
Yizjeij

Die Kodierung wurde so lange fortgefiihrt, bis alle Cohens Kappa Werte min-
destens dreimal in Folge iiber 80 Prozent lagen. Laut Kuckartz & Rédiker
(2022, S. 2010) gelten Werte iiber 80 Prozent als sehr gute Werte. Dies war nach
etwa einem Drittel des Datenmaterials der Fall. Danach wurden die Pakete je-
weils nur von einem Kodierenden kodiert. Bei Unsicherheiten in der Kodierung
wurde entsprechend weiter konsensuell kodiert.

4.4.3 Logistische Regression

Zur Untersuchung des FEinflusses einer Intervention in einem (Warte-
)Kontrollgruppendesign wird in der Forschung in der Regel eine Varianzanalyse
(englisch: analysis of variance, Kurzform: ANOVA) durchgefiihrt. Dabei soll
die Gesamtvarianz einer abhidngigen Zielvariablen durch unabhingige Variab-
len, sogenannte Pradiktoren, erkldrt werden (vgl. Holtmann, 2010, S. 163). Die
Varianzanalyse findet auf der Basis einer linearen Regression statt (vgl. Holt-
mann, 2010, S. 179 ff.). Dieses Verfahren setzt eine Normalverteilung einer
metrischen (mindestens intervallskalierten) Zielvariable voraus (vgl. Kalisch &
Meier, 2021, S. 15). Der Erwartungswert dieser normalverteilten Zielvariable
wird dabei durch eine Linearkombination aus den Pradiktoren modelliert (vgl.
Kalisch & Meier, 2021, S. 15). SchlieBlich wird der Anteil Gesamtvarianz der
Zielvariable, welcher sich in diesem Modell durch die Pradiktoren ergibt, be-
stimmt (vgl. Holtmann, 2010, S. 179 ff.).

Die Zielvariablen im Rahmen dieser Arbeit sind die Normen, genauer gesagt,
das Benennen eines Normbruchs hinsichtlich der normativen Kategorien aus
Abschnitt 5.1.2. Zur Untersuchung des Einflusses der Intervention auf diese
Zielvariablen (und damit zur Beantwortung der ersten und zweiten Forschungs-
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frage) werden als Prddiktoren die Gruppenzugehorigkeit und die Zeit betrach-
tet, welche dichotom modelliert sind (0 = Kontrollgruppe, 1 = Interventions-
gruppe, beziehungsweise 0 = vor der Intervention, 1 = nach der Intervention).
Um den gleichzeitigen Einfluss der Gruppenzugehdrigkeit und der Zeit untersu-
chen zu koénnen, das heifit in diesem Kontext den tatsdchlichen Einfluss der
Intervention auf die Zielvariable, wird als weiterer Pradiktor ein Interaktions-
term aus Gruppenzugehorigkeit und Zeit, bestehend aus dem Produkt beider
Variablen, hinzugefiigt (vgl. Holtmann, 2010, S. 96 und S. 182 f.).

Auch bei den Zielvariablen handelt es sich um dichotome Variablen (1= Norm-
bruch benannt, 0 = Normbruch nicht benannt). Die Variablen folgen daher kei-
ner Normalverteilung, sondern einer Bernoulli-Verteilung. Bei dieser Verteilung
ist der Erwartungswert gegeben durch die Erfolgswahrscheinlichkeit p, das heifit
die Wahrscheinlichkeit, dass die entsprechende Variable den Wert 1 annimmt
Die Wahrscheinlichkeit, dass die Variable den Wert 0 annimmt, betrégt somit 1-
p und auch die Varianz der Variablen lésst sich mit p-(1-p) direkt aus dem Er-
wartungswert berechnen (vgl. Kalisch & Meier, 2021, S. 20). Eine Varianzana-
lyse auf Grundlage einer linearen Regression macht in diesem Kontext somit
keinen Sinn. Die jeweilige Zielvariable kann jedoch im Rahmen einer soge-
nannten logistische Regression auf Grundlage der Pradiktoren modelliert wer-
den (vgl. Kalisch & Meier, 2021, S. 16ff). Dies hat den weiteren Vorteil, dass
weitere Pradiktoren fiir die jeweilige Zielvariable hinzugefiigt werden kdnnen
und damit weitere potenzielle Einflussfaktoren (im Sinne der dritten For-
schungsfrage) im Rahmen dieser Modellierung untersucht werden kénnen®,

In einer logistischen Regression werden dichotome, Bernoulli-verteilte Zielvari-
ablen modelliert. Der Erwartungswert einer solchen Variablen entspricht dabei
der Erfolgswahrscheinlichkeit und kann somit, wie jeder Wahrscheinlichkeits-
wert, nur Werte zwischen 0 und 1 annehmen. Eine Modellierung des Erwar-
tungswertes durch eine Linearkombination der Pradiktoren (welche beliebige
reelle Werte annehmen kdnnen) macht in diesem Zusammenhang keinen Sinn.
Daher wird eine Transformation benétigt, die beliebige reelle Werte der Linear-
kombination der Pradiktoren in Werte im Intervall (0,1] transformiert. In der
logistischen Regression wird dafiir die sogenannte logistische Funktion genutzt
(vgl. Kalisch & Meier, 2021, S. 17), die gegeben ist durch

35 Fiir diese Arbeit wurden folgende Beratungsleistungen des Bereichs Statistische Bera-
tung und Analyse (SBAZ) des Zentrums fiir HochschulBildung der TU Dortmund in
Anspruch genommen: Datenvorbereitung und statistische Methodik. Dies umfasst
Beratungen hinsichtlich der Wahl der logistischen Regression als statistisches Modell
fiir die Behandlung der Forschungsfragen sowie die dafiir notwendige Datenvorbe-
reitung und die moglichen Anpassungen des Modells fiir weitere potenzielle Ein-
flusstaktoren.
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Abbildung 17 Logistische Funktion (aus Kalisch & Meier, 2021, S. 18)

Damit kann der Erwartungswert der Zielgrofle beziehungsweise in diesem Fall
gleichbedeutend die Erfolgswahrscheinlichkeit p(x;, x,) modelliert werden in
Abhingigkeit von den Pradiktoren Gruppenzugehorigkeit x; und Zeit x, (vgl.
Kalisch & Meier, 2021, S. 17):

eBotBixat Baxz + B1ax1x;
p(x1,x2) = h(Bo + Xy + Boxy + BipXix;) = T oPotBuat Bz + Fromns

Die Umkehrfunktion von h ist gegeben durch die sogenannte Logit-Funktion
(vgl. Kalisch & Meier, 2021, S. 18):

h71:[0,1] » R,x » log (1 fx),
wobei log den natiirlichen Logarithmus, das heiflt den Logarithmus zur Basis
der Eulerschen Zahl e, bezeichnet.
Damit lasst sich obige Gleichung umwandeln zu der, im Rahmen der logisti-
schen Regression gebrauchlicheren, Form (vgl. Kalisch & Meier, 2021, S. 19):

tog (122} — bt (e ) = BB + s + Pramirs (D

Die Erfolgswahrscheinlichkeit wird hier zundchst iiber die Logit-Funktion so
transformiert, dass sich diese durch einen linearen Zusammenhang der Pré-
diktoren modellieren ldsst. Es wird iiber diesen Zusammenhang also nicht direkt
die Erfolgswahrscheinlichkeit der Zielgrofle modelliert, sondern ihre logarith-
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mierte Chance, die sogenannte Log-Odds (englisch: odds = Chance), welche in
Abschnitt 4.4.6 néher betrachtet wird.

In diesem Modell (Gleichung (1)) héngt der Wert der logarithmierten Chance
(und damit auch der Erfolgswahrscheinlichkeit) nur von den Werten der Pré-
diktoren x; und x, ab. Es wird fiir jedes Individuum abhingig von den Pri-
diktoren somit die gleiche Erfolgswahrscheinlichkeit (beziehungsweise Log-
Odds) angenommen.

Fiir die Schétzung der Parameter, logarithmierten Chancen und Erfolgswahr-
scheinlichkeiten wurde im Rahmen dieser Arbeit die Statistiksoftware R ge-
nutzt. Diese verwendet das Maximum Likelihood Verfahren, bei welchem die
Wabhrscheinlichkeit (englisch: Likelihood) fiir die Beobachtung des gegebenen
Datenmaterials unter der Annahme der Giiltigkeit des Modells (Gleichung (1))
bestimmt wird. Die Parameter des Modells werden dabei so bestimmt, dass
diese Wahrscheinlichkeit maximal wird (vgl. Harrel (Jr.), 2015, S. 181 ff.). Die
logarithmierten Chancen und die Erfolgswahrscheinlichkeit kdnnen dann aus
diesen Parametern errechnet werden (vgl. Abschnitt 4.4.6).

4.4.4 Modellvoraussetzungen

Um die logistische Regression anwenden zu kdnnen, miissen bestimmte Voraus-
setzungen erfiillt sein, die im Folgenden gemé&f Tabachnick & Fidell (2019, S.
350 ff.) diskutiert werden:

Linearitdt des Logits

Um die logistische Regression sinnvoll anwenden zu kdnnen, muss zunéchst
anhand der Daten gepriift werden, ob von einem linearen Zusammenhang zwi-
schen dem Logit der Erfolgswahrscheinlichkeit der jeweiligen Zielvariable mit
jedem der Préadiktoren ausgegangen werden kann. Da im Kontext dieser Arbeit
die Pradiktoren selbst auch dichotom sind, also nur die zwei Werte 0 und 1 an-
nehmen koénnen, ist hier nichts weiter zu priifen. Einen linearen Zusammenhang
zu einem der Pradiktoren erhélt man stets, indem man die durch den jeweiligen
Pridiktor bedingten Odds Ratios nutzt¢.

Keine Multikollinearitdt der Prddiktoren

Die Pradiktoren sollten selbst nicht aus anderen Prédiktoren durch Linearkom-
binationen aus diesen vorhersagbar sein. Dies wiirde bedeuten, dass die so vor-
hersagbaren Priadiktoren fiir die Modellierung der ZielgroBe nicht notwendig

36 Die Odds Ratios kdnnen dafiir direkt aus den Kontingenztabellen bestimmt werden.
Die gemil logistischer Regression geschitzten Odds Ratios kénnen davon abwei-
chen, liefern jedoch eine prézisere Schitzung, das heifit ein kleineres Konfidenzin-
tervall (vgl. Agresti, 2007, S. 108).
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sind, da diese durch die anderen Pradiktoren ersetzt werden konnen. Wiirde der
vorhersagbare Pradiktor im Modell belassen, wiirde dies zu verzerrten Modell-
parametern fithren. Die Multikollinearitdt kann post-hoc, das heiflit nach der
Parameterschétzung, gepriift werden iiber den sogenannten Variationsinflations-
index (VIF) der einzelnen Pradiktoren (vgl. Backhaus et al., 2018, S. 123). Der
Schwellenwert von 5 sollte dabei nicht {iberschritten werden (vgl. Backhaus et
al., 2018, S. 123).

Ausreichend viele Fille pro Pridiktor

Damit das Schétzverfahren der logistischen Regression zuverldssige Schitzwer-
te liefert, miissen ausreichend viele (mit 1 kodierte) Félle pro Pradiktor vorlie-
gen. Die meisten Autoren empfehlen dabei eine Mindestanzahl von 10 Féllen
pro Pridiktor (vgl. z. B. Pavlou et al., 2015). Die Anzahl der Fille pro Pradiktor
wird daher vorab iiber Kontingenztabellen bestimmt, welche die Haufigkeit des
gleichzeitigen Auftretens von Werten des jeweiligen Pradiktors und der Zielva-
riable in einer 2x2-Tabelle darstellen (vgl. Agresti, 2007, S. 21 f.).

Unabhdngigkeit der Beobachtungen

Die Daten sollten im Grundmodell der logistischen Regression unabhingig sein,
das heif3t nicht aus gematchten oder wiederholten Messungen stammen. Dieses
Grundmodell umfasst nur sogenannte feste Effekte der Pradiktoren, die fiir alle
Fille, das heif3t hier fiir jede/n Teilnehmende/n an der Intervention, gleich sind.
Im Modell im Rahmen dieser Arbeit stammen die Daten jedoch aus Messwie-
derholungen zum Zeitpunkt 0 vor der Intervention und zum Zeitpunkt 1 nach
der Intervention. Die Daten weisen damit insofern eine Clusterstruktur auf, als
es sich um dieselben Individuen vor und nach der Intervention handelt. In die-
sem Fall muss der Clusterstruktur dadurch Rechnung getragen werden, dass
auch sogenannte zufdllige Effekte beriicksichtigt werden, welche innerhalb eines
Clusters nicht variieren, aber zufillig zwischen den Clustern, also hier den Indi-
viduen, variieren (vgl. Agresti, 2007, S. 297). Dem wird durch ein sogenanntes
random intercept Modell Rechnung getragen (vgl. Agresti, 2007, S. 249 ff.).
Dabei wird der y-Achsenabschnitt der Regression, also der Koeffizient B, als
zufilliger Effekt modelliert, welcher fiir jedes Individuum fest vorgegeben ist,
jedoch zwischen den Individuen zufillig variieren kann. Die anderen Koeffi-
zienten werden weiterhin als feste Effekte, also unabhingig vom Individuum,
modelliert. Das modifizierte Modell sieht dann wie folgt aus:

(Xi1Xi2)
log (M) = Pio + Bixis + Baxiz + PraXuXiz (2)

1 -p(XirXiz)
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wobei i jeweils fiir eine Beobachtung im Cluster i, also fiir das Individuum i,
steht. Der y-Achsenabschnitt f5;y, genauso wie jede einzelne Beobachtung zu
jedem der Prédiktoren x;; und x;, ist in diesem Modell von i abhingig, nicht
jedoch die Koeffizienten der Pradiktoren. Jedes Individuum erhélt dadurch eine
eigenen Wahrscheinlichkeitsverteilung (mit eigener Erfolgswahrscheinlichkeit
p), der Einfluss der Prédiktoren auf die Log-Odds (und damit auch die Erfolgs-
wahrscheinlichkeit) ist jedoch unabhéngig von den Individuen immer der glei-
che. Fiir die Untersuchung interessiert dabei nur dieser Einfluss der Pradiktoren
und nicht, welche Unterschiede zwischen den Individuen (unabhingig von den
Pridiktoren) vorliegen.

Keine Ausreifier in den Daten und Giite des Modells

Ausreiller in den Daten, die sehr weit entfernt von der Regressionsgeraden lie-
gen, konnen das Modell stark verzerren. Um die Daten auf Ausreifler zu priifen,
werden post-hoc die Residuen y; — pi zwischen dem beobachteten Wert und der
geschitzten Wahrscheinlichkeit fiir jedes Individuum bestimmt. Um diese in
ihrer Grofle besser vergleichen zu konnen, werden die Residuen in der Regel

normiert tiber die Standardabweichung /p;(1 — p;),zu sogenannten Pearson-
Residuen (vgl. Backhaus et al., 2018, S. 331ff):

Yi — Di

Voi(1—p)

In der Regel wird bei standardisierten Residuen, die betragsméBig grofer als 3
sind, von Ausreiflern gesprochen (vgl. z. B. Pardoe, 2020, S. 166). Ausreiler im
Datenmaterial sollten darauthin im Hinblick auf ihre Hebelwirkung analysiert
werden, das heif3it, wie stark sie das Ergebnis der Parameterschédtzung beeinflus-
sen. Ausreifler mit groBer Hebelwirkung sollten dahingehend naher untersucht
werden, ob es sich um Fehler bei der Messung oder Dateneingabe handelt. Ist
dies nicht der Fall, muss von einer zufdlligen Fluktuation innerhalb des For-
schungskontextes ausgegangen werden und der AusreiBer entsprechend im
Datenmaterial belassen werden (vgl. Backhaus et al., 2018, S. 334 ff.).

4.4.5 Inferenzstatistik und Signifikanzniveaus

Ist das theoretische Modell spezifiziert und sind die Modellvoraussetzungen
erfiillt, konnen die Parameter des Modells {iber die Maximum Likelihood Me-
thode geschitzt werden. Hierbei geht es zunédchst darum, das theoretische Mo-
dell moglichst gut an die gegebenen Daten anzupassen. Will man auf Grundlage
dieser Daten dariiber hinaus Aussagen iiber eine umfassendere Grundgesamt-
heit zichen, aus welcher diese Daten stammen, muss man sich Methoden der
Inferenzstatistik bedienen (vgl. z. B. Fahrmeir et al., 2016, S. 12). Dadurch ge-
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langt man zu iiber das Datenmaterial hinausgehenden, allgemeingiiltigeren Aus-
sagen, die die gesamte Grundgesamtheit betreffen.

Dafiir werden die geschétzten Parameter daraufhin untersucht, ob sich diese
signifikant von Null®’ unterscheiden. Das Vorgehen ergibt sich aus den Prinzi-
pien des statistischen Testens, die hier gemidll Backhaus et al. (2021, S. 30ff)
und Fahrmeir et al. (2016, 381ff) dargestellt sind. Es wird in diesem Zusam-
menhang zundchst die Nullhypothese formuliert, dass der untersuchte Parameter
gleich Null ist (vgl. Backhaus et al., 2021, S. 31). Darauthin wird statistisch
untersucht, ob diese Nullhypothese verworfen werden kann und somit mit aus-
reichend groBer Wahrscheinlichkeit davon ausgegangen werden kann, dass der
untersuchte Parameter von Null verschieden ist. Dabei soll die Wahrscheinlich-
keit fiir einen Fehler 1. Art, dass die Nullhypothese verworfen wird, obwohl
diese zutrifft, moglichst klein gehalten werden (vgl. Backhaus et al., 2021, S. 37
ff.). Im oben beschrieben Kontext wiirde dies bedeuten, dass von einem von
Null verschiedenen Wert ausgegangen wird, obwohl dies tatsdchlich nicht der
Fall ist.

Diese Wahrscheinlichkeit wird mit Hilfe einer sogenannten T7eststatistik model-
liert (vgl. Backhaus et al., 2021, S. 32). Dies ist eine GroBe, die sich aus den
Daten errechnen lésst und fiir welche sich unter der Annahme der Nullhypothese
eine Verteilungsfunktion angeben lisst®®. Fiir einen Koeffizienten eines logisti-
schen Regressionsmodells wird dabei die Teststatistik gewéhlt, bei welcher der
entsprechende Koeffizient durch den Standardfehler geteilt wird. Diese Teststa-
tistik ist bei groBer Stichprobenanzahl ndherungsweise standardnormalverteilt
(vgl. Agresti, 2007, S. 107). Die Nullhypothese wird abgelehnt, das heif3t es
wird von einem signifikant von Null verschiedenen Ergebnis ausgegangen,
wenn der Wert der Teststatistik (betragsmiiBig®®) sehr weit von Null*® entfernt
liegt. Dafiir muss ein konkreter kritischer Wert festgelegt werden, ab welchem

37 Die Koeftizienten i in der logistischen Regression sollen daraufhin untersucht wer-
den, ob diese signifikant von Null verschieden sind, das heifit, ob der entsprechende
Pradiktor einen signifikanten Einfluss auf die Log-Odds der Zielvariable hat. Die
Odds Ratios sollen jedoch darauthin iiberpriift werden, ob diese signifikant von 1
verschieden sind, das heiBit, ob die jeweiligen Chancen sich signifikant voneinander
unterscheiden.

38 Diese Verteilungsfunktion kann sich theoretisch aus den Modellannahmen ergeben
oder empirisch aus den erhobenen Daten.

39 Die betragsmifBige Abschétzung ist nur bei zweiseitigen Tests notig, wo die Teststatis-
tik Werte grofer und kleiner Null annehmen kann.

40 Beziehungsweise dem Wert der Teststatistik, wenn die Daten exakt der Nullhypothese
entsprechen wiirden.
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die Werte als ,,zu weit“ von Null entfernt angesehen werden*!. Die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass die Teststatistik dennoch {iber diesem kritischen Wert liegt,
obwohl sie auf Grundlage von Daten zustande kam, die der Nullhypothese ent-
sprechen, wird als Signifikanzniveau o (Backhaus et al., 2021, S. 33) bezeich-
net. Dies entspricht gerade dem Fehler 1. Art, dass die Nullhypothese félschli-
cherweise verworfen wird. In der Praxis wird zunéchst das tolerierbare Signifi-
kanzniveau festgelegt und davon ausgehend die kritischen Werte bestimmt.

Anstelle der Angabe der kritischen Werte, kann die Uberschreitungswahrschein-
lichkeit, der sogenannte p-Wert (Backhaus et al., 2021, S. 36 ff.), bestimmt
werden*?. Dieser gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass unter Annahme der Null-
hypothese, Werte fiir die Teststatistik beobachtet werden, die (betragsmiBig)
grofer sind als der aus den Daten ermittelte Wert der Teststatistik (z in der Ab-
bildung 18). Das Signifikanzniveau o gibt dagegen die Wahrscheinlichkeit an,
dass unter Annahme der Nullhypothese, Werte fiir die Teststatistik beobachtet
werden, die (betragsmifig) groBer sind als der kritische Wert (zi., in der Abbil-
dung 18). Die Wahrscheinlichkeiten entsprechen der Fldche unterhalb der Dich-
tefunktion der Teststatistik (¢ in der Abbildung 18).

Der Wert der Teststatistik liegt also genau dann {iber dem kritischen Wert, wenn
der p-Wert kleiner ist als das Signifikanzniveau. Die Nullhypothese kann also
genau dann mit einem Signifikanzniveau von o verworfen werden, wenn der p-
Wert kleiner ist als o. Bei Erreichen eines Signifikanzniveaus von a = 0,1%,
also einem p-Wert, der kleiner ist als 0,1%, wird in der Forschung in der Regel
von einem hoch signifikanten Ergebnis gesprochen (Notation in R: ***). Bei
Erreichen von a = 1% wird von einem sehr signifikanten Ergebnis gesprochen
(Notation in R: **), bei Erreichen von @ = 5% von einem signifikanten Ergeb-
nis (Notation in R: *). Gelegentlich wird bei Erreichen eines Signifikanzniveaus
von a = 10% noch von einem schwach signifikanten Ergebnis gesprochen (No-
tation in R: .) (vgl. dazu z. B. Backhaus et al., 2021, S. 33).

41 Die Betrachtung nur eines kritischen Wertes ist streng genommen nur bei einseitigen
Tests ausreichend. Bei zweiseitigen Tests mit symmetrischer Dichtefunktion wird der
Wert und der negative Wert betrachtet. Das Konfidenzintervall beschreibt alle Werte,
die (betragsméBig) unterhalb des kritischen Wertes liegen. Auflerhalb dieses Kon-
fidenzintervalls wird die Nullhypothese abgelehnt und somit der untersuchte Parame-
ter als signifikant von Null verschieden eingestuft.

42 Die Entscheidung auf Grundlage der kritischen Werte oder des p-Wertes fithren zum
gleichen Ergebnis, in der Praxis ist meist die Entscheidung iiber den p-Wert ge-
brauchlicher.
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Abbildung 18 Zusammenhang zwischen p-Wert und Signifikanzniveau (aus Fahrmeir et al., 2016,
S. 388)

4.4.6 Chancen und Chancenverhaltnisse

Das logistische Regressionsmodell soll dazu dienen, den Einfluss der Interven-
tion auf die Chance zu untersuchen, dass ein entsprechender Normbruch be-
nannt wird. Die Chance ist eine Grdofle, die eng mit der Wahrscheinlichkeit zu-
sammenhingt und sich unmittelbar aus dem logistischen Regressionsmodell
ergibt. Dabei gibt die Chance (englisch: odds) eines Ereignisses A an, wie viel-
mal wahrscheinlicher das Eintreten des Ereignisses gegeniiber dem Nicht-
Eintreten des Ereignisses ist (vgl. Kalisch & Meier, 2021, S. 4). Sie ergibt sich
rechnerisch, indem die Wahrscheinlichkeit P(A) fiir das Eintreten des Ereignis-
ses geteilt wird durch die Wahrscheinlichkeit fiir das Nicht-Eintreten des Ereig-
nisses. Da beide Wahrscheinlichkeiten sich zu 1 addieren, ergibt sich die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Nicht-Eintreten des Ereignisses als 1-P(A). Dies fithrt zu
der Gleichung (vgl. Kalisch & Meier, 2021, S. 3):

P(A)

odds(A) = T=PA)

Ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses bekannt, kann somit direkt die
Chance des entsprechenden Ereignisses errechnet werden. Umgekehrt kann
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auch die Wahrscheinlichkeit aus der Chance errechnet werden iiber (vgl. Kalisch
& Meier, 2021, S. 4):

P(A) = odds(A)
1+ odds(A)

Wahrscheinlichkeit und Chance beinhalten also die gleiche Information. Im
Rahmen der logistischen Regression wird jedoch die Chance (beziehungsweise
deren logarithmierter Wert) durch eine lineare Gleichung modelliert, da die
(logarithmierte) Chance beliebige reelle Werte annehmen kann, die Wahrschein-
lichkeit jedoch nur Werte zwischen 0 und 1.

Im Rahmen dieser Arbeit sollen die Chancen modelliert werden fiir das Ereig-
nis, dass ein Normbruch benannt wurde, das heiflt die Zielvariable y zur ent-
sprechenden Norm mit 1 kodiert wurde. Die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Er-
eignis entspricht der Erfolgswahrscheinlichkeit p. Damit ergibt sich die folgende
Gleichung fiir das Ereignis A= {y = 1}:

odds(y = 1) = 1%

Durch die Modellierung der Zielvariablen im Rahmen einer logistischen Re-
gression mit den Pridiktoren Gruppenzugehdrigkeit x; und Zeit x, (vgl. Ab-
schnitt 4.4.3) soll der Einfluss dieser Pradiktoren auf die Chance odds(y = 1)
untersucht werden. Dafiir konnen, analog zu bedingten Wahrscheinlichkeiten,
bedingte Chancen betrachtet werden, das heifit in diesem Kontext die Chance
odds(y = 1|x; = x;1,x, = X;3), die sich unter der Bedingung ergibt, dass die
Pradiktoren x;und x, die spezifischen Werte x;;und x;, annechmen. Die Regres-
sionsgleichung (2) lésst sich damit umschreiben zu:

log(odds(y = 11x; = X1, %, = X12),) = Bio + BiXu + BaXiz + BrpXinXiz

Es wird hier also zundchst die logarithmierte Chance modelliert. Durch Expo-
nenzieren kann daraus direkt die Chance errechnet werden:

odds(y = 1|x; = xj1, %5 = X;i3) = eBiotBaxint BaXiz + B12XinXiz

Diese bedingten Chancen kdnnen miteinander verglichen werden, indem soge-
nannte Chancenverhdltnisse (englisch: Odds Ratio (OR)) gebildet werden (vgl.
Kalisch & Meier, 2021, S. 9). Wie stark sich der Pradiktor x; auf die Chance
odds(y = 1) auswirkt, kann so zum Beispiel iiber das folgende Chancenver-
héltnis bestimmt werden:
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OR(y = 1|x; = 1vs.x; = 0,x, = x;3)

_odds(y = 1]x; = 1,x, = x;3)

" odds(y = 1|x; = 0,x, = x;5)

eBiotB1t Ba2Xiz + B12Xiz

eBiotB2xiz

= eP1tBi2xXiz

Analog erhélt man den Einfluss des Préadiktors x, auf die Chance, dass der
Normbruch benannt wird, iiber das Chancenverhéltnis

OR(y = 1|x, = 1vs.x, = 0,x; = x;1)

= eB2tBi2¥n

4.4.7 Quantitative Auswertung auf Lernendenseite

Zur Untersuchung von

Forschungsfrage 2.2: Welcher Grad an Interpersonalitdt im Erkennen der
intendierten Normbriiche wurde durch die Intervention auf Lernendenseite
erreicht?

wurde fiir jede Norm zunéchst untersucht, ob eine signifikante Interaktion zwi-
schen den Interventionsvariablen Zeit und Gruppe vorliegt. In diesem Fall kann
davon ausgegangen werden, dass die Intervention einen signifikanten Einfluss
auf das Erkennen des jeweiligen Normbruchs hat, das heilt, dass auch fiir die
Grundgesamtheit von einer Forderbarkeit des intendierten Normenverstdndnis-
ses durch die Intervention ausgegangen werden kann. War dies nicht der Fall,
wurde untersucht, ob zumindest die Zeit einen signifikanten Einflussfaktor
darstellt. Dies liefert Aufschluss dariiber, ob im Interventionszeitraum eine Ent-
wicklung hinsichtlich des intendierten Normenverstindnisses (in beiden Grup-
pen) stattfand.

Weiterhin wurden, unabhéngig davon, ob ein signifikanter Interaktionseffekt
zwischen der Zeit- und der Gruppenvariablen vorliegt, in entsprechenden Post-
hoc-Analysen die Chancenverhéltnisse in den einzelnen Gruppen und zu den
verschiedenen Zeitpunkten untersucht. Dies kann einen Hinweis darauf geben,
dass die Intervention an sich das Potenzial hat, entsprechende Entwicklungen zu
fordern, sich dies aber aufgrund der Kiirze der Interventionsdauer noch nicht in
einem signifikanten Interaktionseffekt ausdriickt. In diesen Féllen sollte in kiinf-
tigen Interventionen also nicht primér die inhaltliche Gestaltung der Interventi-
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on, sondern lediglich die zeitliche Situierung, angepasst werden. Das entspre-
chend sequenziell gestaltete Vorgehen ist in Tabelle 8 dargestellt:

Tabelle 8 Sequenzielles Vorgehen bei der quantitativen Analyse der Intervention

Abfolge Untersuchung Folgerung
1. Signifikanz Interaktion Intervention fordert intendiertes Normenverstind-
Zeit und Gruppe nis
2. Signifikanz Zeit In beiden Gruppen wurde in der Interventionszeit
das intendierte Normenversténdnis gefordert
3. post hoc Analysen Intervention hat das Potenzial, das intendierte

Normenverstindnis zu fordern (ggf. ldngere Inter-
ventionszeit notig)

Bei den Post-hoc-Analysen interessierte zundchst, wie stark sich die Chancen
des Erkennens der intendierten Normbriiche in den beiden Gruppen (gl/g0)
nach dem Interventionszeitraum (z1) unterscheiden. Da es sich um ein quasi-
experimentelles Design handelt, in welchem die Zuordnung zu Interventions-
und Kontrollgruppe nicht vollstindig randomisiert vorgenommen werden konn-
te, muss weiterhin gepriift werden, ob schon vor der Intervention (z0) signifi-
kante Unterschiede zwischen Interventions- und Kontrollgruppe (gl/g0) vorla-
gen. Ist dies der Fall, sollten neben den Chancen nach dem Interventionszeit-
raum auch die jeweiligen Chancenverhéltnisse vor der Intervention gegeniiber
nach der Intervention betrachtet werden. Hier wird verglichen, ob sich die
Chancen vor und nach der Intervention (z1/z0) in der Interventionsgruppe (gl)
stirker dndern als in der Kontrollgruppe (g0).

Da es um die Untersuchung des situierten Normenverstdndnisses geht, also
insbesondere auch das Verstidndnis in Bezug auf rdumliche Situierung in unter-
schiedlichen Beweisversuchen (vgl. Abschnitt 1.3) verglichen werden soll, wur-
den alle genannten Chancenverhéltnisse fiir jeden Beweisversuch einzeln be-
stimmt.

Um im Rahmen dieser Analysen das Normenverstindnis auf Lernendenseite
differenzierter analysieren zu kdnnen und damit

Forschungsfrage 1.2: Das Erkennen welcher der intendierten Normbriiche
wurde durch die Intervention auf Lernendenseite gefordert?

beantworten zu konnen, wurde fiir jede Norm zunichst nach den entsprechen-
den Unteraspekten differenziert, die sich aus der Vorerhebung auf Lehrendensei-
te ergeben hatten (vgl. Abschnitt 5.1.2). Dafiir wurde fiir jeden Unteraspekt eine
neue Regression gerechnet und entsprechend den oben beschriebenen Analyse-
schritten vorgegangen. Weiterhin wurde nach Beweisschritten und Darstellungs-
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ebenen differenziert. Beweisschritt benannt beziechungsweise die entsprechende
Darstellungsebene betrachtet wurde.

Tabelle 9 Chancenverhéltnisse fiir die quantitative Analyse der Intervention

Inhaltliche Beschrei-  kurz Operationalisiertes Chancenver- Berechnung aus

bung héltnis Regressions-
modell

nach Intervention: z1 gl/g0 OR(y = 1|x; = lvs.x; = 0,x, = 1) efrebrz

Interventionsgruppe

vs. Kontrollgruppe

vor Intervention: 70 g1/g0 OR(y = 1|x; = 1vs.x; = 0,x, = 0) eh

Interventionsgruppe
vs. Kontrollgruppe

Innerhalb Interventi- gl z0/z1 OR(y = 1]x, = 1vs.x, = 0,x;, = 1) ePzebz
onsgruppe:

vor Intervention vs.

nach Intervention

Innerhalb Kontroll- 20 z0/z1 OR(y = 1|x, = 1vs.x, = 0,x; = 0) ez
gruppe:

vor Intervention vs.

nach Intervention

Dafiir wurden diese sowie die entsprechenden Interaktionsterme mit den Inter-
ventionsvariablen Zeit und Gruppe in das Regressionsmodell aufgenommen und
die Chancenverhéltnisse unter der Einschrankung bestimmt, dass der entspre-
chende

Zur Untersuchung von

Forschungsfrage 3.2: Wie groB3 und signifikant ist der Einfluss auf das Er-
kennen der intendierten Normbriiche durch die in der qualitativen Analyse
herausgearbeiteten potenziellen Einflussfaktoren?

wurden die entsprechend postulierten Einflussfaktoren und deren Interaktions-
terme mit den Interventionsvariablen*’ als Pridiktoren fiir das jeweilige logisti-
sche Regressionsmodell gewihlt. Zunédchst wurde jeweils gepriift, ob die Inter-
aktion der drei Variablen signifikant ist. In diesem Fall kann davon ausgegangen
werden, dass der Einfluss des entsprechenden Faktors durch die Intervention
gefordert werden konnte.

43 Sofern die entsprechenden Modelle auf der Grundlage des Datenmaterials schitzbar
waren.
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In Post-hoc-Analysen wurden die Chancenverhiltnisse fiir das Erkennen des
jeweils intendierten Normbruchs (mit gegeniiber ohne dem Einflussfaktor) be-
stimmt und damit die Hohe des Einflusses des untersuchten Faktors. Diese
Chancenverhéltnisse wurden differenziert aufgeschliisselt nach Gruppenzugehd-
rigkeit und Zeitpunkt der Erhebung. Es wurden also jeweils vier Chancenver-
héltnisse bestimmt (fiir z0g0, z1g0, z0gl und z1gl), um die zeitlichen Entwick-
lungen in den einzelnen Gruppen besser nachvollziehen zu kdnnen.

Lagen hier keine signifikanten Werte vor, wurde gepriift, ob sich eine Signifi-
kanz unabhéngig von der Intervention ergibt. Die Interaktionsterme mit den
Interventionsvariablen Zeit und Gruppe wurden dafiir entsprechend wieder aus
dem Modell herausgenommen. Eine Signifikanz bestitigt die entsprechende
Hypothese dahingehend, dass es einen Einfluss gibt, der sich auf die Grundge-
samtheit hin verallgemeinern lésst, dieser jedoch nicht durch die Intervention
gefordert werden konnte. Dies gibt einen Hinweis dahingehend, dass es sich
lohnt, diesen Einflussfaktor explizit in kiinftige Interventionen einzubeziehen,
die aktuelle Intervention dazu jedoch noch nicht ausreichend in der Lage war.
Das entsprechend sequenziell gestaltete Vorgehen ist in Tabelle 10 dargestellt:

Tabelle 10 Sequenzielles Vorgehen bei der Analyse potenzieller Einflussfaktoren

Abfolge Untersuchung Folgerung

0. Qualitative Hypo- postulierte FEinflussfaktoren auf das Erkennen der
these generiert intendierten Normbriiche

1. Signifikanz Inter- Intervention fordert Einfluss der postulierten Einfluss-
aktion des Ein- faktor

flussfaktors mit
Zeit und Gruppe

2. post hoc Analysen Intervention hat das Potenzial diesen Einfluss zu for-
dern (ggf. langere Interventionszeit notig)

3. Signifikanz ~ Ein-  Einflussfaktor hat Einfluss auf Erkennen des intendier-
flussfaktor ten Normbruchs (unabhéngig von aktueller Interventi-
on)

4.4.8 Giitekriterien quantitativer Forschung

Die zentralen Giitekriterien quantitativer Forschung sind: Objektivitdt, Validitat
und Reliabilitit (vgl. z. B. Moosbrugger & Kelava, 2007, S. 8 ff.).

Bei der Objektivitdt geht es darum, dass die Durchfithrung (Durchfithrungsob-
jektivitdt) der quantitativen Erhebung sowie die Auswertung (Auswertungsob-
jektivitdt) und Interpretation (Interpretationsobjektivitit) der entsprechenden
Ergebnisse unabhingig von den durchfiihrenden, auswertenden und interpretie-
renden Personen zum gleichen Ergebnis kommen sollen (vgl. Moosbrugger &
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Kelava, 2007, S. 9ff). Um die Durchfithrungsobjektivitit zu gewahrleisten,
wurde ein standardisiertes Erhebungsinstrument genutzt und dieses stets zum
gleichen Zeitpunkt der Veranstaltung eingesetzt ohne weitere Impulse zur Bear-
beitung zu geben als die auf dem Instrument genannten. Zur Gewdhrleistung der
Auswertungsobjektivitdt wurde von allen Kodierenden auf das gleiche Kodier-
manual zuriickgegriffen. Fiir die Interpretation der Ergebnisse wurde auf stan-
dardisierte quantitative Verfahren zuriickgegriffen.

Bei der Validitit* muss sichergestellt werden, dass die Instrumente tatsichlich
das Konstrukt messen, das untersucht werden soll, in dieser Arbeit also das
Normenverstindnis. Daflir wurde zunéchst theoriebasiert aus der Literatur ein
Kategoriensystem abgeleitet, welches die Aspekte dieses Konstruktes spezifi-
ziert (Konstruktvaliditdt nach Moosbrugger & Kelava, 2007, S. 16). Das Kate-
goriensystem und die darauf aufbauend konstruierten Erhebungsinstrumente
wurden mehrfach pilotiert, was zu weiteren Ausschirfungen des Kategoriensys-
tems und einer empirischen Verankerung desselben fiihrte. In der abschlie3en-
den Pilotierung wurden die intendierten Normbriiche von Expert/innen als sol-
che erkannt (Inhaltsvaliditdt nach Moosbrugger & Kelava, 2007, S. 15).

Bei der Reliabilitdt (vgl. Moosbrugger & Kelava, 2007, S. 11 ff.) muss gewéhr-
leitet werden, dass die Messfehler moglichst geringgehalten werden. Dies wurde
durch Mehrfachkodierungen des Materials und die Bestimmung von Interrater-
Reliabilitiaten gewéhrleistet (vgl. Abschnitt 4.4.2).

44 In diesem Zusammenhang wird dieser Begriff anders genutzt als im Zusammenhang
mit Beweisen (zur Validitdt von Beweisen vgl. Abschnitt 0 in dieser Arbeit).
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5  Forschungsprozess

WiSe 21/22 SoSe 22 WiSe 2223
| | | |
| | | |
Deduktive Kategorienbildung Vorerhebung Pilotierung Ubungsleitenden-  Haupterhebung
Lehrendenseite Intervention schulung Lemnendenseite

Lemedenseite

Abbildung 19 Zeitachse zum Forschungsprozess

Zu Beginn des Jahres 2022 wurde zunichst mit einer umfassenden Literaturar-
beit begonnen, um den normativen Rahmen fiir die Intervention theoriegestiitzt
herzuleiten. Es sollten die Normen fiir beispielgebunden ikonische Beweise
sowie die in Bezug auf diese Normen relevanten Begrifflichkeiten prézisiert
werden, die dieser Arbeit zugrunde liegen. Davon ausgehend wurde ein erstes
Kategoriensystem deduktiv entwickelt.

Ziel der Intervention ist es, ein geteiltes situiertes Normenverstindnis zwischen
Lehrenden und Lernenden im Eingangssemester der Lehramtsausbildung an der
Technischen Universitdt Dortmund zu etablieren. Dazu wurde, ausgehend von
den Arbeiten von Cobb und Yackel (1996), ein Kreislaufmodell zur Aushand-
lung eines geteilten Normenverstdndnisses (vgl. Abschnitt 1.5) entwickelt. Aus-
gehend von diesem Modell wurde im Mai 2022 zundchst das Normenver-
stindnis auf Lehrendenseite erhoben. Dies fiihrte zu einer weiteren Ausdiffe-
renzierung des Kategoriensystems.

Darauf aufbauend wurde eine Intervention entwickelt, die ein geteiltes Normen-
verstindnis auf Lernendenseite fordern sollte, welches kompatibel mit dem auf
Lehrendenseite erhobenen Verstindnis ist. Im Rahmen einer Pilotierung, wel-
che sich iiber vier Vorlesungssitzungen mit anschlieBenden Ubungen im Juni
2022 erstreckte, wurden verschiedene Aufgabenformate und Vermittlungsweisen
erprobt. Im Rahmen der Ubungen wurden dabei einzelne Studierendengruppen
und Plenumsdiskussionen audiografiert und fiir die Haupterhebung ausgewertet.
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Weiterhin wurden Erhebungsdokumente fiir die Eingangs- und Ausgangserhe-
bung vor und nach der Intervention pilotiert. Weitere Erkenntnisse zum Nor-
menverstidndnis der Studierenden wurden aus der Abschlussklausur des Pilotie-
rungssemesters gewonnen. Auf Grundlage dieser Ergebnisse wurden die Inter-
vention sowie die Erhebungsinstrumente iiberarbeitet, welche im Rahmen der
Haupterhebung im Dezember 2022 zum Einsatz kamen.

In der Pilotierung zeigte sich aulerdem, dass die neue theoretische Ausrichtung
auf Normen von Beweisen und die Leitung entsprechender Diskussionen in den
Ubungen die Ubungsleitenden vor groBe Herausforderungen stellte. Zudem
zeigten sich grofe Unterschiede in der Ausgestaltung der Diskussionen durch
die entsprechende Leitungsperson. Um eine fiir alle Ubungsleitenden gemein-
same Wissensbasis zu etablieren, wurde im Oktober 2022 eine Schulung durch-
gefiihrt. Dort wurden die fiir die Veranstaltung wesentlichen theoretischen Kon-
zepte und Designprinzipien diskutiert. AnschlieBend wurde durch die Autorin
eine Plenumsdiskussion zu den Beweisversuchen der Intervention angeleitet, die
als Rollenmodell fiir die Gestaltung der Diskussionen in der Haupterhebung
dienen sollte. Zudem wurden ausfiihrliche Musterldsungen zu jedem der in der
Haupterhebung zu diskutierenden Beweisversuche durchgesprochen, welche
sich konsequent an den Normen und deren intendiertem Verstindnis orientieren.
Dadurch sollte eine mdglichst groe Standardisierung der Plenumsdiskussionen
im Rahmen der Intervention erreicht werden.

5.1 Entwicklung des Kategoriensystems

5.1.1 Deduktive Kategorienbildung

Aus der theoretischen Auseinandersetzung mit der Forschungsliteratur ergaben
sich deduktiv zwei Dimensionen des Kategoriensystems, die Normen selbst
(vgl. Abschnitt 2.2) und die Ebenen der Betrachtung (vgl. Abschnitte 2.4.3 und
3.3), welche in Tabelle 11 dargestellt sind:

Tabelle 11 Deduktiv gebildetes Kategoriensystem der Normen und der Ebenen der Betrachtung

Normen Ebenen der Betrachtung
Vollstiindigkeit Darstellungsebene
ikonisch
Kohiirenz sprachlich
Logische Struktur Metaebene
konkret
Allgemeingiiltigkeit meta
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Die Analyse der empirischen Studien zum situierten Beweisverstidndnis zeigte
dabei, dass der Konstruktion der Beweisversuche und der Analyse des empiri-
schen Datenmaterials immer implizit ein bestimmtes Verstidndnis dieser Normen
zugrunde lag. Um im Rahmen dieser Arbeit nicht ebenfalls implizit vom Nor-
menverstdndnis der Autorin auszugehen, wurde zundchst das Normenverstind-
nis auf Lehrendenseite erhoben. Durch diese Vorerhebung sollte das obige Ka-
tegoriensystem induktiv ausdifferenziert und spezifiziert werden. Auf Grundlage
dieses ausdifferenzierten Kategoriensystems wurden die Beweisversuche fiir die
Intervention und die Erhebungen konstruiert und die Ergebnisse aus den Erhe-
bungen analysiert.

5.1.2 Induktive Kategorienbildung

Im Sinne des in Abschnitt 1.5 dargestellten Kreislaufmodells zu Aushandlungs-
prozessen, sollten sich die Lehrenden mit konkreten Schwierigkeiten auseinan-
dersetzen hinsichtlich der Normenumsetzung beim eigenstindigen Beweisen der
Studierenden im Eingangssemester an der Technischen Universitit Dortmund.
Zu diesem Zweck wurden den Lehrenden moglichst authentische und reprasen-
tative Studierendenprodukte aus dem Eingangssemester vorgelegt. Dazu wurden
die ersten Hausaufgabenbearbeitungen zur eigenstindigen Beweiskonstruktion
aus der Einfilhrungsveranstaltung Arithmetik und ihre Didaktik 1 im Winterse-
mester 2021/2022 an der Technischen Universitdt Dortmund ausgewihlt. Die
Studierenden sollten hierbei die folgenden beiden Aussagen® durch ikonische*®
Beweise beweisen:

Aussage 1: ,Die Summe zweier natiirlicher Zahlen im Abstand 2 ist immer
gerade®

45 Diese Aussagen entsprechen typischen Aussagen, die in dieser oder dhnlicher Form in
der Forschungsliteratur zum Einstieg in das Themenfeld des Argumentierens und
Beweisens genutzt werden (vgl. u. a. Kempen, 2019 sowie Welsing, 2020).

46 Es wurde in diesem Semester noch der Begriff ,,inhaltlich-anschaulich® verwendet.
Dabei wurde noch nicht klar unterschieden zwischen beispielgebunden ikonischen
und formal ikonischen Beweisen.
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Zundchst wird der erste Summand mit blauen Plattchen dargestellt. Indem zwei rote
Plattchen an den ersten Summanden gehangen werden, wird der zweite Summand
dargestellt. Das Zusammenschieben der Plattchen stellt das Ergebnis der Addition dar. Am
Ende kreisen wir Zweierpaare ein.

Abbildung 20 Beweisversucht einer/s Studierenden zu Aussage 1: ,, Die Summe zweier natiirlicher
Zahlen im Abstand 2 ist immer gerade.*

Aussage 2: ,Das Quadrat einer ungeraden natiirlichen Zahl ist immer ungera-
de.

Man kann immer Zweierpaare einkreisen und es bleibt ein Plattchen iibrig, also ist das Ergebnis
ungerade.

Abbildung 21 Beweisversuch einer/s Studierenden zu Aussage 2: ,,Das Quadrat einer ungeraden
natiirlichen Zahl ist immer ungerade.“

Zu jeder der Aussagen ist jeweils ein Beweisversuch einer/s Studierenden aufge-
fiihrt (vgl. Abbildung 20 bzw. Abbildung 21), der von den Lehrenden diskutiert
werden sollte. Die Beweispversuche der Studierenden wurden hinsichtlich der
Normbriiche beziiglich der in Abschnitt 2.2 herausgearbeiteten Normen katego-
risiert, wobei jeweils die Norm*” und die Darstellungsebene kodiert wurde, auf
welcher der Normbruch vorliegt. Fiir jede Norm wurden die Beweisversuche
hinsichtlich dhnlicher Vorgehensweisen und Fehler gruppiert und aus der jeweils
grofiten Gruppe ein Beispiel ausgewéhlt. Durch dieses Vorgehen sollte sicherge-
stellt werden, dass man représentative Beispiele fiir jeden Normbruch erhilt, die
typische Fehlvorstellungen der Lernenden widerspiegeln. Die Beweisversuche
wurden insofern geglittet, dass nur die kodierten Normbriiche darin ersichtlich
sind und weitere, nicht direkt argumentativ relevante Probleme, wie sprachliche
Formulierungen, verbessert wurden. Fiir die Erhebung auf Lehrendenseite wur-
den diese Beweisversuche so kombiniert, dass iiber alle Beweisversuche hinweg

47 Mehrfachkodierung sind dabei moglich.
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jede Norm auf der sprachlichen oder auf der ikonischen Darstellungsebene ver-
letzt wurde.

Die so ausgewdhlten Beweisversuche wurden in fiinf Kleingruppen zu je drei
bis vier Lehrenden des Primarbereichs der Technischen Universitdt Dortmund
diskutiert und bewertet. Diese Lehrenden betreuen hauptverantwortlich Lehr-
veranstaltungen im Eingangssemester der Lehramtsausbildung und sind insofern
die Hauptverantwortlichen fiir die Kommunikation des Normenverstindnisses
in Bezug auf Beweise an der Technischen Universitidt Dortmund zu Studienbe-
ginn. Jede Gruppe erhielt dabei vier bis fiinf verschiedene Beweisversuche,
wobei manche der Beweisversuche in mehreren Gruppen diskutiert wurden.
AuBerdem sollten in jeder Gruppe ausgehend von der Bewertung konkrete
Take-Home-Messages fiir die Studierenden formuliert werden, auf was bei ei-
nem Beweis zu achten ist, also die diskutierten Normen explizit auch auf der
Metaebene formuliert werden.

Die Tonaufnahmen der Gruppendiskussionen wurden transkribiert (gemif
Kuckartz & Rédiker, 2022). Zu jeder Norm wurden die Diskussionsabschnitte
bestimmt, in welchen diese thematisiert wurde, und in jedem Abschnitt weiter-
hin die Ebenen der Betrachtung kodiert (vgl. Abschnitt 4.3.3). Um auch in der
Datenanalyse von mdglichst wenig Vorannahmen zum Normenverstindnis aus-
zugehen, wurden die Kodierregeln moglichst breit und offen im Sinne von Ab-
schnitt 2.2 formuliert: Vollstédndigkeit wurde kodiert beim Fehlen oder Vorhan-
densein bestimmter Entitdten, Kohdrenz, wenn es um den Grad an Verbunden-
heit oder Unverbundenheit zwischen einzelnen Entitéten ging, logische Struktur,
wenn die Organisation von einzelnen Entitéten im Beweis diskutiert wurde und
Allgemeingiiltigkeit, wann immer die Reichweite der konkreten Darstellung zur
Diskussion stand. Dabei ergaben sich die folgenden Spezifikationen:

Nachvollziehbarkeit

Die groBte Uneinigkeit bei der Beweisbewertung lag dann vor, wenn der Be-
weisversuch nicht vollstindig nachvollzogen werden konnte. Die Nachvollzieh-
barkeit stand damit héufig zur Diskussion und wurde daher als zusétzliche
Norm in das Kategoriensystem aufgenommen. Beispielhaft fiir die Auseinander-
setzung sei an dieser Stelle auf eine AuBerung aus Gruppe 5 verwiesen:

,Das ist vielleicht ein Punkt, es muss so aussagekriftig sein, dass jemand, der den Beweis noch
nicht versteht, eigentlich dadurch nachvollziehen kann. [...]* (Gruppe 5, Turn 186, A)

Hier wurde die Nachvollziehbarkeit explizit auf der Metaebene als Norm zur
Beweisbewertung formuliert.
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Vollstindigkeit

Hinsichtlich des Verstidndnisses der Vollstindigkeit eines Beweises gab es in
allen Gruppen einen Konsens. Dabei wurden stets drei wesentliche Beweis-
schritte benannt, hier beispielhaft in Gruppe 1:

109 A Aber ich finde genau das [...] wire fiir mich eine total wichtige Take-Home-Message,
dass sowohl Anfangs- als auch Endzustand in der Zeichnung deutlich werden miissen.

(]

143 A Vielleicht ist das auch noch gut: Anfangszustand, Endzustand und wie man dahin
kommt.

Das Beweisverstindnis basiert hier auf der Beweiskonzeption des operativen
Beweises (vgl. Abschnitt 2.3.4), bei welchem ein Anfangszustand durch eine
gezielte operative Verdnderung in den gewiinschten Endzustand iiberfithrt wird.
Dabei stellen Anfangs- und Endzustand zwei zentrale Beweisschritte dar. Diese
ergeben sich aus der zu beweisenden Aussage (,,Behauptung*), wie dies hier in
Gruppe 4 in Bezug auf das Quadrat einer ungeraden Zahl (Aussage 2) formuliert
wird:
47 B [...] Einerseits, dass die beiden Faktoren ungerade sind und dass dann automa-
tisch das Ergebnis ungerade ist. Das ist ja die Behauptung: Wenn die Faktoren

einer Quadratzahl ungerade sind, dann ist das Ergebnis ungerade. Und das sind
die beiden, die ich sehen wollen wiirde. [...]

Der Anfangszustand entspricht dabei der Voraussetzung in der als wenn-dann-
Aussage umformulierten Aussage 2

,,Wenn die Faktoren einer Quadratzahl ungerade sind, dann ist das Ergebnis ungerade®,

also dem wenn-Teil der Aussage. Der Endzustand entspricht dem Endergebnis,
welches im dann-Teil der Aussage formuliert ist.

Neben dem Anfangs- und Endzustand stellt die Verdnderung selbst den dritten
Beweisschritt dar. Dies wird in Gruppe 2 explizit formuliert:

,Dann muss klar sein, wird die Operation ersichtlich, also wird wirklich gesehen, was getan wird,
also wird die Handlung, wird das Wegschieben, Zusammenschieben, Umschieben deutlich?* (Grup-
pe 2, Turn 115, B)

Im Allgemeinen wird dabei bei dem Beweisschritt der Operation einer dynami-
schen Darstellungsweise, wie hier beschrieben in Form einer konkreten Hand-
lung, der Vorzug gegeben. In Beweisversuchen, in welchen eher {iber eine stati-
sche Strukturierung als iiber eine dynamische Verdnderung der Zusammenhang
zwischen Voraussetzung und Endergebnis hergestellt wird, wird diese Struktu-
rierungsweise dem Beweisschritt der Operation zugerechnet. Dies wird in
Gruppe 4 in Bezug auf die Summe zweier Zahlen im Abstand 2 (Aussage 1, vgl.
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Abbildung 20) formuliert, wo durch die Strukturierung des ,,Einkreisen[s]*, das
»gerade® Ergebnis verdeutlicht wird:

»s[-..] und durch Einkreisen [...] und auch zusétzlich durch den Schrifttext dazu, wird belegt, dass es
sich hierbei um eine gerade Menge handelt. [...]* (Gruppe 4, Turn 30, B)

Hier wird gefordert, dass aus der Art der Strukturierung das Endergebnis er-
sichtlich wird und eine sprachliche und ikonische Darstellung der Strukturie-
rungsweise eingefordert. Allgemein besteht in den Gruppen kein Konsens hin-
sichtlich der Rolle der sprachlichen Erlduterung bei der Vollstindigkeit. Es
bleibt in dieser Diskussion die Frage offen, auf welchen Darstellungsebenen,
ikonisch oder sprachlich, die einzelnen Beweisschritte dargestellt sein sollten,
um einen vollstdndigen Beweis zu liefern.

In das Kategoriensystem wurden neben der Vollstdndigkeit die dafiir relevanten,
hier herausgearbeiteten Entititen der drei Beweisschritte der Voraussetzung, der
Operation/Strukturierung und des Endergebnisses aufgenommen.

Kohdrenz

Hinsichtlich der Kohédrenz standen iiber alle Gruppen hinweg verschiedene
Ebenen im Fokus, auf welchen Zusammenhénge diskutiert wurden: Die interne
Beweisebene, die externe Ebene und die Darstellungsebenen.

Bei der internen Kohirenz ging es dabei um Zusammenhinge, die innerhalb
des Beweises selbst hergestellt werden sollen:

35 B Sprachliche Beweisstrukturen zumindest.

36 A Okay, okay.

37 C Ja, genau, wenn-dann-Strukturen.

38 A Die sind ja nicht so richtig angewendet eigentlich, weil auch da ja die Kausalitit

eigentlich nicht so deutlich wird.

Es besteht allgemein Konsens dahingehend, wie in diesem Transkriptausschnitt
formuliert, dass eine rein sprachliche Verkniipfung von Sétzen fiir das Herstellen
der internen Kohédrenz nicht ausreichend ist. Dafiir miissen Kausalititen explizit
verdeutlicht werden. Was kausal verkniipft werden soll, sind wieder die Beweis-
schritte. Diese werden zwar als unabhingige, aber eng aufeinander bezogene
Entitdten verstanden in der Weise, dass sich die Schritte logisch auseinander
ergeben sollen. Dies wurde schon im vorangegangenen Abschnitt zur Vollstin-
digkeit deutlich, wo der Beweisschritt der Operation/Strukturierung die Aufgabe
hat, den globalen Gesamtzusammenhang zwischen Voraussetzung und Ender-
gebnis herzustellen (vgl. Gruppe 1, Turn 143, A).

Weiterhin werden in allen Gruppen auch lokale Zusammenhénge aufeinander-
folgender Beweisschritte diskutiert, wie hier in Gruppe 2:
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,,Dann ist ja, weil ich vorher die gerade Zahl hatte, kann ich da auch wieder Zweier einkreisen [...]*
(Gruppe 2, Turn 174, A)

An dieser Stelle wird die Strukturierungsweise des Einkreisens von ,,Zwei-
er[paaren]” aus der Voraussetzung heraus begriindet, dass es sich um eine ,,ge-
rade Zahl handelt (vgl. Abbildung 214%). Weiterhin wird, wie hier in Gruppe 3,
gefordert, dass das Endergebnis, dass ein Pléttchen ,,iibrig bleibt“, aus der Struk-
turierungsweise heraus begriindet wird:

,,Genau. Aber trotzdem wird da dann nicht deutlich, warum ich, wenn ich da Zweier[...] einkreise,
warum das eine iibrig bleibt.” (Gruppe 3, Turn 104, A)

Zur externen Kohirenzebene zihlen alle Entitdten, die nicht direkt Teil der
Argumentation des Beweises sind, sondern den (theoretischen) Rahmen dafiir
liefern. Uber die Gruppen hinweg konnten dabei die folgenden drei Entitiiten
herausgearbeitet werden: Die zu beweisende Aussage selbst, die zugrunde lie-
genden Definitionen und mdogliche weitere mathematische Aussagen, die als
Lemmata bei der Beweisfithrung genutzt wurden.

In allen Gruppen wurde dabei vor allem der Zusammenhang des Beweisver-
suchs zur Aussage diskutiert. Dieser soll, wie hier in Gruppe 2 in Bezug auf den
Beweisversuch in Abbildung 20 formuliert, durch einen abschlieBenden Satz
explizit formuliert sein:

,,Weil auch da steht hinterher: ,,Am Ende kreisen wir Zweierpaare ein®. Ja, das tun wir, aber was

genau sagt uns das? Also darauf miisste ja noch folgen: ,,Das bedeutet, es ist durch zwei teilbar.
(Gruppe 2, Turn 248, B)

Weiterhin soll der Zusammenhang zur Definition der Teilbarkeit herausgearbei-
tet werden. In Gruppe 2 wird dies wie folgt beschrieben:

112 C [...] Also, ich glaube, bei den ikonischen Darstellungen braucht man genauso in
irgendeiner Form eine Definition, sei es durch Einkreisen, [...]

Dabei wird fiir ikonische Beweise explizit gefordert, dass mit ikonischen Defi-
nitionen gearbeitet wird. Diese konnen durch eine bestimmte Art des Einkrei-
sens gegeben sein. Hier wird Bezug genommen auf das restlose Zerlegen in
Zweierpaare als ikonische Definition einer geraden Zahl. An spéterer Stelle wird
in Gruppe 2 dariiber hinaus explizit gefordert, dass diese ikonischen Definitio-
nen zuvor in der Veranstaltung etabliert worden sein sollten:

226 B [...] Es gibt ja gewisse Dinge, die ich mir vorher auch erarbeite, wie ich halt [...]
Zahlen darstelle. [...]

Uber die verwendeten (ikonischen) Definitionen als fachlichen Hintergrund
hinaus, wurde insbesondere in Gruppe 4 die Verwendung weiterer Aussagen als
Lemmata in der Beweisfiihrung diskutiert. In den in dieser Gruppe diskutierten

48 Hier wird zundchst das innere, blaue Quadrat betrachtet, das das Quadrat einer gera-
den Zahl darstellt.
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Beweisversuchen wurde die Giiltigkeit bestimmter Aussagen als gegeben ange-
nommen und ohne weitere Begriindung genutzt. Dies wurde in Gruppe 4 er-
kannt und zum Thema gemacht:

,[-..] Das wurde ja sowieso iiberall vorausgesetzt, dass ungerade plus gerade ungerade ist. Das ist ja
auch noch die Voraussetzung, die quasi nirgendwo begriindet wird. [...]* (Gruppe 4, Turn 35, A)

An dieser Stelle wird explizit gefordert, dass jede verwendete Aussage auch
selbst begriindet werden muss. An spéterer Stelle wird dies durch C (in Bezug
auf den Beweisversuch in Abbildung 21) relativiert:

84 A Ja und das wiirdest du dann sagen, das ist okay? Ich nehme das Quadrat einer
geraden Zahl. Davon gehe ich aus, dass die gerade ist. Das muss ich nicht mehr
beweisen? [...]

85 C Das ist halt die Frage, was vorher schon an Sdtzen durchgenommen wurde bei
der Beweisfithrung. Auf was ich mich dann beziehen kann.

C schlédgt dabei vor, dass die Aussagen, die genutzt werden diirfen, ohne selbst
nochmals bewiesen werden zu miissen, durch die Veranstaltung vorgegeben sein
sollten.

Neben der internen und externen Kohérenz wurde zudem in allen Gruppen der
Zusammenhang zwischen ikonischer und sprachlicher Darstellungsebene dis-
kutiert. Diesbeziiglich wird in den Gruppen kein Konsens erreicht. Die Meinun-
gen reichen dabei von der Unnétigkeit einer sprachlichen Darstellungsebene bis
hin zur Deckungsgleichheit der Darstellungsebenen. In Gruppe 2 wird Ersteres
von C explizit formuliert:

»[--.] es wire ein guter ikonischer Beweis, wenn die Darstellungen selbsterklarend ware [...]*
(Gruppe 2, Turn 115, C)

Auch in anderen Gruppen besteht bei Einzelpersonen die Ansicht, dass es sich
nicht mehr um einen rein ikonischen Beweis handelt, wenn dieser einer zusitz-
lichen sprachlichen Erlduterung bedarf. Eine gegensitzliche Ansicht wird in
Gruppe 2 von B vertreten, wonach es in jedem Fall der sprachlichen Ebene
bedarf, um die Nachvollziehbarkeit eines ikonisch dargestellten Beweises zu
gewidhrleisten:

»[-..] kann ich in alles das rein interpretieren, was ich sehen will [...], aber ohne Text sind die
wenigsten verstehbar [...] (Gruppe 2, Turn 42, B)

Um die Beweisidee aus Sicht der/s Beweisenden nachvollziehen zu kénnen und
nicht von der eigenen Interpretation des Bildes auszugehen, braucht es laut B
eine sprachliche Erlduterung. Wie eng der Zusammenhang zwischen sprachli-
cher und ikonischer Darstellungsebene dafiir gestaltet sein muss, wird in den
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einzelnen Gruppen unterschiedlich ausgelegt. In Gruppe 1 wird diesbeziiglich
die Frage aufgeworfen, ob die Darstellung des Beweisversuchs in beiden Dar-
stellungsebenen kongruent sein soll:

92 B Ich habe mich auch gefragt, weil sowohl die ikonische Darstellung als auch der Text
geben ja unterschiedliche Informationen wieder. Inwiefern da also eine Deckungs-
gleichheit sein muss? Weil ich habe halt echt tiberlegt, was bedeutet das jetzt mit dem
Verschieben? Also das wurde mir, da musste ich erstmal langer iiberlegen, wie das
vereinbar ist mit Bild und Text.

Hier geht es um die Frage, auf welcher Darstellungsebene die einzelnen Be-
weisschritte, hier die Operation, dargestellt werden sollen. In dieser Gruppe
wird eine deckungsgleiche Darstellung auf beiden Darstellungsebenen gefor-
dert. In Gruppe 5 wird dagegen explizit von D (in Bezug auf einen Beweisver-
such von Aussage 1) gefordert, dass die sprachliche Darstellungsebene iiber die
rein kongruente Beschreibung der ikonischen Darstellung hinausgehen soll:

17 B [...] Also, was ist eigentlich mit der Beschreibung, die da drunter ist. Was halten wir
davon? [...]

18 D [...] Also, das ist einfach nur der Versuch, anstelle von einer Beschriftung wurde das
halt in einen Text gepackt. Aber da ist gefiihlt jetzt nicht mehr Info drin als in dem Bild

19 B  Aber hitte euch das gereicht, wenn da jetzt die Beziige drin sind. Also in denen erklért
wird, warum eine gerade Zahl durch zwei teilbar ist. Oder wenn man jetzt darin be-
schrieben wiirde, ich konnte jetzt halt diese zwei losen Pléttchen noch drehen, um ein
Rechteck daraus zu machen.

B schlédgt vor, dass die sprachliche Darstellungsebene sowohl interne als auch
externe Kohidrenzen explizieren soll. Dazu wird in dieser Gruppe jedoch kein
abschlieBender Konsens erreicht.

Ins Kategoriensystem wurden als Unteraspekte der Kohirenz die interne Kohé-
renz, die externe Kohdrenz und die Kohdrenz der Darstellungsebenen aufge-
nommen. Weiterhin zur Ausdifferenzierung der externen Kohérenzebene die
Entitdten der Aussage, der (ikonischen) Definition und der Lemmata. Zudem
wurde fiir die Konzeption der Intervention vorgesehen, dass im Rahmen einer
Einfithrungsvorlesung zum Thema Beweisen die ikonischen Definitionen und
Aussagen eingefiihrt werden sollen, auf welche bei kiinftigen Beweisen zuriick-
gegriffen werden darf (vgl. Abschnitt 5.3.2).

Logische Struktur

Beziiglich der logischen Struktur eines Beweisversuchs wurde bereits in den
beiden vorangegangenen Abschnitten zur Vollstandigkeit und Kohérenz festge-
stellt, dass die Beweisschritte einer festgelegten Reihenfolge folgen sollen:
Aus der Voraussetzung ergibt sich tiber die Operation beziehungsweise Struktu-
rierung das Endergebnis. Entsprechende Normbriiche, wo diese Reihenfolge
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nicht eingehalten wurde, wurden in allen Gruppen explizit thematisiert. In
Gruppe 2 wird die logische Struktur dabei explizit als eigenstédndige Norm for-
muliert:

286 D Also das heift, du hast ja [...] auch noch die logische Schlussrichtung. Was kann ich
denn voraussetzen? Was darf ich nutzen? Und was ziehe ich daraus fiir Folgerungen?
Diese Ebene musst du ja auch noch mit reinnehmen.

Die fiir den Beweis geforderte Reihenfolge wird hier zudem iiber die externe
Kohidrenzebene begriindet, welche vorgibt, was vorausgesetzt und genutzt wer-
den darf innerhalb des Beweises.

Neben der logischen Struktur auf interner Ebene wurde auch die Organisation
280 D ,Die Summe ist durch zwei teilbar. Somit finden wir zwei gleich groBe Blocke.*

283 B Nein, das ist andersherum
284 D Inder Logik falsch.

285 B Zwei gleich grole Blocke und deswegen ist es durch zwei teilbar und dementspre-
chend gerade.

zwischen interner und externer Ebene thematisiert, wie hier in Gruppe 2:

Hier wurde festgestellt, dass die sprachliche Darstellung beziiglich des Ender-
gebnisses eine falsche logische Struktur aufweist. In dem hier diskutierten Be-
weisversuch wird aus dem in der Aussage formulierten Endergebnis einer gera-
den Summe hergeleitet, wie diese Summe ikonisch dargestellt sein soll. In der
korrekten Logik miisste aus der ikonischen Darstellung das Endergebnis im
Sinne der Aussage begriindet werden.

Fiir das Kategoriensystem wurden fiir die logische Struktur keine weiteren (Un-
ter-)Aspekte aufgenommen. Eine Ausdifferenzierung des Verstindnisses kann
hier entlang der bereits zuvor eingefiihrten Entititen auf der internen Kohédrenz-
ebene (das heiflit der Beweisschritte) und externen Kohérenzebene (hier vor
allem der Aussage) geschehen. Es wird dabei im Folgenden von einer Organisa-
tion entsprechend der Beweislogik gesprochen, wenn auf der internen und exter-
nen Ebene die Beweisschritte in der oben benannten Reihenfolge linear organi-
siert sind.

Allgemeingiiltigkeit

Die Allgemeingiiltigkeit wurde von allen Gruppen als die zentralste Norm eines
Beweises angesehen. Dabei wurde Allgemeingiiltigkeit in der Weise verstanden,
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dass deutlich gemacht werden soll, dass die ikonische Darstellung iibertragbar
sein soll auf beliebige Zahlen, wie hier in Gruppe 2 formuliert:
28 A Ja und dhm, ich meine, man miisste noch deutlich machen, dass das, dh, dass diese

Zahlen ja auch unendlich groBer sein konnen, also diese Verallgemeinerung fehlt
noch.

Die Reichweite des Dargestellten soll also iiber das konkret dargestellte Beispiel
hinausgehen und theoretisch auch unendlich grofle Zahlen umfassen. Hierbei
geht es nicht um beliebige Zahlen, sondern um all diejenigen Zahlen, die die in
der Voraussetzung der Aussage geforderten Eigenschaften erfiillen. A bezieht
sich hier auf Zahlen, deren Eigenschaften von B an friiherer Stelle konkretisiert
wurden in dem Sinne, dass zwei Zahlen im Abstand zwei als Voraussetzung (fiir
Aussage 1, vgl. dazu Abbildung 20) gegeben sind:

13 B Aber es geht ja darum, dass die Zahlen einen Abstand von zwei haben an der Stelle,
ne? Also das ist schon wichtig, dass da die zwei Roten noch dazukommen [...].

Die entsprechende ikonische Umsetzung dieser Eigenschaft mit Hilfe zweier
zusétzlich dazukommender roter Plittchen soll dann auch in der von A in Turn
28 beschriebenen Verallgemeinerung deutlich werden.

Breiter Konsens herrscht in allen Gruppen diesbeziiglich, dass diese Verallge-
meinerung auf der ikonischen Darstellungsebene stattfinden soll durch die
Verwendung geometrischer Variablen (vgl. Abschnitt 2.4):

89 B Auf jeden Fall. Aber was halt auch wieder fehlt, ist die Allgemeingiiltigkeit, ne?

[.]

9 C Da miissen irgendwie Piinktchen zwischen die Pléttchen oder so.
,Allgemeingiiltig[e]* (mit geometrischen Variablen) und ,,beispielgebunden[e]
Beweise, die mit konkreten Zahldarstellungen arbeiten, werden dabei als Ge-
gensitze betrachtet, wie hier in Gruppe 2:

147 B Ganz klar sind ja auch, dass eins und zwei nicht allgemeingiiltig sind. [...]

148 D Die sind beispielgebunden.

Die Diskussion spielt sich dabei eher auf der Metaebene ab, wenn Beweistypen
begrifflich voneinander abgegrenzt werden. Auch beispielgebundenen Darstel-
lungen wird von einzelnen Personen das Potenzial zugesprochen, allgemeingiil-
tige Zusammenhénge darstellen zu konnen. Dafiir bedarf es jedoch, so der Kon-
sens, in jedem Fall immer einer zusdtzlichen sprachlichen Darstellungsebene,
die diese explizit formuliert:

»[-..] also selbst, wenn ich das jetzt grundschulgemiB beweise und ein reprédsentatives Beispiel

mache oder einen operativen Beweis, ist das ja immer, dass nochmal erléutert werden musss, warum
gilt das fiir alles.” (Gruppe 1, Turn 121, A)
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Ein weiterer Konsens besteht dahingehend, wie auch hier formuliert, dass diese
Art des beispielgebundenen Beweisens die fiir die Grundschule relevante Be-
weiskonzeption darstellt (vgl. dazu auch Abschnitt 2.4.1). Noch deutlicher wird
dies in der folgenden AuBerung aus Gruppe 2:

»Wenn wir jetzt an die Grundschule denken, dann ist es ja durchaus so, [...] dass es da auch
manchmal nur um Félle geht und man da sagen wiirde, selbst da braucht man ja schon erste Bewei-
se, aber da wiirde man jetzt durch die ikonische Darstellung nicht die Allgemeingiiltigkeit versuchen
den Kindern klarzumachen.* (Gruppe 2, Turn 195, B)

Hinsichtlich der sprachlichen Erlduterung besteht zudem Konsens dahingehend,
dass hier keine singuldren Formulierungen, wie konkrete Zahlenwerte, verwen-
det werden diirfen, sondern die Erléuterung fiir alle Zahlen (aus der Vorausset-
zung) funktionieren miisste. Hinsichtlich der ikonischen Darstellung eines sol-
chen ,,reprisentative[n] Beispiel[s]* wird in allen Gruppen die Generizitit dieser
Darstellung an den konkreten Beweisversuchen diskutiert. Dabei wurden die
Zusammenhinge zwischen den abgebildeten Beweisschritten stets in einer klas-
sifikatorischen Weise expliziert. Auf dieser Grundlage wird schlieflich in
Gruppe 4 der beispielgebundenen ikonischen Darstellung in Abbildung 21 ihre
Generizitit zugesprochen:

,,Von daher ist das ja so eine Beweisidee, finde ich, die sich schon auch, sag ich mal, allgemein

begriinden l4sst, und auch in der Darstellung, weil das doch so ist, dass ich den Rest* immer als
gerade Pickchen teilen kann.* (Gruppe 4, Turn 35, A)

Im Rahmen der Intervention soll das Normenverstindnis nur beziiglich bei-
spielgebunden ikonischer Beweise untersucht werden. Zur Vermeidung der
Problematik hinsichtlich der begrifflichen Abgrenzung eines beispielgebunde-
nen Beweises von einem ,,allgemeingiiltig[en]* Beweis, welcher mit geometri-
schen Variablen arbeitet, wird im Rahmen dieser Arbeit eine andere Benennung
der Beweistypen genutzt. Begriffe wie ,allgemein® oder ,allgemeingiltig™
werden bei der Klassifikation der Beweistypen in dieser Systematik ersetzt
durch den Begriff des formal ikonischen Beweises (vgl. Abschnitt 2.4.).

Zur Differenzierung des Verstindnisses der Allgemeingiiltigkeit wurden die
Unteraspekte eines singuldren und eines klassifikatorischen Verstindnisses
aufgenommen (vgl. dazu auch Abschnitt 2.3.5). Auflerdem wurde der Unteras-
pekt der Ubertragbarkeit aufgenommen, das heift die Untersuchung der Kohi-
renz zwischen mehreren Beispieldarstellungen (vgl. dazu auch Abschnitt 2.4.4
zu Kohdrenzebenen). Eine weitere Differenzierung des Verstédndnisses der All-

49 Mit dem ,,Rest* sind hier die roten Pldttchen gemeint. Diese konnen in Zweierpaare
(,,gerade Péackchen®) geteilt werden, wobei ein Plittchen iibrig bleibt. Das iibrige
Plattchen wird hier jedoch nicht explizit benannt.



136

gemeingiiltigkeit ist auf der Grundlage der Kategorisierung entlang der Darstel-
lungsebenen und der Beweisschritte moglich.

Minimalkonsens zum Normverstindnis auf Lehrendenseite

Das hier analysierte Normenverstdndnis auf Lehrendenseite basiert auf einem
operativen Beweisverstiandnis (vgl. Abschnitt 2.3.4). Ein Konsens wurde dabei
meist hinsichtlich der strukturellen Beweismerkmale der Beweisschritte er-
reicht, die sich aus diesem Beweisverstindnis ergeben: Um einen vollstindigen,
kohérenten und logisch strukturierten Beweis zu erhalten, sollten die Beweis-
schritte Voraussetzung, Operation/ Strukturierung und Endergebnis voll-
stindig, zusammenhingend und in der oben genannten Reihenfolge dargestellt
werden. Auch bei der Allgemeingiiltigkeit stellt sich die Frage, inwieweit durch
eine solche Darstellung das allgemeine Prinzip hinter der beispielgebundenen
Darstellung gut herausgearbeitet werden kann. Die Beweisschritte wurden daher
als weitere Kategorie beziiglich der Ebenen der Betrachtung in das Kategorien-
system aufgenommen.

Hinsichtlich der Frage, in welcher Darstellungsebene, ikonisch oder sprachlich,
diese Beweisschritte dargestellt sein sollen, wurde in der Vorerhebung jedoch
noch kein Konsens erreicht. Dies wurde daher im Rahmen einer an diese Vorer-
hebung anschlieBenden Plenumsdiskussion auf Lehrendenseite zur Diskussion
gestellt. Der Diskussionsverlauf zeigte dabei eine immer stirkere Fokussierung
hin zur Einforderung einer vollstindig kongruenten Darstellung auf beiden
Darstellungsebenen.

In einer weiteren Sitzung wurden den Lehrenden, im Sinne einer abschliefen-
den kommunikativen Validierung, Beweisversuche vorgelegt, die auf der
Grundlage des entsprechend ausdifferenzierten Kategoriensystems konstruiert
wurden. Dabei wurden alle Normbriiche wie intendiert erkannt.

Kategoriensystem
Das durch diese Erhebung ausdifferenzierte Kategoriensystem ist in Tabelle 12

dargestellt. Dabei sind die normativen Oberkategorien sowie die Ebenen der
Betrachtung fett markiert und die jeweiligen Unteraspekte darunter notiert.



Tabelle 12 Induktiv vervollstindigtes Kategoriensystem der Normen und ihrer Unteraspekte sowie

der Ebenen der Betrachtung

Normen Ebenen der Betrachtung

Nachvollziehbarkeit Beweisschritte
Voraussetzung

Vollstindigkeit Strukturierung
Endergebnis

Kohiirenz

Interne Kohérenz Darstellungsebene

Externe Kohérenz ikonisch

Definition sprachlich

Lemma

Aussage Metaebene

Kohérenz der Darstellungsebenen konkret

(Kohérenz zwischen den Beispielen) meta

Logische Struktur

Allgemeingiiltigkeit

Singulédres Versténdnis

Klassifikatorisches Versténdnis

Ubertragbarkeit

Die Norm der Nachvollziehbarkeit nimmt in zweierlei Hinsicht eine Sonder-
rolle im Rahmen dieser Arbeit ein. Diese Kategorie ergab sich, anders als die
anderen normativen Oberkategorien, erst induktiv. Weiterhin wird in der Kon-
struktion der Beweisversuche diese Kategorie ausgeklammert (vgl. Abschnitt
5.2.1). Sie spielt jedoch in der Analyse des Verstdndnisses der Kohérenz eine
zentrale Rolle (vgl. Abschnitt 6.1), weshalb sie im Kategoriensystem belassen
wurde.

Die Norm der Kohéirenz wurde durch die Vorerhebung am meisten aufgefé-
chert. Die Kohdrenzebenen aus Abschnitt 2.4.4 zeigten sich dabei auch in der
qualitativen Analyse auf Lehrendenseite als Unteraspekte der Kohdrenz.

Die externe Kohdrenz ist dabei nochmals unterteilt nach den Entititen der ge-
nutzten Definitionen und Lemmata und der (zu beweisenden) Aussage.

Die interne Ebene lief3e sich entlang der Beweisschritte unterteilen, die Darstel-
lungsebenen nach ikonisch und sprachlich. Da dies jedoch Ebenen der Betrach-
tung sind, die allen Normen zugrunde liegen kdnnen, wurden diese separat auf-
gefiihrt.
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Die Kohdrenz zwischen den Beispielen ist insofern eingeklammert, als dieser
Unteraspekt eher der Allgemeingiiltigkeit zuzurechnen ist und dort durch den
Unteraspekt der Ubertragbarkeit gefasst ist. Ebenso ldsst sich diese Ebene der
Kohirenz zwischen den Beispielen untersuchen, indem singulédre und klassifika-
torische Verstindnisse unterschieden werden, das heifit die Betrachtung eines
Beispiels als isoliertes Einzelbeispiel oder als Représentant fiir eine ganze Klas-
se von Beispielen.

Bei der Ebene der Betrachtung wurde zudem einbezogen, dass, wie auch in
dieser Vorhebung festgestellt wurde, die Normen einmal konkret diskutiert wer-
den konnen mit Bezug auf den diskutierten Beweisversuch oder auf der Me-
taebene ohne konkreten Bezug.

5.2  Entwicklung der Erhebungsinstrumente

Um die Effekte der Intervention messen zu konnen, sollte zundchst in einer
Eingangserhebung das bereits vor der Intervention vorhandene Vorwissen im
Hinblick auf Normen von Beweisen erhoben werden. Das Instrument fiir die
Ausgangserhebung nach der Intervention war inhaltlich identisch zur Eingangs-
erhebung. Die Studierenden sollten die entsprechenden Instrumente wahrend
der Vorlesungszeit in Einzelarbeit innerhalb von zwanzig Minuten schriftlich
bearbeiten. Es wurde das Einverstdndnis zur Verwendung der Daten fiir For-
schungszwecke eingeholt und zur Anonymisierung der Erhebungen Codes ver-
geben, welche fiir beide Erhebungen identisch waren. An demografischen Daten
wurden erhoben: Das Alter, das Geschlecht, die Abiturnote in Mathematik, ob
Mathematik als Leistungskurs besucht wurde, das Fachsemester, der Studien-
gang sowie, ob bereits zuvor die Veranstaltung besucht wurde, in welcher die
Pilotierung durchgefiihrt wurde. In der Ausgangserhebung wurde zudem abge-
fragt, ob die Veranstaltungen (Vorlesung und Ubung) im Interventionszeitraum
besucht wurden und ob an der Interventionsgruppe (Ubungen am Dienstag) oder
der Kontrollgruppe (Ubungen am Montag) teilgenommen wurde.

In den Erhebungen wurden drei Beweisversuche zur Diskussion gestellt zu der
Aussage:

,»Wenn man zwei Zahlen im Abstand 2 addiert, dann ist die Summe immer gerade® *

Der Inhaltsbereich der elementaren Zahlentheorie war dabei durch die Veran-
staltung vorgegeben, in welcher die Intervention stattfinden sollte. Es wurde

50 Auf die Spezifikation, dass es sich hierbei um natiirliche Zahlen handeln muss, wurde
verzichtet, da im Rahmen der Veranstaltung nur mit natiirlichen Zahlen umgegangen
wurde.
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diese Aussage gewihlt’!> da zum Nachvollziehen der entsprechenden Beweis-
versuche keine weiteren Vorkenntnisse notwendig sind, als die Kenntnis ikoni-
scher Darstellungsmoglichkeiten der Paritit, welche in der Vorlesungssitzung
vor der Eingangserhebung eingefiihrt wurden. Zudem stellt diese Aussage eine
Variation der auch aus dem Grundschulbereich bekannten Betrachtung von
Summen gerader beziehungsweise ungerader Zahlen dar’> welche damit fiir die
Intervention selbst zur Verfiigung standen. Zudem lésst sich diese Aussage so-
wohl dynamisch als auch statisch und mit allen in der Veranstaltung eingefiihr-
ten ikonischen Definitionen der Paritdt beweisen (vgl. Abschnitt 5.2.2 zu Kon-
struktionsprinzipien). Die Beweisversuche wurden entsprechend der Prinzipien
in Abschnitt 5.2.2 konstruiert.

Zu jedem Beweisversuch wurde zundchst auf einer vierstufigen Likert-Skala
eine Selbsteinschitzung abgefragt, inwieweit der betreffende Beweisversuch
verstanden wurde (,,Ich habe das Gefiihl, den Beweisversuch verstanden zu
haben®). Dadurch sollte auf niederschwellige Weise der Einfluss des (subjekti-
ven) Beweisverstehens auf die Ergebnisse geringgehalten werden. In die Aus-
wertung wurden daher nur die Antworten derjenigen Studierenden einbezogen,
welche sich selbst ein mittleres bis hohes subjektives Beweisverstehen attestiert
hatten (Likert-Skala 3-4).

Es wurde dann zu jedem der drei Beweisversuche abgefragt, inwieweit es sich
um einen ,,guten Beweis“ handelt. Dies wurde gezielt sehr offen formuliert und
in der Veranstaltung vorab nicht definierte Begriffe wie, ,,gililtig®, ,,valide™ oder
,.korrekt” vermieden, da nicht das Verstidndnis dieser Begriffe untersucht werden
sollte, sondern welche Normen fiir die Studierenden ohne Vorgabe von auflen im
Zentrum der eigenen Betrachtung stehen. Die oben genannten Begrifflichkeiten
hitten die Auseinandersetzung mit den Beweisversuchen bereits in eine be-
stimmte Richtung hinsichtlich der Normen lenken kdnnen. Zur Beantwortung
oben genannter Frage wurde im offenen Antwortformat zu jedem Beweisver-
such explizit abgefragt: ,,Was ist bei diesem Beweisversuch NICHT gut umge-
setzt (Hervorhebung im Original) und ,,Was ist bei diesem Beweisversuch gut

51 Diese Aussage entspricht einer der beiden Aussagen, die die Studierenden im Winter-
semester 2021/2022 selbst beweisen sollten. Die entsprechenden Beweisprodukte
wurden als Grundlage fiir die Vorerhebung auf Lehrendenseite gewéhlt (vgl. Ab-
schnitt 5.1.2). Die zweite Aussage zum Quadrat einer ungeraden Zahl wurde an die-
ser Stelle nicht genutzt, da die entsprechenden Beweisversuche deutlich komplexer
gewesen wiren und daher das Beweisverstehen an dieser Stelle stirker ins Gewicht
gefallen wire.

52 Diese finden sich in vielen Studien zum Einstieg in das Thema des Argumentierens,
und Beweisens (vgl. u. a. Kempen, 2019 sowie Welsing, 2020).
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umgesetzt“>, Die Antworten auf diese Fragen wurden entsprechend dem Kate-

goriensystem in Abschnitt 5.1.2 kodiert. AbschlieBend wurde das Erstellen eines
eigenen Beweises zu oben genannter Aussage eingefordert. Dieser wurde jedoch
nicht in die abschlieBende Analyse der Ergebnisse aufgenommen wurde, da im
Rahmen dieser Arbeit der Fokus auf dem Normenverstdndnis und nicht der
Umsetzung der Normen in eigenen Beweiskonstruktionen liegt (vgl. dazu auch
Abschnitt 8.4).

5.2.1 Normbriiche

Einzelne Kategorien wurden zwar im Kategoriensystem fiir die Datenanalyse
belassen, jedoch aufgrund der Beobachtungen in der Pilotierung nicht mehr
genutzt fiir die Normbriiche in der Konstruktion der Beweisversuche fiir die
Haupterhebung:

Nachvollziehbarkeit

Diese Norm stand in der Pilotierung haufig im Fokus. Wenn eine geringe Nach-
vollziehbarkeit festgestellt wurde, wurden andere Normen jedoch kaum noch
thematisiert. Ziel der Haupterhebung war es daher, die Problematik einer er-
schwerten Nachvollziehbarkeit moglichst auszuklammern, um andere Normbrii-
che dadurch nicht zu liberdecken.

Lemmata

In der Pilotierung kam es zu grolen Verwirrungen, wenn zur Begriindung einer
Aussage eine andere zitiert wurde. Dies wurde meist als Normbruch beim As-
pekt der externen Kohérenz gewertet, in dem Sinne, dass die zitierte Aussage
nicht der zu beweisenden entspricht. Weiterhin wurden implizit verwendete
Lemmata nicht als solche erkannt. Die Arbeit mit Lemmata zeigte sich damit in
der Pilotierung als eigenes groBes Lernfeld, das sich eher fiir eine weitergehende
vertiefte Auseinandersetzung mit der Beweisthematik eignet, weniger jedoch fiir
eine erste Einfilhrung. In der Haupterhebung wurde daher lediglich einer der
Beweisversuche so konstruiert, dass fiir eine vollstindige Begriindung ein
Lemma auf der externen Kohdrenzebene hinzugefiigt werden miisste.

5.2.2 Konstruktionsprinzipien

Die Beweisversuche auf Lernendenseite wurden sowohl fiir die Intervention als
auch fiir die Erhebungen durch die Autorin konstruiert. Dadurch sollte ein klarer
Fokus auf das in der Vorerhebung auf Lehrendenseite herausgearbeitete Nor-
menverstdndnis gewéhrleistet werden (vgl. Abschnitt 3.2). Die Konstruktion der

53 Siehe dazu auch Abschnitt 5.2.3.
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Beweisversuche fiir die Erhebungsinstrumente (und ebenso fiir das Interven-
tionsinstrument) richtete sich dabei nach den folgenden Prinzipien der Vollstin-
digkeit und Variation:

Vollstindigkeit hinsichtlich der Normen

Es soll das situierte Normenverstindnis gefordert bezichungsweise erhoben
werden, also miissen alle Normen abgebildet sein. Dies muss nicht durch einen
einzelnen Beweisversuch gewdhrleistet sein, sondern durch das gesamte Instru-
ment. Das bedeutet, dass zu jeder Norm in mindestens einem der Beweisversu-
che des jeweiligen Dokumentes ein entsprechender Normbruch vorliegen sollte.

Vollstindigkeit hinsichtlich der Darstellungsebenen

Die Normen sollen auf unterschiedlichen Ebenen diskutierbar sein. Bei der
Darstellungsebene bedeutet dies, dass Normbriiche sowohl auf ikonischer als
auch auf sprachlicher Ebene vorliegen sollten.

Variation bei der Kombination von Normbriichen

Ein Beweisversuch sollte in der Regel mehr als einen Normbruch enthalten.
Dies soll die Beweisversuche insofern authentischer machen, als tatsdchliche
Studierendenprodukte meist auch keine prototypischen Beispiele fiir genau
einen Normbruch aufweisen. Zudem sollen Beziehungen zwischen dem Ver-
standnis der einzelnen Normen untersucht werden, was erschwert ist, wenn die
Normbriiche in einzelne Beweisversuche getrennt sind. Dabei soll die Kombina-
tion von Normbriichen zwischen den Beweisversuchen variiert werden, um
moglichst viele Beziehungen untersuchbar zu machen und zu vermeiden, dass
bestimmte Beziehungen durch das Instrument selbst stiarker in den Fokus ge-
riickt werden.

Variation hinsichtlich der Darstellungsweisen

Es sollen alle in Abschnitt 5.3.2 eingefiihrten ikonischen Definitionen durch die
Beweisversuche abgedeckt sein und die Darstellungsweise soll hinsichtlich
statischer oder dynamischer Darstellungen variiert werden. Dadurch sollen die
Beweisversuche einerseits die ganze Bandbreite moglicher Darstellungen abbil-
den und der Fehlvorstellung vorbeugen, dass nur eine bestimmte Darstellungs-
weise zu einem validen Beweis fithrt. Weiterhin kann dadurch die Abhéngigkeit
des situierten Beweisverstindnisses von rein dufleren Darstellungsweisen unter-
sucht werden.
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Variation zwischen Interventions- und Erhebungsinstrument

Um zu vermeiden, dass in der Ausgangserhebung Beweisversuche nur aufgrund
duBerlicher Ahnlichkeiten analog zur Intervention bewertet werden, sollte eine
unterschiedliche Kombination an Normbriichen, Darstellungsebenen und Dar-
stellungsweisen in den Instrumenten zur Intervention und zur Erhebung gewéhlt
werden. Dadurch soll die Messung von entsprechenden Scheineffekten vermie-
den werden.

Die entsprechend konstruierten Beweisversuche werden bei der Analyse des
intendierten Normenverstdndnisses im Ergebnisteil (vgl. Abschnitte 7.1.1.,
7.2.1,7.3.1 und 7.4.1) hinsichtlich ihrer Normbriiche analysiert, um diese direkt
mit dem auf Studierendenseite beobachteten Verstindnis vergleichen zu kdnnen.

5.2.3 Erhebungsformate

In der Eingangs- und Ausgangerhebung wurden offene Fragen zu den Beweis-
versuchen gestellt. Eine konkrete Frage nach spezifischen Normen war an dieser
Stelle noch nicht sinnvoll, da die entsprechenden Normen und Begrifflichkeiten
erst in der Intervention eingefiihrt wurden. Zudem sollte eine zu starke Lenkung
der Antworten durch die Fragestellung vermieden werden. Es wurden daher
offene Fragen zu potenziellen Normbriichen gestellt. In der Pilotierung wurde in
den Fragestellungen dabei noch differenziert nach den Darstellungsebenen:

,,Was sollte bildlich noch dargestellt werden?* und
,,Was sollte sprachlich noch erldutert werden?*

Dadurch sollte gewdhrleistet werden, dass moglichst viele Unteraspekte der
Normen auf Studierendenseite benannt werden und ein besonderer Fokus auf
die Unterscheidung zwischen ikonischer und sprachlicher Ebene gelegt wird. In
der Pilotierung hat sich jedoch herausgestellt, dass die Unteraspekte beliebig
den Fragen zugeteilt wurden, ohne die durch die Frage intendierte Differenzie-
rung aufzugreifen.

In der Haupterhebung wurde diese Differenzierung daher wieder herausgenom-
men und die Fragestellungen wurden zusammengefasst zu

,,Was ist bei diesem Beweisversuch NICHT gut umgesetzt? (Hervorhebung im
Original),

Diese Frage wurde in der Haupterhebung an erster Stelle gestellt, da der Fokus
primér auf dem Erkennen von Normbriichen liegen sollte. Eine weitere Frage
nach positiven Facetten des Beweises

,,Was ist bei diesem Beweisversuch gut umgesetzt?*
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erlaubt dariiber hinaus jedoch eine noch differenzierte Analyse des situierten
Beweisverstidndnisses, insbesondere im Hinblick auf die Beziechung der Normen
im Verstéindnis der Studierenden’.

5.3  Entwicklung der Intervention

5.3.1 Situierung der Intervention

1.12/2.12. Mo 5.12. Tbung Di 6.12. Ubung 8.12/9.12.
Beginn 1. Vorlesung Kontrollgruppe Interventionsgruppe Beginn 2. Vorlesung
| | | |
I I I I
Eingangserhebung Videoaufnahmen Ausgangserhebung

Kleingruppendiskussionen

Abbildung 22 Zeitliche Situierung der Intervention

Die Intervention wurde in der mathematischen Einfiihrungsvorlesung fiir Lehr-
amtsausbildung an der Technischen Universitdt Dortmund durchgefiihrt. Sie
fand Ende 2022 statt, im Rahmen des ersten thematischen Blocks zum mathe-
matischen Beweisen. An der Veranstaltung nahmen insgesamt 517 Studierende
teil, von 384 liegen Daten sowohl aus der Eingangs- als auch der Ausgangser-
hebung vor, 327 davon weiblich, 55 ménnlich und 2 divers. 341 der 384 Studie-
renden waren Studierende des Grundschullehramtes, die iibrigen studierten
Haupt- und Realschullehramt. Dies beschreibt die soziale Situierung der Inter-
vention.

Hinsichtlich der inhaltlichen Situierung wurde der Fokus an die Themen der
Einfiihrungsvorlesung angepasst. Es wurden Aussagen aus der elementaren
Zahlentheorie gewihlt, die wenig theoretische Vorkenntnisse aus diesem Be-
reich benétigten. Pro Erhebungs- beziehungsweise Interventionsdokument wur-
de sich dabei auf eine Aussage beschrinkt.

Die zeitliche Situierung der Intervention ergab sich aus dem Zeitrahmen fiir die
einfithrende Vorlesung> zum Thema (1. Vorlesung) und die daran anschlieBende

54 In die Analyse wurde schlielich aus Zeitgriinden nur die erste Frage aufgenommen,
die explizit Normbriiche adressiert. Die Analyse der zweiten Frage nach positiv um-
gesetzten Aspekten wire fiir eine weitergehende, vertiefte Auseinandersetzung inte-
ressant.
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Ubung. Vor und nach diesem Zeitraum wurde die Eingangs- beziehungsweise
Ausgangserhebung durchgefiihrt. Die Intervention wurde im Wartekontroll-
gruppendesign angelegt. Dabei war aus organisatorischen Griinden nur ein qua-
si-experimentelles Design méglich: Die Ubungen, die am Montag stattfanden,
wurden in die Kontrollgruppe eingeteilt, die Ubungen am Dienstag in die Inter-
ventionsgruppe. Dadurch war es moglich, etwa gleich groe Gruppen zu gene-
rieren und den Aufwand auf Ubungsleitendenseite gering zu halten. In der
Ubung wihrend des Erhebungszeitraumes erhielt die Interventionsgruppe das
Interventionsinstrument, in welchem die Diskussion von Beweisversuchen hin-
sichtlich der Normen angeregt wurde (vgl. Abschnitt 5.3.3). In der Kontroll-
gruppe sollten eigene Beweise (zu den gleichen Aussagen wie in der Interventi-
onsgruppe) formuliert und die Beweisschritte in den eigenen Beweisversuchen
markiert werden. Normen wurden in der Kontrollgruppe nicht explizit disku-
tiert. In den Ubungen nach der Ausgangserhebung erhielt die Kontrollgruppe die
Diskussionsaufgaben des Interventionsinstrumentes (zu neuen Aussagen) und
die Interventionsgruppe die Beweisaufgaben (zu den gleichen neuen Aussagen).
Von den 384 Studierenden gehdrten 198 der Interventionsgruppe und 111 der
Kontrollgruppe an, die iibrigen Studierenden besuchten keine der angebotenen
Ubungen.

Didaktisch wurde die Auseinandersetzung in der Vorlesung zunéchst sehr eng
gerahmt durch explizites Vorfiihren der Diskussion durch Expert/innen (vgl.
Abschnitt 2.1), in diesem Fall durch die Dozent/innen der Veranstaltung. In der
Ubung wurde eine Sequenzierung von einer offenen Rahmung hin zu einer
stirker durch Impulse gerahmten Situation gewéhlt (vgl. Abschnitt 3.3).

Im Hinblick auf die rdumliche Situierung wurden pro Instrument jeweils drei
beispielgebunden ikonische Beweisversuche gewéhlt und die Normbriiche un-
terschiedlich kombiniert (vgl. Abschnitt 5.2.2). Dies erwies sich als gute Anzahl,
um die Diskussion zeitlich einschranken zu kdnnen, alle Normen auf allen Ebe-
nen abzubilden und durch Vergleich mehrerer Beweisversuche eine vertieftere
Auseinandersetzung anzuregen.

5.3.2 Konzeption der Vorlesung

Vor der ersten Vorlesung zum Thema wurden in der vorangegangenen Vorlesung
die verschiedenen Beweistypen (vgl. Abschnitt 2.4) exemplarisch vorgefiihrt
am Beispiel des Konstanzgesetzes der Summe. Davon ausgehend wurden die

55 Die Vorlesung wurde von zwei Dozierenden parallel gehalten, wobei der/die eine
Dozierende die Veranstaltung jeweils donnerstags hielt, der/die andere Dozierende
jeweils freitags. Bei beiden Dozierenden wurden die identischen Inhalte behandelt.
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Beweistypen mit den entsprechenden Begrifflichkeiten eingefiihrt und die Be-
ziehungen untereinander anhand eines Rasters verdeutlicht (vgl. Abbildung 23).

Darstel!u_ngsebenel symbolisch ikonisch

Formalisierungsgrad

beispielgebunden belsple!gebunden _bels_plelgebunden
symbolisch ikonisch

formal formal symbolisch formal ikonisch

Abbildung 23 Systematik der Beweistypen in der Vorlesung

In der ersten Vorlesung zum Thema wurde dann der Begriff des Beweises expli-
zit definiert. Diese Definition hatte in der Pilotierung gefehlt, was die Diskussi-
on iiber die Validitét der diskutierten Beweisversuche erschwert hatte. Da die
Normen fiir Beweise, die der Definition geméafl Abschnitt 2.4 zugrunde liegen,
erst an spaterer Stelle gemeinsam etabliert werden sollten, wurden diese hier
nicht explizit benannt. Die Definition fokussierte an dieser Stelle nur auf die
Beweisfunktion der Verifikation, da anhand dieser die Validitdt im Sinne der
Erfiillung von Normen diskutiert werden kann:

[Definition:

‘Ein Beweis ist der Nachweis der Giiltigkeit einer mathematischen Behauptung.

}D.h. durch einen Beweis muss gezeigt werden, dass, sobald die Voraussetzung (meist der Wenn-

‘Teil der Behauptung) erfiillt ist, immer das gewiinschte Endergebnis (meist der Dann-Teil der
}‘Behauptung) erreicht werden kann.

Abbildung 24 Definition eines Beweises in der Vorlesung

Dabei wurde die Definition dahingehend weiter expliziert, dass die typische
Struktur einer mathematischen Aussage genutzt wurde, um anhand dieser die
Grundstruktur eines (direkten) mathematischen Beweises zu erldautern: Der
Beweis startet mit der Voraussetzung und endet mit dem gewiinschten Ender-
gebnis, wobei der Zusammenhang zwischen diesen Beweisschritten dargelegt
werden soll. Dieser Zusammenhang muss allgemeingiiltigen Charakter haben in
der Hinsicht, dass ,immer* das gewiinschte Endergebnis erhalten wird. Damit
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wurde versucht, die Normen der Vollstindigkeit, Kohérenz, logischen Struktur
und Allgemeingiiltigkeit {iber die Definition zu motivieren, ohne diese an dieser
Stelle explizit formulieren zu miissen. Im Folgenden wurden alle zu beweisen-
den Aussagen konsequent als ,,wenn, dann“-Aussagen formuliert, um die Be-
stimmung von Voraussetzung und Endergebnis aus der Aussage heraus zu er-
leichtern.

In der Einfiihrungsvorlesung zum Beweisen im Rahmen der Intervention wurde,
entsprechend dem dieser Arbeit zugrunde liegenden Forschungsinteresse, der
Fokus auf beispielgebunden ikonische Beweise gelegt. Dabei wurde zu jedem
Beweis oder Beweisversuch immer eine sprachliche Erlduterung explizit auf
den Folien notiert. In der Pilotierung hatte diese in den Vorlesungsfolien meist
gefehlt, wodurch nicht klar kommuniziert wurde, dass diese im Rahmen dieser
Veranstaltung als integraler Bestandteil eines Beweises betrachtet wird. Zudem
wurde explizit auf einer der Vorlesungsfolien notiert, dass zu jedem Beweis eine
sprachliche Erlduterung gehort.

Als Grundlage fiir die ikonische Darstellung in Beweisen zur Paritét wurde eine
Auswahl an ikonischen Definitionen in der Vorlesung eingefiihrt. Diese wur-
den, um die Komplexitit zu reduzieren, auf die Darstellung mit Plédttchen be-
schrinkt und auf die drei Moglichkeiten der Darstellung als Doppelreihe, Zwei-
erpaare oder in zwei gleich groBen Blocken (vgl. Abbildung 25).

ikonische Definitionen: Paritat

Doppelreihe Zweierpaare Blocke

Gerade Zahl  Die Anzahl Plattchen Die Anzahl Plattchen ist Die Anzahl Plattchen ist
ist genau dann genau dann gerade, wenn genau dann gerade, wenn
gerade, wenn sich sich die Plattchen restios in  sich die Plattchen restlos in
die Plattchen als Zweierpaare zerlegen jeweils zwei gleich groRe
Doppelreihe lassen. Blocke zerlegen lassen.

anordneten lassen.

S ¢ ]
0 ¢o .

Ungerade Zah| DieAnzahl Platichenist  Die Anzahl Plattchen ist Die Anzahl Plattchen ist
genau dann gerade genau dann gerade, wenn  genau dann gerade, wenn
wenn sich die Platichen  sich die Platichen in sich die Plattchen restlos in
als Doppelreihe Zweierpaare zerlegen jeweils zwei gleich groe
anordneten lassen, lassen, wobei genau ein Blocke zerlegen lassen,
wobei genau ein Plattchen tibrig bleibt wobei genau ein Plattchen
Plattchen ubrig bleibt tibrig bleibt

Beispiel I, (IIID

8¢ [1117]
€10 (IJI)

Abbildung 25 Ikonische Definitionen der Paritét in der Vorlesung
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In der Pilotierung hatte sich eine starke Priferenz fiir die Nutzung von Zweier-
paaren gezeigt und andere Darstellungen wurden als inkorrekt abgelehnt. Um
diesem Phidnomen in der Haupterhebung vorzubeugen, wurden die ikonischen
Definitionen in der Vorlesung und Ubung konsequent variiert und valide Bewei-
se in jeder Darstellungsweise prasentiert.

Zentrales Designelement der Einfiihrungsvorlesung im Rahmen der Intervention
ist das exemplarische Diskutieren von Beweisversuchen durch die Dozieren-
den, um die Normen und deren intendiertes Verstdndnis situiert anhand konkre-
ter Beispiele einzufiihren (vgl. Abbildung 26). Diese wurden in diesem Rahmen
hinsichtlich ihrer Normbriiche analysiert und anschlieBend schrittweise verbes-
sert in einer Weise, dass die entsprechenden Normen im fertigen Beweisprodukt
erfillt sind. In der Pilotierung hatte sich dabei die Schwierigkeit gezeigt, dass
bei den Beweisversuchen nicht klar genug kommuniziert wurde, dass es sich
dabei noch um unfertige und verbesserungswiirdige Versuche handelt. Daher
wurde in der Haupterhebung zu jedem Beweisversuch explizit notiert, welche
Normen noch nicht erfiillt und welche bereits erfiillt sind. Dazu wurde die je-
weilige Norm explizit benannt und am jeweiligen Beweisversuch konkret aus-
gefiihrt, inwiefern diese verletzt ist. Dabei wurde stets differenziert nach der
Erfiillung der Norm auf der sprachlichen oder auf der ikonischen Darstellungs-
ebene.

Behauptung: Wenn man zwei aufeinanderfolgende Zahlen addiert, dann ist deren
Summe immer ungerade.

Beweisversuch 3:
\ 2 + 2 +1
Die beiden Zahlen sind mit blauen und roten Plattchen dargestellt. ?

Man kann immer Zweierpaare einkreisen und ein Plattchen bleibt (ibrig.
Also ist die Summe der Zahlen immer ungerade.

Gut umgesetzt:
vollstindige ikonische Darstellung: Voraussetzung (zwei aufeinanderfolgende Zahlen),
Strukturierung, Endergebnis (ungerade Zahl durch Strukturierung in Zweierpaare)
Erlauterung ist teilweise kohdrent: es wird ein kausaler Zusammenhang zwischen der
Strukturierung im Bild und der Behauptung (dem zu zeigenden Endergebnis) hergestelit

Hauptprobleme bei diesem Beweisversuch:

- nicht allgemeingiiltige ikonische Darstellung: diese Strukturierung in Zweierpaare
funktioniert nur, wenn die erste Zahl gerade ist (diese kénnte aber auch ungerade sein)
Unvolistiandige Erlauterung: Beweisschritte sind zwar alle erwahnt, aber die
Voraussetzung ist nicht vollstandig erlautert (die zweite Zahl hat genau ein Plattchen mehr)
Erlauterung ist teilweise nicht kohédrent: es wird nicht klar, wie sich die Strukturierung in
Zweierpaare aus der Voraussetzung ergibt, dass man zwei aufeinanderfolgende Zahlen hat

Abbildung 26 Beispielhafte Diskussion eines Beweisversuchs in der Vorlesung
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Dies sollte das situierte Normenversténdnis fordern und auerdem den Standard
etablieren, das eigene Verstindnis in der Auseinandersetzung mit Beweisversu-
chen immer am konkreten Beweisversuch zu spezifizieren.

Zur Analyse der logischen Struktur cines Beweises wurde in der Pilotierung
noch ein umfangreiches Analyseraster genutzt, das die einzelnen Beweisschritte
und deren Abfolge und Zusammenhinge schematisch darstellt. Dieses hatte sich
in der Pilotierung als zu komplex fiir den Einstieg in das Thema Beweisen her-
ausgestellt. In der Haupterhebung wurden daher nur noch die Beweisschritte der
Voraussetzung, des Endergebnisses und der Strukturierung/Operation expliziert
und Zusammenhénge zwischen diesen Schritten durch Pfeile verdeutlicht (vgl.
Abbildung 26). Dadurch konnten fehlende Beweisschritte, fehlende Zusammen-
hénge sowie eine inaddquate Reihenfolge der Beweisschritte grafisch verdeut-
licht werden. Das auf Lehrendenseite herausgearbeitete Verstindnis der Normen
(vgl. Abschnitt 5.1.2) der Vollstindigkeit, der Kohérenz und der logischen
Struktur konnte damit auf {ibersichtliche und kurz zusammengefasste Weise
kommuniziert werden.

In der Pilotierung stellte sich auBlerdem heraus, dass die Allgemeingiiltigkeit
fiir die Studierenden in der Diskussion der Beweisversuche selten im Fokus
stand. Aulerdem war die Mehrheit der Studierenden auch nach der Pilotierung
noch der Uberzeugung, dass beispielgebundene Beweise keinen allgemeingiilti-
gen Nachweis liefern konnen. Um dieser Einstellung vorzubeugen, wurde expli-
zit auf einer der ersten Vorlesungsfolien zum Thema notiert, inwiefern auch
beispielgebunden ikonische Beweise die Norm der Allgemeingiiltigkeit erfiillen
konnen und dass dafiir die ikonische Darstellung generisch sein muss und es
einer sprachlichen Erlduterung bedarf, die dieses generische Moment expliziert
(vgl. Abschnitt 2.4.3). Zudem lag in der Vorlesung (und den darauffolgenden
Ubungen) im Rahmen der Haupterhebung ein starker Fokus auf dem Vergleich
generischer und nicht generischer Darstellungen. Bereits in der ersten Vorlesung
zum Thema wurde eine Strukturierungsweise, die sich auf andere Beispiele
tibertragen lasst, mit einer Strukturierungsweise verglichen, die nur in bestimm-
ten Féllen funktioniert (vgl. Abbildung 27).
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Behauptung: Wenn man zwei aufeinanderfolgende Zahlen addiert, dann ist deren
Summe immer ungerade.

Beweisversuch 4: Beweisversuch 5:

[

\ A\ ‘ (g .
Die Summe der beiden Die erste Zahl lasst sich restlos in Zweierpaare
Zahlen ist ungerade. zerlegen, beim Nachfolger bleibt dabei genau ein
Es lassen sich immer 2 Plattchen tbrig. Somit ist die Summe immer
Zweierpaare einkreisen. ungerade.

Gut umgesetzt bei Beweisversuch 5:

- vollstindige ikonische Darstellung: Voraussetzung und Endergebnis

- Erlauterung ist logisch strukturiert: aus der Voraussetzung wird das Endergebnis
hergeleitet, indem erlautert wird, wie genau strukturiert wurde

Die Erlauterung ist kohdrent: der Zusammenhang zur Behauptung wird klar
herausgearbeitet

Hauptproblem bei Beweisversuch 5:
Nicht aligemeingiiltig: diese Strukturierung in Zweierpaare funktioniert nur, wenn die erste

Zanhl gerade ist (diese kdnnte aber auch ungerade sein)
-> Kkein zielfuhrender Beweisversuch

Abbildung 27 Diskussion der Generizitit in der Vorlesung

In der Pilotierung zeigte sich auBerdem, dass die meisten Studierenden dynami-
sche Darstellungen des Beweisschrittes der Operation/Strukturierung bevorzu-
gen und statischen Darstellungen zundchst ihre Validitdt absprechen. Deshalb
wurde in der Haupterhebung mit statischen Darstellungen gestartet und dynami-
sche erst an spiterer Stelle eingefiihrt.

5.3.3 Konzeption der Ubung

In der Ubung sollten weitere Beweisversuche betrachtet werden zur Aussage:

,»Wenn man eine ungerade und eine gerade Zahl addiert, dann ist die Summe immer ungerade.**

Diese sollten hinsichtlich der darin enthaltenen Normbriiche diskutiert werden,
um ein gemeinsames situiertes Normenverstindnis zu etablieren. Die Ubung
war dabei in der folgenden Weise sequenziert:

56 Dies ist eine Aussage, die in der Forschungsliteratur zum Argumentieren und Bewei-
sen hiufig genutzt wird (vgl. u. a. Kempen, 2019 sowie Welsing, 2020). Es wurde
hier auf die Spezifikation verzichtet, dass es sich um natiirliche Zahlen handeln muss,
da im Rahmen der Veranstaltung nur mit natiirlichen Zahlen umgegangen wurde.
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1. Vorbereitungsaufgaben in Einzelarbeit: Vergleich der Beweisversuche

2. Prisenzaufgaben in Kleingruppen (erste Arbeitsphase):
a. Offene Diskussion im Hinblick auf die Validitit der Beweis-
versuche
b. Impulse zu den Normen

3. Plenumsdiskussion in der Ubung: Fokussierung der Diskussion auf
Normen und gewiinschtes Verstidndnis

4. Prasenzaufgaben in Kleingruppen (zweite Arbeitsphase): Verbessern
der Beweisversuche

Diese Sequenzierung ergab sich zum einen aus theoretischen Uberlegungen,
zum anderen aus den Erfahrungen der Pilotierung. Vor dem Hintergrund der
Beziehung von intra- und interpersonellen Verstehensprozessen gemifl der
Blumerschen Pramissen (vgl. Abschnitt 1.2.1) erschien es sinnvoll, zunichst
intrapersonelle Verstehensprozesse im Anschluss an die erste Vorlesung
anzuregen. Dabei sollte sich zunéchst individuell mit dem neu vermittelten Stoff
auseinandergesetzt werden. Die Beweisversuche sollten daher zunichst in der
vorbereitenden Hausaufgabe in Einzelarbeit bewertet werden. Daran sollte
sich ein interpersoneller Prozess der gemeinsamen Diskussion anschliefen, um
ein gemeinsames Verstdndnis der Normen zu etablieren.

In der Pilotierung erwies sich die Aufgabensequenzierung einer an die
Einzelarbeit anschlieBenden Plenumsdiskussion als sehr produktiv in der
Hinsicht, dass in der gemeinsamen Diskussion auf die eigene
Auseinandersetzung zuriickgegriffen werden konnte. Allerdings erwies sich die
Diskussion im Plenum als problematisch, da sich nur wenige Einzelpersonen an
der Diskussion beteiligten und so nicht klar erhoben werden konnte, wie sich
die Verstehensprozesse und die Etablierung gemeinsamer Verstdndnisse bei den
einzelnen Studierenden entwickelten. Auch blieb unklar, ob die an der
Diskussion Unbeteiligten sich tiberhaupt aktiv mit der Thematik
auseinandersetzten. Zudem wurden die Diskussionen in sehr unterschiedlicher
Weise von den einzelnen Ubungsleitenden geleitet, weshalb eine
Vergleichbarkeit schwierig war.

Daher wurde in der Haupterhebung eine Diskussion in Kleingruppen
vorgeschaltet. Dadurch sollte eine groBere Partizipation aller Studierenden
erreicht werden und eine stirkere Forderung eines interpersonell geteilten
situierten Normenverstindnisses. Weiterhin sollten im Sinne von breaching
experiments (vgl. Abschnitt 1.1.2) durch die Diskussion erhoben werden, von
welchen ,,Erwartungen® an einen validen Beweis (,,Normen*) die Studierenden
nach der Vorlesung ausgehen und wie sich die entsprechenden
Normenverstdndnisse in der gemeinsamen Diskussion entwickeln. Um eine
noch differenziertere Auseinandersetzung mit den Normbriichen und eine
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stirkere Partizipation aller Studierenden in den Kleingruppen zu erreichen,
wurden diese in der Haupterhebung zudem explizit aufgefordert, die
Beweisversuche hinsichtlich ihrer Validitdt zu vergleichen und sich in der
Gruppe auf einen in dieser Hinsicht am besten gelungenen Beweis zu einigen.

Die Diskussion in den Kleingruppen sollte dabei in allen Ubungen moglichst
standardisiert ablaufen. Daher wurden fiir alle Studierenden einheitlich Impulse
in der Aufgabenstellung notiert (vgl. Abbildung 28).

a) Inwiefern liefern die Beweisversuche einen Nachweis der Giltigkeit der Behauptung?
Welchen Beweisversuch finden Sie in dieser Hinsicht am besten gelungen? Versuchen
Sie sich in lhrer Gruppe auf einen Beweis zu einigen.

b) Begriinden Sie, warum Sie die beiden anderen Beweisversuche fiir weniger gut
gelungen halten.

¢) Markieren Sie in jedem Beweisversuch, an welchen Stellen es in der Erlauterung um
Voraussetzung, Strukturierung und Endergebnis geht. Was fallt Ihnen auf, wenn Sie
die Erlduterungen vergleichen?

d) Stellen Sie jeden Beweisversuch fiir die Zahlen 2 und 7 dar. Versuchen Sie dabei, die
Strukturierungsweise des Beweisversuches unverandert zu lassen. Bei welchen
Beweisversuchen ist das gut moglich? Wo treten Schwierigkeiten auf? Was bedeutet
das fur die Qualitat der Beweisversuche?

Abbildung 28 Impulse entsprechend der Aufgabenstellung in der Ubung

In den Impulsen a) und b) wird zunédchst eine sehr offene Diskussion iiber die
Validitdt der Beweisversuche angeregt. Durch Impuls ¢) soll dann die Struktur
der Beweisversuche in den Blick genommen werden und die Beweisschritte
explizit gekennzeichnet. Dies soll helfen, Normbriiche auf der Ebene der
Vollstindigkeit (fehlende Beweisschritte), logischen Struktur (falsche
Reihenfolge der Beweisschritte) und Kohérenz (kein Zusammenhang zwischen
den Beweisschritten) zu erkennen. Impuls d) zielt auf die Allgemeingiiltigkeit
des jeweiligen Beweisversuchs. Durch diesen Impuls wird die (empirische)
Ubertragbarkeit in den Blick genommen, indem die Ubertragung auf ein
weiteres Beispiel eingefordert wird®” (vgl. Abschnitt 2.3.5).

57 Ein weiterer Impuls e) hatte in der Intervention zur Formulierung von Qualitétskrite-
rien flir Beweise aufgefordert. Dadurch sollte die vorherige Diskussion auf eine Me-
tacbene gehoben werden. Es zeigte sich jedoch, dass lediglich die in der Vorlesung
genannten Normen wiederholt wurden ohne Bezug zur vorherigen Diskussion. Da
dies keinen weiteren Aufschluss iiber das Normenverstindnis der Diskussionsteil-
nehmenden liefert, wurden diese Diskussionsabschnitte nicht mit einbezogen in die
qualitative Analyse.
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In der anschlieBenden Plenumsphase sollte dies gesammelt und hinsichtlich des
gewiinschten Normenverstdndnisses strukturiert werden, um einen noch
groBeren Grad an Ubereinstimmung zwischen Lehrenden- und Lernendenseite
zu erreichen. Um das so etablierte Normenverstindnis wieder auf eine
konkretere Ebene zu heben und die Umsetzung der Normen bei eigenstiandigen
Beweisen vorzubereiten, wurde in einer zweiten Kleingruppenphase die
Verbesserung der Beweisversuche hinsichtlich dieser Normen eingefordert.

Aus organisatorischen und technischen Griinden wurden nur die
Kleingruppenphasen videografiert und entsprechend analysiert, nicht jedoch die
Plenumsphase.

5.3.4 Beweisversuche

Paarbeweis

Beweisversuch 1:

3
@89
oee®
4
Die Summe ist ungerade. Wir kénnen also spaltenweise Zweierpaare

einkreisen, wobei genau ein Plattchen uibrigbleibt. In der oberen Zeile sind
ungerade viele Plattchen dargestellt, in der unteren gerade viele.

2

Abbildung 29 Paarbeweis (Beweisversuch 1) aus der Intervention

Der erste Beweisversuch arbeitet mit der ikonischen Definition einer ungeraden
Zahl, wonach bei der Paarbildung genau ein Pléttchen iibrig bleibt. Dieser wird
daher im Folgenden kurz Paarbeweis® genannt.

Bei diesem Beweisversuch ist der vordergriindigste Normbruch derjenige hin-
sichtlich der logischen Struktur. Die Beweisschritte sind auf der sprachlichen
Darstellungsebene in umgekehrter Reihenfolge dargestellt.

Der Beweisversuch kann insofern als vollstindig betrachtet werden, als jeder
Beweisschritt dargestellt ist. Die Strukturierungsweise (,,spaltenweise) und das

58 Der einfacheren Benennung wegen werden die Beweisversuche hier als Beweise
bezeichnet. Dabei ist stets zu bedenken, dass es sich bei diesen nicht um valide Be-
weise im Sinne der Erfiillung aller Normen im intendierten Verstéindnis handelt, son-
dern lediglich um den Versuch eines Beweises, welcher Normbriiche hinsichtlich die-
ser Normen enthilt.
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sich daraus ergebende Endergebnis werden sprachlich expliziert. Auch auf iko-
nischer Ebene sind das Endergebnis und die Strukturierung vollstindig darge-
stellt. Lediglich die Voraussetzung kann insofern als unvollstindig dargestellt
angesehen werden, als einmal die Unterscheidung der einzelnen Zahlen nur
sprachlich erldutert, aber nicht explizit ikonisch verdeutlicht wird, zum Beispiel
durch eine entsprechende farbliche Unterscheidung. AuBerdem ist nicht iiber
eine entsprechende ikonische Definition dargestellt, dass die Anzahl Pléttchen in
der einen Zeile gerade und in der anderen ungerade ist. Wie diese in der Voraus-
setzung geforderten Eigenschaften im Bild erkennbar sind, wird auch sprachlich
nicht expliziert.

Die Strukturierung wird aus dem gewiinschten Endergebnis abgeleitet. Insofern
wird hier ein lokaler Zusammenhang hergestellt, dessen Nachvollziehbarkeit
jedoch durch die inaddquate logische Struktur erschwert wird. Auch ist unklar,
warum sich aus dem Endergebnis zwangsldufig eine spaltenweise Strukturie-
rung ergeben muss. Eine Begriindung dieser Strukturierungsweise aus der Vo-
raussetzung heraus fehlt, wodurch hier kein globaler Zusammenhang zwischen
Endergebnis und Voraussetzung hergestellt werden kann. Der Zusammenhang
zur zu beweisenden Aussage wird explizit formuliert, wobei auch hier durch die
inaddquate logische Struktur und den fehlenden globalen Zusammenhang die
Nachvollziehbarkeit der externen Kohérenz erschwert wird. Die sprachliche
Darstellungsebene ist beim Beweisschritt der Voraussetzung insofern inkohérent
mit der ikonischen, als die erlduterten Eigenschaften (zwei unterschiedliche
Zahlen) nicht im Bild dargestellt sind.

Die spaltenweise Strukturierung funktioniert nicht fiir beliebige gerade bezie-
hungsweise ungerade Zahlen, sondern nur, wenn diese Zahlen aufeinanderfol-
gen. Hier miisste mit einer zeilenweisen Strukturierung in Zweierpaare gearbei-
tet werden, welche sich direkt aus der Voraussetzung heraus begriinden lieBe.
Die ikonische Darstellung ist damit nicht generisch und es liegt somit ein
Normbruch hinsichtlich der Allgemeingiiltigkeit vor.

Pfeilbeweis

Dies ist der einzige Beweisversuch der Intervention, welcher eine dynamische
Darstellung nutzt. Durch einen Pfeil wird hier das Verschieben von Plittchen
verdeutlicht. Dieser Beweis wird im Folgenden daher kurz Pfeilbeweis genannt.
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Beweisversuch 2:

3+1

3
000 000
000000 00000
6 6-1

Im ersten Bild sieht man in der ersten Zeile die ungerade Zahl, in der zweiten
die gerade Zahl. Im zweiten Bild sieht man eine Doppelreihe mit einem extra
Plattchen.

Abbildung 30 Pfeilbeweis (Beweisversuch 2) aus der Intervention

Da diese Darstellungsweise in der Vorlesung nur am Rande thematisiert wurde,
konnte dies zundchst zu Verwirrung auf Studierendenseite gefiihrt haben. Spa-
testens in der Plenumsdiskussion sollte diese dynamische Darstellungsweise
jedoch als eine mogliche Darstellungsweise etabliert werden.

Der Beweisversuch ist insofern logisch strukturiert, als dass die dargestellten
Beweisschritte in der korrekten Reihenfolge aufeinander folgen.

Er ist deutlich unvollstindiger als der Paarbeweis. Die Voraussetzung und das
Endergebnis sind hier in zwei getrennten Bildern dargestellt. Sprachlich wird
erldutert, was in beiden Bildern zu sehen ist. Das Endergebnis ist in beiden
Darstellungsebenen vollstindig dargestellt iiber den Bezug zur ikonischen Defi-
nition der Paritét iiber eine Doppelreihe. Die Unterscheidung der beiden Zahlen
ist hier durch eine farbliche Unterscheidung verdeutlicht. Beziiglich der Voraus-
setzung ist jedoch wieder weder ikonisch noch sprachlich verdeutlicht, dass die
eine Zahl gerade und die andere ungerade ist. Die Strukturierung/Operation
wird weder sprachlich noch ikonisch ausreichend expliziert. Lediglich durch die
Beschriftung wird implizit suggeriert, dass ein Pldttchen von der gréBeren Zahl
zur kleineren verschoben wird.

Dadurch kann auch kein globaler Zusammenhang hergestellt werden zwischen
der Voraussetzung und dem Endergebnis. Auch lokal zwischen den dargestellten
Beweisschritten werden keine inhaltlichen Begriindungszusammenhénge formu-
liert. Sprachliche Verkniipfungsstrukturen fehlen ganz. Es handelt sich um eine
reine Bildbeschreibung, eine interne Kohirenz liegt nicht vor. Die sprachliche
und die ikonische Darstellungsebene sind insofern kohérent, als genau die Be-
weisschritte erldutert werden, die auch ikonisch dargestellt werden. Der Zu-
sammenhang zur zu beweisenden Aussage — das ungerade Ergebnis — wird,
anders als beim Paarbeweis, nicht explizit formuliert, weshalb auch keine ex-
terne Kohérenz vorliegt.
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Die ikonische Darstellung suggeriert, dass durch die Verschiebung eines Platt-
chens von der groferen Zahl zur kleineren eine Doppelreihe mit einem extra
Plattchen entsteht. Dies funktioniert allerdings nur, wenn die beiden Zahlen
einen Abstand von drei haben. Daher ist auch in diesem Beweisversuch die
ikonische Darstellung nicht generisch und der Beweisversuch somit nicht all-
gemeingiiltig. Fiir eine generische Darstellung, die iiber die ikonische Definiti-
on der Doppelreihe arbeitet, miissten die einzelnen Zahlen von Anfang an in
Doppelreihen dargestellt werden, wodurch sich durch Zusammenschieben ins-
gesamt eine Doppelreihe mit einem iibrigen Pléttchen ergeben wiirde.

Blockbeweis

Beweisversuch 3:

Wir haben 4 gleich grofie Blocke in grin eingekreist, wobei 1 Plattchen
ibrigbleibt. Die Summe ist also immer ungerade.

Abbildung 31 Blockbeweis (Beweisversuch 3) aus der Intervention

Dieser Beweisversuch arbeitet iiber die Bildung gleich groBer Blocke, weshalb
dieser im Folgenden kurz als Blockbeweis bezeichnet wird.

Auch dieser Beweisversuch ist insofern logisch strukturiert, als die dargestell-
ten Beweisschritte in der korrekten Reihenfolge notiert sind.

Er stellt insofern den unvollstindigsten der drei Beweisversuche dar, als in
diesem Beweisversuch die sprachliche Erlduterung der Voraussetzung génzlich
fehlt. Auf ikonischer Ebene ist die Voraussetzung insofern vollstindig darge-
stellt, als die beiden Zahlen farblich unterschieden werden und die gerade Zahl
durch die Zerlegung in zwei gleich groBe Blocke, die ungerade Zahl durch die
Zerlegung in zwei gleich groBe Blocke mit einem extra Pldttchen verdeutlicht
wird. Die Strukturierung und das Endergebnis werden auf beiden Ebenen voll-
stindig dargestellt.

Da die Erlduterung der ikonischen Darstellung der Voraussetzung fehlt, liegt in
dieser Hinsicht keine Kohérenz der Darstellungsebenen vor. Auch ein globaler
Zusammenhang zwischen Voraussetzung und Endergebnis kann dadurch nicht
hergestellt werden. Und auch lokal werden keine Begriindungszusammenhénge
hergestellt: Die Strukturierungsweise wird in keiner Weise aus der Vorausset-
zung heraus erklért, dass die eine Zahl gerade ist und die andere Zahl ungerade.
Sprachliche Verkniipfungsstrukturen werden nicht genutzt und lediglich eine
Beschreibung des Endergebnisses geliefert. Es liegen also vielféltige Probleme
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hinsichtlich der internen Kohirenz vor. Dic externe Kohirenz zur Aussage —
das ungerade Ergebnis — wird zwar im letzten Satz formuliert, aber nicht explizit
sprachlich in Verbindung gesetzt mit der Erlduterung der ikonischen Darstellung
des Endergebnisses. Diese Erlduterung beschreibt vier gleich grole Blocke mit
einem extra Pléttchen, was keiner der in der Vorlesung eingefiihrten ikonischen
Definitionen ungerader Zahlen entspricht. Fiir eine Argumentation iiber vier
gleich groBe Blocke miisste ein Lemma auf der externen Kohérenzebene hinzu-
gefiigt werden, wonach auch eine gerade Anzahl an Blocken eine gerade Plétt-
chenanzahl verdeutlichen kann.

Die ikonische Darstellung an sich wire generisch, wenn sie in der richtigen
Weise interpretiert worden wére. Man erhilt stets paarweise gleich grof3e Blocke
und ein extra Plattchen. Dies entspricht auch direkt einer der in der Vorlesung
eingefiihrten ikonischen Definitionen der Paritdt. Vier gleich groBe Blocke er-
hélt man jedoch nur bei aufeinanderfolgenden Zahlen.
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Ergebnisteil

6  Qualitative Analyse

Im Folgenden werden die Diskussionen in den Kleingruppen, die im Rahmen
der Intervention stattfanden, qualitativ analysiert. Die allgemeine Methodik der
qualitativen Analyse wurde in Abschnitt 4.3 dargestellt. Die methodischen As-
pekte, die sich stirker auf die konkreten Inhalte der qualitativen Analyse und die
sich daraus ergebende Gliederung der Ergebnisse beziehen, werden der leichte-
ren Nachvollziehbarkeit wegen erst an dieser Stelle dargestellt.

Eine erste mogliche Gliederung der Analyseergebnisse ergibt sich durch die
Impulse, die die Studierenden fiir die Diskussion erhielten (vgl. Abschnitt
5.3.3). Dabei zeigte sich, dass bei jedem Impuls ein bis zwei Normen (aus Ab-
schnitt 2.2) als Zentralthemen im Sinne der dokumentarischen Methode (vgl.
Abschnitt 4.3.3) im Fokus standen. Um den Bezug zum situierten Normenver-
stindnis und damit zu den Forschungsfragen klarer herausarbeiten zu kdnnen,
wurde die Analyse daher in Abschnitte entlang dieser Normen gegliedert. Die
Reihenfolge der Abschnitte richtet sich dabei nach dem zeitlichem Auftreten der
ersten Benennung der jeweiligen Norm. Um dabei der (didaktischen) Situierung
durch die fiir die Intervention gewidhlten Impulsen weiterhin gerecht werden zu
koénnen, wurde

Forschungsfrage 1.1: Welche situierten Normenverstidndnisse entwickeln
sich auf Lernendenseite in den Diskussionen in den Kleingruppen?

entsprechend den jeweiligen Impulsen ausdifferenziert. Dies ist in den Ab-
schnitten zu den einzelnen Normen ausgefiihrt.

Forschungsfrage 2.1: Welche intra- und interpersonellen Entwicklungen
zeigen sich hinsichtlich der situierten Normenverstidndnisse in den Diskussi-
onen in den Kleingruppen?

wurde nicht weiter ausdifferenziert. Hier wurde die Entwicklung der Interperso-
nalitdt des Verstdndnisses der im jeweiligen Abschnitt im Zentrum stehenden
Norm untersucht.

Fir die Untersuchung dieser Forschungsfragen wurden drei Kleingruppen
exemplarisch ausgewdhlt, eine Dreiergruppe, eine Vierergruppe und eine Sech-
sergruppe. Die Auswahl von drei Gruppen ist dabei besonders geeignet fiir eine
komparative Analyse, da dies das Herausarbeiten von paarweisen Gemeinsam-
keiten und Unterschieden zur jeweils dritten Gruppe ermoglicht. Die Gruppen
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wurden so ausgewdhlt, dass zwischen diesen eine mdglichst grofle Diversitit
besteht hinsichtlich GruppengroBe, Ubungsleitendem und interpersoneller Pro-
zesse innerhalb der Gruppe. In der Analyse zeigten sich fiir diese Gruppen hin-
sichtlich des letzten Punktes grofle Unterschiede.

In der Dreiergruppe kam es zu sehr viel Interaktion zwischen den Diskussions-
teilnehmenden und Verstdndnisse entwickelten und verdnderten sich in diesem
Rahmen stark. Diese Gruppe wird daher im Folgenden kurz als Interaktions-
gruppe bezeichnet. In der Vierergruppe kam es dagegen hiufiger zu isolierten
Verstédndnissen, die nur von einer Person vorgebracht und von den anderen Dis-
kussionsteilnehmenden nicht weiter aufgegriffen wurden. Diese Gruppe wird
daher im Folgenden kurz als Inselgruppe bezeichnet. In der Sechsergruppe
wurden héufig priinteraktionale Verstdndnisse in die Diskussion eingebracht,
ohne dass sich diese im Verlauf der Diskussion weiterentwickelten. Diese Grup-
pe wird daher im Folgenden kurz als Prdinteraktionsgruppe bezeichnet. Im
Rahmen der Beantwortung der Forschungsfrage zu intra- und interpersonellen
Prozessen in den Diskussionen wurden diese Charakteristiken der einzelnen
Gruppen jeweils mitbetrachtet und entsprechend hervorgehoben.

Zu jeder Norm wurden fiir jede Gruppe im Sinne der dokumentarischen Me-
thode diejenigen Transkriptausschnitte ausgewihlt, in welchen die jeweilige
Norm diskutiert wurden. Diese Ausschnitte wurden zunichst in einer Turn-by-
Turn-Analyse untersucht. Schliisselworter fiir die Analyse der Transkriptaus-
schnitte sind dabei kursiv markiert. Auf dieser Grundlage wurden fiir die jewei-
lige Gruppe jeweils die erste und zweite Forschungsfrage (siche oben) beant-
wortet.

Weiterhin wurde das in Abschnitt 4.3.3 eingefiihrte Analyseraster fiir jede Norm
individuell ausgestaltet. Die Analyseraster dienen dabei der Verdichtung der
Ergebnisse der Turn-by-Turn-Analysen im Sinne der Forschungsfragen. Deren
konkrete Ausgestaltung ist in den entsprechenden Abschnitten zur jeweiligen
Norm ausfiihrlich dargestellt. Die Bedeutung der Darstellungselemente wird
dabei vor der Analyse im jeweiligen Abschnitt allgemein dargelegt. Eine Eins-
zu-Eins-Zuordnung der Analyseschritte zu den Darstellungselementen findet
nicht statt, da die Analyseraster lediglich als Zusammenfassung der Turn-by-
Turn-Analysen angesehen werden.

Diese dienen vor allem dem einfacheren abschlieBenden Vergleich der drei
Gruppen hinsichtlich der ersten und zweiten Forschungsfrage. Auf Grundlage
dieses Vergleichs wurden potenzielle Einflussfaktoren auf die Entwicklung des
situierten Normenverstindnisses herausgearbeitet. Diese stellen einen Untersu-
chungsfokus fiir die quantitative Auswertung dar und sollen in diesem Rah-
men untersucht werden im Sinne von



159

Forschungsfrage 3.1: Welche potenziellen Einflussfaktoren auf das Erken-
nen der intendierten Normbriiche zeigen sich in den Diskussionen in den
Kleingruppen?

6.1 Kohirenz

Im ersten Teil diskutierten die Gruppen die Beweisversuche zur Aussage

,»Wenn man eine ungerade und eine gerade Zahl addiert, dann ist die Summe immer ungerade.

auf Grundlage der ersten beiden Impulse:

a) Inwiefern liefern die Beweisversuche einen Nachweis der Giiltigkeit der Behauptung?
Welchen Beweisversuch finden Sie in dieser Hinsicht am besten gelungen? Versuchen
Sie sich in lhrer Gruppe auf einen Beweis zu einigen.

b) Begriinden Sie, warum Sie die beiden anderen Beweisversuche fiir weniger gut
gelungen halten.

Abbildung 32 Impulse a) und b) entsprechend der Aufgabenstellung in der Ubung

Diese Impulse sind bewusst sehr offen gehalten. In der Analyse dieses Abschnit-
tes ergab sich als Zentralthema die Norm der Kohirenz. Da an dieser Stelle
keine Impulse gegeben wurden, die die Diskussion in die Richtung bestimmter
Normen lenken sollten, interessierte hier vor allem, wie es zur Etablierung die-
ser Norm im Diskussionsverlauf kam und welche Verstindnisse davon etabliert
wurden. Forschungsfrage 1.1: ,,Welche situierten Normenverstindnisse entwi-
ckeln sich auf Lernendenseite in den Diskussionen in den Kleingruppen?“ wur-
de vor dem Hintergrund dieser didaktischen Situierung in diesem Teil spezifi-
ziert zu den beiden Unterforschungsfragen:

Forschungsfrage 1.1 a): Wie wird die Kohérenz als Norm etabliert?

Forschungsfrage 1.1 b): Welche situierten Verstindnisse der Kohérenz
entwickeln sich?

Die Ergebnisse der Turn-by-Turn-Analyse der einzelnen Gruppen wurden im
Sinne von Abschnitt 4.3.3 grafisch dargestellt. Bei einem ersten Materialdurch-
gang zeigten sich als Nebenthemen zur Kohérenz die Nachvollziehbarkeit und
die Vollstindigkeit. Um diese Normen in ihren Beziehungen zueinander zu
untersuchen, wurden diese im Analyseraster fiir diesen Abschnitt als Entitdten
gewihlt. Mogliche Unteraspekte der Normen und die mdglichen Darstellungs-
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ebenen (ikonisch und sprachlich) wurden fiir jede Entitit mit aufgenommen.
Hervorgehoben in schwarzer Schriftfarbe wurden diese jedoch nur, wenn sie im
entsprechenden Diskussionsabschnitt auch benannt wurden. Weiterhin wurde
fiir jede Entitdt unterschieden, ob es sich um eine Betrachtung des konkreten
Beweisversuchs oder um eine Auseinandersetzung auf der Metaebene handelt.
Die Entititen wurden durch Pfeile verbunden. Da insbesondere im Hinblick auf
Forschungsfrage 1.1a) die zeitliche Entwicklung der Normen interessiert, wurde
die Pfeilrichtung in der Weise festgelegt, dass die zeitliche Abfolge des Auftre-
tens der Normen dargestellt wird. Eine Ausnahme bilden Doppelpfeile, welche
eine Abgrenzung zweier Entititen voneinander verdeutlichen sollen. Eine Farbe
steht dabei fiir eine/n Diskussionsteilnehmende/n. Die Farbwahl deutet hierbei
auf die Rolle hin, die die Person in diesem Teil einnimmt: Griin fiir eine domi-
nante Rolle, Blau und Violett fiir die die dominante Rolle unterstiitzenden Rol-
len sowie rot und orange fiir Nebenrollen. Diese Farbwahl wird auch in den
weiteren Abschnitten der qualitativen Analyse beibehalten, um einen direkten
visuellen Eindruck zu erhalten, inwiefern die Rollen sich verdndern oder gleich
bleiben. Ein farbiger Pfeil verdeutlicht, dass die entsprechende Person selbst den
Wechsel von einer Norm zur anderen vollzogen hat, ein farbiger Punkt dagegen,
dass von der jeweiligen Person nur die entsprechende Norm angesprochen wur-
de. Die Interpunktionszeichen bedeuten, dass eine Frage (Fragezeichen) aufge-
worfen wurde beziehungsweise eine Antwort (Ausrufungszeichen) auf diese
Frage gegeben wurde.

6.1.1 Interaktionsgruppe

Turn-by-Turn-Analyse

Beweisversuch 2:

3+1

3
000 0000
000000 00000
6

6-1

Im ersten Bild sieht man in der ersten Zeile die ungerade Zahl, in der zweiten
die gerade Zahl. Im zweiten Bild sieht man eine Doppelreihe mit einem extra
Plattchen.

Abbildung 33 Pfeilbeweis (entspricht Abbildung 30)

In der Interaktionsgruppe wird zundchst der Beweisschritt der Operation im
Pfeilbeweis diskutiert:
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,»[-..] Also ich hatte personlich jetzt den fiir am gelungensten gehalten. Also den habe ich zumindest
auf den ersten Blick direkt verstanden. Da fand ich immer ein bisschen verwirrend, also was heif3t
verwirrend, aber wenn man jetzt so iiber den ersten Blick redet, dann fand ich halt irgendwie, das
mit diesem Einen nach oben holen und das dann halt auch hier so darstellen, ein bisschen verwir-
rend. [...]. (Turn 1, A, Herv. d. Ver.)

Es wird in Turn 1 in die Evaluation eingestiegen, indem die Nachvollziehbar-
keit der ikonischen Darstellung dieses Beweisversuchs angesprochen wird.
Dabei wird konkret formuliert, was nicht nachvollziehbar ist, ndmlich das Ver-
schieben eines Plattchens vom ersten Bild zum zweiten Bild, es wird also hier
lokal die interne Struktur dieses Beweisschrittes betrachtet, das Verschieben
eines Plittchens®. In Turn 2 kniipft B konkret an das an, was A auf ikonischer
Ebene als ,,verwirrend®, also wenig nachvollziehbar, beschreibt und vollzieht
darauthin zwei Ebenenwechsel von der konkreten Erlduterung auf der ikoni-
schen Ebene zu einer Betrachtung der sprachlichen Darstellung auf der Me-
tacbene:

,[-..] und den finde ich aber auch nicht gut, weil das fand ich irgendwie auch verwirrend mit diesem
Hochziehen. Vor allem dieser Text dazu hat gar nicht geholfen, der war total sinnlos. [...]* (Turn 2,
B, Herv. d. Ver.)

Hier wird die Position der geringen Nachvollziehbarkeit weiter durch Einbezug
der sprachlichen Ebene bekréftigt und begriindet. Die Evaluation der sprachli-
chen Ebene bleibt hier, im Gegensatz zu derjenigen der ikonischen Ebene, we-
nig konkret. Es wird nicht expliziert, was sprachlich nicht nachvollziehbar ist,
sondern durch das Wort ,,geholfen” die sprachliche Darstellung als Gesamtes in
Bezug gesetzt zur ikonischen Ebene. Implizit wird hier eine mangelnde Koha-
renz der beiden Darstellungsebenen angesprochen, wobei die sprachliche Dar-
stellung laut B die Aufgabe hat, die Nachvollziehbarkeit der ikonischen Darstel-
lung zu erhdhen, ansonsten ist sie ,,sinnlos“. Die mangelnde Nachvollziehbar-
keit der ikonischen Darstellung wird hier also durch die mangelnde Nachvoll-
ziehbarkeit der sprachlichen Darstellung und die mangelnde Kohirenz beider
Darstellungsebenen begriindet. Im gleichen Turn bekriftigt B diese Position,
indem eine Begriindung fiir die mangelnde Qualitdt der sprachlichen Darstel-
lung gegeben wird:

,[-..] Der hat ja nichts erkldrt, deswegen ja.” (Turn 2, B, Herv. d. Ver.)

Uber das Wort ,,deswegen® wird sich zwar begriindend auf die vorherige Aufe-
rung bezogen, es bleibt aber unklar, welche Norm hier genau adressiert wird.

59 Diese Art der dynamischen Darstellung, in welcher iiber das Umsortieren von Platt-
chen argumentiert wird, wurde nicht thematisiert in der Einfithrungsvorlesung zum
Thema und stellt daher an dieser Stelle eine neue Darstellungsmoglichkeit fiir die
Studierenden dar.
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Auch wird nicht spezifiziert, worauf sich das Wort ,.erklar[en]* bezieht. Ob es
sich hierbei um eine Bekréftigung der Position handelt und erkldren im Sinne
der Erhohung der Nachvollziehbarkeit (der ikonischen Darstellung) zu verste-
hen ist. Oder ob hier bereits ein Wechsel zur Norm der internen Kohérenz statt-
findet und ,,erklar[en]* im Sinne des Erkldrens von internen Zusammenhingen
zu verstehen ist. In Turn 3 macht C den Bezug zur Kohédrenz deutlicher:

,,»Also ich fand den Text auch hier, das hat einfach nur die Situation beschrieben und den Kontext
gar nicht erkldrt. [...]* (Tum 3, C, Herv. d. Ver.)

Hier kniipft C durch das Aufgreifen und Spezifizieren des Wortes ,,erklér[en]
an B an, versteht dieses Wort jedoch in etwas anderer Weise und &ffnet hier
einen neuen Bedeutungshorizont. Die enge Bezogenheit der sprachlichen Dar-
stellungsebene auf die ikonische wird von C cher als problematisch betrachtet.
Erklaren wird hier in Kontrast gesetzt zu ,,beschr[ei]ben, wobei dem Text eine
rein beschreibende Qualitét der (ikonisch dargestellten) Situation zugesprochen
wird. ,,Erklar[en]* wird dabei in Bezug gesetzt zum ,,Kontext®, also der Aussa-
ge, die bewiesen werden soll. Der sprachlichen Darstellung wird damit die Auf-
gabe zugesprochen, den Bezug von der ikonischen Darstellung zur zu bewei-
senden Aussage herzustellen, also die externe Kohdrenz zu gewéhrleisten. Im
weiteren Verlauf stellt C auch den Bezug zur eingangs formulierten mangelnden
Nachvollziehbarkeit der ikonischen Darstellung her, nimmt hier aber eine ande-
re Position ein:

,[-..] Also es ist eigentlich verstindlich, dass man einen dazunimmt und einen wegnimmt. [...] Aber
die Beschreibung ist ja nicht so der Beweis davon.[...]* (Turn 3, C, Herv. d. Ver.)

Hier wird eine Differenzierung zwischen den Normen der Nachvollziehbarkeit
und der (externen) Kohérenz vorgenommen, welche durch eine Differenzierung
zwischen ikonischer und sprachlicher Darstellungsebene prézisiert wird: Es
kommt an dieser Stelle zu einer Neubewertung der ikonischen Ebene. Was im
Beweisschritt der Operation hier passiert, wird als nachvollziehbar bezeichnet.
Auf sprachlicher Ebene wird jedoch kein Bezug hergestellt zu dem, was eigent-
lich bewiesen werden soll.

In Turn 8 und 9 wird die Position aus Turn 3 wieder aufgegriffen und von B und
C gemeinsam formuliert:

8 B Der ist auch nicht schlecht, aber ich finde halt die Erklarung dazu schlecht, weil ich
finde das Bild, man versteht es, aber der Text dazu ist halt irgendwie so ...

9 C ... beschreibend.

Die Differenzierung zwischen der Nachvollziehbarkeit der ikonischen Darstel-
lung und der Kohédrenz der sprachlichen Darstellung wird hier nun auch von B
formuliert. Betrachtet man den weiteren Verlauf der Diskussion, scheint B hier
weiterhin bei dem eingangs formulierten Verstéindnis von ,,beschreiben* (oder
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von B synonym verwendet: ,erkldr[en]*) im Sinne von eine Beziehung zur
ikonischen Darstellungsebene herzustellen zu bleiben und nicht die Deutung
von C im Sinne der externen Kohirenz zu ibernehmen. In Turn 10 greift B den
Begriff ,beschreibend” auf und formuliert hier wieder ein Verstdndnis von Ko-
hirenz im Sinne der Kohdrenz der Darstellungsebenen:

,»Also es wird halt nicht beschrieben, dass man den einen verschiebt.” (Turn 10, B, Herv. d. Ver.)

Sprachlich soll laut B formuliert werden, was ikonisch zu sehen ist. Hier findet
nun wieder ein Wechsel von der Metaebene zur Betrachtung des konkreten
Beweisversuchs statt. Dass durch das Verschieben des Pléttchens der Zusam-
menhang der beiden Bilder hergestellt werden kann im Sinne der internen Kohé-
renz, wird hier jedoch nicht explizit formuliert. Vielmehr wird die Norm der
Vollstindigkeit auf sprachlicher Ebene in die Diskussion eingebracht. Diese
wird jedoch nicht als von der Kohédrenz (der Darstellungsebenen) unabhéngige
Norm formuliert, sondern eher als Unteraspekt dieser aufgefasst. Uber die man-
gelnde sprachliche Vollstdndigkeit wird die mangelnde Kohirenz begriindet.
Dieser Zusammenhang wird konkret am Beweisversuch festgemacht insofern,
als das Verschieben eines Pléttchens nicht sprachlich expliziert wird.

In den folgenden Turns wird, wie in der Aufgabenstellung gefordert, eine Eini-
gung auf einen Beweisversuch angestrebt, welcher am besten gelungen ist. Es
werden jedoch keine weiteren Argumente auf Grundlage der Normen ausge-
tauscht.

konkret ® @ meta
ikonisch sprachlich
Nachvollziehbarkeit Kohéarenz
inhaltlich < extern
konkret
sprachlich
Vollstandigkeit

Abbildung 34 Interaktionsgruppe zur Kohérenz
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Etablierung der Kohdrenz als Norm zur Beweisbewertung

Die Auseinandersetzung mit der Norm der Kohérenz wird hier iiber die man-
gelnde Nachvollziehbarkeit der ikonischen Darstellung motiviert. Die geringe
Akzeptanz dieses Beweisversuchs aufgrund der geringen Nachvollziehbarkeit
wird von allen Diskussionsteilnehmenden immer weiter bekriftigt. Es werden
weitere Begriindungen gesucht fiir diese geringe Nachvollziehbarkeit, was zu
immer weiteren Elaborationen fiihrt, die sich immer weiter von der Nachvoll-
ziehbarkeit hin zur Kohérenz bewegen. Dies wird weiterhin durch einen Wech-
sel von der ikonischen zur sprachlichen Darstellungsebene sowie von der Be-
trachtung des konkreten Beweisversuchs hin zur Metaebene begiinstigt. Die
weitere Elaboration entwickelt sich zudem durch ein Ankniipfen an bestimmte
Begrifflichkeiten aus der vorherigen AuBerung. Zentral sind dabei die Begriffe
,,beschreiben® und ,,erklar[en]”, die immer wieder aufgegriffen und unterschied-
lich elaboriert werden. Die Kohdrenz wird letzten Endes als eigenstdndige Norm
etabliert, indem diese explizit von der Nachvollziehbarkeit abgegrenzt wird.
Diese Abgrenzung wird wieder durch einen Ebenenwechsel begiinstigt, indem
zwischen der Nachvollziehbarkeit der ikonischen Darstellung und der Kohédrenz
der sprachlichen Darstellung unterschieden wird.

Verstindnis der Kohdrenz

Die Kohérenz wird hier rein auf der sprachlichen Darstellungsebene betrachtet
und als von der Nachvollziehbarkeit unabhingige Norm angesehen. Dabei wird
ein noch recht vages Verstindnis der externen Kohérenz formuliert, das nicht
spezifiziert, was unter dem ,,Kontext“ der Aussage zu verstehen. Die interne
Kohérenz im Sinne des Herstellens von internen Zusammenhéngen wird nicht
explizit adressiert und klingt nur implizit an, wenn Begriffe wie ,,Beschreibung*
und ,,Erklér[ung]“ gegeneinandergestellt werden. Auch diese Begriffe werden
jedoch nicht am konkreten Beweisversuch spezifiziert. Die Norm der Vollstén-
digkeit wird nicht klar von der der Kohédrenz abgegrenzt, sondern eher als Un-
teraspekt der Kohérenz verstanden.

Intra- und interpersonelle Prozesse

Es wird von A die Norm der Nachvollziehbarkeit als pridinteraktionales Bewer-
tungskriterium aufgeworfen, was die weitere Interaktion anstoft. Im weiteren
Diskussionsverlauf bringt sich A jedoch nicht weiter zu diesem Thema ein,
weshalb unklar bleibt, welches Verstindnis A im Verlauf dieses Diskussionsab-
schnittes entwickelt. A hat damit lediglich eine Nebenrolle in diesem Diskussi-
onsabschnitt. B knlipft sprachlich und inhaltlich tiber das Wort ,,verwirrend* an
die AuBerung von A an, vollzieht den Wechsel von der ikonischen zur sprachli-
chen Darstellungsebene und fiihrt die Diskussion iiber den Begriff der ,Er-
klar[ung]* hin zur Kohérenz. C grenzt diesen Begriff von dem einer ,,Beschrei-
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bung® ab und etabliert darauf aufbauend die Kohérenz als von der Nachvoll-
ziehbarkeit unabhéngige Norm. Diese Abgrenzungen iibernimmt B und fiigt die
Norm der Vollstdndigkeit, als Unteraspekt der Kohérenz verstanden, hinzu.

B hat in diesem Abschnitt insofern eine dominante Rolle, als durch B die Ebe-
nenwechsel vollzogen werden und dabei wesentlich neue Normen in die Dis-
kussion eingebracht werden, die der Kohédrenz und der Vollstdandigkeit. C folgt
dieser Bewegung zunichst, formuliert die Kohérenz als unabhéngige Norm und
spezifiziert diese weiter aus entlang des Unteraspekts der externen Kohérenz. C
hat in diesem Diskussionsabschnitt damit eine wichtige unterstiitzende Rolle
fiir den Diskussionsverlauf.

Oberflichlich betrachtet scheinen B und C am Ende dieses Diskussionsabschnit-
tes das gleiche Verstindnis der Kohérenz etabliert zu haben, als einer von der
Nachvollziehbarkeit abgegrenzten Norm. Es werden die gleichen Begrifflichkei-
ten verwendet, um diese Abgrenzung zu formulieren. Betrachtet man die Dis-
kussion um die zentralen Begriffe ,,beschreiben und ,,erklér[en]”, wird jedoch
deutlich, dass B und C bis zum Ende kein geteiltes Verstiandnis entwickeln. C
grenzt diese Begriffe klar voneinander ab und versteht ,erkldr[en] eher im
Sinne einer externen Kohérenz zum Kontext. C sicht dabei eine zu enge Bezie-
hung der sprachlichen zur ikonischen Darstellung im Sinne einer reinen Be-
schreibung als eher problematisch an. B versteht ,,beschreiben* dagegen im
Sinne einer engen Kohérenz von der sprachlichen zur ikonischen Darstellungs-
ebene und bewertet dies bis zum Ende hin als positiv. ,,Erklar[en]* scheint von
B als synonym zu ,,beschreiben” verwendet zu werden, eine Spezifikation im
Sinne der externen Kohérenz findet bei B nicht statt.

Es tauchen in der Diskussion neue interaktionale Facetten auf, wie die Abgren-
zung der Nachvollziehbarkeit und der Kohdrenz sowie die Vollstandigkeit als
weitere Norm zur Beweisbewertung. Das grundlegende intrapersonale Ver-
stindnis der Kohédrenz, die externe Kohidrenz bei C im Gegensatz zur Kohérenz
der Darstellungsebenen bei B, scheint sich jedoch nicht zu éndern.

6.1.2 Inselgruppe

Beweisversuch 2:

3 3+1

000 0000
000000 00000
6 6-1

Im ersten Bild sieht man in der ersten Zeile die ungerade Zahl, in der zweiten
die gerade Zahl. Im zweiten Bild sieht man eine Doppelreihe mit einem extra,
Plattchen.

Abbildung 35 Pfeilbeweis (entspricht Abbildung 30)
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Turn-by-Turn-Analyse

In der Inselgruppe werden zunéchst, ohne das Anfiihren von Argumenten, die
eigenen préinteraktionalen Evaluationen verglichen, bis in Turn 12 explizit nach
Argumenten gefragt wird. In Turn 13 wird dann in die Diskussion auf normati-
ver Ebene eingestiegen. Dabei wird ebenfalls, wie in der Interaktionsgruppe,
tiber die Nachvollziehbarkeit der ikonischen Darstellung der Operation im
Pfeilbeweis diskutiert:

,Ich fand das so verwirrend. Also woher das plus eins und minus eins kommt.[...]* (Turn 13, A,
Herv. d. Ver.)

Anders als in der Interaktionsgruppe, wird hier nicht nur ein rein ikonischer
Darstellungsaspekt angesprochen, sondern bereits nach dem Zusammenhang
gefragt zwischen der Verdnderung um plus bezichungsweise minus eins in der
Operation und dem Rest des Beweises. In dieser préinteraktionalen Position von
A wird die Nachvollziehbarkeit somit in enger Beziehung zur internen Kohérenz
formuliert. Durch das ,,woher wird auch eine Richtung formuliert, wonach
etwas dieser Verdnderung vorausgehen miisste, was diese begriinden konnte.

Es folgt dann durch eine andere Person das Vorstellen der préinteraktionalen
Bewertung des Blockbeweises auf Grundlage der Allgemeingiiltigkeit, die
zundchst in keinem Zusammenhang steht zu dem vorher Diskutierten. In Turn
18 wird diese Norm von D {ibertragen auf den in Turn 13 diskutierten Darstel-
lungsaspekt:

,,Und hier finde ich halt diese Allgemeingiiltigkeit, weil die das da nochmal mit diesem einen Faktor
verdndert haben. (Turn 18, 1), Herv. d. Ver.)

In Turn 19 fiihrt C schlieBlich die Normen der internen Kohdrenz und Allge-
meingiiltigkeit zusammen:
,»Also dieses plus Eins und minus Eins ist halt dafiir da, dass die Doppelreihen wirklich gleich viele

sind. Wenn man das halt nicht macht, kann man ja nur bis nach hier diese senkrechten Paare einkrei-
sen und dann bleiben halt drei tiber. [...]* (Turn 19, C)

C liefert die Antwort auf die von A aufgeworfene Frage nach der internen Kohé-
renz, indem C die Darstellung der Operation konkret aus dem heraus begriindet,
was man als Endergebnis erhalten mochte. Diese Organisation der Beweisschrit-
te ist entgegengesetzt zur eigentlichen Beweislogik®, wonach das Endergebnis
aus der Strukturierung heraus erkldrt werden miisste. Am Ende geht C auf die
Allgemeingiiltigkeit der geschilderten Zusammenhénge ein (die interne Struktur
dieses Argumentes wird in Abschnitt 6.4 zur Allgemeingiiltigkeit eingehender
analysiert werden):

60 Die Beweislogik beschreibt dabei die lineare Organisation der Entitdten der internen
und externen Kohédrenzebene, wie diese in der Analyse des Verstdndnisses der logi-
schen Struktur in der Vorerhebung auf Lehrendenseite zutage getreten ist (vgl. Ab-
schnitt 5.1.2).
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»[--.] Und wenn man das so ausgleicht, dann funktioniert es halt wieder. Und da kdnnte man ja auch
plus finf und minus finf rechnen.“ (Turn 19, C)

Auf diese Ausfithrungen von C reagieren A und B durch eine kurze zustimmen-
de AuBerung. Erst in Turn 22 wird explizit zur sprachlichen Ebene gewechselt:

,»Wobei, ich finde eigentlich auch, dass man da in die Beschreibung vielleicht noch dazu schreiben
sollte, dass man die Plattchen verschiebt in den Reihen.* (Turn 22, C)

Hier bringt C die Norm der Vollstindigkeit auf der sprachlichen Darstellungs-
ebene in die Diskussion ein. Demnach soll die konkrete Operation sprachlich
erldutert werden. An dieser Stelle formuliert C keinen direkten Bezug zu dem
vorher GeduBlerten. Dies passiert erst in Turn 23 durch B:

,.Ja, das hat mir da ndmlich gefehlt, dass da eine Begriindung ist dafiir, warum wird da jetzt plus und
minus eins gerechnet.” (Turn 23, B, Herv. d. Ver.)

Hier wird von B die Norm der sprachlichen Vollstandigkeit in enger Beziehung
zur internen Kohérenz formuliert. Die von B geforderte ,,Begriindung* fiir die
Verdnderung um plus und minus eins wurde dabei von C in Turn 22 aus der
logisch vorgelagerten Operation des Verschiebens eines Pléttchens gegeben. Der
sprachlichen Darstellung kommt dabei die Rolle zu, diese (ikonisch dargestell-
ten) internen Zusammenhénge zu explizieren.

Allgemeingiltigkeit

konkret ? ! konkret
ikonisch ikonisch
Nachvollziehbarkeit Kohérenz
inhaltlich intern
konkret L
sprachlich
Vollsténdigkeit

Abbildung 36 Inselgruppe zur Kohédrenz
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Etablierung der Kohdrenz als Norm zur Beweisbewertung

Die Norm der Kohéirenz wird in Turn 13 direkt zu Beginn von A als priinterak-
tionale Position in die Beweisbewertung eingebracht, indem nach einer Begriin-
dung fiir die ikonische Darstellung der Operation gefragt wird. Diese Norm ist
an dieser Stelle aber noch nicht klar abgegrenzt von der Norm der Nachvoll-
ziehbarkeit. Der Fokus wird weiter auf die Kohérenz gelenkt, indem C in Turn
19, als Antwort auf A, eine Begriindung liefert, in welcher Zusammenhénge am
konkreten Beweisversuch festgemacht werden. Auch hier ist noch nicht klar, ob
die Erlduterungen von C der Erhdhung der Kohidrenz, der Nachvollziehbarkeit
oder der Allgemeingiiltigkeit dienen. Diese Normen werden hier nicht auf die
Metaebene gehoben und konnen an dieser Stelle somit auch nicht klar vonei-
nander abgegrenzt werden. Explizit als Norm formuliert wird die Kohérenz erst
in Turn 23 durch B, indem eine ,,Begriindung® fiir die ikonische Darstellung
explizit eingefordert wird.

Verstindnis der Kohdrenz

Die Kohidrenz wird in dieser Gruppe nicht klar abgegrenzt von der Nachvoll-
ziehbarkeit. Der Fokus liegt hier auf der internen Kohérenz: Es werden von C
interne Zusammenhénge am konkreten Beweisversuch erldutert. Dabei wird die
Begriindung fiir die ikonische Darstellung der Operation durch logisch nachge-
lagerte Beweisschritte geliefert, die eigentliche Begriindungsrichtung im Beweis
ist hier also umgekehrt. Dagegen betrachtet B, in logisch korrekter Reihenfolge,
lokale Zusammenhénge nur innerhalb des Beweisschrittes der Operation. Durch
die sprachliche Beschreibung dieser soll die (interne) Kohirenz gewihrleistet
werden. Hier wird also die (sprachliche) Vollstindigkeit als fiir die Beweisbe-
wertung relevante Norm tiber die (interne) Kohdrenz begriindet. Diese beiden
Normen werden an dieser Stelle nicht klar voneinander abgegrenzt.

Intra- und interpersonelle Prozesse

In diesem Diskussionsabschnitt bringt A die Norm der Kohérenz bereits als
préinteraktionale Position in die weitere Diskussion ein. Diese Diskussion wird
stark von C dominiert. C antwortet auf die von A und D als Fragen aufgewor-
fenen Normen der Kohdrenz und Allgemeingiiltigkeit und erklért den iibrigen
Teilnehmenden die entsprechenden Zusammenhédnge am konkreten Beweisver-
such. Dabei vollzieht C den Ebenenwechsel hin zur sprachlichen Darstellungs-
ebene und bringt als weitere Norm die (sprachliche) Vollstindigkeit in die Dis-
kussion ein.

Diese wird durch B wieder in Bezug gesetzt zur Kohérenz. Erst durch B wird
die Kohérenz als Norm in der Beweisbewertung etabliert. B hat damit eine
wichtige unterstiitzende Rolle in diesem Diskussionsabschnitt. A und D duflern
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sich nicht weiter zu den Normen der Kohérenz und der Vollstindigkeit und
nehmen somit in diesem Diskussionsabschnitt Nebenrollen ein.

Die von B und C etablierten Verstdndnisse dieser Normen stehen damit isoliert
in der Diskussion. Auch zwischen B und C gibt es diesbeziiglich Unterschiede,
vor allem hinsichtlich der Organisation der internen Kohdrenzen. Wéhrend C
einen eher globalen Blick einnimmt und die Operation, in logisch umgekehrter
Reihenfolge, aus dem gewiinschten Endergebnis heraus erklirt, zielt die AuBe-
rung von B eher auf eine lokale Betrachtung in logisch korrekter Reihenfolge.

6.1.3 Priinteraktionsgruppe

Turn-by-Turn-Analyse

In der Priinteraktionsgruppe beginnt die Diskussion zunichst damit, dass die
verschiedenen préinteraktionalen Bewertungen der Beweisversuche verglichen
werden, jedoch noch ohne Argumente auf der Grundlage der Normen zu liefern.
Es wird dann explizit Bezug auf die Aufgabenstellung genommen und in diesem
Zusammenhang nach Argumenten gesucht.

Beweisversuch 2:

3+1

3
000 0000
000000 00000
6 6-1

Im ersten Bild sieht man in der ersten Zeile die ungerade Zahl, in der zweiten
die gerade Zahl. Im zweiten Bild sieht man eine Doppelreihe mit einem extra
Pléttchen.

Abbildung 37 Pfeilbeweis (entspricht Abbildung 30)

Dabei wird ebenfalls der Beweisschritt der Operation im Pfeilbeweis diskutiert:

~Aber ich muss sagen, ich finde da nicht gut gekennzeichnet, dass die den einen von unten nach
oben nehmen.* (Turn 59, F)

Anders als in den vorherigen Gruppen, wird hier von F zunichst die lokale
Vollstindigkeit auf ikonischer Ebene in den Blick genommen. Demnach ist laut
F durchaus nachvollziehbar, was in diesem Schritt passiert, ndmlich dass ein
Pléttchen von unten nach oben verschoben wird. Diese Operation wird aber laut
F nicht ausreichend ikonisch deutlich gemacht. Erst an spiterer Stelle wird von
F auf die Nachvollziehbarkeit dieses Beweisschrittes eingegangen:

,,Ja, das habe ich auch gar nicht verstanden.* (Turn 62, F, Herv. d. Ver.)
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Vor dem Hintergrund der Interpretation von Turn 59 geht es hier nicht um die
Nachvollziehbarkeit dessen, was in diesem Beweisschritt passiert, dies wurde
bereits von F gekldrt, sondern darum, warum dies passiert. Die Frage zielt also
schon in Richtung einer Kldrung auf der Ebene der Kohdrenz. Diese Ebene
adressiert auch A in der Antwort auf F:

-Damit einer hier {ibrig bleibt, damit man sieht, dass das ungerade ist.” (Turn 63, A)

Hier wird von A, in dhnlicher Weise wie in der Inselgruppe, die Operation aus
dem gewiinschten Endergebnis heraus begriindet, also einem der Operation
logisch nachgelagerten Schritt. Aus diesem Endergebnis wird dann, in logisch
korrekter Abfolge, der Bezug zur Aussage hergestellt, dass durch diese Darstel-
lung eine ungerade Zahl dargestellt wird. A bringt also zunéchst implizit den
normativen Unteraspekt der internen Kohédrenz in die Diskussion ein und wech-
selt dann selbst zum normativen Unteraspekt der externen Kohirenz. Die inter-
nen Zusammenhinge werden weniger ausfiihrlich dargelegt als in der Insel-
gruppe, da das gewiinschte Endergebnis hier nicht vollstdndig beschrieben wird:
Es fehlt der Verweis auf die Doppelreihe, welche ja der eigentliche Grund fiir
das Verschieben des Pléttchens ist. Auch wird in dieser Gruppe, anders als in der
Inselgruppe, die Allgemeingiiltigkeit der Zusammenhénge nicht adressiert. Die
Auseinandersetzung ist bis zu diesem Punkt auf den konkreten Beweisversuch
bezogen. In Turn 67 hebt D diese auf die Metaebene:

,,Also, deswegen fand ich den eigentlich ganz — Erstmal fand ich den doof, als ich den so gesehen

habe, aber je langer ich mir den angeguckt habe, desto mehr — also am meisten erkidrt dieses Bei-
spiel, finde ich.“ (Turn 67, D, Herv. d. Ver.)

Wie in der Interaktionsgruppe wird hier iiber den Begriff des ,,Erklar[ens]* die
Norm der Kohérenz explizit etabliert. Da iiber das Wort ,,deswegen® an die
vorherigen AuBerungen angekniipft wird, ist davon auszugehen, dass ,.er-
klar[en]* hier sowohl im Sinne von interne Zusammenhinge erkldren als auch
den Bezug zur Aussage kldren verstanden wird, also im Sinne der internen und
der externen Kohirenz, wie in Turn 63 formuliert. Diese AuBerung fiihrt zur
Formulierung einer Gegenposition durch F:

,Aber natiirlich, aber fiir die Kinder, wenn die das das erste Mal sehen, verwirrt das einfach nur
komplett.” (Turn 68, F, Herv. d. Ver.)

Hier wird nicht, wie durch A intendiert, die geringe Nachvollziehbarkeit durch
das Herstellen von Kohérenz aufgeldst, sondern von F auf dem Standpunkt der
geringen Nachvollziehbarkeit trotz Erklarung der Zusammenhénge beharrt. Die
zentrale Rolle der Nachvollziehbarkeit, als von der Kohdrenz unabhingige
Norm, wird hier von F explizit betont. Dabei geht es F an dieser Stelle zunichst
um die Nachvollziehbarkeit fiir Lernende in einem schulischen Kontext, die
soziale Situierung wird hier somit sehr weit gefasst. Dies wird im Folgenden als
didaktische Nachvollziehbarkeit bezeichnet. In Turn 70 wechselt F dann zu
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einer engeren sozialen Situierung, bei welcher nur die personliche inhaltliche
Nachvollziehbarkeit betrachtet wird:

Ja, aber ich fand es auch am Anfang direkt verwirrend. Und wenn das erst verwirrend ist, was
bringt mir das?* (Turn 70, F, Herv. d. Ver.)

In Turn 71 wird von A wieder an die Norm der Vollstindigkeit aus Turn 59
angekniipft, wobei hier zum ersten Mal in diesem Diskussionsverlauf ein Wech-
sel von der ikonischen zur sprachlichen Darstellungsebene stattfindet:

Hier wurde auch gar nicht geschrieben, was iiberhaupt gemacht wurde. Das habe ich nidmlich da
aufgeschrieben, da hitte man ja wenigsten schreiben konnen, dass ein Plattchen dann hochgeht.“
(Turn 71, A, Herv. d. Ver.)

Es wird hier von A nicht direkt Bezug genommen auf die vorher diskutierte
Abgrenzung der Nachvollziehbarkeit von der Kohdrenz. Durch den Partikel
sauch® wird deutlich, dass es sich hierbei um einen Einwurf zum Anfiihren einer
neuen Position handelt. Dass es sich hierbei um die priinteraktionale Sichtweise
von A handelt, bekriftigt A im zweiten Satz, wo betont wird, dass dies von A in
der Vorbereitung bereits so ,aufgeschrieben* wurde. Das Verschieben eines
Plattchens soll laut A sprachlich beschrieben werden. Implizit wird hier der
sprachlichen Vollstindigkeit die Rolle zuteil, die Kohdrenz der Darstellungs-
ebenen zu gewihrleisten. Daran kniipft F an spédterer Stelle wieder an:

,,Die hitten noch einen Zwischenschritt irgendwie machen miissen, dass man zeigt, neben ein Platt-
chen von das oben® (Turn 91, F, Herv. d. Ver.)

Wie in Turn 59 spricht F hier die Norm der Vollstindigkeit auf ikonischer Ebene
an. Durch den Begriff ,,Zwischenschritt™ wird an dieser Stelle eine Bedeutungs-
verschiebung hin zur internen Kohirenz der Beweisschritte deutlich. Dies for-
muliert F in Turn 93 noch expliziter:

.Zeigen, dass sie das da oben hinlegen, damit da diese Einteilung ist.” (Turn 93, F, Herv. d. Ver.)

Der Zusammenhang zwischen dem Beweisschritt der Operation (das Verschie-
ben eines Plittchens) und dem Endergebnis (Einteilung in eine Doppelreihe mit
einem extra Plittchen) wird hier, in logisch korrekter Reihenfolge, explizit an-
gesprochen.
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konkret ? 1 konkret ® meta
ikonisch ikonisch
Nachvollziehbarkeit Koharenz
inhaltlich | didaktisch intern extern
konkret
ikonisch | sprachlich
Vollstédndigkeit

Abbildung 38 Priinteraktionsgruppe zur Kohérenz

Etablierung der Kohdrenz als Norm zur Beweisbewertung

Die Frage von F nach der Nachvollziehbarkeit des Beweisschrittes der Opera-
tion zielt bereits implizit auf eine Klarung der Rolle dieses Beweisschrittes im
Sinne der Gesamtkohérenz des Beweisversuchs. Darauf reagiert A durch die
Erléduterung der Kohiirenz zum gewiinschten Endergebnis und der Kohirenz
dieses Endergebnisses zur Aussage. Die Nachvollziehbarkeit soll dabei durch
das Herstellen von Kohdrenz erhoht werden. Die Diskussion bleibt hier noch
konkret auf den Beweisversuch bezogen. In Turn 67 hebt D die Diskussion auf
die Metaebene und etabliert die Norm der Kohédrenz explizit, indem D den dis-
kutierten Beweisversuch vor dem Hintergrund seines erkldrenden Charakters
bewertet. Dies geschieht in Reaktion auf die vorherigen konkreten Erkldrungen
zur Kohirenz von A, weshalb davon auszugehen ist, dass Erkldren hier im Sinne
von Kohirenz herstellen verstanden wird. Als eigenstindige Norm tritt die Ko-
hirenz auch durch die Abgrenzung zur Nachvollziehbarkeit zutage. Die Ab-
grenzung findet auf der Ebene der Beweisbewertung statt, welche fiir den disku-
tierten Beweisversuch unterschiedlich ausfillt, je nachdem, auf welche der bei-
den Normen der Fokus gelegt wird.

Verstindnis der Kohdrenz

Es liegt eine klare Abgrenzung zwischen der Norm der Nachvollziehbarkeit und
der Norm der Kohérenz vor. Je nachdem, welche Norm im Fokus steht, wird der
Beweisversuch von einzelnen Teilnehmenden verschieden bewertet. Konkret
diskutiert werden Aspekte der internen Kohérenz der Beweisschritte. Die ex-
terne Kohirenz wird nur in Turn 63 kurz erwéhnt, wenn der Bezug zur Aussa-
ge konkret formuliert wird, aber nicht auf der Metaebene als Unteraspekt der
Kohirenz formuliert. In Bezug auf die interne Kohérenz wird auch hier zunédchst
die ikonische Darstellung der Operation aus dem logisch nachgelagerte Ender-
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gebnis heraus begriindet. Erst am Ende der Diskussion, in Turn 93, wird diese
Beziehung in logisch korrekter Reihenfolge formuliert.

Die Vollstindigkeit wird hier klarer abgegrenzt von der Kohirenz, aber in en-
gem Bezug zu dieser gesehen. Dabei wird bereits zu Beginn der Diskussion von
F unterschieden zwischen einer ausreichenden ikonischen Verdeutlichung des-
sen, was passiert (also der ikonischen Vollstindigkeit) und der Frage danach,
warum dies passiert (also der Kohédrenz). Am Ende, in Turn 93, wird von F die
vollstandige ikonische Darstellung der Operation als Voraussetzung dafiir for-
muliert, die Kohdrenz auf ikonischer Ebene verdeutlichen zu koénnen. Parallel
dazu fordert A in Turn 72 die sprachlich vollstdndige Darstellung der Operation,
ohne den Bezug zur internen Kohérenz zu explizieren. Vielmehr soll laut A
durch die sprachliche Vollstindigkeit die Kohirenz der Darstellungsebenen
gewihrleistet werden.

Intra- und interpersonelle Prozesse

In diesem Diskussionsverlauf nimmt A eine dominante Rolle ein. A erklirt den
anderen Diskussionsteilnehmenden die internen und externen Zusammenhinge
und vollzieht einen Ebenenwechsel zur sprachlichen Darstellungsebene,
wodurch der Aspekt der Vollstandigkeit erneut in den Fokus geriickt wird. A
selbst entwickelt im Diskussionsverlauf keine neuen Verstidndnisse der disku-
tierten Normen, sondern bringt den eigenen priinteraktionalen Standpunkt in
den Diskussionsverlauf ein. Dies passiert stets in Reaktion auf AuBerungen von
F.

F spielt dabei fiir die Entwicklung der Diskussion eine wichtige unterstiitzende
Rolle. Durch F wird die Diskussion von der Nachvollziehbarkeit in die Richtung
der Kohérenz gelenkt. F trennt dabei klar zwischen den Normen der Nachvoll-
ziehbarkeit, der Vollstdndigkeit und der Kohirenz, was von den anderen Diskus-
sionsteilnehmenden nicht explizit ibernommen wird. Dabei bleibt F bei der
Betrachtung der ikonischen Ebene. Die Richtung des Zusammenhanges der
Beweisschritte der Operation und des Endergebnisses, die von A in umgekehrter
Reihenfolge eingebracht wurden, werden von F aufgegriffen und in logisch
korrekter Reihenfolge formuliert. F entwickelt somit interaktional im Diskus-
sionsverlauf in Auseinandersetzung mit den priinteraktionalen Verstidndnissen
von A und D ein ausdifferenziertes und mit den beiden stirker iibereinstimmen-
des Verstidndnis der Kohédrenz.

Durch D wird der Wechsel zur Metaebene vollzogen, wobei D die eigene priin-
teraktionale Bewertung des Beweisversuchs auf der Grundlage der Kohérenz
einbringt. Dies geschieht ankniipfend an die konkreten Erlduterungen von F zur
Kohérenz. Die Verstdndnisse scheinen hier also libereinzustimmen. D spielt in
diesem Diskussionsabschnitt somit eine (gegeniiber F untergeordnet) unterstiit-
zende Rolle.
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6.1.4 Vergleich der Gruppen

konkret [ ] [ meta
ikonisch sprachlich
Nachvollziehbarkeai Koharenz
inhaltlich axtern
konkret
sprachlich
Vollstandigkeit

Abbildung 39 Interaktionsgruppe zur Kohérenz (entspricht Abbildung 34)

Allgemeingiiltigkeit

konkret 7 | konkrat
ikonisch ikonisch
Nachvollziehbarkelt Kohérenz
inhaltlich intern
lkonkret
sprachlich
Vollstédndigkeit

Abbildung 40 Inselgruppe zur Koharenz (entspricht Abbildung 36)

konkret ? | konkret @ meta
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Machvollziehbarkeit Kohéranz
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Vollstandigkeit

Abbildung 41 Priinteraktionsgruppe zur Kohdrenz (entspricht Abbildung 38)
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Etablierung der Kohdrenz als Norm zur Beweisbewertung

In allen drei Gruppen liegt der Fokus in diesem Abschnitt auf der Diskussion
der ikonischen Darstellung der Operation im Pfeilbeweis. In die Evaluation wird
eingestiegen iiber die Norm der (mangelnden) Nachvollziehbarkeit der ikoni-
schen Darstellung der Operation und dann werden die Bezichungen zur Kohé-
renz crarbeitet. Allen Diskussionen liegt die von den meisten der Diskussions-
teilnehmenden geteilte Grundannahme zugrunde, dass die Nachvollziehbarkeit
der ikonischen Darstellung iiber das Herstellen von Kohirenz erhoht werden
kann.

Die Frage nach der Kohirenz, nach einer Begriindung des Warums und Wohers
der ikonischen Darstellung der Operation, ist dabei in der Inselgruppe und der
Priinteraktionsgruppe bereits in der Frage nach der Nachvollziehbarkeit der
Darstellung explizit (in der Inselgruppe) beziehungsweise implizit (in der Préin-
teraktionsgruppe) enthalten. In beiden Gruppen fokussiert sich die weitere Dis-
kussion dadurch auf die Kohérenz, dass auf diese aufgeworfene Frage eine an-
dere Person aus der jeweiligen Gruppe antwortet, indem diese konkrete interne
Zusammenhinge von Operation und Endergebnis erldutert.

Im Vergleich der Inselgruppe und der Priinteraktionsgruppe zeigt sich ein zent-
raler Unterschied darin, dass in der Priinteraktionsgruppe die Kohérenz explizit
als Norm etabliert wird, in der Inselgruppe diese aber eher implizit thematisiert
bleibt. Zentrale Mechanismen sind dabei in der Priinteraktionsgruppe einerseits
der Wechsel auf die Metaebene: Es werden die Zusammenhénge nicht nur am
konkreten Beweisversuch erldutert, sondern auch die Kohérenz als fiir die Be-
weisbewertung relevante Norm auf der Metaebene formuliert. Weiterhin wird
die Kohirenz klar abgegrenzt von der Nachvollziehbarkeit: Der Beweisversuch
wird, je nachdem auf welche der beiden Normen fokussiert wird, unterschied-
lich bewertet.

Ahnlich wird in der Interaktionsgruppe die Kohirenz schlieBlich als Norm etab-
liert, indem diese explizit von der Nachvollziehbarkeit abgegrenzt wird. Anders
als in der Préinteraktionsgruppe wird der Beweisversuch hier jedoch nicht auf
Grundlage dieser Differenzierung (nachvollziehbar versus kohédrent) unter-
schiedlich bewertet, sondern die Kohérenz als fiir die Beweisbewertung zentra-
lere Norm herausgearbeitet. Hier wird im Verlauf der Diskussion der Beweis als
grundsitzlich (auf der ikonischen Ebene) nachvollziehbar bewertet, jedoch nicht
als ausreichend kohérent (auf sprachlicher Ebene). Die Entwicklung hin zur
Kohérenz entspinnt sich in der Interaktionsgruppe eher um die Frage nach einer
Begriindung fiir die mangelnde Nachvollziehbarkeit der ikonischen Darstellung,
welche iiber die mangelnde Kohérenz erkléart wird. Zentrale Mechanismen bei
der stirkeren Fokussierung auf die Kohdrenz sind dabei weniger die Frage-
Antwort Dynamik wie in der Inselgruppe und der Priinteraktionsgruppe, son-
dern ein Ebenenwechsel von der ikonischen Darstellungsebene (Betrachtung der
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Nachvollziehbarkeit) hin zur sprachlichen Darstellungsebene (Betrachtung der
Kohirenz). Dieser Ebenenwechsel wird weiterhin unterstiitzt durch einen Wech-
sel von der konkreten Betrachtung hin zur Metaebene.

Weiterhin werden die Normen der Nachvollziehbarkeit und der Kohirenz abge-
grenzt durch die Begrifflichkeiten ,,beschreiben‘ und ,,erkldr[en]*. Diese Begrif-
fe werden bis zum Ende des Diskussionsabschnittes jedoch nicht von allen Teil-
nehmenden in gleicher Weise verstanden werden. Dieses starke Ankniipfen an
AuBerungen auf der Grundlage einzelner Begrifflichkeiten ist in diesem MaBe
nur in der Interaktionsgruppe aufgetreten.

Verstindnis der Kohdrenz

In allen drei Gruppen ist den Diskussionen gemeinsam, dass die Kohérenz in
enger Beziehung zur Nachvollziehbarkeit und Vollstindigkeit diskutiert wird.
Dabei wird die Nachvollziehbarkeit in den unterschiedlichen Gruppen mehr
oder weniger stark von der Kohdrenz als Norm abgegrenzt (siche dazu auch den
vorangegangenen Abschnitt zur Etablierung der Kohérenz als Norm).

Die Vollstindigkeit wird in allen drei Gruppen auf der sprachlichen Darstel-
lungsebene betrachtet, wonach der Beweisschritt der Operation vollstindig
sprachlich erldutert werden sollte in der Weise, dass die Kohédrenz zu den ande-
ren Beweisschritten deutlich wird. Es geht an dieser Stelle also weniger darum,
dass der entsprechende Beweisschritt als fehlend benannt wird. Vielmehr wird
hier die lokale Vollstindigkeit in Bezug auf diesen Beweisschritt betrachtet,
wonach dieser nicht nur dargestellt, sondern auch vollstindig dargestellt sein
soll. Lediglich in der Préinteraktionsgruppe wird die Vollstdndigkeit als Norm
klar abgegrenzt von der Kohdrenz und nicht, wie in den anderen Gruppen, im-
plizit als Unteraspekt der Kohéirenz dargelegt. Wesentlicher Unterschied ist hier,
dass in der Préinteraktionsgruppe die Vollstandigkeit auch auf ikonischer Ebene
betrachtet wird und bereits zu Beginn der Diskussion eingebracht und abge-
grenzt wird von der Kohérenz.

In der Interaktionsgruppe liegt der Fokus bei der Betrachtung der Kohédrenz auf
der sprachlichen Darstellungsebene. Die Kohédrenz wird hier rein auf der Me-
taebene diskutiert. Thr situiertes Verstindnis bleibt dadurch sehr vage. Es werden
Aspekte der internen Kohidrenz beziehungsweise der externen Kohirenz durch
die Begrifflichkeiten ,,Beschreibung® und ,,Erklar[ung]“ beziehungsweise Kon-
text angerissen, aber nicht niher erldutert oder am Beweisversuch festgemacht,
was konkret damit gemeint ist.

Im Gegensatz dazu werden in der Inselgruppe und der Priinteraktionsgruppe
konkrete, ikonisch dargestellte Zusammenhénge zwischen den Beweisschritten
der Operation und dem Endergebnis erldutert. Kohdrenz wird hier also primér
intern verstanden als Zusammenhang von aufeinanderfolgenden Beweis-
schritten, nur in der Prdinteraktionsgruppe klingt am Rande noch der Bezug
zur Aussage, also die externe Kohirenz, an.
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Sowohl in der Inselgruppe als auch in der Priinteraktionsgruppe wird dabei
zundchst die Operation aus dem logisch nachgelagerten Beweisschritt des End-
ergebnisses heraus begriindet. In der Priinteraktionsgruppe wird am Ende des
Diskussionsabschnittes dieser Zusammenhang nochmals in logisch korrekter
Reihenfolge formuliert. In der Inselgruppe passiert dies nicht, es werden jedoch
interne Zusammenhénge innerhalb des Beweisschrittes der Operation in logisch
korrekter Reihenfolge dargelegt. In Bezug auf die Norm der logischen Struktur
zeigen sich an dieser Stelle also uneinheitliche Verstdndnisse.

Intra- und interpersonelle Prozesse

In allen drei Gruppen zeichnen sich dhnliche Rollenmuster ab. Es gibt, zumin-
dest in der Interaktionsgruppe und der Inselgruppe, Nebenrollen (in Rot und
Gelb markiert), welche am Anfang ihre préiinteraktionale Beweisbewertung (mit
Fokus auf die Nachvollziehbarkeit als Norm) einbringen, sich jedoch im weite-
ren Verlauf des jeweiligen Diskussionsabschnittes nicht mehr einbringen. Inso-
fern bleibt unklar, wie sich die Verstidndnisse in diesen Nebenrollen entwickeln.
Die AuBerungen der Nebenrollen dienen als Impulsgeber fiir die weitere Dis-
kussion. In der Interaktionsgruppe wird daran auf der Ebene der verwendeten
Begrifflichkeiten angekniipft und das Verstidndnis der Kohédrenz dadurch weiter
elaboriert. In der Inselgruppe wird eine direkte Antwort auf die aufgeworfenen
Fragen formuliert und so die Kohérenz am konkreten Beweisversuch erldutert.

In jeder Gruppe gibt es eine dominante Person, die wesentlich neue Normen, die
der Kohdrenz und der Vollstindigkeit, in die Diskussion einbringt (in Griin
markiert) sowie eine (oder in der Prdinteraktionsgruppe auch mehrere) Per-
son(en), die eine unterstiitzende Rolle spielen bei der Elaboration dieser Aspekte
(in Blau beziehungsweise Violett markiert).

Durch die dominante Person werden wesentliche Ebenenwechsel vollzogen
und dabei neue Aspekte in die Diskussion eingebracht. In dieser Rolle werden
vor allem eigenen préinteraktionale Standpunkte formuliert, diese im Diskussi-
onsverlauf jedoch wenig verdndert. Das Verstindnis, das sich am Ende in der
Gruppe entwickelt, ist stark geprdgt vom Verstdndnis der dominanten Person.
Besonders deutlich wird dies in der Inselgruppe und der Priinteraktionsgruppe,
wo es die dominante Person ist, welche die konkreten internen Zusammenhénge
im Beweisversuch den anderen Diskussionsteilnehmenden erklért und dadurch
versucht die Nachvollziehbarkeit fiir die anderen zu erhéhen. Lediglich in der
Interaktionsgruppe scheint sich die Abgrenzung von Nachvollziehbarkeit und
Kohérenz als unabhéngige Normen auch fiir die dominante Person als interakti-
onal neu etabliertes Verstindnis zu entwickeln. Bei der Norm der Vollstindig-
keit bleibt in der Interaktionsgruppe und der Inselgruppe offen, ob es sich hier-
bei um einen priinteraktionalen Aspekt im Verstindnis der dominanten Person
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handelt, oder ob sich dies aus dem Diskussionsverlauf ergibt im Versuch, die
Nachvollziehbarkeit weiter zu erhdhen.

Die unterstiitzenden Rollen zeigen sich in den einzelnen Gruppen in unter-
schiedlichen Auspragungen. In der Interaktionsgruppe folgt die unterstiitzende
Person der Bewegung der dominanten Person von der Nachvollziehbarkeit zur
Kohidrenz und spezifiziert diese weiter aus im Sinne der externen Kohirenz.
AuBerdem bringt die unterstiitzende Person die Abgrenzung der Normen der
Nachvollziehbarkeit und der Kohérenz in die Diskussion ein. Wahrend in der
Interaktionsgruppe die von der dominanten Person eingebrachte Norm der Voll-
standigkeit von den anderen Teilnehmenden nicht weiter aufgegriffen wird, ist
es in der Inselgruppe die unterstiitzende Person, welche diese explizit in Bezie-
hung zur Kohérenz bringt und als notwendig fiir diese darlegt. In der Préinterak-
tionsgruppe gibt es eine libergeordnet unterstiitzende Person, welche die Dis-
kussion von Anfang an in Richtung Kohérenz lenkt und die Abgrenzung der
Nachvollziehbarkeit und der Vollstédndigkeit von der Kohédrenz in die Diskussion
einbringt, was von den anderen Teilnehmenden jedoch nicht explizit aufgegrif-
fen wird. Eine weitere unterstiitzende Rolle, hier als untergeordnet bezeichnet,
da weniger den Gesamtverlauf der Diskussion lenkend, vollzieht einen Ebenen-
wechsel und formuliert die Kohérenz als Norm auf der Metaebene.

In Bezug auf die Frage nach einem interpersonell geteilten Verstidndnis, das sich
in den Diskussionen entwickelt, konnen nur Aussagen zur dominanten und un-
terstlitzenden Rolle getroffen werden, da sich die Nebenrollen zu wenig am
Diskussionsverlauf beteiligen. In der Interaktionsgruppe etablieren beide Rollen
gemeinsam in der Interaktion ein Verstindnis der Kohérenz als von der Nach-
vollziehbarkeit getrennte Norm. Jedoch werden die Begriffe ,,beschreiben* und
,erkldren® nicht in gleicher Weise verstanden, die Unterschiede im Verstind-
nis (externe Kohirenz versus enge Kohirenz der Darstellungsebenen) bleiben
den beiden Rollen jedoch durch das Verwenden der gleichen Begrifflichkeiten
unbewusst.

In der Inselgruppe bringen beide Rollen ihre préinteraktionalen Sichtweisen
zusammen und etablieren dadurch ein gemeinsames Verstindnis von interner
Kohirenz im Sinne eines Zusammenhanges aufeinanderfolgender Beweisschrit-
te. Jedoch gibt es hier implizit Unterschiede, was die Organisation in logisch
umgekehrter oder logisch korrekter Reihenfolge der Beweisschritte betrifft.

In der Préinteraktionsgruppe bringt die dominante Rolle die Normen von Kohé-
renz und Vollstidndigkeit als priinteraktionale Sichtweisen ein und zeigt keine
Anderung im Diskussionsverlauf hinsichtlich des Verstéindnisses. Die unterge-
ordnet unterstiitzende Rolle bringt ihre eigene priinteraktionale Sichtweise
damit in Zusammenhang und formuliert dadurch eine gemeinsame Position. Die
iibergeordnet unterstiitzende Rolle setzt die von der dominanten Rolle einge-
brachten Aspekte explizit in Beziehung mit der eigenen eingangs formulierten
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Position und bildet dadurch ein interaktional neues, ausdifferenziertes Ver-
staindnis der Kohérenz, das in Ubereinstimmung ist mit dem der dominanten
Rolle.

6.1.5 Untersuchungsfokus fiir die quantitative Auswertung

Im Vergleich der Gruppen haben sich zwei zentrale potenzielle Einflussfaktoren
zur Etablierung der Kohédrenz als Norm fiir die Beweisbewertung herausgestellt:
Die Entwicklung aus der Betrachtung der Nachvollziehbarkeit heraus und der
Wechsel zwischen der sprachlichen und der ikonischen Darstellungsebene und
der konkreten und der Metaebene. Dies hat sich erst in der Interaktion im Rah-
men der Intervention herausgebildet, wobei die dominante Person in jeder
Gruppe die Entwicklung mafigeblich vorangetrieben hat. Es sollen daher in der
quantitativen Analyse die folgenden beiden Hypothesen untersucht werden:

1.1  Die Betrachtung der Nachvollziehbarkeit fordert das Erkennen eines
Normbruchs hinsichtlich der Kohérenz.

1.2 Wechselprozesse fordern das Erkennen eines Normbruchs hinsicht-
lich der Kohérenz.

Weiterhin zeigte sich in der vergleichenden Analyse der Gruppen, dass die in-
terne Kohidrenz im Sinne des Zusammenhanges aufeinanderfolgender Beweis-
schritte im Fokus der Betrachtungen stand und die externe Kohérenz im Sinne
des Bezugs zur Aussage cher im Hintergrund. Die externe Kohérenz wurde
dabei nur von einer einzelnen Person benannt und von den anderen Diskussions-
teilnehmenden nicht weiter aufgegriffen. Um dies auch quantitativ untersuchbar
zu machen, soll in der quantitativen Analyse daher differenziert werden zwi-
schen interner und externer Kohdrenz. Bei den Darstellungsebenen lag ein Fo-
kus auf der sprachlichen Explikation ikonisch dargestellter Zusammenhinge. In
der quantitativen Analyse soll hier explizit unterschieden werden zwischen der
ikonischen und der sprachlichen Darstellungsebene.

Der Vergleich der Gruppen hat dariiber hinaus einen weiteren potenziellen Ein-
flussfaktor in Bezug auf die Norm der Vollstindigkeit gezeigt. Diese ist bei
einer Betrachtung der Kohérenz in allen Gruppen automatisch mehr in den Fo-
kus geriickt. Auch dies entwickelte sich interaktional in der Gruppendiskussion,
wurde in jeder der Gruppen jedoch vor allem von der dominanten Person in die
Diskussion eingebracht.

Bei der quantitativen Analyse hinsichtlich der Vollstindigkeit soll daher auch
die folgende Hypothese untersucht werden:
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1.3 Die Betrachtung der Kohérenz fordert das Erkennen eines Norm-
bruchs hinsichtlich der Vollstédndigkeit.

6.2 Vollstandigkeit

Im zweiten Teil diskutierten die Gruppen die Beweisversuche zur Aussage

,»Wenn man eine ungerade und eine gerade Zahl addiert, dann ist die Summe immer ungerade.

auf Grundlage des dritten Impulses:

c) Markieren Sie in jedem Beweisversuch, an welchen Stellen es in der Erlauterung um
Voraussetzung, Strukturierung und Endergebnis geht. Was fallt Ihnen auf, wenn Sie
die Erlauterungen vergleichen?

Abbildung 42 Impuls c) entsprechend der Aufgabenstellung in der Ubung

Dieser Impuls zielt insbesondere auf die explizite Diskussion der Normen der
Vollstandigkeit und der logischen Struktur ab. Deren Verstindnis (auf Lehren-
denseite) griindet sich auf das Vorhandensein und die Reihenfolge der in diesem
Impuls direkt adressierten Beweisschritte. Entsprechend ergaben sich in der
qualitativen Analyse fiir diesen Diskussionsabschnitt als Zentralthemen die
Vollstidndigkeit und die logische Struktur. In diesem Kapitel soll zunéchst die
Vollstindigkeit untersucht werden und erst im folgenden Kapitel die logische
Struktur.

Fiir die qualitative Analyse ausgehend von dem oben genannten Impuls interes-
sierte dabei insbesondere, wie genau und auf Grundlage welcher Uberlegungen
die Beweisschritte abgegrenzt wurden und welche Rolle dies fiir die Entwick-
lung der Verstiandnisse der Vollstindigkeit hatte. Forschungsfrage 1.1: ,,Welche
situierten Normenverstidndnisse entwickeln sich auf Lernendenseite in den Dis-
kussionen in den Kleingruppen?‘ wurde daher spezifiziert zu:

Forschungsfrage 1.1 c): Welche situierten Verstdndnisse der Beweisschritte
entwickeln sich und welchen Einfluss haben diese auf die Entwicklung der
situierten Verstidndnisse der Vollstandigkeit?

Um die Abgrenzung der in den Gruppen diskutierten Spezifitdten, das heif3it der
spezifischen Eigenschaften des konkret dargestellten Beispiels (vgl. Abschnitt
2.3.5), entlang der Entitdten der Beweisschritte Voraussetzung, Strukturierung
und Endergebnis zu untersuchen, wurde fiir diesen Abschnitt ein neues Analyse-
raster entwickelt. In diesem Raster wurden als Entitdten die Beweisschritte
gewihlt. Neben der internen Ebene wurde auch die externe Ebene der Aussage
mit aufgenommen. Die in den Diskussionen benannten Spezifitdten wurden
entsprechend ihrer von Studierendenseite vorgenommenen Zuordnung zum
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jeweiligen Beweisschritt im Analyseraster positioniert. Eine Positionierung
zwischen den Entititen bedeutet dabei, dass an dieser Stelle keine eindeutige
Entscheidung fiir eine Zuordnung zu einer der beiden Entititen getroffen wurde.
Doppelpfeile verdeutlichen eine Abgrenzung der Entitdten und ein Strich ohne
Pfeilspitzen eine Vermischung. Direktionale Beziehungen der Entitdten zuei-
nander wurden durch einen Pfeil mit entsprechender Richtung verdeutlicht. Die
Pfeilrichtung gibt hier also nicht die zeitliche Beziehung an, wie bei der Analy-
se der Kohédrenz, sondern die logische Beziehung, also welche Entitdt aus wel-
cher begriindet wurde. Die Farbgebung entspricht den Rollenverteilungen aus
der Analyse des ersten Abschnittes (siche dort). Grau hinterlegte Felder deuten
auf Entitéten hin, die nur implizit benannt wurden.

6.2.1 Interaktionsgruppe

Turn-by-Turn-Analyse

In der Interaktionsgruppe wird zunichst, unabhéngig von den Beweisversuchen,
festgelegt, was Voraussetzung und was Endergebnis ist:
[---] Also deswegen meine ich ja, &hm, dass es ungerade und gerade ist, das ist ja die Vorausset-

zung [...] und das Endergebnis ist dann die Summe, die immer ungerade ist.“ (Turn 29, C, Herv. d.
Verf.)

Hier wird nicht explizit auf einen der Beweisversuche Bezug genommen, son-
dern implizit auf der Ebene der zu beweisenden Aussage der wenn-Teil abge-
grenzt von dem dann-Teil der Aussage: ,,Wenn man eine gerade und eine unge-
rade Zahl addiert, dann ist die Summe immer ungerade.” Dies wurde zur Unter-
scheidung von Voraussetzung und Endergebnis genutzt'. Dieser Bezug zur
Aussage und damit zur externen Kohdrenz wird jedoch von den Diskussions-
teilnehmenden nicht explizit formuliert. In Turn 30 wird diese Unterscheidung
dann auf den Blockbeweis angewendet. Dies ist der einzige Beweisversuch, in
welchem nicht erwéhnt wird, dass es sich um eine ungerade und eine gerade
Zahl handelt:

,,Wird ja in Beweisversuch drei nicht erwéhnt.* (Turn 30, B, Herv. d. Verf.)

Durch das Wort ,ja“ wird deutlich, dass hier direkt an das vorher Gesagten
angekniipft wird. In Turn 31 bringt A beide AuBerungen zusammen und stellt
auf dieser Grundlage einen Normbruch hinsichtlich der Vollstindigkeit auf
sprachlicher Ebene fest:

»[-..] Also die Voraussetzung ist hier nicht gegeben. (Turn 31, A, Herv. d. Verf.)

61 In dieser Weise wurde die Unterscheidung zwischen Voraussetzung und Endergebnis
auch in der vorangegangenen Vorlesung vermittelt.
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Vollstdndigkeit wird hier somit vor dem Hintergrund der Einteilung in die Be-
weisschritte so verstanden, dass jeder Beweisschritt, wie er in der Aussage
selbst formuliert ist, auch explizit sprachlich formuliert sein muss.

Beweisversuch 3:

Wir haben 4 gleich grofie Blécke in griin eingekreist, wobei 1 Plattchen
Uibrigbleibt. Die Summe ist also immer ungerade.

Abbildung 43 Blockbeweis (entspricht Abbildung 31)

Parallel dazu wird, ebenfalls in Bezug auf den Blockbeweis, geklirt, was zum
Beweisschritt der Strukturierung zdhlt. Dies wird zunéchst auf ikonischer
Ebene betrachtet:

,[--.] die Strukturierung sind die Dreierpaare, in denen sie eingekreist sind [...]* (Turn 29, C, Herv.
d. Verf))

Hier wird nicht der Wortlaut aus der sprachlichen Erlduterung des Beweisver-
suchs aufgegriffen, welcher von der Anzahl gleich groBer Blocke spricht, son-
dern die konkret an diesem Beispiel im Bild auftretende Einkreisung in Dreier-
blocke. In dem Wortlaut ,,eingekreist sind* wird deutlich, dass hier das Produkt
der Einkreisung und nicht der Prozess des Einkreisens adressiert wird. Von B
wird an spéterer Stelle stirker Bezug genommen auf die sprachliche Darstel-
lungsebene, wenn die Frage aufgeworfen wird, ob das iibrige Pléttchen, das
sprachlich im Beweisversuch erwéhnt wird, bereits zum Endergebnis zihlt oder
auch noch Teil des Beweisschrittes der Strukturierung ist:

Jetzt ist halt noch die Frage, ob zum Endergebnis auch noch zihlt, dass ein Pléttchen iibrig bleibt.
Oder gehort das zur Strukturierung?* (Turn 40, B)

Es wird hier versucht, in der sprachlichen Erlduterung eine klare Abgrenzung zu
treffen zwischen dem Beweisschritt der Strukturierung und dem des Ender-
gebnisses. Dieser Bewegung folgt C in Turn 41, indem das {ibrige Pléttchen der
Strukturierung zugerechnet wird, und A begriindet dies in Turn 42 wie folgt:

"Die Strukturierung ist doch die Einkreisung.” (Turn 42, A, Herv. d. Verf.)

Hier wird, unabhéngig vom Beweisversuch, nach einem Kriterium gesucht,
wodurch sich der Beweisschritt der Strukturierung festlegen lésst. Es wird nicht
mehr von der konkreten Art der Einkreisung gesprochen, sondern stirker abs-
trahiert und nur noch der Fokus auf das Produkt der Einkreisung beibehalten. Zu
diesem zdhlt auch das iibrige Pléttchen, welches somit der Strukturierung zuge-
wiesen wird. B stimmt dieser Argumentation zunédchst zu und markiert die ent-
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sprechenden Stellen in der Erlauterung als zur Strukturierung gehdrig. An spéte-
rer Stelle wird diese Abgrenzung in Bezug auf das tibrige Pléttchen infrage
gestellt:

,lch finde das halt irgendwie schwierig, weil das mit einem Extraplattchen ist ja irgendwie ein
Endergebnis [...] (Turn 67, B, Herv. d. Verf.)

Hier wird das tibrige Pldttchen nun als ,.ein Endergebnis® aufgefasst, als ein
Ergebnis, das man am Ende erhilt, nachdem man die Strukturierung vorge-
nommen hat. Implizit liegt hier ein eher prozesshaftes Verstindnis der Struktu-
rierung zugrunde. Aus dem Prozess ergibt sich das iibrige Plittchen als Ergeb-
nis. Dies steht im Widerspruch zu der Abgrenzung der anderen Teilnehmenden
und der von B selbst zuvor geduflerten Abgrenzung. Die anderen Teilnehmenden
beziehen dazu nicht explizit Stellung. B greift dies in Turn 81 selbst noch ein-
mal auf:

,»Ach, ich finde, Struktur und irgendwie das Endergebnis ist das Gleiche. [...]* (Turn 81, B, Herv. d.
Vert.)

Hier wird eine klare Trennung zwischen den Beweisschritten Strukturierung und
Endergebnis aufgegeben. Auffallend ist, dass hier von ,,Struktur und nicht
HStrukturierung® gesprochen wird und damit der produkthafte, statische Charak-
ter stirker im Vordergrund steht. C fiihrt dies wie folgt weiter aus:

»[-..] Weil in der Struktur wird das Endergebnis auch dargestellt. Das ist, das kann ich nicht tren-
nen.” (Turn 81, B, Herv. d. Verf.)

Bei einem derart produkthaften Verstindnis scheint eine klare Unterscheidung
der Beweisschritte schwierig. Es wird an dieser Stelle von B keine Aussage zur
Vollstidndigkeit getroffen. Implizit wird hier jedoch durch das Wort ,,dargestellt*
Bezug genommen zur internen Kohidrenz, indem der enge Zusammenhang der
beiden aufeinanderfolgender Beweisschritte benannt wird. Das Endergebnis ist
demnach bereits in der Struktur(ierung) enthalten. Konkret bezogen ist diese
Auseinandersetzung an dieser Stelle auf den Pfeilbeweis, bei welchem, anders
als bei dem Blockbeweis, die Strukturierung dynamisch iiber das Verschieben
von Plattchen dargestellt ist. In diesem Beweisversuch werden die Plittchen zu
einer Doppelreihe (mit extra Plattchen) strukturiert, woraus sich direkt erkennen
lasst, dass es sich um eine ungerade Zahl handelt. Sprachlich ist in diesem Be-
weisversuch nur das Strukturierungsprodukt beschrieben und nicht der Prozess,
der eigentliche Beweisschritt der Strukturierung (das Verschieben von Platt-
chen).



184

Beweisversuch 2:

3+1

3
000 0000
000000 00000
6

6-1

Im ersten Bild sieht man in der ersten Zeile die ungerade Zahl, in der zweiten
die gerade Zahl. Im zweiten Bild sieht man eine Doppelreihe mit einem extra
Plattchen.

Abbildung 44 Pfeilbeweis (entspricht Abbildung 30)

In Bezug auf die sprachliche Darstellungsebene in diesem Beweisversuch fiihrt
B weiter aus:

[...] Aber es sagt halt nicht aus, ja es wird deswegen ungerade. Also ja, es ist irgendwie alles so
halb gesagt. Die haben es angeschnitten, aber nicht wirklich ausformuliert.” (Turn 67, B)

Anders als im Blockbeweis wird im Pfeilbeweis nicht explizit formuliert, dass
es sich um eine ungerade Summe handelt. Dies fallt auch B auf. B bewertet den
Beweisversuch an dieser Stelle auf Grundlage der externen Kohédrenz. Danach
sollte ungerade Summe nicht nur implizit {iber das tibrige Pléittchen sprachlich
begriindet werden, sondern daraus explizit der Bezug zum in der Aussage gefor-
derten Endergebnis formuliert werden. Diese beiden Aspekte — Formulierung
dessen, wie das Endergebnis ikonisch dargestellt ist (Doppelreihe mit extra
Plattchen) und der Bezug zur Aussage (deshalb ist die Summe ungerade) —
werden an dieser Stelle jedoch nicht klar voneinander getrennt. Auf Grundlage
dieser unklaren Trennung formuliert C in Reaktion auf die Darlegungen von B:

,-Also Endergebnis fehlt, oder? (Turn 68, C)

Was als Norm der Beweisbewertung hier zugrunde liegt, ist eigentlich die exter-
ne Kohirenz, die fehlende Explikation des Bezugs zur Aussage. C greift hier
aber auf die in Turn 29 festgelegte Trennung der Beweisschritte zuriick und
bewertet den Beweisversuch auf der Grundlage der Vollstidndigkeit. Die beiden
Aspekte sind hier nicht klar voneinander getrennt.

Auch in Bezug auf die Beweisschritte der Voraussetzung und der Strukturie-
rung mochte B in Bezug auf den Pfeilbeweis eine klare Trennung vermeiden
und fasst daher beides zu einem Schritt zusammen:

,»Also ich wiirde sagen, ,,die erste Zeile ist ungerade und die zweite gerade® ist Voraussetzung und
Strukturierung.” (Turn 57, B, Herv. d. Verf.)
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Hier wird versucht, die Zuordnung zu den Beweisschritten satzweise vorzuneh-
men. Begriindet wird die Zuordnung zu den Beweisschritten an friiherer Stelle
durch ein vom konkreten Beweisversuch unabhingig formuliertes Kriterium:

,,Das ist sowohl Strukturierung als auch Voraussetzung, weil die sagen dann, wir haben eine gerade,
ungerade Zahl und die sagen, wo was ist.”“ (Turn 53, B, Herv. d. Verf.)

Es wird einmal, wie schon in Turn 29 von C thematisiert, dic Voraussetzung
gemidfl der Aussage (gerade und ungerade Zahl) formuliert. Weiterhin wird die
Anordnung der Zahlen, also wieder das Produkt eines Strukturierungsprozesses,
der Strukturierung zugerechnet. Dabei wird nicht explizit formuliert, welcher
Teil welchem Beweisschritt zugeordnet wird, sondern beide Teile werden beiden
Beweisschritten zugeordnet. Dies wird von C nicht geteilt, sondern die Teile
werden klar nach Beweisschritten abgegrenzt:

,,Ungerade und gerade wire die Voraussetzung. Der Rest wire dann Strukturierung.” (Turn 58, C)

Die Voraussetzung wird hier von C genauso festgelegt wie in Turn 29 und folge-
richtig alles, was dariiber hinausgeht dem néichsten Beweisschritt, der Struktu-
rierung. Explizit begriindet wird diese Trennung jedoch nicht in dieser Weise.

Intern extern

Voraussetzung

Gerade Und ungerade

| 1 Anordnung

Einkreisung
Strukturierung

| Ubriges Plittchen

Endergebnis

Ungergde Summe

Abbildung 45 Interaktionsgruppe zur Vollstandigkeit

Verstindnis der Beweisschritte und der Vollstindigkeit

Die Beweisschritte werden, entsprechend dem Impuls, auf der sprachlichen
Darstellungsebene unterschieden. Auf dieser Grundlage werden Aussagen iiber
die Vollstiandigkeit der jeweiligen Beweisversuche getroffen: Explizit als feh-
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lend benannt werden im Blockbeweis die Voraussetzung, dass es sich um eine
ungerade und eine gerade Zahl als Ausgangszahlen handelt und im Pfeilbeweis
das Endergebnis, dass man am Ende eine ungerade Zahl erhilt. Das Versténdnis
von Vollstandigkeit baut sich also anhand dieser Differenzierung der Beweis-
schritte auf und wird in dem Sinne verstanden, dass jeder Beweisschritt
sprachlich explizit formuliert sein muss. Implizit wird hier auch die externe
Kohirenz thematisiert. Die Teile, die als fehlend benannt werden, sind genau
diejenigen, die durch die zu beweisende Aussage (als wenn- und dann-Teil der
Aussage) vorgegeben sind.

Die Beweisschritte Voraussetzung und Endergebnis werden in der Weise ver-
standen, dass diese entsprechend der Formulierung in der Aussage sprachlich
expliziert werden miissen. Sie werden nicht in dem Sinne verstanden, dass deren
ikonische Umsetzung versprachlicht werden muss, also woran im Bild zu er-
kennen ist, dass es sich um eine ungerade und gerade Ausgangszahl und eine
ungerade Summe handelt. Diese Aspekte werden nicht klar voneinander ge-
trennt. Lediglich an einer Stelle verweist B darauf, dass die alleinige Beschrei-
bung dessen, wie eine ungerade Zahl im Bild zu erkennen ist, ndmlich durch das
ibrige Plattchen, noch nicht ausreicht, um den Bezug zur Aussage zu explizie-
ren. Auch hier wird aber nicht auf der Metaebene unterschieden, dass es sich bei
Ersterem um eine Frage der sprachlichen Vollstindigkeit in Bezug auf das End-
ergebnis handelt und bei Letzterem um eine Frage der externen Kohérenz zur
Aussage.

Weiterhin bestehen Schwierigkeiten im Verstindnis des Beweisschrittes der
Strukturierung und dessen Abgrenzung zu den anderen Beweisschritten. Zu-
néchst ist unklar, ob das ,,iibrige Plédttchen” der Strukturierung oder dem Ender-
gebnis zuzurechnen ist. Je nachdem, ob die Strukturierung eher als Produkt
verstanden wird im Sinne einer statischen Art der Einkreisung oder eher pro-
zesshaft im Sinne des Einkreisens, wird die Zuordnung unterschiedlich vorge-
nommen. Im ersten Fall wird auch das tibrige Plattchen als Teil des Produktes
verstanden und somit der Strukturierung zugerechnet. Im zweiten Fall wird es
eher als das Ergebnis des Prozesses verstanden und somit dem Endergebnis
zugerechnet. Weiterhin wird von dem Wunsch nach einer klaren Trennung die-
ser Beweisschritte abgewichen und die starke Bezogenheit dieser Beweisschrit-
te, also implizit die interne Kohirenz, thematisiert.

Auch die sprachliche Beschreibung der Anordnung der Zahlen in zwei Zeilen
wird im Sinne eines Strukturierungsproduktes verstanden und diesem Beweis-
schritt zugerechnet. Die (geringe) Relevanz dieses Darstellungsaspektes fiir den
weiteren Argumentationsverlauf wird von den Diskussionsteilnehmenden dabei
nicht problematisiert.
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Intra- und interpersonelle Prozesse

Die Interaktion findet im Wesentlichen zwischen B und C statt, A hat eine Ne-
benrolle. Insofern zeigt sich eine dhnliche Rollenverteilung, wie schon im ers-
ten Abschnitt.

Das Verstindnis der (sprachlichen) Vollstindigkeit, dass jeder Beweisschritt
explizit sprachlich formuliert sein muss, wird von allen drei Diskussionsteil-
nehmenden formuliert. Dies ist eine Sichtweise, die sich erst interaktional in
der Auseinandersetzung mit dem Impuls und dem konkreten Bestimmen der
Beweisschritte in den Beweisversuchen ergibt.

Von C wird von Anfang an auf eine klare Trennung der Beweisschritte in den
jeweiligen Beweisversuchen hingearbeitet, wobei C zufrieden ist, sobald diese
festgehalten ist. In der Bestimmung von Voraussetzung und Endergebnis orien-
tiert sich C dabei stark an der Formulierung entsprechend der Aussage, wie dies
auch in der Einfiihrungsvorlesung zum Thema vermittelt wurde. Von daher ist
davon auszugehen, dass C hier auf das eigene priinteraktionale Verstdndnis
zurilickgreift, welches sich im Diskussionsverlauf wenig dndert.

B setzt sich mit dem Impuls und der Vorgehensweise von C auseinander und
stellt diese klare Trennung in Beweisschritte wiederholt in Frage. Dabei entwi-
ckelt sich bei B interaktional eher ein Verstindnis, wonach aufeinanderfolgen-
de Beweisschritte in ihrer Kohdrenz betrachtet werden und damit weniger klar
voneinander unterschieden werden konnen. B nimmt in Bezug auf die Entwick-
lung dieses Verstdndnisses der Beweisschritte eine dominante Rolle ein. A
bezieht zu dieser Diskrepanz keine Stellung.

Es kann sich zwar oberflachlich geeinigt werden, was jeweils als welcher Be-
weisschritt markiert werden soll, die eigentliche Diskrepanz zwischen klarer
Trennung beziehungsweise Verbundenheit der Beweisschritte wird aber nicht
adressiert und damit auch nicht aufgehoben.

Eine weitere Diskrepanz ergibt sich daraus, ob der Beweisschritt der Strukturie-
rung eher im Sinne eines Produktes oder eines Prozesses verstanden wird. Fiir
den oberflachlichen Konflikt, welchem Beweisschritt das iibrige Plattchen und
die Anordnung in zwei Zeilen zugerechnet werden soll, wird zwar eine Einigung
erzielt, aber die tieferliegende Unterscheidung zwischen Produkt- und Prozess-
charakter wird nicht explizit thematisiert und somit auch hier keine Einigung
erzielt. C (und auch A) sehen die Strukturierung eher im Sinne eines Produktes
und rechnen diesem auch die Anordnung der Zahlen in Zeilen und das {ibrige
Plattchen zu. B formuliert implizit ein eher prozesshaftes Verstindnis, bei wel-
chem das tibrige Pléttchen sich als das Ergebnis eines Strukturierungsprozesses
darstellt.
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6.2.2 Inselgruppe

Turn-by-Turn-Analyse

Beweisversuch 2:

3+1

3
000 0000
000000 00000
6 6-1

Im ersten Bild sieht man in der ersten Zeile die ungerade Zahl, in der zweiten
die gerade Zahl. Im zweiten Bild sieht man eine Doppelreihe mit einem extra
Pléattchen.

Abbildung 46 Pfeilweis (entspricht Abbildung 30)

In der Inselgruppe werden zunichst fiir den Pfeilbeweis die Beweisschritte in
der sprachlichen Erlduterung bestimmt. Dies passiert in einer gemeinsamen
Entwicklung von C und D. Als Erstes wird die Voraussetzung bestimmt:

,.Ja als Voraussetzung ist ja, eine Zahl ist gerade, die andere ist ungerade.” (Turn 109, C)

Auch hier wird, wie in der Interaktionsgruppe, nicht auf den expliziten Wortlaut
in der sprachlichen Darstellung des Beweisversuchs Bezug genommen. Es kann
auch hier daher davon ausgegangen werden, dass diese Zuordnung eher von der
zu beweisenden Aussage abgeleitet wurde. Erst bei der Strukturierung wird
explizit auf den Pfeilbeweis Bezug genommen:

»Strukturierung ist ja die Doppelreihe.” (Turn 160, 1))

Hier wird sich auf eine Begrifflichkeit aus der sprachlichen Darstellung des
Beweisversuchs bezogen. Diese beschreibt das Produkt des eigentlichen Struk-
turierungsprozesses, welcher in diesem Beweisversuch nicht versprachlicht
wurde und der Beweislogik folgend eigentlich dem Endergebnis zugerechnet
werden miisste. Das tibrige Pléttchen wird in diesem produkthaften Verstéindnis
der Strukturierung ebenfalls diesem Beweisschritt zugeordnet:

,,Mit einem Extraplattchen, oder?* (Turn 161, C)

Dies wird zwar hier als Frage aufgeworfen, im weiteren Verlauf aber nicht in-
frage gestellt und damit implizit legitimiert. In dieser Festlegung der Beweis-
schritte kommt D zu dem Schluss, dass das Endergebnis fehlt und nicht die
Strukturierung, wie eigentlich intendiert:

,[-..] Dann haben wir allerdings nur kein Endergebnis.” (Turn 166, 1))
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Dies wird von B nochmals bekréftigt. Vollstdndigkeit wird in dem Sinne ver-
standen, dass alle Beweisschritte sprachlich expliziert werden miissen. Erst
anschlieBend wird spezifiziert, was genau in diesem Beweisversuch fehlt, was
also hier konkret das Endergebnis wire:

,,Und das ist das Ergebnis? Die Summe ist immer ungerade.* (Turn 180, 1))

Auch das Endergebnis wird also wieder, wie in der Interaktionsgruppe, unab-
hingig vom konkreten Beweisversuch, iiber die zu beweisende Aussage festge-
legt.

Erst in der zweiten Arbeitsphase nach der Plenumsdiskussion wird diese Zuord-
nung zu den Beweisschritten nochmals diskutiert. In der Plenumsphase wurde
besprochen, dass die Doppelreihe mit dem iibrigen Pldttchen dem Endergebnis
zuzurechnen ist, woran sich in dieser Gruppe eine kontroverse Diskussion an-
schlieft. D bekraftigt dabei nochmals den eigenen Standpunkt aus Turn 160,
dass die Doppelreihe der Strukturierung zuzurechnen ist:

,.Nein, ich finde, eine Doppelreihung ist doch eine Strukturierung.* (Turn 390, 1, Herv. d. Verf.)
und begriindet dies in Turn 392 wie folgt:

»[---] Man hat sich doch was dabei gedacht, dass die Plattchen genauso aufgemalt worden sind.*
(Turn 392, 1)

Auch hier wird wieder die Strukturierung im Sinne einer Anordnung, eines
Produktes eines Strukturierungsprozesses, verstanden. B reagiert darauf, indem
B eine Begriindung fiir den in der Plenumsphase diskutierten Standpunkt vor-
bringt:

,,Ja, aber die Strukturierung ist nicht, von der Strukturierung ist jetzt nicht gemeint, ja ich strukturie-

re es in einer Doppelreihe, sondern wie komme ich von A nach B und wie beweise ich das.” (Turn
405, B)

Hier wird, unabhdngig vom konkreten Beweisversuch, die argumentative Be-
deutung des Beweisschrittes im Sinne der internen Gesamtkohdrenz im Beweis
erldutert. Danach hat der Beweisschritt der Strukturierung die Aufgabe, eine
Verbindung zwischen Voraussetzung (1. Bild bzw. ,,A*) und Endergebnis (2.
Bild bzw. ,,B“) zu schaffen. Dass dem ein eher prozesshaftes Verstiandnis dieses
Beweisschrittes zugrunde liegt, im Gegensatz zum produkthaften Verstindnis
von D, wird nicht explizit thematisiert.

Durch C wird der Bezug zur Norm der Vollstindigkeit hergestellt, indem ein
Vorschlag zur Vervollstdndigung der sprachlichen Darstellung des diskutierten
Beweisversuchs gemacht wird:

»Ja, genau. Ja. Ich finde, wir schreiben einfach eine neue Erlduterung, wo wir reinschreiben: Die

Plattchen werden so angeordnet, dass eine Doppelreihe entsteht. Und dann ist es eine Strukturie-
rung.” (Turn 430, C, Herv. d. Verf.)
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Die Strukturierung wird dabei prozesshaft so formuliert, dass der Bezug zum
Endergebnis klar wird. Sie wird also implizit aus dem logisch nachgelagerten
Beweisschritt des Endergebnisses heraus erklart und nicht aus dem logisch vor-
gelagerten Beweisschritt der Voraussetzung. Dieser Vorschlag wird von den
anderen nicht in Frage gestellt und damit implizit legitimiert.

Voraussetzung

Gerade Jnd ungerade

Verschieben
Strukturierung

Ubriges Pléttchen

Endergebnis |

Abbildung 47 Inselgruppe zur Vollstandigkeit

Verstindnis der Beweisschritte und der Vollstindigkeit

Auch in der Inselgruppe wird, entsprechend dem Impuls, auf sprachlicher Ebene
nach den Beweisschritten unterschieden. Voraussetzung und Endergebnis
werden entsprechend der Formulierung in der zu beweisenden Aussage be-
stimmt. Die Strukturierung wird als Produkt verstanden und diesem Beweis-
schritt werden sowohl die Doppelreihe als auch das iibrige Pléttchen zugerech-
net. Diese Trennung wird in der ersten Arbeitsphase nicht in Frage gestellt. Auf
dieser Grundlage wird festgestellt, dass das Endergebnis im diskutierten Be-
weisversuch fehlt. Vollstindigkeit wird also in dem Sinne verstanden, dass jeder
Beweisschritt sprachlich expliziert werden muss.

Erst in der zweiten Arbeitsphase wird diese Trennung in die Beweisschritte und
die Rolle des Beweisschrittes der Strukturierung innerhalb des Beweisversuchs
neu diskutiert. Danach hat die Strukturierung die Aufgabe, die globale interne
Kohérenz zwischen Voraussetzung und Endergebnis herzustellen und wird vor
diesem Hintergrund eher prozesshaft verstanden.
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Intra- und interpersonelle Prozesse

C und D haben hier eine zentrale unterstiitzende Rolle. Die Trennung in die
Beweisschritte fiir den diskutierten Beweisversuch wird in der ersten Arbeits-
phase von C und D gemeinsam entwickelt und von den anderen Teilnehmenden
implizit akzeptiert. Geteilt wird in dieser Gruppe, dass Voraussetzung und End-
ergebnis entsprechend der zu beweisenden Aussage festgelegt werden und die
Strukturierung als Produkt verstanden wird. Weiterhin wird dem von D formu-
lierten Verstandnis von Vollstdndigkeit, dass jeder Beweisschritt explizit sprach-
lich formuliert sein muss, nicht widersprochen, weshalb davon auszugehen ist,
dass hier ein impliziter Konsens vorliegt.

Auch in der zweiten Arbeitsphase nach dem Plenum wird an einer klaren Tren-
nung in die Beweisschritte und an der Art der Festlegung von Voraussetzung
und Endergebnis festgehalten. Hinsichtlich der Strukturierung kommt es jedoch
zu Kontroversen. Wéahrend D weiter am produkthaften Verstdndnis festhélt,
formuliert B, ankniipfend an das in der Plenumsphase Diskutierte, ein eher pro-
zesshaftes Verstandnis der Strukturierung. B formuliert die Rolle dieses Beweis-
schrittes vor dem Hintergrund der globalen internen Kohérenz zwischen Voraus-
setzung und Endergebnis, geht aber nicht explizit auf die Diskrepanz zum pro-
dukthaften Verstindnis von D ein. B hat insofern eine dominante Rolle, als dass
B das zentrale Verstindnis der Rolle der Strukturierung im Beweis formuliert,
aber insofern eine Nebenrolle, als dieses ziemlich isoliert steht in der gesamten
Diskussion. Die Diskrepanz zum Verstindnis von D wird nicht aufgeldst und es
ist daher davon auszugehen, dass zwischen B und D kein Konsens erreicht wird,
sondern beide an ihren jeweiligen Verstdndnissen festhalten.

C iibernimmt das prozesshafte Verstindnis von B und macht einen konkreten
Vorschlag, wie der fehlende Beweisschritt der Strukturierung ergidnzt werden
kann, nimmt hier also wieder eine eher unterstiitzende Rolle ein. Das Ver-
standnis der Vollstindigkeit im Sinne einer sprachlichen Explikation aller Be-
weisschritte bleibt, trotz verdnderter Trennung in die einzelnen Beweisschritte,
als Konsens unter den Teilnehmenden erhalten.

In diesem konkreten Vervollstindigungsversuch zeigt sich weiterhin bei C die
Schwierigkeit, die Strukturierung so zu formulieren, dass tatsdchlich der Zu-
sammenhang von Voraussetzung und Endergebnis klar wird. Dieses Verstindnis
der Strukturierung scheint von C zwar geteilt zu werden, die konkrete Umset-
zung bereitet aber noch Schwierigkeiten. Die Strukturierung wird aus dem ge-
wiinschten Endergebnis heraus erklért, also einem logisch nachgelagerten Be-
weisschritt. Zum logisch vorangehenden Beweisschritt der Voraussetzung wird
kein Zusammenhang expliziert.
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6.2.3 Priinteraktionsgruppe

Turn-by-Turn-Analyse

Beweisversuch 1:

3
, 000
0000
4
Die Summe ist ungerade. Wir kénnen also spaltenweise Zweierpaare

einkreisen, wobei genau ein Pléttchen {ibrigbleibt. In der oberen Zeile sind
ungerade viele Plattchen dargestellt, in der unteren gerade viele.

Abbildung 48 Paarbeweis (entspricht Abbildung 29)

In der Priinteraktionsgruppe wird zunichst in Bezug auf den Paarbeweis eine
konkrete Trennung der Beweisschritte anhand der Satzstruktur durch A vorge-
nommen:

,,Also ist es jetzt beim ersten, also bei dem hier jetzt, das Endergebnis ist ja quasi ,,die Summe ist
ungerade®, oder? Dann wiirde ich also als Strukturierung sagen, ,,wir konnen also spaltenweise
Zweierpaare einkreisen, wobei genau ein Pléttchen iibrig bleibt* und dann als Voraussetzung, ,,in

der oberen Zeile sind ungerade viele Plittchen dargestellt und in der unteren gerade viele“.” (Turn
362, A)

Diese Trennung wird ganz konkret an den Formulierungen im Beweisversuch
festgemacht und nicht auf eine Metaebene gehoben. Die Trennung selbst wird
von den anderen Diskussionsteilnehmenden nicht in Frage gestellt (deren Rei-
henfolge jedoch schon, siehe dazu den Abschnitt zur logischen Struktur). Vo-
raussetzung und Endergebnis werden wieder, wie in den anderen Gruppen,
implizit an dem in der Aussage Geforderten festgemacht und nicht daran, wie
dieses konkret ikonisch in dem Beweisversuch dargestellt ist. Dies wird auch
daran deutlich, dass bei der Unterscheidung von Voraussetzung und Endergebnis
der logischen Reihenfolge gemiB der Aussage gefolgt wird und nicht der Rei-
henfolge im Beweisversuch.

Beweisversuch 3:

Wir haben 4 gleich gro®e Blocke in grin eingekreist, wobei 1 Plattchen
{ibrigbleibt. Die Summe ist also immer ungerade.

Abbildung 49 Blockbeweis (entspricht Abbildung 31)
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In der Auseinandersetzung mit dem Blockbeweis stellt B fest, dass hier die
Voraussetzung fehlt:

Und irgendwie finde ich beim dritten fehlt quasi diese Voraussetzung. Oder ist das einfach ,,Wir
haben vier gleich groBle Blocke in griin eingekreist“? Weil das ist ja eigentlich schon das, was die
gemacht haben. [...] Das wire ja eher die Strukturierung, oder? (Turn 374, B, Herv. d. Verf.)

Vollstindigkeit wird also auch hier in dem Sinne verstanden, dass alle Beweis-
schritte sprachlich expliziert werden miissen. Weiterhin wird auch hier wieder
eine klare Trennung zwischen den Beweisschritten Voraussetzung und Struktu-
rierung angestrebt. Dabei ist die Frage, welchem Beweisschritt das Einkreisen in
gleich grofle Blocke zuzurechnen ist. B formuliert dies als Prozess, was durch
das Verb ,,gemacht haben“ deutlich wird. Daraus schlussfolgert B, dass das
Einkreisen dem Beweisschritt der Strukturierung zuzurechnen ist. Dem stimmt
D zu:

,Ja, das ist eine Strukturierung.” (Turn 375, D)

D fiihrt dabei keine eigene Begriindung an und geht auch nur auf den Aspekt der
Trennung der Beweisschritte und nicht auf die Norm der Vollstandigkeit ein.

Beweisversuch 2:

3+1

3
000 0000
000000 00000
6 6-1

Im ersten Bild sieht man in der ersten Zeile die ungerade Zahl, in der zweiten
die gerade Zahl. In zweiten Bild sieht man eine Doppelreihe mit einem extra
Plattchen,

Abbildung 50 Pfeilweis (entspricht Abbildung 30)

In der Diskussion des Pfeilbeweises wird die Doppelreihe jedoch wieder dem
Beweisschritt der Strukturierung zugeordnet:

,»»1m zweiten Bild ist eine Doppelreihe®, das ist die Strukturierung.“ (Turm 386, F, Herv. d. Verf.)

Dies entspricht wieder einem eher produkthaften Verstdndnis der Strukturierung.
Daraufhin stellt D fest, dass das Endergebnis fehlt:

,,Ja, da fehlt das Endergebnis, das wird nicht gesagt, dass man, dass das ungerade ist.“ (Turn 389, D)

Auch hier wird Vollstindigkeit in dem Sinne verstanden, dass jeder Beweis-
schritt versprachlicht sein muss. Das Endergebnis wird, wie beim Paarbeweis,
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als die sprachliche Explikation der ungeraden Summe verstanden. Die Vollstin-
digkeit wird also wieder mit der externen Kohérenz zur Aussage vermischt.

Intern extern

Voraussetzung __|

Gerade §ind ungerade

inkreisen
trukturierung

Doppelreihe
Ubriges Platichen

Endergebnis —

Ungerafde Summe

Abbildung 51 Priinteraktionsgruppe zur Vollstandigkeit

Verstindnis der Beweisschritte und der Vollstindigkeit

Auch in der Priinteraktionsgruppe wird von Anfang an, entsprechend dem Im-
puls, eine klare Trennung der Beweisschritte in der sprachlichen Erlduterung
angestrebt. Diese wird in dieser Gruppe konkret am Wortlaut des entsprechen-
den Beweisversuchs festgemacht. Vor dem Hintergrund, dass trotz umgekehrter
Reihenfolge der Beweisschritte im Paarbeweis diese korrekt zugeordnet worden
sind, ist aber auch in dieser Gruppe davon auszugehen, dass die Trennung in
Voraussetzung und Endergebnis implizit iiber den Bezug zur Aussage be-
stimmt wurde. Bei der Strukturierung wird an einer Stelle explizit ein prozess-
haftes Verstindnis formuliert, fiir die anderen Beweisversuche verlduft die
Trennung aber eher auf der Grundlage eines produkthaften Verstdndnisses die-
ses Beweisschrittes. Vollstandigkeit wird wieder in dem Sinne verstanden, dass
alle Beweisschritte sprachlich expliziert werden miissen.

Intra- und interpersonelle Prozesse

Die Trennung in die Beweisschritte, die Festlegung von Voraussetzung und
Endergebnis mit Hilfe der zu beweisenden Aussage und das Verstéindnis der
Vollstandigkeit, dass alle Beweisschritte sprachlich expliziert werden miissen,
scheint von allen Teilnehmenden geteilt zu werden.

A schldgt eingangs eine konkrete Trennung der Beweisschritte entlang der Satz-
struktur vor, die sich implizit an der zu beweisenden Aussage orientiert und gibt
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damit den Anstofl zur weiteren Diskussion, hat hier also eher eine unterstiit-
zende Rolle. Bei A kann hierbei von einem préiinteraktionalen Verstindnis
ausgegangen werden, das sich an dem in der Vorlesung Vermittelten orientiert.
Im weiteren Diskussionsverlauf duBlert sich A nicht mehr, weshalb nicht von
einer weiteren interaktionalen Entwicklung des Verstindnisses auszugehen ist.
Unterschiede zeigen sich in der weiteren Diskussion im Verstdndnis des Be-
weisschrittes der Strukturierung. B formuliert explizit ein prozesshaftes Ver-
stdndnis dieses Beweisschrittes, indem B das Einkreisen als Prozess darstellt. B
nimmt also insofern eine dominante Rolle ein, als B das zentrale Verstindnis in
Bezug auf die Rolle der Strukturierung explizit formuliert. Allerdings hat B
auch insofern eine Nebenrolle, als an dieses Verstindnis nicht explizit ange-
kniipft wird und es somit isoliert bleibt.

F ordnet ein Produkt, die Doppelreihe, der Strukturierung zu und formuliert
dadurch implizit ein anderes Verstindnis dieses Beweisschrittes. Die Unter-
scheidung in Produkt oder Prozess der Strukturierung wird in dieser Gruppe
nicht explizit auf der Metaebene thematisiert und die dadurch implizit vorhan-
denen, unterschiedlichen Verstdndnisse bleiben bis zum Ende erhalten. D
scheint diese Unterscheidung so unbewusst zu sein, dass D diesbeziiglich paral-
lel vorliegende Verstdndnisse zeigt. So stimmt D beiden Zuordnungen zu den
Beweisschritten zu, sowohl derjenigen, die auf einem prozesshaften Verstdndnis
beruht, als auch derjenigen, die auf einem produkthaften Verstdndnis beruht. D
und F nehmen hinsichtlich der konkreten Einteilung in die Beweisschritte eine
damit unterstiitzende Rolle ein, hinsichtlich des Aufbaus des Verstandnisses der
Beweisschritte innerhalb eines Beweis(versuch)es jedoch eher eine Nebenrolle.
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6.2.4 Vergleich der Gruppen

intemn

Voraussetzung

Gerade und ungerade

|I Anordnung

Einkreisung
Strukturierung

| Ubriges Piéttchen

Endergebnis

Ungerdde Summe

Abbildung 52 Interaktionsgruppe zur Vollstidndigkeit (entspricht Abbildung 45)

Intern extern

Voraussetzung

Gerade

nd ungerade

Verschieben
Strukturierung

Ubriges Pléttchen

Endergebnis

Abbildung 53 Inselgruppe zur Vollstandigkeit (entspricht Abbildung 47)

intem “

Voraussetzung

Gerade

§m reisen

trukturierung
Doppelreihe
Ubriges Plattchen

Endergebnis —

Ungera|

nd ungerade

e Summe

Abbildung 54 Priinteraktionsgruppe zur Vollstiandigkeit (entspricht Abbildung 51)
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Verstindnis der Beweisschritte und der Vollstindigkeit

In allen Gruppen wird, entsprechend dem Impuls, auf eine strikte Trennung der
Beweisschritte in der sprachlichen Erlduterung hingearbeitet. Das Versténdnis
von Vollstandigkeit baut sich auf der Grundlage dieser Trennung in der Weise
auf, dass dies als sprachliche Explikation aller Beweisschritte, Voraussetzung,
Strukturierung und Endergebnis, verstanden wird.

Lediglich in der Interaktionsgruppe wird diese strikte Trennung von einer Per-
son infrage gestellt, was sich als sehr produktiv hinsichtlich des Verstindnisses
der internen Kohérenz und dessen Beziechung zur Vollstandigkeit herausstellt.
Die enge Bezogenheit und das Auseinanderhervorgehen aufeinanderfolgender
Beweisschritte werden dadurch herausgearbeitet.

In allen Gruppen werden die Beweisschritte Voraussetzung und Endergebnis
auf gleiche Weise voneinander abgegrenzt: Die Voraussetzung und das Ender-
gebnis werden iiber die externe Kohdrenz zur zu beweisenden Aussage be-
stimmt. Eine Differenzierung zwischen dem Wortlaut aus der zu beweisenden
Aussage und dem, wie dies entsprechend in der ikonischen Darstellung zu er-
kennen ist, wird flir die Voraussetzung gar nicht vorgenommen und fiir das End-
ergebnis nur durch eine Person in einer Gruppe implizit formuliert.

In allen Gruppen tritt bei unterschiedlichen Personen und an unterschiedlichen
Stellen im Diskussionsverlauf ein eher produkthaftes oder ein eher prozesshaf-
tes Verstindnis des Beweisschrittes der Strukturierung auf. Dabei fiihrt nur das
prozesshafte Verstidndnis auch zu einer Trennung der Beweisschritte, wie diese
entsprechend der Konzeption der Intervention intendiert war. Im Allgemeinen
scheint der Begriff der Strukturierung missverstindlich und in beiderlei Hinsicht
interpretierbar zu sein. Einmal im produkthaften Sinne eines Strukturiertseins.
Und einmal im prozesshaften Sinne eines Strukturierens.

Die Bedeutung der Strukturierung als Beweisschritt innerhalb eines Beweises
wird nur in der Inselgruppe explizit auf der Metaebene diskutiert und dies erst
nach einem entsprechenden Input in der Plenumsphase. Dieser Beweisschritt hat
demnach die Aufgabe, die globale interne Kohdrenz zwischen Voraussetzung
und Endergebnis herzustellen. Auch dieser Sichtweise liegt somit ein prozess-
haftes Verstidndnis der Strukturierung zugrunde.

Intra- und interpersonelle Prozesse

Das Verstidndnis der Vollstdndigkeit in dem Sinne, dass alle Beweisschritte
sprachlich expliziert sein miissen, entwickelt sich in allen Gruppen interaktio-
nal als Konsens in der Auseinandersetzung mit dem entsprechenden Impuls. Bis
auf eine Person in der Interaktionsgruppe, arbeiten alle Teilnehmenden gemein-
sam, entsprechend dem Impuls, auf eine klare Trennung der Beweisschritte in
der sprachlichen Erlduterung des jeweiligen Beweisversuchs hin. Auch die Fest-
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legung von Voraussetzung und Endergebnis entsprechend dem Wortlaut der zu
beweisenden Aussage fiihrt in keiner Gruppe zu Kontroversen.

Vordergriindig wird sich in jeder Gruppe auf eine Einteilung der Erlduterung
entlang der Beweisschritte geeinigt. Es zeigen sich dabei jedoch in allen Grup-
pen Unterschiede, ob die Strukturierung als eher prozess- oder eher produkt-
haft verstanden wird. Diese Unterschiede werden in allen Gruppen nicht explizit
thematisiert, weshalb diese unterschiedlichen Verstdndnisse bis zum Ende be-
stehen bleiben und zu keinem Konsens gebracht werden. Teilweise scheinen
beide Verstindnisse bei einzelnen Personen auch parallel nebeneinander vorzu-
liegen.

6.2.5 Untersuchungsfokus fiir die quantitative Auswertung

In allen Gruppen basierte die Entscheidung iiber die Vollstindigkeit der disku-
tierten Beweisversuche auf der expliziten Unterscheidung der Beweisschritte
Voraussetzung, Strukturierung und Endergebnis in der sprachlichen Darstel-
lungsebene. Dies entwickelte sich interaktional in der Auseinandersetzung mit
dem entsprechenden Impuls, der auf eben diese Unterscheidung hin ausgelegt
war. Dies legt die folgende Hypothese nahe, die in der quantitativen Analyse
untersucht werden soll:

2.1  Die Betrachtung der Beweisschritte fordert das Erkennen eines
Normbruchs hinsichtlich der Vollstindigkeit.

AuBerdem wurde in der vergleichenden qualitativen Analyse festgestellt, dass
insbesondere der Beweisschritt der Strukturierung unterschiedlich verstanden
wurde und, je nach Verstdndnis, die Einteilung in die Beweisschritte unter-
schiedlich vorgenommen wurde. Die Vollstindigkeit hinsichtlich der Beweis-
schritte der Voraussetzung und des Endergebnisses wurde stark vermischt mit
der Formulierung der externen Kohdrenz. Um dies auch quantitativ untersuch-
bar zu machen, wird in der quantitativen Analyse nach den Beweisschritten
differenziert. Im Vergleich der einzelnen Beweisversuche lésst sich so differen-
zierter untersuchen, wie die entsprechenden Beweisschritte zugeordnet und
verstanden wurden.
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6.3 Logische Struktur

In diesem Kapitel soll nun das zweite Zentralthema analysiert werden aus dem
Diskussionsabschnitt, in welchem der folgende Impuls zum Markieren der Be-
weisschritte diskutiert wurde:

c) Markieren Sie in jedem Beweisversuch, an welchen Stellen es in der Erlauterung um
Voraussetzung, Strukturierung und Endergebnis geht. Was fallt Ihnen auf, wenn Sie
die Erlauterungen vergleichen?

Abbildung 55 Impuls c) entsprechend der Aufgabenstellung in der Ubung (entspricht Abbildung
42)

Als zweites Zentralthema ergab sich hier, wie intendiert (vgl. Abschnitt 5.3.3),
die logische Struktur. Auch hier interessierten in der qualitativen Analyse,
ausgehend von dem oben genannten Impuls, insbesondere die sich in den Dis-
kussionen entwickelnden Verstindnisse der Beweisschritte und der Zusammen-
hang zur Entwicklung der Verstdndnisse der logischen Struktur. Forschungsfra-
ge 1.1: ,,Welche situierten Normenverstindnisse entwickeln sich auf Lernenden-
seite in den Diskussionen in den Kleingruppen?* wurde daher spezifiziert zu:

Forschungsfrage 1.1 d): Welche situierten Verstindnisse der Beweisschritte
entwickeln sich und welchen Einfluss haben diese auf die Entwicklung der
situierten Verstdndnisse der logischen Struktur?

Die Zuordnung der Spezifititen zu den Beweisschritten fand dabei bereits bei
der Diskussion Vollstindigkeit statt. Bei der Diskussion der logischen Struktur
konnte auf diese Zuordnung dann zuriickgegriffen werden. Die entsprechenden
Analyseraster wurden daher nur in der Analyse der Verstindnisse der Vollstin-
digkeit genutzt und bei der logischen Struktur weggelassen.
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6.3.1 Interaktionsgruppe

Beweisversuch 1:

3
, 000
0000
4
Die Summe ist ungerade. Wir kénnen also spaltenweise Zweierpaare

einkreisen, wobei genau ein Pléttchen {ibrigbleibt. In der oberen Zeile sind
ungerade viele Plattchen dargestellt, in der unteren gerade viele.

Abbildung 56 Paarbeweis (entspricht Abbildung 29)

Turn-by-Turn-Analyse

In der Interaktionsgruppe wird bei der Diskussion des Paarbeweises festgelegt,
was in der Erlduterung zur Voraussetzung (gerade und ungerade Ausgangszah-
len) und was zum Endergebnis (ungerade Summe) zahlt. Es wird dann von B
explizit betont, an welcher Stelle in der Erlduterung die Voraussetzung genannt
wird:

,Der letzte Satz ist die Voraussetzung, meiner Meinung nach. (Turn 83, B, Herv. d. Verf.)

Durch diese explizite Benennung der Stelle, welche sonst bei keinem der ande-
ren Beweisversuche auftritt, wird deutlich, dass dies als Besonderheit erachtet
wird. Bekraftigt wird dies nochmals durch die Reaktion von C, in welcher der
Fokus auf diec Reihenfolge der Beweisschritte noch direkter gelegt wird:

,,Wir fangen mal nicht bei der Voraussetzung an, ...« (Turn 84, C, Herv. d. Verf.)

Davon ausgehend entspinnt sich eine Diskussion um die Zuldssigkeit dieser
Besonderheit. Zunichst liefert C eine mdgliche Begriindung fiir die Zuldssigkeit
der vertauschten Reihenfolge von Voraussetzung und Endergebnis:

,--. sondern bei dem Endergebnis, weil wir sind uns ja alle sicher, dass die Summe ungerade ist,
ja?“ (Turm 86, C, Herv. d. Verf.)

Hier schldgt C vor, dass sich die Reihenfolge nach dem Grad an Gesichertheit
des Wissens richtet. Dass am Ende eine ungerade Summe herauskommt, wird
als gesichertes Wissen angesehen. Dem liegt ein eher autoritires Beweisver-
standnis zugrunde, wonach ein Satz gilt, weil er von Autorititen (den Lehrper-
sonen beziehungsweise dem Lehrbuch) als giiltiger Satz formuliert wurde. Es
handelt sich damit um ein extrapersonell gegebenes Wissen, welches sich somit
auf der externen Kohiirenzebene des Beweisversuchs befindet. Ein Bezug zu
internen Zusammenhingen zu anderen Beweisschritten wird hier nicht herge-
stellt. Die Tatsache, dass C dies als Frage aufwirft, zeigt zugleich, dass diese
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Sichtweise von C selbst nicht vollumfanglich vertreten wird, sondern lediglich
als eine mogliche, diskutierbare Position aufgeworfen wird.

Die vertauschte Reihenfolge wird auch im weiteren Diskussionsverlauf als
Problem angesehen. Als weiterer Losungsversuch wird von D vorgeschlagen,
die vorherige Einteilung in die Beweisschritte zu {iberdenken, um dadurch zu
gewihrleisten, dass das Endergebnis am Ende steht:

,Ist nicht irgendwie der letzte Satz auch das Ergebnis?* (Turn 87, A, Herv. d. Verf.)

Dies wird von C im folgenden Turn weiter aufgegriffen:

,,Das ist halt die Frage, ob die das vertauscht haben und die Voraussetzung ,,die Summe ist ungera-
de* ist.“ (Turn 88, C, Herv. d. Verf.)

Die Trennung von Voraussetzung und Endergebnis wird hier nicht mehr ent-
sprechend der Organisation der zu beweisenden Aussage in wenn- und dann-
Teil vorgenommen, sondern entsprechend der Reihenfolge in der sprachlichen
Erléduterung. Hier liegt der Fokus also eher auf der internen Stimmigkeit, die
externe Kohérenz wird in dieser Betrachtung auBlen vor gelassen. Auch dies
wird aber lediglich als Frage aufgeworfen und stellt keine feste Position von C
dar. B bringt nun die zuvor geduBerten Aspekte der internen und externen Kohé-
renz zusammen und entwickelt auf dieser Grundlage ein vertiefteres Verstédndnis
der Bedeutung der Beweisschritte der Voraussetzung und des Endergebnisses
innerhalb eines Beweises. Zunéchst wird von B auf die Bedeutung des Ender-
gebnisses im Gesamtzusammenhang des Beweises verwiesen:

,Ich wiirde sagen, dass das das Endergebnis ist, weil daran erkennst du ja noch nichts. [...]* (Tum
89, B, Herv. d. Vert.)

Hier wird implizit die externe Kohirenz zu der zu beweisenden Aussage ange-
sprochen, die an dem Endergebnis erkennbar sein muss. ,,Erkenn[barkeit]* wird
aber auch im Sinne der Folgerichtigkeit, die sich aus der Voraussetzung ergibt,
verstanden, also der globalen internen Kohirenz zugerechnet:

,[---] Weil du erkennst ja nichts daran, dass oben gerade, dh ungerade viele, und unten gerade viele,

daran erkennst du ja nichts, das ist ja nur eine Voraussetzung, dass es liberhaupt so ist.“ (Turn 89, B,
Herv. d. Verf.)

B unterscheidet zwischen einer Voraussetzung, die die Rahmenbedingungen
liefert, und dem Endergebnis, das sich daraus ergibt. Die Voraussetzung ist
demnach dafiir da, das Endergebnis erhalten (,,erkenn[en]*) zu kénnen. Weiter-
hin wird laut B auch die Voraussetzung iiber die externe Kohérenz zur Aussage
festgelegt:

»Weil die Behauptung ist ja, dass man eine gerade und ungerade Zahl addiert. [...]* (Turn 99, B,
Herv. d. Verf.)
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Die ,.Behauptung™ kann hier verstanden werden als das im wenn-Teil der zu
beweisenden Aussage Gegebene. AbschlieBend betont B nochmals die direktio-
nale Beziehung von Voraussetzung und Endergebnis und prézisiert diese dazu,
dass die Voraussetzung eine notwendige Bedingung fiir das Endergebnis dar-
stellt:

,[-..] Es geht ja auch nur, wenn es so dargestellt ist.“ (Turn 99, B, Herv. d. Verf.)

Verstindnis der Beweisschritte und der logischen Struktur

Der Diskussion liegt das Verstdndnis zugrunde, dass die Voraussetzung als Ers-
tes in der sprachlichen Erlduterung genannt werden sollte und das Endergebnis
als Letztes, dass es also eine feste Reihenfolge der Beweisschritte gibt. Die
Voraussetzung sollte den Rahmen liefern und das Endergebnis sich daraus fol-
gerichtig ergeben. Die interne Kohérenz von Voraussetzung und Endergebnis
wird hier somit direktional organisiert und den Beweisschritten in diesem Zu-
sammenhang eine klare Rolle innerhalb des Beweis(versuch)es zugeschrieben.
Weiterhin orientiert sich diese Organisation der internen Kohéirenz an der Orga-
nisation externer Gegebenheiten, also an der externen Kohérenz. Extern gege-
benes, gesichertes Wissen als eine solche Gegebenheiten anzusehen, wird nicht
weiterverfolgt. Hier wiirde implizit auch eine kreisformige Organisation zwi-
schen interner und externer Ebene vorliegen: Die internen Zusammenhinge
(gemélB des in der noch zu beweisenden Aussage formulierten Endergebnisses)
werden zu extern gesichertem Wissen erhoben, welches wiederum die interne
Organisation festlegt. Vielmehr wird iiber die Organisation der zu beweisenden
Aussage in wenn-Teil und dann-Teil festgelegt, was gegeben ist und was daraus
hergeleitet werden soll.

Intra- und interpersonelle Prozesse

Konsens scheint in der Hinsicht zu herrschen, dass ein Beweis so organisiert
sein sollte, dass die Voraussetzung am Anfang und das Endergebnis am Ende
steht. Dies liegt allen Losungsvorschligen zum Umgang mit der vertauschten
Reihenfolge im Paarbeweis implizit zugrunde, weshalb hier von einem bereits
priinteraktional geteilten Verstdndnis ausgegangen werden kann. Es handelt
sich um eine gemeinsame Suchbewegung der Beteiligten, wie mit dieser ver-
tauschten Reihenfolge der Beweisschritte umgegangen werden kann, die stark
von B und C geleitet wird.

A wirft eine Frage ein, die zu einem alternativen Losungsvorschlag fiihrt, wel-
cher stirker auf die interne Kohdrenz fokussiert, beteiligt sich aber nicht an der
Diskussion der weiteren Losungsvorschlidge. Insofern nimmt A hier eine Ne-
benrolle ein. Uber das Verstéindnis von A lisst sich damit wenig aussagen.

C gibt verschiedene AnstdBe, die sich sowohl auf Grundlage der internen als
auch der externen Kohidrenz ergeben, formuliert diese jedoch in Frageform als
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Denkansto3e, nicht als festgelegte eigene Positionen. C nimmt in diesem Ab-
schnitt eine unterstiitzende Rolle ein, indem C den Aspekt der vertauschten
Reihenfolge und dessen Zuldssigkeit explizit in die Diskussion einbringt.

B entwickelt durch das Zusammenbringen der Positionen der anderen Diskussi-
onsteilnechmenden interaktional cin sehr ausdifferenziertes Verstindnis der
Rolle der Voraussetzung und des Endergebnisses in einem Beweis(versuch). Aus
diesem Verstindnis leitet B die Organisationsstruktur eines Beweises ab, wo-
nach die Voraussetzung am Anfang steht und direktional auf das Endergebnis
bezogen ist, welches am Ende steht. B nimmt in der Entwicklung des Versténd-
nisses der logischen Struktur damit eine dominante Rolle ein. Inwieweit die
anderen Teilnehmenden dieses Verstdndnis ibernehmen, bleibt unklar, wider-
sprochen wird diesem nicht explizit.

6.3.2 Inselgruppe

Turn-by-Turn-Analyse

Auch in der Inselgruppe wird erkannt, dass im Paarbeweis die Reihenfolge der
Beweisschritte vertauscht ist:

,Ich finde, ich muss sagen, es ist super unlogisch, eigentlich, weil, wenn man jetzt mal sieht, da ist
ja sogar das umgedreht. Du hast ja als Letztes die Voraussetzung, in der Mitte die Strukturierung und
als Erstes das Endergebnis. Man hitte halt die Sitze auch mal umdrehen sollen. Und zuerst anfan-
gen sollen.” (Turn 137, B, Herv. d. Verf.)

Anders als in der Interaktionsgruppe, wird hier auch die Strukturierung mit
benannt und die gesamte Organisation aller drei Beweisschritte festgelegt. Eine
Begriindung, warum dies die richtige Organisation ist, wird jedoch nicht gelie-
fert. Lediglich das Wort ,,unlogisch* weist darauf hin, dass eine gewisse Folge-
richtigkeit erwartet wird, mit welcher sich ein Beweisschritt aus dem jeweils
vorherigen ergeben miisste, also eine direktionale Beziehung eines Beweis-
schrittes zum darauffolgenden.

Verstindnis der Beweisschritte und der logischen Struktur

Uber das Verstindnis der Beweisschritte wird hier nichts ausgesagt. Die logi-
sche Struktur wird verstanden im Sinne einer festen Reihenfolge der Beweis-
schritte: Erst die Voraussetzung, dann die Strukturierung, als Letztes das End-
ergebnis. Eine explizite Begriindung dafiir wird nicht geliefert.

Intra- und interpersonelle Prozesse

Nur B &duBlert sich an einer Stelle zur Organisation des Paarbeweises und hat
somit eine dominante Rolle. Das oben beschriebene Verstindnis der logischen
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Struktur entwickelt sich hier in der Auseinandersetzung mit dem Impuls zur
Markierung der Beweisschritte jedoch nicht in Interaktion mit den anderen
Diskussionsteilnehmenden. Damit steht B an dieser Stelle isoliert mit dem ei-
genen Verstindnis, liber das Verstidndnis der anderen Diskussionsteilnehmenden
lasst sich nichts aussagen.

6.3.3 Priinteraktionsgruppe

Turn-by-Turn-Analyse

Auch in der Priinteraktionsgruppe wird die vertauschte Reihenfolge der Be-
weisschritte im Paarbeweis diskutiert:

Llch  finde irgendwie dieser Aufbau von dieser Erlduterung ist voll falsch. Also
so die Reihenfolge ist voll durcheinandergeworfen.” (Turn 363, A, Herv. d. Verf.)

Dies bezieht sich auf die im vorherigen Turn von A explizierte Differenzierung
der Beweisschritte. Auch hier wird also gefordert, dass die Beweisschritte in
einer bestimmten Reihenfolge aufeinanderfolgen, ohne eine Begriindung dafiir
zu liefern. Hier wird, anders als in der Inselgruppe, von einer falschen und nicht
von einer unlogischen Reihenfolge gesprochen, also auch keine Folgerichtigkeit
oder damit einhergehende direktionale Beziehung der Beweisschritte impliziert.

Erst im Folgenden liefert D implizit eine Begriindung dafiir, warum das Ender-
gebnis am Ende stehen muss:

,Deswegen habe ich ja auch gesagt, ,,die Summe ist ungerade* ist das, was am Ende raus- was am
Ende stehen miisste, ne?* (Turn 367, D, Herv. d. Verf.)

Dies wird implizit durch den durch die Aussage festgelegten Zusammenhang
der Beweisschritte begriindet, wonach das Endergebnis das ist, was am Ende
herauskommen sollte und daher auch am Ende stehen miisste. Es wird hier also
iiber die externe Kohirenz zur Aussage argumentiert. Aulerdem erkennt D die
Zirkularitit in diesem Beweisversuch:

,,Das Endergebnis wird schon vorweggenommen.[...]* (Turn 424, D, Herv. d. Verf.)

Laut D darf das, was gezeigt werden soll, nicht schon vorweggenommen wer-
den.

Verstindnis der Beweisschritte und der logischen Struktur

Auch in dieser Gruppe wird schlieBlich die Reihenfolge iiber die Richtung der
internen Kohédrenz begriindet, welche sich aus der externen Kohérenz zur Aus-
sage ergibt. Danach ist klar vorgegeben, dass das Endergebnis das ist, was am
Ende herauskommen muss. Nur in dieser Gruppe wird das Problem der Zirku-
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laritdt erkannt: Was am Ende herauskommen soll, darf nicht schon ,,vorwegge-
nommen*® werden.

Intra- und interpersonelle Prozesse

Nur D formuliert in diesem Abschnitt ein vertieftes Verstandnis der logischen
Struktur, indem D die Reihenfolge der Beweisschritte implizit liber die externe
Kohirenz begriindet. D spielt fiir den Aufbau dieses Verstidndnisses somit eine
dominante Rolle. Dagegen stellt A lediglich eine falsche Reihenfolge der Be-
weisschritte fest, begriindet dies jedoch nicht ndher und geht auch auf die Aus-
fithrungen von D nicht weiter ein. Die anderen Diskussionsteilnehmenden &u-
Bern sich an dieser Stelle ebenfalls nicht. Das Verstdndnis von D, was ein End-
ergebnis in einem Beweis(versuch) ausmacht, entwickelt sich somit interaktio-
nal nicht weiter.

6.3.4 Vergleich der Gruppen

Verstdndnis der Beweisschritte und der logischen Struktur im Beweisversuch

Basierend auf einer Differenzierung der Beweisschritte in der sprachlichen
Erlduterung des Paarbeweises, wird in allen Gruppen festgestellt, dass bei die-
sem Beweisversuch die Reihenfolge der Beweisschritte vertauscht ist. In der
Interaktionsgruppe und der Priinteraktionsgruppe wird die falsche Reihenfolge
auf der Grundlage der Betrachtung externer (und interner) Kohirenzen be-
griindet. Nur in der Priinteraktionsgruppe wird darauf aufbauend das Problem
der Zirkularitét erkannt.

Intra- und interpersonelle Prozesse

In allen Gruppen entsteht das Verstidndnis der logischen Struktur in der Ausei-
nandersetzung mit dem entsprechenden Impuls zur Abgrenzung der Beweis-
schritte. Dabei besteht Konsens dahingehend, dass die Beweisschritte in einer
fest vorgegebenen Reihenfolge sprachlich dargestellt sein sollen.

Nur in zwei der drei Gruppen wird dabei ein vertieftes, auf der Kohérenz des
Beweis(versuch)es beruhendes, Verstdndnis der logischen Struktur entwickelt.
Dieses vertiefte Verstdndnis wird dabei stets mafigeblich von einer Person for-
muliert. Es bleibt unklar, inwieweit die anderen Diskussionsteilnehmenden in
der jeweiligen Gruppe dieses Verstandnis teilen.
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6.3.5 Untersuchungsfokus fiir die quantitative Auswertung

Aus der vergleichenden qualitativen Analyse der Gruppen haben sich die Be-
trachtung der Beweisschritte und die Betrachtung der Kohirenz als potenzielle
Einflussfaktoren auf das Verstdndnis der logischen Struktur ergeben. In der
quantitativen Analyse sollen daher die folgenden beiden Hypothesen untersucht
werden:

3.1 Die Betrachtung der Beweisschritte fordert das Erkennen eines
Normbruche hinsichtlich der logischen Struktur.

3.2 Die Betrachtung der Kohédrenz fordert das Erkennen eines Norm-
bruchs hinsichtlich der logischen Struktur.

6.4 Allgemeingiiltigkeit

In dem hier analysierten Abschnitt diskutierten die Gruppen die Beweisversuche
zur Aussage

,,Wenn man eine ungerade und eine gerade Zahl addiert, dann ist die Summe immer ungerade.”

auf Grundlage des vierten Impulses:

d) Stellen Sie jeden Beweisversuch fiir die Zahlen 2 und 7 dar. Versuchen Sie dabei, die
Strukturierungsweise des Beweisversuches unverdndert zu lassen. Bei welchen
Beweisversuchen ist das gut moglich? Wo treten Schwierigkeiten auf? Was bedeutet
das fir die Qualitat der Beweisversuche?

Abbildung 57 Impuls d) entsprechend der Aufgabenstellung in der Ubung

Dieser Impuls zielt auf eine Auseinandersetzung mit der Norm der Allgemein-
giiltigkeit ab, welche sich auch in der qualitativen Analyse als Zentralthema
zeigte. Dafiir sollte explizit die Ubertragbarkeit, also die Kohirenz zu (mindes-
tens) einem weiteren Beispiel, untersucht werden. Neben der Kohérenz der
Beispiele sind fiir die Untersuchung von Verstandnissen der Allgemeingiiltigkeit
die Kohidrenzebenen der internen Kohidrenz, der externen Kohédrenz und der
Kohirenz der Darstellungsebenen zentral (vgl. dazu Abschnitt 2.4.4). Weiterhin
interessierte, wie die Entitdten der einzelnen Kohidrenzebenen innerhalb und
zwischen den Ebenen organisiert wurden. Dadurch wird es dariiber hinaus mog-
lich, das Verstdndnis der logischen Struktur weiter auszudifferenzieren (vgl.
Abschnitt 2.4.4). Forschungsfrage 1.1: ,,Welche situierten Normenverstidndnisse
entwickeln sich auf Lernendenseite in den Diskussionen in den Kleingruppen?*
wurde daher fiir diesen Abschnitt modifiziert zu
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Forschungsfrage 1.1. e): Welche situierten Verstindnisse der Allgemeingiil-
tigkeit entwickeln sich entlang der Kohdrenzebenen? Welche Organisations-
formen liegen dabei innerhalb und zwischen den Kohéirenzebenen vor?

Zur Untersuchung dieser Forschungsfrage wurde die Analyse der Verstdndnisse
der Allgemeingiiltigkeit gegliedert nach den oben benannten Kohérenzebenen.
Fiir jede Kohérenzebene wurden daher in jeder Gruppe zunichst die Transkript-
ausschnitte ausgewahlt, die die entsprechende Kohérenzebene im Fokus haben
und in denen diese in Bezug auf die Allgemeingiiltigkeit diskutiert wurde®. Fiir
jede Gruppe wurden diese zunéchst turn by turn analysiert. Einzelne Turns wur-
den dabei teilweise mehrfach kodiert und wurden daher unter der jeweiligen
Fokussierung auf die entsprechende Kohérenzebene erneut betrachtet. Anschlie-
Bend wurden die Entitéten in der jeweiligen Kohédrenzebene sowie deren Bezie-
hung und Organisation, im Sinne der obigen Forschungsfrage, analysiert. Fiir
jede Kohidrenzebene wurde zudem die folgende, unverdndert gebliebene

Forschungsfrage 2.1: Welche intra- und interpersonellen Entwicklungen
zeigen sich hinsichtlich der situierten Normenverstindnisse in den Diskus-
sionen in den Kleingruppen?

beantwortet. AbschlieBend wurden die Gruppen fiir jede Kohédrenzebene hin-
sichtlich der obigen Forschungsfragen verglichen. Am Ende dieser Analysen
wurden daraus Hypothesen fiir die quantitative Untersuchung abgeleitet auf
Grundlage von

Forschungsfrage 3.1: Welche potenziellen Einflussfaktoren auf das Erken-
nen der intendierten Normbriiche hinsichtlich der Allgemeingiiltigkeit zeigen
sich in den Diskussionen in den Kleingruppen?

Um die Kohérenzebenen und deren Organisationsformen im Hinblick auf das
Verstidndnis der Allgemeingiiltigkeit zu untersuchen, wurde ein Analyseraster
entwickelt, in welchem alle oben genannten Kohirenzebenen aufgefiihrt sind.
Als Entitdten auf der internen Ebene wurden die Beweisschritte gewahlt. Die
entsprechend benannten Spezifitdten wurden in diesem Raster angeordnet ent-
sprechend der auf Studierendenseite vorgenommenen Zuordnung zu den Be-
weisschritten. Auf der externen Ebene wurden, neben der Aussage, auch die

62 Da die einzelnen Kohérenzebenen sehr stark zusammenhéngen, werden in jedem
Abschnitt mehrere Kohédrenzebenen betrachtet. Es steht jedoch stets eine Kohdrenz-
ebene in Fokus.
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Definition und das Lemma als Entitdten aufgenommen, auf der Ebene der Dar-
stellung die Darstellungsebenen ikonisch und sprachlich (vgl. dazu das auf
Lehrendenseite induktiv ausdifferenzierte Kategoriensystem in Abschnitt 5.1.2).
Im Rahmen der qualitativen Analyse auf Lernendenseite wurde hier die Darstel-
lungsebene symbolisch hinzugefiigt. Auf der Ebene der Beispielnutzung, wo
das Vergleichen der Beispiele stattfindet, ergaben sich aus der Analyse als Enti-
taten das Feststellen eines Unterschieds und das einer Gemeinsamkeit. Weiter-
hin wurde unterschieden, ob die jeweilige Feststellung aus einer singuldren oder
klassifikatorischen Betrachtung der Beispiele heraus entstanden ist (vgl. dazu
ebenfalls Abschnitt 5.1.2).

Um die Organisationsformen innerhalb und zwischen den Kohéirenzebenen
untersuchen zu konnen, wurden Pfeile hinzugefiigt, die dic logische Beziehung
der Entitdten zueinander verdeutlichen, das heifit, welche Entitit aus welcher
Entitdt begriindet wurde. Ein Doppelpfeil verdeutlicht, dass ein Widerspruch
zwischen den Entitéten festgestellt wurde. Kreise oder kreisformige Pfeile deu-
ten auf eine entsprechend kreisformige Organisation hin. Die Farbgebung ent-
spricht der Farbgebung aus dem ersten Abschnitt und den dort analysierten
Rollen.

6.4.1 Interne Kohirenzebene

Bei der internen Kohérenzebene in Bezug auf das Verstindnis der Allgemein-
giiltigkeit standen die Beweisschritte und deren Kohérenzen im Fokus. Dabei
ging es zudem um die Frage, welche dieser Entitdten singuldr, welche klassifi-
katorisch verstanden wurden und in Bezug auf welche Darstellungsebene diese
diskutiert wurden. Daher wurden in die Analyse auch die Kohérenzebenen der
Beispielnutzung und der Darstellung einbezogen.

Interaktionsgruppe

Turn-by-Turn-Analyse

Beweisversuch 2:

3+1

3
000 0000
000000 00000
6

6-1

Im ersten Bild sieht man in der ersten Zeile die ungerade Zahl, in der zweiten
die gerade Zahl. Im zweiten Bild sieht man eine Doppelreihe mit einem extra
Plattchen.

Abbildung 58 Pfeilbeweis (entspricht Abbildung 30)
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Bei der Diskussion des Pfeilbeweises zeigt sich in der Interaktionsgruppe zu-
néchst eine kreisformige Organisation in der internen Kohérenzebene:
L Vielleicht konnen wir schreiben, um eine Doppelreihe zu bilden, schieben wir zwei Plattchen der

unteren Reihe nach oben, sodass eine Doppelreihe entsteht, bei der genau ein Pléttchen iibrig
bleibt.“ (Turn 391, A, Herv. d. Verf.)

Hier wird von A die Art der Strukturierung, also wie viele Plattchen verschoben
werden, aus dem Endergebnis heraus begriindet, dass am Ende eine Doppelreihe
mit einem zusétzlichen Plittchen entstehen soll. Diese der Beweislogik umge-
kehrte Richtung wird durch die Verkniipfung der Teile durch ,,um ... zu“ deut-
lich. Daraus wird dann iiber das Wort ,,sodass wiederum das Endergebnis be-
griindet. Es liegt hier also auf interner Ebene eine kreisférmige Organisation vor.
Das Endergebnis selbst wird dabei klassifikatorisch verstanden: Es soll am
Ende immer eine Doppelreihe mit einem iibrigen Plittchen herauskommen. Der
Zusammenhang zur Strukturierung wird jedoch rein singuldr nur in dem neu-
en Beispiel betrachtet und keine Gemeinsamkeit in der Strukturierung gesucht
zum urspriinglichen Beispiel oder anderen Beispielen.

Strukturierung Gemeinsamkeit
verschobene Plattchen singular

sprachlich 1 I [

Endergebnis
Doppelreihe
(brige Plattchen

Gemeinsamkeit
klassifikatorisch

Abbildung 59 Interaktionsgruppe, Pfeilbeweis, Turn 391, Kreisformige Organisation der internen
Kohérenzebene

Dies fiihrt zu Verwirrung bei B und B schlédgt daraufthin eine Formulierung vor,
die auch die klassifikatorisch verstandene Gemeinsamkeit in der Strukturie-
rung formuliert:

,,Genau. Miissen die Erkidrungen dazu auch allgemeingiiltig formuliert sein. Weil dann miisste man
ja schreiben von wegen, man zieht so viele Plattchen nach oben, bis eine Doppelreihe mit einem

Extrapléttchen entsteht. Das verstehe ich jetzt nicht, ob man das allgemeingiiltig oder auf die Zahlen
beziehen soll. Das ergibt irgendwie beides keinen Sinn.* (Turn 392, B, Herv. d. Verf.)

Im Versuch, die Zusammenhénge in klassifikatorischer Weise zu formulieren,
ibernimmt B dabei die von A eingebrachte umgekehrte Organisation, die aus
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dem Endergebnis die Strukturierung begriindet. Dadurch sind die Zusammen-
hénge zwar allgemeingiiltig aber in logisch umgekehrter Reihenfolge: Die
Strukturierung miisste aus der Voraussetzung heraus erkldrt werden und daraus
dann das Endergebnis. B stellt am Ende selbst fest, dass auch die eigene Formu-
lierung ,.keinen Sinn‘“ ergibt, was einen Hinweis darauf liefert, dass diese Orga-
nisation als unstimmig empfunden wird, der Grund dafiir auf der Metaebene
aber noch nicht benannt werden kann. A und C stimmen dem Formulierungsvor-
schlag von B schlieBlich ohne weitere Begriindung zu.

Strukturierung Gemeinsamkeit
verschobene Plattchen klassifikatorisch
sprachlich ] ]
Endergeb_ms Gemeinsamkeit
Doppelreine klassifikatorisch
lbrige Plattchen

Abbildung 60 Interaktionsgruppe, Pfeilbeweis, Turn 392, Umgekehrte Organisation von Endergeb-
nis und Strukturierung, klassifikatorische Betrachtung

Beweisversuch 1:

2

3
.’.‘.
0000

4
Die Summe ist ungerade. Wir kénnen also spaltenweise Zweierpaare
einkreigen, wobei genau ein Plattchen ibrigbleibt. In der oberen Zeile sind
ungerade viele Plattchen dargestellt, in der unteren gerade viele.

Abbildung 61 Paarbeweis (entspricht Abbildung 29)

Auch bei der Diskussion des Paarbeweises wird auf die Spezifitdt im Endergeb-
nis eingegangen, dass dort ein Pléttchen {ibrig bleiben soll:

206 A Ja und bei dem war halt jetzt das Problem, dass, dhm, hier sind es ja zwei
aufeinanderfolgende Zahlen und da ja nicht bei zwei und sieben und deswegen
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207 B ... bleibt mehr als ein Pléttchen iibrig. [...]

Hier wird bei der Ubertragung auf das andere Zahlenbeispiel ein Unterschied in
dieser Spezifitit erkannt. Dieser wird nun in einer gemeinsamen Entwicklung
von A und B iiber den Unterschied in der Voraussetzung erklart. Dies ist die
erste Stelle, an welcher die Voraussetzung explizit in die Betrachtung der All-
gemeingiiltigkeit einbezogen wird. Dabei werden sowohl Voraussetzung, End-
ergebnis als auch deren Zusammenhang klassifikatorisch betrachtet: Immer,
wenn die Zahlen aufeinanderfolgend sind, bleibt ein Rest groBer als eins iibrig.
Der Fokus liegt dabei auf der ikonischen Darstellung, die sprachliche Erlaute-
rung wird hier nicht explizit thematisiert. Die Organisation der internen Kohi-
renzebene entspricht hier der Beweislogik.

Voraussetzung Unterschied
Abstand der Zahlen Klassifikatorisch
ikonisch
Endergebnis Unterschied
lbrige Pléttchen Klassifikatorisch

Abbildung 62 Interaktionsgruppe, Paarbeweis, Turns 206 und 207, Korrekte Organisation von
Voraussetzung und Endergebnis

In der zweiten Arbeitsphase, beim Versuch, den Paarbeweis zu verbessern, wird
schlieBlich von C eine zeilenweise Strukturierung vorgeschlagen, statt der bis-
herigen spaltenweisen. B stellt zu diesem Vorschlag fest:

,»Also kreisen wir die Zahlen einzeln ein.“ (Turn 356, B, Herv. d. Verf.)®

B stellt hier fest, dass sich die vorgeschlagene Strukturierung nun nach der
Voraussetzung richtet, dass es zwei verschiedene Zahlen gibt. Die zwei Zahlen
werden als klassifikatorische Gemeinsamkeit verstanden, jedoch nicht explizit
der Voraussetzung als Beweisschritt zugeordnet. Auch wird nicht auf die weite-
ren, gemall Voraussetzung geforderten, Spezifititen eingegangen, wonach die
eine Zahl gerade, die andere ungerade sein soll. Die entsprechende Strukturie-

63 Dieser Turn ist Teil einer ausfiihrlicheren Analyse in Gayer (2023), die in &hnlicher
Weise, aber mit einem anderen Fokus als in Gayer (2023), in dieser Arbeit in Ab-
schnitt 6.4.2. vorgenommen wird.
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rung wird dabei klassifikatorisch beschrieben und ist nicht auf die konkrete
Darstellung beschrinkt. Die Organisation in der Interaktion zwischen B und C
lauft hier auch wieder umgekehrt zur Beweislogik: Es wird strukturiert und
daraus implizit ein Bezug zur Voraussetzung hergeleitet. Der Fokus ist hier
weiterhin auf der ikonischen Darstellung.

Voraussetzung Gemeinsamkeit
zwei Zahlen klassifikatorisch
ikonisch I I
Strukturierung Gemeinsamkeit
Art des Einkreisens klassifikatorisch

Abbildung 63 Interaktionsgruppe, Paarbeweis, Turn 356, Umgekehrte Organisation von Strukturie-
rung und Voraussetzung, klassifikatorische Betrachtung

Entitdten der internen Kohdrenzebene und deren Organisation

Der Fokus beziiglich der internen Kohirenzebene ist zunichst stark auf das
Endergebnis gerichtet. Dieses wird von Anfang an klassifikatorisch verstanden.
In der weiteren Entwicklung wird auch der Zusammenhang zur Strukturierung
vor dem Hintergrund klassifikatorischer Gemeinsamkeiten verstanden. Dieser
Zusammenhang wird auf der sprachlichen Ebene betrachtet. Die Organisation
dieser beiden Beweisschritte ist jedoch bis zum Ende der Diskussion hin umge-
kehrt zur Beweislogik.

Die Voraussetzung wird ohne expliziten Impuls von auflen eigenstindig von
den Diskussionsteilnehmenden in die Betrachtung der internen Kohdrenzen mit
einbezogen. Dabei wird zunichst ein klassifikatorischer Zusammenhang zwi-
schen Voraussetzung und Endergebnis entsprechend der Organisation der Be-
weislogik hergestellt. Dabei stehen klassifikatorisch verstandene Unterschiede
zwischen den Beispielen auf der ikonischen Ebene im Fokus.

Gegen Ende der Diskussion wird die Voraussetzung auch mit der Strukturie-
rung in Beziehung gesetzt. Der Zusammenhang wird klassifikatorisch verstan-
den, wobei nun der Fokus auf den ikonisch dargestellten Gemeinsamkeiten
liegt. Die Beweisschritte sind hier in einer der Beweislogik umgekehrten Orga-
nisation. Diese Zusammenhinge bleiben allerdings sehr implizit und werden
von den Diskussionsteilnehmenden nicht auf der Metaebene diskutiert.
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Insgesamt werden alle Beweisschritte und deren Zusammenhinge am Ende
klassifikatorisch verstanden, jedoch bis zum Ende hin noch teilweise umgekehrt
zur Beweislogik organisiert. Es gibt eine Entwicklung von einem eher singulé-
ren zu einem klassifikatorischen Verstdndnis und von Unterschieden zu Ge-
meinsamkeiten.

Intra- und interpersonelle Prozesse

B hat hier eine dominante Rolle, insofern als B die wesentlichen, hier formu-
lierten, Aspekte im Verstdndnis der Allgemeingiiltigkeit entwickelt. Dies ge-
schieht stets interaktional in Auseinandersetzung mit den AuBerungen von A
oder C.

Inselgruppe

Turn-by-Turn-Analyse

Beweisversuch 2:

3+1

3
L d.d 0000
000000 00000
6

6-1

Im ersten Bild sieht man in der ersten Zeile die ungerade Zahl, in der zweiten
die gerade Zahl. Im zweiten Bild sieht man eine Doppelreihe mit einem extra
Plattchen.

Abbildung 64 Pfeilbeweis (entspricht Abbildung 30)

Bereits im ersten Abschnitt, bei der Evaluation der Beweisversuche, wird die
Allgemeingiiltigkeit der ikonischen Darstellung der Strukturierung des Pfeil-
beweises von D angesprochen:

,Und hier finde ich halt diese Aligemeingiiltigkeit, weil die das da nochmal
mit diesem einen Faktor verandert haben.” (Turn 18, 1), Herv. d. Verf.)

D erklart hier nicht genauer, was aus Sicht von D das Problem hinsichtlich der
Allgemeingiiltigkeit ist, moglicherweise die Verwendung von konkreten Zahlen
(,,ein Faktor). C reagiert darauf, indem C die ikonisch dargestellten internen
Zusammenhinge von der Strukturierung und dem Endergebnis erklart:

,»Also dieses plus eins und minus eins ist halt dafiir da, dass die Doppelreihen wirklich gleich viele
sind. Wenn man das halt nicht macht, dann kann man ja nur bis nach hier diese senkrechten Paare
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einkreisen und dann bleiben halt drei iiber. Und wenn man das so ausgleicht, dann funktioniert es
halt wieder. [...]* (Turn 19, C, Herv. d. Verf.)

Das Endergebnis wird hier klassifikatorisch verstanden: Es soll immer eine
Doppelreihe mit genau einem {ibrigen Plittchen herauskommen. Die Struktu-
rierung ist ,,daflir da, dass* dieses Endergebnis erhalten wird. Es wird also die
Strukturierung aus dem Endergebnis heraus begriindet. Es wird dann eine Aqui-
valenzbeziehung fiir dieses Beispiel behauptet: Genau dann, wenn man diese
Plattchenanzahl verschiebt, erhélt man eine Doppelreihe mit genau einem {ibri-
gen Pléttchen. Die eine Richtung wird konkret am Beispiel begriindet: Wenn
man nicht in der Weise verschiebt, bleiben drei Pléttchen {ibrig und nicht eines.
Die andere Richtung wird iiber ein ,,und* angeschlossen, was nahelegt, dass dies
aus Sicht von C keiner weiteren Begriindung bedarf, sondern bedeutungsgleich
ist mit der ersten Richtung. Hier liegt in Bezug auf die internen Kohérenzen eine
richtungsauflésende Organisation auf der logischen Metaebene vor: Aus einer
Aquivalenzbeziehung wird eine einzige wenn-dann-Beziehung gemacht, deren
Richtung nicht klar definiert ist. Dies bleibt zunéchst alles singuldr auf die kon-
krete ikonische Beispieldarstellung bezogen. C zieht dann abschlieend einen
Vergleich zu einem hypothetischen weiteren Beispiel heran:

»[.-.] Und da kdnnte man ja auch plus fiinf und minus fiinf rechnen.* (Turn 19, C)

An dieser Stelle wird nun zum ersten Mal die Allgemeingiiltigkeit der darge-
stellten Zusammenhénge adressiert. C geht hier davon aus, dass sich durch ein
Verschieben von Pléattchen immer das gewiinschte Endergebnis erreichen lasst.
Die Anzahl der verschobenen Pléttchen ist dabei jedoch verschieden. Dieser
Unterschied in der Strukturierung wird nur singuldr im Vergleich zu einem
weiteren Beispiel beschrieben.

Strukturierung Unterschied
verschobene Plattchen singular
ikonisch O I
Endergebnis Gemeinsamkeit
ubrige Plattchen klassifikatorisch

Abbildung 65 Inselgruppe, Pfeilbeweis, Turn 19, Richtungsauflosende Organisation von Endergeb-
nis und Strukturierung



215

Beim Ubertragen auf die Zahlen 2 und 7 wird diese Spezifitiit der Anzahl der zu
verschiebenden Plattchen von D wieder aufgegriffen:

,,Dann kann man nicht auch einfach auch zwei plus eins? Sieben minus eins?* (Turn 240, 1))

D schlégt hier vor, die exakt gleiche ikonische Strukturierung wie im urspriing-
lichen Beispiel zu wihlen. Darauthin verweist C auf die bereits zuvor erléuter-
ten Zusammenhénge zum Endergebnis:

,,Dann hat man nicht, dass es mit den Doppelreihen genauso aufgeht, dass nur ein Pléttchen iiber-
steht.“ (Turn 241, C)

Die Strukturierung wird hier iiber das klassifikatorisch verstandene Endergebnis
erklart, also in einer der Beweislogik umgekehrten Organisation. Im weiteren
Verlauf stellt C auBerdem einen klassifikatorischen Unterschied in allen Bei-
spielen heraus:

,Aber auch nur, wenn man nicht immer plus und minus eins rechnet, sondern halt immer mit ande-
ren Zahlen addiert. [...]* (Turn 280, C, Herv. d. Verf.)

Man miisste in jedem Beispiel immer andere Zahlen wéhlen. C nimmt diese Art
der Strukturierung weiterhin als unstimmig wahr:
,Ja, aber die Sache ist, ich fand das gerade schon gar nicht so einfach herauszufinden, plus wie viel

ich jetzt rechnen muss, damit das hinterher rauskommt. Und ich glaube fiir so einen Grundschiiler
...%(Turn 292, C)

Hier wird nun ein sehr breiter (sozialer) Kohdrenzrahmen aufgemacht und die
intersubjektive Nachvollziehbarkeit fiir die Zielstufe der Grundschiiler/innen
infrage gestellt. Was implizit darin auch formuliert ist, ist, dass die zu verschie-
bende Plattchenanzahl ,,gar nicht so einfach herauszufinden ist“, also, dass dem
kein allgemeines Prinzip zugrunde liegt, sondern dies in jedem Einzelfall neu
entschieden werden miisste. Der Fokus liegt hier auf der ikonischen Darstel-
lungsebene.
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ikonisch

Strukturierung
verschobene Pléttchen

Unterschied
klassifikatorisch

l

Endergebnis
lbrige Plattchen

Gemeinsamkeit
klassifikatorisch

Abbildung 66 Inselgruppe, Pfeilbeweis, Turns 243, 280 und 292, Umgekehrte Organisation von
Endergebnis und Strukturierung

An sehr viel spéterer Stelle wird von C schlieBlich eine sprachliche Formulie-
rung vorgeschlagen, die sowohl die interne Kohérenz zwischen Strukturierung
und Endergebnis als auch die Kohédrenz zwischen den Beispielen beachtet:
»Aber bei der Strukturierung muss man halt wirklich darauf achten, dass man daran denkt, nicht
einfach zu schreiben, dass plus eins und minus eins gerechnet wird, sondemn dass die Zahlen so
aneinander angepasst werden, dass eine Doppelreihe mit einem Extraplittchen entsteht. [...]* (Turn
474, C)

Dies entspricht dem Vorschlag, der auch in der Interaktionsgruppe formuliert
wurde und folgt einer der Beweislogik umgekehrten Organisation von Struktu-
rierung und Endergebnis.

Strukturierung Gemeinsamkeit
verschobene Plattchen klassifikatorisch

sprachlich I I

Endergebnis Gemeinsamkeit
librige Plattchen klassifikatorisch

Abbildung 67 Inselgruppe, Pfeilbeweis, Turn 474, Umgekehrte Organisation von Endergebnis und
Strukturierung, klassifikatorische Betrachtung

Die Voraussetzung wird erst auf einen konkreten Vorschlag der Ubungsleiterin
hin in die Betrachtung der internen Kohérenz einbezogen. Beziiglich des Pfeil-
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beweises schligt die Ubungsleiterin in der zweiten Arbeitsphase dabei eine
Strukturierung vor, wonach bereits die Ausgangszahlen in Doppelreihen ange-
ordnet werden. Darauf reagiert C wie folgt:

,[-..] Dass dann die einzelnen Zahlen bewiesen werden, dass sie gerade oder ungerade sind, aber ich
finde, das Endergebnis ist nicht so klar erkennbar.” (Turn 511, C, Herv. d. Verf.)

Die ikonische Darstellung wird hier weiterhin sehr stark vor dem Hintergrund
dessen gesehen, was als Endergebnis erhalten werden soll. Die Voraussetzung,
dass es sich um eine gerade und eine ungerade Zahl handelt, wird als davon
getrennter und weniger zentraler Beweisschritt verstanden. Eine interne Kohi-
renz, wonach sich das Endergebnis aus dieser Voraussetzung heraus herleiten
lassen soll, wird hier nicht explizit formuliert. Andere Beispiele, und damit die
Kohirenz zwischen den Beispielen, werden hier nicht explizit betrachtet.

Voraussetzung
Doppelreihen fiir beide
Zahlen

ikonisch

Endergebnis

Abbildung 68 Inselgruppe, Pfeilbeweis, Turn 511, Keine Kohdrenz von Voraussetzung und Ender-
gebnis

Entitiiten der internen Kohdrenzebene und deren Organisation

In der Inselgruppe liegt der Fokus sehr stark auf dem Endergebnis, welches
auch hier von Anfang an klassifikatorisch verstanden wird. Von Anfang an wird
dieser Beweisschritt mit dem der Strukturierung in Bezichung gesetzt, wobei
auch hier eine Entwicklung von singuldren Unterschieden hin zu klassifikato-
risch verstandenen Gemeinsamkeiten stattfindet.

Die Organisation der Beweisschritte ist zunédchst ohne klare Richtung, dann
kreisformig und schlieBlich linear, jedoch, wie in der Interaktionsgruppe, in
einer der Beweislogik umgekehrten Organisation. Der Ubergang zu einer klar
linearen Organisation geschieht erst beim Wechsel von der ikonischen zur
sprachlichen Ebene. Weiterhin kommt es in dieser Gruppe auf der logischen
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Metaebene der internen Kohérenzen zu Vermischungen von Begriindungsrich-
tungen.

Die Voraussetzung wird von den Diskussionsteilnehmenden nicht eigenstiandig
in die Betrachtung interner Kohdrenzen einbezogen. Erst auf einen Impuls der
Ubungsleiterin hin, wird dieser Beweisschritt auf der ikonischen Ebene betrach-
tet, jedoch keine explizite Kohdrenz zu den anderen Beweisschritten formuliert.

Intra- und interpersonelle Prozesse

C hat hinsichtlich der Entwicklung des Verstdndnisses der Allgemeingiiltigkeit
beziiglich der internen Kohérenzebene hier eine sehr dominante Rolle, inso-
fern, dass C diese an dieser Stelle alleine und relativ isoliert von den anderen
Diskussionsteilnehmenden vollzieht.

D spielt hier eine wichtige unterstiitzende Rolle, weil D den ersten Anstof3 zur
Auseinandersetzung mit der Allgemeingiiltigkeit dieses Beweisversuchs gibt. D
beteiligt sich dann jedoch nicht weiter an der Diskussion, scheint sich der Norm
der Allgemeingiiltigkeit aber sehr bewusst zu sein und diese zu hinterfragen.
Inwieweit das Verstidndnis von C von den anderen Teilnehmenden iibernommen
wird, bleibt unklar, weil an dieser Stelle wenig Interaktion stattfindet.

Priiinteraktionsgruppe

Beweisversuch 2:

3 3+1

000 000
000000 00000
6 6-1

Im ersten Bild sieht man in der ersten Zeile die ungerade Zahl, in der zweiten
die gerade Zahl. Im zweiten Bild sieht man eine Doppelreihe mit einem extra
Pléttchen.

Abbildung 69 Pfeilbeweis (entspricht Abbildung 30)

Turn-by-Turn-Analyse

Der Pfeilbeweis wird in der Préinteraktionsgruppe erst in der zweiten Arbeits-
phase nach der Plenumsdiskussion im Hinblick auf die Allgemeingiiltigkeit
diskutiert. In Turn 705 schldgt B zunéchst eine Vervollstandigung vor, indem die
Strukturierung sprachlich expliziert wird:

o] Und dann schreibe ich, ih, ein Plattchen
wird von der unteren Reihe in die obere verschoben [...]* (Turn 704, B)
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Hier wird noch kein Zusammenhang zum Endergebnis hergestellt und das
Beispiel rein singuldr betrachtet, wenn von einem Pléttchen die Rede ist, das
verschoben wird.

Strukturierung Gemeinsamkeit

sprachlich N . =
P! verschobene Plattchen singulér

Abbildung 70 Priinteraktionsgruppe, Pfeilbeweis, Turn 704, Singuldre Betrachtung der Strukturie-
rung

A reagiert auf B, bringt dabei jedoch eine schon priinteraktional® geformte
Feststellung ein, was durch die Worte ,.eben schon“ deutlich wird. Bei der
Uberpriifung der Ubertragung auf die Zahlen 2 und 7 in der ersten Phase wurde
von A dabei bereits festgestellt, dass fiir diese Spezifitit, das eine verschobenen
Plittchen, keine empirische Ubertragbarkeit vorliegt, dies aber erst jetzt kom-
muniziert:

,Ist mir eben schon aufgefallen. Zum Beispiel bei zwei und sieben, muss man ja so viele Plattchen
nach oben machen bis hier eine gerade Zahl ist.“ (Turn 709, A)

Es wird sich hier von A zwar nur auf das eine neue Beispiel konkret bezogen,
der Zusammenhang von Strukturierung und Endergebnis aber direkt klassifika-
torisch beschrieben, jedoch in einer der Beweislogik umgekehrten Organisation.
Dies entspricht dem Motiv in den beiden anderen Gruppen. Der Fokus liegt an
dieser Stelle auf der ikonischen Darstellung.

64 ,,Préinteraktional* wird hier weiter gefasst als nur in Bezug auf Verstindnisse, die in
der Einzelarbeit vor der Ubungssitzung entstanden sind. ,,Priinteraktional®* be-
schreibt hier auch Verstiindnisse, die intrapersonell in der Ubungssitzung, aber nicht
aus einer Interaktion mit den anderen Diskussionsteilnehmende heraus, entstehen.
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Strukturierung Gemeinsamkeit
verschobene Plattchen klassifikatorisch
ikonisch [ I
Endergebnis Gemeinsamkeit
ubrige Plattchen klassifikatarisch

Abbildung 71 Priinteraktionsgruppe, Pfeilbeweis, Turn 709, Umgekehrte Organisation von Ender-
gebnis und Strukturierung, klassifikatorische Betrachtung (ikonisch)

Von B wird daraufhin in Turn 715 gefragt, wie dies in allgemeingiiltiger Weise
versprachlicht werden soll. E und F wiederholen darauthin den von A bereits in
Turn 709 eingebrachten Vorschlag als konkrete sprachliche Beschreibung des
Zusammenhanges:

715 E Es werden so viele Plittchen nach oben verschoben, damit ...
716 F ... immer Zweierpaare gebildet werden konnen.

E und F scheinen an dieser Stelle somit das Verstdndnis von A tibernommen zu
haben.

Strukturierung Gemeinsamkeit
verschobene Plattchen klassifikatorisch
sprachlich I ] T ]
Endergebnis Gemeinsamkeit
Ubrige Plattchen klassifikatorisch

Abbildung 72 Priinteraktionsgruppe, Pfeilbeweis, Turn 715f, Umgekehrte Organisation von Ender-
gebnis und Strukturierung, klassifikatorische Betrachtung (sprachlich)
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Beweisversuch 3:

Wir haben 4 gleich groe Blocke in griin eingekreist, wobei 1 Plattchen
ubrigbleibt. Die Summe ist also immer ungerade.

Abbildung 73 Blockbeweis (entspricht Abbildung 31)

Bei der Diskussion des Blockbeweises bringt D bereits im ersten Abschnitt bei
der Evaluation der Beweisversuche das eigene préinteraktionale Verstindnis von
Allgemeingiiltigkeit in die Diskussion ein, indem D das gegebene Beispiel mit
dem Zahlenbeispiel von 3 und 6 vergleicht:

,,Das ist mir auch noch aufgefallen. Weil so kannst du natiirlich gleich grofle Blocke in einer Reihe
bilden, aber wie wiirde das aussehen, wenn du jetzt zum Beispiel das machen wiirdest: drei plus
sechs. Das wiirde in Beweis 3 [Blockbeweis, Anm. d. Verf.] dann ja anders aussehen. Also konnte
man dann nicht den roten noch, dann miisste man den roten mit einem blauen zusammen in einem
verbinden. [...]* (Turn 321, D)

D stellt fest, wenn man die Strukturierung gleich groBer Blocke auf das andere
Beispiel iibertragt, dass sich dann ein grundlegender Unterschied im Endergeb-
nis ergibt. In diesem wiirden die Blocke nicht mehr ausschlieBlich aus gleich-
farbigen Plittchen bestehen, was aber fiir D die gewiinschte ikonische Darstel-
lung des Endergebnisses wire. Implizit wird hier der Bezug zur Voraussetzung
angesprochen, weil die Blocke damit nicht mehr nach den einzelnen Ausgangs-
zahlen getrennt sind. Diesen Bezug formuliert D ganz explizit in Turn 333:

,»Weil das ist nur flir die darauffolgenden Zahlen, fiir zwei darauffolgende Zahlen, eindeutig zu

sehen. Und das ist namlich gut, wenn man das allgemein fiir alle ungerade und geraden Zahlen dann
sieht.” (Turn 333, D)

D stellt hier den klassifikatorischen Unterschied beziiglich des Abstandes der
Zahlen in der Voraussetzung heraus, aus welchem sich ein klassifikatorischer
Unterschied im Endergebnis ergibt. Dieses ist nur dann nach Farben getrennt
ikonisch dargestellt, wenn die Ausgangszahlen aufeinanderfolgend sind. Es
werden dabei klassifikatorische Zusammenhange zwischen allen Beweisschrit-
ten hergestellt, wonach das gewiinschte Endergebnis iiber die dargestellte Struk-
turierung nur fiir die Voraussetzung aufeinanderfolgender Zahlen funktioniert. D
sieht dies als Widerspruch zur Allgemeingiiltigkeit. Nach dem Verstédndnis von
D miissten die Zusammenhinge dafiir fiir alle Zahlen entsprechend der in der
Aussage formulierten Voraussetzung (ungerade und gerade Zahlen) gelten.
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Voraussetzung Unterschied
Abstand der Zahlen klassifikatorisch

Strukturierung

ikonisch Art des Einkreisens

Endergebnis Unterschied
farbliche Trennung klassifikatorisch

Abbildung 74 Priinteraktionsgruppe, Blockbeweis, Turns 321 und 333, Klassifikatorischer Zu-
sammenhang aller Beweisschritte in korrekter Organisation

Bei dem Versuch, den Blockbeweis entsprechend des Impulses aus der Aufga-
benstellung auf die Zahlen 2 und 7 zu iibertragen, wird schlie8lich vorgeschla-
gen, die Grofie der Blocke, also eine Spezifitit der Strukturierung, zu &ndern.
Dies stellt einen klassifikatorisch verstandenen Unterschied dar, den B und F
vor dem Hintergrund der von D bereits zuvor eingebrachten gewiinschten farb-
lichen Trennung im Endergebnis wie folgt thematisieren:

496 B Ja, aber dann geht das mit den Roten an sich ja nicht.
497 F  Aber ich verstehe das ja schon so, dass es nach Farben unterteilt ist. [...]

Dass es sich bei der Trennung nach den Farben um eine Trennung nach den
unterschiedlichen Zahlen im Sinne der Voraussetzung handelt, wird an dieser
Stelle nicht explizit thematisiert. Deshalb bleibt unklar, ob B und F dies rein
aufgrund é&sthetischer Griinde anbringen oder ob diese das Verstindnis von D an
dieser Stelle iibernommen haben, wonach auch die Voraussetzung in die klassi-
fikatorischen Zusammenhénge einbezogen werden sollte.
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Strukturierung Unterschied
Art des Einkreisens klassifikatorisch
- 11 1
ikonisch 1T T
12] [2)
Endergebnis Unterschied
farbliche Trennung kiassifikatorisch

Abbildung 75 Priinteraktionsgruppe, Blockbeweis, Turn 496, Klassifikatorischer Zusammenhang
von Strukturierung und Endergebnis in korrekter Organisation

Entititen der internen Kohdrenzebene und deren Organisation

Hier wird zunéchst die Strukturierung singuldr und ohne Beziehung zu den
anderen Beweisschritten betrachtet, was direkt aufgelost wird in einen klassifi-
katorisch beschriebenen Zusammenhang zwischen Endergebnis und Struktu-
rierung. Es gibt also auch hier wieder eine Bewegung hin zu klassifikatorisch
verstandenen Gemeinsamkeiten. Diese Entwicklung wird sowohl auf der ikoni-
schen als auch auf der sprachlichen Ebene vollzogen. Es entwickelt sich dabei
die gleiche umgekehrte Organisationsform wie in den anderen beiden Gruppen,
wo die Strukturierung aus dem Endergebnis heraus begriindet wird.

Die Voraussetzung wird in dieser Gruppe von Anfang an mit einbezogen und
die internen Kohédrenzen zwischen allen Beweisschritten werden in klassifikato-
rischer Weise auf der ikonischen Darstellungsebene betrachtet. Diese Zusam-
menhédnge werden am Ende der Diskussion auch im Widerspruch gesehen zu
einer Strukturierung in vier gleich groBen Blocken, welche keine Kohdrenz zur
Voraussetzung erlaubt.

Intra- und interpersonelle Prozesse

In diesem Diskussionsabschnitt hat zunichst A eine dominante Rolle beziiglich
des Aufbaus eines klassifikatorischen Verstdndnisses der internen Kohérenzen.
Beziiglich des Einbezugs der Voraussetzung hat D eine dominante Rolle. D
formuliert dabei die interne Kohdrenzen zwischen allen Beweisschritten in klas-
sifikatorischer Weise. Diese Verstindnisse bringen A und D bereits als priin-
teraktionale Verstindnisse in die Diskussion ein.
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F (und auch E beziehungsweise B) iibernimmt diese Verstdndnisse am Ende,
zumindest auf einer oberflichlichen Ebene, die anderen Diskussionsteilnehmen-
den duBern sich nicht dazu.

Vergleich der Gruppen

Entitdten der internen Kohdrenzebene und deren Organisation

Hinsichtlich der internen Kohérenzen zwischen den Beweisschritten konnte in
allen Gruppen festgestellt werden, dass meist zundchst das Endergebnis in
klassifikatorischer Weise verstanden wurde. Erst nach und nach werden auch
die anderen Beweisschritte und deren Kohérenzen mit einbezogen und mehr und
mehr in klassifikatorischer Weise betrachtet.

Dabei liegt in allen Gruppen schlieBlich eine der Beweislogik umgekehrte Or-
ganisation vom Endergebnis zur Strukturierung hin vor. Dieser Zusammen-
hang wird in allen Gruppen am Ende explizit auf der sprachlichen Darstellungs-
ebene formuliert.

Strukturierung Gemeinsamkeit
verschobene Plattchen klassifikatorisch

l I

Gemeinsamkeit
klassifikatorisch

Endergebnis
Doppelreihe
lbrige Plattchen

Abbildung 76 Alle Gruppen, Pfeilbeweis, Schlussendlich klassifikatorisch verstandene interne
Kohérenzen zwischen Endergebnis und Strukturierung in umgekehrter Organisation

Die Voraussetzung wird in der Interaktionsgruppe und der Préinteraktionsgrup-
pe in einer der Beweislogik folgenden Organisation mit dem Endergebnis (und
der Strukturierung) in Bezug gesetzt. Die entsprechenden internen Kohérenzen
werden in diesen Gruppen explizit formuliert, wohingegen in der Inselgruppe
diese Beweisschritte nicht in Beziehung gesetzt werden. In der Inselgruppe
wird, anders als in der Interaktionsgruppe und der Priinteraktionsgruppe, die
Voraussetzung auch erst auf einen Impuls der Ubungsleiterin einbezogen. In
allen Gruppen wird die Voraussetzung rein auf der ikonischen Darstellungsebe-
ne betrachtet.
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Voraussetzung Unterschied
Abstand der Zahlen Klassifikatorisch

ikonisch

Endergebnis Unterschied
Ubrige Plattchen Klassifikatorisch

Abbildung 77 Interaktionsgruppe, Paarbeweis, Korrekte Organisation von Voraussetzung und
Endergebnis (entspricht Abbildung 62)

Voraussetzung Unterschied
Abstand der Zahlen Klassifikatorisch

Strukturierung

ikonisch Art des Einkreisens

Endergebnis Unterschied
farbliche Trennung klassifikatorisch

Abbildung 78 Priinteraktionsgruppe, Blockbeweis, Korrekte Organisation aller Beweisschritte
(entspricht Abbildung 74)

Voraussetzung
Doppelreihen fiir beide
Zahlen

ikonisch

Endergebnis

Abbildung 79 Inselgruppe, Pfeilbeweis, Keine Kohdrenz von Voraussetzung und Endergebnis
(entspricht Abbildung 68)
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In der Interaktionsgruppe wird zudem, am Ende der Diskussion, der Bezug der
Strukturierung zur Voraussetzung herausgearbeitet, jedoch in zur Beweislogik
umgekehrter Organisation.

Voraussetzung Gemeinsamkeit
zwei Zahlen Kklassifikatorisch

ikonisch I
Strukturierung Gemeinsamkeit
Art des Einkreisens Kklassifikatorisch

Abbildung 80 Interaktionsgruppe, Paarbeweis, Umgekehrte Organisation von Strukturierung und
Voraussetzung (entspricht Abbildung 63)

Intra- und interpersonelle Prozesse

Die sprachliche Formulierung interner Zusammenhénge zwischen den Beweis-
schritten Strukturierung und Endergebnis in klassifikatorischer Weise geschieht
in jeder Gruppe durch die dominante Person. Nur in der Priinteraktionsgruppe
tibernehmen dies die anderen Diskussionsteilnehmendem teilweise explizit.

Der Einbezug der Voraussetzung geschieht in der Interaktionsgruppe durch die
dominante Person in Interaktion mit den beiden anderen Diskussionsteilneh-
menden und ohne expliziten Impuls von auen.

In der Inselgruppe wird dies nur am Rande thematisiert von der dominanten
Person und erst durch einen Impuls der Ubungsleiterin. Die anderen Diskussi-
onsteilnehmenden duflern sich nicht dazu.

In der Préinteraktionsgruppe bringt dies eine Person in einer Nebenrolle als
priinteraktionales Verstindnis ein, welches teilweise von den anderen Diskus-
sionsteilnehmenden {ibernommen wird.

6.4.2 Kohiirenz der Beispiele

Bereits bei der Analyse im vorherigen Abschnitt zur internen Kohérenzebene ist
aufgefallen, dass es in allen Gruppen bei der Diskussion des Pfeilbeweises eine
Entwicklung von einem singuldren zu einem klassifikatorischen Verstdndnis
gab. Dies betrifft bereits die Ebene der Kohdrenz zwischen den Beispielen, da
bei einer klassifikatorischen Betrachtung einer Spezifitét des konkret dargestell-
ten Beispiels, dieses Beispiel bereits als Représentant fiir eine ganze Klasse von
Beispielen angesehen wird. Die Beispiele in dieser Klasse werden somit als
kohérent beziiglich dieser Spezifitdt angesehen.
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Bei der Ubertragung auf ein weiteres Zahlenbeispiel entsprechend des Impulses
der Aufgabenstellung gab es in allen Gruppen zudem eine Entwicklung von
Unterschieden, die zwischen den Beispielen festgestellt wurden, hin zu entspre-
chenden Gemeinsamkeiten. Die Entwicklung ging also von einer Unterschei-
dung der Beispicle als einzelne Entititen hin zur Feststellung der Kohérenz
zwischen den Beispielen hinsichtlich bestimmter Spezifititen.

Wie Unterschiede in Gemeinsamkeiten aufgeldst wurden, soll im Folgenden
anhand der Diskussion des Paarbeweises in der Interaktionsgruppe genauer
untersucht werden. Dieser Beweisversuch wurde nur in dieser Gruppe ausgiebig
diskutiert. Bei der Diskussion des Pfeilbeweises ging die Entwicklung hin zu
klassifikatorisch verstandenen Gemeinsamkeiten in allen Gruppen von der do-
minanten Person aus (vgl. Abschnitt 6.4.1). Bei der Diskussion des Paarbewei-
ses zeigten sich in der Interaktion zwischen den Diskussionsteilnehmenden
jedoch unterschiedliche Ansétze, zu Gemeinsamkeiten zwischen den Beispielen
zu kommen, weshalb diese im Folgenden niher analysiert werden sollen®,

Turn-by-Turn-Analyse

Beweisversuch 1:

3
, 000
S80@
4
Die Summe ist ungerade. Wir kénnen also spaltenweise Zweierpaare

einkreisen, wobei genau ein Plattchen Gibrigbleibt. In der oberen Zeile sind
ungerade viele Plattchen dargestellt, in der unteren gerade viele.

Abbildung 81 Paarbeweis (entspricht Abbildung 29)

In der Interaktionsgruppe wird bereits im ersten Abschnitt, der Evaluation der
Beweisversuche, an einer Stelle von A die Norm der Allgemeingiiltigkeit ange-
sprochen, an dieser Stelle aber nicht weiter aufgegriffen:

65 Die im Folgenden analysierten Transkriptausschnitte wurden bereits von Gayer
(2023) mit einem anderen Fokus als in dieser Arbeit, aber auf der Grundlage der
gleichen Konzeptualisierung von Allgemeingiiltigkeit (vgl. Abschnitt 2.3.5), analy-
siert.
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,Ist halt die Frage, inwiefern die Beweisversuche einen Nachweis Allgemeingiiltigkeit liefern. Ich
glaube, dass dann sogar vom Text her noch der am besten ist, weil da halt nur generell steht, ,,wir
konnen also spaltenweise Zweierpaare einkreisen®, ohne, dass steht wie viele, weil dadurch ist es ja
fiir alle Zahlen méglich. [...]" (Turn 4, A, Herv. d. Verf.)

Dieser Ausfithrung liegt implizit die Beobachtung zugrunde, dass nicht immer
gleich viele Zweierpaare am Ende herauskommen, wenn man spaltenweise
Zweierpaare einkreist. Wie zu dieser Einsicht gekommen wurde, wird nicht
angesprochen, daher kann nicht klar entschieden werden, ob dieser Unterschied
singuldr durch Vergleich einzelner Beispiele oder klassifikatorisch als grund-
sdtzlich immer vorliegender Unterschied festgestellt wurde. Der Unterschied
bezieht sich eigentlich auf das Ergebnis des Strukturierungsprozesses, miisste
von der Organisationslogik des Beweises also dem Endergebnis zugerechnet
werden. A differenziert bei den beiden Spezifititen des spaltenweisen Einkrei-
sens, was der Strukturierung zuzurechnen wére, und der Anzahl der erhaltenen
Zweierpaare jedoch nicht zwischen den Beweisschritten und vermischt diese
hier zu einem Schritt im Beweis.

Weiterhin stellt A fest, dass das spaltenweise Einkreisen eine Gemeinsamkeit in
den Beweisversuchen darstellt und formuliert diese in klassifikatorischer Weise:
,,dadurch ist es ja fiir alle Zahlen moglich®. A argumentiert nun, dass die sprach-
liche Darstellungsebene des Beweisversuchs dadurch einen generellen Charak-
ter erhilt, dass nur die Gemeinsamkeiten benannt werden und die Unterschie-
de sprachlich eliminiert werden. Hier wird implizit iiber das Endergebnis (be-
ziechungsweise die Unterschiedlichkeit darin) begriindet, wie die Strukturierung
formuliert sein muss. Die Organisation folgt also wieder einer zur Beweislogik
umgekehrten Organisation.

Die sprachliche Darstellung hat laut A die Aufgabe die Allgemeingiiltigkeit
sicherzustellen, indem dasjenige benannt wird, was fiir alle Zahlen gleich ist.
Dies bezieht sich nur auf einzelne ikonisch dargestellte Spezifititen (spaltenwei-
ses Einkreisen), nicht auf interne oder externe Zusammenhédnge. Daher wird
auch nicht in den Blick genommen, welche Spezifitét tatsdchlich relevant ist fiir
den Beweis der Aussage (die Anzahl der Zweierpaare ist dafiir nicht relevant).
Die ikonische Darstellung wird nicht explizit von A angesprochen, sondern liegt
dem nur implizit zugrunde, weil sich die sprachliche Darstellung auf eine Aus-
wahl des ikonisch Dargestellten bezieht. Auf singuldrer Ebene eines Beispiels
betrachtet wiirde auf sprachlicher Ebene eigentlich Unvollstdndigkeit herrschen
und keine Kohérenz zur ikonischen Ebene, da nicht alles, was ikonisch darge-
stellt wird, auch versprachlicht ist. Dies wird von A jedoch nicht problematisiert.
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. . Gemeinsamkeit
sprachlich Strukturierung . .
Art des Einkreisens klassifikatorisch
Enderge.bms Unterschied
Anzahl Zweierpaare

Abbildung 82 Interaktionsgruppe, Paarbeweis, Turn 4, Unterschied sprachlich eliminieren

In der Diskussion um die Ubertragung der Beweisversuche auf die Zahlen 2 und
7 wird dann in Bezug auf den Paarbeweis die Spezifitit, wie genau eingekreist
wurde, ndher betrachtet:

,,Achso, hier habe ich das ein bisschen anders gemacht. Ahm, weil ich habe ja hier einmal zwei
Zweierpaare und dann geht das ja weiter und dann habe ich die fir mich nochmal anders einge-
kreist.” (Turn 179, C, Herv. d. Verf.)

Hier liegt der Fokus nun auf der ikonischen und nicht mehr auf der sprachlichen
Darstellungsebene. In Turn 179 wird eine mdgliche Modifikation der Strukturie-
rung des Paarbeweises fiir die Zahlen 2 und 7 erldutert. Diese wird verglichen
mit der urspriinglichen Strukturierung und als unterschiedlich eingestuft. Beide
Beispiele werden hier als einzelne singuldre Beispiele betrachtet und noch keine
verallgemeinernden Aussagen getroffen.

Es werden verschiedene Spezifitdten angesprochen: die Art des Einkreisens und
die tbrigen Pldttchen (,,dann geht das ja weiter™). Diese Spezifititen werden
auch hier nicht klar getrennt geméfl der Beweisschritte. Die tibrigen Pléttchen
stellen eigentlich ein Ergebnis des Strukturierungsprozesses dar und miissten
entsprechend der Logik des Beweises dem Endergebnis zugerechnet werden.
Auf der internen Kohérenzebene liegt eine kreisformige Organisation vor: Es
wird zunichst ein Teil strukturiert, das daraus resultierende Ergebnis betrachtet
(die iibrigen Pléttchen), um dann entsprechend die Strukturierung anzupassen.
Die von C beschriebenen Zusammenhénge werden hier rein singuldr betrachtet
und es wird nicht iiber das hier betrachtete Beispiel hinausgegangen. Die Bedeu-
tung, die dies fiir die Ubertragbarkeit dieser Spezifitit auf andere Beispiele hat,
wird hier noch nicht in den Blick genommen.
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Strukturierung
Art des Einkreisens

I l I Unterschied
ikonisch - N
singular

Endergebnis
lbrige Plattchen

Abbildung 83 Interaktionsgruppe, Paarbeweis, Turn 179, Singulérer Unterschied

In Turn 180 werden diese singuldren Unterschiede, die sich im Zusammenhang
von Strukturierung und Endergebnis ergeben, von B aufgegriffen:

-Achso, ich glaube, [...] deswegen sollte man es ja machen, dass man nicht weiter einkreist, weil
damit zeigt man dieses Problem, dass halt nicht genau eins iibrig bleibt. Man kann auch sagen, dass
funf tibrig bleiben und das ist ja auch eine ungerade Zahl. Das ist halt so ein Formulierungsaspekt.*
(Turn 180, B, Herv. d. Verf.)

Hier wird zunéchst die von C vorgeschlagene Strukturierung problematisiert,
weil sich laut C daraus nicht das gewiinschte Endergebnis ergibt, dass ein Platt-
chen {ibrig bleibt. Die Beweisschritte werden iiber die Konjunktionen ,,weil* als
Grund und ,,deswegen® als Folgerung umgekehrt zur Beweislogik organisiert:
Die Strukturierung (man soll nicht weiter einkreisen) wird daraus begriindet,
dass das Endergebnis verdeutlicht werden soll, dass mehr als ein Pléttchen iibrig
bleibt.

AuBerdem stellt B hier einen klassifikatorischen Unterschied im Zusammen-
hang von Strukturierung und Endergebnis fest: Es soll durch diese Strukturie-
rung das grundsitzliche ,,Problem* gezeigt werden, dass mehr als ein Plittchen
iibrig bleibt. Im weiteren Verlauf versucht B, dennoch eine Gemeinsamkeit
zwischen den beiden Beispielen herzustellen. Dafiir wird zunéchst der singuldre
Unterschied zwischen den Beispielen hinsichtlich der Spezifitit der Anzahl der
ibrigen Pldttchen beschrieben. An dieser Stelle findet ein Wechsel von der iko-
nischen zur sprachlichen Darstellungsebene statt. Es wird dann ausgehend von
dem singuldren Vergleich festgestellt, was beiden Beispielen gemeinsam ist: Es
handelt sich in beiden Fillen um eine ungerade Anzahl an Pléittchen. Diese Ge-
meinsamKkeit ergibt sich hier jedoch nur aus dem singuldren Vergleich zweier
Beispiele. Es kann somit an dieser Stelle noch nicht von einem klassifikatori-
schen Verstidndnis der Spezifitdt ausgegangen werden. Die Darstellung dieser
Gemeinsamkeit soll laut B auf explizit der sprachlichen Ebene stattfinden.
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Strukturierung
Art des Einkreisens
I Unterschied
konisch I Klassifikatorisch
Endergebnis Unterschied
I ubrige Plattchen singulér
sprachlich
Gemeinsamkeit
singutar

Abbildung 84 Interaktionsgruppe, Paarbeweis, Turn 180, Unterschied aufgeldst in Gemeinsamkeit

In der zweiten Arbeitsphase wird die Art der Strukturierung, die ndtig ist, um
die Allgemeingiiltigkeit des Beweisversuchs zu gewéhrleisten, weiter diskutiert.
Dabei entwickeln sich zwischen A einerseits und B und C andererseits unter-
schiedliche Herangehensweisen.

A kniipft an die eigene, bereits zu Beginn vorgeschlagene, Verbesserung an.
Laut A soll die allgemeine Ubertragbarkeit dadurch gewihrleistet werden, dass
die sprachlich beschriebene Spezifitit, wie strukturiert wird, eliminiert wird:

,[-..] Dass wir einfach ,,zeilenweise” weglassen und einfach Zweierpaare einkreisen. (Turn 351, A)

Dies folgt derselben Denkweise wie schon zu Anfang in Turn 4, dass nur Ge-
meinsamkeiten sprachlich benannt werden. Die Spezifitidt des zeilenweisen
Einkreisens auf ikonischer Ebene wird in diesem Verstdndnis als nicht relevant
fiir die Argumentation betrachtet.

Strukturierung Unterschied |

sprachlich Art des Einkreisens Gemeinsamkeit ¥

Abbildung 85 Interaktionsgruppe, Paarbeweis, Turn 351, Unterschied sprachlich eliminieren
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Das Endergebnis wird dabei von A klassifikatorisch verstanden in dem Sinne,
dass am Ende ,,immer* Zweierpaare herauskommen sollen:

~Aber so bekomme ich immer Zweierpaare.” (Turn 353, A, Herv. d. Verf.)

Im Endergebnis wird also in dieser Hinsicht eine klassifikatorisch verstandene
Gemeinsamkeit hinsichtlich dieser Spezifitit erwartet. Es wird wieder implizit
aus dem gewiinschten Endergebnis heraus begriindet, wie strukturiert werden
darf. Die Art der Strukturierung und deren Zusammenhang zum Endergebnis
wird dabei jedoch rein singulér betrachtet:

,-Tatsdchlich konnten wir das kreuz und quer machen, am Ende bekommen wir immer Zweierpaare.*
(Turn 357, A)

Fiir A besteht hier keine Notwendigkeit, ein allgemeines Prinzip zu erkennen,
das der Strukturierung zugrunde liegt. Die Strukturierung kann laut A in jedem
Beispiel unterschiedlich sein, hier muss also laut A keine Kohérenz zwischen
den Beispielen vorliegen. Dass tatséchlich immer das gewiinschte Endergebnis
herauskommt, kann nur rein singuldr entschieden werden. Das Endergebnis
wird hier unvollstindig beschrieben, auf das {ibrige Plattchen wird nicht einge-
gangen und es ist unklar, ob dieses mitgedacht wurde.

In der formulierten Weise ist die Organisation der Begriindung punktférmig, das
heiflt tautologisch in dem Sinne, dass zwei Dinge auseinander begriindet wer-
den, die eigentlich bedeutungsgleich sind: Wenn ich Zweierpaare einkreise,
bekomme ich am Ende Zweierpaare.

Strukturierung Unterschied
Art des Einkreisens singular
Ikonisch I I
Endergebnis Gemeinsamkeit
Zerlegung in Zweierpaare klassifikatorisch

Abbildung 86 Interaktionsgruppe, Paarbeweis, Turns 353 und 357

Dagegen etablieren B und C gemeinsam ein anderes Verstindnis, das auch die
Voraussetzung in die Uberlegungen mit einbezieht. C fehlt eine Begriindung fiir
die Art der Strukturierung und schligt daher eine andere Strukturierung vor:

,,Konnten wir das nicht einfach anders strukturieren? Weil so macht das keinen Sinn.” (Turn 352, C,
Herv. d. Verf.)
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Der fehlende ,,Sinn* kann in der Weise interpretiert werden, dass in der bisheri-
gen Art der Strukturierung, wo erst innerhalb der Doppelreihe eingekreist wurde
und dann die iibrigen Pléttchen, sich kein grundlegendes, allgemeines Prinzip
zeigt. Diese Interpretation wird durch die daran ankniipfende AuBerung von B
bestitigt:

,,Was ich komisch finde, ist, dass wir erst zeilenweise einkreisen und dann wieder ... das macht
keinen Sinn.” (Turn 354, B, Herv. d. Verf.)

Laut B gibt es keine Stimmigkeit, keine interne Kohdrenz innerhalb des Beweis-
schrittes der Strukturierung. C schldgt daraufhin eine konkrete andere Struktu-
rierungsweise vor und B hebt dies schlieBlich auf die Metaebene und stellt fest:

,,»Also kreisen wir die Zahlen einzeln ein.* (Turn 356, B, Herv. d. Verf.)

B stellt hier fest, dass sich die vorgeschlagene Strukturierung nun nach der klas-
sifikatorisch verstandenen Gemeinsamkeit in der Voraussetzung richtet, dass es
zwei verschiedene Zahlen gibt. Dadurch ergibt sich eine klassifikatorische Ge-
meinsamkeit hinsichtlich der Strukturierung.

Voraussetzung Gemeinsamkeit
zwei Zahlen klassifikatorisch
ikonisch I I
Strukturierung Gemeinsamkeit
Art des Einkreisens klassifikatorisch

Abbildung 87 Interaktionsgruppe zur Allgemeingiiltigkeit, Paarbeweis, Turn 356, Unterschied in
Gemeinsambkeit aufgelost

Kohdirenzebene der Beispielnutzung und deren Organisation

Auf der Ebene der Beispielnutzung zeigt sich durch die ganze Diskussion hin-
durch eine Bewegung vom Unterschied hin zur Gemeinsamkeit und von einer
eher singuldren Betrachtung hin zu einer klassifikatorischen Betrachtung der
Beispiele. Dabei zeigen sich zwei unterschiedliche Mechanismen: Die Unter-
schiede werden entweder sprachlich eliminiert und nur die Gemeinsamkeiten
benannt oder die Unterschiede werden auf einem hoheren Abstraktionsniveau in
Gemeinsamkeiten aufgelost.

In letzterem Fall werden dafiir zunéchst singulire Gemeinsamkeiten festge-
stellt zwischen dem urspriinglichen Zahlenbeispiel und dem Zahlenbeispiel, auf
das die Darstellung entsprechend des Impulses iibertragen werden soll. Im wei-
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teren Verlauf in der zweiten Arbeitsphase wird dann nach einem allgemeinen
Prinzip hinter der Strukturierungsweise gesucht. Durch den Einbezug der Vo-
raussetzung® kénnen schlieBlich klassifikatorische Gemeinsamkeiten in den
anderen Beweisschritte benannt werden. Dies wird jedoch nur implizit themati-
siert und es bleibt unklar, inwiefern sich die Diskussionsteilnehmenden {iber
diesen Aspekt selbst bewusst sind.

Intra- und interpersonelle Prozesse

Alle Diskussionsteilnehmenden scheinen das Verstdndnis zu teilen, dass, um
Allgemeingiiltigkeit herstellen zu kdnnen, Unterschiede zwischen den Beispie-
len aufgehoben und Gemeinsamkeiten hergestellt werden miissen.

B nimmt in dieser Diskussion wieder eine dominante Rolle ein. Zu Beginn der
Diskussion bringt B die von C betrachteten singuliren Unterschiede in den
internen Zusammenhédngen zwischen Strukturierung und Endergebnis zusam-
men mit den von A hervorgehobenen klassifikatorischen Gemeinsamkeiten. B
vollzieht dadurch eine Entwicklung von der singuldren Betrachtungsweise von
C zu einer stirker klassifikatorischen Betrachtung und von den Unterschieden
zwischen den Beispielen hin zu deren Gemeinsamkeiten.

Dariiber hinaus versucht B in der zweiten Arbeitsphase ein allgemeines Prinzip
hinter der Strukturierungsweise zu erkennen. Daraus motiviert B schlieBlich den
Einbezug der Voraussetzung in die Betrachtung.

Diese Aspekte im Verstindnis von B entwickeln sich interaktional in Ausei-
nandersetzung mit den von C (beziehungsweise in der Plenumsphase) vorge-
schlagenen Strukturierungen. C macht diesbeziiglich im Verlauf der Diskussion
ebenfalls eine Entwicklung durch. Wéhrend am Anfang rein singuldre Unter-
schiede festgestellt werden, sucht auch C am Ende, gemeinsam mit B, nach
einem allgemeinen Prinzip in der Strukturierungsweise.

A formuliert eingangs ein Verstdndnis, das auf dem Eliminieren von Unterschie-
den beruht, folgt dann der Entwicklung der beiden anderen Rollen und kommt
abschlieBend wieder zuriick zum eingangs formulierten Verstdndnis. Das Ver-
standnis von A zeigt sich hier somit als zeitlich nicht robust.

Die Verstindnisse von A einerseits und B und C andererseits liegen bis zum
Ende unaufgelost nebeneinander vor.

66 Bereits in der ersten Arbeitsphase wird der Einbezug der Voraussetzung explizit bei
der Betrachtung interner, klassifikatorisch verstandener Kohdrenzen thematisiert, wo-
rauf spéter jedoch nicht mehr explizit Bezug genommen wird (vgl. dazu auch Ab-
schnitt 6.4.1 zur internen Kohdrenzebene).
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6.4.3 Externe Kohirenzebene

Bei der Diskussion des Blockbeweises (in der Interaktionsgruppe auch bei der
Diskussion des Paarbeweises) wurde vermehrt auch die externe Kohdrenzebene
in die Diskussion der Allgemeingiiltigkeit einbezogen. Diese zeigte dabei eine
dhnlich differenzierte Binnenstruktur wie die bereits analysierte interne Kohé-
renzebene. Dies soll in diesem Abschnitt detailliert dargelegt werden

Interaktionsgruppe

Turn-by-Turn Analyse

Beweisversuch 1:

3
, 000
oHvo0@
4
Die Summe ist ungerade. Wir kénnen also spaltenweise Zweierpaare

einkreisen, wobei genau ein Plattchen Gibrigbleibt. In der oberen Zeile sind
ungerade viele Plattchen dargestellt, in der unteren gerade viele.

Abbildung 88 Paarbeweis (entspricht Abbildung 29)

In der Interaktionsgruppe wird, anders als in den anderen Gruppen, bereits bei
der Diskussion des Paarbeweises ein Lemma etabliert:

Ach so, ich glaube, [...] deswegen sollte man es ja machen, dass man nicht weiter einkreist, weil
damit zeigt man dieses Problem, dass halt nicht genau eins iibrig bleibt. Man kann auch sagen, dass
finf iibrig bleiben und das ist ja auch eine ungerade Zahl. Das ist halt so ein Formulierungsas-
pekt.“" (Turn 180, B, Herv. d. Verf.)

Die Gemeinsamkeit, dass es sich in beiden Beispielen um eine ungerade Anzahl
an Plattchen handelt, wird hier implizit als Lemma formuliert. Dies wird deut-
lich im letzten Satz, wo diesbeziiglich von einem ,,Formulierungsaspekt™ ge-
sprochen wird.

Hier ist, sehr implizit, die Organisationslogik auf der externen Ebene umgekehrt
zur Beweislogik: Aus der zu beweisenden Aussage, wonach am Ende eine unge-
rade Anzahl an Pléttchen erhalten werden soll, wird die Gemeinsamkeit moti-
viert, die im Endergebnis beider Beispiele zu sehen sein soll, ndmlich dass die
iibrigen Pléttchen eine ungerade Anzahl haben. In Abbildung 89 ist dieser Zu-
sammenhang auf der externen Ebene dargestellt, zusétzlich zu den Zusammen-

67 Dieser Turn ist ebenfalls Teil der Analyse in Gayer (2023).
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héngen, die beziiglich der anderen Kohérenzebenen bereits analysiert wurden
(vgl. Abbildung 111im Abschnitt zur Kohdrenzebene der Beispielnutzung).

Strukturierung
Art des Einkreisens
- Unterschied

ikonisch I Klassifikatorisch
|
Endergebnis Lemma Unterschied l

B — P i Ungerade viele ) .
. tibrige Plattchen ibrige Pléttchen ' singular |
sprachlich -
Aussage | Gemeinsamkeit l
Ungerade Summe singular

Abbildung 89 Interaktionsgruppe, Paarbeweis, Turn 180, Lemma implizit aus Aussage heraus
motiviert

In Turn 207 wird das zuvor eher implizit formulierte Lemma explizit als sol-
ches formuliert:

,[-..] Ist halt die Frage, ob man dann bei dem Text hitte einfach schreiben kénnen, dass dann nicht
genau ein Plattchen ibrig bleibt, sondern genau ungerade viele Pléttchen immer iibrig bleiben.*
(Turn 207, B, Herv. d. Verf.)

Durch das Wort ,,immer* wird deutlich, dass diese Spezifitit im Endergebnis als
klassifikatorisch verstanden wird und hier somit eine Allgemeingiiltigkeit fiir
das formulierte Lemma angenommen wird. Da B hier an die eigene AuBerung
ankniipft, ist davon auszugehen, dass B dieses Lemma weiterhin implizit aus
der Aussage heraus begriindet. A organisiert diese Entititen auf der externen
Ebene in der anderen Richtung, welche auch der Beweislogik entspricht:

,Also, dass da die Anzahl der iibrig gebliebenen Pléttchen auch ungerade ist und es deswegen es
dann beweist, dass es ungerade ist. [...]“ (Turn 208, A, Herv. d. Verf.)

Hier wird tiber das Wort ,,deswegen‘ nun explizit der Zusammenhang innerhalb
der externen Ebene formuliert, dass aus dem Lemma die zu beweisende Aussage
folgt. Insgesamt liegt also eine kreisférmige Organisation auf der externen Ebe-
ne vor. Warum das Lemma gilt, wird von A nicht begriindet. Wie genau sich aus
dem Lemma die Aussage folgern ldsst ebenfalls nicht.

Auf der logischen Metaebene betrachtet, wird hier fautologisch argumentiert:
Implizit wird hier der Zusammenhang genutzt, dass eine gerade Zahl (die Dop-
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pelreihe) und eine ungerade Zahl (die restlichen Pléttchen) eine ungerade Sum-
me ergeben, was genau die Aussage ist, die bewiesen werden soll. C stimmt den
Ausfiihrungen durch eine kurze zustimmende Aullerung zu.

Lemma
Ungerade viele
. Endergebnis Ubrige Plattchen Gemeinsamkeit
sprachlich lbrige Plattchen klassifikatorisch
Aussage
Ungerade Summe

Abbildung 90 Interaktionsgruppe, Paarbeweis, Turns 207 und 208, Kreisformige Organisation auf
der externen Ebene

In der Interaktionsgruppe wird bereits am Ende der ersten Arbeitsphase mit dem
Verbessern der Beweisversuche begonnen. Dabei wird erneut auf das oben for-
mulierte Lemma Bezug genommen. Es wird zunichst von A, welche selbst
zuvor dieses Lemma formuliert hatte, die allgemeine Ubertragbarkeit des Paar-
beweises infrage gestellt:

,Ja, aber wie soll ich den verbessern? Wenn der bei manchen Zahlen gar nicht aufgehen kann?
(Turn 294, A, Herv. d. Verf.)®®

A wird daraufhin von C an das Lemma erinnert:

»,Genau, was du gesagt hattest mit diesen Pléttchen, die {ibrig bleiben, dass die halt ungerade sind,
und das kann man ja sehen, indem man die auch nochmal in Zweierpaare unterteilen kénnte oder
50.“ (Turn 298, C, Herv. d. Verf.)*¥

Hier wird aus dem Endergebnis heraus eine Strukturierung begriindet. Diese
Organisation entspricht der bereits bei der Analyse der internen Kohérenzebene
(vgl. Abschnitt 6.4.1) analysierten typischen Denkrichtung. Wahrend diese
Denkrichtung vom Endergebnis hin zur Strukturierung dabei insofern weniger
problematisch war, als diese nur singulir betrachtet wurde oder lediglich als
heuristische Strategie genutzt wurde, ist sie in klassifikatorisch verstandener
Weise als Begriindungsrichtung im Beweis inkorrekt und folgt einer falschen
logischen Struktur. Da diese jedoch an den fritheren Stellen nicht problemati-
siert wurde, bleibt sie den Teilnehmenden auch an dieser Stelle unbewusst.

68 Diese Turns wurden ebenfalls bereits von Gayer (2023), mit einem anderen Fokus als
in diesem Abschnitt, analysiert.
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Abbildung 91 Interaktionsgruppe, Paarbeweis, Turn 298, Falsche logische Schlussrichtung

Beweisversuch 3:

Wir haben 4 gleich grofe Blocke in griin eingekreist, wobei 1 Plattchen
{ibrigbleibt. Die Summe ist also immer ungerade.

Abbildung 92 Blockbeweis (entspricht Abbildung 31)

In Bezug auf den Blockbeweis werden in der Interaktionsgruppe beim Vergleich
des urspriinglichen Beispiels mit dem neuen Beispiel mit den Zahlen 2 und 7
Unterschiede hinsichtlich der Anzahl der Blocke festgestellt:

,[-..] da werden ja alle, &hm, da das ja durch drei teilbar ist, die neun, werden ja, &h, gibt es ja drei
Dreierpaare.” (Turn 187, C)

Hier geht C zunédchst implizit von einer Gemeinsamkeit in der Grofle der Blocke
aus, die klassifikatorisch verstanden wird. Auch im neuen Beispiel werden daher
wieder Dreierblocke betrachtet. Dabei stellt C jedoch singuldr einen Unter-
schied in der Anzahl der Blocke fest, wo nun drei Blocke statt zuvor vier erhal-
ten werden. Die Anzahl der Dreierblocke wird dabei nicht aus den vorherigen
Beweisschritten hergeleitet, sondern auf Grundlage einer kreisformigen Organi-
sation aus dem Endergebnis selbst heraus: Aus dem singulidren Endergebnis der
Gesamtanzahl wird die Anzahl der Dreierblocke hergeleitet. B denkt dies wei-
ter, indem B dies in Beziehung setzt zur zu beweisenden Aussage:

,»Ja, gut, da haste halt drei Blocke und drei ist nicht gerade, deswegen.* (Turn 188, B)

B gleicht diesen singulédren Unterschied mit der Aussage ab und stellt auf dieser
Grundlage den klassifikatorisch verstandenen Unterschied fest, dass es sich
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nicht um konkret drei, sondern um ungerade viele Blocke handelt. C folgt B in
dieser Argumentation:

,[...] Deswegen passt das ja nicht, es gibt drei gleich groe Blocke.“ (Turn 189, C)

Es wird versucht, die Kohirenz zwischen den beiden Beispielen hinsichtlich
einer Spezifitdt herzustellen und festgestellt, dass dann die externe Kohirenz
zur Aussage nicht mehr gegeben ist.

B fokussiert nun auf die problematische Stelle in der vorherigen Argumentati-
onskette:

Aber ich habe das anders gemacht. Wir haben vier gleich grof3e Blocke, das heifit, ich habe jetzt
wieder in vier gleich grof3e Blocke unterteilt und dann ist noch ein Pléttchen iibrig. [...]* (Turn 190,
B)

B versucht hier die Kohérenz zwischen beiden Beispielen herzustellen, also an
dieser Stelle fiir eine empirische Ubertragbarkeit zu sorgen. Die Schwachstelle
in der vorherigen Argumentation gegen die Ubertragbarkeit ist laut B die Aus-
wahl der Spezifitdt, die iibertragen werden sollte. Laut B sollte nicht die Grofe
der Blocke iibertragen werden, sondern die Anzahl der Blocke. Die externe
Kohérenz zur Aussage begriindet B iiber das Lemma, dass mit einer geraden
Anzahl an gleich grofen Blocken eine gerade Zahl verdeutlicht wird:

»[.-.] Du musst ja immer eine gerade Anzahl an Blocken haben.” (Turn 190, B)

Warum immer eine gerade Anzahl an Blocken bendtigt wird, wird von B nicht
explizit begriindet. Auch hier wird vermutlich wieder implizit von dem in der
Aussage geforderten Endergebnis ausgegangen, dass die Gesamtzahl der Platt-
chen (ohne das iibrige Plattchen) gerade sein soll.

Endergebnis Gemeinsamkeit
GroBe der Blocke klassifikatorisch
1
= :
ikonisch Lemma Unterschied
Anzahl Biscke singular

Endergebnis

Anzahl der Blécke |
Aussage Unterschied
Summe ungerade klassifikatorisch

Abbildung 93 Interaktionsgruppe, Blockbeweis, Turns 187-190, Lemma implizit aus Aussage
heraus motiviert
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B bringt in diese Diskussion um die Zusammenhéinge auf der externen Ebene
noch die Definition der Paritdt ein, was A wie folgt aufgreift:

,»Also, das konnen wir ja vielleicht auch als Kritik anmerken, dass es besser gewesen wire, hitte
man, wenn man das halt, weil die Definition ist ja, eine Zahl ist dann durch zwei teilbar, wenn sie
ohne Rest in Zweierpackchen aufgeteilt werden kann, und das hitte man hier, glaube ich, besser
hétte machen sollen [...]* (Turn 197, A)

A bringt hier die ikonische Definition der Paritdt ins Spiel, welche auf der Gro-
Be der Blocke (,,Zweierpackchen®) basiert. Laut A sollte eigentlich iiber diese
Definition die Kohérenz zwischen der ikonischen Darstellung des Endergebnis-
ses und der Aussage hergestellt werden, also die externe Kohédrenz gewihrleistet
werden sollte. A setzt dies nun in Beziehung zur vorangegangenen Diskussion
und kommt zu dem Schluss, dass dies auch iiber den Zwischenschritt eines
Lemmas moglich ist:

,[...] aber weil vier ist ja auch durch zwei teilbar ist, ist es ja letztlich nicht egal, aber es geht halt
auch mit vier, geht auch mit sechs und auch mit acht. (Turn 197, A)

A begriindet das zuvor formulierte Lemma, dass eine gerade Anzahl an Blocken
eine gerade Zahl verdeutlicht, nun iiber die symbolische Definition einer gera-
den Zahl, dass diese durch zwei teilbar ist. Hier werden mehrere Ebenen ver-
mischt. Einmal wird nicht klar unterschieden zwischen der Grofle der Blocke,
die zuvor von A benannt wurde, und der Anzahl der Blocke, die beide als Be-
griindungsgrundlage dienen konnen. Weiterhin wird hier zum ersten Mal die
symbolische Darstellungsebene mit einbezogen und nicht klar getrennt von der
ikonischen: Uber die symbolische Definition werden hier ikonische Zusammen-
hinge begriindet. Die Organisation der Argumentation entspricht dabei auf
externer Ebene der Beweislogik: Aus einer grundlegenden Definition wird ein
Lemma abgeleitet und daraus die Aussage begriindet. Insgesamt wird es
dadurch moglich, aus der ikonischen Darstellung des Endergebnisses die Kohé-
renz zur Aussage zu begriinden.
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Abbildung 94 Interaktionsgruppe, Blockbeweis, Turn 197, Korrekte Organisation auf externer
Ebene durch Einbezug der Definition

Entitdten der externen Kohdrenzebenen und deren Organisation

Die Interaktionsgruppe ist die einzige Gruppe, die schon bei der Diskussion des
Paarbeweises ein Lemma formuliert. Die in Bezug auf diesen Beweisversuch
festgestellte Gemeinsamkeit im Endergebnis, dass immer ungerade viele Plétt-
chen iibrig bleiben (vgl. Abschnitt 6.4.2 zur Kohérenz der Beispiele), wird zu-
nachst eher singuldr betrachtet und das entsprechende Lemma nur implizit for-
muliert. Durch einen Wechsel zu einer klassifikatorischen Betrachtungsweise
wird das Lemma schlielich explizit sprachlich formuliert.

Die Giiltigkeit des Lemmas wird dabei jedoch nicht explizit begriindet, sondern
eher implizit aus der Aussage heraus motiviert. Auf externer Ebene liegt hier
somit eine zur Beweislogik umgekehrte Organisation vor.

In Bezug auf den Blockbeweis werden unterschiedliche Spezifititen im Ender-
gebnis — die GroBe der Blocke und die Anzahl der Blocke — in den Blick ge-
nommen, diese aber nicht klar voneinander getrennt. Um Kohiirenz zwischen
den Beispielen herzustellen und gleichzeitig die Kohédrenz auf der externen
Ebene weiterhin zu gewihrleisten, wird eine zusétzliche Entitdt auf der exter-
nen Ebene hinzugefiigt: Es wird ein Lemma formuliert, wonach die Anzahl der
Blocke gerade sein soll. AuBerdem wird auch die Definition gerader Zahlen
explizit mit in die Betrachtung einbezogen. Hier kommt es jedoch implizit zu
einer Vermischung der Darstellungsebenen ikonisch und symbolisch.

Wihrend das Lemma zunéchst implizit aus der Aussage heraus motiviert wird,
also auf externer Ebene zunichst eine der Beweislogik umgekehrte Organisation
vorliegt, folgt die Organisation auf der externen Kohdrenzebene am Ende der
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Beweislogik: Aus der Definition wird das Lemma hergeleitet und dariiber die
Aussage begriindet.
Intra- und interpersonelle Prozesse

B hat eine dominante Rolle. Die Lemmata werden im Wesentlichen von B
entwickelt. Dies geschieht interaktional in der Auseinandersetzung mit dem
von C eingebrachten, eher singuldren Verstdndnis (flir den Paarbeweis vgl. dazu
auch Abschnitt 6.4.2).

C hat hier wieder eine unterstiitzende Rolle fiir die Entwicklung des Verstind-
nisses. C bringt bei der Diskussion des Blockbeweises die Spezifitit der Anzahl
der Blocke zum ersten Mal zur Sprache und verweist auf eine mangelnde Kohé-
renz zur externen Kohirenzebene. Dies greift B auf und 16st dies durch Formu-
lierung eines Lemmas in Bezug auf diese Spezifitit. Inwieweit C der Argumen-
tation von B folgt, bleibt unklar, da C sich im weiteren Verlauf dazu nicht mehr
dufert. Bei der Diskussion des Paarbeweises iibernimmt C schlieBlich das von B
formulierte Lemma in die eigene Argumentation.

A folgt bei der Diskussion des Paarbeweises zeitweise der Argumentation von
B, weicht am Ende jedoch wieder davon ab. Bei der Diskussion des Blockbe-
weises spielt A schlieBlich eine wichtige unterstiitzende Rolle. A denkt die von
B eingebrachte Position weiter, indem auch die Definition der Paritét als Entitét
in der externen Kohirenzebene einbezogen wird und die Kohérenzen auf der
externen Ebene, der Organisation der Beweislogik folgend, explizit formuliert
werden. Da sich die anderen Diskussionsteilnehmenden zu diesem von A einge-
brachten Aspekt nicht weiter &ulern, bleibt unklar, inwieweit dieses Verstédndnis
in dieser Gruppe geteilt wird.

Inselgruppe

Beweisversuch 3:

Wir haben 4 gleich grofe Blocke in griin eingekreist, wobei 1 Plattchen
librigbleibt. Die Summe ist also immer ungerade.

Abbildung 95 Blockbeweis (entspricht Abbildung 31)

Turn-by-Turn-Analyse

Bereits im Diskussionsabschnitt zum ersten Impuls der Aufgabenstellung, also
beim Vergleich der Beweisversuche hinsichtlich ihrer Validitét, wird in der In-
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selgruppe in der Diskussion des Blockbeweises ebenfalls zunichst auf die Gro-
Be der Blocke fokussiert:

Ja, weil wie erklérst du denn jemandem, warum denn da gar drei eingekreist sind und nicht zwei.
[...]* (Turn 78, A)

Hier macht A zunichst einen sehr weiten sozialen Kohédrenzrahmen auf, indem
die Nachvollziehbarkeit fiir belicbige weitere Personen infrage gestellt wird.
Dies begriindet A durch einen Bezug auf die ikonische Definition einer geraden
Zahl:

l...] Weil zwei zeigt doch viel besser, dass das immer gerade Zahlen sind [...].” (Turn 78, A, Herv.
d. Verf.)

A spricht hier implizit die ikonische Definition an, dass eine gerade Zahl
dadurch verdeutlicht wird, dass sie restlos in Zweierpaare zerlegbar ist. Ein
expliziter Bezug zur Aussage, dass eine ungerade Zahl herauskommen soll,
wird hier nicht vorgenommen. C reagiert darauf und formuliert in Opposition zu
A das gleiche Lemma, wie schon in der Interaktionsgruppe formuliert wurde:

,.Ja, aber es geht darum, dass man eine gerade Anzahl gleich groBer Blocke hat.* (Turn 79, C, Herv.
d. Verf))

Durch das Wort ,,aber* wird deutlich, dass es sich fiir C hier um eine gegeniiber
A gegensitzliche Position handelt. Es wird nun von C, ohne dies explizit zu
thematisieren, der Fokus von der GroBe der Blocke zur Anzahl der Blocke ge-
lenkt. Dabei wird das Lemma formuliert, dass die Anzahl gerade sein muss, um
eine gerade Zahl zu verdeutlichen. A duBert dazu ein kurzes ,,Ach so ... (Turn
80, A), was auf einen gedanklichen Shift bei A hinweist. C begriindet darauthin
das Lemma wie folgt:

,,Weil die sind ja dann auch immer durch zwei teilbar. [...]* (Turn 81, C, Herv. d. Verf.)

Wie in der Interaktionsgruppe wird hier, ohne das explizit zu thematisieren, von
der ikonischen auf die symbolische Darstellungsebene gewechselt. Das Lemma,
das auf die ikonische Darstellungsebene zielt, wird hier nun iiber eine Definiti-
on auf symbolischer Ebene, die Teilbarkeit durch zwei, begriindet. Auch hier
wird der Bezug zur Aussage nicht explizit formuliert.
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Abbildung 96 Inselgruppe, Blockbeweis, Turn 78-81, Motivation Lemma aus Definition

Bei der Ubertragung des Blockbeweises auf die Zahlen 2 und 7 wirft B erneut
die Frage auf, welche Spezifitit hinsichtlich BlockgroBe oder Blockanzahl {iber-
tragen werden soll:

,,Was fiir Blocke wiirdet ihr jetzt bei dem Dritten nehmen?* (Turn 223, B)

C verweist daraufthin wieder auf die Anzahl der Blocke und begriindet dies an
dieser Stelle aus der Kohérenz der Darstellungsebenen:

,Naja, da steht ja man muss vier gleich groe Blocke machen, ne?* (Turn 224, C)

Die sprachliche Darstellung gibt also laut C vor, was ikonisch dargestellt wer-
den soll. Daraufhin stellt C zunédchst eine Diskrepanz fest, 10st diese dann aber
fiir sich selbst auf:

,,Ja, aber es geht halt nicht, oder? Ach, doch, es geht. Es sind dann ja Zweierblocke, oder?* (Turn
226, C)

C stellt fest, dass, um hinsichtlich der Anzahl der Blocke eine klassifikatorisch
verstandene Gemeinsamkeit herzustellen, eine Unterschiedlichkeit in der Grofle
der Blocke akzeptiert werden muss. Hier wird zum ersten Mal explizit unter-
schieden zwischen diesen beiden Spezifititen:

Ab Turn 327 entspringt um diesen Punkt eine Diskussion zwischen Bund C: B
stellt zunichst die von C formulierte streng direktionale Beziehung von der
sprachlichen zur ikonischen Darstellungsebene infrage:

»Es st halt die Frage, es ist da generell einfach nur gleich groe Blocke mit

gemeint oder unbedingt vier Blocke. Das ist halt, vier Blocke ist halt nicht
immer moglich [...]* (Turn 327, B)

Laut B ist es nicht moglich, eine Kohiirenz zwischen den Beispielen herzustel-
len, wenn man die Kohédrenz der Darstellungsebenen im strengen Sinne auf-
fasst und erneut versucht vier gleich grofle Blocke zu markieren. Daraus moti-
viert B ein Lemma, wonach die Anzahl der Blocke beliebig ist und nicht not-
wendigerweise auf vier festgelegt.
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Darauf, dass dies laut C dutchaus moglich ist, geht B hier nicht ein, was darauf
schlieen lésst, dass diese AuBerung von C fiir B im Diskussionsverlauf unter-
gegangen ist.

- . ! Lemma Gemeinsamkeit
ikonisch <= sprachlich Endergebnis - .
Anzahl der Bldcke Anzahl der Blocke ‘ klassifikatorisch
} 1
! ¥
. Unterschied
Endergebnis sinaulir
GréBe der Blocke &

Abbildung 97 Inselgruppe, Blockbeweis, Turns 224, 226 und 327

C geht nun aber nicht darauf ein, dass diec Kohirenz zwischen den Beispielen
hinsichtlich der Spezifitit von vier gleich groflen Blocken durchaus gegeben ist,
sondern liefert stattdessen zwei voneinander unabhéngige Begriindungen dafiir,
warum es vier gleich grofle Blocke sein miissen. Der erste Begriindungsstrang
lauft iber eine Art Kontraposition:

»Naja, drei gleich grole Blocke wirde ja nicht funktionieren. Wenn du die
hier wegnimmst, hast du drei mal drei, das sind neun.[...]* (Turn 328, C)

Der Fokus bleibt weiterhin auf der Anzahl der Blocke. Es wird hier ein Beispiel
fiir die folgende Aussage genannt: Wenn die Anzahl der Blocke nicht vier bezie-
hungsweise nicht gerade ist, dann funktioniert es nicht, das heif3it, dann erhélt
man nicht das gewiinschte Endergebnis. Dies wird hier jedoch nicht allgemein
begriindet, sondern durch ein rein singuldr betrachtetes Beispiel. Dabei liegt
eine &hnliche, kreisformige Organisation innerhalb des Beweisschrittes des
Endergebnisses vor wie in der Interaktionsgruppe, wenn aus dem singuldren
Endergebnis von neun Pléttchen die Anzahl und GréBe der Blocke hergeleitet
wird. AuBlerdem stellt die obige Aussage nicht die korrekte Kontraposition dar
zu dem Lemma: Wenn die Anzahl der Blocke vier ist, dann erhdlt man das ge-
wiinschte Endergebnis. Dass ,,drei gleich grofle Blocke [...] nicht funktionie-
ren®, begriindet C weiter wie folgt:

,[-..] Aber die Anzahl der Blocke muss ja gerade sein. Das heifit, es kann nur eine gerade Anzahl
gleich groBer Blocke sein.” (Turn 328, C)

Hier wird das bereits in Turn 79 formulierte Lemma genutzt, um dessen Kontra-
position zu begriinden. Diese Kontraposition wiederum sollte aber urspriinglich
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das Lemma begriinden. Hier liegt in der externen Kohidrenzebene auf der logi-
schen Metaebene eine kreisformige Organisation vor.

o Kontraposition® des
Lemmas

o Endergebnis
ikonisch Anzahl der Blocke

It
I
¥I

Lemma
Anzahl der Blocke

Abbildung 98 Inselgruppe, Blockbeweis, Turn 328, Kreisformige Organisation auf logischer Me-
tacbene

C argumentiert hier nur dafiir, dass die vier gleich grolen Blocke notwendig
sind fiir die Argumentation, bleibt also auf der Ebene der internen und exter-
nen Kohirenz. Auf die von B formulierte Problematik, dass sich auf Grundlage
dieser Spezifitit keine Kohérenz zwischen den Beispielen herstellen lasst, geht
C dabei nicht ein. Dies formuliert B auch weiterhin im Anschluss an die Argu-
mentation von C:

,,Ja, klar, aber trotzdem. Vier gleich grofle Blocke ist ja nicht immer moglich. [...] (Turn 329, B)

Das Grundproblem ist fiir B hier nicht geldst. Die Diskussion geht an dieser
Stelle in eine andere Richtung, sodass diese Diskrepanz zwischen B und C nicht
aufgelost wird.

Bei der Diskussion des Blockbeweises ist der Fokus die meiste Zeit auf das
Endergebnis gerichtet. Von der Ubungsleiterin wird fiir diesen Beweisversuch in
der zweiten Arbeitsphase eine Strukturierung vorgeschlagen, wonach die Zahlen
einzeln in Blocke zerlegt werden, also die Voraussetzung ikonisch dargestellt
wird. C sieht auch dies zunichst in Bezug zum Endergebnis, nicht zur Voraus-
setzung:

»Aber ich finde es irgendwie schon sinnvoll, weil es zeigt ja, dass am Ende ein
Plattchen tiberbleibt. (Turn 495, C)

Erst D lenkt den Fokus diesbeziiglich auf den Beweisschritt der Voraussetzung:

,Und es wurde nochmal gleichzeitig, also zusédtzlich nochmal im  Prinzip
bewiesen, dass die erste Zahl gerade ist, bezichungsweise die zweite Zahl
ungerade.” (Turn 496, 1), Herv. d. Verf.)

D formuliert hier explizit, dass durch diese ikonische Darstellung die Vorausset-
zung entsprechend der Aussage verdeutlicht wird. Die Organisation zwischen
interner und externer Kohérenzebene ist jedoch umgekehrt zur Beweislogik:
Laut D beweist diese Darstellung die in der Aussage geforderte Voraussetzung.
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In der Beweislogik miisste die ikonische Darstellung der Voraussetzung aus den
in der Aussage geforderten Eigenschaften hergeleitet werden.

Voraussetzung Aussage
zwei Zahlen gerade, ungerade Zah!

Strukturierung

ikonisch Art des Einkreisens

[
I
12
Endergebnis
ubrige Plattchen

Abbildung 99 Inselgruppe, Blockbeweis, Turns 495f, Umgekehrte Organisation zwischen interner
und externer Ebene

Entitdten der externen Kohdrenzebene und deren Organisation

In dieser Gruppe wird von Anfang an direkt {iber die ikonische Definition einer
geraden Zahl argumentiert. Es findet diesbeziiglich ein expliziter Wechsel statt
von der Spezifitit der Grofe der Blocke hin zur Spezifitit der Anzahl der BI6-
cke. Diese Spezifititen werden explizit voneinander unterschieden.

Dabei wird das gleiche Lemma wie in der Interaktionsgruppe formuliert. Dieses
wird schlieBlich iiber die symbolische Definition der Paritdt begriindet. Die
Organisation der externen Kohédrenzebene entspricht damit der Beweislogik.
Die Darstellungsebenen ikonisch und symbolisch werden dabei jedoch implizit
vermischt. Das Lemma wird hier vor allem auf der externen Kohérenzebene
motiviert und begriindet sowie {iber die Kohérenz der Darstellungsebenen, In
diesem Verstidndnis gibt die sprachliche Darstellung vor, was ikonisch darge-
stellt werden soll. Die Problematik, dass dabei nicht immer die Kohirenz zwi-
schen den Beispielen gewihrleistet werden kann, steht in dieser Diskussion
eher im Hintergrund.

Dass sich aus dem Lemma die Aussage herleiten ldsst und damit die Kohérenz
von interner und externer Ebene gewéhrleistet wird, wird nicht explizit themati-
siert.

In der weiteren Diskussion wird von der korrekten /inearen Organisation abge-
wichen. Dabei zeigen sich auf verschiedenen Ebenen kreisformige Organisati-
onsformen. Einmal, wie schon in der Interaktionsgruppe, innerhalb des Beweis-
schrittes des Endergebnisses, wenn die Anzahl Blocke aus der konkreten Ge-
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samtanzahl der Pldttchen heraus begriindet wird. Und einmal in der externen
Kohidrenzebene auf der logischen Metaebene, wenn die (falsch formulierte)
Kontraposition des Lemmas aus dem Lemma heraus begriindet wird und das
Lemma wiederum aus dessen Kontraposition heraus.

Die Voraussetzung wird erst in der zweiten Arbeitsphase einbezogen und erst
auf den Impuls der Ubungsleiterin hin, die Ausgangszahlen direkt in Doppelrei-
hen zu strukturieren. Die Organisation von interner und externer Ebene ist hier
jedoch umgekehrt zur Beweislogik .

Intra- und interpersonelle Prozesse

A spielt auch hier wieder eher eine Nebenrolle, indem A lediglich zu Beginn die
Kohirenz zur externen Ebene als Problem aufwirft. Dieses Problem versucht C
im Folgenden aufzuldsen. Dafiir formuliert C das gleiche Lemma, das schon in
der Interaktionsgruppe formuliert wurde, und begriindet dieses ebenfalls aus der
symbolischen Definition der Paritdt heraus. Im weiteren Diskussionsverlauf
entwickelt C verschiedene weitere Begriindungen fiir dieses Lemma, die sich
iber die Kohérenz der Darstellungsebenen und eine kreisformige Organisati-
on auf der logischen Metaebene in der externen Kohirenzebene ergeben. C
nimmt auch in diesem Abschnitt eine dominante Rolle ein, indem C das oben
beschriebene Verstindnis weitgehend alleine entwickelt.

B stellt dagegen die Kohirenz zwischen den Beispielen in Frage. Fiir B bleibt
diese Problematik bis zum Ende bestehen, vor allem deshalb, weil die Argumen-
tationsstrange von B iiber die Kohirenz der Beispiele und von C iiber die exter-
ne Kohédrenz und das entsprechende Lemma parallel nebeneinander laufen und
nicht zueinander in Bezug gesetzt werden. Es wird nicht auf der Metaebene
erkannt, dass hier auf unterschiedlichen Ebenen argumentiert wird. Die beiden
Verstandnisse stehen sich bis zum Ende unvereint gegeniiber. A und D &uflern
sich im Diskussionsverlauf nicht weiter zu diesem Punkt, weshalb unklar ist,
welches Verstdndnis von ihnen entwickelt wird. C steht (wie auch B) mit dem
eigenen Verstindnis damit isoliert in diesem Diskussionsverlauf.

D bezieht auf, den Impuls der Ubungsleiterin hin, die Voraussetzung mit in die
Betrachtung ein, bleibt damit jedoch ebenfalls isoliert in diesem Abschnitt. Die
anderen Diskussionsteilnehmenden &uflern sich nicht zu diesem Punkt.
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Priinteraktionsgruppe

Turn-by-Turn-Analyse

Beweisversuch 3:

( 1 ¥ |
|

Wir haben 4 gleich grofe Blécke in griin eingekreist, wobei 1 Plattchen
ubrigbleibt. Die Summe ist also immer ungerade.

Abbildung 100 Blockbeweis (entspricht Abbildung 31)

In der Priinteraktionsgruppe wird als zu iibertragende Spezifitdt von B zunéchst
die GroBe der Blocke gewéhlt:

,,Weil die haben das ja in Dreierdinger* (Turn 470, B)

Hinsichtlich dieser Spezifitit soll zwischen den Beispielen Kohérenz herge-
stellt werden. B stellt dabei jedoch weiterhin fest, dass die externe Kohérenz
zur Aussage dann nicht mehr gegeben ist:

,,Das wire da ja sogar eine gerade Zahl. Das wiirde ja gar keinen Sinn machen.“ (Turn 475, B)

Es wird hier nicht weiter begriindet, warum dies keine gerade Zahl darstellt. Ob
dies an der ungeraden Gruppengréfe oder an dem dann fehlenden Pléttchen
liegt, bleibt unklar.

Endergebnis Aussage Gemeinsamkeit
GroBe der Blocke & klassifikatorisch

ikonisch

Abbildung 101 Priinteraktionsgruppe, Blockbeweis, Turns 470 und 475, Kohdrenz zwischen den
Beispielen prioritir gegeniiber externer Kohérenz

D versucht daraufhin die externe Kohirenz zur Aussage wiederherzustellen,
indem die GroBe der Blocke verdndert wird:

,,Okay, wenn man dann drei Blocke von drei nimmt. Wenn man jetzt das mit vier machen wiirde,
wiirde das wieder gehen.“ (Turn 478, D)
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Auch hier wird nicht begriindet, warum dies nun tatsichlich die Kohédrenz her-
stellt. Die nun gerade GruppengroBe, die gerade Gruppenanzahl oder das iibrige
Plattchen kommen alle als mdgliche Begriindung infrage. Auch ist nicht klar, ob
mit den ,,vier* die Grofle oder die Anzahl der Blocke gemeint ist. Nun ist jedoch
dic Kohirenz zwischen den Beispielen auf Grundlage der oben gewéhlten
Spezifitit nicht mehr gegeben. Dies wird von D indirekt in Turn 482 adressiert:

,[...] die Sache ist, das wird nicht klar, ob das immer in Dreierpdrchen sein muss. Es wird einfach
nur gesagt ,.drei gleich grole oder vier gleich grofie Blocke®. [...]* (Turn 482, D)

Um die zu tibertragende Spezifitéit zu kléren, bedient sich D hier der Kohirenz
der Darstellungsebenen. Danach sollte die sprachliche Darstellung die zu iiber-
tragende ikonische Spezifitit vorgeben. Dies ist laut D jedoch in diesem Be-
weisversuch nicht gegeben. An dieser Stelle findet implizit ein Wechsel von der
GrofBe der Blocke zur Anzahl der Blocke statt. Laut D ist zwar nicht sprachlich
benannt, dass es sich um Dreierblocke handeln muss, jedoch unterscheidet sich
die benannte Anzahl an gleich groBen Blocken zwischen den Beispielen. Tat-
sdchlich ist im urspriinglichen Beweisversuch von vier gleich groen Blocken
die Rede. Hier scheint bereits implizit eine sprachliche Formulierung fiir das
neue Beispiel festgelegt worden zu sein, die nun im Widerspruch steht zu der
urspriinglichen. D wechselt an spiterer Stelle wieder von der Anzahl der Blocke
zur GroBe der Blocke und schlédgt vor, eine Gruppengrdfle von vier zu wéhlen:

,.Ja, oder du machst vier in eins.* (Turn 495, D)

D selbst scheint hier die Unterscheidung zwischen GruppengréBe und Gruppen-
anzahl nicht klar zu sein. Diese Spezifititen werden stark vermischt und daher
kommt D auch nicht zu einheitlichen Folgerungen hinsichtlich der Kohérenzen
auf den verschiedenen Ebenen. Dass nun ein Unterschied zwischen den beiden
Beispielen hinsichtlich der GroBe der Blocke vorliegt, wird von D nicht weiter
thematisiert. Ein entsprechendes Lemma, wie in den anderen Gruppen, wird
hier nicht etabliert.

-~ Endergebnis
ikonisch sprachlich GroBe der Blocke Aussage
Anzahl der Blocke

Unterschied
singular

Abbildung 102 Priinteraktionsgruppe, Blockbeweis, 478, 482 und 495, Externe Kohérenz prioritar
gegeniiber Kohidrenz zwischen den Beispielen
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Entitdten der externen Kohdrenzebene und deren Organisation

Auch in dieser Gruppe wird versucht, die Diskrepanz zwischen der Kohérenz
zwischen den Beispielen und der Kohérenz zur externen Ebene der Aussage
aufzuldsen. In diesem Zusammenhang wird auch die Kohirenz der Darstel-
lungsebenen einbezogen, wonach die sprachliche Darstellung vorgeben soll,
was ikonisch dargestellt wird. Es wird im Endergebnis von der Spezifitdt der
GroBe der Blocke zur Spezifitdt der Anzahl der Blocke gewechselt. Dies passiert
jedoch sehr implizit und die beiden Spezifitdten werden nicht klar voneinander
unterschieden.

Die Diskrepanz zwischen den Kohidrenzebenen wird auch nicht aufgeldst, son-
dern jeweils einer der beiden Ebenen der Vorzug gegeben. Dabei wird nicht
festgestellt, dass vier Blocke eine gerade Anzahl an Blocken wiren, und kein
diesbeziigliches Lemma formuliert. Auch die Definition der Paritét wird nicht
explizit in die Betrachtung mit einbezogen.

Intra- und interpersonelle Prozesse

B hat hier eine Nebenrolle. Durch B wird die Problematik der Kohédrenz zur
externen Ebene in die Diskussion eingebracht. B legt dabei den Fokus auf die
Kohérenz zwischen den Beispielen, 16st die sich daraus ergebende Diskrepanz
zur externen Kohirenzebene jedoch nicht fiir sich auf.

In diesem Abschnitt hat D eine dominante Rolle. D versucht die Kohérenz zur
externen Ebene herzustellen, indem zur Spezifitdt der Grofle der Blocke ge-
wechselt wird, verliert dabei jedoch die Kohirenz zwischen den Beispielen
aus den Augen. Dies wird von D nicht weiter problematisiert. Die Verstidndnisse
von B und D stehen sich damit bis zum Ende unvereinbar gegeniiber.

D kommt auch nicht so weit, wie die dominanten Rollen in den anderen Grup-
pen, und formuliert kein entsprechendes Lemma. Die anderen Diskussionsteil-
nehmenden duBern sich nicht weiter zu dieser Problematik.

Vergleich der Gruppen

Entitéiten der externen Kohdrenzebenen und deren Organisation

In allen Gruppen wird bei der Diskussion des Blockbeweises eine Diskrepanz
zwischen dem Herstellen der Kohérenz zwischen den Beispielen und der Si-
cherung der externen Kohirenz zur Aussage festgestellt. Auch die Kohérenz
der Darstellungsebenen wird in der Inselgruppe und der Priinteraktionsgruppe
insofern in die Betrachtungen einbezogen, dass die zu iibertragende Spezifitit
durch die sprachliche Ebene vorgegeben sein soll.
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In der Interaktionsgruppe und in der Inselgruppe wird ein Lemma als zusitzli-
che Entitit auf der externen Ebene eingefiihrt®. In der Interaktionsgruppe wird
die Diskrepanz zwischen den Kohirenzebenen dadurch gelost.

Endergebnis Gemeinsamkeit
GroBe der Blocke klassifikatorisch
1
= !
ikonisch Lemma Unterschied
Anzahl Blécke singuldr

Endergebnis

Anzahl der Blécke |
Aussage Unterschied

Summe ungerade klassifikatorisch

Abbildung 103 Interaktionsgruppe, Zusammenspiel der einzelnen Kohdrenzebenen bei der Etablie-
rung des Lemmas (entspricht Abbildung 93)

In der Inselgruppe wird diese nur teilweise geldst, es bleiben jedoch bis zum
Ende hin diesbeziiglich unvereinbare Verstandnisse bestehen. In der Priinterak-
tionsgruppe bleibt die Diskrepanz zwischen den Kohérenzebenen bis zum Ende
bestehen, wobei jeweils einer der Kohdrenzebenen der Vorzug gegeniiber der
anderen gegeben wird. In dieser Gruppe wird auch kein Lemma etabliert.

Endergebnis Gemeinsamkeit

ikonisch A
fkonisc GréBe der Blocke Hssage klassifikatorisch

Abbildung 104 Priinteraktionsgruppe, Kohdrenz zwischen den Beispielen prioritdr gegeniiber
externer Kohdrenz (entspricht Abbildung 101)

69 In der Interaktionsgruppe wurde bereits zuvor in der Diskussion des Paarbeweises ein
Lemma eingefiihrt.
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-~ Endergebnis -
ikonisch sprachlich GroBe der Blécke Aussage
Anzahl der Blocke

Unterschied
singular

Abbildung 105 Priinteraktionsgruppe, Externe Kohérenz prioritir gegeniiber Kohdrenz zwischen
den Beispielen (entspricht Abbildung 102)

Wesentliche Faktoren fiir die Etablierung des Lemmas sind neben dem Auflo-
sen der Diskrepanz zwischen den verschiedenen Kohérenzebenen, ein Wechsel
in der Spezifitit, die libertragen werden soll, ein Wechsel von einer eher singula-
ren zu einer klassifikatorischen Betrachtung und die Betrachtung der Kohéren-
zen innerhalb der externen Ebene (siche unten). Die entsprechenden Wechsel
laufen dabei jedoch meist nur implizit ab. Der Einbezug der Kohédrenz der Dar-
stellungsebenen fiihrt in diesem Zusammenhang eher zu Verwirrungen. Nur in
der Interaktionsgruppe, wo diese Kohérenzebene nicht explizit einbezogen wird,
kann die Diskrepanz interaktional durch das Lemma aufgeldst werden.

Auf der externen Ebene zeigt sich in der Interaktionsgruppe eine zur Beweislo-
gik umgekehrte Organisation von Aussage und Lemma. Dariiber hinaus zeigt
sich in dieser Gruppe auch eine kreisformige Organisation, bei der das Lemma
zundchst implizit aus der Aussage heraus motiviert und daran anschlieend die
Aussage aus eben diesem Lemma begriindet wird.

Lemma
Ungerade viele
. Endergebnis librige Pidttchen Gemeinsamkeit
sprachlich ubrige Plattchen klassifikatorisch
Aussage
Ungerade Summe

Abbildung 106 Interaktionsgruppe, Paarbeweis, Kreisformige Organisation auf der externen Ebene
(entspricht Abbildung 90)

In der Inselgruppe wird auf der logischen Metaebene kreisformig argumentiert,
indem das Lemma und dessen (falsch formulierte) Kontraposition gegenseitig
auseinander begriindet werden.
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o »Kontraposition* des
Lemmas
o Endergebnis I I
ikonisch Anzahl der Blocke V1
Lemma
Anzahl der Blocke

Abbildung 107 Inselgruppe, Blockbeweis, Kreisformige Organisation auf logischer Metaebene
(entspricht Abbildung 98)

Durch den Einbezug der Definition gelingt es in beiden Gruppen, die Kohéren-
zen auf der externen Ebene der Beweislogik entsprechend zu organisieren: Aus
der Definition wird das Lemma begriindet und aus dem Lemma die Aussage.
Uber das Herstellen dieser Zusammenhinge wird zudem die Kohirenz von
interner und externer Ebene gewéhrleistet.

. Definition
symbolisch N ..
GréBe Blécke
|
1
Endergebnis L 1]
ikonisch GroBe Blocke A i:";'_? y
Anzahl Blocke nzaht Blocke \
1
1J
Aussage
Ungerade Summe

Abbildung 108 Interaktionsgruppe, Blockbeweis, Turn 128, Korrekte Organisation auf externer
Ebene durch Einbezug der Definition (entspricht Abbildung 94)
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Definition
GroBe Blocke

symbolisch -
Endergebnis

ikonisch GroBe der Blocke
Anzahl der Blocke

—

Lemma
Anzahl Blocke

Abbildung 109 Inselgruppe, Blockbeweis, Korrekte Organisation von Definition und Lemma
(entspricht Abbildung 96)

In der dritten Gruppe wird die Definition nicht explizit einbezogen, was ein
weiterer Grund sein kann, warum hier kein entsprechendes Lemma etabliert
wird.

Die Voraussetzung wird in den Diskussionen zum Blockbeweis nur in der Insel-
gruppe und erst auf einen Impuls der Ubungsleiterin hin einbezogen. Dabei wird
die Kohédrenz zwischen interner und externer Ebene jedoch umgekehrt zur Be-
weislogik organisiert: Die in der Aussage geforderten Eigenschaften der Voraus-
setzung werden aus der ikonischen Darstellung der Voraussetzung heraus be-
griindet.

Voraussetzung Aussage
zwei Zahlen gerade, ungerade Zahl

ikonisch

Strukturierung
Art des Einkreisens

Abbildung 110 Inselgruppe, Blockbeweis, Umgekehrte Organisation zwischen interner und externer
Ebene (Ausschnitt aus Abbildung 99)

Intra- und interpersonelle Prozesse

In jeder Gruppe gibt es eine Person, die die Diskrepanz zwischen der Kohiirenz
der Beispiele und der externen Kohérenz zur Aussage versucht aufzuldsen. In
der Interaktionsgruppe und der Inselgruppe ist dies die dominante Person. In
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der Préinteraktionsgruppe ist dies eine der unterstiitzenden Personen, der es
nicht gelingt, wie in den anderen Gruppen, die Diskrepanz durch die Formulie-
rung eines Lemmas aufzulsen.

In der Interaktionsgruppe werden die Lemmata (zum Paarbeweis und zum
Blockbeweis) gemeinsam in der Interaktion etabliert, jedoch stark gelenkt
durch die dominante Person. Von jeder/m Diskussionsteilnehmenden/m in dieser
Gruppe wird am Ende zumindest eines der Lemmata in die eigene Argumentati-
on iibernommen. Hinsichtlich der Rolle des Lemmas zur Auflosung der Diskre-
panzen zwischen den Kohérenzebenen scheint hier somit ein geteiltes Verstind-
nis vorzuliegen. In Bezug auf die Organisation der Entitéten innerhalb der ex-
ternen Ebene jedoch nicht. Die der Beweislogik entsprechende Organisation
wird nur von der Nebenrolle in dieser Gruppe formuliert.

In der Inselgruppe und der Préinteraktionsgruppe liegen bis zum Ende hin ge-
gensitzliche Verstindnisse vor, wonach einerseits der Fokus eher auf die Ko-
hirenz zwischen den Beispielen gelegt wird und andererseits auf die externe
Kohirenz zur Aussage.

6.4.4 Kohiirenz der Darstellungsebenen

Je nach diskutiertem Beweisversuch zeigten sich in den Diskussionen unter-
schiedliche Fokussierungen, eher auf die ikonische oder eher auf die sprachliche
Darstellungsebene. Dabei wurden die Beziehung dieser Ebenen zueinander und
die sich daraus ergebende Rolle der sprachlichen Darstellung in einem ikoni-
schen Beweis unterschiedlich aufgefasst. Dies soll im Folgenden differenziert
beleuchtet werden.

Interaktionsgruppe

In der Interaktionsgruppe findet durch B bei der Diskussion des Paarbeweises
ein expliziter Wechsel von der ikonischen zur sprachlichen Darstellungsebene
statt. Dies geschieht in Reaktion auf einen Strukturierungsvorschlag von C (vgl.
Abschnitt 6.4.2):

»Achso, ich glaube, [...] deswegen sollte man es ja machen, dass man nicht weiter einkreist, weil
damit zeigt man dieses Problem, dass halt nicht genau eins iibrig bleibt. Man kann auch sagen, dass
fiinf iibrig bleiben und das ist ja auch eine ungerade Zahl. Das ist halt so ein Formulierungsaspekt.*
(Turn 180, B, Herv. d. Verf.)™

Wihrend in diesem Turn zunédchst ikonische Zusammenhénge erlautert werden,
wird durch das Wort ,,sagen explizit darauf verwiesen, dass zur Explikation der
Gemeinsamkeit, dass in beiden Beispielen im Endergebnis ungerade viele Platt-

70 Dieser Turn ist ebenfalls Teil der Analyse in Gayer (2023).
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chen iibrig bleiben, eine Versprachlichung nétig ist. Die sprachliche Darstellung
hat damit laut B die Aufgabe die Kohdrenz zwischen den Beispielen zu gewahr-
leisten. Die sprachliche Darstellung ergibt sich damit aus der ikonischen.

— Unterschied
konisch Klassifikatorisch
Endergebnis Unterschied
I (ibrige Plattchen singulér
sprachlich
Gemeinsamkeit

singular

Abbildung 111 Interaktionsgruppe, Paarbeweis, Turn 180, Sprachliche Darstellung expliziert Koha-
renzen zwischen den Beispielen (Ausschnitt aus Abbildung 84)

AuBerdem kommt der sprachlichen Ebene damit die Aufgabe zu, das entspre-
chende Lemma zu formulieren und damit die Entitdten auf der externen Kohé-
renzebene zu explizieren:

,[---] Ist halt die Frage, ob man dann bei dem 7ext hitte einfach schreiben konnen, dass dann nicht

genau ein Plattchen iibrig bleibt, sondern genau ungerade Plattchen immer {ibrig bleiben.” (Tum
207, B, Herv. d. Verf.)

Lemma
Ungerade viele
sprachlich . Ef‘dergfbnis (ibrige Pléttchen Gemgi.nsamkeit
tibrige Pléttchen klassifikatorisch
Aussage
Ungerade Summe

Abbildung 112 Interaktionsgruppe, Paarbeweis, Turn 207, Sprachliche Explikation des Lemmas
(Ausschnitt aus Abbildung 90)

An spiterer Stelle, bei der Diskussion des Pfeilbeweises, wird diese Organisati-
on von der ikonischen zur sprachlichen Darstellungsebene wieder aufgegrif-
fen:

,.Genau. Miissen die Erkldrungen dazu auch allgemeingiiltig formuliert sein. Weil dann miisste man
ja schreiben von wegen, ,,Man zieht so viele Pléttchen nach oben, bis eine Doppelreihe mit einem
Extrapléttchen entsteht.“. Das verstehe ich jetzt nicht, ob man das allgemeingiiltig oder auf die
Zahlen beziehen soll. Das ergibt irgendwie beides keinen Sinn.“ (Turn 392, B, Herv. d. Verf.)
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Die sprachliche Darstellung hat hier laut B die Aufgabe, die klassifikatorisch
verstandenen und ikonisch abgebildeten Zusammenhinge aufeinanderfolgender
Beweisschritte zu explizieren. Die Richtung geht damit wieder von der ikoni-
schen Ebene zur sprachlichen. Die sprachliche Darstellung muss dabei auch die
internen Kohérenzen mit einbeziehen. Sie geht aber insofern liber diese hin-
aus,als auch die Ebene der Beispielnutzung mit einbezogen werden soll. Die
sprachliche Darstellung hat damit die Aufgabe, die Allgemeingiiltigkeit des
ikonisch Dargestellten zu formulieren.

Strukturierung Gemeinsamkeit
verschobene Pléttchen klassifikatorisch

ikonisch =sprachlich I I

Endergebnis
Doppelreihe
Ubrige Plattchen

Gemeinsamkeit
klassifikatorisch

Abbildung 113 Interaktionsgruppe, Pfeilbeweis, Turn 392, Sprachliche Darstellungsebene expliziert
klassifikatorische Zusammenhénge der Beweisschritte auf der ikonischen Darstellungsebene (Erwei-
terung von Abbildung 60)

Inselgruppe

In der Inselgruppe verweist C, in der Diskussion des Blockbeweises, zundchst
auf eine Organisation der Darstellungsebenen, wonach die Richtung von der
sprachlichen Darstellung zur ikonischen geht. Auf die Frage, wie die ikoni-
sche Darstellung auf das Zahlenbeispiel mit zwei und sieben iibertragen werden
soll, reagiert C dabei wie folgt:

,.Naja, da steht ja, man muss vier gleich grofie Blocke machen, ne?* (Turn 224, C)

Lemma Gemeinsamkeit

ikonische— hlich Endergebnis . - .
froniseh=|rspraciiie e Anzahl der Blocke klassifikatorisch

Anzahl der Blocke

Abbildung 114 Inselgruppe, Blockbeweis, Turn 224, Sprachliche Darstellung gibt vor, was ikonisch
zu ibertragende klassifikatorische Gemeinsamkeit sein soll (Ausschnitt aus Abbildung 97)
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Laut C soll also sprachliche Darstellung festlegen, was ikonisch dargestellt
wird. Die ikonische Darstellung ergibt sich also aus der sprachlichen. Auch in
der Diskussion des Pfeilbeweises zur Anzahl der zu verschiebenden Pléttchen
duBert sich C zunéchst in dhnlicher Weise:

Aber die Sache ist, das wird halt aus der Erkldrung nicht so ganz klar, ob im Prinzip immer plus
eins und minus eins [...].“ (Turn 243, C, Herv. d. Verf.)

Danach soll sich also auch hier an der sprachlichen Darstellung orientiert wer-
den, um zu entscheiden, welche Spezifitit {ibertragen wird. Im weiteren Diskus-
sionsverlauf erldutert C dann die ikonisch dargestellte, interne Kohérenz der
Strukturierung zum Endergebnis in klassifikatorischer Weise (vgl. dazu Ab-
schnitt 6.4.1). SchlieBlich wechselt C in Turn 474 wieder auf die sprachliche
Darstellungsebene:

»Aber bei der Strukturierung muss man halt wirklich darauf achten, dass man daran denkt, nicht
einfach zu schreiben, dass plus eins und minus eins gerechnet wird, sondern dass die Zahlen so
aneinander angepasst werden, dass eine Doppelreihe mit einem Extraplittchen entsteht. [...]* (Turn
474, C)

Die sprachliche Darstellung wird hier nun in der Weise verstanden, dass diese
die Kohidrenz zwischen den Beispielen gewihrleisten soll, indem interne
Zusammenhénge in klassifikatorischer Weise formuliert werden. Die Richtung
geht nun also von der ikonischen zur sprachlichen Darstellungsebene.

Strukturierung Gemeinsamkeit
verschobene Plattchen klassifikatorisch
ikonisch —pp-sprachlich [ [
Endergebnis Gemeinsamkeit
Ubrige Plattchen klassifikatorisch

Abbildung 115 Inselgruppe, Pfeilbeweis, Turn 474, Sprachliche Darstellungsebene expliziert klassi-
fikatorische Zusammenhinge der Beweisschritte auf der ikonischen Darstellungsebene (Erweiterung
von Abbildung 67)
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Priinteraktionsgruppe

In der Préinteraktionsgruppe zeigt sich hinsichtlich der Organisation der Dar-
stellungsebenen eine dhnliche Entwicklung wie in der Inselgruppe. In Bezug auf
den Blockbeweis wird zunédchst von D davon ausgegangen, dass die sprachli-
che Darstellung vorgeben soll, was ikonisch {ibertragen werden soll:

,[...] die Sache ist, das wird nicht klar, ob das immer in Dreierpdrchen sein muss. Es wird einfach
nur gesagt ,.drei gleich gro3e oder vier gleich grofie Blocke®. [...]* (Turn 482, D)

An spiterer Stelle wird bei der Diskussion des Pfeilbeweises der ikonisch darge-
stellte, interne Zusammenhang von Strukturierung und Endergebnis durch A in
klassifikatorischer Weise beschrieben (vgl. Abschnitt 6.4.1). E und F wechseln
in Turn 715 und 716 dann zur sprachlichen Darstellungsebene und antworten
damit auf die Frage von B, wie diese internen Zusammenhénge in allgemeingiil-
tiger Weise versprachlicht werden kénnen:

715 E Es werden so viele Plittchen nach oben verschoben, damit ...
716 F ... immer Zweierpaare gebildet werden konnen.

An dieser Stelle zeigt sich wieder ein Verstindnis, wonach die sprachliche Dar-
stellung die Kohédrenz zwischen den Beispielen explizieren soll, indem die
entsprechenden internen Zusammenhinge klassifikatorisch beschrieben wer-
den. Hier geht die Richtung also von der ikonischen Darstellung, in Verbindung
mit der Kohdrenzebene der Beispiele, zur sprachlichen Darstellung, welche
dadurch vorgegeben ist.

Strukturierung Gemeinsamkeit
verschobene Pléttchen klassifikatorisch
sprachlich I ] T ]
Endergebnis Gemeinsamkeit
ubrige Plattchen klassifikatorisch

Abbildung 116 Priinteraktionsgruppe, Pfeilbeweis, Turn 715f, Sprachliche Darstellungsebene
expliziert klassifikatorische Zusammenhéinge der Beweisschritte auf der ikonischen Darstellungs-
ebene (entspricht Abbildung 72)



261

Vergleich der Gruppen

Kohdrenzebene der Darstellungsebenen und deren Organisation

In der Inselgruppe und der Priinteraktionsgruppe werden die Darstellungsebe-
nen zundchst von der sprachlichen Darstellungsebene zur ikonischen hin
organisiert. Dabei wird davon ausgegangen, dass die sprachliche Darstellung
vorgibt, was ikonisch auf ein anderes Beispiel iibertragen werden soll.

An spiterer Stelle werden die Darstellungsebenen jedoch in beiden Gruppen in
der umgekehrten Richtung organisiert, wobei nicht auf der Metaebene festge-
stellt wird, dass es sich hierbei um eine andere Richtung handelt. In diesem
Verstidndnis der Organisation der Darstellungsebenen hat die sprachliche Dar-
stellungsebene die Aufgabe, die Kohédrenz zwischen den Beispielen zu ge-
wihrleisten, indem die entsprechenden internen Kohiirenzen in klassifikatori-
scher Weise beschrieben werden. Erst durch diese sprachliche Explikation kann
damit die Ubertragbarkeit, also die Allgemeingiiltigkeit, des beispielhaft iko-
nisch Dargestellten gewéhrleistet werden.

In der Interaktionsgruppe wird ausschlieBlich die letztgenannte Organisations-
richtung der Darstellungsebenen betrachtet. Der sprachlichen Ebene wird dabei
in dieser Gruppe zudem die Rolle beigemessen, Lemmata auf der externen
Kohiérenzebene zu explizieren.

Intra- und interpersonelle Prozesse

Die Organisation der Darstellungsebenen und die Rolle der sprachlichen Dar-
stellung werden in der Interaktionsgruppe und der Inselgruppe durch die domi-
nante Person formuliert. In der Interaktionsgruppe passiert dies interaktional
in Auseinandersetzung mit AuBerungen der anderen Diskussionsteilnehmenden.
In der Inselgruppe formuliert die dominante Person alleine beide Richtungen in
der Organisation der Darstellungsebenen, ohne darin eine Diskrepanz zu erken-
nen.

In der Priinteraktionsgruppe liegen zwischen den Diskussionsteilnehmenden
unterschiedliche Verstindnisse vor. Die Nebenrolle D, die auch zuvor schon
viele wichtige Verstdndnisaspekte zu den Normen eingebracht hat, formuliert
alleine die Richtung von der sprachlichen zur ikonischen Ebene. Die andere
Richtung wird von der dominanten Rolle gemeinsam mit der unterstiitzenden
und einer weiteren Rolle formuliert.
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6.4.5 Untersuchungsfokus fiir die quantitative Auswertung

Die verschiedenen Kohirenzebenen sowie deren Zusammenspiel zeigten sich in
der Analyse in diesem Abschnitt als zentral fiir die Entwicklung der Verstdnd-
nisse der Allgemeingiiltigkeit. Im Rahmen der quantitativen Analyse soll daher
insbesondere der Einfluss der Kohérenz, das heifit jeder der einzelnen Kohé-
renzebenen, auf die Forderung des intendierten Verstidndnisses der Allgemein-
giiltigkeit untersucht werden im Rahmen der folgenden Hypothese:

4. Die Betrachtung der Kohérenz fordert das Erkennen eines Normbruchs
hinsichtlich der Allgemeingiiltigkeit.

Weiterhin soll differenziert werden zwischen einer Betrachtung der Allgemein-
giiltigkeit auf der ikonischen Darstellungsebene, also der Generizitét der ikoni-
schen Darstellung, und der Allgemeingiiltigkeit auf sprachlicher Ebene. Auf3er-
dem wird in der quantitativen Analyse nach den Beweisschritten differenziert.
Dabei soll insbesondere der Einfluss einer klassifikatorischen Sichtweise auf
deren Kohérenzen untersucht werden.
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7  Quantitative Analyse

Auch die quantitative Analyse ist nach den Normen Kohérenz, Vollstindigkeit,
logische Struktur und Allgemeingiiltigkeit strukturiert. Die Reihenfolge richtet
sich dabei nach der Reihenfolge im qualitativen Teil. Fiir jede Norm ist die Ana-
lyse wie folgt gegliedert:

Forschungsfrage 1.2: Das Erkennen welcher der intendierten Normbriiche
wurde durch die Intervention auf Lernendenseite gefordert?

wird im Unterabschnitt zum beobachteten Normenverstindnis beantwortet.
Dafiir wird in der Untersuchung differenziert nach den Beweisschritten und der
Darstellungsebene, die jeweils im Fokus stand und, wo mdglich, nach Unteras-
pekten der jeweiligen Norm”! (vgl. Abschnitt 5.1.2). Der Einfluss der Interventi-
on wurde dabei entsprechend des in Abschnitt 4.4.7 beschriebenen Vorgehens
untersucht. Die sich daraus ergebende Sequenzierung ist in Tabelle 13 n darge-
stellt.

Tabelle 13 Sequenzielles Vorgehen bei der quantitativen Analyse der Intervention (entspricht Tabel-
le 8)

Abfolge Untersuchung Folgerung
1. Signifikanz Interaktion Intervention fordert intendiertes Normenverstand-
Zeit und Gruppe nis
2. Signifikanz Zeit In beiden Gruppen wurde in der Interventionszeit
das intendierte Normenverstindnis gefordert
3. post hoc Analysen Intervention hat das Potenzial das intendierte

Normenverstindnis zu fordern (ggf. langere Inter-
ventionszeit nétig)

Fiir die Beantwortung von

Forschungsfrage 2.2: Welcher Grad an Interpersonalitit im Erkennen der
intendierten Normbriiche wurde durch die Intervention auf Lernendenseite
erreicht?

wurde der Analyse des beobachteten Normenverstdndnisses eine Analyse des
intendierten Normenverstindnisses vorangestellt und das beobachtete Ver-

71 Meist war die Datenlage fiir die Unteraspekte zu gering, um schétzbare Modelle zu
erhalten.
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stindnis daraufhin mit dem intendierten abgeglichen. Der Grad an Interpersona-
litdit wurde dabei tliber die entsprechenden Chancen bestimmt, dass auf Lernen-
denseite der jeweilige Normbruch erkannt wird, demgegeniiber dass dieser nicht
erkannt wird.

In einem weiteren Unterabschnitt wurden die in der qualitativen Analyse her-
ausgearbeiteten potenziellen Einflussfaktoren auf das Erkennen eines intendier-
ten Normbruchs untersucht im Sinne von

Forschungsfrage 3.2: Wie groB und signifikant ist der Einfluss auf das Er-
kennen der intendierten Normbriiche durch die in der qualitativen Analyse
herausgearbeiteten potenziellen Einflussfaktoren?

Das Vorgehen folgt dabei fir jede Hypothese wiederum der in Abschnitt 4.4.7
beschriebenen Sequenzierung. Die entsprechende Ubersichtstabelle ist hier

nochmals aufgefiihrt:

Tabelle 14 Sequenzielles Vorgehen bei der Analyse der Hypothesen (entspricht Tabelle 10)

Abfolge Untersuchung Folgerung
0. Qualitative Hypo- postulierte Eimnflussfaktoren auf das Etablieren der
these generiert intendierten Normbriiche
1 Signifikanz Inter- Intervention fordert Einfluss der postulierten Einfluss-
aktion des Ein- faktor
flussfaktors mit
Zeit und Gruppe
2. post hoc Analysen Intervention hat das Potenzial diesen Einfluss zu for-
derm (ggf. langere Interventionszeit nétig)
3. Signifikanz  Ein-  Einflussfaktor hat Einfluss auf Erkennen des intendier-
flussfaktor ten Normbruchs (unabhingig von aktueller Interventi-
on)

An einer Stelle musste eine Neuzuordnung der Hypothesen zur entsprechenden
Norm vorgenommen werden. Im Rahmen der qualitativen Analyse ergab sich
bei der Untersuchung der Kohirenz eine Hypothese zu deren Einfluss auf das
Erkennen eines Normbruchs hinsichtlich der Vollstidndigkeit. Die entsprechende
Hypothese wurde daher fiir die quantitative Untersuchung der Norm der Voll-
stindigkeit zugeordnet. Die Gliederung der Analyse und die damit einhergehen-
de Zuordnung der postulierten Einflussfaktoren zu den Normen sind in Tabelle
15 dargestellt:
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Tabelle 15 Zuordnung der Hypothesen zu den Normen

Kohiirenz Vollstindigkeit Logische Struk- | Allgemeingiiltigkeit
tur

Intendiertes Normenverstindnis (fiir FF 2.2)
Beobachtetes Normenverstindnis (FF 1.2)
Hypothesen zu weiteren potenziellen Einflussfaktoren (FF 3.2)

1.1 Nachvollziehbarkeit | 2.1 Beweisschritte 3.1 Beweisschritte

1.2 Ebenenwechsel 2.2 Kohirenz 3.2 Kohirenz 4 Kohirenz{ebenen)
(aus qualitativem
Kapitel zur Kohirenz)

7.1 Koharenz

7.1.1 Analyse des intendierten Normenverstindnisses

Im Folgenden werden jeweils die interne Kohdrenz und die externe Kohérenz
der drei Beweisversuche der Eingangs- beziehungsweise Ausgangserhebung
analysiert entlang der Beweisschritte. Dabei wird bei der internen Kohérenz
gemif der Beweislogik fiir die Strukturierung und das Endergebnis verglichen,
inwieweit der jeweilige Beweisschritt aus dem zuvor genannten begriindet wird.
Bei der Voraussetzung wird entsprechend der Beweislogik untersucht, inwieweit
der darauffolgend beschriebene Beweisschritt daraus begriindet wird. Bei der
externen Kohérenz wird fiir die Voraussetzung und das Endergebnis verglichen,
inwieweit dort explizit Bezug genommen wird auf die geforderten Eigenschaf-
ten gemal der zu beweisenden Aussage:

,»Wenn man zwei Zahlen im Abstand 2 addiert, dann ist die Summe immer gerade.*

Zunichst ist festzustellen, dass in keinem der drei Beweisversuche, selbst wenn
die Voraussetzung sprachlich dargestellt ist, diese in der Weise genutzt wird,
dass daraus der folgende Beweisschritt hergeleitet wird: Der Abstand zwei wird
nicht genutzt, um zu begriinden, warum sich in der jeweiligen Weise strukturie-
ren ldsst. Interne Kohdrenz in Bezug auf diesen Beweisschritt liegt somit in
keinem der drei Beweisversuche vor.

Bei der externen Kohérenz, also in diesem Fall dem expliziten Benennen, dass
es sich um zwei Zahlen im Abstand zwei handelt, unterscheiden sich die drei
Beweisversuche. Im ersten Beweisversuch ist dies gegeben. Im zweiten Be-
weisversuch ist durch die zwei Zeilen zumindest noch implizit von zwei ver-
schiedenen Zahlen die Rede und der Abstand zwei ist implizit im Bild erkennbar
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durch die zwei markierten iiberstehenden Plittchen in der zweiten Zeile. Im
dritten Beweisversuch fehlt die Voraussetzung in der Erlduterung ganz.

Beweisversuch 1:

e
3 5

Alle Plattchen zusammen ergeben die Summe, die gerade ist. Deshalb findet
man R gleich groRe Teile, die wir in grin eingekreist haben. Die Zahlen 3 und
5 folgen im Abstand & aufeinander.

Abbildung 117 Beweisversuch 1 aus der Eingangs- beziehungsweise Ausgangserhebung

Beweisversuch 2:

4
QQGQQ. @
Wir haben die Zahlen in 2 Zeilen dargestellt. Wenn man zeilenweise
Zweierpaare einkreist, dann bleibt kein Plattchen tibrig.

Abbildung 118 Beweisversuch 2 aus der Eingangs- beziehungsweise Ausgangserhebung

Beweisversuch 3:

1@ . 00
: 000 o0
2

Man sieht einen Pfeil im Bild, der sagt, dass Plattchen verschoben wurden.
Das zweite Bild zeigt ein Quadrat mit Seitenldnge 2. Es wird eine gerade Zahl
dargestellt.

Abbildung 119 Beweisversuch 3 aus der Eingangs- beziehungsweise Ausgangserhebung

In Beweisversuch 1 wird die Strukturierung explizit aus dem vorangehend
beschriebenen Beweisschritt, in diesem Fall dem Endergebnis, begriindet’?. In
Beweisversuch 2 wird die Strukturierung, zumindest in dem dargestellten singu-
laren Fall, mit der vorangehend geschilderten Voraussetzung insofern in Bezie-
hung gesetzt, dass sich durch das ,,zeilenweise™ in der Strukturierung auf die ,,2

72 Die Probleme hinsichtlich der logischen Struktur werden im entsprechenden Ab-
schnitt zu dieser Norm betrachtet.
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Zeilen® in der Voraussetzung bezogen wird”3. In Beweisversuch 3 ist die Struk-
turierung der zuerst genannte Beweisschritt und steht damit nicht in Kohérenz
zur Voraussetzung.

Auch beim Endergebnis zeigen sich in den einzelnen Beweisversuchen unter-
schiedliche Kohidrenzbeziehungen. Das Endergebnis ist im ersten Beweisver-
such an erster Stelle genannt und kann somit nicht aus zuvor geschilderten Be-
weisschritten hergeleitet werden. Dagegen wird das Endergebnis im zweiten
Beweisversuch direkt aus der Strukturierung heraus begriindet und dies auch
sprachlich durch eine ,,wenn-dann“-Struktur verdeutlicht. Im dritten Beweisver-
such ist der Zusammenhang zwar implizit ikonisch angelegt, jedoch so unvoll-
stindig dargestellt, dass dieser nicht deutlich wird. Sprachlich gibt es keinerlei
Verkniipfungsstrukturen zwischen der Strukturierung und dem Endergebnis.
Auch inhaltlich wird der Zusammenhang nicht erklért, wie durch das Verschie-
ben ein Quadrat mit Seitenldnge zwei entsteht.

Die externe Kohidrenz zur Aussage, dass explizit formuliert wird, dass es sich
um eine gerade Zahl handelt, ist in Beweisversuch 1 gegeben, in Beweisversuch
2 fehlt dies ganz. Auch in Beweisversuch 3 ist dies explizit formuliert, jedoch
nicht erkldrt, wie sich dies aus einem Quadrat mit Seitenldnge zwei erkennen
lasst, welches keiner der in der Vorlesung behandelten ikonischen Definitionen
einer geraden Zahl entspricht. Das Endergebnis im Sinne der Aussage (das
Quadrat mit Seitenldnge 2) und die Aussage (eine gerade Zahl) stehen hier in
zwel getrennten, sprachlich nicht verkniipften, Sitzen unverbunden aneinander-
gereiht.

Der Vergleich der drei Beweisversuche hinsichtlich der internen und externen
Kohirenz ist in Tabelle 16 und in Tabelle 17 differenziert nach den einzelnen
Beweisschritten dargestellt. Dort wird der oben beschriebene Grad an Kohérenz
farblich abgestuft dargestellt: Griin fiir den beziiglich des jeweiligen Beweis-
schrittes kohdrentesten Beweisversuch und Rot fiir den am wenigsten kohéren-
ten Beweisversuch.

Insgesamt wire damit Beweisversuch 1 der kohérenteste und Beweisversuch 3
der am wenigsten kohdrente Beweisversuch.

73 Dass dies keine Kohérenz im klassifikatorischen Sinne darstellt, wird im Abschnitt
zur Allgemeingiiltigkeit betrachtet.
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Tabelle 16 Vergleich der drei Beweisversuche hinsichtlich der internen Kohérenz entlang der Be-
weisschritte

Interne Kohirenz

Beweisversuch 1 Beweisversuch 2 Beweisversuch 3
Voraussetzung Voraussetzung Voraussetzung
Strukturierung Strukturierung
Endergebmis Endergebnis

Tabelle 17 Vergleich der drei Beweisversuche hinsichtlich der externen Kohdrenz entlang der
Beweisschritte

Externe Kohirenz

Beweisversuch 1 Beweisversuch 2 Beweisversuch 3
Voraussetzung Voraussetzung
Endergebms Endergebnis

7.1.2 Analyse des beobachteten Normenverstindnisses

Fiir die Kohdrenz wurde zunéchst der Einfluss der Intervention auf das Erken-
nen eines diesbeziiglichen Normbruchs untersucht. Die Interaktion der Interven-
tionsvariablen zeigt dabei nur fiir Beweisversuch 1 eine schwache Signifikanz
(in Gelb hinterlegt). Nur fiir diesen Beweisversuch kann also ein (schwacher)
Einfluss der Intervention auf das Erkennen eines Normbruchs hinsichtlich der
Kohidrenz nachgewiesen werden. In Tabelle 18 sind die zeitlichen Entwicklun-
gen (z1/z0) in den einzelnen Gruppen (g0 und gl) und die Vergleiche zwischen
den Gruppen (g1/g0) nach gegeniiber vor der Intervention (z1 und z0) detailliert
fiir alle drei Beweisversuche dargestellt.

Hier zeigt sich, dass die (schwache) Signifikanz fiir Beweisversuch 1 vor allem
durch die Entwicklung in der Kontrollgruppe bedingt ist. Dies kdnnte sich da-
rauf zuriickfiithren lassen, dass dieser Beweisversuch durch die falsche Reihen-
folge der Beweisschritte nicht die zu erwartenden internen Kohdrenzen aufweist
(vgl. Abschnitt 7.1.1). Weiterhin kdnnte dieser aus dem gleichen Grund nicht als
Beweis der Aussage angesehen und ihm damit eine geringe externe Kohérenz
beigemessen werden. Die Normen der logischen Struktur und der Kohérenz
wéren in der Kontrollgruppe in diesem Fall nicht klar abgegrenzt worden.
Beweisversuche 2 und 3 weisen in der Interventionsgruppe hohe und hoch sig-
nifikante Odds Ratios auf. Bei Beweisversuch 2 ist dies auch in der Kontroll-
gruppe zu beobachten, fillt jedoch niedriger als in der Interventionsgruppe aus.
Signifikante Unterschiede zwischen den Gruppen sind nicht zu beobachten.
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Tabelle 18 Chancenverhiltnisse der Interventionsvariablen fiir die Benennung eines Normbruchs

hinsichtlich der Kohérenz

Beweisversuch 1

g0 z1/z0 3.82*=
el zl/z0 171

z1 glig0 0.67

z0 glig 1.50
Beweisversuch 2

g0 z1/z0 3.18*
gl z1/z0 5.62%%*
zl  gligh 1.90

z0 glig0 1.08
Beweisversuch 3

el zl/z0 1.77

gl z1/z0 3.13%%*
zl  gligh 1.90

z0 glig0 1.08

Die Odds Ratios fiir die Kohérenz sind im Allgemeinen auch deutlich niedriger
als fuir die Vollstandigkeit, was darauf schliefen lésst, dass die Vollstindigkeit,
insbesondere im Sinne des Vorhandenseins aller Beweisschritte (vgl. Abschnitt
7.2), eine leichter zugéngliche Norm darstellt als die Kohirenz und diese auch
allgemein in den Betrachtungen mehr im Fokus steht.

Weiterhin féllt auf, dass die Werte in beiden Gruppen fiir Beweisversuch 2 deut-
lich hoher sind als fiir Beweisversuch 3, was entgegen dem intendierten Ver-
standnis (vgl. Tabelle 18) ist. Um das Normenverstdndnis genauer zu analysie-
ren, wurde daher einmal zwischen interner und externer Kohérenz’* unterschie-
den und im Weiteren der Einfluss der einzelnen Beweisschritte untersucht’.

74 Kohirenz wurde immer dann kodiert, wenn von Zusammenhingen die Rede war,
auch wenn diese nicht explizit als interne oder externe Zusammenhéange beschrieben
waren. Daher wurde Kohérenz deutlich haufiger kodiert als interne und externe Ko-
hérenz zusammengenommen. Zur Kohédrenz der Darstellungsebenen lagen zu wenige
Werte vor, sodass das entsprechende Modell nicht schitzbar war. Ebenso fiir die Un-
teraspekte der externen Kohédrenz. Diese betraf in den meisten Féllen die Kohérenz
zur zu beweisenden Aussage, die anderen Unteraspekte der Definition und der Lem-
mata wurden kaum benannt.

75 Die weitere Analyse betrifft stets die Kohédrenz im Allgemeinen (ohne Trennung in
interne oder externe Kohérenz), da die Modelle fiir die interne beziehungsweise ex-
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Fiir Beweisversuch 1 zeigt sich dabei eine signifikante Interaktion beider Inter-
ventionsvariablen mit der externen Kohérenz (in Griin hinterlegt) und fiir Be-
weisversuch 3 eine schwache Signifikanz mit der internen Kohérenz (in Gelb
hinterlegt). Fiir Beweisversuch 2 liegt fiir die externe Kohérenz lediglich eine
signifikante Interaktion mit der Zeit vor (in Rot hinterlegt). Die detaillierte Ana-
lyse der Entwicklungen in den Gruppen und die Gruppenvergleiche sind in
Tabelle 19 dargestellt:

Tabelle 19 Chancenverhiltnisse der Interventionsvariablen fiir die Benennung eines Normbruchs
hinsichtlich der internen und externen Kohérenz

intern extern
Beweisversuch 1
g0 zl/z0 2.89 2.60
gl zl/z0 136 0.35*
z1  glighd 0.77 0.45
z0 gligld 162 3.31
Beweisversuch 2
g0 zl/z0 na’® 3.38
gl zl/z0 na 5.57%*
zl  gligh na 152
z0  gligd na 092
Beweisversuch 3
g0 zl/z0 1.50 1.88
gl zl/z0 4.34%%% 1.14
z1  glighd 2.70* 0.52
z0 glighd 0.93 0.86

Bei Beweisversuch 1 zeigen sich in der Kontrollgruppe fiir die interne und die
externe Kohdrenz vergleichbare Werte, was die oben formulierte Hypothese
unterstiitzt, dass sowohl die interne als auch die externe Kohdrenz aufgrund der
falschen Reihenfolge als problematisch angesehen werden. Die entsprechenden
Werte sind jedoch relativ niedrig und nicht signifikant. Der einzig signifikante
Wert fiir Beweisversuch 1 zeigt sich in der Interventionsgruppe, wo die Odds
Ratio fiir die externe Kohdrenz mit 0.35* deutlich kleiner ist als 1. Vor dem
Hintergrund, dass die Intervention signifikant auf die externe Kohérenz wirkt
(siehe oben) und die externe Kohérenz fiir die Voraussetzung und das Ender-
gebnis in diesem Beweisversuch gegeben ist (sofern man diesen Aspekt von der

terne Kohdrenz mit mehr Einflussfaktoren als den Interventionsvariablen nicht
schétzbar gewesen wéren.
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Norm der logischen Struktur abgrenzt), kann dies als positive und signifikante
Wirkung der Intervention betrachtet werden.

Im Vergleich von Beweisversuch 2 und 3 hinsichtlich der externen Kohérenz
zeigt sich nur bei Beweisversuch 2 in der Interventionsgruppe ein hoher und
(sehr) signifikanter Wert. In Beweisversuch 2 fehlt die explizite Formulierung
des Endergebnisses im Sinne der Aussage. Vor dem Hintergrund, dass hier nur
eine signifikante Interaktion mit der Zeit vorliegt (siche oben), scheint dieses
Verstandnis von externer Kohédrenz in beiden Gruppen gefordert worden zu sein.
In Beweisversuch 3 zeigen sich keine Signifikanzen fiir die externe Kohérenz.
Hier ist die externe Kohérenz zwar formuliert, aber nicht direkt in Beziehung
gesetzt zum ikonisch dargestellten Endergebnis. Die Voraussetzung fehlt sprach-
lich ganz. Es hat sich im Interventionszeitraum damit zwar ein Verstindnis fiir
die externe Kohédrenz in der Weise entwickelt, dass das Endergebnis im Sinne
der Aussage explizit formuliert sein muss. Fiir die Voraussetzung hat sich dies
jedoch nicht in gleicher Weise entwickelt.

Hinsichtlich der internen Kohérenz liegen fiir Beweisversuch 2 zu wenig Werte
vor, es zeigen sich jedoch qualitativ ein Anstieg nach der Intervention gegen-
tiber vor der Intervention in beiden Gruppen, welcher in der Interventionsgruppe
groBer ausfiel. Bei Beweisversuch 3, welcher intendiert der intern am wenigsten
kohérente Beweisversuch ist, zeigt sich in der Interventionsgruppe ein deutli-
cher und hoch signifikanter Zuwachs hinsichtlich des Erkennens des intendier-
ten Normbruchs. Ebenso zeigt sich ein signifikanter Unterschied zwischen den
Gruppen nach der Intervention. Dies kann als Einfluss der Intervention auf das
Verstidndnis der internen Kohérenz im intendierten Sinne des Herstellens von
Zusammenhingen zwischen aufeinanderfolgenden Beweisschritten verstanden
werden.

Beziiglich einer Differenzierung der Interventionseffekte entlang der einzelnen
Beweisschritte’® ergibt sich nur fiir Beweisversuch 2 ein schwach signifikanter
Interaktionseffekt mit dem Endergebnis (in Gelb hinterlegt). Der Einfluss der
Intervention, unter Einschrinkung auf das Benennen jeweils eines der Beweis-
schritte, ist in Tabelle 20 dargestellt:

76 Fiir jeden Beweisschritt wurde eine neue Regression gerechnet. Es wurde allgemein
untersucht, inwiefern die Betrachtung eines bestimmten Beweisschrittes einen Ein-
fluss hat auf die Hohe des Interventionseffektes auf das Verstdndnis der Vollstdndig-
keit. Der entsprechende Beweisschritt muss dabei nicht zwingend im Zusammenhang
mit der Kohédrenz benannt worden sein. Fiir die direkte Untersuchung des Einflusses
der Benennung des Beweisschrittes im Zusammenhang mit der Vollstdndigkeit war
die Datenlage leider nicht ausreichend.
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Tabelle 20 Chancenverhéltnisse der Interventionsvariablen fiir die Benennung eines Normbruchs
hinsichtlich der Kohérenz (differenziert nach der Benennung der einzelnen Beweisschritte)

Voraussetzung Strukturierung Endergebnis
Beweisversuch 1
g0 z1/z0 223 7.00 1.61
gl z1/z0 0.87 0.49 135
z1  gl/gd 0.73 027 0.98
z0  gl/g0 1.86 3.86 1.17
Beweisversuch 2
g0 z1/z0 311 24 2.81
gl z1/z0 3.79% 9.50% 5.36%=
z1  gl/g0 222 1.22 1.44
z0 gl/g0 1.82 0.38 0.73
Beweisversuch 3
g0 z1/z0 215 1.34 1.61
gl zl/z0 2.89* 251 317
z1  gl/gd 217 1.59 1.77
z0 gl/gd 1.61 0.85 0.90

Die betreffende Odds Ratio in der Interventionsgruppe (vgl. Tabelle 20) ist sehr
signifikant. Dies bekriftigt wiederum die These, dass hier der Fokus auf der
fehlenden externen Kohérenz beziiglich des Endergebnisses lag. Dieses Ergeb-
nis gibt hier sogar einen Hinweis darauf, dass dieses Verstdndnis in der Interven-
tionsgruppe in signifikant hoherem MaBle als in der Kontrollgruppe gefordert
wurde.

Auffallend ist der vergleichsweise hohe Wert fiir die Strukturierung in Beweis-
versuch 2 in der Interventionsgruppe. Im Vergleich zu dem relativ niedrigen
Wert in Beweisversuch 3, bei welchem die Strukturierung im Hinblick auf die
Kohirenz als problematischer intendiert war, ist dies dem intendierten Verstind-
nis gegenldufig. Es kann daraus erkldrt werden, dass in Beweisversuch 3 die
Strukturierung in der dargestellten Weise zwar nicht die Gesamtkohédrenz im
Beweis verdeutlicht, dies aber durchaus potenziell aus der ikonischen Darstel-
lung derselben erkennbar ist. In Beweisversuch 2 dagegen ist es nicht moglich,
durch diese Strukturierung eine allgemeingiiltige Kohdrenz zwischen Vorausset-
zung und Endergebnis herzustellen (vgl. dazu den Abschnitt 7.4.1). Vor dem
Hintergrund dieser Interpretation kann das Ergebnis dahingehend verstanden
werden, dass sich in der Interventionsgruppe vermehrt ein Verstdndnis der
Strukturierung im Sinne des Herstellens des globalen ikonischen Zusammen-
hanges zwischen Voraussetzung und Endergebnis entwickelt hat und die starke
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Beziehung zwischen Kohirenz und Allgemeingiiltigkeit stiarker in den Blick
geraten ist.

Das Benennen der Voraussetzung stellt im Vergleich der Beweisschritte einen
geringen Effekt dar, der auch unterhalb des Interventionseffektes ohne Betrach-
tung der Beweisschritte liegt. Zwar zeigen sich zumindest fiir Beweisversuch 2
und 3 signifikante Entwicklungen in der Interventionsgruppe, jedoch keine
signifikanten Unterschiede zwischen den Gruppen. Dies ist erstaunlich, da die
Voraussetzung der einzige Beweisschritt ist, welcher in allen drei Beweisversu-
chen nicht in die internen Kohdrenzen einbezogen wurde. Die Relevanz der
Voraussetzung fiir die interne Kohirenz konnte somit nicht geférdert werden
durch die Intervention.

7.1.3 Untersuchung der Hypothesen
Um die erste Hypothese

1.1 Die Betrachtung der Nachvollziehbarkeit fordert das Erkennen eines
Normbruchs hinsichtlich der Kohérenz.

zu untersuchen, wurde eine neue dichotome Variable Beweisschritte (BS) aus
dem gegebenen Datenmaterial bestimmt, welche mit 1 kodiert ist, wenn mindes-
tens ein Beweisschritt von der entsprechenden Person benannt wurde. Um die
erste Hypothese zu priifen, wurde ein Regressionsmodell mit den Interventions-
variablen Zeit (z) und Gruppe (g), den Beweisschritten und den entsprechenden
Interaktionstermen geschitzt .

Nur fiir Beweisversuch 1 ergibt sich dabei eine schwache Signifikanz der Inter-
aktion zwischen der Nachvollziehbarkeit und der Zeit. Hier lésst sich also ledig-
lich ein schwacher Effekt der Interventionszeit feststellen, jedoch keine signifi-
kante Wirkung der Intervention auf den Einfluss der Nachvollziehbarkeit auf die
Kohérenz. In den einzelnen Gruppen und zu den einzelnen Zeitpunkten ergeben
sich die in Tabelle 21 abgebildeten Odds Ratios fiir das Erkennen eines Norm-
bruchs hinsichtlich der Kohérenz je nachdem, ob ein Normbruch hinsichtlich
der Nachvollziehbarkeit benannt wurde oder nicht.
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Tabelle 21 Chancenverhiltnisse der Nachvollziehbarkeit fiir die Benennung eines Normbruchs
hinsichtlich der Kohédrenz (differenziert nach Gruppe und Zeit)

NVIINVOD

Beweisversuch 1

z0g0 6.90*
z1g0 0.80
z0g1 294
zlgl 205
Beweisversuch 2

z0g0 6.46*
z1g0 0.94
z0gl 278
zlgl 0.59
Beweisversuch 3

z0g0 1.30
z1g0 1.50
z0gl 1.25
zlgl 0.75

Der grofite Effekt zeigt sich hier vor der Intervention (in der Kontrollgruppe).
Betrachtet man die Entwicklung in der Interventionsgruppe, stellt man fiir alle
drei Beweisversuche einen Riickgang des Einflusses der Nachvollziehbarkeit
fest von vor der Intervention zu nach der Intervention. Dies ist vor dem Hinter-
grund zu sehen, dass die Nachvollziehbarkeit der Beweisversuche durch die
Intervention gefordert werden konnte”’.

Das Ergebnis legt dariiber hinaus eine andere Interpretation der qualitativ beo-
bachteten Zusammenhinge nahe. Durch die Intervention scheint die Nachvoll-
ziehbarkeit als Evaluationskriterium vermehrt ersetzt worden zu sein durch die
Kohirenz als die der Nachvollziehbarkeit eigentlich zugrunde liegende Norm
(vgl. dazu Abschnitt 6.1). Die Intervention hat diese Entwicklung von der Nach-
vollziehbarkeit hin zur Kohédrenz ermdglicht, scheint nach der Interventionszeit
aber abgeschlossen worden zu sein, sodass diese Entwicklung nach der Inter-
vention nicht erneut nachvollzogen werden muss.

77 Die Odds Ratio fiir das Benennen eines Normbruch hinsichtlich der Nachvollziehbar-
keit nach der Intervention gegeniiber vor der Intervention lag fiir alle drei Beweisver-
suche deutlich unter 1 (0.44* fiir Beweisversuch 1, 0.47 fiir Beweisversuch 2 und
0.71 fiir Beweisversuch 3).
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Zur Untersuchung der zweiten Hypothese

1.2 Wechselprozesse fordern das Erkennen eines Normbruchs hinsichtlich
der Kohirenz.

wurden zwei neue dichotome Variablen aus dem bestehenden Datenmaterial
berechnet. Der Wechsel der Darstellungsebene (wDS), welcher mit 1 kodiert
wurde, wenn sowohl die ikonische als auch die sprachliche Darstellungsebene
betrachtet wurde. Und der Wechsel auf die Metaebene (wM), welcher mit 1
kodiert wurde, wenn Beweisversuche sowohl auf der konkreten als auch auf der
Metaebene betrachtet wurden. Dabei waren die Modelle nicht fiir alle Beweis-
versuche schitzbar. Fiir die schitzbaren Modelle zeigen sich fiir keinen der
beiden Wechselprozesse signifikante Interaktionen mit den Interventionsvariab-
len. In Tabelle 22 sind daher nur die Ergebnisse der Wirkung der Wechselpro-
zesse unabhingig von der Intervention aufgefiihrt, also die Chancenverhéltnisse
fiir das Erkennen eines Normbruchs hinsichtlich der Kohdrenz je nachdem, ob
ein Wechsel der Darstellungsebene (wDS) bezichungsweise der Metacbene
(WM) stattgefunden hat oder nicht:

Tabelle 22 Chancenverhéltnisse der Wechselprozesse fiir die Benennung eines Normbruchs hin-
sichtlich der Kohérenz

wDS1/wDS0 wM1/wMO0
Beweisversuch 1 3 14%%* 12
Beweisversuch2 ~ 4.36%** 2.05
Beweisversuch 3 ~ 5.23%** 3.22%==

Der Wechsel der Darstellungsebene hat in allen drei Beweisversuchen einen
hoch signifikanten Einfluss auf das Erkennen eines Normbruchs hinsichtlich der
Kohirenz. Der Wechsel zwischen konkreter Betrachtungsweise des Beweisver-
suchs und einer Betrachtung auf der Metaebene hat dagegen nur in Beweisver-
such 3 einen (sehr) signifikanten Einfluss, der geringer ist als derjenige des
Wechsels der Darstellungsebenen. Weiterhin fillt auf, dass sich die Hohe des
Einflusses des Wechsels der Darstellungsebene zwischen den Beweisversuchen
unterscheidet. Um diese Unterschiede besser zu verstehen, wurde auch der In-
teraktionsterm zwischen den beiden Wechsel-Variablen mit in die Regression
aufgenommen. Dadurch werden gegenseitige Moderationseffekte untersuchbar.
Entsprechend der qualitativen Ergebnisse soll hier untersucht werden, ob ein
Wechsel auf die Metaebene Einfluss hat auf den Effekt des Wechsels der Dar-
stellungsebene auf das Erkennen des Normbruchs hinsichtlich der Kohdrenz. In
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Tabelle 23 sind die Odds Ratios beziiglich des Wechsels der Darstellungsebene
(wDS1/wDSO0) dargestellt, differenziert nach dem Stattfinden eines Wechsels
der Metacbene (WM1) oder dem Nicht-Stattfinden eines solchen Wechsels
(WMO):

Tabelle 23 Chancenverhiltnisse des Wechsels der Darstellungsebene fiir die Benennung eines
Normbruchs hinsichtlich der Kohédrenz (differenziert nach Wechsel Metaebene)

wDS1L/wDS0
Beweisversuch 1
wMO 3.46%*
whM1 354
Beweisversuch 2
wMO 4.19%*
whM1 7.84*
Beweisversuch 3
wMO 5.22%%*
w1 4.87

Bei Beweisversuch 1 zeigt sich kaum ein Unterschied zwischen dem Effekt
eines Wechsels der Metacbene und dem keines entsprechenden Wechsels. Bei
Beweisversuch 2 ist dagegen ein deutlicher Moderationseffekt zu erkennen.

Beweisversuch 2:

4
PeRe
..6....

Wir haben die Zahlen in 2 Zeilen dargestellt. Wenn man zeilenweise
Zweierpaare einkreist, dann bleibt kein Plattchen tibrig.

Abbildung 120 Beweisversuch 2 aus der Eingangs- beziehungsweise Ausgangserhebung (entspricht
Abbildung 118)

Bei diesem Beweisversuch sind die beiden Hauptprobleme einmal, hinsichtlich
der internen Kohérenz, die fehlende Einbeziehung der Voraussetzung. Hinsicht-
lich der externen Kohédrenz liegt das Problem darin, dass nicht erklart wird, wie
aus dem Bild die zu beweisende Aussage abzulesen ist, dass es sich um eine
gerade Zahl handelt. Ersteres ist unwahrscheinlich als Erklarungsgrundlage fiir
die Effekte, da, wie oben analysiert, die Voraussetzung meist nicht in die Be-
trachtung der Kohidrenz einbezogen wurde. Die externe Kohérenz steht dagegen
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im Fokus der Betrachtung von Beweisversuch 2 (sieche oben). Um dieses Prob-
lem adidquat beschreiben zu konnen, muss die Beziehung von der ikonischen
Darstellung zur sprachlichen Erlduterung des externen Bezugs hergestellt wer-
den. Dafiir muss von der konkreten Betrachtung der ikonischen Darstellung auf
die Metaebene gewechselt werden, auf welcher erst der fehlende Bezug zur
Aussage festgestellt werden kann. Dies wiirde den oben beschriebenen Modera-
tionseffekt erklaren.

In Beweisversuch 3 ist dagegen kein Moderationseffekt zu erkennen, das Nicht-
Wechseln auf die Metaebene hat sogar einen leicht hoheren Einfluss als das
Wechseln. Dafiir liegt in diesem Beweisversuch der grofite Einfluss durch einen
Wechsel der Darstellungsebenen vor. Nur in diesem Beweisversuch ist auch der
Wechsel auf die Metaebene signifikant.

Beweisversuch 3:

1@ .
: 900 [ [ J
2
Man gieht einen Pfeil im Bild, der sagt, dass Plattchen verschoben wurden.

Das zweite Bild zeigt ein Quadrat mit Seitenlange 2. Es wird eine gerade Zahl
dargestellt.

Abbildung 121 Beweisversuch 3 aus der Eingangs- beziechungsweise Ausgangserhebung (entspricht
Abbildung 119)

Betrachtet man die Kohérenzstruktur von Beweisversuch 3, liegen dem mog-
licherweise zwei verschiedenenBetrachtungsweisen des Beweisversuchs zu-
grunde. In der einen Betrachtungsweise wird der Fokus auf die internen sprach-
lichen Verkniipfungsstrukturen gelegt, die in diesem Beweisversuch fehlen — die
Sétze sind unverbunden aneinandergereiht. Was Beweisversuch 3 in dieser Hin-
sicht hédufig auf der Metaebene attestiert wurde, war sein rein beschreibender
Charakter, also dass es sich lediglich um eine Beschreibung des Bildes handelt.
In dieser Betrachtungsweise hat der Wechsel auf die Metaebene einen groflen
Einfluss, der Wechsel der Darstellungsebenen aber nicht. Eine enge Kohérenz
der Darstellungsebenen ist dabei sogar eher ein Problem. In einer anderen Be-
trachtungsweise wird die Kohédrenz der Darstellungsebenen explizit in den Blick
genommen und durch eine Betrachtung des konkreten Beweisversuchs festge-
stellt, dass das erste Bild in keiner Weise sprachlich erldutert wurde. Ein Wech-
sel auf die Metaebene ist hier nicht unbedingt nétig, ein Wechsel der Darstel-
lungsebene hat hier jedoch einen groBen Einfluss. Vor dem Hintergrund, dass
der Wechsel der Darstellungsebene insgesamt einen deutlich hoheren Einfluss
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hatte als der Wechsel auf die Metaebene, legt diese Interpretation nahe, dass die
zuletzt beschriebene Betrachtungsweise die hdufigere war.

7.2  Vollstandigkeit

7.2.1 Analyse des intendierten Normenverstindnisses

Die einzelnen Beweisversuche unterscheiden sich hinsichtlich ihres Grades an
Vollstindigkeit beziiglich der Beweisschritte Voraussetzung, Strukturierung und
Endergebnis, was im Folgenden erldutert wird. Bei der Voraussetzung wurde
dabei unterschieden zwischen der Darstellung zweier unterschiedlicher Zahlen
und der Darstellung, dass diese einen Abstand von zwei haben, was beides zu
einer vollstdndigen Darstellung dieses Beweisschrittes gehort. Bei der Struktu-
rierung sollte der Prozess des Strukturierens dargestellt werden und beim End-
ergebnis das Ergebnis dieses Strukturierungsprozesses. Vom Endergebnis aus-
gehend die externe Kohdrenz zur Aussage sprachlich zu benennen, gehort ei-
gentlich zur Norm der Kohérenz, wurde auf Studierendenseite jedoch meist dem
Endergebnis zugerechnet, weshalb dies an dieser Stelle mit aufgefiihrt wurde.
Der Grad der Abgrenzung bezichungsweise Vermischung der Beweisschritte
wurde hier mit betrachtet, obwohl dies eigentlich der Kohérenz zuzurechnen ist,
da sich daraus gegebenenfalls die Einschitzung beziiglich des Fehlens bestimm-
ter Beweisschritte erkldren lésst.

Beweisversuch 1:

o®®
3 5

Alle Plattchen zusammen ergeben die Summe, die gerade ist. Deshalb findet
man R gleich grofke Teile, die wir in grun eingekreist haben. Die Zahlen 3 und
5 folgen im Abstand 2 aufeinander.

Abbildung 122 Beweisversuch 1 aus der Eingangs- beziechungsweise Ausgangserhebung (entspricht
Abbildung 117)

In Beweisversuch 1 sind alle Beweisschritte vorhanden, jedoch in umgekehrter
Reihenfolge. Der Beweisschritt der Voraussetzung wird somit nicht, wie ge-
wohnt, zu Beginn genannt. Dies kann auf Lernendenseite zu der Einschétzung
fithren, dass dieser nicht vorhanden ist. Der Abstand zwei wird zwar sprachlich
benannt am Ende des Beweises, ikonisch jedoch nicht verdeutlicht. Dass es sich
um zwei verschiedene Zahlen handelt, wird nur ikonisch durch die verschiede-
nen Farben verdeutlicht, sprachlich jedoch nicht benannt.
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Die Strukturierung wird als Prozess des Einkreisens zweier gleich grofer
Blocke vollstidndig beschrieben. Dem ist, entsprechend der der Beweislogik
umgekehrten Organisation der Beweisschritte, im gleichen Satz das produkthaft
beschriebene Endergebnis der zwei gleich groflen Blocke vorangestellt. Es
wird jedoch nicht explizit darauf eingegangen, dass kein Pléttchen {ibrig bleibt.
Auf ikonischer Ebene ist dies jedoch vollstindig dargestellt. Auch der Bezug
des Endergebnisses zur Aussage ist im ersten Satz explizit formuliert.

Beweisversuch 2:

4

6
Wir haben die Zahlen in 2 Zeilen dargestellt. Wenn man zeilenweise
Zweierpaare einkreist, dann bleibt kein Plattchen Gbrig.

Abbildung 123 Beweisversuch 2 aus der Eingangs- beziehungsweise Ausgangserhebung (entspricht
Abbildung 118)

Auch in Beweisversuch 2 sind alle Beweisschritte sprachlich benannt, insbeson-
dere die Voraussetzung ist jedoch sehr unvollstindig dargestellt. Dass es sich
um zwei verschiedene Zahlen im Abstand zwei handelt, ist nur implizit dadurch
verdeutlicht, dass es sich um zwei Zeilen handelt und in der zweiten Zeile zwei
Plattchen mehr liegen als in der ersten. Sprachlich ist dies nicht benannt. Struk-
turierung und Endergebnis sind vollstindig dargestellt, jedoch in einem Satz
miteinander vermischt. Der Prozess der Strukturierung, das zeilenweise Einkrei-
sen, wird dabei nicht klar abgegrenzt vom Produkt, also dem Endergebnis der
Zweierpaare ohne libriges Pléttchen. Der Bezug zur Aussage wird nicht explizit
formuliert, also dass sich an den Zweierpaaren ohne iibriges Plittchen (dem
Endergebnis) erkennen lésst, dass es sich insgesamt um eine gerade Zahl han-
delt (der externen Kohérenz zur Aussage).

Beweisversuch 3:

1@ . 00
09 e
2
Man sieht einen Pfeil im Bild, der sagt, dass Plattchen verschoben wurden.

Das zweite Bild zeigt ein Quadrat mit Seitenldnge 2. Es wird eine gerade Zahl
dargestellt.

Abbildung 124 Beweisversuch 3 aus der Eingangs- beziehungsweise Ausgangserhebung (entspricht
Abbildung 119)
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In Beweisversuch 3 wird die Voraussetzung sprachlich gar nicht benannt. Die
Beweisschritte der Voraussetzung und des Endergebnisses sind in diesem Be-
weisschritt durch die Darstellung in zwei separaten Bildern ikonisch klar vonei-
nander abgegrenzt. Dass im ersten Bild zwei unterschiedliche Zahlen im Ab-
stand zwei dargestellt werden, ist auf ikonischer Ebene nur implizit dargestellt
durch die Anordnung in zwei Zeilen und die unterschiedliche Lénge der Zeilen.
Der Beweisschritt der Strukturierung, das Verschieben von Pléttchen, ist durch
den Pfeil ikonisch und sprachlich verdeutlicht. Wie viele Plattchen genau von
wo nach wo verschoben werden, ist jedoch weder ikonisch noch sprachlich
dargestellt.

Das Endergebnis wird sprachlich vollstdndig beschrieben, im Bild fehlt jedoch
die Beschriftung der Seitenlénge an der Seite, die fiir die Argumentation rele-
vant ist. Das Endergebnis wird hier in einem neuen Satz klar von der Strukturie-
rung abgegrenzt. Der Bezug zur Aussage, der sich aus dem Endergebnis ergibt,
wird ebenfalls explizit formuliert und in einem weiteren Satz abgegrenzt von
der Beschreibung der ikonischen Darstellung des Endergebnisses.

In Tabelle 24 wurden die Unterschiede in Bezug auf die Vollstandigkeit hin-
sichtlich der einzelnen Beweisschritte zusammengefasst. Die farbliche Abstu-
fung entspricht dabei wieder dem Grad an Vollstdndigkeit in Bezug auf den
jeweiligen Beweisversuch.

Tabelle 24 Vergleich der drei Beweisversuche hinsichtlich der Vollstindigkeit entlang der Beweis-
schritte

Beweisversuch 1 Beweisversuch 2 Beweisversuch 3
Voraussetzung am Ende Voraussetzung
Strukturierung Strukturierung

Endergebnis Endergebnis Endergebnis
Externe Kohirenz Externe Kohdrenz Exierne Kohdrenz

7.2.2 Analyse des beobachteten Normenverstindnisses

Zunichst wurde der Einfluss der Intervention auf das Erkennen eines Norm-
bruchs hinsichtlich der Vollstindigkeit untersucht. Der Interaktionsterm war
dabei nur in Beweisversuch 2 signifikant (in Tabelle 25 in Griin hinterlegt), fiir
die Beweisversuche 1 und 3 war lediglich der Einfluss der Zeit (in Tabelle 25 in
Rot hinterlegt) signifikant. Nur fiir Beweisversuch 2 ldsst sich hier also ein
signifikanter Einfluss der Intervention auf das Erkennen eines Normbruchs
hinsichtlich der Vollstindigkeit feststellen. In Tabelle 25 sind die zeitlichen
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Entwicklungen (z1/z0) in den einzelnen Gruppen (g0 und gl) und die Verglei-
che zwischen den Gruppen (gl/g0) nach gegeniiber vor der Intervention (z1 und
z0) detailliert fiir alle drei Beweisversuche dargestellt.

In allen drei Beweisversuchen zeigen sich dabei in beiden Gruppen deutliche
und signifikante Verdnderungen von vor der Intervention zu nach der Interventi-
on. Dabei sind die entsprechenden Odds Ratios in der Interventionsgruppe in
Beweisversuch 2 und 3 deutlich hoher und starker signifikant als in Beweisver-
such 1. Vor dem Hintergrund, dass Beweisversuch 2 und 3 auch unvollstdndiger
intendiert waren als Beweisversuch 1 (vgl. Tabelle 24), lésst sich hier also eine
Entwicklung im Sinne des intendierten Verstidndnisses der Vollstdndigkeit in der
Interventionsgruppe erkennen. Vor diesem Hintergrund ist ebenfalls auffillig,
dass, in Bezug auf Beweisversuch 1, die Odds Ratio vor und nach der Interven-
tion in der Kontrollgruppe (leicht) hdher ist als in der Interventionsgruppe. Dies
konnte sich darauf zuriickfithren lassen, dass diese Einschétzung auf Grundlage
der erst am Ende genannten Voraussetzung getroffen wurde und diese Fehlein-
schitzung durch die Intervention etwas abgemildert wurde. Diese Hypothese
wird unten weiter untersucht, wenn auch die Beweisschritte mit in die Analyse
einbezogen werden. Weiterhin zeigen sich in Beweisversuch 2 und 3 nach der
Intervention deutliche und hoch signifikante Unterschiede zwischen der Kon-
troll- und der Interventionsgruppe. Vor der Intervention waren die Odds Ratios
zwischen den Gruppen nahe 1 und nicht signifikant, was darauf schliefen lasst,
dass diese Unterschiede sich in der Intervention entwickelt haben.
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Tabelle 25 Chancenverhéltnisse der Interventionsvariablen fiir die Benennung eines Normbruchs
hinsichtlich der Vollstindigkeit

Beweisversuch 1

g0 z1/z0 4.54%*
gl =z1/z0 3.85%%
zl gligh 0.50

z0 gligh 0.59
Beweisversuch 2

g0 z1/z0 243*
gl z1/z0 2 s
z1  gligl 6.18%*=
z0 gl/g0 115
Beweisversuch 3

g0 zl/z0 4.85%%*
gl zl/z0 10.29%==
z1  gligl 3.43%==
z0  glig0 1.62

Auffallend ist bei dem Vergleich der der einzelnen Beweisversuche, dass die
Odds Ratio in der Interventionsgruppe (nach gegeniiber vor der Intervention)
bei Beweisversuch 2 hoher ist als bei Beweisversuch 3. Intendiert war dahinge-
gen, dass Beweisversuch 2 vollstandiger ist als Beweisversuch 3, in welchem
die Voraussetzung gar nicht genannt ist und die Strukturierung unvollstindig ist
(vgl. Tabelle 24). Um das Verstiandnis auf Studierendenseite genauer zu erheben,
wurden daher die Beweisschritte”® Voraussetzung, Strukturierung und Ender-
gebnis sowie deren jeweilige Interaktionsterme mit den Interventionsvariablen
Gruppe und Zeit mit in die Regression einbezogen’. Es zeigt sich wiederum nur
fiir Beweisversuch 2 eine signifikante Interaktion der Voraussetzung mit den
beiden Interventionsvariablen Zeit und Gruppe (in Griin hinterlegt). Fiir Be-
weisversuch 3 zeigt sich dagegen nur eine signifikante Interaktion der Voraus-
setzung mit der Zeit (in Rot hinterlegt). Bei den anderen Beweisschritten konn-
ten keine signifikanten Interaktionen festgestellt werden. Der Einfluss der Inter-

78 Es wurde allgemein untersucht, inwiefern die Betrachtung eines bestimmten Beweis-
schrittes einen Einfluss hat auf die Hohe des Interventionseffektes auf das Verstdnd-
nis der Vollstdndigkeit. Der entsprechende Beweisschritt muss dabei nicht zwingend
im Zusammenhang mit der Vollstdndigkeit benannt worden sein. Fiir die direkte Un-
tersuchung des Einflusses der Benennung des Beweisschrittes im Zusammenhang
mit der Vollstdndigkeit war die Datenlage leider nicht ausreichend.

79 Dies wurde in drei getrennten Regressionen durchgefiihrt, da das Modell ansonsten
nicht fiir alle Beweisversuche schitzbar gewesen wére.
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vention unter dem Benennen jeweils eines der Beweisschritte ist in Tabelle 26
dargestellt.

Tabelle 26 Chancenverhéltnisse der Interventionsvariablen fiir die Benennung eines Normbruchs
hinsichtlich der Vollstandigkeit (differenziert nach der Benennung der einzelnen Beweisschritte)

Voraussetzung Strukturierung Endergebnis
Beweisversuch 1
g0 z1/z0 3.44 na 6.79*%
el zl/z0 5.26% na 1.93*
z1 gligl 0.44 na 0.38
z0 glig 0.29 na 133
Beweisversuch 2
g0 zl/z0 3.43*% 17.3* 6.60%*
gl zl/z0 64.67%%* 18.14** 35.94%=*
z1  gligh 9.76%** 7.70% 5.68%*
z0 gligld 0.52 7.35 1.04
Beweisversuch 3
g0 zl/z0 61.08%* 6.55%* 11.04%**
gl zl/z0 54 82%%x 9. 11%%* 14 52%%=
z1  gligld 342 215 315
z0  glighd 3.82 1.55 240

In Bezug auf Beweisversuch 1 wird deutlich, dass sich in der Interventionsgrup-
pe ein deutlich groBerer Interventionseffekt auf das Benennen eines Normbruchs
in Bezug auf die Vollstandigkeit zeigt, wenn die Voraussetzung (5.26* ) betrach-
tet wird, als wenn das Endergebnis (1.93*) betrachtet wird. Dies bekriftigt die
oben formulierte These, dass die Einschitzung der Vollstindigkeit auf Grundla-
ge der in diesem Beweisversuch erst am Ende genannten Voraussetzung getrof-
fen wurde. Die Voraussetzung wurde hier vermutlich am Anfang erwartet und
da sie dort nicht genannt wurde, wurde sie als fehlend benannt.

Dagegen stellt sich die Situation in der Kontrollgruppe umgekehrt dar, was der
oben formulierten These wiederum widerspricht. Es zeigt sich jedoch, dass in
der Kontrollgruppe ein starker Fokus auf das Endergebnis vorliegt und die Vo-
raussetzung nicht in gleichem Mafe in die Betrachtungen einbezogen wird, wie
in der Interventionsgruppe. Hier wurde vermutlich das Endergebnis am Ende
erwartet und da dieses dort nicht formuliert ist, eine unzureichende Vollstindig-
keit attestiert. In beiden Gruppen zeigt sich somit ein groBer Einfluss der Orga-
nisation eines Beweisversuchs auf die Einschitzung hinsichtlich der Vollstén-
digkeit.
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In Bezug auf Beweisversuch 2 zeigt sich durch das Benennen der Voraussetzung
in der Interventionsgruppe ein sehr hoher Effekt auf die Interventionswirkung,
wohingegen der Effekt in der Kontrollgruppe nur sehr gering ausfillt. Weiterhin
zeigt sich ein starker Effekt auf den Unterschied zwischen den Gruppen nach
der Intervention. Vor dem Hintergrund des intendierten Normbruchs beziiglich
der Vollstdndigkeit in diesem Beweisversuch zeigt sich darin ein positives Er-
gebnis der Intervention. Die Voraussetzung ist in diesem Beweisversuch zwar
benannt worden, jedoch in sehr unvollstdndiger Weise. Durch die Intervention
scheint hier also ein sehr differenziertes Verstdndnis der Vollstindigkeit gefor-
dert worden zu sein.

Der Effekt durch das Benennen der Voraussetzung in der Interventionsgruppe ist
auch groBer als derjenige durch das Benennen des Endergebnisses. Dahingegen
ist in der Kontrollgruppe der Effekt durch das Endergebnis groBer als derjenige
durch die Voraussetzung und auch die Unterschiede zwischen den Gruppen nach
der Intervention fallen hier geringer aus. Dies zeigt wiederum den positiven
Effekt der Intervention auf das Einbeziehen der Voraussetzung in die Betrach-
tungen. Weiterhin zeigt sich jedoch auch, dass die Formulierung des Endergeb-
nisses in beiden Gruppen nicht klar vom Herstellen der externen Kohdrenz zur
Aussage getrennt wird. Ersteres liegt in diesem Beweisversuch vor, Letzteres
nicht. Das Fehlen des Endergebnisses wurde demnach vermutlich an dieser
Stelle mit dem Fehlen der externen Kohédrenz gleichgesetzt. Im Vergleich der
beiden Gruppen nach der Intervention zeigt sich durch das Benennen des End-
ergebnisses jedoch kein hoherer Effekt als ohne Einbezug der Beweisschritte.
Hier scheinen die Aktivitdten in den beiden Gruppen keinen groBen Unterschied
aufzuweisen hinsichtlich des Einflusses auf eine Unterscheidung dieser beiden
Normen.

Die Benennung der Strukturierung zeigt mit 18.14** (gegeniiber 13.0***) in der
Interventionsgruppe , verglichen mit den anderen Beweisschritten, den gerings-
ten Effekt. In der Kontrollgruppe zeigt sich hier jedoch der grofite Effekt der
Beweisschritte mit 17.3*. Dies konnte darauf zuriickzufiihren sein, dass in die-
sem Beweisversuch die Beweisschritte der Strukturierung und des Endergebnis-
ses in einem Satz zusammengefasst und nicht klar voneinander getrennt sind.
Wird der ganze Satz dem Endergebnis zugerechnet, wird die Strukturierung in
diesem Fall als fehlend benannt. Um diese inhaltlich voneinander zu trennen,
braucht es eine Unterscheidung zwischen dem Prozess des Einkreisens und dem
Produkt des Einkreisens.

Es zeigen sich hier in beiden Gruppen dhnlich hohe Effekte durch das Benennen
der Strukturierung®®. Der oben beschriebene Vergleich mit den Effekten der

80Es liegt zwar nach der Intervention ein Unterschied zwischen den Gruppen vor. Dieser
ist jedoch nicht wesentlich hoher als der Unterschied, der schon vor der Intervention
vorgelegen hat.
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anderen Beweisschritte in den Gruppen zeigt jedoch, dass die Strukturierung in
der Kontrollgruppe zentral ist in der Betrachtung der Vollstdndigkeit, in der
Interventionsgruppe jedoch die geringste Rolle hat. Dies legt die Vermutung
nahe, dass die Unterscheidung nach prozesshafter Strukturierung und produkt-
haftem Endergebnis in der Interventionsgruppe stirker gefordert wurde als in
der Kontrollgruppe.

Auch bei Beweisversuch 3 zeigt sich ein sehr starker Effekt durch einen Fokus
auf die Voraussetzung. Dieser ist in der Interventionsgruppe etwas geringer als
bei Beweisversuch 2, in der Kontrollgruppe dagegen deutlich hoher. In der Kon-
trollgruppe liegt dieser bei Beweisversuch 3 sogar iiber dem der Interventions-
gruppe. In Beweisversuch 3 wird die Voraussetzung in der Erlduterung gar nicht
benannt, wohingegen in Beweisversuch 2 diese nur unvollstindig benannt wur-
de. Das Erkennen eines vollstindig fehlenden Beweisschrittes wurde also in
beiden Gruppen in starkem MaBe gefordert. In der Interventionsgruppe wurde,
wie die Betrachtung von Beweisversuch 2 gezeigt hat, dariiber hinaus auch das
Erkennen eines unvollstindig dargestellten Beweisschrittes gefordert.

Erstaunlich sind die im Vergleich mit den anderen Beweisschritten geringen
Effekte durch einen Fokus auf die Strukturierung. Hier wurde zwar korrekt
erkannt, dass dieser Beweisschritt dargestellt ist, nicht jedoch, dass dieser in
Beweisversuch 3 nicht vollstindig dargestellt ist. Die Strukturierung ist in die-
sem Beweisversuch zwar benannt, jedoch nicht in der Weise vollstidndig darge-
stellt, dass verdeutlicht wird, wie genau das Endergebnis aus der Voraussetzung
entsteht. Lokale Unvollstindigkeiten hinsichtlich der Strukturierung wurden
hier also, anders als bei der Voraussetzung, in beiden Gruppen nur in geringem
MaBe erkannt.

Das Benennen des Endergebnisses wiederum zeigt in beiden Gruppen einen
deutlich hoheren Effekt. Dies entspricht nicht dem intendierten Normbruch: In
diesem Beweisversuch sind sowohl das Endergebnis ikonisch und sprachlich
dargestellt als auch die externe Kohérenz zur Aussage explizit formuliert. In der
Interventionsgruppe ist der Effekt geringer als bei Beweisversuch 2, wo die
externe Kohérenz nicht explizit formuliert war. In der Kontrollgruppe dagegen
hoher. Moglich ist, dass hier, wegen der ungewohnten dynamischen Darstellung,
Probleme bei der Abgrenzung der Beweisschritte vorlagen. Weiterhin liegen bei
der Beschreibung des Endergebnisses als Quadrat der Seitenlinge zwei mehrere
Probleme hinsichtlich anderer Normen vor, wie der Kohédrenz zur ikonischen
Definition einer geraden Zahl und der Allgemeingiiltigkeit, sodass auch von
einer Vermischung auf der Ebene der Normen ausgegangen werden kann.
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7.2.3 Untersuchung der Hypothesen
In Bezug auf die erste Hypothese

2.1 Die Betrachtung der Beweisschritte fordert das Erkennen eines Norm-
bruchs hinsichtlich der Vollstédndigkeit.

zeigt sich nur fiir Beweisversuch 2 eine schwach signifikante Interaktion eines
Fokus‘ auf die Beweisschritte mit den Interventionsvariablen (in Gelb hinter-
legt). Nur fiir diesen Beweisversuch kann damit ein (schwach) signifikanter
Einfluss der Intervention im Sinne der ersten Hypothese nachgewiesen werden.
Die nach Zeit und Gruppe differenzierten Chancenverhéltnisse fiir das Erkennen
eines Normbruchs hinsichtlich der Vollstdndigkeit, je nachdem, ob ein Fokus
auf die Beweisschritte vorliegt oder nicht, sind in Tabelle 27 dargestellt:

Tabelle 27 Chancenverhiltnisse der Beweisschritte fiir die Benennung eines Normbruchs hinsicht-
lich der Vollstindigkeit (differenziert nach Gruppe und Zeit)

BS1/BS0
Beweisversuch 1
z0g0 na
z1g0 na
z0gl na
zlgl na
Beweisversuch 2
z0g0 6.38*
zlg0 20.40%***
z0gl 2.59
zlgl 193.09%**
Beweisversuch 3
z0g0 744
z1g0 38.37%*
z0gl 23.61%*
zlgl 3741%*

In Beweisversuch 1 wurde die Vollstidndigkeit zu selten als Normbruch genannt,
als dass ein Modell mit mehr Einflussfaktoren noch schétzbar gewesen wire. In
Beweisversuch 2 zeigt sich in der Interventionsgruppe nach der Intervention ein
sehr hoher Einfluss der Beweisschritte auf das Erkennen des Normbruchs von
193.09*** (gegeniiber 2.59 vor der Intervention), was sich auch vor dem Hin-
tergrund erkldrt, dass die Beweisschritte erst in der Intervention eingefiihrt wur-
den und zuvor noch unbekannt waren. Auch in der Kontrollgruppe zeigt sich ein
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hoher Einfluss von 29.40*** nach der Intervention (gegeniiber 6.38* vor der
Intervention), dieser fallt jedoch deutlich geringer aus als in der Interventions-
gruppe. In Bezug auf Beweisversuch 2 lésst sich hier also ein Einfluss der Inter-
vention auf den Einfluss eines Fokus auf die Beweisschritte erkennen. In Bezug
auf Beweisversuch 3 ergibt sich ein leicht anderes Bild. Hier liegt auch in bei-
den Gruppen eine Erhohung des Einflusses der Beweisschritte nach der Inter-
vention gegeniiber vor der Intervention vor. Der Wert nach der Intervention ist
in der Kontrollgruppe jedoch etwas hoher als in der Interventionsgruppe und der
Zuwachs gegeniiber dem Zeitpunkt vor der Intervention ist in der Kontrollgrup-
pe deutlich hoher als in der Interventionsgruppe. Hier scheint also die Interven-
tion selbst nicht der ausschlaggebende Faktor fiir den Einfluss des Fokus auf die
Beweisschritte zu sein. Dies ist vor dem Hintergrund zu verstehen, dass in bei-
den Gruppen Beweisschritte markiert wurden (vgl. Abschnitt 5.3.1) und in Be-
weisversuch 3 der Beweisschritt der Voraussetzung in der sprachlichen Erléute-
rung ganz fehlt. Wie bereits weiter oben festgestellt, scheint das Verstdndnis von
(Un-)Vollstandigkeit im Sinne des ginzlichen Fehlens eines Beweisschrittes in
beiden Gruppen gefordert worden zu sein. Lokale Unvollstdndigkeiten in Bezug
auf einen Beweisschritt, wie in Beweisversuch 2, wurden jedoch vor allem in
der Interventionsgruppe gefordert.

In diesem Zusammenhang ist die Untersuchung der zweiten Hypothese zum
Einfluss der Kohirenz auf das Erkennen lokaler Unvollstindigkeiten interes-
sant:

2.2 Die Betrachtung der Kohirenz fordert das Erkennen eines Norm-
bruchs hinsichtlich der Vollstindigkeit.

Dafiir wurden die Kohirenz in das urspriingliche Regressionsmodell zum Ein-
fluss der Intervention mit aufgenommen. Es zeigen sich jedoch keine signifikan-
te Interaktionen. Ein signifikanter Einfluss der Intervention auf den in 3.2 for-
mulierten Zusammenhang kann somit ausgeschlossen werden. Die nach Zeit
und Gruppe differenzierten Chancenverhaltnisse fiir das Erkennen eines Norm-
bruchs hinsichtlich der Vollstdndigkeit, je nachdem, ob ein Normbruch hinsicht-
lich der Kohérenz benannt wurde oder nicht, sind in Tabelle 28 dargestellt.



288

Tabelle 28 Chancenverhiltnisse der Kohérenz fiir die Benennung eines Normbruchs hinsichtlich der
Vollstandigkeit (differenziert nach Gruppe und Zeit)

KOL/KO0
Beweisversuch 1
z0g0 na
z1g0 na
z0gl na
zlgl na
Beweisversuch 2
z0g0 276
zlgl 337*
z0g1 9.14*=
zlgl 213
Beweisversuch 3
z0g0 247
z1g0 1.79
z0g1 3.19*
zlgl 1.84

Fiir Beweisversuch 1 war das Modell aufgrund zu weniger Werte wieder nicht
schétzbar. In Beweisversuch 2 und 3 zeigen sich zwar signifikante Einfliisse der
Kohirenz auf das Erkennen eines Normbruchs hinsichtlich der Vollstindigkeit,
jedoch génzlich unabhéingig von einem mdglichen Einfluss der Intervention. In
Beweisversuch 2, wo die Voraussetzung zwar benannt wurde, jedoch unvoll-
stindig, sind die Einflisse groBer als bei Beweisversuch 3, wo die Vorausset-
zung in der Erlduterung ganz fehlt. Dies stiitzt die Hypothese, dass durch einen
Fokus auf die Kohédrenz eher lokale Unvollstdndigkeiten in den Blick genom-
men werden, nicht jedoch, dass dieser Zusammenhang durch die Intervention
gefordert wurde. Dariiber hinaus sind die Einfliisse fast durchgehend deutlich
geringer als die entsprechenden Einfliisse durch einen Fokus auf die Beweis-
schritte (siche oben).
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7.3 Logische Struktur

7.3.1 Analyse des intendierten Normenverstindnisses

Beweisversuch 1:

o®®
3 5

Alle Plattchen zusammen ergeben die Summe, die gerade ist. Deshalb findet
man 2 gleich grofke Teile, die wir in grin eingekreist haben. Die Zahlen 3 und
5 folgen im Abstand 2 aufeinander.

In Bezug auf die Norm der logischen Struktur wurde nur in Beweisversuch 1 ein
Normbruch intendiert. Hier wurde die Reihenfolge der Beweisschritte auf der
sprachlichen Ebene vertauscht, sodass zunichst das Endergebnis, dann die
Strukturierung und dann die Voraussetzung genannt wurde. Die Strukturierung
wurde hierbei aus dem Endergebnis heraus begriindet und nicht, der Beweislo-
gik folgend, das Endergebnis aus der Strukturierung heraus.

7.3.2 Analyse des beobachteten Normenverstindnisses

Fiir die Beweisversuche 2 und 3, welche keinen intendierten Normbruch hin-
sichtlich der logischen Struktur enthielten, lagen so wenige Werte vor, dass die
entsprechenden Modelle nicht schétzbar waren. Fiir Beweisversuch 1 wies le-
diglich die Zeit einen signifikanten Einfluss auf das Erkennen eines Normbruchs
hinsichtlich der logischen Struktur auf. Hier konnte somit lediglich ein signifi-
kanter Einfluss der Interventionszeit auf das Erkennen des intendierten Norm-
bruchs (in Rot hinterlegt) festgestellt werden, jedoch keine signifikante Wirkung
der Intervention selbst. Die Entwicklungen in den Gruppen und die Gruppen-
vergleiche sind in Tabelle 29 dargestellt.

Fiir Beweisversuch 1 zeigen sich im Vergleich der Zeitpunkte vor und nach der
Intervention in beiden Gruppen hohe und signifikante Werte. In der Interventi-
onsgruppe ist dieser mit 89.2*** sehr hoch und hoch signifikant. Auch der Ver-
gleich der Gruppen zum Zeitpunkt nach der Intervention zeigt einen hohen und
hoch signifikanten Wert. Vor der Intervention liegen keine signifikanten Unter-
schiede zwischen den Gruppen vor. Dies zeigt, dass zwar in beiden Gruppen das
Verstidndnis der logischen Struktur eines Beweisversuchs gefordert werden
konnte, jedoch durch die Intervention in deutlich h6herem Malle.
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Tabelle 29 Chancenverhéltnisse der Interventionsvariablen fiir die Benennung eines Normbruchs
hinsichtlich der logischen Struktur

Beweisversuch 1

g0 zl/z0 13.5*
gl zl/z0 89 2xxx
zl gligh 9 24xxx
z0  gl/g0 1.40
Beweisversuch 2

g0 zl/z0 na

gl zl/z0 na

zl  gligl na

z0 gligld na
Beweisversuch 3

g0 zl/z0 na

gl zl/z0 na

zl gligl na

z0 gligl na

7.3.3 Untersuchung der Hypothesen
Fiir die Untersuchung der ersten Hypothese

3.1 Die Betrachtung der Beweisschritte fordert das Erkennen eines Norm-
bruchs hinsichtlich der logischen Struktur.

wurde, wie schon bei der Vollstandigkeit, die Beziehung der dichotomen Variab-
le Beweisschritte (BS) zur Variable der logischen Struktur untersucht. Dabei
zeigt sich eine hohe und hoch signifikante Korrelation der Variablen von
0.60***_ Das entsprechende Regressionsmodell war nicht schitzbar aufgrund zu
geringer oder fehlender Werte fiir die Benennung des Normbruchs ohne gleich-
zeitigen Fokus auf die Beweisschritte. Insofern zeigt sich zwar ein sehr hoher
Zusammenhang der Variablen, die Rolle der Intervention auf diesen
Zusammenhang war jedoch nicht untersuchbar. Rein deskriptiv gibt es fiir einen
Fokus auf die Beweisschritte einen deutlich hoheren Zuwachs von vor der In-
tervention zu nach der Intervention und von der Interventionsgruppe (von 2 zu
57) gegeniiber der Kontrollgruppe (von 1 zu 10). Dies legt den Schluss nahe,
dass die Intervention hier durchaus einen sehr hohen Einfluss hatte.

Die zweite Hypothese hinsichtlich eines Einflusses der Kohérenz

3.2 Die Betrachtung der Kohédrenz fordert das Erkennen eines Norm-
bruchs hinsichtlich der logischen Struktur.
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konnte quantitativ nicht bestatigt werden. Es liegt keine signifikante Interaktion
mit den Interventionsvariablen vor. Auch in den nach Zeit und Gruppe differen-
zierten Odd Ratios ergeben sich keine signifikanten Werte. Die entsprechende
Odds Ratio unabhingig von der Intervention liegt mit 0.55 deutlich unterhalb
von 1, was auch einen grundsdtzlichen, von der Intervention unabhéngigen,
Einfluss der Kohédrenz ausschlieft. Der entsprechende Wert ist nicht signifikant.
Fiir die externe Kohérenz ergibt sich dabei zumindest noch ein eher neutraler
Wert von 1.18, fiir die interne Kohédrenz ein noch geringerer Wert von 0.37.
Beide Werte sind jedoch ebenfalls nicht signifikant. Die Vermutung liegt nahe,
dass die Kohédrenz zwar in der Intervention relevant war, um die Rolle der Be-
weisschritte im Beweis zu kléren und dariiber zu begriinden, in welcher Reihen-
folge diese sprachlich expliziert werden sollten. Dadurch wurde das Verstidndnis
der logischen Struktur dahingehend etabliert, dass diese Reihenfolge eingehal-
ten werden soll. Das zugrunde liegende, auf der Kohdrenz beruhende Verstind-
nis, warum dies notig ist, muss nach der Intervention dann nicht mehr nachvoll-
zogen werden. Hier geniigt lediglich die, auf einem Fokus auf die Beweisschrit-
te beruhende, Feststellung einer falschen Reihenfolge, um einen Normbruch
hinsichtlich der logischen Struktur festzustellen. Dies wiirde auch erkléren,
warum der Einfluss eines Fokus auf die Beweisschritte sehr hoch ist.

7.4 Allgemeingiiltigkeit

7.4.1 Analyse des intendierten Normenverstindnisses

Beweisversuch 1:

eo®®
3 5

Alle Plattchen zusammen ergeben die Summe, die gerade ist. Deshalb findet
man 2 gleich groRe Teile, die wir in grin eingekreist haben. Die Zahlen 3 und
5 folgen im Abstand R aufeinander.

Abbildung 125 Beweisversuch 1 aus der Eingangs- beziehungsweise Ausgangserhebung (entspricht
Abbildung 117)

Auf ikonischer Ebene stellt Beweisversuch 1 den allgemeingiiltigsten Beweis-
versuch dar. Die entsprechende Darstellung ist generisch, ldsst sich also auf alle
Zahlen im Abstand zwei in dieser Weise anwenden: Es wird immer genau eines
der beiden blauen Plittchen, die gegeniiber den roten mehr vorhanden sind, mit
den roten eingekreist werden. Lediglich der Abstand zwei als klassifikatorisches
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Merkmal konnte in der ikonischen Darstellung der Voraussetzung expliziter
verdeutlicht werden.

Auf sprachlicher Ebene ist allerdings die Strukturierung nicht in der Weise
expliziert, dass die Allgemeingiiltigkeit des Gesamtzusammenhangs von Vo-
raussetzung und Endergebnis deutlich wird. Das Hauptproblem liegt hier somit
auf der Ebene der internen Kohdrenz. Ein weiteres Problem stellt die singulére
Formulierung der Voraussetzung dar, in welcher die konkret genutzten Zahlen
benannt werden.

Beweisversuch 2:

4
2800
P0G ®O

6

Wir haben die Zahlen in 2 Zeilen dargestellt. Wenn man zeilenweise
Zweierpaare einkreist, dann bleibt kein Plattchen Uibrig.

Abbildung 126 Beweisversuch 2 aus der Eingangs- beziehungsweise Ausgangserhebung (entspricht
Abbildung 118)

Beweisversuch 2 weist keine generische Darstellung auf. Das Hauptproblem
liegt hier bei der Darstellung der Voraussetzung. Der Abstand zwei zwischen
den beiden Zahlen wird hier zwar deutlicher als in Beweisversuch 1 und wird
auch explizit genutzt fiir den Gesamtzusammenhang, indem diese beiden iiber-
stehenden Pléttchen zu einem Zweierpaar zusammengefasst werden. Die beiden
Ausgangszahlen werden hier jedoch als gerade Zahlen dargestellt, indem diese
restlos in Zweierpaare zerlegt werden. Fiir ungerade Zahlen wiirde sich eine
andere Darstellung ergeben, in welcher mit den einzelnen {ibrigen Pléttchen der
beiden Zahlen anders umgegangen werden miisste. Es wire somit eine Fallun-
terscheidung zwischen geraden und ungeraden Zahlen nétig. Die Voraussetzung
wird hier also durchaus in klassifikatorischer Weise fiir alle geraden Zahlen
genutzt, jedoch nicht fiir alle Fille, die in der Aussage gefordert sind. Das
Hauptproblem liegt hier also eher bei der externen Kohdrenz. In der eleganteren
Variante, ohne Fallunterscheidung, wiirden die Plittchen spaltenweise einge-
kreist werden und dafiir nur genutzt, dass es sich um zwei Zahlen in zwei Zeilen
handelt. Nur die zwei {iberstehenden Plittchen wiirden wie oben abgebildet
eingekreist.

Auf sprachlicher Ebene ist das Hauptproblem, dass nicht aus der Vorausset-
zung heraus erklart wird, wie sich die Strukturierung ergibt, das heif3t, interne
Kohdrenzen nicht expliziert werden. Anders als bei Beweisversuch 1 gibt es hier
jedoch keine singuliren Formulierungen.
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Beweisversuch 3:

'@ . 00
:000® o0
2
Man gieht einen Pfeil im Bild, der sagt, dass Plittchen vergschoben wurden.

Das zweite Bild zeigt ein Quadrat mit Seitenlénge 2. Es wird eine gerade Zahl
dargestellt.

Abbildung 127 Beweisversuch 3 aus der Eingangs- beziehungsweise Ausgangserhebung (entspricht
Abbildung 119)

In Beweisversuch 3 ist die ikonische Darstellung potenziell generisch. Lediglich
im Endergebnis sollte die Beschriftung eigentlich an der Stelle stehen, wo sie
die Anzahl der Zeilen verdeutlicht.

Problematisch hinsichtlich der Allgemeingiiltigkeit wird die ikonische Darstel-
lung erst in Verbindung mit der sprachlichen Darstellungsebene. Dort ist im
Endergebnis von einem Quadrat der Seitenlinge zwei die Rede. Ein Quadrat
ergibt sich durch die implizit abgebildete Verschiebung eines der iiberstehenden
Plattchen jedoch ausschlieBlich in dem abgebildeten Fall. Das Endergebnis ist
hier also in rein singuldrer Weise beschrieben. (Interne) Kohérenzen stehen hier
weniger im Fokus.

Tabelle 30 Vergleich der drei Beweisversuche hinsichtlich der Allgemeingiiltigkeit entlang der
Beweisschritte

Beweisversuch 1 Beweisversuch 2 Beweisversuch 3
ikonisch Voraussetzung Voraussetzung:
klassifikatorisch,
externe Kohirenz
sprachlich  Voraussetzung: Endergebnis:
singulér singulér

7.4.2 Analyse des beobachteten Normenverstindnisses

Es liegen keine signifikanten Interaktionen zwischen den Interventionsvariablen
und dem Erkennen eines Normbruchs hinsichtlich der Allgemeingiiltigkeit vor.
Eine Forderung des intendierten Verstidndnisses der Allgemeingiiltigkeit durch
die Intervention kann somit nicht nachgewiesen werden. Es liegen jedoch
durchaus signifikante Entwicklungen in den einzelnen Gruppen und zu den
einzelnen Zeitpunkten vor, die in Tabelle 31 dargestellt sind.
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Bei dem insgesamt, und insbesondere auf der ikonischen Darstellungsebene,
intendiert allgemeingiiltigsten Beweisversuch 1 zeigt sich kein Einfluss der
Intervention auf das Benennen eines entsprechenden Normbruchs. Weder der
Gruppenvergleich nach der Intervention noch die zeitliche Entwicklung in der
Interventionsgruppe zeigen Odds Ratios, die wesentlich grofler als 1 sind. Kei-
ner der Werte ist signifikant.

Bei Beweisversuch 2 und 3 zeigt sich dagegen eine deutliche und (sehr) signifi-
kante Entwicklung in der Interventionsgruppe, nicht jedoch in der Kontroll-
gruppe. Zwar liegen schon zum Zeitpunkt vor der Intervention signifikante
Unterschiede zwischen den Gruppen vor, diese sind nach der Intervention je-
doch deutlich hoher und stérker signifikant. Dies weist insgesamt darauf hin,
dass diese Entwicklung durch die Intervention aufgetreten ist.

Tabelle 31 Chancenverhiltnisse der Interventionsvariablen fiir die Benennung eines Normbruchs
hinsichtlich der Allgemeingiiltigkeit

Beweisversuch 1

g0 zl/z0 1.17
gl zl/z0 1.40
zl  gligd 208
z0  gligh 1.74
Beweisversuch 2

g0 zl/z0 1.72
gl zl/z0 230%
zl  gligl 6.25%%*
z0 gligl 4.68%*
Beweisversuch 3

g0 zl/z0 191
gl zl/z0 3.69%*
zl  gligl 53.50%*
z0 gligl 3.39*

Da der intendierte Grad an Allgemeingiiltigkeit fiir die einzelnen Beweisversu-
che auf sprachlicher und ikonischer Darstellungsebene differierte, wurden die
Darstellungsebenen mit in das Regressionsmodell aufgenommen. Deren Interak-
tionen mit den beiden Interventionsvariablen waren nicht signifikant. Die nach
den Darstellungsebenen differenzierten Entwicklungen in den Gruppen und zu
den einzelnen Zeitpunkten sind in Tabelle 32 dargestellt.
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Bei Beweisversuch 2 treten sowohl fiir die ikonische als auch die sprachliche
Darstellungsebene signifikante Unterschiede zwischen den Gruppen nach der
Intervention auf, wobei der Effekt der sprachlichen Darstellungsebene hoher ist.
Bei der ikonischen Darstellungsebene ist der Unterschied vor der Intervention
sogar hoher als nach der Intervention. Bei Beweisversuch 3 liegt der Wert fiir
die ikonische Darstellungsebene nach der Intervention wiederum etwas oberhalb
des Wertes von Beweisversuch 2, was entgegen dem intendierten Normenver-
stiandnis ist, wonach die ikonische Darstellung in Beweisversuch 2 die am we-
nigsten generische ist. Die Werte vor und nach der Intervention unterscheiden
sich hier allerdings nicht wesentlich. Insgesamt zeigt sich hier, dass durch die
Intervention ein Verstdndnis der Generizitét der ikonischen Darstellung eines
Beweisversuchs nicht geférdert werden konnte und der Fokus im Allgemeinen
starker auf der sprachlichen Ebene liegt.

Tabelle 32 Chancenverhiltnisse der Interventionsvariablen fiir die Benennung eines Normbruchs
hinsichtlich der Allgemeingiiltigkeit (differenziert nach den Darstellungsebenen)

ikonisch sprachlich
Beweisversuch 1
g0 zl/z0 1.66 437
gl zl/z0 123 133
zl  glig0 1.80 112
z0 gligd 244 3.68
Beweisversuch 2
g0 zl/z0 2.56 0.50
gl zl/z0 1.79 316
zl  gligd 4.14%* 6.25%*
z0 gligd 5.95%= 1.00
Beweisversuch 3
g0 zl/z0 262 na
gl zl/z0 2.42* na
zl  gligh 4.90* na
z0  gligl 4.52% na

Hinsichtlich der Beweisschritte ergeben sich keine signifikanten Interaktionen
mit den beiden Interventionsvariablen. Die Differenzierung des Erkennens eines
Normbruchs in Bezug auf die Allgemeingiiltigkeit entlang der Beweisschritte ist
in Tabelle 33 dargestellt.
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In den Beweisversuchen 1 und 2, bei welchen intendiert war, dass die Voraus-
setzung den hinsichtlich der Allgemeingiiltigkeit problematischsten Beweis-
schritt darstellt, zeigt sich auch ein deutlicher und signifikanter Effekt der Vo-
raussetzung auf den Vergleich der Gruppen nach der Intervention. Dabei ist der
Effekt durch die Intervention in Beweisversuch 1 insofern als hoher einzuschit-
zen als in Beweisversuch 2, als fiir Beweisversuch 2 bereits vor der Intervention
hohe und signifikante Unterschiede zwischen den Gruppen vorlagen. In Be-
weisversuch 1 war die Voraussetzung auf sprachlicher Ebene als problemati-
scher intendiert, in Beweisversuch 2 dagegen auf ikonischer Ebene (vgl. Tabelle
30). Dies bekriftigt die oben formulierte These, dass der Fokus bei der Ausei-
nandersetzung mit der Allgemeingiiltigkeit stirker auf der sprachlichen als auf
der ikonischen Ebene liegt. Weiterhin liegt in Beweisversuch 1 fiir die Voraus-
setzung eine klar singuldre Formulierung vor, die sich nur auf das konkret abge-
bildete Beispiel bezieht. In Beweisversuch 2 dagegen ist nichts rein Singuldres
formuliert.

Tabelle 33 Chancenverhiltnisse der Interventionsvariablen fiir die Benennung eines Normbruchs
hinsichtlich der Allgemeingiiltigkeit (differenziert nach der Benennung der einzelnen Beweisschrit-
te)

Voraussetzung Strukturierung Endergebnis
Beweisversuch 1
g0 z1/z0 0.49 1.25 1.70
gl z1/z0 2.04 0.46 1.61
z1 gligh 7T 3.49 2.49
z0 gligh 1.86 9.46 2.63
Beweisversuch 2
g0 zl/z0 1.05 na 0.74
gl zl/z0 151 na 1.61
z1  gligl 11.95%* na 8 44==
z0 glig0 g831* na 3.87
Beweisversuch 3
g0 zl/z0 na 3.03 7.08
gl zl/z0 na 1.69 313
zl  glig0 na 4.75 5.51*
z0  gl/gh na 851 12 46*

Dies kann in der Weise interpretiert werden, dass sich in der Intervention ein
Verstindnis der Allgemeingiiltigkeit entwickelt hat, in welchem rein singulére
Formulierungen als nicht allgemeingiiltig erkannt werden.
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Dass in Beweisversuch 2 auch das Endergebnis einen signifikanten Effekt fiir
den Vergleich der Gruppen nach der Intervention darstellt, war nicht intendiert.
Dies ist insbesondere im Vergleich mit Beweisversuch 3 erstaunlich. Auch dort
zeigt sich zwar ein entsprechender Effekt, dieser ist jedoch deutlich kleiner als
fiir Beweisversuch 2 und insbesondere deutlich kleiner als der Unterschied der
Gruppen vor der Intervention. Ein Einfluss der Intervention in dem intendierten
Sinne, dass bei Beweisversuch 3 das Endergebnis als der hinsichtlich der All-
gemeingiiltigkeit problematischste Beweisschritt erkannt wird, kann hier nicht
beobachtet werden. Dies konnte damit zusammenhéngen, dass nur in Beweis-
versuch 2 die externe Kohérenz nicht explizit formuliert ist und damit auch
nicht allgemein der Zusammenhang zur Aussage expliziert wurde. Die Normen
der Allgemeingiiltigkeit und (externen) Kohérenz wiren hier nicht klar vonei-
nander abgegrenzt worden.

Weiterhin wurden der Einfluss eines klassifikatorischen Verstindnisses®! auf die
Effekte derjenigen Beweisschritte untersucht, die sich in der obigen Analyse als
signifikant herausgestellt haben. Dabei waren nur die Modelle fiir die Voraus-
setzung und das Endergebnis in Beweisversuch 2 schitzbar. Beide ergeben sehr
hohe und hoch signifikante Werte von 15.2*** fiir den Einfluss einer klassifika-
torischen Sichtweise auf den Effekt der Voraussetzung und entsprechend
37.4%** fiir das Endergebnis. Der Einfluss auf die Voraussetzung, wo der inten-
dierte Normbruch liegt, féllt jedoch deutlich geringer als auf das Endergebnis,
wo kein intendierter Normbruch hinsichtlich der Allgemeingiiltigkeit vorliegt.
Dies stiitzt die oben formulierte These, dass hier moglicherweise aufgrund der
fehlenden externen Kohirenz der Beweisversuch in der Weise bewertet wurde,
dass aus dem Endergebnis nicht allgemein die Aussage ablesbar ist. Fiir diese
Bewertung bedarf es einer klassifikatorischen Sichtweise auf das Endergebnis.

7.4.3 Untersuchung der Hypothesen

Zur Untersuchung der Hypothese

4. Die Betrachtung der Kohidrenz fordert das Erkennen eines Normbruchs
hinsichtlich der Allgemeingiiltigkeit

wurde die Kohédrenz und deren Interaktionsterme mit in das Regressionsmodell
aufgenommen. Dabei waren nur die reduzierten Modelle mit einfachen Interak-
tionen mit jeweils einer der beiden Interventionsvariablen Zeit oder Gruppe

81 ,Klassifikatorisch* stellt eine Unterkategorie der Kategorie Allgemeingiiltigkeit dar,
welche, im Gegensatz zu einer rein ,;singuldren” Betrachtung des jeweiligen Bei-
spielbeweises, auf ein vertieftes Verstdndnis von Allgemeingiiltigkeit hinweist (vgl.
Abschnitt 2.3.5).
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schitzbar. Hierbei zeigen sich keine signifikanten Interaktionen. Die nach Zeit-
punkt und Gruppenzugehérigkeit differenzierten Chancenverhéltnisse fiir das
Erkennen eines Normbruchs hinsichtlich der Allgemeingiiltigkeit, je nachdem,
ob ein Normbruch hinsichtlich der Kohirenz benannt wurde oder nicht, sind in
Tabelle 34 dargestellt.

Tabelle 34 Chancenverhéltnisse der Kohérenz fiir die Benennung eines Normbruchs hinsichtlich der
Allgemeingiiltigkeit (differenziert nach Gruppe und Zeit)

KOL/KO0
Beweisversuch 1
z0 1.20
zl 3.61%=
gl 193
gl 2.82*
Beweisversuch 2
z0 1.20
zl 3.61%*
gl 193
gl 2.82%
Beweisversuch 3
z0 1.20
zl 3.61%*
g0 193
gl 2.82*

Fiir Beweisversuch 1 zeigen sich nur zum Zeitpunkt nach der Intervention und
in der Interventionsgruppe (sehr) signifikante Odds Ratios grofer 2. Das legt die
Vermutung nahe, dass sich dies in der Interventionszeit in der Interventions-
gruppe entwickelt hat. Mit Sicherheit kann das an dieser Stelle nicht gesagt
werden, da zum Zeitpunkt nach der Intervention nicht zwischen den Gruppen
differenziert werden konnte und fiir die Interventionsgruppe nicht zwischen den
Zeitpunkten. Fiir Beweisversuch 2 wiederum zeigt sich in der Kontrollgruppe
ein hoherer Wert als in der Interventionsgruppe, weshalb hier eher davon ausge-
gangen werden kann, dass die Intervention keinen Einfluss hatte. Fiir Beweis-
versuch 3 zeigen sich, anders als fiir Beweisversuch 1 und 2, keine signifikanten
Werte. Dies entspricht dem intendierten Allgemeingiiltigkeitsverstdndnis, wo-
nach die internen Kohérenzen insbesondere in Beweisversuch 1 und 2 in nicht
allgemeingiiltiger Weise formuliert sind (vgl. Tabelle 30).
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Um diese Unterschiede gezielter untersuchen zu konnen, sollten die Einfliisse
der unterschiedlichen Kohédrenzebenen der internen Kohédrenz, der externen
Kohirenz, der Kohdrenz zwischen den Beispielen und der Kohérenz der Dar-
stellungsebenen untersucht werden. Dabei wurde die Kohédrenz der Darstel-
lungsebenen so selten explizit benannt, dass deren Einfluss nicht quantitativ
messbar war. Alternativ wurde der Einfluss des Wechsels der Darstellungsebe-
nen untersucht, welcher einer Kohédrenzbetrachtung derselben zugrunde liegt.
Dies ergab jedoch keine signifikanten Werte. Die Kohédrenz zwischen den Bei-
spielen wurde {iber die Variable der Ubertragbarkeit®? untersucht, welche kodiert
wurde, wenn mehrere Beispiele miteinander verglichen wurden (vgl. Abschnitt
5.1.2). Der Einfluss dieser Variable auf die Allgemeingiiltigkeit ergab, wie zu
erwarten war, durchgehend sehr hohe und hoch signifikante Werte, da bei Ko-
dierung der Ubertragbarkeit in den meisten Fillen auch die Norm der Allge-
meingiiltigkeit mitkodiert wurde. Daher wurden nur die Einfliisse der internen
(iKO) und der externen Kohirenz® (eKO) verglichen, wobei hier ebenfalls nur
die reduzierten Modelle mit einfachen Interaktionen zwischen der Kohéirenz und
jeweils einer der Interventionsvariablen schitzbar waren. Es zeigt sich nur fiir
Beweisversuch 1 eine schwache Signifikanz der Interaktion der internen Kohéa-
renz mit der Zeit. Die nach Zeit und Gruppe differenzierten Odds Ratios beziig-
lich der internen beziehungsweise externen Kohérenz fiir das Erkennen eines
Normbruchs hinsichtlich der Allgemeingiiltigkeit sind in Tabelle 35 dargestellt.

Fiir Beweisversuch 1 zeigt sich hier nur fiir die interne Kohédrenz ein signifikan-
ter Wert zum Zeitpunkt nach der Intervention, was dem intendierten Verstéindnis
(vgl. Tabelle 30) entspricht, wonach fiir diesen Beweisversuch die interne Kohé-
renz ausschlaggebend ist. Die Kohdrenz von Strukturierung und Voraussetzung
ist hier gar nicht formuliert. Es ist demnach davon auszugehen, dass sich dieses
Verstindnis im Interventionszeitraum entwickelt hat, wobei hier nicht klar diffe-
renziert werden kann, in welcher Gruppe dies in welchem Ausmal} gefordert
wurde. Ein Einfluss der Intervention selbst kann hier also nicht mit Sicherheit
festgestellt werden.

Fiir Beweisversuch 2 zeigt sich zum Zeitpunkt nach der Intervention nur fiir die
externe Kohirenz ein signifikanter Wert, welcher auch hoher ist als der Wert fiir
die interne Kohirenz. Erstaunlich ist dabei jedoch, dass fiir die Kontrollgruppe

82 Empirische und allgemeine Ubertragbarkeit wurden hier zusammengefasst, da an-
sonsten zu wenig Werte fiir schétzbare Modelle vorgelegen hétten.

83 Eine Differenzierung in die Unteraspekte Aussage, Definition und Lemma ergab keine
schitzbaren Modelle. In den meisten Féllen wurde bei der externen Kohérenz die
Kohdrenz zur Aussage angesprochen, die anderen Unteraspekte wurden kaum be-
nannt.



300

sowohl die interne als auch die externe Kohédrenz sehr hohe und sehr signifikan-
te Werte aufweisen und der Wert fiir die interne Kohédrenz hier sogar hdher ist
als fiir die externe. Dies konnte darauf hinweisen, dass in der Kontrollgruppe die
externe Kohérenz beziiglich der Voraussetzung weniger im Fokus stand.

Tabelle 35 Chancenverhiltnisse der internen und externen Kohérenz fiir die Benennung eines
Normbruchs hinsichtlich der Allgemeingiiltigkeit (differenziert nach Gruppe und Zeit)

iKO1/iKO0 eK01/eKO0
Beweisversuch 1
z0 0.60 1.08
zl 337* 122
g0 1.94 1.03
gl 2.01 1.12
Beweisversuch 2
z0 7.65 2.18
zl 243 3.01*
g0 8.11%* 6.09%*
gl 216 2.13
Beweisversuch 3
z0 0.48 0.29
zl 288 0.25
g0 0.31 na
gl 292% na

Dies wiirde sich auch mit den qualitativen Ergebnissen decken, wonach die
externe Kohidrenz hinsichtlich der Voraussetzung erst in der Interaktion und
durch gezielte Impulse durch die Ubungsleitenden in den Blick der Studieren-
den geraten ist. Der sehr hohe Wert fiir die interne Kohirenz, der so nur in der
Kontrollgruppe zu verzeichnen ist, und gleichzeitig der sehr hohe Wert zum
Zeitpunkt vor der Intervention, stehen im Widerspruch zur Hypothese. Hier
scheint der Einfluss der internen Kohérenz in der Intervention eher verringert
worden zu sein. In diesem Beweisversuch werden auch allgemeine interne Ko-
hiarenzen formuliert, die jedoch so nur fiir den Fall gerader Ausgangszahlen
funktionieren. Auflerdem entspricht die zeilenweise Strukturierung einer Struk-
turierungsweise aus der Intervention, die dort allgemeingiiltigen Charakter hatte.

Fiir Beweisversuch 3 dagegen zeigt sich ein signifikanter Wert fiir den Einfluss
der internen Kohédrenz in der Interventionsgruppe, wobei nicht differenziert
werden kann zu welchem Zeitpunkt der Einfluss sich in welchem Ausmal dar-
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stellt. Dies ist in jedem Fall gegenldufig zu den intendierten Verstindnissen,
wonach in Beweisversuch 3 die interne Kohérenz weniger relevant sein sollte
als in Beweisversuch 2. Es konnte darauf zuriickzufiihren sein, dass in Beweis-
versuch 3 sprachliche Verkniipfungsstrukturen vollstandig fehlen, die interne
Kohérenz somit im Allgemeinen geringer eingeschétzt und dabei nicht klar
abgegrenzt wird von der Allgemeingiiltigkeit.
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8 Diskussion

8.1 Zusammenfassung der Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden fiir jede Norm die qualitativen und quantitativen
Ergebnisse verglichen und zusammengefasst. Dafiir werden zunichst, fiir jede
Norm, die Ergebnisse hinsichtlich des in der Intervention entwickelten situierten
Verstiandnisses zusammengefasst im Sinne von

Forschungsfrage 1: Welches situierte Normenverstdndnis entwickelt sich
auf Lernendenseite in der Intervention?

Diese werden eingeordnet in die Ergebnisse aus fritheren Studien zum situierten
Beweisverstindnis (vgl. Abschnitt 3.5). Weiterhin werden die Verstindnisse
abgeglichen mit dem Verstindnis der jeweiligen Norm, das sich aus der Vorer-
hebung auf Lehrendenseite ergeben hatte. Zu diesem Zweck werden die dort
herausgearbeiteten Unteraspekte der Normenverstdndnisse einzeln adressiert.
Dadurch soll dargelegt werden, bei welchen normativen (Unter-)Aspekten das
Ziel der Intervention erreicht wurde, zu einem interpersonell geteilten Verstand-
nis zwischen Lehrenden- und Lernendenseite zu gelangen. Zur Beantwortung
von

Forschungsfrage 2: Wie entwickelt sich die Interpersonalitdt im situierten
Normenverstandnis in der Intervention?

wird zudem erértert, in welchem Umfang sich die Ergebnisse aus der qualitati-
ven Analyse auch quantitativ bestitigen lassen, das heifit, welcher Grad an In-
terpersonalitéit innerhalb der Lernendenseite nach der Intervention erreicht wur-
de. Die quantitativen Ergebnisse werden dabei vor dem Hintergrund der qualita-
tiven Analysen beleuchtet und dabei mogliche Griinde herausgearbeitet fiir
Ubereinstimmungen und Widerspriiche zwischen quantitativen und qualitativen
Beobachtungen.

SchlieBlich werden fiir jede Norm die Ergebnisse zu den in der qualitativen
Analyse gebildeten Hypothesen erortert im Sinne von

Forschungsfrage 3: Welche potenziellen Einflussfaktoren gibt es auf die
Entwicklung des situierten Normenverstédndnisses in der Intervention?
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Aus diesem Vergleich der qualitativen und quantitativen Ergebnisse werden
konkrete didaktische Implikationen fiir die geplante Weiterentwicklung der
Intervention abgeleitet, die in Abschnitt 8.2 zusammengefasst werden.

8.1.1 Kohirenz

Aus der quantitativen Analyse ergab sich, dass durch die Intervention ein Ver-
stindnis fiir die interne Kohdrenz gefordert werden konnte, wonach der Zu-
sammenhang zwischen aufeinanderfolgenden Beweisschritten hergestellt wer-
den soll. Dieses Verstindnis ist kompatibel mit dem auf Lehrendenseite inten-
dierten Verstdndnis. Es zeigte sich in dieser Weise bereits in der qualitativen
Analyse bei der Diskussion des offenen Impulses zur Beweisbewertung, in
welchem explizit nach einer Einigung auf den am besten gelungenen Beweis-
versuch in der Kleingruppe gefragt wurde.

Auch die Etablierung der Kohirenz als Norm fiir die Beweisbewertung
entwickelte sich bei der Diskussion dieses Impulses. Dies passierte in allen
untersuchten Gruppen eigenstindig in der Interaktion, ohne weitere Impulse von
auflen, die explizit die Kohérenz adressiert hitten. Dies wirft ein neues Licht auf
den Stellenwert dieser Norm auf Lernendenseite und eine mogliche Forderung
deren Verstdndnisses. In fritheren Studien von Alcock und Weber (2005) und
Sommerhoff und Ufer (2019) wurde festgestellt, dass Normbriiche hinsichtlich
der Kohiérenz selten von den Studienteilnehmenden selbst adressiert und erkannt
wurden und meist andere Normen im Vordergrund standen (vgl. Abschnitt 3.5).
In kiinftigen Interventionen kann daher an diesem offenen Impuls als Einstieg in
die Diskussion der Beweisversuche sowie der sozialen Situierung dieser Dis-
kussion in einer Kleingruppe festgehalten werden. Auch die entsprechenden
Beweisversuche in der aktuellen Intervention scheinen in dieser Hinsicht ergie-
big gewesen zu sein.

In der Interventionsgruppe zeigte sich zudem eine Entwicklung, wonach der
Beweisschritt der Strukturierung als vermehrt prozesshaft verstanden wurde
und die Aufgabe hat, die globale interne Kohérenz zwischen Voraussetzung und
Endergebnis herzustellen. Hier zeigten sich jedoch keine signifikanten, also auf
die Grundgesamtheit hin, verallgemeinerbaren Entwicklungen. Auch in der
qualitativen Analyse tauchten diese Aspekte nur am Rande und eher implizit
formuliert auf. Prozesshafte und produkthafte Verstdndnisse der Strukturierung
lagen teilweise bis zum Ende der jeweiligen Diskussion unaufgeldst nebenei-
nander vor. Ein produkthaftes Verstéindnis fiihrte dabei meist zu Problemen bei
der Differenzierung der Beweisschritte im intendierten Sinne. In folgenden
Interventionen empfiehlt es sich daher, wieder auf den prozesshafteren Begriff
der Operation fiir diesen Beweisschritt zuriickzugreifen. Dem Problem, dass
statische Markierungen dann nicht als addquate Beweisfithrung betrachtet wer-
den konnten (vgl. Abschnitt 5.3.2), kann weiterhin von Anfang an dadurch ent-
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gegengewirkt werden, dass beim Einstieg ins Thema auch statische Beweisvari-
anten présentiert werden.

Das Verstdndnis fiir die externe Kohédrenz wurde durch die Intervention in der
Weise gefordert, dass das Endergebnis im Sinne der Aussage sprachlich formu-
liert sein soll. Dies entspricht dem auf Lehrendenseite intendierten Verstédndnis
in Bezug auf die Entitit der Aussage. In der qualitativen Analyse zeigte sich hier
ein implizit allen Diskussionen zugrunde liegender Konsens, wonach das End-
ergebnis aus der Formulierung in der Aussage heraus bestimmt wurde. Hier
schien bereits préinteraktional ein entsprechendes Verstdndnis vorgelegen zu
haben, welches sich vermutlich aus der Einflihrungsvorlesung ergeben hat. Die
Hauptwirkung der Intervention wére damit an dieser Stelle durch die Vorlesung
und weniger durch die anschlieBenden Kleingruppendiskussionen entstanden. In
der Einfithrungsvorlesung zum Thema wird daher kiinftig weiterhin an der Be-
stimmung von Voraussetzung und Endergebnis mit Hilfe der Formulierung in
der zu beweisenden Aussage festgehalten.

Dieses Verstindnis der externen Kohérenz konnte nur fiir das Endergebnis ge-
fordert werden, nicht jedoch in gleicher Weise fiir die Voraussetzung. Auch in
der Betrachtung der internen Kohédrenzen zeigte sich in der quantitativen Analy-
se kein vermehrter Einbezug der Voraussetzung nach der Intervention®*. In der
qualitativen Analyse tauchte dieser Aspekt nur am Rande auf. Die Vorausset-
zung wurde hier meist nur von einer einzelnen Personen in der jeweiligen Grup-
pe in die Diskussion eingebracht, teilweise erst auf einen expliziten Impuls des/r
Ubungsleiter/in in diese Richtung. Von einem geteilten Verstéindnis kann diesbe-
ziiglich in den Gruppen damit nicht ausgegangen werden.

In kiinftigen Interventionen ist daher geplant, die Rolle der Voraussetzung fiir
die internen und externen Kohdrenzen starker in den Blick zu nehmen. Dies
kann zum Beispiel geschehen durch Beweisversuche, deren Normbriiche zur
Kohirenz stirker differenziert sind hinsichtlich der Beweisschritte. In der aktu-
ellen Intervention waren die Beweisversuche in dieser Hinsicht noch zu wenig
differenziert — die Voraussetzung war in allen zu diskutierenden Beweisversu-
chen nicht in die Kohdrenzen mit einbezogen. Auch die Diskussion in der Ple-
numsphase konnte darauf aufbauend gezielt entlang der Beweisschritte struktu-
riert werden. Aulerdem konnte der Fokus durch einen entsprechenden Impuls
explizit auf den Beweisschritt der Voraussetzung gelenkt werden.

Zur Kohirenz der Darstellungsebenen zeigten sich in der quantitativen Analyse,
unabhéngig von der Intervention, unterschiedliche Verstindnisse. In der einen

84 Hinsichtlich der Vollstindigkeit konnte dagegen auch quantitativ ein vermehrter
Einbezug der Voraussetzung festgestellt werden.
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Sichtweise wird eine enge Beziehung von sprachlicher und ikonischer Ebene
angestrebt. Diese Sichtweise war die nach der Intervention hiufigere. In einer
anderen Sichtweise wurde diese enge Beziechung eher als Problem gesehen und
dem entsprechenden Beweisversuch attestiert, dass es sich um eine reine Bild-
beschreibung handelt. Auch in der qualitativen Analyse lagen diese beiden
Sichtweisen bis zum Ende unvereint nebeneinander vor. In der Vorerhebung auf
Lehrendenseite zeigten sich in dieser Hinsicht ebenfalls unterschiedliche Ver-
stindnisse. Die Frage nach der Kongruenz der Darstellungsebenen und der
sich daraus ergebenden Rolle der sprachlichen Erliduterung in einem ikoni-
schen Beweis miisste daher auch nicht abschlieBend festgelegt werden. Fiir
kiinftige Interventionen kann diese Frage ein sehr ergiebiges und spannendes
Diskussionsfeld liefern.

Die Hypothese, dass durch eine Betrachtung der Nachvollziehbarkeit vermehrt
Normbriiche hinsichtlich der Kohérenz in den Blick genommen werden, konnte
quantitativ nicht bestdtigt werden. Vielmehr zeigten sich die entsprechenden
Werte cher riicklaufig. In der qualitativen Analyse der Diskussion des offenen
Impulses zur Beweisbewertung (vgl. Abschnitt 6.1) zeigte sich dagegen die
Betrachtung der Nachvollziehbarkeit in allen Gruppen als zentraler Einflussfak-
tor bei der Etablierung der Norm der Kohérenz. Ein Grund dafiir, warum sich
dies nicht quantitativ abbilden lieB, konnte darin liegen, dass diese Entwicklung
in der Intervention bereits abgeschlossen wurde. Die Kohirenz wurde dort iiber
die Abgrenzung von der Nachvollziehbarkeit als eigenstindige Norm etabliert.
Damit war die Kohdrenz als Norm fiir die Beweisbewertung etabliert, was sich
auch quantitativ an den signifikanten Interaktionen der Kohdrenz mit den Inter-
ventionsvariablen zeigte. Die Entwicklung iiber die Nachvollziehbarkeit musste
in der Ausgangserhebung damit nicht mehr erneut vollzogen werden.

Dies gibt einen wichtigen Hinweis beziiglich des Zeitpunktes fiir den entspre-
chenden (offenen) Impuls, der zu dieser Entwicklung in der Intervention gefiihrt
hat. Dieser sollte moglichst am Anfang der Diskussion liegen, damit die Norm
der Kohirenz etabliert und im Weiteren auf diese zuriickgegriffen werden kann.
Fiir kiinftige Interventionen kann es sich zudem lohnen, die Beziehung der
Normen der Nachvollziehbarkeit und der Kohérenz in der Plenumsphase zu
diskutieren, um die Abgrenzung dieser Normen weiter zu unterstiitzen.

Die Hypothese, dass Wechselprozesse das Erkennen eines Normbruchs hinsicht-
lich der Kohérenz fordern, konnte fiir den Wechsel der Darstellungsebenen
quantitativ nachgewiesen werden. Der Einfluss der Wechselprozesse zeigte sich
jedoch nur unabhéngig von der Intervention als signifikant. Der Wechsel zwi-
schen einer Betrachtung des konkreten Beweisversuchs und einer Auseinander-
setzung auf der Metaebene zeigte deutlich geringere Werte als der Wechsel der
Darstellungsebenen. Fiir einen der Beweisversuche zeigte sich jedoch ein signi-
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fikanter Moderationseffekt des Wechsels auf die Metaebene auf den Einfluss des
Wechsels der Darstellungsebenen. In der qualitativen Analyse zeigten sich in
den Diskussionen die gleichen Zusammenhinge. Diese wurden in jeder der
untersuchten Gruppen jedoch stets alleine von einer Person, meist von der do-
minanten Rolle, vollzogen. Dies konnte ein Hinweis darauf sein, dass es sich
hierbei nicht um allgemein fiir alle Diskussionsteilnehmenden etablierte Zu-
sammenhinge handelt und sich daher auch quantitativ kein Einfluss der Inter-
vention auf diese erkennen lésst. Es zeigte sich jedoch quantitativ und qualitativ,
dass es sich hierbei um wichtige Zusammenhénge handelt, die es sich lohnen
kann in kiinftigen Interventionen zu fordern. Dabei kdnnte insbesondere der
Wechsel zwischen den Darstellungsebenen durch gezielte Impulse adressiert
werden. Ebenso konnte ein Wechsel auf die Metaebene kontinuierlicher einge-
fordert werden und nicht, wie in der aktuellen Intervention, erst ganz am Ende
der Diskussionen.

8.1.2 Vollstindigkeit

Zum Verstiandnis der Vollstdndigkeit liegen kaum Ergebnisse aus fritheren Stu-
dien vor. Lediglich bei Knuth (2002) ist in diesem Zusammenhang von zu ge-
ringer Detailgenauigkeit die Rede (vgl. Abschnitt 3.4). Im Rahmen dieser Arbeit
konnte das Verstdndnis der Vollstandigkeit zunéchst auf Lehrendenseite heraus-
gearbeitet werden hinsichtlich des Vorhandenseins der Beweisschritte der Vo-
raussetzung, Strukturierung/Operation und des Endergebnisses (vgl. Abschnitt
5.1.2). Es basiert damit auf einem operativen Beweisverstidndnis (vgl. Abschnitt
2.3.4) und nicht, wie viele der fritheren Studien, auf einem eher formal-deduktiv
gepriagten Beweisverstindnis, in welchem Vollstdndigkeit in konkreten Beweis-
versuchen schwer zu realisieren ist (vgl. Abschnitt 2.3.2).

Dieses Verstindnis der Vollstindigkeit, das auf einer Differenzierung dieser
Beweisschritte beruht, sollte auch in der Intervention auf Lernendenseite ver-
mittelt werden. Das génzliche Fehlen der Voraussetzung als Normbruch hin-
sichtlich der Vollstdandigkeit zu erkennen, wurde dabei sowohl in der Interventi-
onsgruppe als auch in der Kontrollgruppe im Interventionszeitraum gefordert. In
der qualitativen Analyse etablierte sich dieses Verstdndnis von Vollstindigkeit in
der Auseinandersetzung mit dem Impuls, die Beweisschritte zu markieren (vgl.
Abschnitt 6.2). Denselben Impuls erhielten auch die Studierenden in der Kon-
trollgruppe. Hier sollten die Beweisschritte im selbst erstellten Beweisversuch
markiert werden (vgl. Abschnitt 5.3.1). Insofern kann davon ausgegangen wer-
den, dass durch diesen Impuls ein Verstdndnis von Vollstandigkeit gefordert
werden kann, wonach jeder Beweisschritt — Voraussetzung, Strukturierung und
Endergebnis — sprachlich erldutert werden muss. Das Lenken des Fokus‘ auf
diese drei Beweisschritte scheint dabei schon ausreichend zu sein, um das oben
beschriebene Verstindnis von Vollstindigkeit zu etablieren, einer weiteren Dis-
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kussion in Kleingruppen, die es in der Kontrollgruppe nicht gab, bedarf es dabei
nicht zwingend.

Durch die Intervention wurde dariiber hinaus ein Verstindnis von Vollstindig-
keit gefordert, das auch lokale Unvollstindigkeiten auf der sprachlichen Dar-
stellungsebene einschlieBt. Das Verstindnis von Vollstdndigkeit, dass die Be-
weisschritte nicht nur benannt sein miissen, sondern auch selbst einen bestimm-
ten Grad an Vollstindigkeit erreichen sollten, der die Kohdrenzen zu den ande-
ren Beweisschritten deutlich werden ldsst, entwickelte sich in der qualitativen
Analyse in der Interaktion zwischen dominanter und unterstiitzender Rolle.
Diese Entwicklung vollzog sich, unabhingig vom Impuls zum Markieren der
Beweisschritte, bereits zu Beginn der Kleingruppendiskussionen in der Ausei-
nandersetzung mit dem offenen Impuls zur Beweisbewertung. Dies erklért, dass
sich die Intervention auch in der quantitativen Analyse als ausschlaggebender
Faktor zeigt fiir die Etablierung eines Verstdndnisses der Vollstindigkeit, das
auch lokale Unvollstindigkeiten einschliet. Eine Fokuslenkung auf die Be-
weisschritte ist fiir die Etablierung eines derart differenzierten Verstdndnisses
von Vollstdandigkeit also nicht ausreichend. Es bedarf auch der offenen Diskus-
sion iiber die Beweisversuche in Kleingruppen.

Fiir kiinftige Interventionen ist daher geplant, an der Diskussion in Kleingrup-
pen festzuhalten. Die zu diskutierenden Beweisversuche konnen dafiir jedoch
noch differenzierter entlang der einzelnen Beweisschritte gestaltet werden und
auch die Diskussion im Plenum kann in diesem Sinne strukturiert werden (vgl.
auch Abschnitt 8.1.1 zur Kohidrenz). Dies wiirde dariiber hinaus eine explizite
Unterscheidung von globaler Vollstandigkeit, also dem Vorhandensein aller
Beweisschritte, und lokaler Vollstindigkeit, das heiflit der vollstdndigen Darstel-
lung jedes einzelnen Beweisschrittes, ermoglichen.

Eine explizite Differenzierung von interner und externer Ebene konnte auf
Lernendenseite nicht gefoérdert werden. In beiden Gruppen wurde die sprachlich
vollstindige Darstellung des Endergebnisses damit gleichgesetzt, dass das End-
ergebnis im Sinne der Formulierung in der zu beweisenden Aussage formuliert
ist. Die sprachliche Vollstindigkeit beziiglich des Endergebnisses wurde damit
nicht in der Weise verstanden, dass die ikonische Enddarstellung erldautert wird
und wie sich aus dieser die Aussage ablesen ldsst. Vollstindigkeit wurde an
dieser Stelle also als externe Kohdrenz verstanden. Eine klare Abgrenzung zwi-
schen den Normen der Vollstindigkeit und der externen Kohédrenz in Bezug auf
das Endergebnis konnte durch die Intervention somit nicht gefordert werden.
Auch in der qualitativen Analyse wurden diese Normen, auler in einer Gruppe
durch eine Person, nicht klar voneinander unterschieden. Voraussetzung und
Endergebnis wurden in der sprachlichen Erlduterung stets iiber die Formulie-
rung in der zu beweisenden Aussage bestimmt (vgl. auch Abschnitt 8.1.1 zur
externen Kohirenz). Dies scheint sich hier sehr stark an der Einfiihrungsvorle-
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sung zum Thema zu orientieren, wo die Unterscheidung dieser beiden Beweis-
schritte anhand der wenn-dann-Struktur der jeweiligen Aussage erlautert wurde.
In kiinftigen Interventionen kann dies beibehalten werden, es sollte dann jedoch
die Differenzierung der Normen, wie oben beschrieben, starker thematisiert
werden. In den Plenumsphasen bietet es sich an, den Fokus mehr auf die Be-
griindung des in der Aussage geforderten Endergebnisses aus der ikonischen
(End-)Darstellung heraus zu legen.

In der quantitativen Analyse zeigte sich keine signifikante Interaktion zwischen
der Betrachtung der Kohérenz und dem Erkennen eines Normbruchs hinsicht-
lich (lokaler) Unvollstindigkeiten. Die entsprechende Hypothese hinsichtlich
eines Einflusses der Kohédrenz, die sich aus der qualitativen Analyse ergab,
konnte hier nicht quantitativ bestitigt werden. Hier bedarf es weiterer Analysen
iiber einen lingeren Zeitraum und einer gezielten Fokuslenkung auf die Norm
der Kohédrenz durch entsprechende Impulse, um diesen Einflussfaktor weiter zu
untersuchen.

Die Hypothese, dass ein Fokus auf die Beweisschritte das Erkennen eines
Normbruchs hinsichtlich der Vollstdndigkeit fordert, konnte dagegen quantitativ
bestdtigt werden. Dass dieser Zusammenhang durch die Intervention gefordert
wurde, lasst sich jedoch nur fiir lokale Unvollstdndigkeiten in Bezug auf einen
Beweisschritt bestétigen. Allerdings wurde auch in der Kontrollgruppe der Fo-
kus auf die Beweisschritte gelenkt, was erklért, warum sich keine signifikanten
Gruppenunterschiede beziiglich des génzlichen Fehlens von Beweisschritten
ergeben haben (siche oben). An dem Impuls zur Lenkung der Aufmerksamkeit
auf die Beweisschritte kann daher fiir kiinftige Interventionen festgehalten wer-
den. Dieser ist jedoch, wie oben beschrieben, noch nicht alleine ausreichend, fiir
die Etablierung eines differenzierten Verstidndnisses der Vollstdndigkeit. Dariiber
hinaus ist eine gemeinsame Diskussion in Kleingruppen wichtig, ausgehend von
zunédchst eher offen gestalteten Impulsen zur Beweisbewertung.

8.1.3 Logische Struktur

Auch zum Verstdndnis der logischen Struktur gibt es kaum Ergebnisse aus
fritheren Studien. Heinze und Reiss (2003) stellten fest, dass in Bezug auf das
Methodenwissen hier die groBten Verstindnisschwierigkeiten vorliegen. Dies
machen sie daran fest, dass zirkuldre Beweisversuche nicht als invalide Beweise
erkannt wurden. In der Vorerhebung auf Lehrendenseite im Rahmen dieser Ar-
beit konnte ein Verstdndnis der logischen Struktur herausgearbeitet werden, das
auf einer festgelegten linearen Organisation der Beweisschritte basiert — erst
die Voraussetzung, dann die Strukturierung/Operation und dann das Endergeb-
nis. Dabei wird auf Lehrendenseite wieder von einem operativen Beweisver-
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standnis ausgegangen und das entsprechende Verstdndnis ist in diesem Sinne
breiter gefasst als die Fokussierung auf Zirkularititen bei Heinze und Reiss
(2003), die von einem formal-deduktiven Beweisverstdndnis ausgehen.

Dieses Verstdndnis konnte sowohl in der Interventionsgruppe als auch in der
Kontrollgruppe im Interventionszeitraum gefordert werden. In der qualitativen
Analyse entwickelte sich dieses Verstindnis in der Auseinandersetzung mit dem
Impuls zur Markierung der Beweisschritte. Implizit lag allen Diskussionen
dieses Verstdndnis bereits zu Beginn der Auseinandersetzung mit dem Impuls
zugrunde. Auch in der Einfithrungsvorlesung wurde die Struktur eines Beweises
explizit anhand dieser Abfolge der Beweisschritte erldutert. Dies liefert eine
mogliche Erklarung dafiir, dass sich dieses Verstdndnis auch in der Kontroll-
gruppe gezeigt hat. Die Einfiihrungsvorlesung und einen Impuls zur Markierung
der Beweisschritte gab es auch in dieser Gruppe. Daher ist es sinnvoll, dies auch
in kiinftigen Interventionen beizubehalten.

Der Einfluss eines Fokus‘ auf die Beweisschritte auf das Erkennen eines Norm-
bruchs hinsichtlich der logischen Struktur konnte quantitativ nachgewiesen
werden. Dass dieser Einfluss durch die Intervention gefordert wurde, konnte
aufgrund teilweise nicht schétzbarer Modelle nicht explizit nachgewiesen wer-
den.

Einen Einfluss der Betrachtung der Kohérenz auf das Erkennen eines Norm-
bruchs hinsichtlich der logischen Struktur konnte quantitativ dagegen nicht
nachgewiesen werden. In der qualitativen Untersuchung zeigte sich die Koha-
renz jedoch als relevanter Einflussfaktor, um ein vertieftes Verstdndnis der
Norm der logischen Struktur zu erhalten. Erst {iber die Kohédrenz konnte die
Reihenfolge der Beweisschritte durch eine Kliarung deren Rolle im Beweis
begriindet werden. Dies geschah jeweils nur durch eine Person, meist die domi-
nante Rolle. Von einem Konsens zwischen den Diskussionsteilnehmenden kann
hier also nicht ausgegangen werden. Dies wiirde erkldren, warum sich dieser
Einflussfaktor nicht quantitativ bemerkbar gemacht hat. Um die Reihenfolge der
Beweisschritte als normativ verbindlich fiir die logische Struktur anzuerkennen,
ist es darliber hinaus nicht notwendig, auf die Kohirenz einzugehen. Dies kann
auch als extrapersonell durch die Lehrveranstaltung gegeben hingenommen
werden. Fiir die meisten Diskussionsteilnehmenden zeigte sich Letzteres eher
als Grundlage der Beweisbewertung in der qualitativen Analyse. Auch dies
wiirde den quantitativ nicht messbaren Einfluss erkléren. In der qualitativen
Analyse zeigte sich jedoch, wie wichtig dieser fiir ein vertieftes Verstindnis der
logischen Struktur ist. Von daher ist geplant, in kiinftigen Interventionen in den
Diskussionen der Beweisversuche noch stirker der Fokus auf ein Begriinden
dieser Reihenfolge durch gezielte Impulse zu legen.
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Weitere Hinweise auf das Verstdndnis der logischen Struktur ergaben sich aus
der qualitativen Analyse zur Allgemeingiiltigkeit bei der Untersuchung der Or-
ganisation der Kohirenzebenen. Hier zeigten sich beim Ubertragen der Beweis-
versuche und deren Verbesserung in der Argumentation der Studierenden viel-
filtige Organisationsformen. Insbesondere wurde deutlich, dass die logische
Struktur ein komplexeres Konstrukt ist, als dass sich dieses allein durch das
Erkennen von Zirkularitidten (wie z. B. bei Heinze und Reiss, 2003) in einem
Beweis abbilden lieBe. Eine Zirkularitit beschreibt eine kreisformige Organisa-
tionsform, die das Endergebnis mit einbezieht. In der Analyse zeigten sich je-
doch vielfiltigere Mdglichkeiten, die Entitdten innerhalb einer Kohédrenzebene
oder zwischen den Kohérenzebenen zu organisieren. Dies lie8 sich quantitativ
nicht adidquat abbilden, da hier nur die Beweisbewertungen der Studierenden
analysiert wurden. In kiinftigen Untersuchungen kann der Einbezug der Be-
weiskonstruktionen der Studierenden in die Analyse vertieften Aufschluss dar-
iiber geben, wie die Studierenden selbst ihre Uberlegungen organisieren.

In der qualitativen Analyse zeigten sich auf der externen Kohérenzebene meist
kreisformige Organisationsstrukturen, wo das Lemma aus der Aussage und die
Aussage aus dem Lemma begriindet wurde. Durch den Einbezug der Definition
entwickelte sich hier interaktional schlieBlich eine korrekte Organisationsstruk-
tur auf der externen Ebene. Die Thematisierung dieser Entitdten auf der exter-
nen Ebene und deren Beziehung zueinander kdnnte in kiinftigen Interventionen
noch gezielter adressiert werden. Auch die logische Metaebene konnte dabei
vermehrt in den Blick genommen werden: Die korrekte Formulierung einer
Kontraposition und deren Beziehung zur urspriinglichen Aussage zeigten sich in
der qualitativen Analyse als problematisch.

Auch die Organisation zwischen interner und externer Ebene fiihrte, insbeson-
dere beim Beweisschritt der Voraussetzung, zu Schwierigkeiten. Dass die inter-
ne ikonische Darstellung der Voraussetzung aus den entsprechend in der Aussa-
ge geforderten Eigenschaften begriindet werden soll, kdnnte expliziter themati-
siert werden in kiinftigen Interventionen.

Insbesondere bei der internen Organisation zeigten sich dariiber hinaus deutliche
Widerspriiche zwischen dem, was auf Studierendenseite als normativ verbind-
lich fiir die logische Struktur formuliert wurde und der tatsdchlichen Argumen-
tationsweise bei der eigenen Beweisformulierung. Wihrend die feste Reihenfol-
ge der Beweisschritte als allgemeiner Konsens formuliert wurde, also insbeson-
dere, dass das Endergebnis auf die Strukturierung folgt, wurde bei eigenen Ar-
gumentationen meist die Strukturierungsweise aus dem gewiinschten Endergeb-
nis heraus begriindet. Auch hier zeigt sich wieder, dass ein Verstdndnis der logi-
schen Struktur, das nur die Abfolge der Beweisschritte im Blick hat, nicht aus-
reichend ist. Es miissten zudem die Kohédrenzen betrachtet werden, also wie sich
die Beweisschritte logisch auseinander ergeben. Dies konnte, wie bereits oben
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beschrieben, in kiinftigen Interventionen stirker in den Blick genommen wer-
den. Die Beweisschritte konnen im intendierten Sinne angeordnet sein und den-
noch kann implizit eine umgekehrte Organisation vorliegen. Als heuristische
Strategie zur Beweisfindung ist dies durchaus sinnvoll, fiir die Beweisformulie-
rung miisste hier jedoch das Endergebnis aus der Strukturierung hergeleitet
werden und nicht umgekehrt. Eine explizite Unterscheidung zwischen dem
Beweisfindungsprozess und dabei verwendeten heuristischen Strategien und der
endgiiltigen Formulierung eines Beweises konnte daher in kiinftigen Interven-
tionen stirker in den Blick genommen werden, um impliziten Vermischungen
und damit einem inkonsistenten Verstindnis der logischen Struktur entgegen-
zuwirken.

8.1.4 Allgemeingiiltigkeit

Das Erkennen eines Normbruchs hinsichtlich der Allgemeingiiltigkeit zeigte
keine signifikante Interaktion mit den Interventionsvariablen. Insofern kénnen
keine auf die Grundgesamtheit hin verallgemeinerbaren Aussagen tiber die For-
derung des Verstdndnisses der Allgemeingiiltigkeit getroffen werden. Vor dem
Hintergrund, dass es sich bei der Allgemeingiiltigkeit um ein intern sehr kom-
plex strukturiertes Konstrukt handelt, das sich aus dem Zusammenspiel unter-
schiedlicher Kohdrenzebenen ergibt, war auch innerhalb eines so kurzen Inter-
ventionszeitraumes nicht von signifikanten Entwicklungen auszugehen. Es
zeigten sich jedoch durchaus Entwicklungen in der Interventionsgruppe, welche
hoffen lassen, dass sich diese signifikant entwickeln bei entsprechend wieder-
holt stattfindenden, dhnlich strukturierten Interventionen iiber einen lédngeren
Zeitraum.

Ein zentraler Unteraspekt im Verstdndnis der Allgemeingiiltigkeit auf Lehren-
denseite ist ein klassifikatorisches Verstindnis der Beweisschritte und der
entsprechenden internen Kohdrenzen. Dieser Aspekt zeigte sich auch in der
quantitativen Analyse auf Lernendenseite, unabhingig von der Intervention, als
relevanter Einflussfaktor, wenn auch nicht immer beziiglich des diesbeziiglich
intendierten Beweisschrittes. Insbesondere wurden singulére Formulierungen in
der sprachlichen Erlduterung als Normbruch hinsichtlich der Allgemeingiiltig-
keit erkannt. Dieses Ergebnis deckt sich mit Ergebnissen fritherer Studien zur
Allgemeingiiltigkeit, in welchen diese Norm vor allem in Abgrenzung zu rein
empirischen, und damit singulér betrachteten, Darstellungen verstanden wurde
(vgl. Abschnitt 3.5).

In der qualitativen Auswertung konnten in dieser Hinsicht bereits deutlich diffe-
renziertere Entwicklungen herausgearbeitet werden, die iiber bisherige Studien-
ergebnisse hinausgehen. Wéhrend zu Beginn nur das Endergebnis klassifikato-
risch betrachtet wurde, wurden im weiteren Verlauf auch die anderen Beweis-
schritte und die entsprechenden internen Kohédrenzen klassifikatorisch verstan-
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den. Dies wurde jedoch in allen Gruppen stark gelenkt von der dominanten
Person, wobei bis zum Ende meist unklar blieb, inwieweit die anderen Diskus-
sionsteilnehmenden dies ibernommen haben. Hier sind kiinftig gezielte Impulse
zum Aufbau eines klassifikatorischen Verstidndnisses geplant. Dariiber hinaus
konnte die klassifikatorische Struktur eines Beweisversuchs in den Plenumspha-
sen und der Vorlesung erdrtert werden.

Zentral fiir den Aufbau eines klassifikatorischen Verstandnisses ist die Organisa-
tion der Kohérenzebene der Beispielnutzung. In der qualitativen Auswertung
zeigte sich hier beim Ubertragen der ikonischen Darstellung auf ein weiteres
Zahlenbeispiel bereits eine sehr differenzierte Auseinandersetzung. Dabei wurde
versucht, von Unterschieden zwischen den Beispielen zu Gemeinsamkeiten zu
gelangen. Dies geschah jedoch meist allein durch die dominante Person bezie-
hungsweise lagen diesbeziiglich bis zum Ende gegensitzliche Verstidndnisse
zwischen den Diskussionsteilnehmenden vor. Die einen versuchten dabei
sprachliche Singularititen zu eliminieren, wahrend die anderen die ikonische
Darstellung hinsichtlich ihrer Generizitit zu verbessern versuchten.

Die komplexe Binnenstruktur der Allgemeingiiltigkeit hinsichtlich der unter-
schiedlichen Kohirenzebenen, die sich in der qualitativen Analyse gezeigt
hatte und in dieser Form ein bislang unerforschtes Forschungsfeld darstellt, war
quantitativ nicht reproduzierbar. Der sich daraus ergebende Einfluss der Koha-
renz auf die Allgemeingiiltigkeit lieB sich daher quantitativ nicht nachweisen.
Lediglich die interne Kohérenz zeigte beziiglich eines der Beweisversuche einen
schwachen Einfluss auf das Erkennen eines Normbruchs hinsichtlich der All-
gemeingiiltigkeit. Die externe Kohirenz zeigte keinen signifikanten Einfluss.
Die innere Struktur der externen Kohérenz wurde in der quantitativen Erhe-
bung nur dulerst selten von Einzelpersonen thematisiert. In der qualitativen
Analyse zeigte sich in zwei der drei Gruppen jedoch bereits ein sehr viel tiefer
gehendes Verstdndnis. Es wurden, wenn nétig, weitere Lemmata formuliert und
mit deren Hilfe, sowie der Definition der Paritdt, die Aussage begriindet. Dabei
spielte jedoch jedes Mal die dominante Person eine zentrale Rolle. Auch lagen
bis zum Ende teilweise widerspriichliche Verstidndnisse zwischen den Diskussi-
onsteilnehmenden vor, in der Hinsicht, wie die externe Kohédrenzebene mit der
Kohirenzebene der Beispielnutzung in Verbindung gebracht werden sollte.
Insofern erklért sich, warum sich dies nicht quantitativ abbilden lieB. Da sich die
Diskussion der Koordination dieser Kohédrenzebenen in der qualitativen Analyse
jedoch als sehr fruchtbar erwiesen hat, brauchte es in kiinftigen Interventionen
hier mehr Begleitung und entsprechend gestaltete Beweisversuche, durch wel-
che das Hinterfragen der Begriindungsgrundlagen und ein Etablieren zusitzli-
cher Lemmata noch stirker angeregt werden. Auch ein explizites Thematisieren
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der Kohérenzebenen in der Vorlesung oder entsprechenden Plenumsphasen wire
fiir den Aufbau eines vertieften Verstdndnisses der Allgemeingiiltigkeit wichtig
und wiirde sich fiir eine weiterfithrende, vertiefte Auseinandersetzung mit der
Beweisthematik eignen. Im Sinne der Komplexitdtsreduktion wurden diese in
der aktuellen Intervention noch ausgespart.

Der Fokus bei der Auseinandersetzung mit der Allgemeingiiltigkeit lag in der
Ausgangserhebung auf Lernendenseite im Allgemeinen stark auf der sprachli-
chen Darstellungsebene. In der qualitativen Analyse zeigte sich hier, dass die-
ser vor allem die Rolle beigemessen wird, die Allgemeingiiltigkeit des beispiel-
gebundenen Beweisversuchs zu gewihrleisten. Dies entspricht dem Verstindnis
auf Lehrendenseite. Auf Lernendenseite wurde dies daran festgemacht, dass erst
durch die sprachliche Darstellungsebene interne Kohérenzen in klassifikato-
rischer Weise expliziert werden konnen. Weiterhin kdnnen die Entititen auf der
externen Kohirenzebene, wie zusitzlich ndtige Lemmata, nur sprachlich dar-
gestellt werden. Die Rolle der sprachlichen Erlduterung geht daher in diesem
Kontext iiber eine rein kongruente Beschreibung der ikonischen Darstellung
hinaus®. In kiinftigen Interventionen kénnte diese Rolle explizit diskutiert wer-
den.

Eine Forderung durch die Intervention hinsichtlich des Erkennens der fehlenden
Generizitit der ikonischen Darstellung konnte quantitativ nicht nachgewiesen
werden. Dies deckt sich mit den Ergebnissen friitherer Studien, wonach dieser
Aspekt im Verstindnis auf Lernendenseite schwer zu fordern ist (vgl. z.B.
Chazan, 1993). In der qualitativen Analyse zeigten sich hier erste Entwicklun-
gen bei der Auseinandersetzung mit dem Impuls zur Ubertragung auf weitere
Beispiele. Fiir kiinftige Interventionen wiére es daher wichtig, noch mehr Be-
weisversuche hinsichtlich der Generizitit ihrer ikonischen Darstellung iiber
einen lingeren Zeitraum in Ubungen und Vorlesungen zu analysieren und diese
in dieser Hinsicht noch differenzierter zu gestalten.

85 Dies deckt sich mit dem von Wittmann formulierten Verstdndnis der Rolle der sprach-
lichen Darstellungsebene, wonach diese interne und externe Kohidrenzen in allge-
meingiiltiger Form explizieren soll (vgl. Abschnitt 2.4.3).
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8.2 Didaktische Implikationen

In Tabelle 36 sind die herausgearbeiteten Implikationen fiir die geplante Weiter-
entwicklung der Interventionen dargestellt. Diese sind entlang der Normen ge-
gliedert. Bei jeder Norm wird weiterhin nach den qualitativ herausgearbeiteten
potenziellen Einflussgroflen unterschieden, sowie nach den Darstellungsebe-
nen®®. Der Hauptfokus liegt damit auf einem Vergleich der Rolle der Beweis-
schritte und der Rolle der Kohérenz im Verstédndnis der jeweiligen Norm. Au-
Berdem werden zu den in Abschnitt 8.1 herausgearbeiteten Teilaspekten konkre-
te Vorschlédge fiir deren weitere Forderung dargelegt.

Hinsichtlich der Kohérenz stand die Rolle der Beweisschritte eher im Hinter-
grund. Es stellte sich dabei insbesondere der explizite Einbezug der Vorausset-
zung in die Betrachtung interner und externer Kohérenzen als relevant fiir ein
vertieftes Verstindnis der Kohédrenz heraus. In kiinftigen Interventionen konnte
der Fokus durch einen gezielten Impuls auf diesen Beweisschritt gelenkt wer-
den. AuBlerdem konnten die Normbriiche in den Beweisversuchen differenzierter
in Bezug auf die Voraussetzung gestaltet werden. Weiterhin bietet es sich an, die
Diskussion in den Plenumsphasen entlang der Beweisschritte zu strukturieren.
AuBerdem konnte ein prozesshaftes Verstédndnis des Beweisschrittes der Struk-
turierung gefordert werden durch eine Umbenennung dieses Beweisschrittes in
,,Operation“®’. Dadurch kénnte die zentrale Rolle dieses Beweisschrittes fiir das
Herstellen der globalen internen Kohérenz zwischen Voraussetzung und Ender-
gebnis in den Fokus gertickt werden.

Um die Kohédrenz als Norm zur Beweisbewertung zu etablieren, zeigten sich in
der Analyse verschiedene Einflussfaktoren als hilfreich. Fiir kiinftige Interven-
tionen ist daher geplant, an dem offenen Impuls zur Beweisbewertung zum
Einstieg in die Diskussion der Beweisversuche festzuhalten. Zur Sicherung
konnte in kiinftigen Interventionen noch mitgedacht werden, die Abgrenzung
der Kohérenz von der Norm der Nachvollziehbarkeit, die in den Kleingruppen-
diskussionen selbststindig in der Auseinandersetzung mit diesem Impuls statt-
gefunden hat, in der Plenumsphase explizit aufzugreifen. Zudem kdnnten Wech-
sel in der Ebene der Betrachtung durch entsprechende Impulse angeregt werden.

86 Die Darstellungsebenen wurden nur bei denjenigen Normen in die Betrachtung einbe-
zogen, bei welchen sie sich in der vergleichenden Zusammenfassung der qualitativen
und quantitativen Ergebnisse als zentral herausgestellt haben.

87 Dies entspricht der Benennung, wie sie flir operative Beweise iiblich ist (vgl. dazu
Abschnitt 2.3.4).
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Tabelle 36 Didaktische Implikationen fiir die Weiterentwicklung der Intervention

Norm Einflussfaktor Teilaspekt Forderung
Kohidrenz  Beweisschritte -Einbezug der Vorausset- -Impulse zur Fokuslenkung
zung -Normbriiche differenziert nach
-prozesshaftes Verstindnis ~ Beweisschritten
der Strukturierung -Diskussion entlang der Beweis-
schritte strukturieren
-Benennung als ,,Operation®
statt ,,Strukturierung*
Weitere Einfluss- Etablierung als Norm zur -offener Impuls zur Beweisbe-
faktoren Beweisbewertung wertung am Anfang
-Ebenenwechsel einfordern
-Kohirenz von Nachvollzieh-
barkeit abgrenzen
Rolle der sprach- Kongruenz der Darstel- Rolle der sprachlichen Erlaute-
lichen Darstel- lungsebenen rung im Beweis diskutieren
lungsebene
Vollstin- Beweisschritte Differenzierung der Be- Impuls zur Explikation der
digkeit weisschritte Beweisschritte
Kohirenz -Lokale Unvollstéandigkei- -Diskussion in Kleingruppen
ten entlang der Beweisschritte,
-Differenzierung interne Impulse zur Fokuslenkung
und externe Ebene -Explikation in der Vorlesung
und in den Plenumsphasen
Logische Beweisschritte Festgelegte, lineare Orga- Beweisstruktur entlang der
Struktur nisation der Beweisschritte  Beweisschritte erkldren
Kohirenz -Rolle der Beweisschritte -Begriindung fiir die Reihenfol-
im Beweis ge der Beweisschritte einfordern
-vielfiltige Organisation- -eigene Beweiskonstruktionen
formen der Kohérenzebe- analysieren lassen
nen
Allge- Koharenzebenen -klassifikatorisches Ver- - klassifikatorische Struktur
meingiil- stdndnis der internen analysieren
tigkeit Kohérenzen -Impuls zur Ubertragung auf
-Unterschiede in Gemein- weitere Beispiele
samkeiten auflosen -Begriindungsgrundlagen hinter-
-Binnenstruktur der exter- fragen
nen Kohirenzebene
Rolle der ikoni- Generizitit -Impuls zur Ubertragung auf
schen Darstel- weitere Beispiele
lungsebene -gezielte Thematisierung liber
langeren Zeitraum
Rolle der sprach- -interne Kohérenzen Rolle sprachliche Erlduterung
lichen Darstel- klassifikatorisch explizie- im Beweis diskutieren
lungsebene ren

-Binnenstruktur der exter-
nen Kohérenzebene expli-
zieren
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Beziiglich der Vollstindigkeit zeigte sich eine Fokuslenkung auf die Differen-
zierung der Beweisschritte durch den Impuls zur Explikation der Beweisschritte
in den jeweiligen Beweisversuchen als forderlich fiir den Aufbau eines ersten
Verstandnisses der Vollstdndigkeit, das kompatibel ist mit dem Verstédndnis auf
Lehrendenseite. Es zeigten sich in der Analyse jedoch teilweise Verstdndnisse,
die fiir einen Beweisschritt etabliert wurden, fiir einen anderen jedoch noch
nicht. Fiir kiinftige Interventionen wiirde es sich auch vor diesem Hintergrund
anbieten, die Diskussion im Plenum entlang der Beweisschritte auszudifferen-
zieren. Dies wiirde zudem eine Differenzierung ermdglichen nach globalen
Aspekten des ginzlichen Fehlens eines Beweisschrittes im Gesamtkontext und
lokalen Aspekten der unvollstindigen Darstellung eines Beweisschrittes. Letzte-
res Verstidndnis wurde in der aktuellen Intervention vor allem in der Auseinan-
dersetzung mit der internen Kohiirenz zwischen aufeinanderfolgenden Beweis-
schritten erreicht. Entsprechende Impulse, die den Fokus explizit auf die Be-
trachtung lokaler Unvollstédndigkeiten und die entsprechenden lokalen internen
Kohidrenzen lenken, konnten daher in kiinftigen Interventionen einbezogen
werden.

In kiinftigen Interventionen koénnte zudem die Differenzierung der internen
und der externen Ebene in ecinem Beweisversuch stdrker in den Fokus geriickt
werden. Dabei kann unterschieden werden zwischen der sprachlichen Erldute-
rung des ikonisch dargestellten Endergebnisses und der externen Kohérenz in
dem Sinne, dass das Endergebnis gemaB der zu beweisenden Aussage formuliert
ist. In der Vorlesung kann dabei an der Bestimmung von Voraussetzung und
Endergebnis aus der wenn-dann-Struktur der Aussage heraus festgehalten wer-
den. Es sollte in diesem Fall jedoch gleichzeitig klarer kommuniziert werden,
dass dies der externen Kohérenz zuzurechnen ist und es zudem einer Begriin-
dung der Aussage aus der ikonischen Darstellung des Endergebnisses heraus
bedarf. Dies konnte, fiir eine Vertiefung des Verstdndnisses der Vollstandigkeit,
in weiterfiihrenden Ubungssitzungen auch in entsprechenden Plenumsphasen
explizit thematisiert werden.

Das Erldutern der Beweisstruktur entlang der Beweisschritte in der Vorlesung
zeigte sich forderlich fiir den Aufbau eines ersten Verstidndnisses der logischen
Struktur, welches wiederum kompatibel ist mit dem Verstdndnis auf Lehren-
denseite. Dieses Verstindnis basiert auf einer festgelegten, linearen Organisation
der Beweisschritte. Dabei wurde die feste Reihenfolge von Voraussetzung,
Strukturierung und Endergebnis als normativ verbindlich anerkannt. Warum es
sich hierbei um die einzig sinnvolle Reihenfolge handelt, stand dabei auf Ler-
nendenseite weniger im Fokus. Um dies zu erdrtern, wére eine Auseinanderset-
zung mit den Beweisschritten und deren Rolle in einem Beweis wichtig. Dabei
konnten die internen und externen Kohérenzen in Bezug auf diese Beweis-
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schritte gekldrt werden. Fiir den Aufbau eines vertieften Verstindnisses dieser
Norm bieten sich in einer weiterfithrenden Intervention daher gezielte Impulse
an, die diese Reihenfolge hinterfragen und den Fokus damit auf die Kohérenz in
Bezug auf die Beweisschritte lenken.

Eine weitere Vertiefung des Verstindnisses der logischen Struktur konnte
dadurch adressiert werden, dass die vielféltigen moglichen Organisationsformen
der Kohérenzebenen in den Blick genommen werden. Diese zeigten sich in der
qualitativen Analyse insbesondere beim Verbessern der Beweisversuche und
damit einhergehender eigener Beweisformulierungen. In kiinftigen Interventio-
nen konnten daher vermehrt auch eigene Beweiskonstruktionen der Studieren-
den eingefordert werden.

Fiir eine Forderung des Verstindnisses der Allgemeingiiltigkeit zeigte sich in
der qualitativen Analyse die Betrachtung der Kohiirenzebenen als zentral. Was
bereits gut gefordert werden konnte durch den Impuls zur Ubertragung auf ein
weiteres Zahlenbeispiel, ist die Betrachtung der Kohdrenzebene der Beispiele.
Unterschiede, die zwischen den Beispielen festgestellt wurden, konnten in den
Kleingruppendiskussionen in Gemeinsamkeiten aufgeldst werden.

Weiterhin wurde diese Kohérenzebene in Verbindung gesetzt mit der internen
Kohirenzebene. Interne Kohérenzen zwischen einzelnen Beweisschritten wur-
den dabei vermehrt klassifikatorisch verstanden. Fiir den Aufbau eines vertieften
klassifikatorischen Verstindnisses bietet es sich darauf aufbauend an, bei der
Analyse der Beweisstruktur entlang der Beweisschritte auch die klassifikatori-
sche Struktur mit zu analysieren. Analog zu dem Analyseraster bei der qualitati-
ven Analyse des Verstdndnisses der Allgemeingiiltigkeit konnte hier fiir jeden
Beweisschritt und die Kohédrenzen dazwischen mit notiert werden, ob diese
singuldr oder klassifikatorisch dargestellt sind.

Auch die komplexe Binnenstruktur der externen Kohdrenzebene konnte in kiinf-
tigen Interventionen explizit adressiert werden. Diese bietet sich an, sowohl in
einer weiterfilhrenden Vorlesung zum Thema explizit anhand von konkreten
Beweisversuchen zu analysieren als auch in darauf aufbauenden Ubungssitzun-
gen. Dafiir bedarf es Beweisversuchen, die in dieser Hinsicht eine differenzierte
Diskussion zu den im jeweiligen Beweisversuch genutzten Begriindungsgrund-
lagen anregen, also Beweisversuche, die die Nutzung von Lemmata einfordern.
Bei dem Aufbau eines vertieften Verstdndnisses der Allgemeingiiltigkeit besteht
fiir kiinftige Interventionen noch grofler Handlungsbedarf hinsichtlich des Ver-
standnisses der Generizitiit einer ikonischen Darstellung in einem Beweisver-
such. Durch den Impuls zum Ubertragen auf ein weiteres Beispiel zeigten sich
in der qualitativen Analyse bereits erste Entwicklungen, die sich quantitativ
jedoch noch nicht nachweisen lielen. Fiir einen langfristigen Verstdndnisaufbau
in dieser Hinsicht bietet sich eine Intervention {iber einen ldngeren Zeitraum an,
mit entsprechend differenziert gestalteten Beweisversuchen.
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Die Rolle der sprachlichen Darstellung in einem beispielgebunden ikonischen
Beweis(versuch) konnte in kiinftigen Interventionen expliziter diskutiert wer-
den. Neben der Forderung einer Kongruenz beider Darstellungsebenen, wurde
die sprachliche Darstellung auch in der Weise verstanden, dass diese {iber eine
reine Bildbeschreibung hinausgehen sollte. Letzteres Verstdndnis zeigte sich
insbesondere in der Auseinandersetzung mit der Allgemeingiiltigkeit eines Be-
weisversuchs. Danach hat die sprachliche Erlduterung die Aufgabe, in klassifi-
katorischer Weise interne Kohérenzen, die Kohédrenz zwischen den Beispielen
sowie die Binnenstruktur der externen Kohdrenzebene zu explizieren. Erst
dadurch kann die Allgemeingiiltigkeit des entsprechenden Beweisversuchs ge-
wihrleistet werden.

In der Analyse intra- und interpersoneller Prozesse in den Kleingruppendiskus-
sionen zeigte sich in jeder Gruppe eine Person in der dominanten Rolle, welche
das am Ende etablierte Verstindnis maBigeblich préigte (vgl. Abschnitt 6). Bei
der Gestaltung kiinftiger Interventionen konnte dies gezielt in den Blick ge-
nommen werden und es konnten didaktische Rahmungen erprobt werden, in
welchen die Entstehung einer dominanten Rolle starker eingeschrankt wird.
AuBerdem lagen bis zum Ende der Diskussion teilweise widerspriichliche Ver-
standnisse unaufgelost nebeneinander vor, ohne dass dies von den Diskussions-
teilnehmenden auf der Metaebene festgestellt wurde. Die entsprechenden As-
pekte im Verstindnis der Normen waren entsprechend auch diejenigen, welche
in der quantitativen Analyse keinen hohen Grad an Interpersonalitit zeigten
(vgl. Abschnitt 7). Hier bietet sich in kiinftigen Interventionen die Einforderung
einer Metaebene an, auf welcher die in der gemeinsamen Diskussion etablierten
Verstiandnisse festgehalten werden.

Insgesamt hat sich die Vorbereitung in der Vorlesung und die daran anschlie3en-
de Diskussion in Kleingruppen entlang der Impulse als sinnvoll erwiesen fiir
den Aufbau eines ersten Verstindnisses der Normen, welches kompatibel ist mit
dem intendierten Verstidndnis auf Lehrendenseite. An manchen Stellen konnte
eine Vertiefung der Verstindnisse bereits durch geringe Modifikationen der
aktuellen Intervention erreicht werden. Die weiteren in Tabelle 36 aufgefiihrten
Ideen zur Forderung der Normenverstindnisse eigenen sich fiir darauf aufbau-
ende, weiterfiihrende Interventionen. Im Sinne der Reduktion der Komplexitit
fiir einen Einstieg ins Thema Beweisen empfiehlt es sich, diese zu Beginn noch
auszusparen beziechungsweise nicht explizit in den Fokus zu riicken. Die Gestal-
tung einer entsprechenden Lernsukzession und deren Beforschung in ihrem
Verlauf ist fiir die Zukunft angestrebt. Insbesondere bei der Allgemeingiiltigkeit
wire eine Wirkung erst bei langerer Interventionsdauer zu erwarten.
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8.3 Forschungsrelevante Implikationen

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein Aushandlungsprozess auf Hochschulebe-
ne (vgl. Abschnitt 1.5) gestaltet zum situierten Normenverstindnis in Bezug auf
beispielgebunden ikonische Beweise. Dabei lag eine besondere Schwierigkeit
fiir die Gestaltung auf Hochschulebene darin, dass auch die Lehrendenseite eine
heterogen zusammengesetzte Gruppe darstellt. Dem wurde durch eine separate
Vorerhebung zum Normenverstédndnis auf Lehrendenseite begegnet. Die Aus-
wertungen der Intervention (vgl. Abschnitt 8.1) ergaben, dass die vor diesem
Hintergrund konzipierte Intervention das Ziel eines interpersonell geteilten
Normenverstandnisses zwischen Lehrenden- und Lernendenseite in den grund-
legenden Aspekten der jeweiligen Verstindnisse erfiillen konnte. Die Konzepti-
on des Aushandlungsprozesses, die in dieser Arbeit detailliert dargelegt ist, kann
damit auch als Vorschlag verstanden werden fiir die Gestaltung kiinftiger Aus-
handlungsprozesse sowie deren Beforschung (sieche dazu auch Abschnitt 8.4).

Zudem konnten bestimmte potenzielle Einflussfaktoren bei der Etablierung
der gewiinschten Normenverstdndnisse herausgearbeitet werden (vgl. Abschnit-
te 6 und 7). Zentral dabei war ein flexibler Wechsel in den Ebenen der Betrach-
tung, das heiBit ein Wechsel zwischen den Darstellungsebenen sowie ein Wech-
sel zwischen der Betrachtung des konkret dargestellten Beispiels und einer Be-
trachtung auf der Metaebene. Weiterhin konnte die zentrale Rolle der Kohérenz
in allen Normenverstindnissen herausgearbeitet werden. Ein Fokus auf die
Syntax des Beweises, welche im auf Lehrendenseite etablierten Verstindnis
einem Fokus auf die Beweisschritte Voraussetzung, Operation und Endergebnis
entspricht, zeigte sich fiir die Etablierung eines grundlegenden Verstdndnisses
der Normen ebenfalls als hilfreich. Eine weitere, gezielte Beforschung dieser
Einflussfaktoren kdnnte in kiinftigen Interventionen einen vertieften Aufschluss
iiber die dabei ablaufenden Prozesse liefern.

Zentral flir die theoretische und empirische Analyse in dieser Arbeit war die
Unterscheidung zwischen Normen und Normenverstidndnis (vgl. Abschnitt 1.4).
Auf theoretischer Ebene konnte in der Analyse bestehender Arbeiten zum Be-
weisverstdndnis (vgl. Abschnitt 3.1) herausgearbeitet werden, dass diesen im-
mer, meist eher implizit, ein normativer Rahmen zugrunde liegt.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein spezifischer normativer Rahmen (vgl. Ab-
schnitt 2.2) vorgeschlagen, welcher die Normen der Vollstiandigkeit, der logi-
schen Struktur, der Kohédrenz und der Allgemeingiiltigkeit umfasst. Dieser ist
gezielt so offen formuliert, dass dieser unabhingig von der zugrunde liegenden
Beweiskonzeption anwendbar ist. Denkbar ist eine noch breitere Anwendbarkeit
fiir jegliche Art von Forschungsprozessen, also Prozessen, die die in Abschnitt
2.3.1 dargestellten Funktionen erfiillen. Er liefert eine sinnvolle Gliederung in
die relevanten Entitdten, deren Organisation und Verbindung sowie die Reich-
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weite der Ergebnisse, ohne das genaue Verstindnis vorab festlegen zu miissen.
Auch andere normative Rahmungen sind denkbar, wobei deren Explikation
hilfreich wire fiir die normative Verortung der jeweiligen Studien.

Dariiber hinaus lag den analysierten Arbeiten zum Beweisverstindnis meist,
ausgehend von einer bestimmten Beweiskonzeption, implizit ein bestimmtes
Verstidndnis der Normen zugrunde (vgl. Abschnitt 3.4). Dadurch konnte in den
entsprechenden Studien auch nur dieses untersucht werden. Daher wird auch
hier dafiir pladiert, das der jeweiligen Studie zugrunde liegende Normenver-
standnis explizit zu machen. Im Idealfall wird dies nicht von Forschendenseite
aus vorgegeben, sondern ausgehandelt.

Zur Analyse der Normenverstdndnisse wurden grafische Analyseraster entwi-
ckelt, welche auch fiir kiinftige Studien genutzt werden konnen (vgl. Abschnitt
6).

Ein weiteres zentrales Ergebnis der Arbeit auf theoretischer Ebene ist die syste-
matische Klassifikation von Beweistypen entlang der Darstellungsebene und
dem Formalisierungsgrad®® (vgl. Abschnitt 2.4). Die Bezeichnungen der Be-
weistypen wurden dabei so gewahlt, dass dadurch kein bestimmtes Normenver-
stindnis impliziert wird. Die besondere Bedeutung beispielgebunden ikonischer
Beweise fiir den Schulunterricht und damit auch die Lehramtsausbildung (vgl.
Abschnitt 2.4.1) sowie die grundsitzliche Validitit von Beweisen dieses Typs
(vgl. Abschnitt 2.3.4) wurde herausgearbeitet.

Dariiber hinaus wurde im Rahmen dieser Arbeit explizit dargelegt, wie diec Be-
weisversuche vor dem Hintergrund des in dieser Arbeit etablierten normativen
Rahmens fiir die Intervention und Erhebungsdokumente konstruiert wurden
(vgl. Abschnitte 3.2 und 5.2.2). Dies kann als Grundlage fiir kiinftige Untersu-
chungen zum Thema genutzt werden. In jedem Fall wird vorgeschlagen, dies so
explizit wie moglich darzulegen, um die Operationalisierung dessen darzulegen,
was genau untersuchbar gemacht werden soll: Steht eine einzelne Norm im
Fokus, das Zusammenspiel von Normen oder soll explorativ ohne vorab festge-
legten normativen Rahmen vorgegangen werden? Sollen erfahrene Validierende
oder eher unerfahrene befragt werden?

Die Situiertheit des Verstidndnisses entlang der Dimensionen inhaltlich, rdum-
lich, didaktisch, zeitlich und sozial diente als Grundlage bei der Konzeption der
Intervention (vgl. Abschnitt 1.3). Aus diesen ergibt sich, welche Reichweite die
Intervention hat. Ist diese geklart, kann diese durch weitere Erhebungen gezielt

88 Dies entspricht der Klassifikation bei Kempen (2019), jedoch mit anderen Bezeich-
nungen.
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erhoht werden, wo gewiinscht. Im Rahmen dieser Arbeit wurde dies durch eine,
auf der qualitativen Untersuchung aufbauende, quantitative Untersuchung er-
reicht. Auch fiir kiinftige Studien wird daher vorgeschlagen, die Situiertheit der
Erhebung entlang der Dimensionen explizit zu machen.

Im Kontext der sozialen Situiertheit konnte herausgearbeitet werden, ob und
wie, in relativ offen gestalteten didaktischen Settings, Interpersonalitit entsteht
und wie sich intrapersonelle und préinteraktionale Verstdndnisse der Normen im
Diskussionsverlauf dndern. Die Differenzierung in intra- und interpersonelle
Prozesse (vgl. Abschnitt 1.2.1) sowie priinteraktionale und interaktionale Ver-
standnisse zeigte sich hier als hilfreich, weshalb diese auch fiir darauf aufbauen-
de kiinftige Untersuchungen zu diesem Thema beibehalten werden kénnten.

8.4 Limitationen und Ausblick

Die Limitationen dieser Arbeit ergeben sich zunédchst aus der Situierung der
Intervention entlang der inhaltlichen, rdumlichen, didaktischen, zeitlichen und
sozialen Dimension (vgl. Abschnitt 1.3). Danach wurde sich bei den Beweisver-
suchen auf einschrittige® beispielgebunden ikonische Beweise aus der elemen-
taren Zahlentheorie beschrinkt. Dadurch sollte die Komplexitit der Beweisver-
suche so weit wie moglich reduziert werden, um den Faktor des Beweisverste-
hens (vgl. Abschnitt 2.3.1) moglichst gering zu halten. Die Normbriiche sollten
dabei moglichst klar zu Tage treten und nicht durch mangelnde Nachvollzieh-
barkeit iiberlagert werden. Dies sollte die Basis bilden, um die Normen und
deren intendiertes Verstindnis einzufiihren. Die Ubertragbarkeit der Ergebnisse
zum Normenverstindnis auf komplexere Beweise aus anderen mathematischen
Inhaltsbereichen ist an dieser Stelle noch unklar und wére ein interessantes
Forschungsfeld fiir kiinftige, weiterfithrende Interventionen zum Thema. Auch
andere, weniger offen gestaltete didaktische Settings und andere Impulse kdnn-
ten in diesem Rahmen beforscht werden. Zudem wire es wiinschenswert, die
Intervention iiber einen ldngeren Zeitraum laufen zu lassen, um ein vertieftes
und nachhaltiges Verstidndnis der Normen zu etablieren. Durch die quantitative
Analyse im Rahmen dieser Arbeit konnte zwar die direkte Wirkung der Inter-
vention untersucht werden, was dem Forschungsziel entspricht, Hinweise zur
Weiterentwicklung der Intervention zu erhalten. Es konnte jedoch nicht unter-
sucht werden, inwieweit sich durch die Intervention eine Langzeitwirkung
ergibt. Hier wire eine follow-up Untersuchung wiinschenswert.

89 Einschrittige Beweise umfassen nur einen Argumentationsschritt im Sinne des Toul-
min-Modells. Einschrittige, beispielgebunden ikonische Beweise bestehen damit nur
aus Voraussetzung, Operation und Endergebnis. Es werden nicht ausgehend vom Er-
gebnis einer Operation weitere Operationen ausgefiihrt, was einem mehrschrittigen
Beweis entsprechen wiirde.
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Hinsichtlich der sozialen Situierung des Aushandlungsprozesses bleibt diese
zundchst auf die Lehr-Lern-Gemeinschaft im Eingangssemester der Lehramts-
ausbildung an der Technischen Universitidt Dortmund beschrénkt. Das Normen-
verstdndnis, das in der Intervention gefordert werden sollte, ergab sich im Sinne
dieses Aushandlungsprozesses aus dem Normenverstindnis auf Lehrendenseite
in dieser Gemeinschaft. In anderen Gemeinschaften kdnnen sich diesbeziiglich
andere Verstindnisse ergeben. Die Normen fiir Beweise selbst, die diesem
Prozess zugrunde liegen, und die Konzeption des Aushandlungsprozesses sind
dabei jedoch durchaus auf andere soziale Settings ilibertragbar. Dabei wére es in
kiinftigen Studien interessant, diesen Prozess auch fiir andere, durch Normen
geprigte, mathematische Inhalte zu untersuchen. Weiterhin wére die Entwick-
lung und Beforschung von Settings interessant, durch welche sich Prozesse
dieser Art mit geringem Aufwand in den Lehralltag integrieren lassen. Der Aus-
handlungsprozess an sich stellt von seiner Konzeption im Rahmen dieser Arbeit
(vgl. Abschnitt 1.5) einen fortlaufenden zyklischen Prozess dar. Daher wére
auch eine weitere Beforschung des Prozesses im Rahmen eines Entwicklungs-
forschungsansatzes sinnvoll. Auch die gezielte Untersuchung von Lerntrajekto-
rien und sich daraus ergebenden sukzessiv aufgebauten Interventionen zum
Thema wiren interessante weitere Forschungsfelder.

Weitere Limitationen ergeben sich aus der Fokussierung des Forschungsinte-
resses im Rahmen dieser Arbeit. Bestimmte Differenzierungen wurden dabei,
aus Griinden der Reduktion der Komplexitit, in der Konzeption und Analyse der
Intervention noch nicht mit beachtet, wiren jedoch fiir kiinftige Interventionen
wiinschenswert. Der Fokus der qualitativen Analyse lag auf intra- und interper-
sonellen Entwicklungen in den Kleingruppendiskussionen in den Ubungen. Die
im groBeren Rahmen und stirker durch die/den jeweilige/n Ubungsleitende/n
gelenkte Diskussion im Plenum wurde nicht mit in die Analyse aufgenommen.
Im Plenum sollte dabei zwar lediglich das in den Kleingruppen etablierte Ver-
standnis gebiindelt und gemeinsam festgehalten werden, es ist jedoch zu erwar-
ten, dass auch hier weitere Entwicklungen stattfanden, die Einfluss gehabt ha-
ben konnen auf das in der Ausgangserhebung gezeigte Verstindnis. Daher emp-
fiehlt es sich, die Plenumsdiskussion kiinftig mit einzubeziehen bei einer
Mixed-Methods-Analyse.

Auch die Vorbereitungsaufgaben, die vor den Ubungssitzung in Einzelarbeit als
Hausaufgaben bearbeitet wurden, kdnnten in kiinftigen Analysen mit einbezo-
gen werden. Da der Fokus im Rahmen dieser Arbeit auf den Interaktionsprozes-
sen in den Ubungen lag und auf die Uberlegungen aus den Vorbereitungen in
diesen explizit zuriickgegriffen werden sollte (vgl. Abschnitt 5.3.3), wurden
diese bei der Auswertung in dieser Arbeit aus Zeitgriinden noch ausgespart.
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Durch die Eingangs- und Ausgangserhebung konnte lediglich der Einfluss der
Ubung und nicht der Einfiihrungsvorlesung zum Thema direkt untersucht wer-
den, da sowohl die Interventions- als auch die Kontrollgruppe die Einfithrungs-
vorlesung besucht hatten. Zudem wurde in beiden Gruppen in den Ubungen
durch einen entsprechenden Impuls explizit der Fokus auf die Beweisschritte
gelenkt, weshalb nicht untersuchbar war, welche Entwicklungen sich im Ver-
gleich zu einem génzlichen Fehlen dieses Impulses ergeben.

In die Analyse der Eingangs- und Ausgangserhebung wurden schlieBlich aus
Zeitgriinden auch nur die Antworten auf die jeweils erste Frage zu den einzelnen
Beweisversuchen aufgenommen, in welcher explizit nach Normbriichen, das
heiBlt nach nicht gut umgesetzten Aspekten der Beweisversuche gefragt wurde.
Fiir eine tiefergehende Analyse zum situierten Normenverstindnis wére dariiber
hinaus auch die Analyse der jeweils zweiten Frage zu bereits gut umgesetzten
Aspekten sinnvoll (vgl. Abschnitt 5.2.3).

In der Eingangs- und Ausgangserhebung wurde neben dem Bewerten vorgege-
bener Beweisversuche auch das Erstellen eines eigenen Beweises zu der glei-
chen Aussage eingefordert. Dadurch sollte urspriinglich auch erhoben werden,
ob die Studierenden in der Lage sind, ihr situiertes Normenverstindnis direkt
umzusetzen in der Produktion eigener Beweise. Vor dem Hintergrund der Fo-
kussierung auf das situierte Normenverstindnis wurde dies im Rahmen dieser
Arbeit zunichst ausgespart, soll jedoch in einer darauf autbauenden zukiinftigen
Studie in den Blick genommen werden. Insbesondere kann dies vertieften Auf-
schluss iiber mogliche Organisationsformen eines Beweises und damit {iber das
Verstiandnis der logischen Struktur auf Lernendenseite geben (vgl. Abschnitt
6.4).
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Erhebungsdokumente

Intervention: Vorbereitungsaufgaben

;EW Prof. Dr. C. Selter / Dr. L. Eichholz / L. Gayer / Dr. R. Herold-Blasius / K. Knaudt
Arithmetik und ihre Didaktik | (WiSe 2022/23)

Ubung 7
Kapitel 5: Beweisen

Aufgaben zur schriftlichen Vorbereitung (mit Einzel-Abgabe bis zum Mo, 5.12. 7:59)

Diese Aufgabe muss in Einzelarbeit abgegeben werden. Bitte notieren Sie nirgends Ihren
Namen oder sonstige personenbezogenen Daten in lhrem Dokument oder im Dateinamen.
Speichern Sie das Dokument bitte nach |hrer Bearbeitung unter folgendem Dateinamen ab:

AriDid_Uebung07_lhr Code

|hr Code setzt sich wie folgt zusammen:

erste beide Anfangsbuchstaben des Vornamens der Mutter

+ erste beide Anfangsbuchstaben des Vornamens des Vaters

+ Tag des eigenen Geburtstages

Beispiel: Mutter: Veronika, Vater: Horst, eigener Geburtstag: 10.02.1990
Code: VEHO10

Laden Sie Ihr Dokument bitte bis Montag, 5.12. 7:59 (iber Limesurvey hoch. Sie erhalten
dafir einen Link per Mail. (Bei technischen Problemen wenden Sie sich gerne an

lara.gayer@tu-dortmund.de).

Vielen Dank! ©

Aufgabe: Paritat von Summen
Kompetenzbereich: Beweise bewerten

Im Folgenden sehen Sie drei Beweisversuche zu der Behauptung

. Wenn man eine ungerade und eine gerade Zahl addiert, dann ist die Summe immer
ungerade.”?

Geben Sie zunachst fiir jeden der Beweisversuche eine Einschatzung ab, inwieweit Sie das
Gefiihl haben, diesen verstanden zu haben. Geben Sie dann die Nummer des |hrer Meinung
nach besten Beweisversuches an. Notieren Sie dann fiir jeden der beiden anderen
Beweisversuche, was diese weniger gut umgesetzt haben als der lhrer Meinung nach beste
Beweisversuch.
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iEW Prof. Dr. C. Selter / Dr. L. Eichholz / L. Gayer / Dr. R. Herold-Blasius / K. Knaudt
Arithmetik und ihre Didaktik | (WiSe 2022/23)

Beweisversuch 1:

Die Summe ist ungerade. Wir kénnen also spaltenweise Zweierpaare
einkreisen, wobei genau ein Plittchen iibrigbleibt, In der oberen Zeile sind
ungerade viele Plattchen dargestellt, in der unteren gerade viele.

Bitte Zutreffendes ankreuzen: Stimme gar | Stimme eher | Stimme Stimme
Ich habe das Gefiihl, diesen nicht zu nicht zu eher zu voll zu
Beweisversuch verstanden zu haben.

Beweisversuch 2:

3 3+1

0000
S
00000
6-1

Im ersten Bild sieht man in der ersten Zeile die ungerade Zahl, in der zweiten
die gerade Zahl, Im zweiten Bild sieht man eine Doppelreihe mit einem extra
Plattchen.

Bitte Zutreffendes ankreuzen:

Stimme gar | Stimme eher | Stimme Stimme

Ich habe das Gefiih, diesen nicht zu nicht zu eher zu voll zu

Beweisversuch verstanden zu haben.

Beweisversuch 3:

0000000000000
\ A A Al -

Wir haben 4 gleich grofde Blécke in griin eingekreist, wobei 1 Plattchen
iibrigbleibt. Die Summe ist also immer ungerade.

Bitte Zutreffendes ankreuzen:

Stimme gar Stimme eher | Stimme Stimme
Ich habe das Gefiihl, diesen nicht zu nicht zu eher zu voll 2u

Beweisversuch verstanden zu haben.
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iEW Prof. Dr. C. Selter / Dr. L. Eichholz / L. Gayer / Dr. R. Herold-Blasius / K. Knaudt
Arithmetik und ihre Didaktik | (WiSe 2022/23)

Bester Beweisversuch: E’

In Beweisversuch |:| wurde Folgendes weniger gut umgesetzt:

In Beweisversuch Ij wurde Folgendes weniger gut umgesetzt:
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Intervention: Prisenzaufgaben

gEW Prof. Dr. C. Selter / Dr. L. Eichholz / L. Gayer / Dr. R. Herold-Blasius / K. Knaudt

Arithmetik und ihre Didaktik | (WiSe 2022/23)

Prasenzaufgaben

Fortsetzung von Aufgabe 7.2: Paritat von Summen
Kompetenzbereich: Analyse von Beweisen

a

b

C

d

e

Inwiefern liefern die Beweisversuche einen Nachweis der Gliltigkeit der Behauptung?
Welchen Beweisversuch finden Sie in dieser Hinsicht am besten gelungen? Versuchen
Sie sich in lhrer Gruppe auf einen Beweis zu einigen.

Begriinden Sie, warum Sie die beiden anderen Beweisversuche fiir weniger gut
gelungen halten.

Markieren Sie in jedem Beweisversuch, an welchen Stellen es in der Erlauterung um
Voraussetzung, Strukturierung und Endergebnis geht. Was fallt Ihnen auf, wenn Sie
die Erlauterungen vergleichen?

Stellen Sie jeden Beweisversuch fiir die Zahlen 2 und 7 dar. Versuchen Sie dabei, die
Strukturierungsweise des Beweisversuches unverandert zu lassen. Bei welchen
Beweisversuchen ist das gut moglich? Wo treten Schwierigkeiten auf? Was bedeutet
das fiir die Qualitat der Beweisversuche?

Formulieren Sie gemeinsam Qualitatskriterien fir einen guten (ikonischen) Beweis.

Aufgabe 7.3 (Weiterfiihrung von Aufgabe 7.2): Paritat von Summen
Kompetenzbereich: Verbessern von Beweisen

a) Verbessern Sie jeden der drei Beweisversuche aus Aufgabe 7.2 so, dass sie jeweils die

b)

besprochenen Qualitatskriterien erfiillen. Achten Sie insbesondere auch auf die
Qualitat der Erlauterung.

Inwiefern stellen |hre verbesserten Beweise tatsachlich Verbesserungen gegeniiber
den urspriinglichen Beweisen dar? Begriinden Sie dafiir, warum diese die
besprochenen Qualitatskriterien erfillen (und ggf. besser erfillen als der
urspriingliche Beweisversuch).
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Eingangserhebung: Deckblatt

oo | [ [ [ ][]

Lara Gayer & Christoph Selter

Eingangserhebung Beweisen

Bitte notieren Sie auf JEDEM Blatt lhren Code. Dieser setzt sich wie folgt
zZusammen:

erste beide Anfangsbuchstaben des Vornamens der Mutter

+ erste beide Anfangsbuchstaben des Vornamens des Vaters

+ Tag des eigenen Geburtstages

Beispiel: Mutter: Veronika, Vater: Horst, eigener Geburtstag: 10.02.1990
Code: VEHO10

Allgemeine Informationen

Ihre Bearbeitungen werden anonym ausgewertet und dienen dazu, die Vorlesungen und Ubungen
zum Themenkomplex ,Beweisen’ weiter zu verbessern. Mit der Abgabe Ihrer Bearbeitungen erklaren
Sie sich dazu bereit, dass diese in anonymer Form fiir Forschungszwecke genutzt werden dirfen.

Allgemeine Angaben

Bitte wahrheitsgemaR ausflllen bzw. Zutreffendes ankreuzen:

Alter: :I
Mathematiknote im Abiturzeugnis: I:I

Geschlecht:
I:l ménnlich El weiblich Ddivers

Besuch der Ubungsgruppe:
D montags |:| dienstags D ich besuche aktuell keine Ubung

Studienfach:
[] mathematische Grundbildung (G, SPG)  [_] Mathematik (HR, SPHR)  [_]Sonstiges

Vorkenntnisse:

[ 1ch habe in der Schule den Leistungskurs Mathematik besucht

EI Ich bin in meinem ersten Fachsemester im Lehramt Mathematik

D Ich habe die Veranstaltung Arithmetik und ihre Didaktik im letzten Wintersemester
2021/2022 besucht

I:I Ich habe die Veranstaltung Arithmetik, Funktionen und ihre Didaktik im letzten
Sommersemester 2022 besucht

Die weiteren Seiten der Eingangserhebung entsprechen denen der Ausgangser-
hebung.
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Ausgangserhebung

ot | | | [ ] 1]

Lara Gayer & Christoph Selter

Ausgangserhebung Beweisen

Bitte notieren Sie auf JEDEM Blatt Ihren Code. Dieser setzt sich wie folgt
zusammen:

erste beide Anfangsbuchstaben des Vornamens der Mutter

+ erste beide Anfangsbuchstaben des Vornamens des Vaters

+ Tag des eigenen Geburtstages

Beispiel: Mutter: Veronika, Vater: Horst, eigener Geburtstag: 10.02.1990
Code: VEHO10

Allgemeine Informationen

Ihre Bearbeitungen werden anonym ausgewertet und dienen dazu, die Vorlesungen und Ubungen
zum Themenkomplex ,Beweisen’ weiter zu verbessern. Mit der Abgabe lhrer Bearbeitungen erkldren
Sie sich dazu bereit, dass diese in anonymer Form fiir Forschungszwecke genutzt werden dirfen.

Allgemeine Angaben

Bitte Zutreffendes ankreuzen:

Geschlecht

D mannlich
[] weiblich
D divers

Ich habe diese Woche die Ubung zur , Arithmetik und ihre Didaktik” besucht am
[JMontag, 05.12.22
[] pienstag, 06.12.22
l:l ich habe diese Woche keine Ubung in der , Arithmetik und ihre Didaktik” besucht

Ich habe letzte Woche die Vorlesung zur ,Arithmetik und ihre Didaktik” besucht am
[Jpo, 01.12.22, 10:15-11:45 (Audimax)
[JFr, 02.12.22, 10:15-11:45 (EF 50)

D keine der angegebenen Vorlesungen
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Behauptung: ,Wenn man zwei Zahlen im Abstand 2 addiert, dann ist die Summe immer gerade.”

Beweisversuch 1:

B folgen im Abstand 2 aufeinander.

k@_ LLLL]

Alle Plattchen zusammen ergeben die Summe, die gerade ist. Deshalb findet
man & gleich grofke Teile, die wir in grin eingekreist haben. Die Zahlen 3 und

Bitte Zutreffendes ankreuzen: stimme gar

Stimme eher
nicht zu

Stimme
eher zu

Stimme
voll zu

Ich habe das Gefiihl, diesen nicht z2u
Beweisversuch verstanden zu haben.

Inwieweit handelt es sich bei obigem Beweisversuch um einen guten Beweis?

Beantworten Sie dafiir die folgenden Fragen:

Was ist bei diesem Beweisversuch NICHT gut umgesetzt?

Was ist bei diesem Beweisversuch gut umgesetzt?
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Behauptung: ,Wenn man zwei Zahlen im Abstand 2 addiert, dann ist die Summe immer gerade.”

Beweisversuch 2:

4

Wir haben die Zahlen in 2 Zeilen dargestellt. Wenn man zeilenweise
Zweierpaare einkreist, dann bleibt kein Pléttchen iibrig.

Bitte Zutreffendes ankreuzen: Stimme gar | Stimme eher | Stimme Stimme

Ich habe das Gefiihl, diesen nicht zu nicht zu eher zu vall zu

Beweisversuch verstanden zu haben.

Inwieweit handelt es sich bei obigem Beweisversuch um einen guten Beweis?
Beantworten Sie dafiir die folgenden Fragen:

Was ist bei diesem Beweisversuch NICHT gut umgesetzt?

Was ist bei diesem Beweisversuch gut umgesetzt?
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Code: | | | | | |

Behauptung: ,,Wenn man zwei Zahlen im Abstand 2 addiert, dann ist die Summe immer gerade.”

Beweisversuch 3:

1@
000

dargestellt.

[ 3 4
o0
2

Man sieht einen Pfeil im Bild, der sagt, dass Plattchen verschoben wurden.
Das zweite Bild zeigt ein Quadrat mit Seitenlénge 2. Es wird eine gerade Zahl

Bitte Zutreffendes ankreuzen:

Ich habe das Gefihl, diesen
Beweisversuch verstanden zu haben.

Stimme gar
nicht zu

Stimme eher
nicht zu

Stimme
eher zu

Stimme
voll zu

Inwieweit handelt es sich bei obigem Beweisversuch um einen guten Beweis?

Beantworten Sie dafiir die folgenden Fragen:

Was ist bei diesem Beweisversuch NICHT gut umgesetzt?

Was ist bei diesem Beweisversuch gut umgesetzt?
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Eigener Beweis

Formulieren Sie nun selbst einen beispielgebunden ikonischen Beweis zu der
Behauptung ,Wenn man zwei Zahlen im Abstand 2 addiert, dann ist die Summe immer gerade.”



