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Rekonstruktion von mentalen Strukturen von Studier enden
zum Konzept Basisin der Linearen Algebra

Die Lineare Algebra stellt eine komplexe Theori@&eptueller Natur dar.
Charakteristisch fur die Lineare Algebra sind eWielzahl von Aquiva-

lenzaussagen und viele gehaltvolle Begriffe mit tvegthender Bedeut-
samkeit. Um den Begriff Basis flexibel anwendenkdmnen, missen die
Beziehungen zwischen den Teilbegriffen Linearkorabom, lineare Un-

abhangigkeit und Erzeugendensystem gut ausgelsiilet Im Rahmen ei-
ner Analyse zweier Fallbeispiele behandelt diesgisétz folgende Frage:
Wie unterscheiden sich aktivierte mentale Struktuven Studierenden
voneinander, die in der Bearbeitung von Aufgabem Zthema Basis er-
folgreich beziehungsweise nicht erfolgreich sind?

Mentale Strukturen

Die Vernetzung von ldeen und Inhalten stellt eiesgentiellen Bestandteil
von Begriffsbildung dar. Nach Skemp (1973) resdliier gesamte Prozess
des Verbindens und Transformierens von Ideen inkaestruktion einer
komplexen mentalen Struktur. Skemp nennt eine sofokntale Struktur
~>chema“ (1973, S. 39) und beschreibt sie als daqr instrument (...)
for solving new problems® (Skemp 1973, S. 43). NdmtStrukturen sind
rein gedankliche Objekte, die nicht direkt zugéactglisind. Studierende
greifen bei der Bearbeitung von Aufgaben auf subjekErfahrungen und
individuelle Perspektiven zuriick (dazu gehéren argntale Strukturen,
Strategien und Uberzeugungen). Um mentale Strukfutie von Studie-
renden aktiviert werden, zu untersuchen, ist einalyse ihrer Denkpro-
zesse erforderlich. Darauf aufbauend erfolgt ingEotlen die Rekonstruk-
tion von mentalen begrifflichen Strukturen, die derathematischen Den-
ken und Handeln zugrunde liegen. In Bearbeitunggssen wird nur ein
Teil der mentalen Struktur aktiviert. Als formalBsister fir die Analyse
von Denkprozessen und die Rekonstruktion der memt&trukturen dient
die triadische Zeichenrelation nach Peirce (untefeeem angewendet in
Presmeg 2006 oder Schreiber 2012), bestehend quisdeatamen, Inter-
pretant und Objekt. Aufgrund des begrenzten Umfddags darauf nicht
ausfuhrlicher eingegangen werden.

Zur Untersuchung

An der Untersuchung haben 15 Mathematikstudiereietlgenommen,
wobei in diesem Aufsatz nur die zwei Félle Petat Mhike betrachtet wer-
den. Die Untersuchung fand etwa vier Wochen nachAtschlussprifung



zum Modul Lineare Algebra statt. Die Probanden war@unter anderem)

X

aufgefordert, eine Basis zum Untervektorraums: {(y>GR3|2x=z} C
Z

R® anzugeben (exakte Aufgabenstellung mit Erlautezangjehe Schlar-

mann 2012). Die Probanden arbeiteten zunachshealbm der Aufgabe. In
einem anschlielenden Einzelinterview reflektiedenihre Bearbeitungen
und entwickelten weitere ldeen zum Ldsen der Audgdlem Interviewer
kam dabei die Aufgabe zu, die Probanden anzurelgenGedanken offen-
zulegen. Er fungierte nicht als Erklarer.

Peter s Bear beitungspr ozess und seine aktivierte mentale Struktur

Im Folgenden wird der Bearbeitungsprozess von Patsammenfassend
dargestellt. Die Nummern in Klammern verweisen digf jeweilige Ver-
bindung in Abbildung 1. Peter fokussiert zunachstid U gegebene Be-
dingung 2x = z und wahlt unter ihrer expliziten Bericksichtigudgn
Vektor (1,1,2) als einen Basisvektor (1). Des Werntefiigt er den Vektor
(2,0,4) hinzu und erlautert die zweite Komponentedan Worten: ,Da die
(beiden Basisvektoren) aber linear unabhéangig eéissen, hab ich da die
Null gewahlt.“ (2) Mit der Begriindung ,Da wir ifR* sind, brauche ich
drei Basisvektoren® (3), gibt Peter (0,1,0) aldtdn Vektor an. Erlauternd,
dass die lineare Unabhangigkeit nach wie vor gefiéisse, bemerkt er,
dass der Vektor (0,1,0) aus den zuvor gewéhltemsBadoren erzeugbar
ist (4): ,Wenn man den (zeigt auf (2,0,4)) durcheeweilen wirde und
dann (...) die alleine schon voneinander abziehig{zauf (1,1,2)), dann
fallt der weg (streicht (0,1,0) durch).” (5) Petdyerprift dann, ob ein an-
derer dritter Basisvektor, namlich (1,2,2), in Frdgommt. Er erkennt wie-
der eine Linearkombination, die diesen Vektor aeis dbrigen beiden er-
zeugt (6), und streicht den zuvor geschriebenenovd€k,2,2) durch. Peter
wendet sich daraufhin dem gegebenen Untervektoriauder Aufgaben-
stellung zu und erlautert: ,Vielleicht reichen aunkei. (...) Das ist zwar
ein Vektor imR®, aber das kénnte ja zum Beispiel eine Ebene ssih u
dann braucht man nur zwei Vektoren.” An dieserl&teétrachtet er U als
irgendein ganzheitliches Objekt, z.B. eine Ebem&l arinnert, dass eine
Ebene von zwei Basisvektoren aufgespannt wird{és Weiteren erklart
er, bei U handele es sich um eine TeilmengeRfeDrei Basisvektoren
kamen somit nicht in Frage, ,weil dann wér es Béija auch selbst* (8).
Schliel3lich Uberprift Peter, ob alle Elemente ausniy den Vektoren
(1,1,2) und (2,0,4) erzeugbar sind, indem er sieali kombiniert und Be-
ziehungen unter den Komponenten sowie die allgeen8truktur der Vek-
toren fokussiert (9). Abbildung 1 zeigt die rekousrte, bei der Bearbei-
tung aktivierte mentale Struktur von Peter. Dabedvder Fokus auf die



konzeptuellen Aspekte gelegt. Der Begriff Basidsien Mittelpunkt, da
die Aufgabe eine Beschaftigung mit diesem Konzeptiat fordert.

Basisvektoren (BV) missen linear unab- ‘nicht l.u. als ausein-
charakteristisch sein hangig (l.u.) @ ander erzeugbar sein e@
im Dreidimensionalen sein (D) erzeugbar als linear
= drei BV benétigen 7 besondere Rolle von kombinierbar
. . 0-Komponenten |
eine Ebene wird von . L
i BV aufeespannt 7 Linearkombination
zwei gesp \®\Anzah| (9)_muss U |
drei BV spannen .,der BV erzeugen lineares Kombinieren der BV
immer den R3auf e k('jnnen_@_ mit Blick auf allg. Struktur

Abbildung 1: Rekonstruktion der aktivierten mentattruktur von Peter

Mikes Bear beitungspr ozess und seine aktivierte mentale Struktur

Zu Beginn der Bearbeitung erwdhnt Mike, dass eiasiBein linear unab-
hangiges Erzeugendensystem sei, und notiert damayfs gilt det(4) +

0 = lin. unabh.” (1). (Die Nummern in Klammern verwaisauf die je-
weilige Verbindung in Abbildung 2.) Diese Eigensithaendet Mike an,
indem er drei mogliche Basisvektoren, namlich @),0(0,1,0) und (1/2,
0,1) als Spaltenvektoren in eine 3x3-Matrix schraitd ihre Determinante
berechnet (2). Bei der Wahl der Vektoren wird explbeachtet, dass
2x = z erfullt wird (2). Die Berechnung der Determinaetgibt Null. Da-
raufhin beginnt Mike einen neuen Versuch mit derktveen (1,0,2),
(0,1,0) und (1,1,2). Er kommt zu dem Ergebnis, dash diese drei Vekto-
ren nicht linear unabhéngig sind (3) und probietmzwei weitere M0og-
lichkeiten, bei denen er den dritten Vektor vati{d), (5). Dabei liegt sein
Fokus auf den Berechnungen der Determinanten. Igli&kt die Vermu-
tung auf, dass es keinen dritten Vektor gabe. BEutart, dass er keinen
dritten Vektor finde, sodass die lineare Unabhdkejigerfullt sei, und er
konne sich vorstellen, dass eine Basis aus derib&idktoren (1,0,2) und
(0,1,0) bestehe. Darauf reagiert der Interviewdrdar Aufforderung, dies
zu priufen. Mike erklart, man misse mit der Bassufspannen konnen (6)
und sagt: ,Weil3 ich jetzt gerade nicht mehr wienrea pruft. (...) Spann

1\ /0
von ja den beiden halt (schreiptn ((o),(1>>). Weil3 ich jetzt so nicht.
2/ \0
Das ist jetzt einfach der Spann von den beiden. s da jetzt mit auf-
stellen kann, bin ich auch gerade Uberfragt.” (€iXefis des Interviewers
wird das Stichwort Linearkombination gegeben. Mékd#ert, er habe dies
schon mal gehort und sollte es auch eigentlichemiskr assoziiert jedoch
keine weiteren Ideen (8) und kann an dieser Stellht weiterarbeiten.



Abbildung 2 zeigt die Rekonstruktion der aktiviertmentalen Struktur von
Mike.

BV miissen spezielle Eigenschaft:
charakteristisch sein . u. : det(4) =0 > . u. ReChenproze'dur
2) der Vektoren in A @ (ohne Reflexion)
@ muss U Notationlanw(()enden Linearkombina-
(6) auf?pannen/@/ span <0> <1> tion(Worthdilse)
kdnnen 2] \o

Abbildung 2: Rekonstruktion der aktivierten menta&truktur von Mike

Vergleich der Fallbeispiele

Peter und Mike fokussieren zu Beginn ihrer Beaudngéen beide den As-
pekt der linearen Unabhangigkeit, assoziieren daber unterschiedliche
Aspekte. Mike greift auf eine rechenbetonte Eigbaficzurtick (vgl. Abb.
2), die nur in speziellen Kontexten Anwendung finaied in dieser Aufga-
be nicht greift, da sich damit nur n-viele n-Tupef lineare Unabhangig-
keit untersuchen lassen. Die von Peter verwendaspekte lassen sich
auch auf andere Vektorraume ubertragen. Daher ev@dverbindung zur
linearen Unabhangigkeit in Peters aktivierter miemt&truktur bzgl. dieser
Aufgabe als substantieller angesehen. Beide Premagehen zunachst da-
von aus, dass eine Basis von U drei Vektoren b&ghand greifen im
weiteren Verlauf die Eigenschaft des Erzeugens\&i@hrend Mike Prob-
leme mit der Anwendung in diesem Kontext hat unchadeer Begriff der
Linearkombination scheinbar nur als Worthllse egt] kann Peter die
Eigenschaft des Erzeugens nutzen, um sich sellbss@mer Losungsidee
zu Uberzeugen. Das Konzept der Linearkombinationveredet Peter an
dieser Stelle und auch zuvor im Zusammenhang milirtkaren Unabhan-
gigkeit. Somit ist es fur ihn in diesem Aufgabenteot flexibel zur Argu-
mentation verfugbar.
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