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Grundvorstellungen in der Geometrie

Grundvorstellungen werden als idealtypische inhaltliche Deutungen mathe-
matischer Begriffe charakterisiert, die normativ formuliert werden (Salle &
Cliiver, 2021; vom Hofe, 1995). Folglich koénnen sie als didaktische Leitli-
nien in die Planung und Gestaltung schulischer Lehr-Lern-Prozesse einge-
hen, mit dem Ziel, dass Lernende tragfdhige Vorstellungen zu mathemati-
schen Begriffen ausbilden (Salle & Cliiver, 2021). Die drei zentralen Eigen-
schaften von Grundvorstellungen tragen zu diesem Ziel bei (vom Hofe,
1995; vom Hofe & Fast, 2015): Grundvorstellungen verleihen einem mathe-
matischen Begriff Sinn, indem sie diesen an inner- und/oder auBermathema-
tische Inhalte und Kontexte ankniipfen, die den Lernenden bereits bekannt
sind. Zudem erlauben Grundvorstellungen ein flexibles Operieren auf der
Vorstellungsebene, indem sie die Ausbildung mentaler Repriasentationen un-
terstiitzen. Weiterhin erméglichen sie die Anwendung des mathematischen
Begriffs, insbesondere im Zusammenhang mit Modellierungen und dem
Wechsel zwischen verschiedenen Darstellungen.

Zu einer Vielzahl schulisch relevanter Begriffe verschiedener mathemati-
scher Teildisziplinen wurden bereits Grundvorstellungen formuliert. In der
Geometrie gibt es bislang allerdings nur wenige Begriffe, zu denen Grund-
vorstellungen hergeleitet bzw. formuliert wurden. Insbesondere in der ele-
mentaren Geometrie ist eine erhebliche Forschungsliicke diesbeziiglich zu
verzeichnen (Langenhagen et al., eingereicht). Neben den wenigen Arbeiten,
in denen konkrete Grundvorstellungen zu elementargeometrischen Begriffen
prasentiert oder thematisiert werden, gibt es weiterhin kaum Arbeiten, in de-
nen die Rolle von Grundvorstellungen in der Geometrie allgemein in den
Blick genommen wird. Als Hauptursache fiir den Mangel an Grundvorstel-
lungen zu geometrischen Begriffen wird die Anschaulichkeit der Geometrie
hervorgehoben (z. B. Rembowski, 2015; vom Hofe & Fast, 2015). Die Tat-
sache, dass "im Bereich der Geometrie 'bildliche Darstellungen' a priori vor-
handen [sind]" (Ludwig et al., 2015), schlief8t allerdings nicht aus, dass es
auch im Bereich der Geometrie sinnvoll sein kann, Grundvorstellungen zu
formulieren (Langenhagen et al., eingereicht). Das bloBe Vorhandensein
bildlicher Darstellungen garantiert schlieBlich noch keine Ausbildung trag-
fahiger Vorstellungen und einen verstiandnisorientierten Umgang mit mathe-
matischen Begriffen seitens der Lernenden. So fiihrt beispielsweise die Dar-
stellung eines Kreises noch nicht automatisch dazu, die wesentliche Eigen-
schaft der Abstandsgleichheit aller Punkte zum Mittelpunkt zu erfassen und
diese sinnvoll in geometrischen Situationen anzuwenden.
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Im Folgenden soll der gegenwirtige Forschungsstand zu Grundvorstellun-
gen in der Geometrie dargelegt und systematisiert werden, um einen Aus-
gangspunkt fiir die Herleitung weiterer Grundvorstellungen zu schaffen. Da
geometrische Begriffe von ganz unterschiedlicher Natur sein konnen, erfolgt
diese Systematisierung anhand von Begriffsarten in der Geometrie nach Hol-
land (2007), der Figuren-, Relations-, Mal3- und Abbildungsbegriffe unter-
scheidet: Wahrend Figurenbegriffe dadurch charakterisiert werden, dass sie
eine als Punktmenge aufgefasste geometrische Figur bezeichnen (z. B.
Punkt, Strecke, achsensymmetrische Figur, Kreis), beziehen sich Relations-
begriffe auf eine Beziehung zwischen geometrischen Objekten (z. B. ist kon-
gruent zu, ist dhnlich zu, ist parallel zu). Die sogenannten Mafbegriffe in der
Geometrie wie Fliacheninhalt, Linge, Volumen und Winkelmal3 sind
dadurch charakterisiert, dass geometrischen Figuren durch das Messen oder
das Berechnen "eine Grofe aus einem Grofenbereich zugeordnet" (Holland,
2007, S. 87, Hervorhebung im Original) wird. Abbildungsbegriffe beziehen
sich auf geometrische Abbildungen, d. h. Abbildungen der Ebene oder des
Raumes auf sich (z. B. spezifische Kongruenzabbildungen, zentrische Stre-
ckung).

Bei der Betrachtung des derzeitigen Forschungsstandes zu Grundvorstellun-
gen in der Geometrie féllt auf, dass diese bislang primér zu MaBbegriffen
formuliert wurden: Im Bereich der Elementargeometrie prasentiert Worner
(2014a, 2014b) Grundvorstellungen zum Fldcheninhaltsbegriff. Weiterhin
werden Grundvorstellungen zum (euklidischen) Abstandsbegriff von Frohn
und Salle (2020) formuliert. AuBBerdem lassen sich fiir das Teilgebiet der Tri-
gonometrie Grundvorstellungen zu Sinus und Kosinus anfiihren (s. Katter,
2023; Salle & Cliiver, 2021; Salle & Frohn, 2017). Dabei fassen wir die tri-
gonometrischen Begriffe Sinus und Kosinus als MaBbegriffe auf, da hierbei
WinkelgroBen reelle Zahlen zugeordnet werden (sogar positive reelle Zahlen
im elementargeometrischen Fall von Winkeln in rechtwinkligen Dreiecken).

Im Bereich der Analytischen Geometrie werden durch Frohn (2020, 2023)
Grundvorstellungen zum Skalar- und zum Vektorprodukt sowie zur skalaren
Multiplikation formuliert. Diese Operationen mit Vektoren lassen sich aller-
dings nicht eindeutig in eine der obigen Kategorien einordnen, da sich die
Klassifikation Hollands (2007) auf Begriffe der elementaren Geometrie be-
zieht, in der klassischerweise keine Rechenoperationen mit geometrischen
Objekten durchgefiihrt werden. Allenfalls das Skalarprodukt, bei dem das
Ergebnis eine (nicht notwendig positive) reelle Zahl ist, lieBe sich bei einem
erweiterten Verstidndnis in die Kategorie der MaBlbegriffe einordnen, wobei
im Fall von negativen Werten schon der Bereich der Grof3en verlassen wird.
Bei der skalaren Multiplikation und beim Vektorprodukt entsteht dagegen
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durch die Verkniipfung ein Vektor, dessen geometrische Interpretation den
Zusammenhang zu den beiden Faktoren beschreiben kann, der aber kein
Mal im herkdmmlichen Sinne darstellt. Insgesamt lésst sich festhalten, dass
sich die Grundvorstellungen zu den Produkten in der analytischen Geometrie
also eher als Vorstellungen zu Rechenoperationen mit geometrischen Objek-
ten einordnen lassen. Aus diesem Grund erweitern wir die Klassifikation
Hollands (2007) um Operationsbegriffe.

Grundvorstellungen zu einem Relationsbegriff, ndmlich zu parallelen Gera-
den, werden durch Fetzer und Paravicini (2024) mit dem Fokus auf die
Hochschulgeometrie formuliert.

Mit Grundvorstellungen zum Begriff der Achsenspiegelung werden durch
Langenhagen et al. (eingereicht) auBerdem Grundvorstellungen zu einem
Abbildungsbegriff hergeleitet.

In Bezug auf Figurenbegriffe werden konkrete Grundvorstellungen zu den
Begriffen Punkt, Strecke und Kreis durch Zeitler (2024) entwickelt. Weiter-
hin lassen sich vereinzelt Arbeiten identifizieren, die vor dem Hintergrund
des Grundvorstellungskonzeptes verschiedene Aspekte von Figurenbegrif-
fen in den Blick nehmen, allerdings werden dort keine konkreten Grundvor-
stellungen formuliert. Beispielsweise thematisieren Dohrmann und Kuzle
(2015) normative Uberlegungen zum Winkelbegriff. Dabei werden teilweise
"Winkelvorstellungen" aufgegriffen, die den "figurative[n] (statische[n])
Winkelaspekt" (Dohrmann & Kuzle, 2015, S. 31) und damit den Winkel als
Figurenbegriff betreffen. AuBlerdem diskutiert Hattermann (2015, S. 79)
"mogliche Aspekte einer Grundvorstellung eines Kreises in einer 2D-Umge-
bung", ohne hier explizit verschiedene Grundvorstellungen zu formulieren.

Abschlieflend lésst sich festhalten, dass Grundvorstellungen in der Geomet-
rie in der bisherigen Forschung noch wenig ausgearbeitet worden sind. Fiir
die systematische Herleitung weiterer Grundvorstellungen in der Geometrie
erscheint es sinnvoll, die Besonderheiten der unterschiedlichen Begriffsarten
zu bertiicksichtigen. Hierbei konnten Analogiebildungen (wie beim Skalar-
und Vektorprodukt) hilfreich sein, beispielsweise auch im Fall paralleler und
orthogonaler Geraden fiir Relationsbegriffe oder im Fall von Achsenspiege-
lungen und Drehungen fiir Abbildungsbegriffe.
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