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Eulers Zahlauffassung in seiner ,Algebra“

Leonhard Euler qilt als einer der bedeutenden Mua#tiker und als ein
herausragender Kopf seiner Zeit. In diesem Beiwad Eulers Zahlauf-
fassung in seinem Lehrbuch ,vollstandige Anleitung Algebra“ darge-
legt. Die ,vollstandige Anleitung zur Algebra“ etsen 1770 in St. Peters-
burg und wurde als systematische Einfihrung inAdignmetik und lineare
Algebra flr ein mathematisch interessiertes Pubiikkonzipiert. Eulers
Absicht war es ein ,ein Lehrbuch zu verfertigen auscher ein jeder ohne
einige Beyhllffe die Algebra leicht fassen und gilich erlernen kénne*
(Euler, Vorwort). Zu Beginn des Lehrbuchs gibt Eudne programmati-
sche Definition an, was er unter Mathematik vetstgbie Mathematik ist
Uberhaupt nichts anderes als eine Wissenschafca#ten, welche Mittel
ausfindig macht, wie man diese ausmessen kannefEueil 1 § 2). Den
Begriff der GrofRe will Euler wie folgt verstandealden: ,Erstlich wird al-
les dasjenige ein&rol3egenannt, was einer Vermehrung oder einer Ver-
minderung fahig ist“ (Euler Teil 1 8 1). Als Beisfe fur Grof3en nennt er
Gewichte, Langen und Summen von Geld. Euler definie GrofRen be-
zogen auf die Mdglichkeit der Vermehrung und derrMgerung und setzt
damit implizit eine Ordnung voraus, welche er nioEher charakterisiert.
Auch die Eigenschaft der Transitivitdt und der fleavitat der ,kleiner
als“-Relation, welche wir heute klassischerweiste@mem GrofRenbereich
verbinden, thematisiert Euler nicht. Die Grol3emsteen bei Euler aus der
Empirie. Sie sind mit ihren Eigenschaften gegebet werden nicht for-
mal eingefihrt.

1. Zahlen

Euler fihrt Zahlen in Bezug zu Grdél3en ein. Dazutfi@n zunachst aus,
dass eine GrofRe nur durch eine bekannte GroRdedehen Art bestimmt

bzw. ausgemessen werden kann, indem das Verhd&nibeiden Grol3en
zueinander angegeben wird. Bezogen auf dieses Maghgon zwei Gro-

Ren bestimmt Euler die Zahl: ,Somit ist eine Zaldhts anderes als das
Verhéltnis, in dem eine Grof3e zu einer anderent,stediche als Einheit
angenommen wird“ (Euler, Teil 1 § 4). Zahlen werdeer definiert im

Sinne der Grundvorstellung einer Aufteilsituatioonb des Messens und
nicht der Verteilsituation, bei welcher die vorhand Einheit erhalten
bleibt. Zahlen werden also nicht im Mal3zahl-, o#@rdinalzahlaspekt
eingeflhrt, wie es heute in der Schule Ublich sstadern im Verhaltnis-
zahlaspekt. Dadurch werden Zahlen als das Verk&tmeier Grof3en glei-



cher Art aus der Anschauung definiert. Durch dexspirische Herleitung
Ubernehmen die Zahlen die Eigenschaften der messkznbiRen.

Bei der Erweiterung des Zahlbereichs auf die gaZadrien und auch spa-
ter auf die Bruchzahlen nimmt Euler jeweils wie&zug zu den zugrun-
deliegenden GroRRen: ,Da nun negative Zahlen alsul8eh betrachtet
werden kdnnen, insofern als die positiven den wanidn Besitz angeben,
kann man sagen, dass die negativen Zahlen wenrgeals nichts;” (Euler
Teil 1 § 18). Er definiert somit die negativen Zahim Bezug auf empiri-
sche GroRRen. Durch die Grundrechenart der Divistofit Euler auf nicht
ganzzahlige Verhaltnisse, deren Existenz er nu@dchst durch Rickflh-
rung in den realen Gegenstandsbereich erklart echtfertigt. ,Man darf
sich nur eine Strecke vorstellen, die 7 Ful3 lahgMohl niemand wird be-
zweifeln, das es mdglich ist diese Strecke in dhkeiche Teile zu zerlegen
und sich einen Begriff von der Grol3e eines solchales zu machen® (Eu-
ler, Teil 1 § 68). Diese Erlauterung in dem Grolgrlzh der Langen
reicht fir Euler aus, um sich einen Begriff voneemBruch zu machen und
diesen den Grundrechenarten zu unterwerfen. DienShaften der Zah-
len werden von den Grol3en abgeleitet und werddt difiniert. Deutlich
wird dies auch am Beispiel von Eulers Begrindung Riehtheit in den
reellen Zahlen. Euler erlautert, dass zwischen Zabien unendlich viele
Mittelzahlen liegen missen am Beispiel einer Seedkerhalb des Gro-
Renbereich der Langen auf. Dies stellt jedoch k€m@nschaulichung des
Sachverhaltes dar, sondern liefert die Begrindunglie Eigenschaft. Die
Eigenschaften werden also durch die Bezugnahmeeufrealen Gegen-
standsbereich erklart und begrindet. Sie kommenZdéaien auf ,naturli-
che Weise“ zu, indem sie ihnen auf Grund ihrer esghen Herkunft
Ubertragen werden.

Auch bei der Begrindung von Regeln und GesetztermhiEuler Bezug

auf die Grol3enbereiche. So erlautert Euler die Regss das Produkt ei-
ner negativer Zahlen mit einer positiven Zahl nigaein muss, durch
Schulden und verankert es im GrofRenbereich dersGeiche. Eine forma-
le algebraischer Herleitung erfolgt nicht.

2. Variable

Euler verwendet den Begriff der Variable selbehpisondern spricht von
der veranderlichen Zahlgrof3e oder unbekannten Aaldhstaben als Be-
zeichnung fur Zahlen fuhrt Euler schon bei der Edéung der Addition
ein: ,Da dies nun an und fur sich klar ist, so bekeanan noch, dass auf
allgemeine Art die Zahlen durch Buchstaben, wie, &, d usw. angedeutet
werden.” (Euler, Teil 1 8 10). Im Anschluss wendetie Addition auf die



Buchstaben als Stellvertreter der Zahlen an. BeBa¢rachtung von Glei-

chungen tauchen die Buchstaben auch noch in eigiéeren Funktion auf.

Neben den Buchstaben, welche gesuchte unbekannlenZaprasentieren,
fuhrt Euler Buchstaben auch als gegebene unbekafatteen ein. Der

Umgang mit den Variablen wird in den vorgerechneBemspielaufgaben

deutlich: "[...] Nun ist die Frage wie viele Mannard Frauen sind es? Um
diese Aufgabe zu losen, setzt man die Zahl der Eiagleich x und sieht

diese als bekannt an, d.h. man verfahrt mit ilg,odd man die Probe ma-
chen wollte, ob sie der Aufgabe genugt.” (Eulen] Ze&8 5) Variablen wer-

den hier behandelt als wéaren sie konkrete Zahlen.

3. Imaginare Zahlen

Eine gesonderte Stellung innerhalb Eulers Ausfigenmnehmen die Ima-
ginaren Zahlen ein. Bei der Losung von Gleichungercht die Quadrat-
wurzel von negativen Zahlen auf natirliche Weise dedoch passen diese
nicht in die von Euler gemachte Auffassung von gahiSondern er stellt

fest: ,Daher bedeuter/—1, v—2,v—3,v/—4, usw. solche unmdglichen
oder imaginaren Zahlen, weil dadurch Quadratwurzeim Negativenzah-
len angegeben werden. Von diesen behauptet mameismllem Recht,
dass sie weder grof3er noch kleiner als nichtsicjat minmal nichts selbst
sind, weshalb sie fur unméglich gehalten werdensaitis (Euler, Teil 1 §
144) Fur Euler sind ,mogliche Zahlen“ immer inndthainer Ordnungsre-
lation vergleichbar, da Euler Zahlen von empiriscadl3en aus denkt, die
zu einer ,Vermehrung oder Verminderung® fahig ssatlen. Die imagin&-
ren Zahlen kdnnen aber eben so nicht angeordneiewebies bringt Euler
bei der Besprechung der imaginaren Zahlen als lggstam Gleichungen
auf den Punkt. Dort grenzt er diese von den imatien Lésungen ab, von
denen immerhin eine Naherung moglich ist. ,[...] weiiid bei imaginaren

Ausdriicken, wie etwg—5, auch keine Naherung stattfindet, da 100 davon
ebensoweit entfernt ist wie 1 oder irgendeine andahl” (Euler, Teil 2 §
140). Ebenso wie die negative Abgrenzung zu derglitiden Zahlen stellt
diese Ausfiihrung die Unmdglichkeit der Anordbarkigt imaginaren Zah-
len heraus. Imaginare Zahlen sind also nicht dabalis von zwei Gro6-
Ren zueinander und beziehen sich hichstens indivgldinen empirischen
Gegenstandsbereich.

Die Beschaftigung mit den imaginaren Zahlen hielieE dennoch fur
wichtig. In seinem Lehrbuch spricht er sich expliir eine Betrachtung
von diesen aus und rechtfertigt sein Handeln searidritten. Euler sah in
den Imaginaren Zahlen ein Indikator flr die Unldkkd der Aufgabe an.
Dies zeigt deutlich, dass die Ergebnisse fir Euledter Realitat méglich



und sinnhaft sein mussten. Euler 16st sein Prokbdl@numgang mit den
imaginaren Zahlen, indem er feststellt: ,Obwohl rabdeese Zahlen, wie

z.B. V-4 ihrer Natur nach ganz und gar unméglich sind, habi von
ihnen doch einen hinlanglichen Begriff, da wir véissdald durch sie eine
Zahl angedeutet wird, die mit sich selbst multigliz als Produkt -4 her-
vorbringt; und dieser Begriff ist ausreichend, urasédn Zahlen den Re-
chenverfahren zu unterwerfen” (Euler, Teil 1 § 143)rch diese begriffli-
che Klarung war Euler in der Lage die gangigen Ragksetze auch auf
die imaginaren Zahlen anzuwenden. Dies fuhrte mameiweiteren Grund
fur die Behandlung der unmdglichen Zahlen, da ahrmAnwendung wei-
tere Operationen wieder zu mdglichen Ergebnissarefitkonnten. Euler
liel3 sie daher als Zwischenergebnisse zu.

4. Eulers Auffassung von Algebra

Zusammenfassend lasst sich festhalten, dass Eidet aefiniert bzw.
,Setzt“ wie ein moderner Mathematiker, da sein Wsuehungsgegenstand
aus der Empirie gegeben ist. Sein Vorgehen istilnajeund wird im Be-
zug zu einem realen Gegenstandsbereich gereaytfdftasers Ausspruch
bezogen auf den Analyst im 18. Jahrhundert kanh au€ Euler im Bezug
auf die Zahlen formuliert werden: ,For the 18th wey analyst, functions
are things that are given “out there’, in the sasag that the natural scien-
tist studies plants, insects or minerals, givenature (Fraser, S. 262).

Im Gegensatz zu einer modernen formalen Auffassuomg Algebra, bei
welcher die Strukturen im Vordergrund stehen uneknlébjekte rein ab-
strakt sind, ist Eulers Zielsetzung in seiner Algeles Phanomene der
Umwelt zu beschreiben und zu verstehen. Seine @bjgkd messbare
Grof3en, bzw. das Verhaltnis der GrofRen zueinari2gmit erflllt Eulers
Auffassung in seiner Algebra den Merkmalen einer piesth-
gegenstandlichen Theorie in der Mathematik. Eirobderer Augenmerk
soll dabei noch auf dem Begriff der imaginaren Zalgelegt werden. Die-
se entstehen durch die der Theorie eigenen Recbtetzgeund besitzen
kein Referenzobjekt. Jedoch kommt innen innerhalterdS Algebra eine
Bedeutung zu und auch die Rechengesetze kdnneremaed sie ange-
wandt werden. Sie stellen somit ein theoretischegrif innerhalb Eulers
Algebra dar. (Fur eine umfangreichere BetrachtuelgesReimann/Witzke,
erscheint in Kiirze)
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