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Mit symmetrischen Formeln drei merkwiirdige Punkte der
Pythagorasfigur beweisen

Symmetrie ist in gewisser Weise die zentrale Idee der Dreiecksgeometrie.
Beispielsweise sind die drei nachfolgend abgebildeten Pythagorasfiguren
symmetrisch. Zwar findet man jeweils weder eine Symmetrieachse noch ein
Drehzentrum, aber die Figuren sind in Bezug auf die Vertauschung der bei-
den nicht-rechtwinkligen Ecken des Dreiecks in einer geeigneten Konstruk-
tionsbeschreibung der jeweiligen Figur symmetrisch. Beim Beweisen von
elementargeometrischen Sitzen gilt es derartige Vertauschungssymmetrien
im Blick zu haben und zu nutzen.

AN

Die drei obigen Figuren sind als "Behauptungen ohne Worte" aufzufassen.
Behauptet wird jeweils eine Kopunktalitit, ndmlich, dass sich eine be-
stimmte Ecktransversale der rechtwinkligen Ecke des rechtwinkligen Drei-
ecks (in der linken Figur ist es die Hohe, in der mittleren Figur die Seiten-
halbierende und in der rechten Figur die Verbindungsgerade zur Mitte des
Hypotenusenquadrats) mit zwei weiteren Geraden in einem Punkt schneidet.
Wie weit ist es jeweils vom Scheitel des rechten Winkels bis zum Schnitt-
punkt der drei Geraden? Als Antwort darf man, da ein rechtwinkliges Drei-
eck durch seine Kathetenldngen bestimmt ist, jeweils eine Funktion der bei-
den Kathetenldngen erwarten. Da beim Vertauschen der beiden nicht-recht-
winkligen Ecken im oben beschriebenen Sinne die Ecktransversale jeweils
invariant ist und die beiden weiteren Geraden jeweils ineinander tiberfiihrt
werden, muss, damit sich die dre1 Geraden tatsachlich in einem Punkt schnei-
den, die gesuchte Funktion symmetrisch beziiglich der Kathetenlidngen sein.
Die Kopunktalitit ldsst sich somit algebraisch durch die Symmetrie einer
Funktion wahrnehmen. Wir werden uns im Folgenden jeweils diese symmet-
rische Funktion erarbeiten und dadurch die drei Behauptungen beweisen.
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Satz: Sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck mit rechtem Winkel bei C. Seien
CBB'B" und ACA"” A" Quadrate, sodass A und B"' in verschiedenen Halbebe-
nen beziiglich BC und B und A" in verschiedenen Halbebenen beziiglich AC
liegen. Sei C’ der FuBpunkt der H6he von C auf AB. Dann haben CC’, A'B
und AB' einen gemeinsamen Schnittpunkt.

Beweis:

Se¢ S oler Sehnitpounkt ven A'B und cc!,
T der SehniHpunkt van 4'8 und HC
xe=(Scl, b:=1AT!, b,:=|TC], (3,5._4189, Ba:=<CBT

/)uf rund des Satzes vom Auﬁenwmkc.[, bezoscn auf ABT uwd
au.( SBC qilt: £STC = x+fc = x+f~B, = 30°- ~Ba und 2CST = ot+fq.

Fernec ai(.t: g—z‘- = a——?j-g (2. strah lcnsa}a). Somit bz = acibb
ab B

Ferner Y-’Lt" cgt(ﬁa)-—_—_g- - 0tb )

Hu_-[»ﬁfu\«nl oes Weehselwinkelsatzes qilk: <AA'T = 2 AR'B =< CBA" =fq
ﬂu{-gruv\o\ des Seliadelwovikel satees gu W cA'TA=< STC = 90°- ~Ba -

ﬂu{gru.v\d des Sinussatzes wm TS5C awd A'AT 3i(£:

. o —oab_ .
X X . stn (307-B34 ) - at+b . sin{ Ba)
b sin(30°-f,) b Sta (ot Ba) b*
ath
= a  sn(Ba) _ a . s<ndfBa)
b Scala+fR,) b stwa-cosf, + cosa- sinf,y
- a A _ a 1
S sinet - cot B, 4+ cosx T B stnw- 8*b 4 cosx
b
a 6. C iy e ab-c
- g--Ca+b)+ L—,-% T a4+ abibt eme s ~ af+abtb?
Sel 8§ ger Sckhi.-HPu\A\d” ven C'C uwd AB'. Sel x':= lecs'l.

Da X ssmmd—r«.‘sc(. l,gulab.'e_‘« a wnd b G {.9134 V=% . Semit S'=§
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Satz: Sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck mit rechtem Winkel bei C. Seien
CBB'B" und ACA"” A" Quadrate, sodass A und B"' in verschiedenen Halbebe-
nen beziiglich BC und B und A" in verschiedenen Halbebenen beziiglich AC
liegen. Sei M die Mitte von A und B. Dann haben MC, A'B" und A"'B’ einen
gemeinsamen Schnittpunkt.

Beweis:

A c/2 M c/2 B

Set S der S'c,l\m[(,t{.)unkf von MC und A'S",
x:=1SCl, s:=IMCl, x,:= < ACM, y,:=<MCB, £:=£CSB", S:=<2SB"C.

ﬂufarunolo{u) Sin.ur:ac’ac: 0’1 ABC, ,ﬂ.MC una( HBC rlf'

sin &, s< c . :
.a_._;'__. = ‘:"& - ” = S . Soncd: 6-;{;.& =a- -f""J’ . (A)
Y stn’@ SenoL s sin 8 2

In AABY il cot ()= B2 (g

.qu-{'afuut* der Scnuanakes v CBY“S %&U

X _ sin S _ scn S _ sind sin &
&  sng sén (480°-y -5} T séaly+S) T Siny, -cosd + $inS-cosy,
_ 4 {2} A A
siny,- cot S+ cesy, siay, - q_:;é + ‘-°$(3°9‘<Y¢) - stny,: Ei_!’..\.sinyz
- b 4} b
QS+ 2osmy, + Zosey, bosing sy, 2osdy + Daly 4 bosly,
— 2b Soruk = Q'ab
(Qa+b) sy, + 2b+a) seny, (2a+b)-siny, + (2b+a) siny,

SCL Sl e!&( Sc,l«.wv"‘f;uukt ven MC u\qo{ ﬁ"sl. SU— Xl:.: (SICL
Da X sjmmd'rdsd« bcz&azhc’\ (@, ¥,) und (b.y,} <st, {:oLa‘ x'=X. Sonut S'=3§.
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Satz: Sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck mit rechtem Winkel bei C. Seien
A*, B* und C* die Mitten der Quadrate, die nach aullen hin auf den Seiten a,
b und c¢ des Dreiecks ABC errichtet wurden. Dann schneiden sich AA*, BB*
und CC* in einem Punkt.

Beweis:

Sei S cler Schnittpunkd von BB* wwd CC* und s’ £ olie
L&nja der Hohe védn C aunf AB,

F\u{aruud des Kosinussalzen i B¥AcC* a,u,t:

[Brc*l®-1gecl® = ( (%‘ b)Z +( ‘-}’c)z- 2(Fu)( e )-castur 300) ~(E b)*

A
= % - b cos(x+30°) = Si-z+ b-c-cos(30°-«)
_ ¢t e — il
._Ez_ +b-c cosfb = £+c g
Da ocese Farmel ngmc*n'.rc,ﬂ beedgut/ﬁ a und b st
%{Uz oucl: 2 3 o2
: lg¥c* 1= 1A*CI " = -2-:-+c-£
Somct gilt: |A¥C* 2= |A%1? = 1g%e” *= g% (?
Nach dem Lemuma von Bedlewra gild somul: CC* L A¥RY

Die Dewiecke B¥CS wnd B¥A¥ B bilden daun a_u,gsrumol aes
Stutenwuikelsatzen 2iue SH‘ahL(\asd’e&'&ur‘ _

so dass ‘aq.t-’
¥ et _ Latsl
tg*cl {g*a*l o
z
Semid gite: gy = WATBl g o 2 @ _ R oab
¥ i teranl Tcasb) * z atb

Set S' dec Sclmiﬂfaunld ven AA* wud CC*. Do dlie Formel {far \C5SH
slmmc’rn‘sch kc_a.fiab:cl« 0 uud b st gilt auch:

2 ab .
les't= 522 Semit S'=g.
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