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Lebesgue in der Schule? - Analyse und Vergleich schul-
adaquater Konzepte und Konstruktionen des Integralbegriffs.

1. Einleitung

In der aktuellen Schulbuchliteratur und Unterrichtspraxis zur Integralrech-
nung in der gymnasialen Oberstufe ist das Riemann-Integral vorherrschend,
sowohl bei der Begriffsbildung und Definition, bei Argumentationen und
Beweisen etwa des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung
(HDI) als auch in Anwendungen und Sachkontexten. Im Rahmen meines
Dissertationsprojektes am KIT wird unter anderem die Frage gestellt, ob und
inwiefern man der Integralrechnung in der Schule stattdessen das Lebesgue-
Integral zugrunde legen und zugénglich machen kann.

Bei der stoffdidaktischen Analyse der fachlichen Inhalte, fachdidaktischer
Literatur und etablierten (auch internationalen) Lehrbiichern zeigten sich
drei konzeptionelle Zuginge zum Integralbegriff, die auch die historische
Entwicklung nachzeichnen: Der geometrische Zugang (Integral als Bilanz
von Flacheninhalten), der analytische Zugang (Integral als Grenzobjekt von
Produktsummen mit Treppenfunktionen) und der geometrisch-analytische
Zugang (Integral als Grenzobjekt von Produktsummen mit messbaren Funk-
tionen). Diese sehr grobe Einteilung unterschligt natiirlich Mischformen und
Details wie die Art des Grenzprozesses oder die Grundmenge der zu integ-
rierenden Funktionen; sie ist aber, wie im Folgenden aus Platzgriinden nur
fiir den geometrischen und den analytischen Zugang gezeigt wird, von einer
fachlichen Prézisierung hin zu einer konkreten Integralkonstruktion (zum
Beispiel Riemann oder Lebesgue) unabhingig.

Im Schulunterricht zeigt sich der geometrische Zugang vorrangig als Ant-
wort auf das Flacheninhaltsproblem, der analytische Zugang bei Approxi-
mationen mit Produktsummen und Treppenfunktionen (siche auch AUP bei
Jones & Ely 2023). Der geometrisch-analytische Zugang findet sich auf-
grund seiner Komplexitit ausschlieBlich an der Hochschule, ist dort aber der
bevorzugte Zugang zum Lebesgue-Integral. Der in Schulbiichern gidngige
Einstieg iiber Bestand und Anderungsrate (AR ebd.) fiihrt auf das Stamm-
funktionsintegral bzw. ein Euler-Verfahren im Richtungsfeld und wird an
dieser Stelle nicht weiter betrachtet. Gerade zum Aufbau reichhaltiger und
tragfdhiger Vorstellungen zum Integral ist es in der Praxis sinnvoll und etab-
liert, die konzeptionellen Zugénge zu vernetzen, die im Folgenden voneinan-
der getrennt dargestellt werden.
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2. Geometrischer Zugang

Im geometrischen Zugang versteht man das Integral einer nichtnegativen
Funktion f : [a,b] = R als den Inhalt der von ihr mit der x-Achse iiber
[a, b] eingeschlossenen Fliche, bei einer allgemeinen Funktion entspre-
chend als die Inhaltsbilanz der oberhalb und unterhalb der x-Achse liegen-
den Teile dieser Fliche. f heit (geometrisch) messbar, wenn dieser Inhalt
bzw. diese Inhaltsbilanz existiert, und integrierbar, wenn dieser Wert sogar
endlich ist. Legt man als Inhaltsbegriff einen "naiven" Flicheninhalt zu-
grunde, wie er aus der Sekundarstufe I bekannt ist, so sind alle "denkbaren"
Funktionen messbar und alle beschriankten Funktionen integrierbar. Aus der
geometrischen Anschauung lassen sich alle Grundeigenschaften des Integ-
rals herleiten, etwa Additivitdt, Monotonie oder Linearitdt (mit dem Prinzip
von Cavalieri). Dieses Vorgehen, das bis zum HDI trigt, hat Kirsch bereits
1976 als Vorstufe oder fiir Grundkurse vorgeschlagen.

Sind alle integrierbaren Funktionen beschriankt? Gibt es nicht integrierbare
Funktionen? Ist die Dirichlet-Funktion integrierbar? Die Klasse der integ-
rierbaren Funktionen zu erkunden, kann im Unterricht ein Anlass sein, den
Inhaltsbegriff und damit den Integralbegriff fachlich zu prézisieren. Dabei
sind verschiedene Ziele und viele Wege dorthin moglich; gemeinsamer Aus-
gangspunkt ist der Elementarinhalt von endlichen Rechtecksummen (auch
Lebesgue'sches Primal} genannt), also das Integral fiir Treppenfunktionen.

Von der Flichenmessung am Kreis ist das Prinzip bekannt, krummlinig be-
grenzte Flichen durch endliche Rechtecksummen immer feiner zugleich
auszuschopfen und zu liberdecken und so immer bessere Approximationen
an den gesuchten Flacheninhalt zu berechnen. Einer beschrinkten Fldche
kann sinnvoll ein Inhalt zugeordnet werden (ndmlich der Jordan-Inhalt),
wenn dieses Verfahren zum Erfolg fiihrt, also die Approximationen von in-
nen (innerer Jordan-Inhalt) und von aulen (duBBerer Jordan-Inhalt) gegen ei-
nen gemeinsamen Wert konvergieren. Ohne Miihe erkennt man, dass dies
fiir monotone oder stetige Funktionen der Fall ist, endlich viele Punkte bei
der Integration keine Rolle spielen und etwa die Dirichlet-Funktion nicht
messbar ist, da endlich viele Rechtecke einer Gesamtbreite kleiner 1 nie alle
rationalen Zahlen iiberdecken konnen. Die geometrisch messbaren, be-
schriankten (und damit integrierbaren) Funktionen sind hier tatsdchlich genau
die Riemann-integrierbaren Funktionen, ihr Integral das Riemann-Integral;
innerer und dullerer Jordan-Inhalt entsprechen dem Darboux'schen Unter-
bzw. Oberintegral (siche auch Bressoud 2008).

Eine andere Moglichkeit zur Préazisierung des Inhaltsbegriffs tiberdeckt statt-
dessen mit abzdhlbaren Rechtecksummen (dullerer Lebesgue-Inhalt) und
kann so auch unbeschrinkte Flichen messen und einen unendlichen Inhalt
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zulassen; anstelle der Ausschopfung von innen wird (nach der Idee von Ca-
rathéodory) auch das Komplement mit dem &dulleren Lebesgue-Inhalt gemes-
sen. Der Flache kann wieder sinnvoll ein Inhalt zugeordnet werden (ndmlich
das Lebesgue-Mal}), wenn beide Verfahren zum gleichen Ergebnis fiihren.
Die Vorstellungen und Beweise unterscheiden sich bei stetigen und mono-
tonen Funktionen nicht vom Jordan-Inhalt; hingegen tragen nun offenbar ab-
zahlbar viele Punkte nichts zur Integration bei und die Dirichlet-Funktion ist
messbar mit Integral Null. Der geometrische Zugang wurde hier zum Lebes-
gue-Integral prézisiert, die messbaren Flachen entsprechen genau den mess-
baren Funktionen im geometrisch-analytischen Zugang. Zusammenfassend
ist der geometrische Zugang nicht verfilschend, sondern erméglicht ver-
schiedene Konstruktionen des Integralbegriffs durch eine Diskussion und
Prazisierung des elementaren Flidcheninhalts.

3. Analytischer Zugang

Im analytischen Zugang wird das Integral einer Funktion f : [a,b] - R
konstruiert, indem man zu einer Zerlegung a = x, < x; < - < x, = b des
Definitionsbereichs in jedem Teilintervall [x;_,, x;] Werte ¢; wahlt, sodass

die Treppenfunktion Z LG X [x;_1,x;] die Funktion f approximiert. f
heilt integrierbar, wenn mlt kleiner werdender Feinheit der Zerlegung die
Integrale dieser Treppenfunktionen Z:; . Ci(x; —x;—1) gegen einen ge-
meinsamen Wert konvergieren; dieser hei3t dann das Integral von f. Das

Integral flir Treppenfunktionen ist hier wie im geometrischen Zugang der
Ausgangspunkt verschiedener Moglichkeiten der fachlichen Prézisierung;

im Unterschied ist jedoch das Zielobjekt f; f nicht (als naiver Flacheninhalt)

priaexistent, sondern nur deduktiven Schlussfolgerungen aus der Definition
zugianglich. Die Entdeckung und Begriindung der obigen Grundeigenschaf-
ten bis zum HDI ist daher abstrakter und formal anspruchsvoller als im geo-
metrischen Zugang.

Beim klassischen Riemann-Integral durchlaufen die Werte c; fiir alle Zerle-
gungen alle Funktionswerte f(§;) im Teilintervall [x;_, x;]; inhaltlich dqui-
valent kann man sich auf feste Zwischenstellen (etwa f(x;)) oder dqui-
distante Zerlegungen beschrianken (nicht aber beides zugleich, siche zum
Beispiel Tong 2001). Beim Darboux'schen Zugang zum Riemann-Integral
werden die Werte ¢; als Infimum von f auf dem Teilintervall [x;_4, x;] ge-
wihlt; mit einer Folge feiner werdender Zerlegungen bilden die zugehorigen
Treppenfunktionen dann eine monoton wachsende Folge, die f punktweise
in allen Stetigkeitsstellen approximiert. Die Folge der Integrale (Untersum-
men) konvergiert gegen das Unterintegral von f, das jedoch nicht linear ist
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(wie auch der innere Jordan-Inhalt nicht additiv ist); daher wird die Appro-
ximation von oben wiederholt und f heiit integrierbar, wenn Unter- und
Oberintegral iibereinstimmen. Nach dem Lebesgue'schen Integrationskrite-
rium ist das genau dann der Fall, wenn f fast iiberall stetig ist, die Dar-
boux'schen Treppenfunktionen also fast iiberall gegen f konvergieren. (Eine
Menge heillit Nullmenge, wenn sie fiir jedes € > 0 von abzihlbar vielen In-
tervallen der Gesamtlidnge < ¢ liberdeckt werden kann.)

Eine andere Moglichkeit besteht darin, beliebige Werte ¢; zuzulassen, sodass
bei feineren Zerlegungen die Treppenfunktionen Z:l: 1 Ci X[xi-1,x;] mono-

ton wachsend punktweise fast iiberall gegen f konvergieren. Existiert eine
solche approximierende Folge, so heifit f integrierbar, und die Integrale

Z ?z L Ci (x; — x;_1) konvergieren gegen immer denselben Wert, das Integral

von f. Dieses Integral ist linear (wie auch der dullere Lebesgue-Inhalt auf
den Borel-Mengen), aber mit f muss nicht auch —f integrierbar sein; daher

setzt man noch ff —f = = ff f . Die Grundeigenschaften des Integrals und

der HDI sind nun leicht zu zeigen; und da die Darboux'schen Treppenfunk-
tionen eine approximierende Folge bilden, ist jede fast {iberall stetige (etwa
monotone) Funktion integrierbar. Auch die Konvergenzsitze von Beppo
Levi oder Lebesgue sind nun zugénglich und unbeschrankte Funktionen oder
unbeschriankte Definitionsbereiche konnen einheitlich behandelt werden.

Diese Konstruktion ist ein Spezialfall des Daniell-Integrals und liefert daher
einen Integral- und MaBbegriff, der mit Lebesgue iibereinstimmt (siche Weir
1973); er hat aber den entscheidenden Vorteil gegeniiber dem geometrisch-
analytischen Zugang, dass er eine Konstruktion des Lebesgue-Integrals er-
moglicht, die ohne das Lebesgue-Mal3 auskommt und fiir den Schulunter-
richt elementarisierbar ist. Auch der analytische Zugang ermoglicht also ver-
schiedene Konstruktionen des Integralbegriffs je nach Wahl des Approxima-
tionsverfahrens mit Treppenfunktionen.

Literatur

Bressoud, D. M. (2008). 4 radical approach to Lebesgue's theory of integration. Cam-
bridge University Press.

Jones, S. R., & Ely, R. (2023). Approaches to integration based on quantitative reasoning:
Adding up pieces and accumulation from rate. International Journal of Research in
Undergraduate Mathematics Education, 9, 8-35.

Kirsch, A. (1976). Eine ,,intellektuell ehrliche* Einfiithrung des Integralbegriffs in Grund-
kursen. Didaktik der Mathematik, 4(2), 87-105.

Tong, J. (2001). Partitions of the interval in the definition of Riemann's integral. Interna-
tional Journal of Mathematical Education in Science and Technology, 32(5), 788-793.

Weir, A. J. (1973). Lebesgue integration and measure. Cambridge University Press.

1313





