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Kapitel 1

Einleitung

Im Rahmen meiner Doktorarbeit betrachte ich die elektronische Struktur linearer
MXs-Molekiile. Dabei wurden die Energien der untersten elektronischen Zustéande
berechnet und im Rahmen einer speziell entwickelten Ligandenfeld-Theorie inter-
pretiert bzw. reproduziert. Die Energien wurden mit der MRCI-Methode berech-
net, wobei als Ausgangspunkt natiirliche Orbitale mit Hilfe der MC-SCF-Methode
konstruiert wurden. Neben diesen Anregungsenergien wurden auch die charakte-
ristischen Schwingunsfrequenzen und die Dissoziationsenergien der betrachteten
Systeme bestimmt. Die betrachteten MXy-Molekiile sind jeweils die Difluoride
und Dichloride von Titan und Vanadium. Im einzelnen werden folgende Mole-
kiile betrachtet:

i) TiF3 und TiCl,

Aus chemischer Sicht sind die MXy-Molekiile ionische Salze, in denen zwei X~ -
Ionen (X~ als F~ oder C17) an ein M?**-Ubergangsmetall-Ton gebunden sind.
Man sagt auch, daB das Ubergangsmetall als “positiv 2-wertig” und die Halogene
als “negativ 1-wertig” vorliegen. Die Bindung wird als fast vollkommen ionisch
angenommen, was bedeutet, dafl nahezu nur die elektromagnetischen Wechselwir-
kungen zwischen den Ionen die Bindung bewirken und kaum Uberlapp zwischen
den X~- und M?"-Wellenfunktionen besteht.

In der Literatur sind diese Molekiile als Problemfille fiir Theorie und Experi-
ment bekannt. Im Experiment erweisen sich diese Molekiile als sehr empfindlich
gegeniiber dufleren Einfliilssen und sind oft schwer einzeln zu vermessen, da sie
zur Dimerbildung neigen. Die Rotations- und Vibrationsspektren bilden einen
undurchdringlichen Wald von dicht liegenden Linien [1], [2]. Aufgrund dieser Ei-
genschaft ist es extrem schwer, die Anregungsenergien zu identifizieren [3], [4].
Trotzdem kristallisiert sich eine Termreihenfolge heraus, die mit der Standard-
Ligandenfeldtheorie nicht zu erklédren ist, auch wenn man sie an die lineare Sym-
metrie anpasst [5]. Aus diesem Grund sind diese Systeme fiir die Theorie so
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problematisch. Nun wurde eine sehr ausfiihrliche Arbeit zu diesen Molekiilen von
S.G. Wang und W.H.E. Schwarz unter Verwendung von Dichte-Funktional-
Methoden zur numerischen Berechnung der Energien verfasst [6]. Diese Arbeit
ist ein wichtiger Ubersichtsartikel zu diesem Thema, doch die Genauigkeit der
Energie-Werte ist bei der DFT bekanntermaflen nicht so hoch wie bei der MRCI.
AuBerdem treten in diesen Rechnungen empirische Parameter auf, die so gewéhlt
werden konnen, dal man sich an einem , Vorgabe-Ergebnis“ orientieren kann.
Diese Eingriffsmoglichkeit ist bei der MRCI nicht gegeben. Die hier benutzten
ab-initio-Methoden liefern nach Wahl der Geometrie, der atomaren Basis und
dem Umfang der Betrachtung die gesuchten Werte. Es gibt viele Ergebnisse zu
NiXs- und CuXsy-Molekiilen, aber keine MRCI-Ergebnisse zu den vier hier be-
trachteten Systemen.

Damit hier nicht nur eine Liste von Zahlen angegeben wird, deren Informati-
onsinhalt {iber das System sehr diirftig ist, entwickelte sich wiahrend der Arbeit
an diesen Molekiilen die Idee fiir eine geziehlt modifizierte Ligandenfeldtheorie.
Mit Hilfe dieser im folgenden beschriebenen Theorie konnte die bis dahin unzu-
reichende LF'T repariert und die problematische Reihenfolge der Termenergien
dieses Systems erfolgreich erkldrt werden. Zur Beschreibung der Energien die-
ses Systems werden einige Parameter benutzt, die dem Vergleich mit bekannten
Ergebnisse aus der Atomphysik standhalten. Auflerdem erlaubt die reine Tatsa-
che, daf§ diese Theorie erfolgreich ist, einen besseren Einblick in die elektronische
Struktur der betrachteten Systeme und 148t Gemeinsamkeiten und Prinzipien er-
kennen, die in einer Liste noch so genauer Zahlen nicht zu erkennen wiren. Die
vorliegende Arbeit fahrt somit zweigleisig und ergénzt die iiblichen numerischen
Betrachtungen mit einer konsistenten Modellbildung.

1.1 Die MXs-Molekiile

Bei der iiblichen numerischen Bestimmung der elektronischen Struktur von Mo-
lekiilen macht man sich zu nutze, dafl Kerne um 4 Gréflenordnungen schwerer
sind, als Elektronen. Man geht davon aus, dafl die Kerne gegeniiber den Elektro-
nen als quasistatisch angesehen werden kénnen und vernachléssigt ihre kinetische
Energie. Diese Annahme ist als Born-Oppenheimer-Niherung (siehe z.B. [7])
bekannt und wird nahezu iiberall in der Quantenchemie verwendet. Auf diese
Weise gehen die Kernkoordinaten nur als Parameter in die Wellenfunktion der
Elektronen ein. Der Hamilton-Operator fiir die Elektronen eines Molekiils nach
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der Born-Oppenheimer-Nédherung lautet:

ST DL R ) prean

i=1 el G RA‘ 111
A4 B °
153) DINLEE 5 PEe .
i=1 j>1i |T’Z—T’]| A=1B>A ‘RA RB|

In diesem Hamiltonian bezeichnen die Indizes 7,5 Elektronen und die Indizes
A, B Atome. Die Vektoren 77 ; sind Ortsvektoren von Elektronen und 74 5 sind
die Ortsvektoren der Atome A, B mit den Kernladungen Z4 p in Einheiten der
Elektronen-Ladung. Der erste Term in (1.1.1) steht fiir die kinetische Energie
jedes Elektrons von 1 bis n.. Der zweite Term beschreibt die elektrostatische
Wechselwirkung der Elektronen mit den Kernen der M Atome des Molekiils.
Der dritte Term beschreibt die elektrostatische Wechselwirkung der Elektronen
untereinander, wiahrend der vorletzte erm die elektrostatische Energie der Kern-
Ladungen angibt, welche laut der Born-Oppenheimer-Ndherung eine Konstante
ist. Der letzte Term steht fiir die Spin-Bahn-Kopplung, welche die erste relativi-
stische Korrektur zum fithrenden nichtrelativistischen Hamiltonian ist. Es wird
sich herausstellen, dafl die verwendete Numerik kaum den nichtrelativistischen
Hamilton-Operator behandeln kann, so daf§ die Spin-Bahn-Korrektur in der Un-
genauigkeit der Werte untergeht, was jedoch erst spéter zur Sprache kommt. Der
obige Hamilton-Operator wurde unter Benutzung dimensionsloser Grofien, den
sogenannten atomaren Einheiten geschrieben. Die atomaren Einheiten messen
wichtige physikalische Groflen, wie folgt:

Grofle atomare Einheit Faktor
Lange 1 Bohr = 0.52918 x 10~ 1%m ay = %
Masse 1 e~ -Masse = 9.1095 x 1073 kg Me
Ladung 1 e~-Ladung = 1.6022 x 10~*C e
Energie 1 Hartree = 4.3598 x 1078 | Bp = - (1.1.2)
Drehimpuls 1.0546 x 10734Js h
Dipolmoment 8.4784 x 1073°C'm eap
elektr. Feld 5.1423 x 10"V m ! Zu
Wellenfunktion 2.5978 x 109m =3/ a];?’/Q
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Neben diesen Einheiten werden noch die Einheiten:

1Hartree = 27.211eV (Elektronenvolt)

leV = 8065.54cm ™! (inverse Zentimeter)

1Bohr = 0.52918A (Angstrom)

leag(atomares Dipolmoment) = 2.5418 D(Debye)

(1.1.3)

benutzt, da sie in der Physik eine lange Tradition und eine anschauliche Bedeu-
tung haben.
Der Hamilton-Operator eines allgemeinen MX,-Molekiils ist durch:

fffMXQ——%Zev?—

e Z A
_Z e R (1.1.4)
|75 — RM\ 7 — Rx,| |75 — Rx,|
+ZZE+EKerne+:H:SB
i=1 7>

gegeben, wobei im Rahmen der Born-Oppenheimer-Néherung die konstante Ab-
stoBungs-Energie der drei Kerne:

Z2 Ix 2 Zx 2
EKerne = = X—» + —= X ]\{» + — X ]‘{ (115)
|RX1 - RX2| |RX1 - RM| |RX2 - RM|

definiert wurde. Der Spin-Bahn-Anteil Hsp des Hamilton-Operators wird erst
spéter diskutiert und zunéchst beiseite gelassen. Man erkennt deutlich die Anteile
des allgemeinen Hamiltonians (1.1.1) wieder, welche an das vorliegende Problem
angepasst wurden.



Kapitel 2

Gruppentheorie

Die Gruppentheorie ist die mathematische Theorie der Symmetrien. Sie gehort
nicht zum mathematischen Standard-Wissen von Physikern und mufl somit hier
vorgestellt werden. Einige Aspekte iiber Symmetrien und Erhaltungsgrofien wer-
den im Rahmen der Noether-Theoreme behandelt, welche Teil einer iibergeord-
neten mathematischen Theorie sind.

Die hohe Symmetrie der hier betrachteten Molekiile fiithrt zu zahlreichen ex-
akten Aussagen iiber die Ein- und Vielteilchen-Orbitale und damit auch iiber die
Energiecigenwerte des Systems. Auf diese Weise kann aus der hohen Symmetrie
dieser Molekiile ein Vorteil gezogen werden und es wird ermdglicht, numerische
(und experimentelle) Ergebnisse auf gewisse Zusammenhénge im Molekiil zuriick-
zufithren. Ohne eine Theorie sind solche numerischen Werte ohnehin nur Zahlen
ohne jede Aussagekraft. Hier kommt noch hinzu, daf§ ein Mangel an experimentel-
len Daten vorliegt und somit besonders gewissenhaft vorgegangen werden mufite,
um maximale physikalische Konsistenz iiberhaupt erhoffen zu diirfen.

Es werden hier zwar nur die nétigsten Begriffe, Definitionen und Sétze vorge-
stellt, aber, obwohl eine ganze Menge der Theorie weggelassen wird, sind diese ab-
soluten Grundlagen recht umfangreich. Sie sind aber fiir die Erstellung von Input-
files fiir lineare Molekiile und besonders fiir die Herleitung der Ligandenfeldtheorie
unumganglich. Zudem bildet das Wissen iiber die Gruppentheorie einen wesent-
lichen Bestandteil der Quantenchemie, wenn sie auf hohem Niveau betrieben
werden soll. Alle Sétze werden ohne Beweis angegeben, da es sich hier letzt-
lich um “Lehrbuchmathematik” handelt. Es werden jedoch die Clebsch-Gordan-
Koeffizienten fiir die reelle sin, cos-Basis der Cy,- bzw. D,,-Gruppe hergeleitet,
welche sich meines Wissens nicht in der Literatur finden lassen.

Um die Methoden der Gruppentheorie kreativ anwenden zu konnen, braucht
man ein besonders gutes Lehrbuch, welches ein tiefgehendes Wissen anschaulich
vermittelt. Meiner Meinung nach eignet sich dazu am Besten das Buch von M.
Hamermesh [8]. Zusitzlich benutzte ich noch das Standardwerk von I. G. Kaplan
[9] und die Zusammenfassung [10] mit Y. Tanabe als Koautor.

10



KAPITEL 2. GRUPPENTHEORIE 11

2.1 Grundlagen der Gruppentheorie

2.1.1 Begriffe, Definitionen und Beispiele

Bei einer abstrakten Gruppe handelt es sich um eine Menge von FElementen
A, B,C,... fir die eine eindeutige Verkniipfung oder “Multiplikation” A - B de-
finiert ist und folgendes gilt:

1. Wenn A und B Elemente der Menge sind, dann ist es auch das Produkt
A-B.

2. Die “Multiplikation” ist assoziativ, das heifit: A- (B-C)=(A-B)-C.

3. Die Menge muf} ein Neutralelement E, die sogenannte Identitit oder auch
Einheitselement enthalten, fiir das £ - R = R- EF = R gilt und R jedes
Element der Menge sein kann.

4. Wenn P ein Element der Menge ist, dann existiert ein Element @ in dieser
Menge, so daBl P - () = @Q - P = FE gilt. Das Element ) wird als Inverse zu
P bezeichnet und mit Q = P~! symbolisiert.

Die auf der Menge der Gruppenelemente definierte Multiplikation wird auch
Gruppenoperation genannt und mufl mit der iiblichen Multiplikation nichts ge-
mein haben. Zum Beispiel bildet die Menge der ganzen Zahlen Z eine Gruppe und
die Gruppenoperation ist die normale Addition. Der Einfachheit halber werde ich
im folgenden die Gruppenoperation immer als:

AB:=A-B

schreiben.
Zwei Elemente A, B einer Gruppe kommutieren miteinander, wenn:

AB = BA

gilt. An den Gruppenpostulaten erkennt man, dal die Identitdt E mit allen Ele-
menten der Gruppe kommutiert. Wenn alle Elemente einer Gruppe miteinander
kommutieren, so nennt man die Gruppe eine abelsche Gruppe.

Die Anzahl der Elemente in einer Gruppe wird die Ordnung der Gruppe ge-
nannt. Neben der Ordnung der Gruppe haben auch Elemente einer Gruppe ei-
ne Ordnung. Man definiert positiv ganzzahlige Potenzen von Gruppenelementen
nach:

A= AA---A.

Das inverse Element A~! zu A entstammt auch dieser Notation. Daraus folgt
auch:
A1 A=FE=A".
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Uber das inverse Element lassen sich nun auch negative Potenzen definieren:
AT = (ATH™ =A™,
Wenn nun alle Potenzen eines Elementes A verschieden sind, so ist dieses Element
von unendlicher Ordnung. Ist dies nicht der Fall, dann gilt:
A'=A% mit r,s>0,r>s.
Daraus folgt, dafl es ein k£ > 0 gibt, fiir das gilt:
AF=F.

Die kleinste Zahl n > 0 fiir die A" = F gilt, ist die Ordnung des Elementes A.
Ist A von der Ordnung n, dann sind die Elemente:

A A2 AT AT = E

alle verschieden. Es bleibt die Frage, ob noch andere Elemente durch weiteres
Multiplizieren gebildet werden koénnen, welche verneint werden kann, denn jede
ganze Zahl k kann folgendermaflen geschrieben werden:

k=sn+t, 0<t<n
und damit folgt fiir jede ganze Potenz k:
Ak: — Asn+t — AsnAt — (An>sAt — At )

Daraus erkennt man auch, da A¥ = F ist, wenn k ein Vielfaches von n ist. Eine
Gruppe, die aus den Potenzen eines einzelnen Elementes aufgebaut ist, wird eine
zyklische Gruppe genannt. Zyklische Gruppen sind immer abelsch und existieren
in jeder Ordnung n, da man immer die n-ten Einheitswurzeln mit der Multiplika-
tion als Gruppenoperation zur Bildung einer Gruppe der Ordnung n verwenden
kann: 5
wu?, o u 1 mit wi= exp(i%) )

Als néchstes mochte ich den Begriff der Isomorphie zweier Gruppen G, §' an
einem Beispiel demonstrieren. Die folgenden drei Gruppen zweiter Ordnung sind
alle isomorph zueinander:

(G1): Die Elemente sind die beiden Zahlen F =1, A = —1 und die Gruppenope-
ration ist die iibliche Multiplikation.

(G3): Die Gruppenoperation sei die Matrixmultiplikation und die Elemente sind
die beiden folgenden Matrizen:

E=(p 1) a=(o )
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(G3): Die Elemente sind die Permutationen zweier Symbole:

1 — 1 1 — 2
E:{Q — 2}’ E:{z — 1}'

Man hat es hier mit drei Realisierungen einer Gruppe zweiter Ordnung zu tun,
die alle zueinander isomorph sind. Im allgemeinen sagt man, dal zwei Gruppen
gleicher Ordnung G und G’ zueinander isomorph sind:

G~ 9
Y
wenn ihre Elemente mit einer eins-zu-eins Zuordnung verbunden werden kénnen,

die auch unter der Gruppenoperation invariant bleibt. Im Fall der obigen drei
Beispiele sieht diese eins-zu-eins Zuordnung folgendermaflen aus:

E A A A

a1 -1 (D=1 =1,
SR B ) B GV RV (L
CE P 3 it B8 PR § FO B Fg §

Die obigen Gruppen unterscheiden sich in ihren Elementen und Gruppenopera-
tionen, aber ihre Strukturen sind gleich.

Eine wichtige Einrichtung ist die sogenannte Gruppentabelle oder Multipli-
kationstabelle. Dies ist eine Tabelle, die die Ergebnisse der Gruppenoperation
zusammenfasst. Man benennt die Zeilen und Spalten nach den Elementen der

Gruppe und schreibt an die Stelle der n-ten Zeile und m-ten Spalte das Produkt
aus den Elementen, die zu dieser Zeile und Spalte gehéren:

B

Dabei werden meistens die Zeilen und Spalten zur Identitdt E weggelassen, da sie
nur eine Wiederholung der anderen Eintrége sind (FA = AE = A). In den Zeilen
und Spalten der Multiplikationstabelle darf jedes Element nur einmal vorkommen,
da die Produkte eines Elementes mit allen anderen Gruppenelementen immer
verschieden sein miissen. Wéren zwei Produkte gleich AC' = AB oder CA = BA,
dann wére B = C' und nicht alle Gruppenelemente wéren verschieden, was aber
von vorne herein nicht zugelassen ist, da jedes Element nur einmal zahlt. Ist die
Gruppentabelle symmetrisch beziiglich der Hauptdiagonalen, dann und nur dann
ist die Gruppe abelsch. Nichtabelsche Gruppen gibt es erst ab der Ordnung 6!
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Beispiele fiir Gruppen:

(1)

Die n-ten Einheitswurzeln unter der Multiplikation als Gruppenoperation.
Dies sind die Zahlen:

627rim/n

,m=0,1,.... n—1.

Man hat es mit einer zyklischen und somit abelschen Gruppe zu tun, die
nur aus den Potenzen des Elementes €>™/™ der Ordnung n besteht. Es ist
klar, dafl es nur eine zyklische Gruppenstruktur der Ordnung n gibt, denn
sie sind alle isomorph zueinander. Bestehen zwei zyklische Gruppen aus den
Potenzen der Elemente a und b beziiglich verschiedener Gruppenoperatio-
nen, so kann man immer die eineindeutige Zuordnung a” < b" machen.
Dieses Beispiel zeigt, dafl es Gruppen zu jeder endlichen Ordnung n gibt.

Die Permutationen vom Grade n:

( 1 2 ... n )
Pr P2 ... DPn
bilden die fundamentale symmetrische Gruppe, die mit dem Symbol S,

bezeichnet wird. Die symmetrische Gruppe .S,, besteht aus den n! méglichen
Permutationen und ist somit von der Ordnung n!.

Die unitdre Gruppe U(n) besteht aus unitdren n x n Matrizen mit der
Matrixmultiplikation als Gruppenoperation. Die Unitaritit UUT = UTU =
1 der Matrizen bewirkt, wegen Det(UT) = Det(UT)* = Det(U)*, daB die
Betrédge der Determinanten dieser Matrizen 1 sind. Solche Matrizen nennt
man auch unimodular!

Die spezielle unitare Gruppe SU(n) besteht aus unitdren n x n Matrizen,
deren Determinanten +1 sind.

Die orthogonale Gruppe O(n) besteht aus orthogonalen und somit reellen
Matrizen. Die Orthogonalitit RRT = RTR = 1 fiihrt dazu, dal wegen
Det(R") = Det(R) die Determinante dieser Matrizen +1 ist!

Die spezielle orthogonale Gruppe SO(n), OT(n) oder R,, besteht aus or-
thogonalen Matrizen mit Determinante +1. Diese Matrizen bezeichnet man
auch als eigentliche Transformationen. Zum Beispiel haben Dreh-Matrizen
die Determinante +1, wihrend Spiegel- und Inversionsmatrizen die Deter-
minante -1 haben.
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2.1.2 Untergruppen und Nebenklassen

Wiéhlt man von den Elementen der Gruppe G eine Untermenge H, dann benutzt
man die Notation H C G, um zu symbolisieren, dafl H in G enthalten ist. Wenn
diese Untermenge H nun (beziiglich der selben Gruppenoperation, wie in §) eine
Gruppe bildet, dann sagt man, dafl H eine Untergruppe der Gruppe § ist. Jede
Gruppe besitzt zwei triviale Untergruppen, nédmlich die Gruppe allein aus der
Identitdt { £} und die gesamte Gruppe § selbst. Diese beiden Untergruppen wer-
den wunechte Untergruppen genannt. Zum Thema der Untergruppen mochte ich
noch ein wichtiges Theorem angeben, welches die symmetrische Gruppe als fun-
damentalste endliche Gruppe identifiziert, denn die symmetrische Gruppe enthélt
alle moglichen Strukturen endlicher Gruppen!

Theorem (Cayley’s Theorem). Jede Gruppe G der Ordnung n ist isomorph
zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe S,,!

Diese Erkenntnis kommt daher, dafi man jedem Element b einer Gruppe G
eindeutig eine Permutation zuordnen kann:

b—>7rb:(a1 “"). (2.1.1)

ba; ... ba,

Dabei sind a; ... a, alle Elemente der Gruppe und ba; ... ba, die Ergebnisse der
linksseitigen Gruppenmultiplikation des Elementes b mit allen Elementen der
Gruppe, was der zu b gehorenden Zeile in der Gruppentabelle entspricht. Es ist
klar, dafl diese eins-zu-eins Zuordnung immer gemacht werden kann und man kann
zeigen, dafl diese Zuordnung invariant unter der Gruppenoperation ist m.m, =
T, Womit der Isomorphismus bereits gezeigt wére. Die den Elementen von §
zugeordneten Permutationen bilden dann die gesuchte Untergruppe von S, die
zu G isomorph ist!

Als Beispiel gebe ich diesen Isomorphismus fiir die sogenannte V-Gruppe der
Ordnung 4 (D) an. Die Elemente seien einfach e, a, b, ¢ mit der Gruppentabelle:

Vie a b ¢
ele a b ¢
ala e ¢ b
blb ¢c e a
cle b a e

Die zu Element a zugehorige Permutation ist einfach:

(e a b c)
a— Ty = .
a e c b

Benennt man die Elemente €, a,b,cin 1,2, 3,4 um, dann sind die zu den Elemen-
ten gehdrenden Permutationen:

(1234 (1234 (1234 (1234
Te= 1934 ) a7 \2143) > ™ = \3412) > "¢ = (4321 )
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FEine weitere wichtige Erkenntnis zu Untergruppen ist das Theorem von La-
grange.

Theorem (Lagrange’s Theorem). Die Ordnung einer Untergruppe H einer
endlichen Gruppe G ist ein Teiler der Ordnung der Gruppe G.

Dieser Satz folgt aus der Moglichkeit, eine Gruppe aus einer ihrer Untergrup-
pen aufzubauen. Man nehme an, daf§ die Gruppe § der Ordnung ¢ eine Unter-
gruppe H der Ordnung h enthalte. Wenn H alle Elemente von G enthélt, gilt
G = H und das Ergebnis g = h ist trivial. Falls dies nicht der Fall ist, sei a ein
Element von G, welches nicht in H enthalten ist. Man bezeichnet die Elemente
von H als E/, Hy, H,, ..., H, und bildet die Produkte aF = a,aH,aHs,,...,aHp,
die mit aH symbolisiert werden. Die Produkte aH, sind alle verschieden, denn
sonst gidbe es den Fall aH, = aHg, was H, = Hg bedeuten wiirde, aber jedes
Element nur einmal in H{ vorkommt. Weiterhin ist keines der Elemente von aH
bereits in H, denn falls aH, = Hp gelten wiirde, wiire ja a = HgH; ' und somit
bereits Element von H, im Widerspruch zur Voraussetzung a ¢ H! Damit hat
man zwei Séatze von h unterschiedlichen Elementen, ndmlich H und a3, die alle in
G enthalten sind. Wenn diese beiden Mengen zusammen noch nicht alle Elemente
von G enthalten, dann geht man wieder wie anfangs vor und wéhlt ein Element b
aus G, welches weder in JH noch in aJ{ enthalten ist. Die Menge bH wird h neue
Elemente der Gruppe G enthalten, denn falls 0H, = aHs gelten wiirde, wére ja
b= aHgH,"' ein Element von aJ im Widerspruch zur Vorraussetzung b ¢ aJ!
Setzt man diesen Prozess fort, so kann man die endliche Gruppe § als endliche
Summe von verschiedenen Sétzen von jeweils h Elementen schreiben:

G=H+aH +bH+ -+ kI,

wobei die Summe hier als Vereinigung der Mengen angesehen wird. Damit ist klar,
dal die Ordnung g der Gruppe ein Vielfaches der Ordnung h der Untergruppe
ist:

g=mh,

wobei m als Index der Untergruppe I beziiglich der Gruppe G bezeichnet wird.
Die Mengen von Gruppenelementen der Form:

aH bzw. Ha

werden als linke bzw. rechte Nebenklassen bezeichnet. Man sagt auch Nebengrup-
pen, cosets oder residue classes. Die Mengen aJ{ sind natiirlich keine Untergrup-
pen, da sie kein Identitéitselement enthalten. Die Auflosung einer Gruppe kann
auch in rechte Nebenklassen:

G=H+Ha+Hb+ -+ Hk

geschehen.
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2.1.3 Konjugierte Elemente, Klassen und
invariante Untergruppen

Zwei Elemente a und b einer Gruppe G werden als zueinander konjugiert bezeich-
net, wenn ein Element v in G existiert, so daf3:

b=wau"' bzw. a=u"tbu

gilt. Manchmal sagt man auch, daf§ b die {iber v Transformierte von a ist. Die
Konjugation von Gruppenelementen ist transitiv, was bedeutet, dafl wenn sowohl
a als auch b zu k konjugiert sind, dann sind auch a und b zueinander konjugiert.
Mit u = e erkennt man, daf} jedes Element mit sich selbst konjugiert ist. Die Kon-
jugation ist somit eine Relation zwischen Elementen, die alle Vorraussetzungen
einer Aquivalenzrelation (Symbol =) erfiillt:

(1) a=a
(2) Wenn a = b gilt, dann gilt auch b = a.
(3) Wenn a = b und b = ¢ gilt, dann gilt auch a = c.

Um die physikalische Bedeutung konjugierter Elemente zu verdeutlichen, wer-
de ich im folgenden ein Beispiel konjugierter Transformationen angeben. Man
nehme an, daff 6 die Spiegelung an einer Ebene P sei und €' sei eine Drehung
um eine beliebige Achse. Es ist klar, dal die Spiegelung & alle Punkte ¥ € P der
eigenen Spiegelebene P unverdndert 148t, also:

6r =1 VIeP.
Wendet man die Drehung auf diese Gleichung an, dann folgt:
Coz = (CoC ) (C)=CZ VZeP. (2.1.2)

Somit 148t die Transformation C6C~! die Menge der Punkte C'# mit # € P
unverandert, welche offensichtlich die durch C transformierte Ebene P ist. Also
ist CoC! die Spiegelung an der durch Drehung mit C aus P erhaltenen Ebene
P'. Allgemein ist aga~! die Spiegelung an der durch Transformation mit a aus P
erhaltenen neuen Ebene P’ = aP.

Analoges gilt fiir die Drehung. Es sei C (¢) eine Drehung um den Winkel ¢
um die Achse [. Nun sei a eine andere allgemeine Transformation, die die Achse
I zur neuen Achse I’ macht, dann ist aC(¢)a~" eine Drehung um den Winkel ¢
um die neue Achse I’.

Die Elemente einer Gruppe lassen sich somit in Mengen zueinander dquivalen-
ter, das heifit konjugierter Elemente unterteilen, den sogenannten Klassen. Eine
Klasse ist bereits durch Angabe eines ihrer Elemente vollstandig gegeben, denn
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kennt man ein Element A, dann folgen alle weiteren durch Bildung des Produk-
tes GbAGljl, wobei Gy, alle Elemente der Gruppe durchlduft und dabei natiirlich
einige Elemente der Klasse mehrfach erhalten werden. Jedes Element einer Grup-
pe ist immer Mitglied irgendeiner Klasse dieser Gruppe, aber kein Element kann
Mitglied von mehr als einer Klasse sein. Weiterhin besitzen Klassen noch folgende
Eigenschaften:

i) Das Einheitselement bildet immer eine eigene Klasse.

ii) Bis auf die Einheitsklasse bilden Klassen keine Untergruppen, da sie das
Einheitselement nicht enthalten.

iii) In einer abelschen Gruppe bildet jedes Element eine eigene Klasse, denn
hier gilt ja fiir alle Elemente ab = ba und damit ¢’ = ugu™" = guu™' = g !

iv) Alle Elemente in der selben Klasse sind von der selben Ordnung.

v) Die Zahl der Elemente in einer Klasse ist ein Teiler der Gruppenordnung.

Die Einteilung der Elemente in Klassen ergibt wichtige Informationen iiber die
Struktur einer Gruppe.

Es sei H eine Untergruppe der Ordnung h der Gruppe G mit Ordnung g. Man
kann zeigen, dafl die Menge der Elemente:

G HG " = {G.H\G; ', G H,G b ... G H, G '),

wobei GG, ein festes Element der Gruppe G ist, auch eine Untergruppe der Ordnung
h von G ist. Man nennt diese Untergruppe auch die zu H iiber G, konjugierte
Untergruppe von G. Falls nun alle konjugierten Untergruppen von H mit J selbst
iibereinstimmen:

G.HG'=H VG, €6,

dann nennt man diese Untergruppe H eine invariante Untergruppe oder auch
Normalteiler von §. Man erkennt, dafl die obere Gleichung auch in der Form:

GH=HG, VG, €5,

geschrieben werden kann, was bedeutet, dafl die rechte und die linke Nebenklasse
beziiglich jedes Elementes iibereinstimmen muf}, wenn die Untergruppe invariant
sein soll. Eine invariante Untergruppe mufl die Elemente von § immer in kom-
pletten Klassen enthalten, also enthélt sie entweder alle oder kein Element einer
Klasse von G.

Zu jeder invarianten Untergruppe H von G kann man eine sogenannte Faktor-
gruppe bzw. Quotientengruppe G/H definieren, deren Elemente die g/h Neben-
klassen von H sind. Die Gruppenoperation ist das durch:

GlfH . GQJ‘C = (Gng)g‘C oder j‘CGl : }CGQ = }C(GlGQ)

definierte Produkt. Die Ordnung dieser Gruppe ist der Index (g/h) der invarian-
ten Untergruppe H von G.
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2.1.4 Das direkte und das semidirekte Produkt
Eine Gruppe G heif$t direktes Produkt ihrer Untergruppen Hy, Ho,, ..., H,,, wenn:
(1) Die Elemente der verschiedenen Untergruppen kommutieren.

(2) Jedes Element von G kann eindeutig als:
g = hl c hn s
geschrieben werden, wobei h; aus Hy, ..., und h, aus H,, stammt.

Weiterhin wird angenommen, dafl keine der Untergruppen nur aus dem Iden-
titdtselement besteht. Symbolisch schreibt man:

G=H; xHyx---xH,.

Die Untergruppen Hy, Hs, ..., H, werden die direkten Faktoren von G genannt.
Sie diirfen nur das Identitédtselement gemeinsam haben und miissen ansonsten
invariante Untergruppen von G sein. Die Reihenfolge, in der die Gruppen multi-
pliziert werden, ist beim direkten Produkt beliebig. Es ist klar, daf§ die Ordnung
eines direkten Produktes von Gruppen das Produkt der einzelnen Ordnungen ist.

Neben dem direkten Produkt aus zwei Gruppen, bei dem beide Faktoren
invariante Gruppen beziiglich Konjugation mit den Elementen beider Faktoren
sein miissen, gibt es noch das semudirekte Produkt:

G=HANC,
bei dem nur H invariant unter Konjugation mit den Elementen von C ist:
CHC ' =H VC, € C!

Diese Forderung an die Untergruppen ist nicht so einschréankend, aber bei die-
sem Produkt kommt es auf die Reihenfolge an, denn die invariante Untergruppe
steht im Produkt immer zuerst! Es gibt sehr viele Gruppen, die als semidirektes
Produkt geschrieben werden kénnen, insbesondere jene auf die es hier ankommt.
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2.2 Darstellungen von Gruppen

2.2.1 Die Definition der Darstellung

Weiter oben wurde der Begriff der Isomorphie eingefiihrt, der eine eins-zu-eins
Zuordnung zwischen den Elementen a einer Gruppe G und den Elementen o’ einer
Gruppe G’ bedeutet, die unter den verschiedenen Gruppenoperationen bestehen
bleibt, also (a - b) = &' - V. Unter einer Homomorphie versteht man auch eine
Abbildung von G auf §’, die unter Produktbildung bestehen bleibt, aber es konnen
hier auch mehrere Elemente von G auf das selbe Bild in §' abgebildet werden.
Dabei wird immer die selbe Anzahl von Elementen aus G auf ein Element in
g" abgebildet und die Elemente aus G, die auf das Einheitselement E’ von G
abgebildet werden, bilden eine invariante Untergruppe von G.

Bildet man eine beliebige Gruppe G homomorph auf eine Gruppe von Operato-
ren D(G) im Vektorraum L ab, dann sagt man, daf diese Gruppe von Operatoren
D(9G) eine Darstellung der Gruppe G im Darstellungsraum L ist. Ist die Dimension
von L gleich n, dann sagt man, die Abbildung sei vom Grade n oder sie ist eine
n-dimensionale Darstellung. Der Operator zum Element R der Gruppe § wird
als D(R) geschrieben. Wenn R und S Elemente der Gruppe § sind, dann gilt:

D(RS) = D(R)D(S), D(R™Y) =[D(R)]"", D(E)=1,, (2.2.1)

wobei 1,, der Einheitsoperator im n-dimensionalen Vektorraum ist. Hier werden
im folgenden nur lineare Darstellungen behandelt, die aus linearen Operatoren
bestehen. Wahlt man eine Basis im n-dimensionalen Vektorraum L, dann kénnen
die linearen Operatoren der Darstellung auch durch ihre Matrixdarstellungen
beschrieben werden. Damit erhélt man eine homomorphe Abbildung der Gruppe
G auf eine Gruppe von n x n-Matrizen D(9), also eine Matriz-Darstellung der
Gruppe §. Ist die Abbildung sogar isomorph, dann nennt man die Darstellung
treu und ihre Dimension mufl der Ordnung der Gruppe entsprechen. Wegen (2.2.1)
sind die Darstellungsmatrizen nicht singuldr. In Komponenten-Schreibweise gilt:

D;;(RS) ZDM )Dy;(S) =: Dir(R)Dy;(S) . (2.2.2)

Die Komponenten des Einheitsoperators werden durch das bekannte Kronecker-
Delta:

1 fallsi=7
asr=J (2.2.3)
0 sonst

Dy;(E) = 6;5 = {

gegeben. Hat man es mit verschiedenen Darstellungen zu tun, so werden diese
durch Superskripte mit griechischen Buchstaben unterschieden Dj;(R?), wobei die
Dimension dieser Darstellung durch n, symbolisiert wird. In der Literatur werden
Darstellungen auch manchmal mit I'j;(R) bezeichnet, was zur hier benutzten
Notation vollig dquivalent ist.
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2.2.2 Aquivalente Darstellungen, Charaktere

Andert man die Basis des n-dimensionalen Darstellungsraumes L von {¢} nach
{®}, dann werden die Matrizen D(R) durch ihre Transformierten ersetzt:

D'(R) = C™'D(R)C, (2.2.4)
wobel die Matrix C den Basiswechsel:

(@1,@2,..‘,¢)n) = ((,01,902,...,@71)0 (225)

bewirkt und es iiberall iiblich ist, die Basisvektoren {é;} in einem Zeilenvek-
tor zusammenzufassen. Als Transformationsmatrizen seien nur unitdre Matrizen
erlaubt, da es sich sonst um keine Ahnlichkeitstransformation handelt. Die neu-
en Darstellungsmatrizen D'(R) liefern eine Darstellung der Gruppe G, die zur
Ausgangsdarstellung D(R) dquivalent ist. Aquivalente Darstellungen besitzen die
selbe Struktur, nur daf§ die Matrizen anders aussehen. Nun will man eine innere
Eigenschaft dieser Darstellungen angeben, die bei einer unitdren Transformation
invariant bleibt. Eine solche Grofle ist bekanntermaflen die Spur jeder Darstel-
lungsmatrix:

Sp(D'(R)) = Sp(C™'D(R)C) = Sp(CC~'D(R)) = Sp(D(R)) , (2.2.6)

da allgemein Sp(AB) = Sp(BA) gilt. Die Spur einer Matrix ist invariant unter
Transformationen, und bildet man die Spur der Darstellungsmatrix D(R) des
Gruppenelementes R, dann wird diese als Charakter von R in der Darstellung D

bezeichnet und als:

X(R) = Z Dii(R) (2.2.7)
geschrieben. Die Menge der Charaktere einer Darstellung ist eine sehr wichtige
Kenngrofle, denn es gilt:

Aquivalente Darstellungen besitzen die selben Charaktere!

Zur Unterscheidung verschiedener Darstellungen werden die Charaktere analog
zu den Darsetllungen mit einem Superskript versehen (z.B. x*(R)).

Nun ist neben einem Basiswechsel des Darstellungsraumes auch die Verbin-
dung zwischen den Elementen einer Klasse eine Ahnlichkkeitsransformation und
damit gilt auch:

Alle Elemente einer Klasse haben den selben Charakter!

Sind die zwei Elemente R und S der Gruppe G zueinander konjugiert, dann gilt
bekanntlich S = URU ™! und fiir die Darstellungsmatrizen folgt damit D(S) =
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D(U)D(R)D(U)~'. Wegen der “zyklischen Invarianz” der Spur folgt fiir konju-
gierte Elemente R und S:

\(S) = Sp(D(S)) = Sp(DW)D(R)D(U)™) = ...
— Sp(DW)'DWU)D(R)) = Sp(D(R) = X(R),  (2.2.8)

also x(S) = x(R)! Mit anderen Worten heifit das, dafl konjugierte Elemente
immer den selben Charakter haben. Will man eine Gruppe beschreiben, so listet
man alle Charaktere ihrer Elemente in einer gegebenen Darstellung auf, wobei
allen Elementen einer Klasse der selbe Charakter zugeordnet wird. Benennt man
die Klassen von G als K, K»,..., dann wird die Darstellung durch den Satz
der Charaktere yq,..., Xy, beschrieben, wobei v die Zahl der Klassen in G ist.
Der Charakter y4 ist der Charakter der Elemente in der Klasse K; in der u-
Darstellung.

2.2.3 Beispiele, Addition von Darstellungen

Hat man im Darstellungsraum L eine Basis ¢1, . .., ¢, gewdhlt, so erhélt man fiir
jeden linearen Operator O eine Matrixdarstellung iiber:

Odju = Zw,uD;w(O> s (229)
pn=1

wobei die D,,(0)’s die Matrixelemente (10,|O|1,) des Operators O sind. Die
Darstellungsmatrizen des Operators seien hier immer unitédr und die gewéhlte
Basis immer orthonormal:

(Wulthw) = b - (2.2.10)

Als Beispiel betrachte ich die Gruppe C; = {E, I} aus der Identitdt £ und der
Inversion I. Zuerst wéhle ich zwei allgemeine Basisfunktionen f; und fs, die durch
Anwendung der Inversion ineinander iibergehen:

Efy = fi, Ifi = f
Ef = fo ifs = £ (22.11)

Die Matrixdarstellung der Operatoren folgt aus der obigen Gleichung (2.2.11)
und hat die Form:

DW(E) = ((1] (1)) DW(I) = (? é) . (2.2.12)

Die Darstellung DM von C; ist zweidimensional und die Charaktere sind:

YPD(E)=2, xYUI)=0. (2.2.13)
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Im zweiten Beispiel wihle ich als Basisfunktionen eine gerade Funktion g und
eine ungerade Funktion wu:

Eg = g, Ig = g (2.2.14)
EFu = u, Iu = —u, o

was auf die ebenfalls zweidimensionale Darstellung:
10 1 0
2) - @ =
DY(F) = (0 1) , D¥(I)= (0 _1) (2.2.15)

mit den selben Charakteren wie D® fiihrt. Dies ist ein Beispiel fiir zwei dquiva-
lente Dartstellungen.

In den folgenden zwei Beispielen méchte ich zwei eindimensionale Darstellun-
gen angeben. Die Darstellung D® von C; folge aus einer geraden Funktion ¢ als
einzige Basisfunktion:

Eg=yg, Ig=yg (2.2.16)

und bestehe aus den eindimensionalen “Matrizen” :
DOE)=x®(E)=1, DU =x®1) =1, (2.2.17)

die auch gleichzeitig die Charaktere sind. Das letzte Beispiel folge aus einer un-
geraden Funktion u als Basis:

Fu=u, Iu=-u. (2.2.18)
Diese Darstellung besteht aus:
DW(E)=xW(E)=1, DWI)=xW(I)=-1. (2.2.19)

Man erkennt klar, daB die beiden eindimensionalen Darstellungen D® und D®
nicht dquivalent sind, also existiert keine Ahnlichkeitstransformation, die sie in-
einander iiberfithren konnte.

Alle vier Darstellungen erfiillen die Gruppeneigenschaften der Gruppe zweiter
Ordnung C;. Nun fillt noch eine weitere wichtige Sache auf. Man kann die zweidi-
mensionale Darstellung D aus den beiden eindimensionalen Darstellungen D®)
und D™ aufbauen:

(3) (3)
D) = (D O(E) D(4)0(E)), DPO(1) = (D 0(]) D(B(I)) . (2.2.20)

wobei die Darstellungsmatrizen der eindimensionalen Darstellungen als Blocke
auf der Hauptdiagonalen der zweidimensionalen Darstellungsmatrizen auftau-
chen. Es fillt auf, da die Basis der zweidimensionalen Darstellung D® ja auch
die Vereinigung der beiden eindimensionalen Basen fiir D und D™ war. Dieser
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Prozess der Vereinigung von Basissétzen nennt man direkte Summe. Die Darstel-
lung D@ ist die Summe der direkten Addition der beiden Darstellungen D) und
D® . man schreibt:

D¥ = DB g DW (2.2.21)

Die Reihenfolge der Addition ist ohne Belang, da die vereinigte Basis sowieso
neu geordnet wird und diese Ordnung die Reihenfolge der Matrixelemente an-
gibt. Man kann auch noch mehr Darstellungen zusammenaddieren, zum Beispiel
kann man eine dreidimensionale Darstellung fiir C; durch dreimalige Addition der
Darstellung D™ bilden, was einer Basis aus drei antisymmetrischen Funktionen,
wie {x,y, z} entsprechen wiirde:

100 DW(E) 0 0
DON(E) = 010 = 0 DW(E) 0
00 1 0 0 DW(E)
-1 0 0 DW(T) 0 0
DIy = [0 -1 0| = 0  DW) 0
0 0 -1 0 0  DW()
(2.2.22)
Diese dreidimensionale Darstellung von C; hat die Charaktere:
xOE) =3, x®I)=-3 (2.2.23)
und besteht offensichtlich dreimal aus D*¥:
D® = pW g DW g DW =3DW (2.2.24)

Es ist somit moglich, manche Darstellungen als direkte Summe von Darstellun-
gen niedrigerer Dimension zu bilden. Solche Darstellungen nennt man reduzibel.
Manche Darstellungen sind dagegen nicht weiter zerlegbar, wie zum Beispiel die
beiden eindimensionalen Darstellungen D und D®, die dann konsequenter-
weise irreduzibel genannt werden. Es ist eine fundamentale Aufgabe der Darstel-
lungstheorie, alle méglichen irreduziblen Darstellungen einer Gruppe zu finden.

2.2.4 Reduzible und irreduzible Darstellungen

Nachdem es moglich ist, Darstellungen zu addieren, soll nun der umgekehrte Pro-
zess betrachtet werden. Es soll untersucht werden, ob eine gegebene Darstellung
aus einfacheren Darstellungen aufgebaut werden kann. Ein grobes Kriterium fiir
Einfachheit wére in diesem Fall die Dimension der Darstellung, die moglichst klein
sein sollte. Im allgemeinen ist eine Darstellung dann reduzibel, wenn eine Basis
gefunden werden kann, die alle Matrizen D(R) einer n-dimensionalen Darstellung
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gleichzeitig auf die Block-Form:

D(l)(R)‘ A(R)
0 | DO(R)

D(R) = (2.2.25)

bringt. Darin sind die DM (R)’s m x m-Matrizen, die D@ (R)’s (n—m) x (n—m)-
Matrizen, A(R) ist eine Rechtecks-Matrix mit m Zeilen und (n —m) Spalten und
0 ist ein Block aus Nullen mit (n —m)-Zeilen und m Spalten. Das Matrixprodukt
zweier solcher Matrizen hat die selbe Block-Form:

D(RS) = D(R)D(S) = DW(R)DW(S) \ DW(R)A(S) + A(R)D®(S)

0 | D®(R)D)(S)
(2.2.26)
und somit bilden die Matrizen:
DW(RS) = DY(R)DW(S) (2.2.27)
eine m-dimensionale Darstellung und die Matrizen:
DP(RS) = D@ (R)D®?(S) (2.2.28)

eine (n — m)-dimensionale Darstellung. Die selbe Prozedur kann nun auf die
beiden Blocke erneut angewandt werden bis dieser Prozess zum Ende gekommen
ist und alle Darstellungsmatrizen in nicht weiter zerleghare Blocke aufgeteilt sind,
also die Form:

D(l)(R) A(l)(R)
D® (R) A®2) (R)
D(R) =

D(k—l) (R) A(kz—l) (R)

0 0 e 0 DW®(R)
(2.2.29)
erreicht ist. Die nicht zerlegbaren Blocke DM, ... D® sind irreduzible Darstel-
lungen der Dimensionen my, ..., my mit n = > . m,. Anders gesagt ist eine Dar-

stellung der Dimension n dann reduzibel, wenn man einen Unterraum kleinerer
Dimension m < n finden kann, der invariant unter allen Transformationen der
Gruppe ist. In diesem Unterraum konnen m neue Basisfunktionen gewéhlt werden
und noch n — m weitere Basisfunktionen, die den n-dimensionalen Raum kom-
plettieren, so daf§ die Darstellungsmatrizen die obige reduzierte Form (2.2.25)

annehmen. Gibt es keinen solchen Unterraum, dann ist die Darstellung irreduzi-
bel.
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Kann man alle Matrizen einer Darstellung gleichzeitig auf die Form:
DR[| o
0 | DO(R)

D(R) = (2.2.30)

bringen, dann nennt man diese Darstellung voll reduzibel. In diesem Fall sind bei-
de Unterrdume aus den ersten m-Basisfunktionen vy, ..., und aus den restli-
chen (n — m)-Basisfunktionen ¢, 1, ..., 1, invariant unter allen Gruppentrans-
formationen, das heif§t die zwei Sétze von Basisfunktionen sind nicht miteinander
gekoppelt. Der Raum L wurde in eine direkte Summe:

L=LWegL® (2.2.31)

aus den zwei Unterrdumen LY und L) zerlegt und die Darstellung D ist die
direkte Summe aus D und D®:

D=DWagD? (2.2.32)

Dies ist genau der umgekehrte Prozess zur Addition zweier Darstellungen. Zerlegt
man die einzelnen obigen Darstellungen weiter bis in ihre irreduziblen Anteile, so
wird sich eine voll reduzible Darstellung in die Block-Diagonal-Form:

DW(R) 0 0
0 D@)(R) 0
D(R) = : : N ; (2.2.33)
0 0 D®(R)

bringen lassen, wobei die D®)’s irreduzible Darstellungen sind. Dies symbolisiert
man mit:
D=DWg...eD® (2.2.34)

Eine irreduzible Darstellung D®) kann auch mehrere Male in einer Zerlegung auf-
treten, wobei dquivalente irreduzible Darstellungen nicht als verschieden gezéhlt
werden; man bezeichnet sie mit dem selben Symbol. Eine Zerlegung wird symbo-
lisch durch:

D=aDVe&-- @aqD" =) a,D" (2.2.35)

ausgedriickt, wobei die a,’s positive ganze Zahlen inklusive Null sind. In der vor-
liegenden Arbeit werden nur unitdre Darstellungen benutzt, welche im Fall der
Reduzibilitdt immer voll reduzibel sind (A(R) = 0) und in eine direkte Summe
von Darstellungen zerfallen. Es gibt fiir jede Gruppe bestimmte irreduzible Dar-
stellungen, aus denen alle moglichen Darstellungen aufgebaut werden koénnen.
Ein fundamentales Theorem ist das Schur’sche Lemma, welches eine Reihe wich-
tiger Satze nach sich zieht. Von grofiter Wichtigkeit ist das sogenannte grofie
Orthogonalitdts- Theorem, welches im folgenden beschrieben werden soll.
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2.2.5 Die Orthogonalitits-Relationen

Eines der wichtigsten Werkzeuge zur Analyse von Darstellungen ist das grofie
Orthogonalitiats-Theorem. Das Theorem gilt fiir die irreduziblen Darstellun-
gen einer Gruppe § und lautet in seiner allgemeinen Form:

v)( p— 9
R p
oder im Fall unitérer Darstellungen mit D%(R_l) = Dj(.;z*(R):
> DYR)DYY(R) = 26,050 (2.2.37)
il im ny, uvYiiVim - L.
R

Die Summe erstreckt sich iiber alle Elemente R der Gruppe G der Ordnung g. Die
Dimension der irreduziblen Darstellung D wird dabei durch n,, symbolisiert.
Jede irreduzible Darstellung D) liefert n’ Vektoren Dl(j“ ) (R)ymiti,j=1,...,n,,
die orthogonal zueinander und zu den Vektoren Dl(;) (R) aus allen nicht-aqui-
valenten irred. Darstellungen sind. Aus diesem Theorem folgt direkt auch ein

Orthogonalitdts-Theorem fiir die Charaktere der irreduziblen Darstellungen:

> W (RIX(RT) = 9o - (2.2.38)

Im Fall unitirer Darstellungen gilt x)(R™) = x®*(R) und damit:

S XWR)X(R) = g0, - (2.2.39)

Im folgenden sollen nur noch unitéare Darstellungen betrachtet werden.

Die Charakter-Form des Orthogonalitédts-Theorems kann nocheinmal verein-
facht werden, da ja die Charaktere fiir alle Elemente einer Klasse gleich sind
(2.2.8). Es seien K, ..., K}, die k Klassen der Gruppe G und die Zahl der Ele-
mente in der Klasse K; sei g;. Nun ist der Charakter fiir die Elemente von K; in
der Darstellung D immer der selbe: x"(R) = Xg” ). Damit wird das Orthogo-
nalitdts-Theorem fiir Charaktere zu:

> i XN = g6, (2.2.40)
K;

Fiir eine gegebene irreduzible Darstellung D™ bilden die GréBen Xg” ) gi1 /? Vek-
toren im k-dimensionalen Raum, wobei k£ die Zahl der Klassen von G ist. Die
Vektoren zu nicht-dquivalenten irreduziblen Darstellungen sind orthogonal und
keiner der Vektoren ist Null.

Das Orthogonalitiats-Theorem hat eine Reihe von Konsequenzen, die bei der
Analyse von Darstellungen unverzichtbar sind. Die folgenden Sétze folgen alle
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aus diesem Theorem und werden ohne Beweis angegeben. Die Beweise finden

sich in den angegebenen Biichern zur Gruppentheorie, wie zum Beispiel [§]. In

den folgenden Relationen bedeutet g die Ordnung der betrachteten Gruppe G, g;

ist die Zahl der Elemente in der ¢-ten Klasse K; und k ist die Zahl der Klassen

in der Gruppe. Die Charaktere der p-ten irreduziblen Darstellung von § werden

durch XEH ) symbolisiert, wobei der Index ¢ die Elemente der Klasse K; angibt.
Die erste Aussage ist fundamental wichtig fiir die Darstellungstheorie:

Die Zahl der nicht-dquivalenten irreduziblen Darstellungen
einer Gruppe ist gleich der Anzahl der Klassen k in dieser
Gruppe!

Es ist iiblich, die verschiedenen irreduziblen Darstellungen einer Gruppe in einem
Schema anzuordnen, der sogenannten Charaktertabelle. In dieser Tabelle werden
die Klassen der Gruppe und die Charaktere der nicht-dquivalenten irreduziblen
Darstellungen eingetragen:

g K K, - K, --- K,
DO | W T o T 0

D& |\

z z : (2.2.41)
DI |

DO | B P B W

Nach dem obigen Satz ist dieses Schema somit quadratisch. Die erste Klasse
in einer Charaktertabelle besteht nur aus der Identitdt, die ja bekanntlich eine
Klasse fiir sich allein bildet. Weiterhin weifl man, dafl die Darstellungsmatrix fiir
die Identitdt immer die Einheitsmatrix der Dimension der jeweiligen Darstellung
ist (2.2.3), womit klar ist, dal der Charakter des Einheitselementes immer die
Dimension der Darstellung ist:

XUU(E) = 6i=m,. (2.2.42)

Nun folgen weitere Sétze iiber die Charaktere der irreduziblen Darstellungen in
einer solchen Charaktertabelle.
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Die folgende Aussage folgt direkt aus dem Orthogonalitétstheorem fiir Charaktere
und wurde oben schon einmal angegeben:

Aus den Charakteren zu den festen irreduziblen Darstellungen D®
lassen sich k-dimensionale Vektoren:

00, e (2.2.43)

bilden, die paarweise orthogonal sind und deren Betrags-Quadrat die
Ordnung g der Gruppe ist:

Zgle =y, (2.2.44)

Dies ist eine Umformulierung des Orthogonalititstheorems. Die Norm dieser Vek-
toren ist allerdings eine wichtige Eigenschaft irreduzibler Darstellungen und dient
als Kriterium, um Irreduzibilitat festzustellen. Aus diesem Grunde wiederhole ich
diesen Teil noch einmal allgemein:

Die Summe der Betrags-Quadrate der Charaktere in jeder irreduziblen
Darstellung ist gleich die Ordnung der Gruppe:

S XPRX(R) =Y gl =g (2.2.45)
R A

Aus der Eigenschaft, dal eine Darstellung ein Homomorphismus einer Gruppe ist
und die auf das Identitédtselement abgebildeten Elemente einen Normalteiler der
Gruppe bilden, folgt der Satz:

Die Dimension einer irreduziblen Darstellung einer endlichen Gruppe
ist stets ein Teiler der Gruppenordnung.

Der folgende Satz macht eine wichtige Aussage iiber die Dimensionen der ver-
schiedenen irreduziblen Darstellungen.

Die Summe der Quadrate der Dimensionen aller irreduziblen Darstel-
lungen einer Gruppe ist gleich die Ordnung der Gruppe:

Zn —ZX W (E)=g. (2.2.46)

Mit diesem Satz kann man die Dimensionen der verschiedenen irreduziblen Dar-
stellungen stark einschrianken. Dieser Satz folgt eigentlich nicht aus dem Ortho-
gonalitits-Theorem, sondern aus einer anderen Orthogonalitéts-Relation, die aus
den Schur’schen Lemmata folgt:

Z XX = (9/91)0m - (2.2.47)
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Mit diesen Relationen lassen sich die Charaktertabellen endlicher Gruppen be-
stimmen. Als kleines Beispiel betrachte ich hier die Gruppe C; der Ordnung 2.
Diese Gruppe besteht aus dem Einheitselement £ und der Inversion I, die beide
eine Klasse fiir sich bilden. Die Gruppe besteht aus zwei Klassen und somit gibt
es nur zwei verschiedene irreduzible Darstellungen, fiir die gilt:

ni4ni=2. (2.2.48)
Diese Gleichung besitzt nur eine ganzzahlige und positive Losung:

Somit existieren nur zwei nicht-dquivalente irreduzible Darstellungen der Dimen-
sion 1. Die Charaktere, die im eindimensionalen Fall mit den Matrizen iiber-
einstimmen, miissen aulerdem zwei orthogonale zweidimensionale Vektoren sein,
deren Betragsquadrat gleich 2 sein muf}. Damit sind die beiden irreduziblen Dar-
stellungen vollsténdig bestimmt und kénnen in eine Charaktertabelle eingetragen
werden:

G | E I
DW |1 1 . (2.2.50)
D® | 1 -1

Dies ist die komplette Charaktertabelle der Gruppe C;. Jede beliebige Darstellung
kann auf diese beiden irreduziblen Darstellungen zuriickgefiithrt werden.

Unter den irreduziblen Darstellungen einer Gruppe sind stets zwei eindimen-
sionale Darstellungen, die zu einer Basisfunktion gehoren. Zum einen ist dies die
total symmetrische Darstellung, deren Basisfunktion invariant unter allen Grup-
pentransformationen ist. Alle Charaktere und auch “Matrizen” dieser Darstellung
sind gleich Eins und sie wird in endlichen Gruppen mit dem Symbol A; bezeich-
net. Aulerdem gibt es noch die antisymmetrische Darstellung, deren “Matrizen”
jeweils 1 oder —1 sind, je nachdem, ob die zugehérige Transformation laut (2.1.1)
zu einer geraden oder ungeraden Permutation isomorph ist!

2.2.6 Zerlegung reduzibler Darstellungen

Die Charaktere irreduzibler Darstellungen werden iiblicherweise auch primitive
Charaktere oder einfache Charaktere genannt. Nun soll eine beliebige Darstel-
lung D betrachtet werden. Wie bereits besprochen, kann eine beliebige unitére
Darstellung D als direkte Summe irreduzibler Darstellungen geschrieben werden:

D(R) =) a,D"(R), (2.2.51)

v

wobei die a,’s ganze Zahlen > 0 sind (2.2.35). Bildet man die Spur dieser Glei-
chung fiir ein Element R der Klasse K; der Gruppe G, dann erhélt man:

xi=> ax. (2.2.52)

v
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Der Charakter y; einer reduziblen Darstellung D wird zusammengesetzter Cha-
rakter oder Compound-Charakter genannt. Man erkennt, dafl ein solcher Com-
pound-Charakter eine Linearkombination primitiver Charaktere mit ganzen po-
sitiven Koeffizienten ist. Mit Hilfe des Orthogonalitétstheorems fiir Charaktere
lassen sich die Koeffizienten isolieren:

1 x
a, = EZgixl(.“) Xi - (2.2.53)

Diese Gleichung 148t sich leicht in einen Irreduzibilititstest umwandeln:
> xixigi=g) al. (2.2.54)
i M

Wenn eine Darstellung irreduzibel ist, miissen alle a,,’s aufler einem, welcher Eins
ist, verschwinden. Ist die fragliche Darstellung irreduzibel, muf} also:

S XIRI(R) =gl =g (2.2.55)
R i
gelten. Zur Analyse einer Darstellung wertet man den Ausdruck:

%ZXingi =Y a (2.2.56)
i M

aus. Ist diese Groe Eins, dann ist die Darstellung irreduzibel. Andernfalls ist sie
die Summe der Quadrate der Haufigkeiten der in der reduziblen Darstellung vor-
kommenden irreduziblen Darstellungen. Da man es mit positiven ganzen Zahlen
zu tun hat, vereinfacht sich die Sache erheblich. Es gibt noch weitere Kriterien
und Werkzeuge zur Analyse und Reduktion solcher zusammngesetzter Charak-
tere, doch dies ist das Wichtigste. Hat man herausgefunden, wie oft eine irreduzi-
ble Darstellung vorkommt, so zieht man ihre Charaktere entsprechend oft ab und
arbeitet mit dem reduzierten Ergebnis weiter, bis Irreduzibilitat (2.2.55) erreicht
ist!

In diesem Zusammenhang gibt es fiir jede Gruppe die sogenannte regulire
Darstellung. Diese Darstellung hat als Dimension die Ordnung der Gruppe und
stellt jedes Element als Permutation der Gruppenelemente dar (2.1.1). Die Cha-
raktere dieser Darstellung sind einfach:

0 fir R#FE
X(R) = ir RAE (2.2.57)
g fir R=F

Zerlegt man diese Darstellung, so findet man jede irreduzible Darstellung der
Gruppe so oft wie ihre Dimension vor (a, = n,)! Durch Zerlegung der reguléren
Darstellung erhélt man alle Charaktere aller irreduziblen Darstellungen einer
Gruppe!
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2.2.7 Die Darstellung eines direkten Produktes

Das direkte Produkt zweier Gruppen wurde schon besprochen. Kann eine Gruppe
G als direktes Produkt zweier Gruppen G; und G ausgedriickt werden, so erhélt
man die Charaktere der irreduziblen Darstellungen von §G leicht aus denen von G
und Gs. Es seien wi(“ ) mit i = 1,...,n, die Basisfunktionen fiir die y-te irreduzible

Darstellung von G; und ¢§V) mit j = 1,...,n, fiir die v-te irreduzible Darstellung

von Go. Die n,n, Basisfunktionen %(H )¢§V) bilden die Basis fiir eine irreduzible
Darstellung von §. Man unterscheide die Elemente und Darstellungen von G
und Gs durch die Indizes 1 und 2. Dann folgt fiir die Matrixdarstellungen der
Operatoren von G; und Gs:

O, b }jdﬂ”D%Z (2.2.58)

Op,8\" = Z & D)) (R,) (2.2.59)
und fiir die Matrixdarstellung der Operatoren der Produktgruppe G gilt:

Om 0\ = O, " Op, ¢, Zw DY (R)DY)(Ry) . (2.2.60)

Man definiert das direkte Produkt zweier Darstellungsmatrizen:
Dy (RiRy) := DY) (Ry) D) (Ry) (2.2.61)
oder symbolisch:
DWW (RyRy) = DY (Ry) x DY (Ry) . (2.2.62)

In diesem Produkt benutzt man Produktindizes ij. Wenn der Einzel-Index i von
1 bis 2 1auft und j von 1 bis 3, dann lauft der Produkt-Index ij iiber die Werte
11,12,13,21, 22, 23.

Um den Charakter von R R, zu finden, mufl man die Diagonalelemente der
Produktdarstellung (2.2.61) aufsummieren, was einfach auf:

X(”XV)(Rle) _ X(M)(RI)X(V)(R2) (2.2.63)

fithrt! Also sind die Charaktere der irreduziblen Darstellungen des direkten Pro-
duktes von G; und Gy die Produkte der Charaktere der irred. Darstellungen von
G; und Gs. Man erhélt die verschiedenen irreduziblen Darstellungen von § durch
paarweise Kombination der irreduziblen Darstellungen von §; und Gs.
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2.3 Die Konstruktion von Darstellungen

Bevor die weiteren Methoden der Darstellungstheorie besprochen werden, soll
noch ein Bezug zu den physikalischen Aufgaben hergestellt werden. Die bisherige
Vorgehensweise geht vom Vorhandensein einer abstrakten Gruppe aus, aber in
physikalischen Problemen beginnt man mit einer Gruppe von Transformationen
im Konfigurationsraum des physikalischen Systems. Im hier vorliegenden Fall sind
dies zum Beispiel Transformationen im dreidimensionalen Raum, die selbst eine
dreidimensionale Darstellung der Symmetriegruppe sind. Die Gruppenelemente
in ihrer Operatorform sind in diesem Moment noch nicht bekannt, sondern nur
Symmetrietransformationen, wie die Drehung C,(#) um die z-Achse um den Win-
kel 6:

' cos@ —sind 0\ [z
y | = |sinf cosf 0] |y (2.3.1)
2 0 0 1 2

oder die Spiegelung an der xz-Ebene:

x 1 0 O T
v=1(o -1 0]y]. (2.3.2)
Z 0 0 1 z

Aus diesen Darstellungen erhélt man jedoch neue Darstellungen und kann die
gesamte Struktur der abstrakten Gruppe folgern.
Die Transformation 7' verdndert den Vektor z zu z’:

=Tr. (2.3.3)

Man assoziiert nun mit 7" einen linearen Operator T oder deutlicher O, der auf
Funktionen wirkt. Man betrachtet eine beliebige skalare Funktion f. Nach der
Koordinaten-Transformation wird aus f die neue Funktion f’. Diese Veranderung
der Funktion soll durch den linearen Operator Or bewirkt werden:

f(x) = Orpf(z) = Tf(z). (2.3.4)

Nun wird eine Bestimmungsgleichung fiir den linearen Operator T = Or zur
Koordinaten-Transformation 7" gesucht. Dazu vergleicht man zwei Koordinaten-
systeme mit enthaltener Funktion am Beispiel einer Drehung um den Winkel
0 um die z-Achse. Das Ausgangskoordinatensystem K enthalte die Vektoren x
und die Funktion f(z). Die Funktion soll am Punkt P(x,y,0) in der xy-Ebene
betrachtet werden. Zusétzlich betrachtet man ein zweites Koordinatensystem &’
der Vektoren z’ und der Funktion f’. Dreht man den Ortsvektor zum Punkt P
um die z-Achse um den Winkel 6, so erhilt man einen neuen Punkt P’, dessen
Ortsvektor aus der Transformationsgleichung (2.3.1 mit z = 0) der Drehung folgt.
Dreht man nun nachfolgend das Koordinatensystem um den Winkel —6 um die
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z-Achse, wendet man also die inverse Transformation auf das Koordinatensystem
an, so erhilt man das neue Koordinatensystem K. In & hat der selbe Punkt P
die nach (2.3.1 mit z = 0) transformierten Koordinaten, die der Punkt P’ in 8
hatte! Diese Tatsache gilt fiir Koordinatentransformationen allgemein. Man kann
einerseits die Koordinatentransformation direkt zur Transformation des Punk-
tes anwenden, was man als aktive Transformation bezeichnet oder man kann die
Wirkung der Transformation als Wechsel in ein anderes Koordinatensystem auf-
fassen, in dem alle Punkte am selben Platz sind, aber durch neue Koordinaten
ausgedriickt werden, die aus der inversen Transformation folgen, was einer pas-
siven Transformation entspricht. Die passive Transformation hat dabei den
Vorteil, dafl keine echte Bewegung stattfindet, sondern nur in ein anderes Ko-
ordinatensystem gewechselt wird. Die folgende Skizze zeigt ein Beispiel fiir beide
Formen der Transformationen am Beispiel einer Drehung um d:

Abbildung 2.1: aktive (a) und passive Transformation (b)

Die passive Transformation verhindert eine Reihe begrifflicher Schwierigkeiten,
die durch die Bewegung der Punkte zustande kdmen. Fiir die passive Transfor-
mation gilt einfach:

Die Relationen zwischen den Koordinaten der transformierten und
der alten Punkte sind die gleichen, wie die Relationen zwischen den
Koordinaten der unverdnderten Punkte im neuen und im alten Koor-
dinatensystem! Die Punkte selbst bleiben fest!

Die passive Auffassung der Transformation erleichtert die Uberlegung iiber
den Zusammenhang zwischen den Funktionswerten der selben Funktion im al-
ten und im neuen Koordinatensystem betréchtlich. Da die Punkte fest bleiben,
sind damit auch die Funktionswerte der selben Funktion in den verschiedenen
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Koordinatensystemen gleich:
f@) = f(=z). (2.3.5)

Mit den obigen Relationen ' = Tz und f'(z) = Orf(x) folgt somit die Bestim-
mungsgleichung fiir den Operator zur passiven Transformation:

f'(2") = Opf(Tx) = f(x) oder Orf(zx)=f(T 'z) . (2.3.6)

Dieser Zusammenhang formuliert die passive Transformation mathematisch. Fiir
die in der Literatur manchmal benutzte aktive Transformation gilt dagegen:

f'(x) = f(2') oder Orf(z)= f(Tx). (2.3.7)

Fiir endliche Gruppen ist es iiblich, den Zusammenhang (2.3.6) fiir passi-
ve Transformationen zu verwenden. Damit ist die Bestimmungsgleichung fiir die
Operatoren festgelegt und die Gruppeneigenschaften der Koordinatentransforma-
tionen iibertragen sich auf die Operatoren, da gilt:

Ost = OrOg und QOg-1 = (OS)_l . (238)

Das Auffinden der Wirkung der Operatoren definiert die Operatoren selbst, und
durch die Wahl einer geeigneten Basis findet man eine neue Darstellung der Grup-
pe mit anderen Basisfunktionen als Koordinaten des dreidimensionalen Raumes.
Die Prozedur der Konstruktion von Darstellungen kann nun angegeben werden:

Man beginnt mit einem Satz linear unabhingiger Funktionen und wendet
auf jede Funktion alle Operatoren Og der Gruppe G an. Dadurch erhélt man
eine Menge von Funktionen, die jeweils durch eine Teilmenge linear-unabhéngiger
Funktionen 41, ..., 4,, der Basis linearkombiniert werden kénnen. Wendet man
auf diesen gefundenen Basis-Satz von n Funktionen jetzt einen Operator O an,
dann kann die daraus resultierende Funktion stets als Linearkombination des
selben Satzes von Funktionen schreiben:

Ripj(x) = Optj(x) = 5 (R™') = Zwi(az)Dij(R) mit i,j=1,....n.
- (2.3.9)

Die so erhaltene Darstellung ist von der Dimension n, also der Anzahl der Basis-
funktionen. Liefert die Anwendung jedes Operators eine andere linear unabhéngi-
ge Funktion, so erhélt man eine Basis mit der der Gruppenordnung entsprechen-
den Anzahl von Funktionen. Dies entspricht der bereits besprochenen reguléren
Darstellung.

Zur Illustration des Verfahrens werde ich das einfache Beispiel der Konstrukti-
on der zweidimensionalen irreduziblen Darstellung der Gruppe C}, durchfiihren.
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Die Gruppe Cj, ist von der Ordnung 6 und besteht aus allen Symmetrie-Trans-
formationen von z.B. Ammoniak (NHj3). Die Gruppe besteht aus drei Klassen
von einem, zwei und drei Elementen:

K, K K
E C3,C3% o,0,,0! "

v v

Csy - (2.3.10)

Das Element Cj ist die Drehung um 120° um die z-Achse, was der Transformation
(2.3.1) mit # = 120° entspricht. Das zu Cj inverse Element ist seine zweite Potenz
C3, was einer Drehung um 240° oder um -120° entspricht. Die Spiegelebene o,
sei die xz-Ebene und die anderen Spiegelebenen o] und o) sind die zu o, iiber
Cs und C% konjugierten Transformationen (siehe 2.1.2), die sich als:

ol = C30,C5 und o = Ci0,Cs (2.3.11)

schreiben lassen. Die Transformationsmatrix zu o, ist (2.3.2), woraus die restli-
chen Matrizen iiber (2.3.11) folgen. Die Inverse einer Spiegelebene ist immer die
Spiegelebene selbst! Als Basisfunktionen sollen die zwei reellen 2P-Orbitale p,
und p, der Form:

Pa = (r)z py = o(r)y (2.3.12)

verwendet werden, wobei der Term ¢(r) vom Vektoren-Betrag abhédngt und unter
den orthogonalen Transformationen in (', invariant ist. Es reicht, die Matrixdar-
stellung der Operatoren von F, C3 und o, zu konstruieren, da alle weiteren durch
Matrixmultiplikation erhalten werden kénnen. Die Matrixdarstellung von E ist
dabei die zweidimensionale Einheitsmatrix. Zuerst wird die Darstellung von Cj
konstruiert:

1 VE]
Ocy (P2 py) = (02((C3)™'7) py((C5)7'7) = (P py) (ﬁ? i) (2.3.13)

und danach die von o,:

Op, (2 2y) = (Pa((0)7'7) py((00) ') = (P D) ((1] _01) . (2.3.14)

Alle weiteren Matrizen folgen aus den obigen Relationen, so dafl man insgesamt
die folgenden 6 Matrizen erhélt:

wor-(3 ) - ). w1 )

D(o,) = ((1) _01) - Do) =2 (—_\}3 _1/3) - e (\_/% \{Z)?, 15)
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Die Charaktere dieser Darstellung sind:
X(E) =2, x(C5) = x(C5) = 1, x(0v) = x(0},) = x(0}) = 0 (2.3.16)
und erfiillen:
2 2 2 Y 2 2 _
X (E)+2x*(C3) +3x*(0,) =2°+2-1°+3-0°=6=g, (2.3.17)

woraus die Irreduzibilitat dieser Darstellung folgt. Die beiden reellen 2P-Orbitale
p, und p, bilden eine Basis fiir die zweidimensionale Darstellung von Cs,. Dabei
gibt es nur eine einzige zweidimensionale irreduzible Darstellung der Gruppe Cs,,
da wegen (2.2.46) die Relation:

n: +n3+n; =6 (2.3.18)
gilt, die nur die eine Losung in N hat, ndmlich zweimal die 1 und einmal die 2:

Aus diesen Informationen kann man die Charaktertabelle der Gruppe Cj, kon-
struieren und die fehlenden eindimensionalen Darstellungen herleiten, von denen
eine immer die total symmetrische Darstellung sein muf}, welche aus einer Basis-
funktion folgt, die unter sédmtlichen Gruppenoperationen invariant ist, wie zum
Beispiel p..

2.3.1 Invarianz von Funktionen und Operatoren

Zunéchst sollen noch einmal die Operatoren Og und ihre Wirkung betrachtet
werden. Wendet man den Operator Og auf die Funktion ¢ (z) an, so wird die
Funktion zu:

Ortp(z) = (R 'x) (2.3.20)
verandert. Die Operatoren zu den Transformationen sind linear:
Or[¥(2) + ¢(2)] = Ortp(z) + Org() (2.3.21)
und es gilt:
Orl(z) - ¢(z)] = [Ort(z)] - [Ore(2)] - (2.3.22)

Neben diesen Eigenschaften fordert man auch, dafl diese Operatoren das Skalar-
produkt bzw. das Uberlapp-Integral zweier Funktionen bei der Transformation
nicht dndern:

(Orf|ORg) = (fIO%0Rl9) = (flg) . (2.3.23)

was auf die Unitaritat: A
0L,0Rr = 00 =1 (2.3.24)
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der Operatoren fiihrt.
Nun kann es Funktionen geben, fiir die:

Ort(z) = () (2.3.25)
gilt, was mit:

Y(z) =¢Y(R'z) oder (Rx)=1(x) (2.3.26)
identisch ist. Die Funktion nimmt am Bildpunkt Rz den selben Wert wie am
Ausgangspunkt x an. In diesem Fall sagt man, dal die Funktion ¢ invariant
unter der Transformation R und der Operation Op ist.

Hat man es anstatt mit einer Funktion mit einem allgemeinen Operator H (x)
zu tun, der auf eine Funktion v (x) nach:

o) = Fe(a)p(x) (2.3.27)

wirkt, dann gilt einerseits:

Or[H(2)y(x)] = Ord(x) = $(R7'z) = ...

= H(R™ ') (R™'2) = H(R™'2)Opti(x) (2329
und andererseits auch:
Or[H(2)¥(x)] = OrH(x)Og' Orth(x) . (2:3.29)
Also ist der transformierte Operator gleich:
H'(z) = H(R 'z) = OxH(z)O7" . (2.3.30)

Ein allgemeiner Operator transformiert anders als eine Funktion. Ist der trans-
formierte Operator mit sich selbst identisch, also:

H'(x) = H(x) , (2.3.31)
dann gilt:
H'(z) = H(R 'z) = OpH(z)0x" = H(x) (2.3.32)
oder:
OrH(z) = H(z)Op . (2.3.33)

Ein solcher Operator wird wieder invariant genannt. Die Invarianz beziiglich eines
Operators Opr duflert sich entweder durch das Verschwinden des Kommutators:

{Or, H(x)} = OrH(z) — H(2)Og =0 (2.3.34)

oder dadurch, dafl der Operator seine Form bei Transformation der Koordinaten

behalt:

~ ~ ~

H(z) = H(R'z) oder H(Rz)=H(z) . (2.3.35)
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Nun kann man eine Verbindung zur Physik beim Betrachten der Schridinger-
Gleichung in ihrer zeitunabhéngigen Form herstellen:

H(z)i(z) = eti(z) . (2.3.36)

Die n linear unabhéngigen Eigenfunktionen ;(x) gehoren alle zum selben Ei-
genwert €, man sagt auch zum n-fach entarteten Eigenwert €. Ist der Hamilton-
Operator J:C(x) invariant unter einer Transformation R, dann liefert der dazu
gehorende Operator Og:

Or[H;] = OrHOF Orthy = H[Op)s] = €O, (2.3.37)

und auch Og); ist eine Eigenfunktion zum selben Eigenwert e. Damit kann Og);
immer als Linearkombination:

Orthj = > hiDy(R) (2.3.38)
=1

geschrieben werden. Fiithrt man dies fiir alle Operatoren R der Symmetriegrup-
pe des Hamilton-Operators durch, so erhélt man eine Darstellung D;;(R) dieser
Gruppe in n Dimensionen.

Die Eigenfunktionen zu jedem Energieniveau bilden eine Basis fiir eine Dar-
stellung der Symmetrie-Gruppe des Hamilton-Operators. Charakterisiert man die
moglichen Darstellungen der Symmetrie-Gruppe, so kann man dadurch auch die
Eigenfunktionen des Hamilton-Operators klassifizieren.

2.3.2 Konstruktion der Basis irred. Darstellungen

Wie in 2.3 beschrieben, kann man von jeder Funktion aus starten, um eine Dar-
stellung einer Gruppe G zu konstruieren, indem man alle Transformationen der
Gruppe auf die Funktion 1 anwendet. Nach der Transformation durch alle Ele-
mente der Gruppe ist entweder 1 selbst eine Basisfunktion oder man kann v linear
durch Basisfunktionen ausdriicken. Diese Aussage bleibt auch dann richtig, wenn
man die Darstellung in ihre irreduziblen Teile aufspaltet. Somit kann man jede
Funktion ¢ als Summe von Funktionen schreiben, die als Basisfunktionen fiir die
verschiedenen irreduziblen Darstellungen dienen konnen:

p=> Z P (2.3.39)
pooi=1

Die allgemeinste dieser Funktionen liefert bei Anwendung jedes Operators der
Gruppe eine andere linear-unabhéngige Funktion Ogt, was auf die bekannte re-
gulédre Darstellung fithrt. Die Basisfunktionen fiir die v-te irreduzible Darstellung
erfiillen die Gleichungen:

Ore =S DY (R) . (2.3.40)
7j=1
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Man sagt auch, dafl die Funktion @/}Z@ zur i-ten Zeile der v-ten irreduziblen Dar-
stellung gehort. Man sucht nun eine notwendige Bedingung fiir die Zugehorigkeit
einer Funktion zu einer irreduziblen Darstellung. Man erhélt diese, indem man
Dj*(R) an (2.3.40) multipliziert und iiber alle R’s summiert. Die Anwendung des
Orthogonalitdts-Theorems liefert dann:

> Dl (R)Ogy” = —1/), Sy - (2.3.41)
R

Daraus folgt fur ,u = v und ¢ = [ = m eine notwendige Bedingung dafiir, daf3
die Funktion ), 1) die i-te Basisfunktion der p-ten irreduziblen Darstellung ist:

Du Z D ) = (2.3.42)

Erfiillt eine Funktion diese Eigenschaft, dann lassen sich die n — 1 fehlenden
“Partner” dieser Funktion finden, die alle zusammen die Basis fiir die irreduzible
Darstellung bilden. Die Partner findet man aus der obigen Relation (2.3.41) fiir
iw=v, m=1und Multiplikation mit g/n,:

Z DI (R)Oryp) = o) . (2.3.43)

Diese Relation kann man auch in der Form:

T gl =y (2.3.44)

schreiben, wobei der Projektions-Operator:
i = e Z DI*(R)Og = % S D (R)R (2.3.45)
R

hier als eine Art Schiebeoperator wirkt, der aus einer Funktion w%) zur v-ten
1rredu21blen Darstellung eine andere zur gleichen Darstellung gehoérende Funktion
¢l erzeugt. Dieser Operator liefert fiir [ = m auch die notwendige Bedingung
(2.3.42) fiir eine Basisfunktion.

Der Operator (2.3.45) ist fiir die Konstruktion von Basisfunktionen sehr wich-
tig. Von diesen Operatoren H glbt es fiir jede irreduzible Darstellung D™ im-
mer n Stiick. Hat man eine allgememe Funktion v, aus der g linear-unabhéngige
Funktionen ORry entstehen, welche die Basis fiir die regulédre Darstellung bilden,
dann bilden die n,, Funktionen:

P = Ty, (2.3.46)

mit festem zweiten Index k eine Basis fiir die u-te irreduzible Darstellung:

Orthyy) —ijk DY(R) . (2.3.47)

7=1
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Von diesen Basen gibt es n, unabhéngige Sétze, was nicht verwunderlich ist, da
jede irreduzible Darstellung so oft, wie ihre Dimension in der reguldren Darstel-
lung auftaucht. Sollte die Funktion 1, einige Symmetrleelgenschaften beziiglich
G haben, dann liefert die Anwendung des Operators H W) in einigen Féllen Null.
Allgemein gilt:

) = 8,00 (2.3.48)

oder in Operator-Form:

T = 6,,0;, 08 . (2.3.49)

Die Anwendung von ﬂf,(:) auf eine Basisfunktion einer irreduziblen Darstellung

ergibt entweder Null oder eine andere Basisfunktion der selben irreduziblen Dar-

stellung. Der Operator Hgf ) ist ein Projektor:
s = (2.3.50)

er vernichtet alle Basisfunktionen aufler 1/1 . Die aus der Zerlegung der regulédren
Darstellung hervorgehenden Basisfunktionen ¢m,)L besitzen die Eigenschaft [9] :

[y = 8.8 O (@351)

Norm fir  k=n

{K(,u;k;,n) fir k#n
wobei K (u; k,n) nur von der Wahl der Basissidtze k£ und n und der irreduziblen
Darstellung p abhéingt. Das Integral umfasst dabei den gesamten Raum und mufl
somit unabhéngig von allen Transformationen sein. Man weifl nun, daf§ die so
konstruierten Basisfunktionen nur dann orthonormal sind, wenn sie zum selben
Basissatz gehoren!

Eine beliebige Funktion v kann als Summe von Funktionen geschrieben wer-
den, die entsprechend der irreduziblen Darstellungen einer Gruppe transformie-

ren: n
= >l (2.3.52)
pnooi=1

Die Summe g lduft dabei iiber alle irreduziblen Darstellungen der Gruppe und ¢
{iber alle unabhingigen Basen der Darstellung D™ i = 1,2, ... ,ny,. Die Funktio-
nen ¥ folgen aus:

P =Wy (2.3.53)
Zur Konstruktion der Basisfunktionen der irreduziblen Darstellungen erzeugt
man die erste Basisfunktion durch Anwendung des Projektors:

YW =1y (2.3.54)

J
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und leitet die restlichen Partner durch Anwendung des Schiebeoperators her:
), () (k)
I ) =1 : (2.3.55)

Will man nicht jede Komponente einzeln konstruieren, sondern nur die Summe
aus den Basisfunktionen einer irreduziblen Darstellung, dann gibt es dafiir einen
weit einfacheren Operator, der anstatt der Darstellungsmatrizen nur die Charak-
tere enthélt. Man sagt, dal eine Funktion “zur v-ten irreduziblen Darstellung
gehort”, wenn sie die Summe der Basisfunktionen dieser Darstellung ist:

P =3 "y (2.3.56)
i=1

Der Operator zur Erzeugung einer solchen Funktion folgt aus (2.3.41) fir [ = m
und Summation iiber [, was auf:

* v * v g v g v
DY D (ROr” = Y X (ROp” = b Y Suth” = 8,01
l R R v 1 o

(2.3.57)
fithrt. Nachfolgende Summation iiber ¢, Multiplikation mit n,/¢g und Identifika-
tion von (2.3.56) liefert dann:

Py . e S X 0pp®) = 5,0 . (2.3.58)
9 R

Dabei ist der Operator:

on

P =30 = "N oy, (2.3.59)
- g 7

=1

auch ein Projektor, aber mit der schwécheren Eigenschaft:

A

P = g, (2.3.60)

Diese Eigenschaft versetzt ihn in die Lage, aus einer beliebigen Funktion 1, die
ja wegen (2.3.39) bzw. (2.3.52) als:

= o (2.3.61)
n

geschrieben werden kann, den Funktions-Anteil zur u-ten irreduziblen Darstellung
herauszuprojizieren:

YW = Py, (2.3.62)

Der Operator P® ist natiirlich nicht so aussagekriftig wie ﬂ%) , aber er besitzt

den Vorteil, dal er unter AhnlichkeitstransformatAionen zu dquivalenten Darstel-
lungen seine Form nicht #ndert! AuBerdem kann P®*) immer konstruiert werden,
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da man zu fast jeder Gruppe Charaktertabellen in der Literatur finden kann.
Im Falle einer eindimensionalen irreduziblen Darstellung sind die Charaktere mit
den Matrizen identisch und somit stimmt dann auch (2.3.59) mit dem allgemei-
nen Projektor (2.3.45) iiberein. Im Falle der voll-symmetrischen Darstellung D)
sind alle Matrizen identisch 1 und der Projektor lautet:

. . 1
o =pH ==3N"0, . 2.3.63

Die oben vorgestellten Operatoren sind die wohl wichtigsten Werkzeuge zur
Konstruktion von Basisfunktionen irreduzibler Darstellungen. Diese Basisfunk-
tionen werden in der Literatur auch oft als Symmetrie-adaptierte Linear-Kom-
binationen oder kurz SALC’s bezeichnet, wenn sie aus den Wellenfunktionen
verschiedener Atome eines Molekiils im Rahmen der LCAO-Niherung aufgebaut
sind. Kénnen die Funktionen zu einer bestimmten irreduziblen Darstellung nicht
durch “hinsehen” gefunden werden, so erfiillen die obigen Operatoren in jedem
Fall diese Aufgabe.
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2.4 Direkte Produkte von Darstellungen

Neben der direkten Addition von Darstellungen gibt es noch eine andere Moglich-
keit, aus bestehenden Darstellungen Neue zu gewinnen, nédmlich das sogenannte
direkte Produkt oder auch Kronecker-Produkt von Darstellungen. Diese Proze-
dur ist der bereits besprochenen Konstruktion der irreduziblen Darstellungen
eines direkten Produktes zweier Gruppen sehr dhnlich. Die Arbeit mit Produkt-
Darstellungen ist gerade fiir das hier betrachtete Problem von grofiter Wichtig-
keit. Das direkte Produkt zweier Darstellungen spielt eine fundamentale Rolle in
der Theorie gekoppelter Systeme und in der Herleitung von Auswahlregeln. Hier
soll die mathematische Basis fiir diese Anwendungen geschaffen werden.

2.4.1 Das Kronecker-Produkt

Man habe zwei Sitze von Eigenfunktionen des Hamilton-Operators zu verschie-
denen Eigenwerten A, und ),. Beide Sétze sollen die Basis fiir eine irreduzible
Darstellung der Symmetriegruppe des Hamiltonians bilden, was die Abwesenheit
zufilliger Entartung voraus setzt. Der erste Satz zum Eigenwert A\, bestehe aus
den n,, Funktionen ¢ mit ¢ = 1,...,n, und bilde die p-te irreduzible Darstel-
lung D™ der Symmetriegruppe des Hamﬂtomans

Ort =3 " DI (R) . (2.4.1)
=1

Der zweite Satz zum Eigenwert A, bestehe aus n, Funktionen qb( ) mit i =
1,...,n, und bilde die v-te irreduzible Darstellung D®) der Symmetrlegruppe
des Hamﬂtomans.

OreY) => ¢/ DI)(R) . (2.4.2)
=1

Die Multiplikation dieser beiden Gleichungen liefert mit der Eigenschaft (2.3.22)
der Operatoren folgende neue Darstellung der Symmetriegruppe G des Hamilto-
nians:

O 6)) = (0R') (Ore) = ...
= Z W6 D (R)DY(R) = ..

ZW VDl (R) -

(2.4.3)

Die Basisfunktionen der Produktdarstellung sind die Produkte 1[)1(“ )gbl(y) und die
Produktdarstellung selbst schreibt man als D#**) oder auch D™ x D®) Diese
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Produktdarstellung nennt man das Kronecker-Produkt oder auch direktes Produkt
der Darstellungen D® und D®™). Allgemein gilt:

D(pxu)(Rs) — D(MXV)(R) . D(MXV)(S> . (244)

Zur Indizierung der Matrixelemente in einer solchen Matrix werden die gewohn-
ungsbediirftigen, aber iiblichen Doppel- oder Produktindizes ij verwendet. Die
Indizierung funktioniert folgendermafien:

Dif7) (R) = (DY (R) x DY) (R))ajm = Dif (R)D)(R) . (2:4.5)
Man betrachtet die 1/1§” )qbl(l’)’s als Komponenten eines Vektors im (n, - n,)-di-
mensionalen Produktraum. Die Produkte miissen natiirlich linear unabhéngig
sein, denn sonst hétte man weniger Dimensionen, da man Terme zusammenfassen
kann. Léuft der Einzel-Index i von 1 bis 2 und j von 1 bis 3, dann lauft der
Produkt-Index 25 {iber die Werte 11,12, 13, 21, 22, 23.

Die Regeln fiir das direkte Produkt sind recht einfach. Sind Ay, A,, ... Matri-
zen der Dimension nxn und By, Bs, ... Matrizen der Dimension m xm, dann sind
die Kronecker-Produkte A; x By, Ay X By, ... Matrizen der Dimension mn x mn
und jede besteht aus:

(A, X By)ikji = (Av)ij(Bu)w - (2.4.6)
Fiir gemischte Produkte gilt:
(A1 X By) - (Ag X By) = (A1A42) X (B1Bs2) (2.4.7)
oder allgemein:
(A1 X By) - (A X By) -+ (Ag X By) = (A1Ag -+~ Ag) X (B1By--- By) . (2.4.8)

Das direkte Produkt zweier Matrizen kann in Block-Form geschrieben werden:

allB algB Ce CLlnB
anB a»xB ... a,B

AxB=| 0 "0 o e (2.4.9)
amB asB ... an,B

wobei jeder Eintrag ein Block ist, der aus den Elementen der im Produkt zweiten
Matrix B besteht, die alle mit dem entsprechenden Element a;; der im Produkt
ersten Matrix A multipliziert wurden. Es ist klar da}, obwohl A x B # B x A gilt,
die beiden Produkte durch gezielte Vertauschung bestimmter Zeilen und Spalten
ineinander iiberfiithrt werden kénnen, was einer Ahnlichkeitstransformation ent-
spricht. Die Charaktere solcher Produkte hdngen somit nicht von deren Reihen-
folge ab. Der Charakter eines direkten Produktes zweier Darstellungs-Matrizen
DW(R) x D™(R) wird mit:

Y® x x"(R) = x*)(R) (2.4.10)
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bezeichnet und ist einfach das Produkt der Charaktere der Faktoren:

X ZD” (R) = x"(R) - x"“)(R) . (2.4.11)

2.4.2 Symmetrisierte und antisym. Darstellungen

Bevor die Zerlegung eines allgemeinen Kronecker-Produktes durchgefiihrt wird,
soll noch der Spezialfall eines direkten Produktes aus zwei gleichen Darstellun-
gen (identische Matrizen) betrachtet werden. Zunéchst seien die beiden gleichen

Darstellungen auf verschiedenen Basen wi(“ ) und ¢§” ) aufgebaut, die voneinander
unabhéngig sind. Dabei ist das direkte Produkt einer Darstellung der Dimensi-
on > 1 mit sich selbst immer reduzibel, was nun genauer untersucht wird. Man
betrachte die Definition der Produktdarstellung (2.4.3) fiir p = v einmal direkt:

ZW)¢ W(R)DY (R) (2.4.12)

und einmal mit vertauschten Einzelindizes j und [:

Z¢ ‘o) DY (R) DY (R) . (2.4.13)

Bildet man nun Summe und Differenz der beiden obigen Gleichungen, dann erhélt
man:

Or(B g + ¢ gl Zw '(R)DY(R) + DY (R)DY(R)]

Z(¢(M _|_ w(u)gb M))[ “)(R)D(M)(R) + D(H)(R)D,(J;)(R)]
ik

(2.4.14)
und;
O — ety = 3"y WD (R) DY (R) — DY (R) DY (R)]
ik
= 5 W — w6 DY (DY () - DY (R)D ()
' (2.4.15)

wobei beides Darstellungen sind. Das Produkt D® x D® der Darstellung D®
mit sich selbst ist somit, abgesehen von dem trivialen Fall n, = 1, stets in die
direkte Summe der beiden obigen Darstellungen zerlegbar. Dabei wird die Dar-
stellung (2.4.14) als symmetrische Darstellung mit dem Symbol [D® x D] und
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(2.4.15) als antisymmetrische Darstellung mit dem Symbol {D® x DU} bezeich-
net. Das direkte Produkt einer Darstellung D®) (n, > 1) mit sich selbst wird
folgendermafen zerlegt:

DWW p) — [D(”) x D(“)] D {D(“) % D(“)} ) (2.4.16)

Diese Darstellungen konnen wiederum reduzibel sein. Die Matrizen der symme-
trischen und der antisymmetrischen Darstellung sind:

(D® % DW(R)jus; = = (DY (R)DY(R) + DY(R)DY(R)]  (2.4.17)

2 lj
D s DW(R)Y, . — LD (RDY(RY — DU (RYDW (R 2.4.18
{ X (R) brij 2[ ri (1) Ij (R) i (R) kj( )] (2.4.18)

und die zugehorigen Charaktere lauten:

X% 5 X (B)] = S[0(R)) + ()] (2.419)
[ x X(R)} = SI(R)? ~ X(R?)] (2.420)

Die Dimensionen dieser Darstellungen sind %n#(n# +1) fiir die symmetrische und
+n,(n, — 1) fiir die antisymmetrische Darstellung.

Zuletzt soll noch der Fall des direkten Quadrates [D)]? betrachtet werden,
bei dem nicht nur die Matrizen, sondern auch die Basisfunktionen die selben
sind, wg" ) = gbg” ). In diesem Fall verschwindet die antisymmetrische Darstellung
identisch und es bleibt nur die symmetrische, was verstandlich ist, denn das di-
rekte Quadrat ist ja symmetrisch beziiglich Vertauschung seiner Faktoren. Der

Charakter des direkten Quadrates ist somit:

[X“P(R) = %[(X(R))Q +x(RY)] . (2.4.21)

Neben dem Quadrat kénnen auch noch héhere Potenzen gebildet werden. Zum
Beispiel sind die Charaktere der dritten und vierten Potenz einer Darstellung
gleich:

XOP(R) = SR + xR + 3x(RY)  (24.22)
und:
R = (R + OCRPX(RY) + .

(2.4.23)

o X (RIXCR) + S (R + (R
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2.4.3 Die Clebsch-Gordan-Entwicklung

Das direkte Produkt zweier irreduzibler Darstellungen einer Gruppe G ist im
allgemeinen reduzibel. Zur Analyse der Produktdarstellung geht man von ihren
Charakteren:

X" (R) = x"(R) - X" (R) (2.4.24)
aus und benutzt die bereits vorgestellten Charaktermethoden, wie:
1
@, ==Y x"(RX(R), (2.4.25)
g Re§

welche angibt, wie oft D(@) in D***) yorkommt. Durch Kombination dieser beiden
Relationen erhélt man den bequemen Ausdruck:

1
ag =~ > XP (RN (R)X7"(R) (2:4.26)
9 ReS

fiir die Anzahl der D©)’s im Kronecker-Produkt D®**). Die a,’s sind die Koef-
fizienten in der Entwicklung von D™ x D®) in irreduzible Darstellungen:

DWW x D) = Z%D@ (2.4.27)

und sie sind ganze positive Zahlen oder Null. Diese Entwicklung nennt man
Clebsch-Gordan Entwicklung. Man schreibt sie in der Literatur auch manchmal
als:

DWW x D¥ =3 " (uveo)D' (2.4.28)
wobei hier (puvo) angibt, wie oft die irreduzible Darstellung D) im direkten
Produkt D® x D) vorkommt. Dabei gilt (uvo) = (vuo).

Fiir die Entwicklung von Ubergangsregeln ist es wichtig zu wissen, ob die total
symmetrische irreduzible Darstellung D™ in einem direkten Produkt vorkommt.
Wie bereits erwahnt, besitzt jede Gruppe diese eindimensionale irreduzible Dar-
stellung, deren Matrizen bzw. Charaktere alle identisch 1 sind:

DY(R)=xW(R)=1 firalle ReS. (2.4.29)

Damit folgt aus (2.4.26) ein Kriterium fiir das Vorkommen fiir D) in einem
direkten Produkt zweier irreduzibler Darstellungen:

1
4y = - Z XD (RIXP(R) =6, . (2.4.30)
g Reg§

Das bedeutet, dafl die total symmetrische Darstellung dann und nur dann einmal
im Kronecker-Produkt D® x D®) vorkommt, wenn die beiden Darstellungen
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das Komplex-Konjugierte voneinander sind D™ = D®*_Sind die Darstellun-
gen reell, dann kommt D™ nur im direkten Produkt einer Darstellung mit sich
selbst vor. Die einzelne Basisfunktion der total symmetrischen Darstellung ist
invariant unter allen Transformationen der Gruppe G und ist nur dann als Line-
arkombination von Produktfunktionen darstellbar, wenn die Produktfunktionen
aus Basisfunktionen zueinander konjugiert-komplexer irreduzibler Darstellungen
D™ und D™ mit DWW = D®)* gebildet werden. Dabei ist zu beachten, daf hier
nur unitdre Darstellungen behandelt werden.

In Analogie zum direkten Produkt zweier irreduzibler Darstellungen einer
Gruppe kann man auch direkte Produkte einer beliebigen Anzahl von irreduziblen
Darstellungen bilden. Die Charaktere eines solchen Kronecker-Produktes sind
gleich dem Produkt aus den Charakteren der Faktor-Darstellungen:

X(axﬁx---xw) (R) — X(@)(R)X(ﬂ)(R) R X(w)(R) . (2.4.31)

2.4.4 Einfach reduzierbare Gruppen

Bei der folgenden expliziten Bestimmung der Basisfunktionen der Darstellun-
gen, die in einem direkten Produkt auftauchen, ist es wichtig zu wissen, ob eine
Darstellung mehrmals in einem Kronecker-Produkt auftaucht. Kommt in einem
direkten Produkt zweier irreduzibler Darstellungen nie eine Darstellung ofter als
einmal vor, so ist dies eine Eigenschaft der Gruppe. Man definiert einfach redu-
zible Gruppen. Eine einfach reduzible Gruppe G hat die Eigenschaften:

a) Jedes Element von § ist dquivalent zu seinem Inversen.

b) Das Kronecker-Produkt zweier irreduzibler Darstellungen von G enthélt jede
irreduzible Darstellung hochstens einmal.

c) Alle Charaktere der irreduziblen Darstellungen von G sind reell bzw. zu
einer reellen Darstellung dquivalent.

Die Eigenschaft a) bedeutet, dafl jedes Element mit seinem Inversen in der selben
Klasse ist. Solche Klassen nennt man ambivalent. Ob eine Gruppe zu einer vor-
liegenden Symmetrie einfach reduzibel ist, hat weitreichende physikalische Kon-
sequenzen. Ist die Gruppe einfach reduzibel, so kann die Wellenfunktion eines
aus zwei Teilen gekoppelten Systems bis auf einen Phasenfaktor allein aus ihren
Symmetrie-Eigenschaften bestimmt werden.

Die einfache Reduzibilitiat duflert sich aber auch in den Darstellungen des
Kronecker-Produktes. Nach Wigner teilt man irreduzible Darstellungen in drei
Typen ein:

- Typ 1 (Ganze Darstellungen):
D ist reell oder kann auf reelle Form gebracht werden.
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- Typ 2 (Halbe Darstellungen):
D ist dquivalent zu D*, kann aber nicht auf reelle Form gebracht werden.

- Typ 3 (Komplexe Darstellungen):
D ist nicht dquivalent zu D*.

Fiir diese Unterscheidung gibt es ein einfaches Charakterkriterium:

+1 fiur Typ 1
9 Res 0 fiir Typ 3

Eine einfach reduzible Gruppe besitzt also nur ganze und halbe Darstellungen,
was bedeutet, dafl D &dquivalent zu D* ist und somit alle Charaktere reell sind!
Man kann zeigen, dafl ein Kronecker-Produkt aus ganzen und halben Darstellun-
gen auch nur ganze oder halbe Darstellungen enthélt und somit keine komplexen
Darstellungen vom Typ 3 in der Clebsch-Gordan-Entwicklung auftreten kénnen.

Einfach reduzible Gruppen besitzen nur reelle Charaktere!

Diese Gruppen sind recht héufig. Eine recht grofie Anzahl von Gruppen sind
einfach reduzibel, wie die Rotationsgruppe (SO(3)), fast alle Kristall- und Mo-
lekiil-Symmetriegruppen, alle symmetrischen Gruppen .S,, und viele mehr.

2.4.5 Clebsch-Gordan-Koeffizienten

Von grofler physikalischer Relevanz ist die Konstruktion von Basisfunktionen der
irreduziblen Darstellungen, die im Kronecker-Produkt enthalten sind. Es seien
n, Basisfunktionen wj(“ mit j = 1,---,n, zur irreduziblen Darstellung D

der Gruppe G gegeben und n, weitere Basisfunktionen gzﬁl(y) mit [ = 1,---,n,

(N

zur irreduziblen Darstellung D™ (G). Nun sollen n, Funktionen Wy’ mit s =

1,--- ,ny gefunden werden, die Linearkombinationen der Produkte 1/1 qblV sind

und eine Basis fiir die irreduzible Darstellung DW(§) bilden. Die Funktionen M
bilden die Menge der Partner zu DW(G). Aus der Clebsch-Gordan-Entwicklung
weiB man, daB ein solcher Satz nur dann existiert, wenn DV in D® x D®)
enthalten ist, also (urA) > 0 ist. Folgt aus der Entwicklung jedoch (uv) > 1,
so ist DM mehrfach im Kronecker-Produkt enthalten und man kann mehrere
unabhéngige Satze von Partnern N bilden; genauer gesagt wird es (uvA) Séatze
geben, die alle korrekte Linearkombinationen der Produktfunktionen sind. Um
diese Satze zu unterscheiden, fithrt man einen zusétzlichen Index 7, ein und
verwendet die Notation \IIQTAS mit s = 1,--- ;ny und 7, = 1,---, (ur). Diese

(A7) werden Linearkombinationen der Produkte wj(-“ )qbl('/) sein:

Funktionen Wy
v v
W) Z@D(“ N(pj, vi|ATys) = Zw’%( )( Nk ) . (2.4.33)

S
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Die (uj, vl|A\s)’s sind dabei die Clebsch-Gordan-Koeffizienten. Man bezeichnet
die CG-Koeffizienten auch manchmal als Wigner-Koeffizienten oder auch Vektor-
Additions-Koeffizienten.

Die gesamte Anzahl von Funktionen U™ muB natiirlich mit der Zahl der
verschiedenen Produkt-Funktionen @D](“ ) gbl(y) iibereinstimmen:

Z(;w)\)n,\ =n,n, , (2.4.34)

A

womit klar ist, dal die Matrix der CG-Koeffizienten (g7, vI|ATys) von der Dimen-
sion n,n, x n,n, ist. Die CG-Koeffizienten geben iiber (2.4.33) die Verbindung

zwischen zwei verschiedenen Basen 8™ und ¢§“ )(bl(y) des Darstellungsraumes
des Kronecker-Produktes an. Da man es hier durchweg mit unitdren Darstel-
lungen zu tun hat, transformiert man also von einem orthonormalen System
Y; (s )gb zu einem Anderen U™ {iber die unitire Matrix der CG-Koeffizienten
(,uj, vl|ATys), so dal die Unitaritétsrelationen:

(ATas|pg, vl) = (pg, viATas)™ (2.4.35)

Z(uj, VN7 8 (g, vl ATas) = O Ory 7!, Oss (2.4.36)
I

Z(,uj', vl | Aas) (g, vIATAS) = 60w (2.4.37)

AT\ S
gelten.
Zur Bestimmung der CG-Koeffizienten 183t man einen Operator der Gruppe
G auf die Produkt-Basisfunktionen wirken:

PO™) Z vON pO(R) | (2.4.38)

setzt die Entwicklung der U£™)s in die CG-Koeffizienten (2.4.33) ein und erhalt
s0:

ZDU (R)(uj, vi|Amas) = > (i, vk|Aas) DO (R) . (2.4.39)

s/

Diese Glelchung ist sehr wichtig und wird zur Bestimmung der CG-Koeffizienten
in verschiedene Formen gebracht. Die Darstellungsmatrizen in (2.4.39) werden
iiblicherweise als gleich gewéhlt, wenn sie zur selben irreduziblen Darstellung
gehoren DA™ = DAY Man muB beachten, da die CG-Koeffizienten, anders als
die CG-Entwicklung, von der Form der Darstellungsmatrizen abhéngen. In der
hier vorliegenden Arbeit benutzt man (2.4.39) in der bequemen Form:

> (i, vEIN T t)* DY (R) D (R) (g, vilAras) = Y DO (R)dax ey, Oy -
ik,jl s

(2.4.40)
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Diese Gleichung lautet in Matrix-Form:

C(u,v)(D™(R) x D™(R))C(p, v) =

0 D(V)( R)
(2.4.41)
Diese Gleichung sagt aus, da8 die Matrizen D" (R) x D™ (R) des Kronecker-
Produktes durch die Matrix der Clebsch-Gordan-Koeffizienten in die reduzier-
te Block-Form gebracht werden. Es sind nur solche CG-Koeffizienten von Null
verschieden, die zu einer in der CG-Entwicklung vorkommenden Darstellung
gehoren. Natiirlich ist auch die inverse Transformation moglich, bei der die Block-
Form in die Produkt-Matrizen transformiert wird. Kommt eine reduzible Dar-
stellung mehr als einmal im Kronecker-Produkt vor, so kann man (normierte)
Linearkombinationen der Basisfunktionen zur gleichen Spalte dieser irreduziblen
Darstellung bilden, ohne daf} sich das Ergebnis dndert:

> ax, T (2.4.42)
T

Die CG-Koeffizienten wéren somit nicht eindeutig aus der Symmetrie zu be-
stimmen! Dieser Fall liegt hier nicht vor, da nur einfach reduzible Gruppen
betrachtet werden und somit jede irreduzible Darstellung hochstens einmal in ei-
nem Kronecker-Produkt auftaucht. Ich werde hier keine Beispiele fiir eine solche
Bestimmung angeben, da spéter ein ganzer Satz von CG-Koeffizienten bestimmt
werden muf.

Zuletzt werde ich noch angeben, wie sich die CG’s beim Ubergang zu einer
daquivalenten Darstellung verhalten. Dieser Zusammenhang ist recht wertvoll, da
er eine Ubertragung bekannter CG’s auf eine andere Darstellung erméoglicht, wie
zum Beispiel CG’s der komplexen Darstellung zur reellen. Der folgende Zusam-
menhang wurde von mir hergeleitet und konnte nicht in der Literatur gefunden
werden. Die Vorraussetzung sei, daf} jede irred. Darstellung nur einmal im direk-
ten Produkt enthalten sein soll. Die CG-Entwicklung laute somit:

DWW x DV =3 "DW . (2.4.43)
A=1

Die Basen der Faktor-Darstellungen seien als Zeilenvektoren gegeben:

D . {%(‘#)J =1,...,n,} oder YW .= ( W . ,wﬁffl))

2.4.44
DW . {¢§-V),l: 1,...,n,} oder o™ = ( Y),..., 7(1””)) ( )

Auch die Basen der Produkt-Darstellungen sind Zeilenvektoren:

DM oWV s=1,...,n} oder UM .= (TW Wy | (2.4.45)
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wobei der Index A alle Darstellungen im direkten Produkt (2.4.43) durchléuft
A=1,...,z Die Menge der Produktfunktionen aus den beiden Faktor-Basen sei
durch ™ @ ¢ mit (YW ® ¢™); = w](»“ )gzﬁl(”) unter Benutzung von Produkt-
Indizes symbolisiert.

Die Matrix der gesamten Clebsch-Gordan-Koeffizienten C(u,v) fiir das di-
rekte Produkt D™ x D®) sei bekannt und die komplette Transformation von
P @ ¢ zur Standard-Produkt-Basis lautet in Matrix-Form:

W) = () ), v) (2.4.46)

wobei hier zu beachten ist, daf§ die Basisfunktionen in Zeilenvektoren stehen, was
fiir Basisfunktionen iiblich ist.

Nun wird ein Basiswechsel mit einer anderen unitdren Matrix fiir jede Darstel-
lung vollzogen, wobei aus allen Darstellungen dquivalente Darstellungen werden.
Der Basis-Wechsel lautet:

D) = U,E D(H)UM c W = Q/J(u)UM oder P = W(”)U,i
D) — UJ DWU, . ¢¥ =My, oder o) = gb’(”)Uj
(2.4.47)
individuell fiir jedes X aus 1,..., z sei:
D'V =UIDVU, . W =Ny, oder T = wNUT

Nun ersetzt man die alte Basis durch die neue, und nach einer Umformung folgt
die niitzliche Gleichung fiir die transformierte Clebsch-Gordan-Matrix C’(u, v):

Us—1 0
Ux=2

C'(p,v) = (U} x UY) C(p,v) ' : (2.4.48)

0 U/\:z
Dieser Zusammenhang zwischen Clebsch-Gordan-Koeffizienten von dquivalenten
Darstellungen ist sehr wichtig, um selbst konstruierte CG’s z.B. fiir reelle Orbitale
mit bekannten CG’s aus der Literatur zu vergleichen oder jene auf andere Basen
zu iibertragen.
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2.5 Kontinuierliche Gruppen

Bisher wurden nur endliche diskrete Gruppen betrachtet, die aus einer endlichen
diskreten Menge von Elementen bestehen. Es gibt jedoch auch Gruppen aus un-
endlich vielen Elementen, wie zum Beispiel die Gruppe der diskreten Translatio-
nen eines Kristalls. Eine noch haufigere Variante in physikalischen Problemen sind
Symmetriegruppen, die aus einer kontinuierlichen Menge von Transformationen
bestehen. Zum Beispiel ist der Hamilton-Operator eines Elektrons im Zentralfeld
symmetrisch unter jeder beliebigen Rotation. Jedes Element wird dann durch ei-
ne Zahl von Parametern bestimmt, die sich kontinuierlich veréindern konnen. Ein
explizites Beispiel ist die Gruppe der Transformationen:

¥ =ar+0, (2.5.1)

bei der die Parameter a und b jeden beliebigen reellen Wert —oo,--- , 00 an-
nehmen kénnen. Die kontinuierliche Menge dieser Transformationen bildet eine
zwei-parametrige kontinuierliche Gruppe, bei der jede Verdnderung der Parame-
ter, selbst wenn sie infinitesimal klein ist, auf ein neues Element der Gruppe
fiihrt.

Allgemein werden die Gruppenelemente einer r-parametrigen kontinuierlichen
Gruppe durch r kontinuierlich verénderliche Parameter a4, ..., a, bestimmt, so
daB die Gruppenelemente als R(ay, ..., a,) = R(a) geschrieben werden. Die Men-
ge der moglichen Parameterwerte bilden die sogenannte Gruppenmanigfaltigkeit.
Variieren die Parameter innerhalb einer geschlossenen und zusammenhingenden
Gruppenmanigfaltigkeit, dann nennt man die Gruppe kompakt. Nun miissen die
Gruppenelemente R(a) die selben Gruppenaxiome erfiillen, wie im Fall der end-
lichen Gruppen. Es muf} einen Satz von Parameter-Werten a® geben, so daf:

R(a®)R(a) = R(a)R(a®) = R(a) (2.5.2)

gilt, wobei R(a’) = E das Identitéitselement der Gruppe ist, und man benutzt
die Konvention:
=0, (2.5.3)

auch wenn der obige Parameter-Vektor nicht wirklich Null ist! Fiir jeden Wert a
der Parameter gibt es einen Wert @, so dafi:

R(@)R(a) = R(a)R(@) = R(a”) = R(0) = E (2.5.4)
gilt und R(a@) das Inverse zu R(a) ist:
R(a@) = [R(a)] " . (2.5.5)

Das Produkt zweier Elemente mufl ebenfalls zur Gruppe gehoren. Bildet man
das Produkt aus den Elementen zu den Parameterwerten a und b, so findet man
einen Satz von Parameter-Werten ¢ mit:

R(c) = R(a)R(b) . (2.5.6)
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Dabei seien die Parameter ¢ reelle Funktionen der reellen Parameter a und b:
e = or(ar, ... a3 by,....0,), k=1,....r (2.5.7)

oder in Vektor-Schreibweise:
c=¢(a;b) . (2.5.8)

Dies waren soweit die Bedingungen fiir eine Gruppe. Fordert man zusétzlich noch,
daf die Funktionen (2.5.7) fiir die Parameter des Produktes alle analytisch sind,
also Ableitungen aller Ordnungen in allen Argumenten besitzen und @ analytisch
in a ist, dann erhélt man eine r-parametrige Lie- Gruppe. Dabei ist noch zu beach-
ten, daf} die » Parameter der Gruppe essenziell sein miissen und keine kleinere
Menge von Parametern ausreicht, um alle Elemente eindeutig festzulegen. Ein
Beispiel dafiir wire die Gruppe der Transformationen:

r=r+a+b (2.5.9)

in der die Parameter a und b nicht essenziell sind, da ¢ = a 4 b ausreicht, um alle
Transformationen festzulegen und dies folglich nur eine einparametrige Gruppe
ist!

Héufig ist es erforderlich, zusétzlich zu den kontinuierlichen Parametern einer
Gruppe noch einen diskreten Index (oder Parameter) mit einzubeziehen, um alle
Elemente zu charakterisieren. Eine solche Gruppe wird gemischt-kontinuierliche
Gruppe genannt. Ein Beispiel fiir eine solche Gruppe ist die Gruppe der Trans-
formationen G : #' = +x+a, wobei a kontinuierlich zwischen —oo und oo variiert.
Die Gruppenmanigfaltigkeit besteht aus zwei getrennten Stiicken. Die Transfor-
mationen 2’ = x +a bilden eine Untergruppe I', deren Transformationen samtlich
durch kontinuierliche Variation des Parameters a vom Identititswert a” = 0 bis
zum Endwert a erreicht werden konnen. Die Transformationen 2’ = —z+a konnen
nicht kontinuierlich von der Identitét aus erreicht werden. Sie sind die Nebenklas-
se, die aus der Multiplikation der Untergruppe I' mit der Inversion [ : 2’ = —x
hervorgeht. Also besteht die ganze Gruppe aus:

G=T+TT,

wobei I' eine invariante Untergruppe von G ist mit einer Quotientengruppe der
Ordnung 2!

Diese gemischt-kontinuierlichen Gruppen sind sehr hiaufig anzutreffen! Die in
dieser Arbeit nahezu ausschliefllich benutzte Gruppe D, ist ein solcher Typ.
Die wohl bekannteste Gruppe dieser Sorte ist die Rotations-Reflektionsgruppe in
drei Dimensionen O(3), deren irreduzible Darstellungen durch die Drehimpuls-
Eigenfunktionen aufgespannt werden. Auch diese Gruppe besteht aus der inva-
rianten Untergruppe der Rotationen O7(3) und der Nebenklasse aus O™ (3) mit
der Inversion! Der zusétzliche diskrete Parameter, der zur Klassifizierung der ge-
samten Zahl von Elementen nétig ist, gibt die irred. Darstellung der Inversion an
und heifit Paritét!
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2.5.1 Lie-Gruppen

Im folgenden werden Gruppen aus linearen Transformationen in einem n-dimen-
sionalen Vektorraum betrachtet, die durch eine endliche Anzahl von kontinuierlich
veranderlichen Parametern bestimmt werden. Die Kontinuitat wird iiber eine all-
gemeine Definition der Nahe zwischen den Gruppenelementen definiert, was auch
bedeutet, daB eine kleine Anderung der Parameter im Produkt zweier Elemente
auch nur eine kleine Verdnderung des Produktelementes nach sich zieht.

In diesem Fall sind nur Gruppen von Transformationen interressant und alle
Ergebnisse werden in diese Richtung orientiert. Eine r-parametrige Lie-Gruppe
bestehe aus den Transformationen:

2= fi(zry,. . xnsay,. .0, i=1,....n (2.5.10)

oder in Vektor-Schreibweise:
' = f(x;a), (2.5.11)

wobei die f;’s analytische Funktionen in den Parametern a sind und die r reellen
Parameter a; essenziell sein sollen. Sind die f;’s lineare Funktionen der Koordina-
ten x;, so nennt man die Gruppe eine lineare Lie-Gruppe. Die Transformationen
miissen die Gruppenaxiome erfiillen. Es muf§ zu jedem Element ein Inverses ge-
ben, was bedeutet, dal zu jedem Parametersatz a ein Satz @ gefunden werden
kann, so dal beide nacheinander ausgefiihrte Transformationen die Identitéts-
Transformation sind:

2" = f(aha) = f(f(z;a);@) =z . (2.5.12)

Dieser Parametersatz @ kann nur gefunden werden, wenn (2.5.10) nach den z;’s
aufgelost werden kann, was nur moglich ist, wenn die Jakobi-Determinante dieser
Transformationen von Null verschieden ist (Bedingung fiir lokale Auflésbarkeit):

onh ... Of
ox1 0zn
: S| #£0. (2.5.13)
Ofn ... Ofn
ox1 0zn

Werden zwei Transformationen hintereinander ausgefiihrt:

x; = fi(‘rb vy Ty A1y e e ’aT)’
x;/:fi(xllv'”vx/n;bh""b?")? (2514)

dann muf} die resultierende Transformation auch Element der Menge sein, was
bedeutet, dal es einen Satz von Parameter-Werten ¢y, ..., ¢, geben muf}, so daf:

= filxr, .. T, 0) (2.5.15)
ist. Die Parameter ¢ miissen Funktionen der Parameter a und b sein:

Ck:¢k<a1,...,ar;b1,...,br) . (2516)
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Die Funktionen ¢, und auch die a@’s seien analytische Funktionen der Parameter
a. Diesen Satz von Funktionen schreibt man zusammen symbolisch als:

c = ¢(a;b) (2.5.17)
und damit erhélt man die obige wiederholte Transformation als:
o = f(a;0) = f(f(z;a);b) = f(z;0) = fla:¢(a;D)) . (2.5.18)

Weiterhin muf es einen Satz von Parametern a® geben, der zur Identititstrans-
formation gehort:

7= f(r;a”) =2 . (2.5.19)
Aus Konvention wird a® = 0 gesetzt, falls dies im speziellen Fall nicht richtig
ist, so miissen die entsprechenden Parameter fiir a” eingesetzt werden.

Die Menge aller moglichen Werte der r Parameter der Lie-Gruppe bilden
die sogenannte Gruppenmanigfaltigkeit. Ist die Gruppenmanigfaltigkeit zusam-
menhéngend und geschlossen, dann ist die Lie-Gruppe kompakt und man kann
zeigen, dafl jede Darstellung dieser Gruppe zu einer unitdren Darstellung aqui-
valent ist. Weiterhin kann jede Darstellung einer kompakten Lie-Gruppe in eine
direkte Summe irreduzibler Darstellungen zerlegt werden, deren Dimension end-
lich ist! Obwohl solche Gruppen aus nicht abzahlbar unendlich vielen Elementen
bestehen, werden ihre irreduziblen Darstellungen durch eine endliche Anzahl von
Basisfunktionen aufgebaut!

Um die obigen abstrakten Definitionen néher erlautern zu konnen, gebe ich
noch zwei Beispiele an.

' = ayx + as mit a; # 0:

Identitédtselement: a1 =1, as =0

Inverses Element: a; = a—ll, Qg = —Z—f

Produkt Element: ¢; = biaq, ¢o = by + bias

Dies ist eine zweiparametrige nichtabelsche Gruppe.

SO(2): 2/ = Az mit orthogonaler Matrix A und det(A) = 1:

Diese Gruppe nennt man die speziell-orthogonale Gruppe in zwei Di-
mensionen. Die Beschrinkung auf orthogonale Matrizen bedeutet, dafl
die vier Matrixelemente in A reell sein miissen und AAT = ATA =
E = 15 mit det(A) = 1 gelten mufl. Man kann zeigen, da8 deshalb nur
eine Art von Matrizen in Frage kommt, die durch einen Parameter ¢
bestimmt werden:

_( cos(¢) sin(o) . -
A(¢>—(_Sin(¢> COS(¢)) <¢p<T.

Also ist SO(2) eine einparametrige Gruppe mit:
Identititselement: a® = 0, also £ = A(a = 0) = 1,

Inverses Element: @ = —a, also A™!(a) = A(—a«)
Produkt-Element: ¢(a, 5) = a + 3, also A(a)A(S) = A(a + 9)
Da ¢(a, B) = ¢(5, ) gilt, ist SO(2) eine abelsche Gruppe.
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2.5.2 Die invariante Integration

Das Problem, welches sich nun stellt, ist die Ubertragung der Theoreme und
Konzepte fiir endliche Gruppen auf unendliche kontinuierliche Gruppen. In der
Herleitung der wichtigen Theoreme fiir endliche Gruppen benutzte man an zwei
Stellen die Tatsache, dafl die Gruppe diskret und endlich ist. Zunéchst bedeutete
die Summe iiber alle Gruppenelemente eine endliche und diskrete Summe:

dor. (2.5.20)

Re§

Dieses sogenannte Gruppenvolumen war eine endliche Gréfle, ndmlich die Grup-
penordnung g. Im Falle der unendlichen oder kontinuierlichen Gruppen muf3 diese
endliche Summe durch eine unendliche Summe oder ein Integral ersetzt werden.
Andererseits wurde bei der Herleitung des Orthogonalitédtstheorems die Eigen-
schaft von Gruppen benutzt, daf§ die Summe iiber alle Gruppenelemente invari-
ant beziiglich Multiplikation mit einem beliebigen Gruppenelement ist. Dies hat
zur Folge, daf fiir eine beliebige Funktion f(R), die fiir alle Gruppenelemente
definiert ist:

STHR) =Y F(SR) =" f(RS) mit S€S (2.5.21)

ReS ReS ReS

gilt. Wie man von der Multiplikationstabelle weif}, ist die Multiplikation aller
Gruppenelemente mit einem festen Element nur eine Umordnung der Elemente.
Im Falle kontinuierlicher Gruppen sind die Elemente durch die Parameter be-
stimmt. Die obige Funktion ist fiir kontinuierliche Gruppen eine Funktion auf
der Gruppenmanigfaltigkeit f(R,) = f(a) und die Summe wird durch ein In-
tegral, das sogenannte Haar-Integral ersetzt. Das Haar-Integral gibt es in der
rechts-invarianten Form:

/dTr(R)f(R) = /dTr(R)f(RS) (2.5.22)
i S
und in der links-invarianten Form:
(/dnU@fUﬁ:i/dnGQﬂSRy (2.5.23)
S

S

Ist die Gruppenmanigfaltigkeit zusammenhéngend und geschlossen, dann ist die
Gruppe kompakt und es gilt:

Ammzémmgémmkm. (2.5.24)

Im Falle kompakter Lie-Gruppen gibt es ein bis auf einen konstanten Faktor
eindeutiges Haar-Integral und das Gruppenvolumen ist endlich!
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Nun soll das invariante Mafl noch explizit angegeben werden. Dazu stellt man
die Forderung, dal die Zahl der Elemente M in der Nidhe des Elementes R,
genauso grof} sein soll, wie die Zahl der Elemente S.M in der Néhe von S.R,:

dr(M) = p(a)da = p(c)dc = dr(S.M) . (2.5.25)

Die Dichte-Funktion p stellt sicher, daf§ beide Mafle gleich grof3 sind, wobei je-
des Element das selbe Gewicht erhélt. Dann wird die Dichte-Funktion bestimmt,
wobei sie in der Ndhe der Identitdt den festen Wert p(0) haben soll. Die Men-
ge M(FE) der Elemente in der Ndhe der Identitdt wird nun durch linksseitige
(oder rechtsseitige) Multiplikation mit R, in die Region im Parameterraum um b
gebracht. Der Zusammenhang beider Volumenelemente folgt aus:

- 8bk - a¢k(a; b)
dbk = Z |:8_al:| » dal = Z |:a—al L dal (2526)

=1

mit by = ¢ (0;0) zu:

0¢1(a;b) 9¢1(a;b)
a1 a=0 dar a=0
db = : : da =: J(b)da . (2.5.27)
O0¢r(a;b) Opr(asb)
9a1 a=0 dar a=0
Nun setzt man : )
p
b) = —= 2.5.28
p(b) 70) ( )
und erhalt somit:
p(b)db = p(0)da . (2.5.29)

Also ist das (links-invariante) Mafl des Haar-Integrals durch:
dr(R) = d7(R,) = d7(a) = dr(M(R)) = p(a)da (2.5.30)

mit der Dichte-Funktion (2.5.28) gegeben. Dabei ist p(0) als positiver endlicher
Wert beliebig festsetzbar und wird meistens als p(0) = 1 gewé&hlt.

Mit dem invarianten Mafl (2.5.30), welches nur fir kompakte Lie-Gruppen
mit dem rechts-invarianten Maf} iibereinstimmt, kéonnen nun die Theoreme und
Definitionen der endlichen Gruppen auf die kontinuierlichen Gruppen angewandt
werden. Das Orthogonalitéitstheorem (2.2.37) lautet nun:

" 1
/ dr(Ra) DY (R,) DY (o) = b / dr(R,) . (2.5.31)

Das Orthogonalitétstheorem fiir Charaktere (2.2.39) ist nun:

[ B B (R = 6 [ () (2:5.32)

a a
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und die wichtige Werkzeug-Formel (2.2.53) wird:

4 = ( / a drum)_l / (R (R (). (2.5.33)

Auf die selbe Weise kénnen fast alle Theoreme umgeschrieben werden.
Als Beispiel werde ich noch das invariante Maf fiir die kompakte Lie-Gruppe
SO(2) des letzten Abschnitts berechnen:

SO(2) mit ¢(a; ) = a+ 5:

ﬂmzﬁﬂm@

oo =1

a=0

Nun setzt man p(8) = 1 und damit folgt:

dr(R,) = dyp .
Der Parameter lauft zwischen —m und 7, womit das Gruppenvolumen
Zu: -
| arwien = [arte) = [ dp=2n
R(p)€$ g -7
folgt.

2.5.3 Infinitesimale Operatoren

Die nun folgenden infinitesimalen Operatoren sind eine Eigenheit der kontinuier-
lichen Gruppen. Die Theorie der Lie-Gruppen besagt, dafl jede endliche Trans-
formation einer kontinuierlichen Gruppe aus infinitesimal kleinen Transformatio-
nen aufgebaut werden kann. Auch die Matrizen der irreduziblen Darstellungen
konnen durch die Matrizen dieser infinitesimalen Transformationen in der selben
Darstellung ausgedriickt werden. Eine kontinuierliche Gruppe wird vollsténdig
durch ihre infinitesimalen Transformationen bestimmt.

Zur Konstruktion dieser Operatoren fragt man nach der Anderung, die durch
eine infinitesimal kleine Variation der Parameter entsteht. Die Transformationen
der Lie-Gruppe lauten symbolisch:

i = fi(z;a) . (2.5.34)
Uber die Identititstransformation kann man die Koordinaten als:
;= fi(2';0) (2.5.35)

schreiben. Eine infinitesimal kleine Abweichung der Parameter vom Identitétspa-
rameter a’ = 0 um da bewirkt eine inf. Abweichung der Koordinaten um dz':

x4+ dx; = fi(2';0a) . (2.5.36)
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Nun entwickelt man die rechte Seite in eine Taylor-Reihe um die Identitétspara-
meter a” = 0 und vernachlissigt alle Terme, die quadratisch in den da’s sind:

da, . (2.5.37)

a=0

x +dz, = fi(2';0) —i-zafzaz 0)

p

Mit z; = f;(2';0) isoliert man die Anderung der Koordinaten zu:

" Ofi(z';a) .
x; + dr;, = x; + El @—ap L oa, = T + ;1: Uip(x/)éap (2.5.38)
und definiert: of. (- a)
(7 a
wip(r) = ———"—+ (2.5.39)
g aaﬁ a=0

Die Groflen w;,(z) geben an, wie sich die Punkte im Raum unter infinitesimaler
Anderung der Parameter da verschieben, mit anderen Worten: sie bestimmen
die dz;’s. Nun fragt man nach der Anderung einer beliebigen Funktion bei einer
infinitesimalen Transformation um da, wozu das totale Differential der Funktion
gebildet wird:

(2.5.40)

In diesem Differential identifiziert man den gesuchten Operator I , als infinitesi-
malen Operator:

0
_,O0x;

. ~ 0 " 8fi(x;@)
I,:= Zuw(z)a—% =y = 50, (2.5.41)
=1

=1

der die gesamte infinitesimale Anderung beziiglich des Parameters a, angibt. Die
infinitesimalen Operatoren J, werden in der Physik als:

I, =1iJ, (2.5.42)

definiert, um hermitesche Operatoren jp, anstatt der antihermiteschen Operato-
ren I, fiir die inf. Verschiebungen zu erhalten.

Die Zahl der infinitesimalen Operatoren I , entspricht der Zahl der Parameter
der Gruppe, und jede inf. Anderung einer Funktion F () kann durch die Wir-
kung einer Linearkombination der I,’s beschrieben werden. Das selbe gilt fiir
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die Anderung einer Funktion durch zwei Operatoren, was auf die Definition des
Kommutators fihrt:

I (2.5.43)

Die Koeflizienten ¢, werden Strukturkonstanten genannt. Die Verwendung der
Infinitesimalen Operatoren und deren Linearkombinationen:

Q=> ql, (2.5.44)
P

als Basisfunktionen fiithrt auf die Lie-Algebra! Die Theorie der Symmetrien kann
aquivalent iiber Algebren entwickelt werden, was eine méchtige, jedoch sehr ab-
strakte Methode ist. Auch die endlichen Gruppen kénnen ausschlielich iiber
ihre Algebra betrachtet werden, wobei zum Beispiel die Projektions-Operatoren
(2.3.45) als Basisfunktionen fiir irreduzible Darstellungen dienen kénnen.

Als Beispiel fiir einen infinitesimalen Operator soll wieder die Gruppe SO(2)

dienen:
2 =xcos¢p— ysing

Yy =xsing +ycosop (2.5.45)
Die infinitesimale Drehung um d¢ bewirkt:
¥ =x—ydo
= 106 +y (2.5.46)
was auf den infinitesimalen Operator:
. . . 0 0
ly=i-J,==-L,=0x— —y— 2.5.47
0=t h x@y y@x ( )

fithrt. Dieser Operator ist bis auf einen Faktor mit dem Drehimpulsoperator in
z-Richtung identisch!

2.5.4 Lineare Darstellungen von Lie-Gruppen

Die linearen Darstellungen von Lie-Gruppen werden analog zu denen der endli-
chen Gruppen definiert. Die Elemente O erhélt man aus den Transformationen
f(z;a) durch Anwendung auf die Basisfunktionen nach:

R(a)g;(x) = Opy(x) = o;(f 7 (w30) = ¥5(f(z3)) = Z¢iDij(R<a>> :

(2.5.48)
Zur Konstruktion der Operatoren R(a) geht man jedoch besser anders vor. Man
betrachte die Operatoren einer ein-parametrigen Untergruppe der Lie-Gruppe
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und fithre den kanonischen Parameter ¢ ein, der diese Elemente parametrisiert.
Damit die konstruierten Operatoren auch eine Darstellung der Gruppe ergeben,
mufl:

R(ty +t3) = R(t1)R(t,), mit R(0)=E . (2.5.49)
gelten. Der Operator zur Koordinaten-Transformation R(t) sei durch R(t) sym-
bolisiert und (2.5.49) ist seine zugehorige Operator-Gleichung. Differenziert man
diese nach t; und setzt dann ¢; = 0 und ¢5 = ¢, dann erhélt man:

. dR dR(t) . L
/ o wat _ Wy . _
(t) o (t) 0 R(t) = RR(t) . (2.5.50)
t=0
Der Operator:
R= dR(t) = lim R{t) -1 ’ (2.5.51)
dt 0 t

wobei 1 der Einheitsoperator ist, ist mit dem infinitesimalen Operator zu der
Lie-Untergruppe assoziiert, die nur aus den R(t)’s besteht. Man nehme an, dafl
R(t) ein beschrinkter Operator ist, um Schwierigkeiten zu vermeiden. Es kann
eine Losung der Operatorgleichung (2.5.50) angegeben werden:

R(t) = exp(tR) . (2.5.52)

Also kann eine endliche Transformation, die durch den Parameter a, bewirkt
wird, als:

exp(£a,l,) = exp(Fia,J,) . (2.5.53)

“w»

geschrieben werden, wobei das Vorzeichen
hort.

Analog zur Operatordarstellung definiert man die Generatoren oder Erzeu-
genden X7 einer (linearen) Lie-Gruppe § in der Darstellung D. Sie sind die
Ableitungen der Darstellungsmatrizen D;;(R,) nach den Parametern a am Ort
des Einheitselementes:

zur passiven Transformation ge-

v OD5(RRa)

Y aaﬂ a=0

Auch hier spaltet man in der Physik einen Faktor ¢ ab, um hermitesche Genera-
toren T} anstatt der antihermiteschen X/;’s zu bekommen (ohne Beweis):

(2.5.54)

1

o . p
T = ZX”' . (2.5.55)
Die Generatoren sind die Matrix-Darstellungen der infinitesimalen Operatoren
und man erhélt die Darstellungsmatrizen als endliche Transformationen in Form

« o,

der Matrix-Exponentialfunktion (“4”: aktiv, “”: passiv):

D(R(a,)) = exp(£a,X’) = exp(=+ia,T*) . (2.5.56)



Kapitel 3

Die Anwendung der
Gruppentheorie

Die mathematischen Voraussetzungen fiir die Benutzung der Gruppentheorie sind
nun vorhanden und jetzt werden die wichtigsten Informationen {iber die in der
Arbeit benutzten Gruppen angegeben oder hergeleitet. Vorher will ich jedoch die
hier am héaufigsten benutzten Anwendungen der Gruppentheorie vorstellen.

3.1 Gruppentheorie und Physik

3.1.1 Die Klassifikation von Wellenfunktionen, Entartung

Nach der Durchfithrung der Born-Oppenheimer Néherung des Hamilton-Opera-
tors eines Molekiils besitzt dieser einerseits die Symmetrie der Vertauschung der
Elektronen, die ja bekanntlich ununterscheidbare Teilchen sind, und er ist ande-
rerseits invariant unter den Symmetrietransformationen, die die Anordnung der
Atomkerne des Molekiils in sich selbst iiberfithren. Zunéchst soll auf diese letztere
Molekiilsymmetrie eingegangen werden.

Im Rahmen der Betrachtung der Invarianz allgemeiner Operatoren (2.3.1)
wurde bereits dargelegt, dafl mit der Eigenfunktion 1:

H(x)p(x) = e (x) (3.1.1)
auch die Funktion Ot eine Eigenfunktion zum selben Eigenwert ¢ ist:
Orl[F] = H[Ory] = Op (3.1.2)

wenn der Operator H(z) mit O kommutiert:
{Or, H(2)} = OrH(z) — H(2)Op = 0 & OgH(x)Oz' = H(x),  (3.1.3)
was dquivalent mit der Invarianz unter dieser Operation ist:

H'(z) = H(R 'z) = OpH(2)0z" = H(z) . (3.1.4)

64
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Die Eigenfunktionen zum selben Eigenwert eines invarianten Operators bilden
eine Basis fiir eine Darstellung der Symmetriegruppe. In den meisten Féllen ist
diese Darstellung irreduzibel. Der Grad der Entartung gibt die Dimension der
gebildeten Darstellung an. Die Symmetrie-Operationen mischen die entarteten
Wellenfunktionen, die Partner der Darstellung, miteinander. Im seltenen Fall ei-
ner sogenannten zufilligen Entartung sind Eigenwerte von Zustédnden iden-
tisch, die nicht durch Symmetrieoperationen aus den Anderen erzeugt werden
konnen. Treten zufillige Entartungen auf, so ist die Darstellung der entarteten
Zustande reduzibel! Der seltene Fall echter zufilliger Entartung tritt zum Beispiel
dann auf, wenn die Energien zweier Zusténde von der Stérke eines &ufleren Feldes
abhéngen und die Feldstéirke so gewéahlt wird, daf§ die Zustédnde gerade identi-
sche Energien haben. Die zuféllige Entartung ist kein schwerwiegendes Problem,
da solche Darstellungen voll reduzibel sind und die Zusténde der enthaltenen
irreduziblen Darstellungen leicht getrennt werden kénnen. Es ist ein Sport in
der theoretischen Physik, solche zufélligen Entartungen als echte Symmetrieent-
artungen zu entlarfen. So sind zum Beispiel die Entartungen der Energien des
nichtrelativistischen Wasserstoffatoms beziiglich des Drehimpulses keine zufélli-
gen Entartungen. Sie sind eine Konsequenz aus der hoheren Symmetrie unter
einer vierdimensionalen orthogonalen Transformationsgruppe SO(4), was in der
Impuls-Darstellung erkennbar ist. Diese Tatsache wurde zuerst in [11] analysiert,
kann aber schoner in [12] nachgelesen werden.

Da ja alle irreduziblen Darstellungen und ihre Dimensionen in der Charakter-
tabelle einer Symmetriegruppe niedergeschrieben sind, kann vorausgesagt wer-
den, ob Entartungen auftreten und von welcher Ordnung sie sind, auch wenn
die Schrodinger Gleichung nicht geldst werden kann. Ist die Symmetriegruppe
abelsch, so sind alle irred. Darstellungen eindimensional und jeder Energieei-
genwert gehort zu einer Basisfunktion und ist somit trotz vorhandener Sym-
metrie nicht entartet! Die Nicht-Kommutativitidt vorhandener Symmetrie-
Operationen ist die Quelle der auftretenden Entartungen und nicht die Symmetrie
selbst!

Die Wellenfunktionen werden entsprechend der irreduziblen Darstellungen
charakterisiert, was sich im Laufe der Zeit nicht dndert, womit der Darstellungs-
index eine gute Quantenzahl ist. Zustéinde in der selben irred. Darstellung wer-
den entsprechend ihrer Energie-Reihenfolge durchnummeriert. Die Energie selbst
kann als Erhaltungsgrofie ja auch als Index einer irreduziblen Darstellung her-
angezogen werden, wobei sie aus der Symmetrie beziiglich Zeit-Translation des
Hamiltonians resultiert, wenn dieser nicht explizit von der Zeit abhédngt. Der In-
dex der die irreduzible Darstellung angibt bleibt im Laufe der Zeit konstant und
ist somit auch eine Erhaltungsgrofie. Der Umgang mit Erhaltungsgrofien soll hier
nicht weiter erlautert werden, da jeder Physiker dieses Thema gut kennt.
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3.1.2 Auswahlregeln oder verschwindende Integrale

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, wie die Wellenfunktionen anhand der Sym-
metrie klassifiziert werden konnen. Sind die Wellenfunktionen ersteinmal als Ba-
sisfunktionen der irreduziblen Darstellungen der jeweiligen Symmetriegruppe er-
kannt, so kann man zeigen, daf} einige Integrale verschwinden miissen. Am ein-
fachsten ist es, wenn sich die Integration iiber den gesamten Koordinatenraum
erstreckt, wie es bei Matrixelementen der Fall ist.

Zuerst betrachte ich ein einfaches Skalarprodukt zweier Zustédnde, die Basis-
funktionen irreduzibler Darstellungen der Gruppe sind. Es sei \IJEM ) die i-te Ba-
sisfunktion der p-Darstellung und @gy) die j-te Basisfunktion der v-Darstellung.
Alle verwendeten Darstellungen sind unitir und daraus folgt:

(W10f) = (B0, 0rl®]") = (Or¥}”|0rD]")
:—Z (OrRTM |0V

_ = (1) 1y )
B ZZ (v D (B)| 21" D (R) (3.1.5)
_ lz Z DY (R)DY(R)

g kl
1 v) 1 Z v

- - g <\Ijku ‘(I)l > (5py6kl6ij = <\P](€ﬂ)’q)](€ )>5MV6U )
9 My T

wobei das grofle Orthogonalititstheorem (2.2.37) benutzt wurde. Der obige
Beweis geht von einer endlichen Gruppe aus, kann aber direkt auf kompakte
Lie-Gruppen mit dem Orthogonalitdtstheorem (2.5.31) iibertragen werden. Setzt
man g = v und ¢ = j, so erkennt man:

<\I/§”)|<I>§“)> ist unabhéngig von 1. (3.1.6)

Ein Matrixelement eines Operators f zwischen zwei Zustédnden, die zur p-ten
und v-ten irred. Darstellung der Symmetriegruppe gehoren, hat zum Beispiel die
Form:

= [l doar = w6 (3.1.7)

wobei wi(“ ) die i-te Basisfunktion der p-Darstellung und ¢§V) die j-te Basisfunktion
der v-Darstellung ist. Nun wurde aber mit (3.1.5) gezeigt, daf:

/\I’( <I) Jdr =0 fir p#v oder i+ (3.1.8)

gilt. Wahlt man in dieser Gleichung die p-Darstellung als totalsymmetrische Dar-
stellung oder auch Identitédtsdarstellung mit o = 1, deren Basisfunktion die Kon-
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stante 1 ist, so findet man allgemein:
(v) . ..
/CD]- dr =0 fir v#1. (3.1.9)

Im Rahmen der Konstruktion von Basisfunktionen (2.3.59) kann man sagen, daf
nur der totalsymmetrische Anteil ¢); einer Funktion ¢ zum Integral beitragt:

/WT = /¢1d7: g/ZOW dr . (3.1.10)
R

Sieht man sich nun das Ergebnis (3.1.5) nocheinmal an, so erkennt man, daf§ das
Integral iiber das Produkt W )@gy) nur dann von Null verschieden ist, wenn es
einen Anteil hat, der invariant unter allen Operationen der Gruppe ist, was nur
im Fall 4 = v und ¢ = j moglich ist. Daraus folgt, dafl das betrachtete Matri-
xelement f/” aus (3.1.7) nur dann ungleich Null ist, wenn fgbg-y) eine Funktion
enthilt, die eine i-te Basisfunktion der u-Darstellung der Gruppe ist. Am einfach-
sten kann man entscheiden, ob das Matrixelement verschwindet, indem man das
direkte Produkt der im Integral vorkommenden Darstellungen auswertet. Dazu
muf} zuerst herausgefunden werden, welche irreduziblen Darstellungen im Opera-
tor f enthalten sind. Ist f eine Basisfunktion der irreduziblen Darstellung D),
so wertet man fiir ff;” das direkte Produkt:

DW x D) x pW) (3.1.11)

aus. Enthalt dieses Produkt die totalsymmetrische Darstellung D™ (siehe 2.2.5),
deren Matrizen alle gleich eins sind, dann ist das Matrixelement f/” von Null
verschieden. Fehlt diese Darstellung jedoch, so verschwindet das Matrixelement
identisch. Die Zugehorigkeit der Operatoren 14t sich manchmal nur schwer er-
mitteln, aber diese Untersuchung von Matrixelementen ist wichtig und gehort
wohl zu den bekanntesten Anwendungen der Gruppentheorie.

Als Beispiel betrachte ich die Auswahlregeln fiir optische Dipolstrahlung in
der Symmetrie C3, des Ammoniakmolekiils. Diese Symmetriegruppe wurde frither
bereits als Beispiel benutzt und ihre Charaktertabelle kann in der Form:

Cy | E 2C; 3o, | |

A1 1 1 2 x? + 1y 22

A, |1 1 =1 R,

E 2 —1 0 (I,y),(RmRy) (SL‘Q—yQ,ajy),(l‘Z,yz)

(3.1.12)

der Literatur entnommen werden, wobei die z-Achse mit der Symmetrie-Achse
des Molekiils iibereinstimmen mufl, damit diese Tabelle stimmt. Fiir elektrische
Dipolstrahlung sind die folgenden Matrixelemente interessant:

W7o\ . (3.1.13)
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Da nach der obigen Tabelle x und y zur E-Darstellung und z zur A;-Darstellung
gehoren, miissen direkte Produkte vom Typ:

DWW x Ex DY und DW x A; x DV (3.1.14)

betrachtet werden. Die direkten Produkte der irreduziblen Darstellungen von Cs,
lassen sich folgendermaflen zerlegen:

Al XAlel, AQXAQIAl,
Al XA2:A27 Ag XE:E, (3115)
A1><E:E, EXE:AI@AQ@E,

wobei die Zerlegung mit Hilfe der Charaktermethoden aus (2.2.6) durchgefiihrt
wird. Bei der Analyse der direkten Produkte (3.1.14) findet man, da8 alle Uber-
giange bis auf A; < A, erlaubt sind. Die - und y-Komponenten des Dipolmo-
mentes verschwinden fiir Ubergiinge zwischen A;- und Ay-Zusténden, da:

A1XEXA2:A2XEXA1:E (3116)

nicht die totalsymmetrische Darstellung A; enthélt. Auch die z-Komponente ver-
schwindet fiir diese Ubergénge, da A; in:

Al XAl XA2:A2 XAl XAlZAQ (3117)

fehlt. Da Ubergiinge A; < A,, wegen der Orbital-Symmetrie verboten sind, sagt
man sie sind Orbital-verboten oder einfach bahnverboten in Analogie zu
spinverboten.

Die obige Methode 1afit sich auf Matrixelemente beliebiger Operatoren an-
wenden und hilft hier zum Beispiel bei der Analyse der Stérmatrix zwischen
Doop-Zustéinden der MXs-Molekiile.
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3.1.3 Gekoppelte physikalische Systeme

Die Diskussion der Produktdarstellungen kann von den Auswahlregeln auch auf
gekoppelte Systeme iibertragen werden. Man beginnt mit zwei unabhingigen Sy-
stemen, jeweils mit den Koordinaten x und x. Die Hamiltonians der beiden Sy-
steme haben die selbe Form und sind unter der gleichen Gruppe invariant. Ein
Operator aus der ersten Symmetriegruppe wird als Og aus § bezeichnet und ein
Operator der Symmetriegruppe des zweiten Systems mit Op aus G, wobei diese
Operatoren nur auf die Koordinaten des jeweiligen Systems wirken. Die Opera-
toren O und Op, beschreiben dabei die selbe geometrische Transformation, zum
einen auf System 1, und zum anderen auf System 2 angewandt. Die beiden Grup-
pen G und G sind isomorph und die Wellenfunktionen werden beide entsprechend
identischer irreduzibler Darstellungen klassifiziert.

Fiir System 1 gilt:

H () = Byt

d.1
mit  H;(x)Or = OgH,(x) fiiralle Ore€§. (3.1.18)

Fiir System 2 gilt:

Ho(X)PH = By

~ d.1
mit Ho(X)Op = OpHe(x) firalle Oz €§. (8.1.19)

Solange die beiden Systeme ungekoppelt sind, ist die Energie des gesamten Sy-
stems die Summe der Energien der separaten Systeme. Der Hamilton-Operator
des ungekoppelten Gesamt-Systems, H = H; + H,, ist invariant unter allen
Produkt-Operationen OrOg aus allen moglichen Symmetrie-Transformationen
der beiden separaten Systeme. Dies entspricht der Symmetrie-Gruppe G x G, wel-
che das direkte Produkt der beiden einzelnen Gruppen ist. Werden die beiden
Systeme nun gekoppelt, so wird zum Gesamt-Hamiltonian ein Wechselwirkungs-
Term hinzugefiigt, der vom Abstand x — X der beiden Systeme abhéngt:

Bei der Frage nach der Symmetriegruppe dieses gesamten Hamiltonians findet
man, dafl Operationen OrOg aus § X G den Abstand der beiden Systeme nur
dann unverdandert lassen, wenn:

Or=0gz bzw. S=R (3.1.21)

gilt! Die beiden Systeme miissen der selben Symmetrie-Transformation unterwor-
fen werden, damit das System in sich selbst {iberfithrt wird. Dadurch besteht die
Symmetrie-Gruppe des Gesamt-Hamiltonians aus den Produkten OrOp, wobei
R und R die selben geometrischen Operationen darstellen, angewendet auf die
Koordinaten von System 1 und 2. Die Gruppe aus diesen Operationen OrOp
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ist eine Untergruppe von § x G, die isomorph zu G ist. Dieser Kopplungsterm
begrenzt die Symmetrie des Hamiltonians somit von § x G auf G.

Laut Abschnitt (2.2.7) konstruiert man die irreduziblen Darstellungen einer
Produktgruppe leicht als direkte Produkte der irreduziblen Darstellungen der
Faktorengruppen. Die Basis der irred. Darstellungen der Gruppe G x G der Ope-
rationen RS sind somit die Produkte @Zzi(“ )Q/;](V). Nun reduziert der Kopplungs-
term die Elemente der Symmetriegruppe auf die Untergruppe G der Operationen
RR. Die Produkte wi(“ )1/;](-”) bleiben natiirlich eine Basis fiir die Darstellungen
der Untergruppe, aber diese sind nicht mehr irreduzibel und miissen zerlegt wer-
den. Dies duflert sich physikalisch in der Aufspaltung der entarteten Energien
EWwv) — B + B, des ungekoppelten Hamiltonians (Symmetrie G x G) in Terme
der Energien E® der in D®™ x D) enthaltenen irreduziblen Darstellungen von
G. Die Darstellungsmatrizen der beiden einzelnen Systeme wéhlt man sinnvoller-
weise als gleich, so daf: )

D!(R) = DI(R) (3.1.22)
gilt, woraus folgt:

OrO M9\ = (Opt!")(05) = Y w0 DY (R)DY(R) . (3.1.23)
k,l

Man erkennt, dafl diese Gleichung mit der fiir eine Produktdarstellung aus irre-
duziblen Darstellungen der selben Gruppe (2.4.3) iibereinstimmt.

Zur Analyse eines gekoppelten Systems reduziert man also explizit die Pro-
duktdarstellung D® x D®) in ihre Bestandteile. Man fiihrt, wie in (2.4) beschrie-
ben, eine Clebsch-Gordan-Entwicklung durch, und findet so die Aufspaltung der
ungekoppelten, also entarteten Energien in die Energien des gekoppelten Systems
und deren Entartung. Das ist noch nicht alles, denn es ist moglich, Basisfunktio-
nen der irreduziblen Darstellungen der Gruppe des gesamten Hamiltonians aus
den Produkten wz(” )@Z);V) zu konstruieren, indem man aus ihnen Linearkombina-
tionen mit den Clebsch-Gordan-Koeffizienten der Gruppe G bildet. Die so kon-
struierten Basisfunktionen sind Eigenfunktionen des Gesamt-Hamiltonians mit
Kopplung!

Zum besseren Versténdnis dieses abstrakten Vorgangs betrachte ich als Bei-
spiel den EinfluBl der Elektron-Elektron-Wechselwirkung auf ein System zweier
d-Elektronen im Zentralfeld eines Tonenrumpfes (z.B. von Ti*"). Dieses betrach-
tete System entspricht zum Beispiel dem von Ti?*, wobei hier nur ein quali-
tatives Beispiel ohne Spin- und Pauli-Problematik, sowie detailierte Grofie der
Aufspaltung angegeben werden soll. Der idealisierte Hamilton-Operator in ato-
maren Einheiten (siehe 1.1.2) habe die Form:

1

|71 — 75|

Hges. (71, 72) = FH(771) + FH(772) + (3.1.24)

mit: | 7
j_c = P — 2 eff.
=Y

(3.1.25)
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Die Symmetrie-Gruppe G von H ist die Rotations-Reflektionsgruppe SO(3), de-
ren Basisfunktionen die bekannten Kugelflichenfunktionen Y, sind. Als Lésun-
gen von H nimmt man wasserstoffahnliche Wellenfunktionen der d-Darstellung
D=2 yon SO(3) an:

" = ) = RyyYao, . (3.1.26)

Der Kopplungsterm zwischen den beiden d-Elektronen erzwingt die Aufspaltung
der d*Darstellung in Darstellungen D) mit Gesamtdrehimpuls L:

D=2 % D= = pU=1 g D=9 g D=2 @ D=V ¢ D=9 = (3.1.27)

wobei die Clebsch-Gordan-Entwicklung der Additionsregel fiir Drehimpulse ent-
spricht. In der Physik symbolisiert man traditionell die irreduziblen Darstellungen
von SO(3) mit S, P,D,F,... fir L = 0,1,2,3,..., womit die Aufspaltung der
3.1.27 als:

dxd=GeFeDaePdS, (3.1.28)

geschrieben wird und qualitativ in der folgenden Abbildung skizziert wird.
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Abbildung 3.1: qualitative Aufspaltung der Energie zweier d-Elektronen durch
Elektron-Elektron-Wechsel-Wirkung
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3.2 Punktgruppen

Die Molekiilsymmetriegruppen werden Punktgruppen genannt, da alle Operatio-
nen in jeder dieser Gruppen einen Punkt unverédndert lassen, welcher der Schwer-
punkt des Systems ist und meistens als Koordinatenursprung gewéhlt wird. Der
Schwerpunkt des Systems mufl immer unveréndert bleiben, da die Translation
des ganzen Molekiils in der physikalischen Betrachtung absepariert wurde. Die
Symmetrie eines Molekiils wird iiber die Zugehdrigkeit zu einer der Punktgruppen
klassifiziert. Die gesamte Zahl der Punktgruppen besteht nur aus zwei Arten von
Transformationen, ndmlich den Rotationen und den Reflektionen an Ebenen, die
einen Schnittpunkt mit den Rotationsachsen haben. Es werden Rotationen als
eigentliche Transformationen klassifiziert, deren Determinante +1 ist und Reflek-
tionen als uneigentliche Transformationen mit Determinante —1. Die Inversion
ist eine uneigentliche Transformation, die aus einer Rotation und einer Spiege-
lung besteht. Alle Punktgruppen sind Untergruppen der bekannten Rotations-
Reflektionsgruppe O(3) (Drehungen und Paritéit), unter deren Transformationen
der Hamilton-Operator des Wasserstoffatoms invariant ist.

3.2.1 Symmetrieoperationen von Molekiilen

Das Molekiil wird hier zunéchst als geometrischer Korper angesehen, der den
Transformationen unterzogen wird, die den Schwerpunkt des Molekiils unver-
andert lassen. Fiihrt eine solche Transformation den Korper in sich selbst iiber,
so ist dies eine Symmetrieoperation. Solche Symmetrieoperationen sind mit aus-
gezeichneten geometrischen Elementen, wie Ebenen, Achsen oder Punkten ver-
kniipft, die selbst invariant unter der jeweiligen Transformation sind. Diese geo-
metrischen Elemente nennt man Symmetrie-Elemente. Solche Symmetrie-Ele-
mente sind zum Beispiel Spiegel-Ebenen, Drehachsen oder ein ausgezeichneter
Punkt, das Inversionszentrum.
Die Punktgruppen bestehen aus zwei Arten von Symmetrieoperationen:

- Drehung: Die Drehung wird vollstdndig durch Angabe der Drehachse und
des Drehwinkels bestimmt. Alle Drehwinkel seien als mathematisch-positiv
(gegen den Uhrzeigersinn) definiert und mit der Richtung der zugehori-
gen Drehachsen entsprechend der “Rechte-Hand”-Regel verbunden. Ist ei-
ne Drehung um einen Winkel 27/n mit ganzzahligem n = 2,3, ...00 eine
Symmetrieoperation, dann bezeichnet man die entsprechende Drehachse
als n-fache Symmetrieachse; die Drehoperation selbst wird durch das Sym-
bol C,, repréasentiert. Der Parameter n ist die sogenannte Zdhligkeit der
Symmetrieachse, wobei n = 1 keine Symmetrieachse bedeuten wiirde. Im
Grenzfall n — oo sind Drehungen um infinitesimale Winkel moglich und
damit Drehungen um beliebige Winkel (kontinuierliche Drehungen).
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- Spiegelung: Die Spiegelung an einer Ebene wird symbolisch mit o bezeich-
net. Man unterscheidet drei Félle.

op: Die Symmetrieebene ist senkrecht zur Hauptsymmetrieachse (Prin-
zipal-Achse), das ist die Achse, um die die Drehungen mit dem grofiten
n moglich sind.

0,: Die Symmetrieebene enthélt die Hauptsymmetrieachse.

04: Die Symmetrieebene enthélt die Hauptsymmetrieachse und halbiert
den Winkel zwischen zwei Symmetrieachsen mit n = 2, die senkrecht
zur Hauptsymmetrieachse stehen.

Aus diesen beiden Grundoperationen lassen sich alle anderen, fiir ein endliches
System moglichen Symmetrieoperationen durch Hintereinanderausfithrung kon-
struieren. So ergeben zum Beispiel nacheinander ausgefiihrt, eine Drehung und
eine Spiegelung oj an einer zu dieser Achse senkrechten Ebene eine sogenannte
Drehspiegelung:

S, =o,-C, . (3.2.1)

Sehr wichtig ist diese Kombination mit einer Drehung C5, denn die resultierende
Operation ist die bekannte Inversion I:

I:SQZO'}L'CQZCQ'O'}L . (322)

Die Inversion ist eine Art Spiegelung an einem Punkt, dem sogenannten Inver-
sionszentrum, welches der Schnittpunkt der Cs-Achse mit der o,-Ebene ist. Hat
ein System die Inversion als Symmetrieoperation, so sagt man, es besitze ein
Symmetriezentrum. Ebenso wie man Drehung und Spiegelung an einer Ebene
als Grundtypen der Symmetrieoperationen auffassen kann, so gilt dies auch fiir
die Drehung und die Inversion. Die in der Molekiilphysik iiblichen Symmetrie-
Operationen sind:

Symbol | Symmetrieoperation Symmetrieelement
E “Identitatsoperation” Identitét
Ch Drehung um 27 /n n-zéahlige Drehachse
o horizontale Spiegelung horizontale Spiegelebene
Oy vertikale Spiegelung vertikale Spiegelebene
04 dihedrale Spiegelung dihedrale Spiegelebene
1 Inversion Inversionszentrum
Sh Drehung um 27 /n mit an- | n-zéhlige Drehspiegelachse
schlieender Spiegelung

Die Achse mit der groBiten Zahligkeit im System wird Prinzipal-Achse genannt.
Tritt die hochste Zahligkeit des Korpers bei mehreren Achsen auf, so wahlt man
die Prinzipal-Achse aus diesen laut Konvention.
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3.2.2 Irreduzible Darstellungen, Charaktertabellen

Die wohl bekannteste Anwendung der Gruppentheorie ist das Arbeiten mit Cha-
raktertabellen. In den Charaktertabellen sind die Spuren der Matrizen der irre-
duziblen Darstellungen einer Gruppe angegeben. Wie bereits besprochen, haben
dquivalente Darstellungen und Elemente der selben Klasse einer Gruppe die glei-
chen Charaktere, was die Charaktertabellen relativ universell macht. Diese Cha-
raktertabellen findet man in der Literatur, wobei jedoch bestimmte Konventionen
zu beachten sind, damit diese Tabellen unveréindert benutzt werden diirfen.

Eine wichtige Konvention betrifft die Orientierung des Molekiils im Koor-
dinatensystem. So wird die Prinzipal-Achse eines Molekiils immer als z-Achse
gewihlt. Da die Prinzipal-Achse nicht immer eindeutig als Achse hochster Zahlig-
keit zu erkennen ist, gibt es Konventionen, die diese festlegen. Oft mufl neben der
Prinzipal-Achse noch ein weiteres Merkmal des Molekiils richtig gelegt sein, da-
mit zum Beispiel eine Spiegelebene als vertikale und nicht als dihedrale Ebene
gilt (siehe z.B. Benzol).

Hat man diese Bedingungen erfiillt, so kann eine Charaktertabelle benutzt
werden und hat dann zum Beispiel die folgende Form:

031, E 203 3Uv
A 1 1 1 2 22 + 2, 22
A, 1 1 -1 R.
K 2 —=1 0 |(2,9), (R, R)) | (2° =% 2y), (v2,y2)

(3.2.3)

Bereichl Bereich2 Bereich3 Bereich4

Dies ist die Charaktertabelle der Symmetriegruppe Cj,, die schon einmal als Bei-
spiel in Abschnitt 2.3 benutzt wurde. Eine C3,-Symmetrie zeigt zum Beispiel das
Ammoniakmolekiil (NHj3). Der erste Bereich listet nach dem Namen der Gruppe
die irreduziblen Darstellungen auf, deren Charaktere zur jeweiligen Klasse von
Elementen gehoren, die in den Spalten des zweiten Bereichs stehen. Der dritte und
vierte Bereich enthélt Basisfunktionen, die die jeweilige irreduzible Darstellung
aufspannen, wobei im dritten Bereich nur die elementaren Koordinaten (z,y, 2)
und infinitesimalen Rotationen R, R, R. auftreten, wihrend im vierten Bereich
Linearkombinationen der Produkte als Basisfunktionen aufgelistet werden. Als
Basisfunktionen werden neben den Rotationen nur sogenannte Sphdrische Ten-
soren aus kartesischen Koordinaten benutzt. Diese Tensoren sind zum Beispiel
x,vy, z (erste Stufe) und x? — y?, vy, vz, yz, 2% + y* + 2? (zweite Stufe), worin man
Teile der reellen Kugelflichenfunktionen erkennen kann.

Die Klassen der Gruppe werden nicht vollstédndig angegeben, sondern nur ein
markantes Element und ihre Groéfle. So weil man, dafl die Klasse, zu der Cj
gehort, aus den Elementen C3, C3 besteht, was oben als 2C3 geschrieben wird.

Die Namensgebung der irreduziblen Darstellungen richtet sich nach deren Di-
mension und dem Vorzeichen bestimmter Charaktere. Im Fall endlicher Punkt-
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gruppen verwendet man meistens die folgende Konvention:

i)

ii)

iii)

iv)

v)

Eindimensionale Darstellungen benennt man mit A oder B, zweidimensio-
nale Darstellungen mit £ und dreidimensionale Darstellungen mit 7" oder
manchmal F'.

Eindimensionale Darstellungen, die symmetrisch beziiglich der Prinzipal-
Achse sind (x(C,) = 1), werden mit A, und antisymmetrische (x(C,) = —1)
mit B bezeichnet.

Es werden Subskripte 1 oder 2 an A’s oder B’s angehingt, um die Symme-
trie (1) oder Antisymmetrie (2) beziiglich einer Cy-Achse anzuzeigen, die
senkrecht zur Prinzipal-Achse steht. Existiert keine solche Achse, so rich-
tet man sich nach einer vertikalen Spiegelebene. Existieren mehrere solcher
Achsen oder Ebenen, so numeriert man die irred. Darstellungen moglichst
sinnvoll durch.

Alle Buchstaben werden mit einfachen oder doppelten Hochkommata ver-
sehen, um anzuzeigen, ob eine Darstellung symmetrisch (X’) oder antisym-
metrisch (X”) beziiglich einer horizontalen Spiegelebene oy, ist.

In Gruppen mit einem Inversionszentrum verwendet man das Subskript ¢
fiir gerade und u fiir ungerade Darstellungen beziiglich Inversion.

Dies sind die bekanntesten, aber nicht alle Regeln. Im Falle der drei kontinuierli-
chen Punktgruppen Cy,, Do und O(3) erhalten die irreduziblen Darstellungen
aus historischen Griinden andere Namen.
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3.2.3 Die Gruppen Dy, und (),

In nahezu allen Quantenchemie-Programm-Paketen kénnen keine nicht-abelschen
Symmetriegruppen zur Klassifikation der numerisch berechneten Wellenfunktio-
nen verwendet werden, doch dazu spéter. Molekiile, die keine abelsche Symmetrie
besitzen sind nicht selten. Beispiele sind nicht nur lineare Molekiile, sondern auch
Benzol, Ammoniak, Methan und viele mehr. Wie bereits in 3.1.1 diskutiert auflert
sich die nicht-abelsche Symmetrie in mehrdimensionalen irreduziblen Darstellun-
gen, also in Entartungen. Dieses Problem fiihrt zu einer besonderen Arbeitsweise
bei solchen high-symmetry molecules. Die Programm-Pakete unterstiitzen nur ei-
ne abelsche Untergruppe der eigentlichen Symmetrie-Gruppe und in dieser muf}
gerechnet werden. In der numerischen Rechnung ist es notig, sicherzustellen, daf3
die durch die hohere nichtabelsche Symmetrie hervorgerufenen Entartungen auch
wirklich auftreten, denn nur dann besitzen die Wellenfunktionen des Molekiils die
richtige Geometrie. Ist dies nicht der Fall, also mischen unerlaubterweise Funktio-
nen, die zu verschiedenen irred. Darstellungen in der hohen Symmetrie gehoren,
aber in der niedrigeren unterstiitzten Symmetrie nicht getrennt werden, so spricht
man von sogenannten Symmetrie-Kontaminationen. In diesem Fall fehlen die
notigen Entartungen der Energie und anderer Groflen, da die Symmetrie des Sy-
stems in der Simulation nicht erreicht wurde. Solche Symmetrie-Kontaminationen
miissen vermieden werden, da jede Abweichung von der Symmetrie des Systems
ein offensichtlicher Fehler ist! Hier sollen jedoch zunéchst nur die zur Berech-
nung verwendeten abelschen Untergruppen diskutiert werden; auf das Problem
der Symmetrie-Kontaminationen wird spéter eingegangen.

Die grofite abelsche Gruppe, die im hier verwendeten Quantenchemiepaket
Molpro [13], sowie in fast allen weiteren unterstiitzt wird, ist die Gruppe Doy,
der Ordnung g = 8. Ein bekanntes Molekiil mit dieser Symmetrie ist Ethen im
Grundzustand. Die Dy,-Symmetrie entspricht zum Beispiel der eines Quaders mit
drei verschiedenen Seitenldngen. Die Abbildung 3.2 zeigt einen Dsj,-Korper mit
allen Symmetrie-Operationen. Die acht Elemente der Gruppe Dy, sind die Iden-

\¢
\J

Abbildung 3.2: Die Symmetrie-Operationen der Gruppe Doy,
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titat £, die Inversion I, 3 Cy-Achsen Cy(2), Cs(y), Ca(x) und 3 Spiegel-Ebenen
o(zy), o(xz), o(yz). Die hochste auftretende Zihligkeit ist die 2, was einer Dre-
hung um 7 entspricht. Die Prinzipal-Achse ist somit Cy(z), aber das ist hier nur
fiir die Bezeichnungen der irreduziblen Darstellungen wichtig, denn alle Raum-
richtungen sind gleichberechtigt. Jedes dieser Elemente bildet eine Klasse fiir sich
(Abelsche Gruppe), und zu den acht Klassen der Gruppe gehoren acht irreduzible
Darstellungen, die alle eindimensional sind. Da die irreduziblen Darstellungen je-
weils eindimensional sind, stimmen die Charaktere mit den Darstellungsmatrizen
iiberein. Die Charaktertabelle der Gruppe Doy, lautet:

Do | E Cy(2) Co(y) Co(x) I o(xy) o(zz) o(yz)

Ay 1 1 1 1 1 1 1 1 22, y?, 22

By | 1 1 —1 —1 1 1 —1 —1| R, xy

By | 1 -1 1 -1 1 -1 1 —-1| R, Tz

Bs, | 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1| R, yz

A, |1 1 1 1 -1 -1 -1 —1 TYz

B, | 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1] z

By, | 1 -1 1 -1 -1 1 —1 1|y

Bs, | 1 -1 -1 1 -1 1 1 —1| z

(3.2.4)

Die Rechnungen zu den linearen MX,-Molekiilen werden in dieser Dsyj,-Symmetrie
durchgefiihrt.

Nun geht es um die direkten Produkte der irreduziblen Darstellungen. Das
direkte Produkt zweier eindimensionaler Darstellungen ist wieder eindimensional
und somit wieder irreduzibel. Die Produktdarstellungen brauchen nur identifiziert
und nicht zerlegt zu werden. Die direkten Produkte von Dsyy, sind:

D2h Ag Blg BQg B?)g Au Blu BQu Bdu
A, A, By, By, By, A, Bi, Bs, DBa,

Blg Ag BBg BQg Blu Au BSu B2u
B2g Ag Blg B2u B3u Au Blu
Bs, A, Bs, By B, A, . (3.2.5)
A, A, By, By, Bs,
Blu Ag B3g BQg
B2u Ag Blg
Bgu Ag

Fiir die Clebsch-Gordan-Zerlegung gilt allgemein:
DWW x DW) = DW) » DWW (3.2.6)

weshalb nur das obere Dreieck der Tabelle eingetragen ist.
Im Rahmen der Rechnungen zu den Schwingungen der MX,-Molekiile werden
Rechnungen in Cy,-Symmetrie gemacht. Diese Symmetrie besitzt zum Beispiel
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Wasser, und sie wird zum Beispiel durch den Quader in Abbildung 3.3 représen-
tiert, bei dem die Symmetrie durch Farbung der oberen Hélfte von D,y auf Cs,
reduziert wurde. Die vier Elemente der Gruppe C5, sind die Identitat E, eine

Abbildung 3.3: Ein Korper der Symmetrie Cy,

Cy-Achse, die Prinzipal-Achse Cy(2) und zwei vertikale Spiegel-Ebenen o, (xz2),
o, (yz). Diese Symmetrie-Operationen sind nochmal in Abbildung 3.4 skizziert.
Die Charaktertabelle lautet:

Co | E Cy(z) ou(zz) ol (yz)

A |1 1 1 1| 2z |a%y? 22

Ay |1 1 -1 -1| R. vy (3.2.7)
By |1 —1 1 —1|z, R, Tz

By |1 —1 —1 1y, R, Yz

Beide Charaktertabellen (3.2.4) und (3.2.7) entsprechen dem Standard und sind
in den angegebenen Biichern iiber Gruppentheorie zu finden. Im folgenden wer-
de ich eine Cy,-Charaktertabelle angeben, die zur vom Standard abweichenden
Gruppe C, aus den Elementen {E, Cy(x), 0,(x2), 0l (zy)} gehort. Diese Gruppe
ist natiirlich zur Standard-Gruppe isomorph und sie wird nur gebraucht, um
die Biegeschwingungen ohne Umorientierung der Ausgangsposition des MXs-



KAPITEL 3. DIE ANWENDUNG DER GRUPPENTHEORIE

Molekiils berechnen zu konnen. Die Charaktertabelle lautet:

Co | E Co(x) ou(zy) o,(z2)

A |1 1 1 1| o |2%9y% 22
Ay |1 1 —1 —1| R, Yz
By |1 1 1 -1y, R, Ty
By, |1 1 —1 1]z R, Tz

79

(3.2.8)

Zur Herleitung dieser neuen Tabelle vertauscht man einfach x mit z und B; mit

Bs.

Die direkten Produkte der irreduziblen Darstellungen von Cy, und C9, sind

gleichermaflen:

Cyy Ay Ay By By
A Ay Ay B B
Ay Ay By By
By A Ay
By Ay

(3.2.9)
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3.3 Die Rotations-Reflektions-Gruppe O(3)

Die Rotations-Reflektionsgruppe enthélt alle moglichen Rotationen und Reflek-
tionen des dreidimensionalen Raumes. Alle hier verwendeten Punktgruppen sind
Untergruppen dieser gemischt-kontinuierlichen Lie-Gruppe. Die Standard-Basis-
funktionen der irreduziblen Darstellungen sind die Kugelflachenfunktionen. Diese
Drehimpulseigenfunktionen sind allen Physikern sehr gut bekannt. Sie bestimmen
die Verdnderung bei Drehungen der Losungen isotroper Differentialgleichungen
in drei Dimensionen.

Die Rotations-Reflektionsgruppe O(3) entspricht der Gruppe aller orthogo-
nalen 3 x 3-Matrizen mit der Matrixmultiplikation als Gruppenoperation. Sie ist
eine gemischt-kontinuierliche Gruppe, deren Gruppenmannigfaltigkeit aus zwei
getrennten kompakten Bereichen besteht. Dies kommt daher, dafl Reflektionen
nicht durch Verdnderung des Drehwinkels zu erreichen sind. Die Gruppe O(3) be-
steht aus der Untergruppe SO(3) der reinen Rotationen (eigentlichen Transforma-
tionen) mit Determinante +1 und der Nebenklasse der uneigentlichen Transfor-
mationen mit Determinante —1 (Reflektionen), die aus der Inversion und SO(3)
hervorgeht. Man kann somit:

0(3) = SO(3) + I - SO(3) (3.3.1)

schreiben. Die Untergruppe SO(3) wird auch R(3) oder O*(3) genannt und ist
eine invariante Untergruppe mit Index 2, zu der die Quotientengruppe C; (Inversi-
onsgruppe) aus Identitéit und Inversion gehort. Die Nebenklasse der Reflektionen
ISO0(3) ist keine Gruppe, da das Identitéatselement fehlt. Die Klassen der Gruppe
SO(3) bestehen aus den Elementen, die um den selben Winkel und um eine belie-
bige Achse drehen. Die Elemente der Gruppe SO(3) kénnen durch Euler-Winkel
parametrisiert werden, aber es ist bedeutend sinnvoller, die Drehungen mit Hilfe
von Quaternionen zu parametrisieren, da diese direkt aus der Angabe der Dreh-
achse n und des Drehwinkels ¢ folgen und sogar Spinor-Drehungen eindeutig
beschreiben konnen! Die Erklarung der Verwendung der Quaternionen geht iiber
den Rahmen dieser Arbeit hinaus, wobei ich jedoch noch bemerken méchte, dafl
Quaternionen die iiberlegene Beschreibung von Drehungen im dreidimensionalen
Raum sind und sowohl in Theorie als auch in der Numerik Vorteile gegeniiber
Matrizen haben.

3.3.1 Drehimpuls-Operatoren, Drehungen

In einem fritheren Beispiel (2.5.47) zur Gruppe SO(2) wurde der infinitesimale
Operator einer Drehung um die z-Achse abgeleitet:

- 1. 1. 1 0 0
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Da nun Drehungen um alle drei Achsen des dreidimensionalen Raumes moglich
sind, kommen noch zwei weitere Operatoren hinzu:

. 1 0 0 - 1 0 0

Diese drei dimensionslosen Drehimpulsoperatoren erfiillen die beriihmten Kom-
mutatorrelationen:

(o, ) =id,  [Jy, ) = ide,  [Joy Ja] =iy, (3.3.4)

die auf die unterliegende Lie-Algebra fithren. Diese Definition gilt auch fiir Spin-
Drehimpuls-Operatoren, aber diese konnen natiirlich nicht in der Form (3.3.2,
3.3.3) geschrieben werden. Im folgenden mdochte ich nicht auf die iibliche Dreh-
impuls-Algebra eingehen, sondern weiter bei der Drehgruppe R(3) bzw. SO(3)
bleiben.

Bei der Konstruktion der Schar von Drehungen mufl darauf geachtet wer-
den, daB sie konsistent mit den Drehungen zu einem festen Winkel nach (2.3.6)
konstruiert werden. Wéahrend es iiblich ist, fiir endliche Gruppen passive Operato-
ren zu benutzen, ist die Verwendung der “passiven Operatoren” fiir Lie-Gruppen
uniiblich. Da es jedoch wichtig ist, dafl beide Darstellungen zueinander konsistent
sind, mufl man sich fiir eine Sichtweise entscheiden, welche hier den “passiven
Transformationen” entspricht. Hier soll also das Prinzip der passiven Transfor-
mation benutzt werden:

F(@) = Orf(#) = f(T7'F) . (3:3.5)
Die infinitesimale Koordinaten-Drehung Rs, um den inf. Winkel dp bewirkt:
7 = Rs,@ =T +idpJ,i (3.3.6)

was im Abschnitt 2.5.3 bereits gezeigt wurde. Die zu Rs, inverse Drehung ist
einfach:

Ry, = R_5,. (3.3.7)
Der gesuchte Operator Og;,, der auf Funktionen wirkt, kann nun hergeleitet

werden, denn die Anderung einer beliebigen Funktion dF bei einer infinitesimalen
Drehung der Koordinaten um §p wird laut (2.5.40) folgendermafien bestimmt:

dF (z) = ida  F(x) . (3.3.8)
Die Funktion F(x) wird zu:
F'(Z) = Op,, F (%) = F(Ry %) = (1 — idpJ,) F(x) . (3.3.9)

Aus diesem infinitesimalen Operator fiir Funktionen erhilt man den endlichen
Operator, denn jede Drehung um einen endlichen Winkel p kann als Ergebnis
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von k hintereinander ausgefithrten Drehungen um den Winkel p/k angesehen
werden, wenn £ eine hinreichend grofie Zahl ist. Somit wird eine um die x,-Achse
mit dem endlichen Winkel p gedrehte Funktion F(z) zu:

k—o00

F'(z) = lim (1 — z%jp)kF(g;) = exp(—ipJ,)F(z) . (3.3.10)

Die Schreibweise mit Exponentialfunktion mufl mit grofler Vorsicht behandelt
werden, da sie nur das Symbol fiir die Potenzreihe der e-Funktion darstellt und
die Wirkung jeder Potenz des Argument-Operators einzeln bestimmt und letzt-
lich aufsummiert werden mufl. Der Ausdruck (3.3.10) kann auf Drehungen um
beliebige Normalenvektoren 7 (|77|=1) verallgemeinert werden:

A~
=

F'(z) = exp(—ia(ii- J))F(x) . (3.3.11)

Die Groflen:

~
=

Riio = exp(—ia(ii - J)) (3.3.12)
sind somit die Operatoren fiir eine passive endliche Drehung um die Achse 7 mit
dem Winkel «. Aus der expliziten Form der endlichen Drehungen kénnen nun
Aussagen iiber die Struktur der Gruppe gemacht werden. Zum Beispiel erkennt
man, dafl eine Rotation um den Winkel a und die Achse 7 in eine Drehung um
den selben Winkel, aber die neue Achse 7’ transformiert werden kann, indem mit
dem Operator R eine Ahnlichkeitstransformation durchgefiihrt wird, der 7 zu 77’
dreht:

Rﬁ/}a = Riléﬁ/,aé . (3313)

Alle Rotationen mit einem gegebenen Winkel gehoren also zur selben Klasse.
Die aktiven Drehungen erhélt man durch Ersetzen von a — —a, denn sie
muB die inverse Drehung zu (3.3.12) sein. Das Vorzeichen im Exponenten der
Drehungen héngt also davon ab, ob man die aktive oder die passive Sichtwei-
se der Transformationen realisiert. Es kommt auf den Zusammenhang zwischen
den immer aktiven Koordinaten-Transformationen und den Operatoren, die auf
Funktionen wirken an. Der nur sehr selten erwédhnte Zusammenhang lautet:

“passiv’: Tf(z) = Opf(z) = f(T 'x)Rs0 = exp(—ia(i - J))

; : (3.3.14)
“aktiv’: T f(z) = Orf(z) = f(Tz) < Rijo =expia(i-J)).

Da in einer Gruppe zu jedem Element auch das Inverse vorhanden sein muf,
bilden die Drehungen in ihrer Gesamtheit die selbe Gruppe SO(3) egal, ob die
Elemente aktiven oder passiven Operatoren entsprechen.
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3.3.2 Irreduzible Standard-Darstellungen von SO(3)

Man kann zeigen, dafl das Wissen der Kommutatorrelationen der infinitesimalen
Operatoren ausreicht, um alle irreduziblen Darstellungen zu bestimmen. Dazu
konstruiert man zuerst den Satz der Eigenfunktionen einer der Operatoren, z.B.
jz, der in Kugelkoordinaten die einfache Form —id/d¢ hat. Dann verdndert man
den Satz der jZ—Eigenfunktionen so, dafl sie gleichzeitig auch Eigenfunktionen des
Quadrates des Drehimpuls-Operators:

~

Jr= R4 J2 4 (3.3.15)

sind, was moglich ist, da J% mit J, und den beiden weiteren Drehimpulsoperato-
ren kommutiert. Streng genommen ist nur sein Quadrat und nicht der Drehimpuls

J selbst erhalten, da der Drehimpulsvektor nicht mit allen infinitesimalen Dre-

hungen vertauscht, sondern nur sein Quadrat. Der Operator J? besitzt eine be-
sondere Bedeutung in der Theorie der Lie-Gruppen. In der Basis der irreduziblen
Darstellungen ist er proportional zur Einheitsmatrix, denn er kommutiert mit
allen Operatoren der Lie-Gruppe. Ein solcher Operator kann in jeder Lie-Gruppe
konstruiert werden und heifit Casimir-Operator, der zu einer mef3baren Erhal-
tungsgrofle gehort. Nicht immer reicht er allein aus, um die irred. Darstellungen
der Gruppe zu unterscheiden, aber hier ist das der Fall.

Die Eigenfunktionen @D,(qz) werden somit durch zwei Indizes bestimmt. Der

Eigenwert von J? gehort zu einer eindeutigen irreduziblen Darstellung DY) von
SO(3) und der Eigenwert von J, gibt an, die wievielte Basisfunktion es ist. Die
Basisfunktionen der irreduziblen Darstellungen sind iiber ihr Transformations-

Verhalten bei Anwendung der beiden Operatoren J2 und J, klassifiziert, und
iiber die Kommutatoren legt dies auch die Wirkung der anderen Operatoren fest:

Pl = G+ e,
J _ J
S = MY, (3.3.16)

(L +idy)n = G =m)G+m+ e,
(Jo —id)wd) = VG+m)G—m+1pd,.

Zu einer gegebenen irreduziblen Darstellung DU) gehéren 25 + 1 Basisfunktionen
7(7%) , wobei m die Werte:

annehmen kann. Die Basisfunktionen werden traditionell folgendermaflen bezeich-
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net:
w,(,lfo) : S-Funktionen
,(i:l) : P-Funktionen
=2 . D-Funktionen
wfqlf?’) . F-Funktionen (3.3.18)
)

wfff‘l : G-Funktionen

Zur irreduziblen Darstellung DY) der Drehgruppe SO(3) gehéren stets 2j 4 1
Funktionen. .

Die gemeinsamen Eigenfunktionen von J? und J, mit den Eigenschaften
(3.3.16) sind weithin bekannt und werden Kugelfidchenfunktionen genannt. Sie
bilden die komplexe Standardbasis der irreduziblen Darstellungen der Rotations-
gruppe SO(3) und ihre explizite Form lautet:

20 +1)- (I — |m|)1"?
2. (I+|ml)!

Y09, 6) = (—1)mHmb/2 [

. P (cosB)e™ . (3.3.19)
In den meisten Fillen wird also wfq? =Y, gesetzt, aber auch andere Basen wer-
den benutzt, wie zum Beispiel die reellen Orbitale. Der Einfachheit halber schreibt
man die Kugelflichenfunktionen in der Form Y},,(0, ¢), wobei der Drehimpuls-
Index [, der die irreduzible Darstellung angibt, nach unten versetzt wurde.

Die Basisfunktionen der j-ten irreduziblen Darstellung werden laut (3.3.16)
durch die infinitesimalen Transformationen nur untereinander transformiert. Da-
mit kann auch die Wirkung einer endlichen Drehung auf die Basisfunktionen
angegeben werden. Es gilt die iibliche Relation zwischen den Operatoren und
ihren Matrixdarstellungen:

25+1

Ry otp) = ZW)D“ (Rii) - (3.3.20)

Die Koeffizienten Dg?m(ﬁiﬁ’a) bilden zusammen die Matrixdarstellung der Dre-
hung um die Achse 77 mit dem Winkel « in der j-ten irreduziblen Darstellung.
Fiir diese Matrixelemente gelten die Orthogonalitdtsrelationen (2.5.31), wobei
in der Parametrisierung mit den Kuler-Winkeln «, 3, ~ das invariante Maf
drr = sin fdadfdy benutzt wird. Das Gruppenvolumen der kompakten Grup-
pe SO(3) ist 872, womit die Orthogonalitits-Relation:

872

drp DY (RYDYS(R) = ——— 5.6, /6, 3.3.21
LTR mn() mn() 2]"‘1]] ( )

lautet. Diese D%?m(}?ﬁ,a)’s sind manchmal zusammen mit den Clebsch-Gordan-
Koeffizienten tabelliert und wurden von Wigner selbst ausgearbeitet. Es gibt ei-
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ne bekannte Verbindung der Darstellungsmatrizen mit den Kugelfiichenfunktio-
nen, die als Standard- Ba&sfunktmnen fungieren. Die Matrix-Elemente in Euler-
Winkel-Parametrisierung D, ) (]%na) werden deshalb auch als verallgemeinerte
Kugelfldchenfunktionen bezelchnet.

Mit dem nun vorliegenden Wissen ist es nicht schwer, die Charaktere der
SO(3) anzugeben. Da alle Elemente des selben Drehwinkels in einer Klasse sind,
kann man sich bei den Darstellungsmatrizen auf die bekannten Drehungen um
die z-Achse beschrénken, welche durch den Operator:

R. o = exp(—ia.,) (3.3.22)
reprisentiert werden, und da:
) = myp) (3.3.23)
gilt, erhélt man:
R. ot = exp(—ima)y) . (3.3.24)

Die Matrixdarstellung der Rotation Rz,a ist somit diagonal, und ihr Charakter
in der Darstellung DY) ist gegeben durch:

J —i(j+)a _ ija o

) B Cima € e’ sin(j+1/2)a
XY (a) = mz_j e =T = s1 " sman (3.3.25)
Man erkennt, daf mit xV)(—a) = x)(a) zwei Rotationen mit identischen Win-
keln, aber entgegengesetzten Richtungen in der selben Klasse sind, was bedeutet,
daf eine Klasse in SO(3) vollstdndig durch den absoluten Drehwinkel bestimmt
ist. Der Grenzfall o« — 0 liefert dabei den Charakter des Einheitselementes - die
Dimension der Darstellung;:

Y(E) = xD(0) =25+ 1. (3.3.26)

Im Experiment konnten irreduzible Darstellungen mit geradzahliger Entar-
tung 25 + 1 nachgewiesen werden, weshalb auch halbzahlige j’s zur Realitét
gehoren. Diese gehoren im Rahmen der relativistischen Quantenmechanik zu den
Spinoren und sind fiir die spéter dargestellte Kopplung der Spins mehrerer Elek-
tronen und fiir die Spin-Bahn-Kopplung wichtig. Die zugehorigen irreduziblen
Darstellungen werden mit j = 1/2,3/2,5/2,... indiziert, und ihre Eigenschaf-
ten konnen von den ganzzahligen iibernommen werden. Die Halbzahligkeit hat in
erster Linie zur Konsequenz, dafl eine Basisfunktion bei Drehung um 27 ihr Vor-
zeichen wechselt. Dies hat nicht zur Folge, daf8 Drehungen nun von 0 bis 47 lau-
fen, sondern, daf$ zu jeder Rotation Rna zwet Darstellungsmatrizen D(]) (Ena)
gehoren! Nach der Idee von Bethe fithrt man eine Doppelgruppe ein, in der die
Drehung um 27 nicht die Identitéit darstellt, sondern Rotationen um « und um
21 + « als verschiedene Elemente betrachtet werden, wobei der Drehwinkel o
immer kleiner als 27 ist. Das Gruppenvolumen einer Doppelgruppe ist doppelt so
grofl wie das der einfachen Gruppe, und man spricht hier auch von zweideutigen
Darstellungen.
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3.3.3 Die CG-Zerlegung und -Koeffizienten

Es soll nun das Kronecker-Produkt zweier irreduzibler Darstellungen D) x D2)
reduziert werden. Dazu mufl man zuerst wissen, welche irreduziblen Darstellun-
gen in dem Produkt enthalten sind, also die Clebsch-Gordan-Entwicklung des
direkten Produktes. Diese Entwicklung ist im Fall der SO(3)-Gruppe bzw. der
dazu isomorphen Gruppe SU(2) bestens bekannt:

D(jl) % D(jz) _ D(j1+j2) oy D(j1+j2*1) DD D(ljl*jQD ) (3327)

Diese Reduktion ist in der Physik als Addition zweier Drehimpulse bekannt. Die
Indizes der irreduziblen Darstellungen D ), die in DUV x DU2) enthalten sind,
laufen von J = |j; — j2| bis j; + j2 in Einer-Schritten. Das gilt sowohl fiir die
ganzzahligen wie auch fiir die halbzahligen Indizes ji,jo. Man erkennt, daf§ in
einem direkten Produkt zweier irred. Darstellungen jede Darstellung nur einmal
vorkommt und die Gruppe SO(3) somit einfach reduzibel ist.

Um die reduzierten Darstellungen explizit zu erhalten, braucht man die Koef-
fizienten, die in der Linearkombination der Produkte der Faktor-Basisfunktionen
auftreten. Wie bereits besprochen sind dies die Clebsch-Gordan-Koeffizienten.
Diese Koeffizienten sind im Fall der Drehgruppe gut bekannt und werden auch
Vektor-Additions-Koeffizienten oder Wigner-Koeffizienten genannt. Der Begriff
“Clebsch-Gordan-Koeffizienten” (CG’s) ist eigentlich zu allgemein, denn jede
Darstellung einer Gruppe hat ihre eigenen CG’s. Auch die reellen Kugelflichen-
funktionen hitten eigene CG’s, die natiirlich aus den Standard-CG’s nach (2.4.48)
folgen.

Die Standard-CG’s sind tabelliert und konnen auch mit Hilfe einer Formel
berechnet werden [8], sie sind aber auch in dem kommerziellen Programm “Ma-
thematica” verfiighar. Entsprechend der bereits eingefiihrten Notation (2.4.33)
fiir die Clebsch-Gordan-Koeffizienten erhélt man die M-te Basisfunktion der ir-
reduziblen Darstellung D) im direkten Produkt DU x DU2) zu:

vy = PR ( Dol ) , (3:3.28)
mi1+mo=M

wobei zu beachten ist, dafl die Basisfunktionen nach z-Drehimpuls-Projektion
indiziert sind und aufgrund der z-Drehimpulserhaltung nur Basisfunktionen \Ilg\‘/][)
aus Produkten @/Jﬁ,ﬁ) 5%22) mit my; + my = M entstehen konnen. Natiirlich sind
alle CG’s von Basisfunktionen zu Darstellungen, die nicht im direkten Produkt
vorkommen, identisch Null.

Fiir eine einfache Ermittlung einer Basis-Funktion ist es schnell und bequem,
mit den CG’s zu arbeiten, aber fiir theoretische Betrachtungen ist es wiinschens-
wert, Koeffizienten zu benutzen, deren Symmetrie in den Indizes hoher ist, als
das bei den CG’s der Fall ist. Man definiert dazu die sogenannten 3j-Symbole:

< 2T ) , (3.3.29)

my MMy M3
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die aus der Addition dreier Drehimpulse zur voll-symmetrischen Darstellung D)
resultieren. Die 3j-Symbole sind invariant unter geraden Permutationen ihrer
Spalten und bekommen den Faktor (—1)72772%5 bei ungeraden Permutationen.
Diese Eigenschaften und Anwendungen des 3j7-Symbols in der Atomphysik wer-
den zum Beispiel in [14] recht ausfiihrlich beschrieben. Im Gegensatz zu den
CG’s sind die Spalten des 3j-Symbols gleich berechtigt, was durch das Fehlen
der senkrechten Linie im Symbol ausgedriickt werden soll. Der Zusammenhang
zu den CG’s lautet:

(7;711 Tf J >:(_1)j1—j2+M(2J+1)§< nop > . (3.3.30)
1 2

M my Mo -M
3.3.4 Reelle Orbitale

In fast allen verfiigharen Quantenchemie-Paketen wird nicht die komplexe Stan-

dard-Basis als Ausgangspunkt benutzt, sondern reelle Orbitale. Diese reellen Or-

bitale ergeben sich jeweils in Paaren gb&' o ¢|(7{,)L|_ aus den beiden Basisfunktionen

¢%) und qﬁ(_l)m, wobei allgemein:

o0 = (—1)mpY (3.3.31)

m

auch fiir die komplexen Vielteilchen-Basisfunktionen gelten soll. Der explizite
Zusammenhang der komplexen Standard-Basis mit der reellen Basis lautet hier:

O _ o (0 08 1 O
Pms = 2 (%m\*%m)— 7§(<_1) ¢|m|+1/’—|m|>

0=yl (3.3.32)

o _ ey (O O 1 qym,, O (D)
Pmi- = "3 (wwm\ ¢|m|) = W (( )™ w—|m|> :
In der Literatur findet man diese Definition zum Beispiel in dem sehr brauchbaren
Buch [15]. Die komplexen Orbitale entstehen aus den reellen iiber:

—1)™
P — % ( ot ¢¢|(QI_> fir m >0, (3.3.33)

wobei die Orbitale fir m < 0 aus (3.3.31) folgen und:

o = { (()l) fiir reelles wél)

3.3.34
0 2’¢(()l) fiir rein komplexes %()l) ( )

gilt. Diese Relationen gelten allgemein, also auch fiir Vielteilchen-Orbitale.

Die Anwendung des Operators fiir das Drehimpuls-Quadrat liefert nach wie
vor den Eigenwert (I + 1), aber die reellen Orbitale sind nun keine Eigenfunktio-
nen der z-Projektion L, des Drehimpulses mehr:

. ! . !

Lgjy, = +ilmlj,_

@Zgbgj) -0 oo (3.3.35)
Legin. = —ilmloj,
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sondern ihres Quadrates L2:
ﬁ?cbf??i = m2¢1(7l1)i : (3.3.36)

Die in den Quantenchemie-Programmen verwendeten Orbitale entsprechen
auch dieser Definition, was ein zusétzlicher Grund fiir die Benutzung der reellen
Orbitale ist. Zur Beschreibung der Winkelabhéngigkeit der atomaren Einteilchen-
Orbitale definiert man die reellen Kugelfiichenfunktionen:

T -Hm m
YZ|m|+ = ! f) (Yl\m\ + Yl|m|> = \/% ((_1> Yijm| + Yl—lml)
Yo = Yo (3.3.37)

r —-nHm * _ m
Y2|m|_ = (i\/)i (YZ\m\ _Yi\m\) = % ((_1> YZlml _YZ—\m\) :

Bei der Bildung reeller Orbitale mufl beachtet werden, dafl die komplexen Kugel-
flaichenfunktionen die allgemeine Form:

m+|m|

Y0, 9) = Y (0. ¢) = O (0) (1) 2

haben, wobei Oy, (6) reell ist.

In der Praxis werden die Indizes |m|+ nicht verwendet, stattdessen indiziert
man die reelle Basis nach den kartesischen Tensoren [-ter Ordnung, die eine Basis
der Rotationsgruppe aus Polynomen [-ter Ordnung in z,y, z bilden. Die ersten
reellen Kugelflichenfunktionen sind:

exp(imp) (3.3.38)

Funktion | Name Kugelkoordinaten Kartesische Koordinaten
Vo s |@n)? [dn

Yy - (3/4m)'/% cos 0 (3/47r)1/2 “1z

YV, D (3/4m)1/%sin 6 cos ¢ (3/4m) 21y

Yii Dy (3/4m)'/% sin O sin ¢ (3/4m) /21y

Y d.» (5/167)Y2(3cos?0 — 1) | (5/16m)"/%r *2(32 r?)
Y, dy. (15/47)Y2sin@ cos O cos ¢ | (15/4m) /2 r—2x2

Yo dy. (15/47)4/2 sm@cos@smgb (15/47)1/2r=2y2

Y, dp2_y2 | (15/16m)Y2sin? 0 cos2¢ | (15/167)Y2r *2( —y?)
Yo, Ay (15/167)"/2sin* fsin2¢ | (15/47)/2r 22y

(3.3.39)
Die Namensgebung der reellen Kugelflichenfunktionen wird fiir alle Orbitale
iibernommen.
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3.3.5 Die volle Gruppe O(3), Paritét

Bisher wurde nur die Untergruppe SO(3) der Rotations-Reflektionsgruppe O(3)
betrachtet, die nur die Rotationen enthélt. Die volle Gruppe O(3) erhilt man
durch Vereinigung mit der Nebenklasse I - SO(3) aus der Inversion und den
Rotationen von SO(3). Wegen I? = F kann die Matrixdarstellung von I nur plus
oder minus die Einheitsmatrix sein. Nach der Konstruktion von O(3) als SO(3) +
I-SO(3) ergibt jede Darstellung der reinen Rotationsgruppe zwei Darstellungen
der vollen Rotations-Reflektions-Gruppe; statt nur einer Darstellung D® gibt es
dann die Darstellungen D¢+ und D¢-):

D(l+)(

R
D) :

o) = D(l+)( Aﬁ o)
R N

D = _D(li)(}%n,a) (3.3.40)

~> ~»

St

Die Darstellung D) bezeichnet man als Darstellung mit positiver Paritit und
D) entsprechend als Darstellung mit negativer Paritit. Die Darstellungen der
vollen O(3)-Gruppe miiiten streng genommen noch den Paritdtsindex £+ oder
g/u fur “gerade” oder “ungerade” erhalten. In der Mathematik bezeichnet man
die irreduziblen Darstellungen als 07,07,1%,17,2%, ..., wihrend in der Physik
die Schreibweise S9, 5%, P9, P*, DY, ... iiblich ist. Bei der Einteilchen-Basis, den
Kugelflichenfunktionen Y, (0, ¢), ist die Paritat immer:
1Y9(0,¢) = (-1)'Y, (0, ) . (3.3.41)
Das bedeutet, dafl die Paritét in der Darstellung auf der Basis der Vs fiir | = 0
gerade ist (0% oder S9), fiir [ = 1 ungerade ist (1~ oder P*) und fiir allgemeine ’s
immer (—1)" ist. Das selbe gilt auch fiir die reellen Einteilchen-Orbitale.
Koppelt man mehrere Einteilchen-Drehimpulse [y, s, . .., [; zu einem resultie-
renden Drehimpuls L zusammen, so ist die Paritét der erhaltenen Wellenfunktio-
nen nicht (—1)%, sondern das Produkt der Einzel-Paritéiten:

P=PP---P. (3.3.42)
Im Fall der Kopplung von Standard-Basisfunktionen gilt somit die Regel:
Pyes. = (=1)" - (1) (=1)" (3.3.43)

fir die Addition von Parititen (siehe z.B. [16]). Auf diese Weise erhélt man zum
Beispiel auch S-Wellenfunktionen, die negative Paritdt haben (S).
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3.4 Die axialen Symmetriegruppen D, Cy,

Da das hier betrachtete Molekiil im Grundzustand linear ist, sind die beiden
Punktgruppen der axialen Symmetrie D, und Cy, von grofiter Wichtigkeit. Die
axiale Symmetrie tritt einmal allein in der Gruppe Cy, auf und, falls ein Inversi-
onszentrum existiert in D,. Die Cy,-Symmetrie entspricht der eines Kreiskegels,
wihrend die D.,-Symmetrie der eines Zylinders entspricht. Die Zylindergruppe
Do, kann direkt durch Einbeziehung der Inversion in die C'y,,-Symmetrie darge-
stellt werden:

Doh = Coy + I+ Cogy = Coy X Ci . (3.4.1)

Die Zylindersymmetrie D, kann also wieder auf die Cy,,-Symmetrie mit sepa-
ratem Einflufl der Inversion zuriickgefithrt werden. Zur Behandlung der axialen
Symmetrie mufl im wesentlichen nur die C.,-Gruppe betrachtet werden. Die
Gruppe Cy, selbst besteht aus der Identitédt, Drehungen mit beliebigem Winkel
um die Prinzipal-Achse und allen Spiegelebenen, die die Prinzipal-Achse enthal-
ten (siehe Abbildung 3.5).

3.4.1 Die Struktur von C,,

Die C,-Symmetrie entspricht zum Beispiel der eines Kreiskegels, der sich nach
Konvention in z-Richtung erhebt. Jede infinitesimale Drehung fithrt den Korper
in sich selbst iiber. Die Abbildung 3.5 zeigt alle Elemente der Gruppe Cy,. Nach

ol ()

Abbildung 3.5: Die Symmetrie-Operationen der Gruppe Cy,

der Nomenklatur der Punktgruppen ist die Prinzipal-Achse von der Ordnung “un-
endlich” und wird mit C«(¢) bezeichnet, wobei ¢ den Drehwinkel angibt. Die zu
Cs(¢) inverse Drehung ist die selbe Drehung, jedoch um den negativen Winkel
Coo(0)™! = Coo(—¢). In der Literatur unterscheidet man manchmal die beiden
Drehrichtungen iiber die Schreibweise CT (¢) = Cy(¢p) und C_(¢) = Coo(—9).
Die vertikalen Spiegelebenen bezeichnet man als o,(p) und da Spiegelungen im-
mer zu sich selbst invers sind, gilt o, (@) = o,(p).
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Die explizite Form der Drehungen, insbesondere um die z-Achse, ist hinrei-
chend bekannt. Eine Rotation um den Winkel ¢ ist zu ihrem Inversen, der Ro-
tation um —¢, dquivalent, also bildet jede Drehung Cy(¢) mit ihrem Inversen
Cs(—¢) eine (ambivalente) Klasse, wobei die Drehung C'w (1) = C5 zu sich selbst
invers ist und somit eine Klasse fiir sich bildet. Die Spiegelebenen konnen als
konjugierte Transformationen (2.1.2) durch Drehung der xz-Ebene ¢, (0) um die
z-Achse mit dem Winkel ¢ nach:

N ~

6(#) = Coo(0)0(0) L () = Co()62-C(—0) (3.4.2)

konstruiert werden und sind damit alle in der selben Klasse.

Die Gruppe Cy, ist eine einparametrige gemischt-kontinuierliche Gruppe, de-
ren Gruppenmanigfaltigkeit aus zwei getrennten, kompakten Bereichen besteht.
Dies kommt daher, daf§ (', aus der Gruppe der zweidimensionalen Drehungen
der Punkte in einer Ebene (xy-Ebene) SO(2) und der Nebenklasse mit dem Ele-
ment 0,(0) = 0,, besteht. Die Untergruppe der reinen Drehungen um eine Achse
C4 ist abelsch und eine invariante Untergruppe von C,, weshalb die Gruppe
als semidirektes Produkt:

Coow = Coo + 0 - Coo = Coo A Clg (3.4.3)

geschrieben werden kann, wobei Cy aus der Identitédt und einer (vertikalen) Spie-
gelebene 0,(0) besteht. Die so vergrofierte Gruppe ist nun auch nicht mehr abelsch
und ihre Struktur entspricht genau der von O(2), der Gruppe aller orthogonalen
Transformationen in zwei Dimensionen. Die Gruppe O(2) besteht dabei aus der
invarianten Untergruppe SO(2) aller eigentlichen Transformationen mit Determi-
nante +1, den Drehungen und den uneigentlichen Transformationen mit Deter-
minante —1, den Spiegelungen. Die uneigentlichen Transformationen erh&lt man
dabei als Nebenklasse der Untergruppe SO(2) mit einer uneigentlichen Transfor-
mation, wie der Matrix fiir die Spiegelung an der xz-Ebene. Die beiden Gruppen
Coop und O(2) sind somit isomorph (sogar identisch):

O(2) = S0O(2) 4+ 0., - SO(2) = SO(2) AN Cs = Cy, - (3.4.4)
Die Gruppe besteht aus folgenden Elementen:
- Identitit: B
- Drehungen: Cy(¢), Coo(—9¢), Coo(p=7) =Comit 0 < p < 7
- vertikale Spiegelebenen: o,(¢) mit —m < ¢ < 7w und o,(¢ £ 7) = 0,(p) .

Diese Parametrisierung der Drehungen ist dquivalent mit einem Bereich —m <
¢ < moder 0 < ¢ < 2 fiir den Drehwinkel ¢ und ohne Unterscheidung zwischen
Coo(®), Coo(—¢) und Cy, denn Drehungen um Winkel 7 < o < 27 kénnen immer
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auch als Drehungen um den Winkel —(27 — «) angesehen werden. Die obige
Aufteilung ist jedoch systematischer und geht mehr auf die Klassenstruktur der
Gruppe ein. Die Unterscheidung der sonstigen Drehungen von C5 liegt darin
begriindet, dafl zu den beiden Drehungen Cu(¢) und Cy(—¢) einer Klasse die
beiden Spiegelebenen o,(¢) und o,(—¢) gehoren, wihrend Cy zu sich selbst
invers ist und nur die eine Ebene o,(7/2) = 0, erzeugt. Man erkennt daraus,
daBl genausoviele Spiegelebenen, wie Drehungen existieren.

Die Gruppenmanigfaltigkeit besteht aus zwei getrennten Bereichen des Volu-
mens 27, wobei der erste Bereich zu den Drehungen und der Identitédt gehort,
die durch stetige Variation des Parameters ¢ in diesem Bereich erreichbar ist
(E = Cx(¢ = 0)). Der andere Bereich des Parameters ¢ enthélt nur die Spie-
gelungen, wobei es zu jeder Drehung eine Spiegelung gibt und das Gruppen-
volumen somit 47 ist. Das invariante Ma#f} fiir die Gruppenintegration lautet
einfach d¢ bzw. dp. Die Summation iiber alle Gruppenelemente lautet also:

S s = [ dsscno) + [ defioo). (3.4.5)

RECoon -

wobei die Integration auch iiber den Bereich [0, ..., 27| ausgefithrt werden kann.
Nach der Konvention legt man die Prinzipalachse in z-Richtung. Die Koordi-
naten-Transformationsgleichungen der Lie-Untergruppe der reinen Drehungen

lauten dann:
2’ =xcos¢p— ysing

y =xsing +ycosp ’ (3.4.6)
was auf den infinitesimalen Operator:
A s s 0 0
ly=i-J,==-L,=0x— —y— 3.4.7
e Ty x@y T ( )

fiihrt, der bereits im Beispiel zu SO(2) in (2.5.45) - (2.5.47) behandelt wur-
de. Dieser Operator entspricht dem fiir die z-Projektion des Drehimpulses J,
der Rotations-Reflektionsgruppe SO(3) aus Abschnitt (3.3.1). Anschaulich ge-
sehen, ist in SO(2) von der vollen Kugelsymmetrie SO(3) mit J,, .J,, J,, nur
die Zylinder-Symmetrie mit J, iibriggeblieben. In Zylinderkoordinaten, sowie in
Kugelkoordinaten lautet dieser Operator:

~ 1,0 0 10 .0

J, = Z(xa_y — y%) =700 _Zf)_gzﬁ : (3.4.8)
wobei ¢ der Azimutalwinkel ist. Der Casimir-Operator zur Unterscheideung
der irred. Darstellungen der Untergruppe SO(2) ist jZZ, und er ist in jeder ir-
reduziblen Darstellung von SO(2) proportional zur Einheitsmatrix. Im Fall der
Gruppe Cou, bzw. O(2) konnen alle irreduziblen Darstellungen, bis auf $* durch
den Eigenwert von JAZ2 unterschieden werden. Fiir die beiden »-Darstellungen ist
dieser Eigenwert jedoch Null und es mufl das Verhalten unter Spiegelungen ex-
plizit betrachtet werden, um beide Darstellungen zu unterscheiden.
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3.4.2 Die Koordinaten-Transformationen von Cy,

Bevor die Darstellungsmatrizen hergeleitet werden konnen, miissen die Koordi-
natentransformationen der Gruppe explizit bekannt sein. Alle Transformationen
der Gruppe Cy, beziehen sich nur auf den zweidimensionalen Unterraum der
Punkte der xy-Ebene des dreidimensionalen Raumes, da die Gruppe ja zu O(2)
isomorph (identisch) ist.

Die Drehungen um die z-Achse sind hinreichend bekannt. Sie veréindern die
Koordinaten nach:

x’ cos¢ —sing 0 x
Coo(0) : y | =|sing cosp O] |y]|, (3.4.9)
2! 0 0 1 z
x cos¢ sing 0 x
Coo(—0) : y | =1 —sing cos¢p 0] |y (3.4.10)
2! 0 0 1 z
fiir 0 < ¢ < 7 und:
x’ 1 00 x
E =CL(0): y1=1010]1y]|, (3.4.11)
2! 0 01 z
sowie:
x’ -1 0 0 x
Cy = Coo(m) = Coo(—) : y|l=10 —-10]1ly (3.4.12)
2! 0 0 1 z
Fiir die Drehungen gilt:
Coo(@)Co0(fB) = C(a+ ) und Cx(0) =Cs(2m) =1. (3.4.13)

Die vertikalen Spiegelebenen miissen nach (3.4.2) konstruiert werden. Die Aus-
gangs-Spiegelebene 0,(p = 0) sei hier die xz-Ebene und der Winkel der Spie-
gelebenen ¢ startet ab der x-Achse. Diese Parametrisierung stimmt mit der fiir
endliche Punktgruppen C),, iiberein, wobei in der Literatur der Winkel ¢ der
Spiegelebenen auch manchmal an der y-Achse startet. Es ist:

x’ 1 0 0 x
0,(0) = 0y, : y]1=10 -1 0] |y (3.4.14)
4 0 0 1 2
und damit (siehe (3.4.2)):
A A x’ cos2¢ sin2¢ 0 x
0u(¢) = Coo(¢)0,(0)Coc (=) : | Y | = | sin2¢ —cos2¢ 0] |y | (3.4.15)

2 0 0 1 z
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fiir —m < ¢ < . Die Spiegelebenen besitzen die Eigenschaft:

ou(p) = o,(p£m). (3.4.16)

Zur einparametrigen Lie-Untergruppe Cy der reinen Drehungen kann aus
den Koordinaten-Transformationen die totale Anderung einer beliebigen Funkti-
on bei einer Drehung bestimmt werden. Diese Anderung ist nach der Theorie der
Lie-Gruppen durch den infinitesimalen Operator der Transformation bestimmt.
Dieser Operator ist mit dem der Gruppe SO(2) identisch und wurde in (3.4.8)
bereits angegeben.

3.4.3 Die irreduziblen Darstellungen von Cy.,

Es sind nun alle Koordinaten-Transformationen R von C., bekannt und damit
konnen die irreduziblen Darstellungen mit Hilfe von (2.3.9) bereits hergeleitet
werden. Diese Konstruktion will ich hier jedoch iiber (2.5.56) als lineare Dar-
stellung einer Lie-Gruppe iiber die Matrix-Exponentialfunktion aus den Gene-
ratoren der Darstellung (2.3.57) konstruieren. Die Generatoren sind die Matrix-
Darstellungen der infinitesimalen Operatoren der Lie-Gruppe in der fiir die Dar-
stellung gewéhlten Basis. Hier gibt es nur einen solchen Operator, namlich:

~ 1

J, = Z(m% — y%) = —i% : (3.4.17)
Daraus erhélt man die lineare Darstellung der einparametrigen Lie-Untergruppe
SO(2) von Cy, in der gewéhlten Basis. Die Matrizen der Reflektionen in die-
ser Basis erhélt man auch iiber die Methoden fiir endliche Gruppen (2.3.9) aus
den obigen Koordinaten-Transformationen. Diese Methode la8t sich hier fiir alle
Gruppenelemente durchfiihren, aber der Zusammenhang zu den reellen Orbitalen
wird anders klarer.

Zuerst sollen die eindimensionalen und damit automatisch irreduziblen
Darstellungen von Cy, betrachtet werden. Diese besitzen nur eine Basisfunk-
tion 7 und die Darstellungsmatrizen stimmen mit den Charakteren iiberein. Die
“Matrix” der Identitét ist die Dimension der Darstellung, ndmlich 1:

Ep=v¢ : DE)=x(E)=1. (3.4.18)

Weiter zu den Drehungen, die mit ihrem Inversen in einer Klasse sind und deren
Charaktere (auch Matrizen) den selben Wert haben:

Coo(®)¥) = Cos (=)0 = ()

und deren Winkel sich bei Hintereinanderausfiihrung addieren:

A

Coo(@)Coe(B)0 = c(@)e(B)0) = Coo(a + By = ca + B)1) .
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Aus den obigen Eigenschaften folgt:

Coo(0)Coo (=)0 = ¥ = c(9)c(d) = c(20)

also:
c(2¢) = ¢(0) =1,
was mit c¢(¢) = 1 identisch ist. Es gilt also:

Co(@)h =1 1 D(Cx(0)) = x(Coo(9))) = 1. (3.4.19)

Zuletzt folgen die moglichen “Matrizen” der Spiegelebenen:

aus der Eigenschaft, dafl jede Spiegelebene zu sich selbst invers ist:

oo ()ou(@)t = () = Ep = 1) |
zu s = +1. Mit:

ou(@) = D(ay(p)) = D(ou(p)) = x(ou(p)) = £1 (3.4.20)

sind nun die Darstellung der zwei moéglichen eindimensionalen irreduziblen Dar-
stellungen bestimmt, die traditionell mit ¥% bezeichnet werden. Die eindimen-
sionalen Darstellungen lauten:

D™ (E) =1, D™ (Cu(9)) = 1, D™ (0(9)) = 1 (3.4.21)

D¥ (E) =1, D¥ (Cx(¢)) =1, D* (0,(¢)) = —1. (3.4.22)

Bei diesen beiden irreduziblen Darstellungen handelt es sich bei ¥ um die to-
tal symmetrische Darstellung und bei ¥~ um die antisymmetrische Darstellung,
welche in jeder endlichen Gruppe ab der Ordnung 2 vorkommen. Zur Darstel-
lung X% gibt es eine ganze Reihe moglicher Basisfunktionen, denn es handelt sich
um die symmetrische Darstellung auf der Basis einer invarianten Funktion. Jede
Funktion, die invariant beziiglich Drehungen um die z-Achse und Spiegelungen
an allen Ebenen o,(¢p) ist, bildet die Basis fiir X*. Dies sind alle Funktionen, die
nicht vom Azimutalwinkel abhéngen, wie:

Yt oconst, i+t i =2t oyt 422 (3.4.23)
sowie alle Kugelflichenfunktionen Yjy = ©yo(#) mit m = 0. Viel schwieriger ist
es, eine Basisfunktion fiir die antisymmetrische Darstellung >~ zu finden. Eine
Einteilchen-Basisfunktion aus Koordinaten 148t sich nicht konstruieren. L&t man
als Basisfunktion jedoch auch Drehungen zu, so findet man, daf} eine beliebige
Drehung um die z-Achse R., sowie J,(Z) selbst eine Basis fiir £~ bildet (H'(x) =
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~

H(R™'x) oder (2.3.30)). Mit der Drehung um die z-Achse bildet auch die z-
Komponente eines Axial-Vektors die Basis fiir ¥~. Man gibt also die Drehungen
um die z-Achse als Basis-Funktion von X7 an:

ST:R.,J. . (3.4.24)

Bei den Vielteilchenfunktionen tritt die ¥~ -Symmetrie dagegen viel hiufiger auf.
Die restlichen irreduziblen Darstellungen sind alle zweidimensional und ihre
Anzahl ist unendlich! Die reelle (Einteilchen-) Basis dieser Darstellungen lautet:

(cos(Ag), sin(Ap)) , (3.4.25)

wobei ¢ der Azimutalwinkel der Kugel- oder Zylinderkoordinaten ist und der
Index A > 0 die irreduzible Darstellung angibt. Jeder Faktor an beiden Ba-
sisfunktionen, der invariant beziiglich allen C,-Operationen ist, &ndert nichts
an der Form der Matrizen der zugehorigen Darstellung. Invariant sind beliebige
Funktionen der Zylinderkoordinaten z und r; und der Kugelkoordinaten » und
6. Somit bilden die beiden reellen Orbitale (3.3.29) zu gleichem [ und |m| eine
Basis fiir die selbe irreduzible Darstellung, wie (3.4.25). Als Einteilchen-Basis
fiir die Gruppe Cy,, konnen also neben (3.4.25) auch die reellen Kugelflichen-
funktionen fiir m > 0 benutzt werden:

(Yo (0, 0), Yin - (60, 9)) (3.4.26)

wobei der Winkel 6 in dieser Gruppe keine Rolle spielt. Die Form dieser reellen
Kugelflachenfunktionen war:

Y4 = ?((—D’”YWWY;_W\): Oyjm (0) cos(Ae)

Yipm- = o) ((_1)m}ﬁ\m\—3ﬁf|m|)= Oy (0) sin(Ap) (3.4.27)

Die Darstellungsmatrizen der Drehungen in dieser Basis erhélt man, wie gesagt,
aus der Matrixdarstellung des infinitesimalen Operators .J,, dem sogenannten
Generator der Darstellung. Fiir die reelle Einteilchen-Basis (3.4.25) gilt:

A

J. (cos(Ap),sin(A¢p)) = — 28%5 (cos(Ap),sin(Ag)) = . ..
= — i\ (—sin(A@), cos(A\@)) = ... (3.4.28)

= (cos(\g), sin(A¢)) (g\ _(?\) '

Fiir die Basis reeller Kugelflichenfunktionen (3.3.32) gilt, wie gefordert, auch:

- . 0 —iA
(i Yia) = A 0 —¥is) = 0¥ () 3Y) - (3429)
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Der Generator lautet somit in beiden hier gewéhlten Basen:
L (0 —1
T =i\ <1 0 ) . (3.4.30)

Die Form dieser Erzeugenden, wie der Generator auch genannt wird, bleibt fiir
alle reellen Orbitale, ob Ein- oder Vielteilchen, gleich, und damit auch die Form
der Darstellungsmatrizen, die nun nach (3.3.12) hergeleitet werden. In der Her-
leitung ist av der Drehwinkel um die z-Achse und jp der zugehorige z-Drehimpuls-

Operator jz, der in der Darstellung durch seinen Generator T ersetzt wird:

R.(a) = exp(—ia.],) — D(Coo(a)) = exp(—iaT) Z )" T" . (3.4.31)
k=0

Die obige Matrix-Exponentialfunktion mufl nun ausgewertet werden, wobei alle
Potenzen des Generators bekannt sein miissen. Das ist hier nicht schwer, denn es

gilt:
2
2 2 (0 =1\ o/1 0
v (0 ) (1) 64z

was der Matrix des Casimir-Operators JB in der irreduziblen Darstellung D™
entspricht. Damit lauten die Potenzen des Generators:

o _yu(l 0 241 _ 2 _ 21 (00 =1
=\ (O 1 und T = AT =i\ 10 (3.4.33)
fir [ = 0,...,00. Nun teilt man die Summe in (3.4.31) in gerade und ungerade

Potenzen auf und benutzt die obigen Relationen, woraus:

N (ia) (i)
exp(iaT) _Z o ) ZWT =
0) — (M) 0 -1\ — (Aa)?m+!
(—1)' + (=™ o=
( 1) ; (20)! <1 0); @m 4D 5 434
0 0 -1\ .
( 1) cos(Aa) + (1 0 > sin(Aa) =
_ (cos(/\oz) - sm()\a))
sin(Aa)  cos(Aa)
folgt. Insgesamt gilt also:
DY(C(a)) = exp(—iaT) (‘;ij&g)) ‘C(i:(lg;)> (3.4.35)

In der Menge der Drehungen ist auch die Identitdt bei @ = 0 enthalten. An-
sonsten erkennt man, dafl dies die inverse Matrix der Koordinatentransformation
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ist, was wegen der Verbindung (2.3.6) zwischen Koordinaten-Transformation und
Operator-Wirkung klar ist. Die Funktion x transformiert also unterschiedlich, je
nachdem, ob sie Koordinate oder Wellenfunktion ist!

Nun zur Darstellung der Spiegelebenen o,(3). Diese Matrix soll nach (2.3.9)
bestimmt werden. Ausgangspunkt ist wieder die Spiegelung an der xz-Ebene als
7,(0), wobei diese auf den Azimutalwinkel wie eine Inversion wirkt:

0,(0): ¢&— —9. (3.4.36)

Der Operator, der auf Funktionen wirkt, hat die selbe Wirkung, da die Spiegele-
bene zu sich selbst invers ist:

6(0)f(r,0.¢) = f(r,0,9) . (3.4.37)
Damit folgt:

7,(0) (cos(Ae), sin(Ag)) = (cos(Ap), —sin(Ag)) = ...
= (cos(A@), sin(A¢)) <(1) _01> (3.4.38)

sowie:
7,(0) (Yire, Yoo ) = (Yo, —Yiao) (3.4.39)

wobei hier die Eigenschaft:
Yim(0, —6) = Y;5, (6, ) (3.4.40)

der komplexen Kugelflichenfunktionen benutzt werden mufl. In beiden Féllen
erhélt man die Matrix:

D(A)(UU(O)):G) _01> . (3.4.41)

Die Schar der gedrehten Spiegelebenen erhélt man wieder als konjugierte Trans-
formationen:

DY (0,(8)) = DY (Coe(8)) DM (0,(0) DV (Coo (=) = ...

B (COS(Z)\ﬁ) sin(2A53) ) (3.4.42)
© \sin(2A\3) —cos(2AB))

Nun sind auch die zweidimensionalen Darstellungsmatrizen bekannt:

o (1 0) cos(da) —sin(\a)
D¢ )(E) — (0 1) , D! )(Ooo<a)) = (sin(/\oé) cos( ) ) ’
(3.4.43)

cos(2A\3)  sin(2A0)
D(/\)(gv(ﬁ)) = (sin(Q)\ﬁ) —cos(Q)\ﬁ)) )
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wobei die aufgrund der Systematik zu unterscheidenden Transformationen zu:

D™(C(a)) = DV (Cx(a)),
DM (0L (a)) = DN (Cx(—a)), (3.4.44)

[e.e]

DO(Cy) = DV (C5) = DV(Cue (7))

folgen. Die Parameterbereiche dieser Transformationen sind identisch zu denen
der Koordinatentransformationen. Die Spuren der obigen Matrizen sind die Cha-
raktere der zweidimensionalen Darstellungen:

W(E) =2, W (CE(a)) = 2cos(Aa),
W) = =2, xV(ay(3) =0.

Ihre Irreduzibilitdt will ich als Beispiel fiir die Anwendung des wichtigen Charak-
terkriteriums (2.2.45) unter Verwendung von (3.4.5) beweisen:

(3.4.45)

g=tr L 3 ROWE = [Pt + [ Do) -

ReCoou - -

:/ da\QCos(Aa)|2~|—0:4/ docos’(\a) = ...

1 =Tr 2
=4 [% + 5 sin(ZAa)] o =47 + X sin(2Ar) = 4w

(3.4.46)

Dabei wurde die Tatsache benutzt, dafl der Ausdruck sin(2A7) verschwindet, da
A eine positive ganze Zahl ist, aber auch im Falle halbzahliger A’s bleibt diese
Aussage wahr.

Nun sind alle einwertigen irreduziblen Darstellungen der Gruppe Cy,, be-
kannt und es kann eine Charaktertabelle angegeben werden. Bevor ich das tue,
muf noch die historische Namenskonvention der irreduziblen Darstellungen von
Csp angeben werden. Man benennt auch die zweidimensionalen Darstellungen
mit Buchstaben analog zur Drehgruppe (S, P, D, F, ...), aber hier wihlt man
griechische Buchstaben (X%, II, A, ®, ...). Die Namenskonvention besagt:

Darst. ‘ DO+ po-)  po pe pBd p@ pe )

konv. Name Al A2 E1 E2 E3 E4 E5 EG

hist. Name | X", 0" X707 II,w A6 ®,¢ ',y H,np I,
(3.4.47)
Neben den einwertigen Darstellungen interressiert man sich auch, wie im Fall
der Rotationsgruppe, fiir zweiwertige Darstellungen. Bei diesen Darstellungen
gehoren zu jedem Gruppenelement zwei Matrizen, was iiber halbzahlige Indizes
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A realisiert wird. Die zweiwertigen Darstellungen benennt man mit den Namen
E, 1/ mit n =1,2,.... Die zugehérigen Basisfunktionen sind aus den iiblichen
Spinoren aufgebaut, die nach halbzahligen Drehimpulsen benannt werden. Um
diese zweiwertigen Darstellungen identifizieren zu konnen, fithre ich sie in der
folgenden Charaktertabelle auf, aber ich gehe nicht bis ins Detail darauf ein.

In der Literatur wird oft eine komplexe Basis fiir die Darstellungen von Cy,
verwendet, aber fiir diese Arbeit war es von grofler Wichtigkeit, die expliziten
Ausdriicke fiir die gekoppelten reellen Vielteilchen-Wellenfunktionen zu kennen,
da diese im Output der benutzten Numerik auftraten. Weiterhin haben die reellen
Orbitale einige Vorteile bei der Kopplung zur Mehrteilchen-Basis. Trotzdem will
ich die komplexe Basis der zweidimensionalen Darstellungen FE,, hier angeben.
Die héufigste Variante lautet:

((_\/I%m - exp(imo), (_\/I%m .exp(—imgzﬁ)) = (ng)a (_1)my_(l721) (3.448)

wobei in beiden Fallen m > 0 vorausgesetzt ist. Die Vorzeichen rithren von dem

Faktor (—1)%|m‘ in den Kugelflichenfunktionen (3.3.19) her. Die folgenden Ma-
trizen verbinden beide Basen nach {¢reen} = {@xmpix } U:

=)™ (1 —i .
UEn = ( \/5) (1 i ) 5 UE— =1, UE+ =1 . (3449)
Die Charaktere hiangen bekanntlich nicht von der Basis ab und lauten:

Cocn E 2C(a)... Cy 000, ()
Ay |1 1 1 1 2 2?1y 22
A=) |1 1 1 ~1 R.(J.)
E (II) |2 2cosa —2 0 (z,9), (Ry, Ry) (xz,y2)
Ey(A) |2 2 cos 2 2 0 (22 — y?, zy)
Es3(®) |2 2 cos 3 -2 0
E ) |2 2 cosda 2 0
E, 2 2 cos na 2(—1)" 0
B |2 2esja 00| (3031
Byo |2 2eosja 00| (35—
Es/o 2 2 cos goc
Ent1j2 | 2 2cos(n+3)a 0 0

(3.4.50)
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3.4.4 Die Zerlegung direkter Produkte

Nun sollen die fiir die Ligandenfeldtheorie wichtigen Clebsch-Gordan-Koeffizien-
ten abgeleitet werden. Dazu muf erst die Clebsch-Gordan-Entwicklung der direk-
ten Produkte der irreduziblen Darstellungen bekannt sein. Die in einem direkten
Produkt enthaltenen Darstellungen findet man mit Hilfe der Charakterkriteri-
en (2.2.56) und (2.2.53) aus den Charakteren der Produktdarstellungen (2.2.63).
Bevor ich die komplette Clebsch-Gordan-Entwicklung angebe, will ich deren Her-
leitung an dem Beispiel A x II demonstrieren. Die Charaktere der Produktdar-
stellung A x II lauten in Kurzform:

YVME) =4, x2 Oy (@) = 4cos(2a) cos(ar), X2 M(0,(8)) =0. (3.4.51)

Der zusammengesetzte Charakter der Drehungen kann als Summe geschrieben
werden:

X(Coo(ar)) = 4 cos(2ar) cos(ar) = 2 cos(3ar) + 2 cos(a) (3.4.52)

und damit folgt die Zusammensetzung der Produktdarstellung durch Vergleich
mit den anderen irreduziblen Darstellungen:

X(£) X(Coo(@)) x(o4(8))
P 2 2 3 0
cos(3a) (3.4.53)
I1 2 2 cos(a) 0
AxIT| 4  2cos(3a)+ 2cos(a) 0 oIl
Also gilt:
D@ x DY =D @DV = AxII=daIl . (3.4.54)

Diese Zerlegung 148t sich fiir alle Produkte verschiedener zweidimensionaler Dar-
stellungen verallgemeinern:

pm) s plm2) — plmitms) D plmi—ma)) Epy X By, = Epyvmy © E‘ml_mﬂ .
(3.4.55)

Nach der selben Methode wie oben erhélt man die allgemeinen Zerlegungen di-
rekter Produkte:

Eoy X By = Emytmy © By —ma) (3.4.56)
EnxE, = ST®0X @ Ey, (3.4.57)
E,x¥%" = E, (3.4.58)
E,xY" = E, (3.4.59)
YxYT = %t (3.4.60)
YTx YT = %7 (3.4.61)
YT xut = %t (3.4.62)
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Fiir die Clebsch-Gordan-Zerlegung gilt auflerdem:
D x D® = DO x D@ (3.4.63)

An diesen Zerlegungen erkennt man, dafi C, eine einfach reduzible Gruppe
ist. Ich will noch eine Tabelle einiger wichtiger direkter Produkte in der histori-
schen Notation angeben, damit keine stdndigen Ubersetzungen notig werden:

Coow | BT B~ I A P r

|2t %o 11 A P r

¥ »t 11 A P r (3.4.64)
IT Yto{rleA I Aol oo H

A Yte{X}el IIeH Aal

Zu den direkten Produkten vom Typ FE,, x E,, ist noch zu erkldren, daf} eine
geschweifte Klammer um eine Darstellung ({37 }) angibt, dafl dies die antisym-
metrische Darstellung aus Abschnitt 2.4.2 ist, welche im direkten Quadrat nicht
vorkommt.

Nun sind die Zerlegungen aller direkten Produkte bekannt und es geht um
die explizite Konstruktion der Darstellungen des Produktes. Vergleicht man die
Clebsch-Gordan-Entwicklung fiir m; > 0 (3.4.55) mit der fiir die volle Drehgruppe
SO(3) (3.3.27):

DU « pU2) — pliitiz) D pU+i2—1) DD pli=iz2l+1) @ D=7z : (3.4.65)

so féllt auf, daB in (3.4.55) nur die beiden Extrem-Félle der direkten Additi-
on und Subtraktion des z-Drehimpulses auftreten und keine Zwischenwerte. Das
liegt daran, dafl nur eine Drehachse vorhanden ist und die beiden Drehimpuls-
vektoren sich nicht im dreidimensionalen Raum aller drei Drehachsen aufhalten
konnen, um einen spitzen Winkel zueinander zu haben, sondern nur entweder
zueinander oder gegeneinander stehen konnen. Das hat Auswirkungen auf die
Kopplung der Basisfunktionen und damit auf die Clebsch-Gordan-Koeffizienten!
Man kann nicht einfach die selben CG-Koeffizienten der Gruppe O(3) auch fiir die
Untergruppe O(2) = Cy, verwenden, da fiir O(2) weniger Basisfunktionen vor-
handen sind und damit auch weniger Darstellungen im Produkt auftauchen. Man
miifite die iiblichen CG-Koeffizienten einmal neu normieren und auflerdem alle
direkten Produkte mit der Darstellung >~ neu herleiten. Da es nicht schwer ist,
die Clebsch-Gordan-Koeffizienten der Gruppe Cy, in reeller Darstellung direkt
herzuleiten, habe ich mich dafiir entschieden.

Die Herleitung dieser CG’s insbesondere in der reellen Basis konnte nicht in
der Literatur gefunden werden. Zumindest fiir numerische Betrachtungen linearer
Molekiile stellen die CG’s einen groflen Gebrauchswert dar. Die Gewinnung der
Matrix der CG’s lduft iiber die bekannte Formel (2.4.40) in Matrix-Form, wobei
der Index 7, zur Unterscheidung mehrmals vorkommender Darstellungen wegféllt,
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da C.,y eine einfach reduzierbare Gruppe ist. Die CG-Zerlegung lautet in
Matrix-Form:

D@(R) 0

DO(R
C'(u, v)(DW(R) x DY (R))C(p, v) = & . :

0 DW(R)

(3.4.66)

wobei die Clebsch-Gordan-Koeffizienten die Matrix C(u,v) bilden. Die Basis

{U} der im Kronecker-Produkt enthaltenen irreduziblen Darstellungen folgt in
Matrix-Form nach (2.4.46):

(T, 0@ W) = (0#) x o) C(p, v) (3.4.67)
mit:

S

(Clen)fh == Guivins) = (1

wobei der Index (A) den Block zur Darstellung D™ in der Matrix (3.4.66) angibt.
Ich werde die CG’s nicht einzeln angeben, sondern in anschaulicher Matrix-Form.
Zur Herleitung der CG’s in reeller Darstellung betrachte ich vier wichtige Typen
von Produkten, deren reduzible Darstellung ich explizit reduzieren werde. Um die
Notation zu verdeutlichen, “zerlege” ich die Darstellungen aus Produkten von nur
eindimensionalen Darstellungen, wobei der Zeilenvektor der Basisfunktionen in
Klammern hinter dem Symbol der Darstellung steht.

A ) , (3.4.68)

S-W) xT7(¢) = THT=v-¢) & C(E,57)=1
SH) X T(0) = S (T=v-9) & C(EF,3)=1 (3.4.69)
S() x THe) = N (U =p-9) & C(E,3) =1 &
SHY) x THe) = SHT=y-¢) & C(SH,5) =1

Alle vier der obigen Clebsch-Gordan-"Matrizen” bestehen nur aus einer Eins.
Bei verschiedenen Darstellungen braucht die Reihenfolge des Produktes nicht
beachtet werden, denn es wird die Phasenkonvention:

W viA\ [V op
jg lls ) 1l j
fiir die Clebsch-Gordan-Koeffizienten benutzt. Die umgekehrte Reihenfolge des
Kronecker-Produktes bewirkt so nur eine Umordnung der CG-Matrix. Nun wer-

den die CG’s fiir Kronecker-Produkte mit mindestens einer zweidimensionalen
Darstellung betrachtet, die durch E,, symbolisiert wird.

2 ) fir p # v (3.4.70)
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Fall 1:

Zuerst betrachten wir den trivialen Fall des Produktes:
E,xYt=F, firm>0

mit den Basen:
En(¢1,19); St (9) .

Die Matrizen der Produktdarstellungen erhéilt man nach (2.4.9) und sie stimmen
wegen (3.4.21) mit denen von F,, iiberein. Somit ist keine Reduktion erforderlich
und die Clebsch-Gordan-Zerlegung lautet:

10 10
Fall 2:
Als nachstes wird das Produkt:

E,x¥ =F, firm>0

mit den Basen:
Em(wla wZ)ﬂ Zi((ﬁ)

betrachtet. Die Darstellungsmatrizen der wichtigsten Gruppenelemente der Pro-
duktdarstellung (Berechnung nach (2.4.9)) lauten:

D(mezf)(E) _ (1 0) 7 D(mezf)(Ooo(a)) _ (COS(m@) —Sin(m@)) ,

0 1 sin(ma))  cos(ma)

. _ [—cos(2mfB) —sin(2mp)
D (0u(3)) = (_Sin(gmg) cos(2mp) ) .

Dies sind nicht ganz die Darstellungsmatrizen von E,,, da D#»*¥7) (5 (/3)) sein
Vorzeichen gedndert hat. Die Transformation mit folgender CG-Matrix fiihrt diese
Produkt-Darstellung wieder in die Standard-Darstellung iiber:

(U1, Uy) = (110, Y20) (? _01) & C(E, Y ) = ((1) _01) : (3.4.72)

Will man diese CG’s mit denen der komplexen Basis vergleichen, so mufl man
den Phasenfaktor ¢ zwischen der reellen und komplexen Basisfunktion von X~

beachten (siehe (3.4.49)).
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Fall 3:

Nun wird das kompliziertere Produkt:
Ep X Epy = Ejpy_yy| @ By mit ganzzahligen m, m’ > 0 und m # m’

mit den Basen:
En(V1,02); B (01, $2)

betrachtet. Die Herleitung erfolgt zunéchst unter der Annahme m > m’. Um die
CG-Matrix zu erhalten, werden wir hier einen anderen Weg gehen. Wir wéhlen
explizit die Basis der Faktor-Darstellungen als:

En (1 = cos(my), o = sin(map));  Enw(¢1 = cos(m'e), ¢z = sin(m/e))

und benutzen die Eigenschaften der Produkte Trigonometrischer Funktionen, um
die Produkt-Basis:

(cos(map) cos(m’ @), cos(map) sin(m’¢), sin(map) cos(m'e), sin(ma)) sin(m'¢))
auf die Form:

% (cos(mi — m'¢p) + cos(myp + m'¢), — sin(my — m'¢) + sin(myp + m'¢p), . ..
sin(mwy — m/¢) + sin(ma + m'@), cos(mp — m'¢p) — cos(m + m'p))

zu bringen. Diese Form hat auch die Basis aus reellen Orbitalen (3.4.27), wobei
dort noch ein von 6 abhéngiger Faktor an den obigen Basisfunktionen héngt, der
jedoch an der Symmetrie und der Herleitung nichts dndert. In der obigen Form
der Produkt-Basis kann man die Basis-Funktionen der reduzierten Darstellungen
E_ o und Ep, e als:

1 / : /
= — (cos(m m'@), sin(m m
) i= 75 (cos(my F m'6), sin(myy F m's))
erahnen. Die Matrix, die den Zusammenhang zwischen der obigen Produkt-Basis
und diesen Basis-Funktionen herstellt, ist schon die gesuchte Clebsch-Gordan-
Matrix:

1
7 (U, 05,07, 08) = ..

1 0 1 0

1 _ _ o 1 0 -1 0 1
:§<\IJIF+\II17\I[2+_‘I]27\I];+\IJ27‘111_\Pf)ﬁ 0 1 0 1
1 0 -1 0

Zum Beweis der Richtigkeit fithrt man die explizite Ahnlichkeitstransformation
durch, die die Matrix als CG-Matrix {iber (3.4.66) identifiziert. Diesen Beweis
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will ich angeben, da die gesamte Arbeit auf der Richtigkeit dieser CG’s aufbaut.
Die Produkt-Darstellung ist vierdimensional und ihre Matrizen lauten:

/ /

1 000 cd —cs' —sc  ss

0100 cs' o —ss’ —sc
D(le)(E) “loo1o0] D(le))(Coo(a)) T | sd —ss' od —cs

000 1 ss'  sc cs' cc

ccr s s¢ 8¢
cs —-cc ss =S¢
sct sst —cCct -CS')
ss =8¢’ -Cs" CcC

D®)(o,(3) =

wobel die Definitionen:

c:=cos(ma) s:=sin(ma) :=cos(ma) s :=sin(ma)

C:=cos(2mp) S:=sin(2mp) C' :=cos(2m'F) S :=sin(2m’f)

gemacht wurden. Nun transformiere ich diese drei Matrizen nach:

1 0 1 0

. I 10 -1 0 1
C'(Ey, E)D*V(R)C(Ey, E) mit  C(Ey, E) = Zlo 1 o 1]

1 0 —-10

um die Form (3.4.66) zu erreichen. Mit den Definitionen:
em = cc + ss' = cos((m —m')a) sm = sc — ¢s' =sin((m — m')a)
cp = cc — ss' = cos((m + m')a) sp = cs' + s¢ =sin((m + m')«
CM :=CC"+ 55" =cos(2(m —m')3) SM :=SC"—CS" =sin(2(m —m')[)

CP:=CC"—SS =cos(2(m+m")3) SP:=CS + SC’" =sin(2(m + m')3)

erhalt man die Matrizen:

1 0 00 cm —sm 0 0
01 00 sm cm 0 0
(kx1) = (kx1)) -
DPHE)=10 ¢ 1 o] DP7(Cl(e)) 0 0 cp —sp
0 001 0 0 sp op

CM SM 0 0
§ SM —CM 0 0
DED,3) = [ 707 T e gp |

0 0 SP —-CP

die in Blockform und somit reduziert sind, womit der Beweis erbracht ist.
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Fall 4:
Zuletzt wird das Produkt:

E,xE,=Y"T®Y" @ FE,, firm >0 und ganzzahlig
mit den Basen:

En(1,2); En(er, ¢2)

betrachtet. Zur Herleitung benutzen wir die Produktmatrizen aus Fall 3 fiir m’ =
m ohne D™ (E) = 1, die ja unter orthogonalen Transformationen invariant
sein muf}. Die Produkt-Matrizen fiir m’ = m aus Fall 3 lauten:

l14+co —si —st 1—co
(mxm)) _1 si. l4+co co—1 —si
l—co si st 1+co
14+CO S1 ST 1—-CO

. S -1-C0 1-CO —SI
Do =3 | g1 1_co -1-co —sI |-
1-CO -SI  -SI 1+CO

wobei bereits die Ersetzungen:
cd = =3(1+co), ss' = s*=3(1—co), cs,s¢ — cs = Lsi
CC'— C*=1(1+CO), S8 — $*=1(1-CO), C8',5C" — CS =151
mit:
co = cos(2ma), si:=sin(2ma)
CO = cos(dmar), SI := sin(4dma)

gemacht wurden. Die reduzierten Matrizen miissen:

1 0 O 0 1 0 0 0

, 010 0 , 0 -1 0 0

D'(Coc(a)) = 0 0 co —si D'(0.(8)) = 0O 0 COo &SI
0 0 si co 0O 0 SI -CO

lauten, wobei die reduzierte Produkt-Basis die Form:

<‘If(2+) \II(Z_) ‘I]§2m)’ \I/g2m)>

Y Y

hat. Die Clebsch-Gordan-Matrix aus Fall 3 bewirkt bereits diese Reduktion,
wobei jedoch die Basisfunktion von >~ ein ungiinstiges Vorzeichen bekommt,
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weshalb die CG’s fiir X~ jeweils ein anderes Vorzeichen bekommen. Die Clebsch-
Gordan-Matrix fiir das hier vorliegende Produkt lautet:

1 0 1 0

rj0 1 0 1
C(EmaEm)ﬁ 0 -1 0 1
1 0 -1 0

Wiéhrend im obigen Produkt die Darstellungsmatrizen identisch sind, aber nicht
die Basen, kommt hier auch der Spezialfall des direkten Quadrates, einem
Produkt einer Darstellung mit sich selbst:

En(¥1,19) X Ep(W1,109) = X7 @ By, fiir m > 0 und ganzzahlig

vor. In diesem Fall mufl die antisymmetrische Darstellung verschwinden, welche
im Fall des ganzzahligen m’s ¥~ ist, wie man aus der Produkt-Tabelle (3.4.64)
ablesen kann. In diesem Fall gibt es nur noch 3 anstatt 4 Basisfunktionen, da we-
gen der identischen Faktor-Basisfunktionen nur noch drei verschiedene Produkte
aus diesen konstruiert werden kénnen. Die Produkt-Basis wird durch folgende
CG-Matrix zerlegt:

110

m m !
(W(EJ’),\I}? ),\I’g )> = (¢%7w1¢27¢§) 0 0 \/§
V2 1 -1 0

Es stellt sich noch die Frage nach den Clebsch-Gordan-Koeffizienten aus Fall
2 und Fall 3 fiir die Produkte in umgekehrter Reihenfolge:

Y xE,=F, firm>0
E, xE, = m—m’@Em—i—m’ firm>m' -~

Diese CG’s erhalt man aus der Phasenkonvention:

woviAN\ _ [vop
g lls ) 1l j
der Clebsch-Gordan-Koeffizienten, welche bereits in (3.4.70) angegeben wurde.
Diese Eigenschaft ist eigentlich mehr als eine blole Konvention, denn sie besagt,

dal die Reihenfolge der Kopplung nichts am Wert der Matrixelemente éndert.

Eine Zusammenfassung der gekoppelten Basisfunktionen findet man im Anhang
Al

A

S

) fiir p # v. (3.4.73)
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3.4.5 Die Gruppe Dy

Nun zur Symmetrie-Gruppe D, welche alle Operationen aus C',, und die Ne-
benklasse I - Cy, mit der Inversion [ enthilt. Die Zylindergruppe D.,, kann
direkt durch einbeziehen der Inversion in die C,,-Symmetrie als direktes Pro-
dukt konstruiert werden:

Dooh = Coov +1I- Coov = Coov X Cz . (3474)

Wie bereits gesagt, stimmt die Gruppe C\, mit der Gruppe O(2) aller orthogona-
len Transformationen in zwei Dimensionen iiberein. Die Inversion ist ein Element,
welches nicht nur einen zweidimensionalen Unterraum transformiert, sondern al-
le drei Basisfunktionen des dreidimensionalen Raumes. Die Gruppe D, betrifft
also im Gegensatz zu Cy,, = O(2) alle drei Raum-Dimensionen! Durch die Dar-
stellung der Zylindergruppe Do, als direktes Produkt, kann der Einflufy der In-
version recht separat behandelt werden. Die Eigenschaften der Transformationen
und Darstellungen von D, kénnen nahezu getrennt auf die der Untergruppen
Coon und C; zuriickgefithrt werden. Die Symmetrie-Elemente von D, entspre-
chen der eines Zylinders; sie sind in der Abbildung 3.6 aufgezeichnet. Die neu

N+
() é: ﬁ’;
S\

@ 5
/

Abbildung 3.6: Die Symmetrie-Operationen der Gruppe Do,

hinzugekommenen Elemente lassen sich jeweils als Produkt der Inversion mit den
Elementen der invarianten Untergruppe Cy, schreiben. Die Gruppe D, besteht
somit aus folgenden Elementen:

Identitat: £

Drehungen: Coo(¢), Coo(—0), Coo(d =7) = Comit 0 < ¢ < 7

vertikale Spiegelebenen: o, () mit —7 < ¢ < 7 und o,(p £ 7) = 0,(p)

Inversion (I =1-E): I

horizontale Spiegelebene (o, = ICy): oy,
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- Dreh-Spiegelungen (Soo(¢) = 04 - Coo(9)): Soc(9),S00(—¢) mit 0 < ¢ < 7
- Ch-Achsen Ci(p+7/2) =1 -0,(p): Ci(p) = Co(p £ m) mit —7 < p < 7.

Die Matrizen der Koordinatentransformationen erhilt man leicht aus denen von
Csp und der Inversion I = —1. Das direkte Produkt bewirkt, daf3 die irredu-
ziblen Darstellungen von D, die irred. Darstellungen von C,., mit einem Pa-
ritats-Index g/u sind. Dieser Paritéits-Index gibt die irreduzible Darstellung der
Inversionsgruppe C; an, wobei g die symmetrische und v die anti-symmetrische
Darstellung der Inversionsgruppe entspricht. Aus jeder irreduziblen Darstellung
von C, werden zwei Darstellungen in D,y - eine mit gerader und eine mit
ungerader Paritdat. Die Charaktertabelle lautet:

Dor | E 2Cx(a) -+ o000, [ 25(a) - -+ ooC)

xFo1 1 11 1 1 x? +y?, 22
|1 1 11 1 1 R,

11, 2 2 cos 0o 2 —2cosa 0 (R, Ry)

A, |2 2cos2a 0o 2 2 cos 2a 0 (22 — y?, 2y)
o, 2 2 cos 3a 0 2 —2cos 3a 0

Iy 2 2 cos 4o 0 2 2 cos 4o 0

E,, |2 2cosna 0 2 2(—1)"cosna 0

Eijag | 2 QCOS%Oz 0 2 QSin%a 0 (|%%),|%—%))
E3pg | 2 2cosia 0 2 2sin 3o 0 (123),12 — 2))
51 1 1 -1 ~1 ~1 P
51 1 -1 -1 ~1 1 *R.

11, 2 2 cos « 0 -2 2 cos « 0 (z,y)

A, |2 2cos2a 0 =2 —2cos 2« 0 | (2(2® — y?), 2y2)
P, 2 2 cos 3o 0 =2 2 cos 3o 0

T, 2 2 cos 4o 0 =2 —2cos 4o 0

E,.. |2 2 cos na 0 -2 —2(-1)"cosna 0

Eijpu |2  2cosza 0 =2 —2sin o 0 (I33) 13 —3))°
Espu | 2 2cosia 0 -2 —2sin 2o 0 (123),12 — 3))°
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Die Charaktertabelle mufite etwas gekiirzt werden. Es fehlen die Spalten fiir die
Elemente C5 und oy, die beide eine Klasse fiir sich bilden. Die Charaktere dieser
Elemente konnen jedoch leicht abgelesen werden, denn es gilt:

Cy = Ox(a =) & x(C2) = x(Cu(T))

on = Ss(a=0) & x(01) = x(Sx(0)) (3.4.76)

Die Basisfunktionen der Gruppe D, sind immer noch die Basisfunktionen von
Csv, Wobei sie jedoch in gerade und ungerade Basen aufgeteilt werden. Die Multi-
plikation einer Basis mit der Basisfunktion z von 3} verdndert den Paritétsindex.
Zum Beispiel bildet (x,y) die Basis fiir I1, und (zz, yz) die Basis fiir II,. Ich gebe
noch eine Tabelle der reellen Einteilchen-Basen an:

Don Basen
Arg(E]) (Y00), (Y20), (Yao) - -
A2g(29_) (Rz)7 (jz)7 cee
Ey(11) (zz,y2), Yory, Yo ), (Yary, Yo ), . ..
Eay(Ay) (z® —y% z2y), (Yoor, Yoo ), (Yazs, Yo ), . ..
B3y (Dy) (Yazy, Yaz—), Yoz, Ye3-), - - -
Eyy(Ty) (Yaar, Yaa—), (Yoar, Yoa ), - -

By (133013 =2 (153), =15 — ), -

B, (133,13 =30, (133), =13 = 3)).

: : (3.4.77)

A () (2), (Yi0), (Ya0), - - -
Asu(2y) (2R.), (2J.), . ..
By, (11,) (z,y), Y114, Y1), (Ya14, Y1), . ...
BauAa) | (222 = 42),02), (Vazy Yao ), (Yaas, Yaa ) .
Es, () (Yasy, Yaz_), (Yasy, Yaz—), ...
Eyu(Ty) (Yoar, You), (Youp, You), . ..

Ey, (132). 13 —3)% (133), 15 — 3"

Es, (135),13 =30 (133), =15 = 30",

Die Basis-Spinoren der halbzahligen j’s werden als komplex angesehen, aber man
konnte auch reelle Spinoren benutzen, was jedoch nicht nétig ist, da die ganz-
zahligen Darstellungen und die Spins zunéchst getrennt gekoppelt werden. Soll
eine explizite Spin-Bahn-Kopplung der Basis durchgefiihrt werden, so ist es mit
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Hilfe der Formel (2.4.48) problemlos méglich, auch reelle mit komplexen Basen zu
koppeln. Die Spinoren |j/2 m/2)*® sind die sogenannten ungeraden Spinoren,
also Spinoren mit ungerader Paritdt. Diese Spinoren miissen speziell konstruiert
werden und wurden nur aufgrund der Vollsténdigkeit angegeben, da Spinoren
iiblicherweise gerade sind.

Zuletzt noch zum Kronecker-Produkt der irreduziblen Darstellungen der
Gruppe Dsp. Die Clebsch-Gordan-Entwicklung der irred. Darst. entspricht der
von Cu,, wobei der Paritdtsindex getrennt abgerechnet wird. Es gelten also die
Zerlegungen (3.4.56) bis (3.4.63), jedoch mit den zusétzlichen Regeln:

gXg=uxXxu=g¢g, gXu=uxg=u (3.4.78)

fiir die Paritétsindizes der Darstellungen. Die selbe Regel wird auch bei der ex-
pliziten Zerlegung einer Produktdarstellung mit Clebsch-Gordan-Koeffizienten
angewendet. Man koppelt die Darstellungen mit den CG’s (3.4.73) bis (A.1.5)
der Gruppe Cy, und bestimmt dann die Paritdtsindizes nach (3.4.78).



KAPITEL 3. DIE ANWENDUNG DER GRUPPENTHEORIE 113

3.5 Reduktion von Symmetrien

In diesem Abschnitt wird das Problem der Symmetriereduktion behandelt, also
der Verringerung der Symmetrie zu der einer Untergruppe JH der urspriinglichen
Symmetriegruppe §. Bei diesem Vorgang sollen die irreduziblen Darstellungen
der Ausgangsgruppe G beobachtet werden, denn sie sind nicht unbedingt auch
irreduzible Darstellungen der Untergruppe H. Beim Ubergang zu einer Unter-
gruppe fehlen Elemente, also Symmetrie-Transformationen, die vorher bestimmte
Basisfunktionen miteinander verbunden haben, und bei deren Abwesenheit die
urspriinglich irreduzible Darstellung von § nun eine reduzible Darstellung der
Untergruppe H geworden ist! Man stellt dann sogenannte Verzweigungsregeln
auf, die angeben, in welche Darstellungen sich die irreduziblen Darstellungen der
hoheren Symmetriegruppe G aufspalten. Ich betrachte hier die Verzweigungsre-
geln fiir folgende Symmetrieen:

0B3) — Cuy
Dooh - Coov
Do — Dap,
Coow — Co
Dooh - 0211
Dooh — Cév

Diese Verzweigungsregeln werden fiir Theorie und Numerik gebraucht.

3.5.1 Die Verzweigungsregeln fiir O(3) nach D, Cy,

Da die Molekiilorbitale aus atomaren Orbitalen aufgebaut werden, was man als
LCAO-N&aherung bezeichnet, ist es wichtig zu wissen, wie die irreduziblen Dar-
stellungen der Rotations-Reflektions-Gruppe O(3) im Falle geringerer Symmetrie
aufspalten. Die erste Symmetrieverminderung soll die Reduktion von Kugel- auf
Zylindersymmetrie D, sein:

O(3) O Docpr - (3.5.1)
Aus der Schreibweise:
J i .. .
Y9(a) = Z —ima _ 1 ~Ij— 7 2cos(ma) f?r ganze:] (3.5.2)
e =12 2 cos(ma) fiir halbe j

der Charaktere der Drehungen (3.3.25) kann man die Aufspaltung durch Ver-
gleich mit den Charakteren YM(Cy()) = 2cos(Aa) der Drehungen der D-
Darstellungen (3.4.75) sofort erkennen, sie lautet fiir ganze 1’s:

+ PR _
P _ {Zg/u Oy © Bgpu @ -+ O Eigp v 0,¥10 = Vo (3.5.3)
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und fiir halbzahlige j’s:
DU =By ® B33 g/u @ ® Ej g/ - (3.5.4)

Ob die Basisfunktion W,y der Zerlegung (3.5.3) die Darstellung 3 oder ¥~ er-
zeugt, hingt vom Ergebnis von:

G U = Col Uy = (=1)PCo0 0 = (—1)F (=15, (3.5.5)

ab. Natiirlich gilt fiir Einteilchen-Basen immer das “+7, da (—1)¥ = (=1)% gilt,
aber fiir mehrere Teilchen stimmt das nicht unbedingt (siche Abschnitt 3.3.5).
Die Paritét der O(3)-Darstellung wird direkt fiir alle Dp,-Darstellungen {iber-
nommen. Welche Paritét die jeweilige Darstellung von O(3) hatte, hingt von der
Paritétsregel (3.3.43) ab. Hier ist noch eine Tabelle fiir die explizite Aufspaltung
einiger Darstellungen mit Zugehorigkeit ihrer Basisfunktionen:

DU)E enthaltene irred. Darst. von D,

Sg/u Z;L/ui(\po())

p/v E;/:(‘I’lo) % Hg/u(‘l’11+,11—)

D/ E;r/u_(‘lfzo) S Iy (Warg21-) @ Agju(Voot 20— )

Folt E;//J(%O) D Iy /u(Ua1431-) D Ag/u(Vazr32-) & Pyru( Vs 33-)
D(/2+) Eis4(55) 15 — 3))
D) Fupao(138),~13 = 1) ® Eypao(139),13 - 9)
D1/2-) Ey ) u(‘%%>7 % - %)).
D/ Fupaul135),—1% = 1)° @ Bya (133), 13 - )

(3.5.6)
Zu dieser Tabelle ist noch anzumerken, dafl die Abkiirzung:

(q/LM+,LM—) = (\IJLM—H \I}LM—)

verwendet wurde. Neben der oben benutzten reellen Basis konnen auch die Paare:

(\IJLMa \IJL fM)

benutzt werden; sie bilden die komplexe Basis der selben Darstellungen von D,.
Zu den Spinoren ist noch zu bemerken, dafi die Einteilchen-Spinoren immer ge-
rade sind. Die ungeraden Spinoren, wie zum Beispiel |%%)', treten wegen der Pa-
ritatsregel (3.3.43) nur im Mehrteilchen-Fall durch jj-Kopplung auf (siehe auch
Abschnitt 3.4.5).
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Zur Symmetrie-Reduktion von O(3) nach Cy, ist nur zu sagen, dafl man die
Aufspaltung der irreduziblen Darstellungen von O(3) nach C,, durch weglassen
des Paritétsindex in der obigen Aufspaltung erhélt, da die Inversion kein Element
von Cl, ist.

3.5.2 Die Verzweigungsregeln fiir D.;, nach D,

In den quantenchemischen Rechnungen konnen keine nichtabelschen Symmetri-
en wie O(3) oder Dy, genutzt werden. Die grofite Symmetriegruppe, die in den
Quantenchemie-Programmpaketen genutzt werden kann, ist Dsj,. Bei Berechnun-
gen miissen alle hohen Symmetriegruppen, die Dy, enthalten, auf diese reduziert
werden. Bevor die Zugehorigkeit der Basisfunktionen im Einzelnen tabelliert wird,
muf} noch die Aufspaltung der irreduziblen Darstellungen von D, in die von Dy,
festgestellt werden. Von den beliebigen Drehungen um die z-Achse in D, bleibt
in Dy, nur eine Drehung um 7 iibrig, ndmlich die Co-Drehung. Auflerdem bleiben
zwei der CY)-Achsen, oy, I und natiirlich £ Symmetrie-Operationen. Die Charak-
tere dieser iibriggebliebenen Elemente sind aus der Charaktertabelle (3.4.75) von
Do, abzulesen, wobei die entsprechenden Parameterwerte einzutragen sind. Da-
nach stellt man diese Charaktere als Summe der Charaktere irreduzibler Darstel-
lungen von Dy, dar. Da der Spin getrennt behandelt wird, beschrénke ich mich
auf Darstellungen D™ zu ganzzahligen z-Drehimpulsen A. Die Charaktere der
Darstellungen von Dy, entnimmt man aus der Tabelle (3.2.4). Die Aufspaltungen
lauten (k > 1):

Darst. von D, | Zerlegung in Darst. von Doy,
= 4,
Zg_ Blg
Eq—i_ Blu
Hy BQg b B3g
Hu BQu S B3u
Ag Ag b Blg
Au Au S Blu
g Bag @ Bsg : (3.5.7)
(I)U BZu D B3u
Fg Ag ©® Blg
Fu Au ) Blu
Er-1)g Bay © By,
E(Qk:—l)u B2u ¥ B?m
Ear) g Ay @ By
E(gk)u Au ) Blu
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3.5.3 Der Fall D,y nach C,,, Cs, C},

Wihrend einer Schwingung eines MXy-Molekiils, tritt eine Deformation auf und
somit eine Reduktion der D, ,-Grundzustands-Symmetrie. Bei der Berechnung
der Term-Energien des deformierten Molekiils miissen drei Verzweigungsregeln
bekannt sein, ndmlich:

Dooh - C’oov
Dooh - CZU
DOOh - Cév

Diese Regeln werden nun aufgestellt, wobei die ersten beiden Verzweigungsregeln
auch in der Literatur gefunden werden kénnen, aber hier wurden diese drei mit
den Methoden der Gruppentheorie selbst hergeleitet.

Der einfachste Fall ist D, — Cia, da Do, = Csop X C; ist, mufl nur der Pa-
ritdtsindex g oder u weggelassen werden. Etwas schwieriger sind die Zerlegungen
nach den Darstellungen von Cy, und C9,, denn sie miissen erst iiber eine Tabelle
Dy, — Cy,, €, vorbereitet werden und kénnen dann aus dem Fall D, — Doy,
gewonnen werden. Die Tabelle der Verzweigung Dy, — Cs,, Ch, lautet:

Darst. von Dy, | Darst. von Cy, | Darst. von CY,
Ag Al A1
By, Ay B,
Ba, B, By
Bs, Bs Ay . (3.5.8)
Ay A Ay
By, Ay B,
Ba, By By
BSu Bl Al

Nun konnen die Tabellen der Verzweigungsregeln erstellt werden.

Der Fall D ;, — Cyp:

Darst. von Dy, | Darst. von Cy,
E;F »t
X >
Xt »t
X, >
I, 11 (3.5.9)
11, IT
E,, E,
E'I’L’U, ETL




KAPITEL 3. DIE ANWENDUNG DER GRUPPENTHEORIE 117

Der Fall D_; — Csy,:

Darst. von Dy, | Darst. von Cly,
¥ Ay
2; AQ
xr Ay
Z; AQ
11, B, @ B,
I1, B, ® B,
A, A @ A (3.5.10)
Au Al S¥) AQ
E@r-1)4 By @ By
Eor-1)u B, @ B
Eary g A @ Ay
Eoryu AL @ Ay

Der Fall D, — C},:

Darst. von Doy, | Darst. von €%,
23_ Al
¥, B
25¢ By
¥, Ao
Hg A2 D BQ
By A1 & By (3.5.11)
Ay Ay @ By
E@r-1)4 Ay @ By
Eor-1)u AL @ By
Eory g A @B
Eoryu Ay @ By
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3.5.4 Die Zugehorigkeit der reellen Orbitale

Zuletzt sollen die reellen Basisfunktionen der Rotations-Reflektions-Gruppe ein-
geordnet werden, denn sie bilden die Basis fiir alle Punktgruppen von O(3) bis
C,. Es sollen keine Spinoren betrachtet werden, sondern nur Basisfunktionen
zu Darstellungen ganzzahliger Drehimpulse. Die folgende Tabelle zeigt, welche
Basisfunktion ¢{** von D% aus O(3) ist, wenn die Symmetrie auf eine Unter-
gruppe reduziert wird:

< Lz > @ngLi) Dooh C’oov D2h CQU Cév
0 @/J((]LJF) of ot ag | a1 | @
0 ((]L+) O'; o blg a9 by
0 ((]L_) O'qj_ 0'+ blu ay bg
0 wéL_) o, o~ ay | as | as
1 gfr) Tg+ T bag | b1 by
1— Tg— T 3g 2 | Q2
1 wﬁ_) T+ T+ b3y | b1 ai
@b&_) Ty~ T— bou | b2 by
L
4 é ++) dgt 0y ag | a1 | @
) 5y 5. | by | as | by
vy Ou+t 04 biu | a1 | be (3.5.12)
4 U u
éff) Ou 0_ ay | as | a9
L (E2n)g) Eon
(2n)? ¢E2rj§)+ Uy § ) g | a1 | a1
E(o, .
ame | 05 | P | by | ar | by
¢((L—)) ¢§E(2n)u) §E2n) bl ay b2
2 2n)+ u
<2n) w((L*)) wéE(%)u) éEzn) a Qs as
2n)— u
L (Een+t1)g) Eap
(2n+1)? Glaminys | 017 O by | by | by
E n n
Pl) e [ gPre) | g | by | a
- E n u n
o [Pl [T [, 0
( n+ ) (L—) (E(2n+1)u) (E2n+1)
1/)(271—&-1)— ¢2 1/)2 b?u by by

Dabei wurde eine vereinfachte Notation verwendet, in der zum Beispiel:

) () _ (B 5 (&) ()

O-Q . , 7T’lL+ = 1 1 y == 2 - 2

ist. Die Komponenten der zweidimensionalen Darstellungen der axialen Gruppen
Do, und Cy,, werden darin mit den Subskripten “+” und “-” unterschieden und
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die Darstellungen von C,, erkennt man am Fehlen des Parititsindex g/u.

In der ersten Spalte der Tabelle ist das Diagonalelement des Operators [E
eingetragen, mit dessen Wissen anhand dieser Tabelle bestimmt werden kann,
um welche Basisfunktion und Darstellung von D., es sich handelt. Diese Be-
stimmung ist ein Problem, da in der Numerik nur bekannt ist, welche Dsj,- oder
Cy,-Darstellung die Funktion bildet, was zur vollen Identifikation nicht ausreicht!
Die folgende Tabelle zeigt nocheinmal welche Basisfunktionen der Darstellungen
der “Obergruppen” gemeinsam die gleiche Darstellung von Dy, Cy, oder C3,
bilden. Die folgenden Tabellen benutzen die gleiche Notation, wie oben. In den
Symmetrien von Dy, kommen folgende Basisfunktionen der irreduziblen Darstel-
lungen von D, vor:

irred. Darst. von Dy, | Basisfunktionen der D..,-Darst.
4, 57 By et -
B, Oy Og—y Yg—ys « o
BZg Mg+ ¢9+7 Ng+s -
Bs, Mgy Qgey Ng—s - . (3.5.13)
Ay Oy Ou—y Yu—y - -
Blu 0-1—1_7 6u+7 Yuts -
By, Tu—y Qu—s Ty -
B3u Tyt gbu-‘m Tty - -

In den Symmetrien von Cs, findet man folgende Basisfunktionen der irreduziblen
Darstellungen von Cy,:

irred. Darst. von Cs, | Basisfunktionen der C,,-Darst.
Al 0‘+, 54., Y4y oo
Ay P A . (3.5.14)
Bl Tty ¢+7 Nts - -
B2 T, ¢+7 Nt -e

Da Probleme mit D ,-Symmetrie nur in der Untergruppe Dy, numerisch gerech-
net werden koénnen, ist es moglich, dal die numerischen Ergebnisse auf Orbitale
fithren, bei denen Basisfunktionen verschiedener D.,-Darstellungen miteinander
gemischt werden, was auf falsche Orbitale fiihrt. Zum Beispiel kann die d,44-
Komponente eines 6,-Orbitals mit einem U;—Orbital mischen, da beide in der
ag-Symmetrie von Dy, vorkommen. Ein solches Orbital bezeichnet man dann als:

symmetrie-kontaminiert,

da es nicht die “saubere” Symmetrie des vollen Problems aufweist. Die Vermei-
dung dieser Symmetrie-Kontaminationen ist eine wichtige Aufgabe in der nu-
merischen Behandlung hochsymmetrischer Molekiile. Dieses Problem tritt nicht
nur bei linearen MXs-Molekiilen auf, sondern auch bei anderen Molekiilen mit
nichtabelscher Symmetrie, wie zum Beispiel in Benzol (Degp,).



Kapitel 4

Die Ligandenfeldtheorie

Die Ligandenfeldtheorie oder auch Kristallfeldtheorie wurde zur approxima-
tiven Beschreibung der Energieniveaus geeigneter Atomanordnungen entwickelt.
Diese Anordnungen werden als Zentral-Atom oder -Ion angesehen, welches von
einer Ladungsanordnung, den Liganden umgeben ist. Diese Ladungsanordnung
entspricht den das Zentralatom umgebenden Atomen, kann aber auch zu dufleren
Feldern gehdren. Die Umgebung des Zentral-Ions besteht oft aus mehreren kleinen
Molekiilen, die als Liganden bezeichnet werden, aber allgemein kann man den
Liganden als Umgebung des Zentralatoms ansehen. Man versucht so die Term-
energien des wichtigen Zentralatoms unter Einwirkung des elektrischen Liganden-
oder Kristall-Feldes der Umgebungsatome zu beschreiben. Die Verschiebung und
Aufspaltung der Termenergien des zentralen Atoms durch elektrische Felder be-
nachbarter Atome entspricht dem bekannten Stark-Effekt, der hier jedoch nicht
durch homogene Felder hervorgerufen wird!

Die Idee der Kristallfeldtheorie stammt von Bethe [17] aus dem Jahr 1929.
In dieser Publikation “Termaufspaltung in Kristallen” beschreibt Bethe die Auf-
spaltung von Atom-Multipletts durch das elektrische Feld einer Umgebung aus
regelméfBig angeordneten Punktladungen oder Dipolen. Die Ligandenfeldtheorie
ist eigentlich noch etwas allgemeiner als die Kristallfeldtheorie, aber oft héngt
der Name nur vom Fachbereich ab, denn die Festkérperphysiker sagen “Kristall-
feldtheorie” und die Molekiilphysiker lieber “Ligandenfeldtheorie”. Ich werde im
folgenden die Abkiirzung LFT fiir die Ligandenfeldtheorie benutzen. Die LFT
wird vorwiegend in einfachster Form in der Chemie verwendet, wo sie als eine der
erfolgreichsten chemischen Theorien neben der Molekiil-Orbital-Theorie angese-
hen wird! Die LFT ist aber viel allgemeiner als diese einfachen Anwendungen
vermuten lassen, denn ihre zentrale Idee ist die Behandlung geeigneter Systeme
als kleineres “Zentralproblem” und Ersetzung seiner Umgebung durch Felder. Die
zu beschreibenden Energien enthalten Integrale der Wellenfunktionen des Zen-
tralsystems als Parameter, welche zur Vorhersage der Energien als Erfahrungswer-
te eingesetzt werden kénnen oder umgekehrt aus bekannten Energien bestimmt
werden konnen. Die LFT ist schon eine grobe Nédherung mit phdnomenologi-
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schem Anteil, die aber nahezu jedes Problem der beschriebenen Art ausreichend
beschreiben kann. Man konnte auch sagen, daf§ es sich um ein halbklassisches
Modell handelt, welches die “Ligandenanteile” des Problems als gemitteltes klas-
sisches Feld ansieht. Trotz der vielen Naherungen, sind Félle in denen die LFT,
wie im vorliegenden Fall, nicht zur Beschreibung geeignet ist, sehr selten! Es ist
die Vorraussagekraft dieses Models, die seinen Wert bestimmt und nicht die An-
zahl der benutzten Néherungen. Trotzdem sollte eine hohere Genauigkeit von den
spater vorgestellten numerischen Methoden zu erwarten sein, deren numerische
Ergebnisse jedoch immer gern mit Hilfe der LFT interpretiert werden.

In der iiblichen Ligandenfeldtheorie geht man von einer oktaedrischen Anord-
nung der Atome aus (Symmetriegruppen: O, Oy, ) und betrachtet dann gegebenen-
falls weitere Storfelder, die die vorhandene Symmetrie reduzieren. Die Wahl der
Oktaedersymmetrie ist aus mehreren Griinden sinnvoll. Zum einen kann leicht auf
die Tetraedersymmetrie (T, Ty, T},) geschlossen werden, und zusammen decken
diese beiden Symmetrien einen sehr grossen Bereich von Problemen der Quanten-
chemie ab, denn die meisten Probleme besitzen eine der beiden Symmetrien oder
eine ihrer Untergruppen. Meistens benutzt man die LFT zur Beschreibung von
Komplexen mit komplexierten (Ubergangs-) Metall-Tonen. Aber auch Molekiile
konnen als Zentralatom mit den umgebenden Bindungspartnern als Liganden an-
gesehen werden; aktive Zentren bestimmter Proteine konnen ebenfalls im Rahmen
der LFT als Metall-Atom in einer Umgebung aus Punktladungen oder Dipolen
behandelt werden. Allgemein ist das Interesse an solchen Ubergangsmetallen in
chemischen Umbegungen recht grof.

In der Festkorperphysik wird die obige Prozedur entsprechend angepasst als
Kristallfeldtheorie bezeichnet, wobei diese Anwendung der Ursprung der LET
ist. Man behandelt darin die Elementarzelle eines Kristalls als kleines Molekiil
oder Atom im vereinfachten elektrischen Feld des Kristalls. Auch hier macht die
Oktaeder/Tetraeder-Symmetrie Sinn, denn die Elementarzellen kubischer Kri-
stallsysteme besitzen diese Symmetrie. Eventuell zu konstruierende Wellenfunk-
tionen werden dann von der behandelten Elementarzelle mit Hilfe der Gruppen-
theorie auf das Kristallgitter ausgedehnt. Die Anordnung “Kristall” besitzt eine
bestimmte Translationssymmetrie, die wieder im Rahmen der Gruppentheorie be-
handelt werden kann, und deren bekannte Bloch-Wellenfunktionen eine Basis
fiir die irreduziblen Darstellungen dieser Translationsgruppen bilden.

Das nun folgende Kapitel enthélt eine Ligandenfeldtheorie, die speziell fiir
die betrachteten MXs-Molekiile angepasst wurde. Dazu wurde die normale LFT,
welche von Oktaeder- oder Tetraeder-Symmetrie ausgeht, auf lineare Symmetrie
umgeschrieben. Der Grund fiir das Fehlen einer solchen Theorie in der Literatur
liegt darin begriindet, daf} es nur wenige lineare Molekiile gibt, bei denen diese Be-
handlung sinnvoll ist, aber genau das ist bei den hier vorliegenden MX,-Molekiilen
der Fall. Die Entwicklung dieser speziellen Ligandenfeldtheorie war auch nétig,
um korrekte Inputfiles fiir die benutzten Quantenchemieprogramme zu erstellen
und die numerischen Ergebnisse richtig zu deuten. Wahrend das Wissen bis zu
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diesem Punkt der vorliegenden Arbeit zum groffen Teil aus bestehender Literatur
zusammengesucht werden kann, so ist die nun folgende 3d4s-Schalen Ligan-
denfeldtheorie fiir lineare Symmetrie, bis auf die Ergebnisse fiir freie Ionen
von mir abgeleitet worden. Dazu bin ich zunéchst analog des Buchs [18] vorgegan-
gen, um die LF'T auf lineare Symmetrie umzuschreiben, was allein nicht ausreicht
um die Reihenfolge der Termenergien zu beschreiben. Zusétzlich wurde noch die
Mischung der 3d- und 4s-Atom-Orbitale fest implementiert, um die Aufgabe zu
16sen. Die entwickelte Ligandenfeldtheorie wird dann mit numerisch berechneten
Ergebnissen verglichen, da es so gut wie keine passenden experimentellen Ergeb-
nisse zu diesen Molekiilen gibt. Wéhrend die alte LF'T bekanntermaflen nicht in
der Lage war die Termreihenfolge dieser Molekiile zu beschreiben, ist es hier mei-
nes Wissens erstmals gelungen die Reihenfolge mit einer Ligandenfeld-Theorie
konsistent zu erkldaren. Durch diesen Erfolg kann auch der Grund fiir das bis-
herige Scheitern genauer erklédrt werden. Weiterhin kommt man auch zu einer
kleinen Erkenntnis beziiglich der Ubergangsmetalle in chemischen Umgebungen!

4.1 Das Modell

Das volle System der MXy-Molekiile wird durch den Hamilton-Operator (1.1.4)
beschrieben, der jedoch ohne Naherungen nicht l6sbar ist. Eine volle Loésung
dieses Problems kénnte auch weitere Effekte beschreiben, die iiber die vorliegende
Problematik hinaus gehen und deren Beschreibung man nicht unbedingt braucht,
wihrend andere Zusammenhénge als wesentlich angesehen werden. Es ist ein
grofles Problem, die richtige Naherung zu finden, die zumindest die relevanten
Aspekte eines Problems gut beschreibt.

Die LFT-Né&herung fiir diese Molekiile ist chemisch motiviert und soll in einem
Modell mathematisch formuliert werden. Aus chemischer Sicht sind die MX,-
Molekiile ionische Salze, in denen zwei X -Halogen-Ionen (F~ oder Cl7) an ein
M?*+-Ubergangsmetall-Ton aus der IV-ten Reihe gebunden sind. Man sagt auch,
daB das Ubergangsmetall als “positiv 2-wertig” und die Halogene als “negativ
1-wertig” vorliegen. Die Bindung wird als fast vollkommen ionisch angenommen,
was bedeutet, dal nahezu ausschliellich die elektrostatischen Wechselwirkungen
zwischen den Ionen die Bindung bewirken und kaum Uberlapp zwischen den
X~- und M?**-Wellenfunktionen besteht. Aus Sicht der LFT nimmt man das
MX,-Molekiil als “linearen Komplex” mit dem M?*-Ion als Zentralatom und den
X~ -Ionen als die zwei Liganden an. Es werden folgende Vereinfachungen gemacht:

1. Das Zentralion wird mit seiner elektronischen Struktur betrachtet, wahrend
die Liganden als strukturlose Quellen des elektrostatischen Feldes (Ligan-
denfeld) angenommen werden. Dadurch fallen sémtliche Wechselwirkungen
mit den Elektronen der beiden X-Atome weg, was eine grofle Vereinfachung,
aber auch eine grobe Néherung ist.
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2. Es werden nur die Valenzelektronen des zentralen Ubergangsmetall-Ions
M?7 betrachtet. Die tieferen “core”-Schalen gehen nur durch ihre Abschir-
mung der Kernladung ein, aber das Potential des Ionenrumpfes wird soweit
es geht als radiale Funktion U(r) angesehen, und nicht automatisch als
—Z*/r mit der effektiven Kernladung Z*.

3. Die Energien des Hamilton-Operators werden durch diagonalisieren der Ha-
milton-Matrix in einer zylindersymmetrischen Basis erhalten, was spéter
ausfiihrlicher diskutiert wird.

Die Beschreibung der elektronischen Struktur und der Eigenschaften des Systems
geschieht auf der Basis einer quantenmechanischen Betrachtung des Modell-Ha-
milton-Operators fiir die Valenzelektronen:

Ne

J:CLFT:Z(——V2+UTZ>+ZE:Z—+

=1 i=1 5>t
+ Y Hiig (i) + Z Hsp(i)
=1 =1

in den iiblichen atomaren Einheiten (1.1.2). Dieser Hamilton-Operator ist von
der Form:

J{LFT— ZJ{O —I—ZIHB e— Z j +ZfH:ng )+ZJ:CSB<Z> . (412)

1<j

(4.1.1)

Der erste Summenterm H, (i) enthilt die kinetische und potentielle Energie des
Zentralionenrumpfes fiir das i-te Elektron. Er ist durch den Ausdruck:

~

Ho(i) = —%V? + U(r) (4.1.3)

gegeben. Dieser Term bestimmt die Einteilchen-Wellenfunktionen, mit denen
die Hamilton-Matrix dann ausgewertet wird. Das Potential U(r) des Zentralio-
nenrumpfes soll nur vom Radius abhéngen, was auf Einteilchen-Orbitale fiihrt,
die Produkte einer Radialfunktion und einer Basisfunktion einer irreduziblen
Darstellung von O(3), also einer Drehimpulseigenfunktion sind. Die Drehim-
pulseigenfunktionen sollen hier reelle Orbitale sein und die Radialfunktion wird
nicht naher spezifiziert. Manchmal versucht man, den Radialteil entsprechend des
Wasserstoff-Hamiltonians:

. 7+
Ho(i) = ——V2 - = (4.1.4)

T
zu wahlen, aber diese explizite Wahl ist nicht nétig und schlidgt auch manchmal
fehl. Der Anteil H.-.- (7, j) enthélt die Elektron-Elektron-Wechselwirkung, er hat

die Form:

He-e-(1,) = — = =— (4.1.5)



KAPITEL 4. DIE LIGANDENFELDTHEORIE 124

und wird iiber alle Paare von Elektronen summiert. Er ist der Grund dafiir, dafl
die Schrodinger-Gleichung nicht separierbar ist. Der Ligandenfeld-Term K Lig.(7)
ist das elektrostatische Potential einer Ladungsverteilung. Der an das hier vorlie-
gende MX,-Problem angepasste Operator hat die Form:

o p(R) Zx Zx
g, ()= [ dra? _ _ _OX 4.1.6
Lig.(7) / TR|R_7;;| |7 — Ré.| + |7 + Re,| ( )

und beschreibt das elektrostatische Feld zweier diametral auf der z-Achse ge-
geniiberliegenden Ladungen der Grofle Zx - e. Hier gilt Zx > 0 fiir negative
Ladungen und Zx < 0 fiir positive.

Der letzte Term Hgp(i) beschreibt die Spin-Bahn-Wechselwirkung, die zu
einem spéteren Zeitpunkt betrachtet werden soll. Bevor die Storungsrechnung
behandelt wird, will ich noch auf die verschiedenen Félle der Kopplungschemata
eingehen, die iiber die spéatere Aufteilung der Stérungsrechnung entscheiden. Dazu
definiere ich die Erwartungswerte:

W = ‘ < Zi<j J:fe*e* (Zaj) > |
Vo= | <2 j;CLig-(i) > |
SB = | <> Hsp(i) > |

Die Kopplungsschemata werden nach der Starke des Ligandenfeldes, also nach
der relativen Grofle von V charakterisiert. Man unterscheidet die Félle:

a) starkes Feld: Die Reihenfolge V. > W > SB wird “strong-field”-Kop-
plungsschema genannt. Hier sollte die Ligandenfeldaufspaltung schon gréfier
als 1.25eV sein, was die Multiplett-Aufspaltung iibersteigt. Der Gesamtdre-
himpuls ist hier auch ndherungsweise keine gute Quantenzahl mehr.

b) mittelstarkes Feld: Der Fall W ~ V > SB oder auch W > V > SB
wird “intermediate-field”-Kopplungsschema genannt.

c) schwaches Feld: Hier gilt W > SB > V und man hat es mit dem “weak-
field”-Kopplungsschema zu tun.

d) sehr schwaches Feld: Viele Komplexe der Seltenerdenmetalle zeigen die
Reihenfolge SB > W > V| wobei J eine gute Quantenzahl bleibt.

Im hier vorliegenden Fall hat man es eher mit einem starken Feld zu tun und
das MX,-System wird nach:
VZIW>SB

beschrieben. Die Benutzung des “strong-field”-Kopplungsschemas macht zwar ein
breites Wissen iiber die vorliegende Symmetriegruppe nétig, besitzt aber den Vor-
teil, leicht auf den Fall des “intermediate-field”-Kopplungsschemas iibertragbar
zu sein und man somit beide Félle gleichzeitig abdecken kann.
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Nun wird iiber die Aufteilung der Stérungsrechnung entschieden. Man geht
hier von Einteilchen-Wellenfunktionen aus, die Losungen von H, sein sollen.
Auch dieser Hamilton-Operator ist nur ein Modell-Operator. Der Radialteil die-
ser Einteilchen-Ausgangswellenfunktionen wird als unbekannt angenommen und
nicht als Losung des Wasserstoff-Hamiltonians. Diese Einteilchenwellenfunktio-
nen werden zuerst der Aufspaltung durch das Ligandenfeld H;;, unterworfen,
wodurch sie zu Basisfunktionen der irreduziblen Darstellungen der Zylindergrup-
pe Dy und nicht der vollen Rotationsgruppe O(3) werden. Erst dann wird
die Elektron-Elektron-Wechselwirkung durch jA{E,e, einbezogen. Die Spin-Bahn-
Kopplung wird zuletzt nur als Stérung betrachtet, denn sie ist auflerhalb der
Genauigkeit der Theorie und der Numerik, die hier méglich war. Die Stérungs-
rechnung verlauft somit nach der “Methode des starken Feldes”, wie dieses
Schema iiblicherweise genannt wird. Es sei dazu noch angemerkt, dafl ich die
Hamilton-Matrix ohne Spin-Bahn-Kopplung, falls moglich, exakt diagonalisieren
werde, was die Reihenfolge der Kopplung beziiglich ff{ug. und f}ACe—e— beliebig
macht. Die selben Ergebnisse erhélt man auf diese Weise sogar mit weniger Auf-

wand, da die Eigenfunktionen zu L? einfacher sind, als die von L2.

Die Entwicklung der Theorie richtet sich nach der Zahl der Elektronen. Zu-
erst wird nur ein Elektron im Ligandenfeld betrachtet, was H,.-.- iiberfliissig
macht, dann werden zwei Elektronen betrachtet, was bereits die Probleme der
Vielteilchenfunktionen aufwirft, und dann werden Systeme mit mehr als zwei
Elektronen betrachtet, wobei nur die Falle behandelt werden, zu denen auch nu-
merische Daten vorhanden sind. Die Spin-Bahn-Kopplung wird, wenn iiberhaupt,
im Einzelfall gesondert betrachtet.

4.2 Ein Elektron im Ligandenfeld

Der einfachste Fall ist jener, bei dem das Ubergangsmetall-Ton M** nur ein ein-
ziges Elektron auflerhalb seiner geschlossenen Schalen enthélt. Hier tritt im Rah-
men des Modells keine Elektron-Elektron-Wechselwirkung auf, denn der Hamil-
ton-Operator ist laut des letzten Abschnitts gleich:

~

Hio = Ho(7) + Hpig (F) = (—%v? + U(r)) + Hpig (F) . (4.2.1)

Wie oben erldutert, ist nun eine Stérungsrechnung durchzufiihren, wobei von den
Eigenfunktionen des kugelsymmetrischen Operators H, ausgegangen wird. Die
Ausgangs-Einteilchen-Orbitale sind von der Form:

Xi(2) = Xk (7, 0) = a(0) gk () = a(0) - Bpy, () - Vi, (6, 0)
Xi(7) =Xk (7, 0) = B(0)8(7) = B(0) * Ry, (1) - Y, (0,0)

wobei k£ den Satz von Quantenzahlen angibt, der das Orbital klassifiziert. Das
Elektron sei durch seinen Ortsvektor 7 und seinen Spin o charakterisiert, was in

(4.2.2)
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x := (7, o) zusammengefasst ist. Wir gehen davon aus, dafl Orbitale von Elektro-
nen mit up-Spin die selbe Ortswellenfunktion haben, wie jene mit down-Spin,
was hier sicher eine gute Néherung ist. Der Spin-Anteil in (4.2.2) ist, wie tiblich:

1 fur U:+%

0 fir o=—

0 fur a:+%

1 fir O':—%

a<o>=m>::{ ,6(0)=|l>:={

N [—=

(4.2.3)
Die Funktionen Y, ,,, seien hier reelle Kugelflachenfunktionen (3.3.37) mit Indi-
zesm = [+, (I—1)%£,...,1+,0. Der Grund dafiir ist, dal die Quantenchemiepake-
te damit arbeiten, was eine Uberpriifung der Rechnungen mit Hilfe der Theorie
moglich macht. Die rellen Yl""m‘ ,’s bilden, wie die komplexen Y;,,’s sowohl eine
Basis fiir die irreduziblen Darstellungen der Rotations-Reflektionsgruppe O(3),
als auch fiir die der Zylindergruppe D.. Auf diese Weise konnen die Yiinx's

sowohl in den Eigenfunktionen von H, (Symmetrie O(3)), als auch in den Eigen-
funktionen von K Lig. verwendet werden. Die Kenntnis der reellen Orbitale war
hier auch fiir die numerische Behandlung einzelner Atome mit den vorliegenden
Programmen wichtig, um die Konsistenz der Rechnungen zu priifen.

Dieser einfachste Fall wiirde zum Sc™'-Ion gehoren, wenn es eine ScXy-Ver-
bindung, wie ScFy, ScCly, ... in der Realitéit géibe. Es ist aber so, daf eine sol-
che Verbindung nur theoretisch existiert, was manche Autoren [6] nicht davon
abhilt dieses Molekiil zu betrachten. Im Falle des Scandiums, mit einer [Ar]3d4s*-
Konfiguration im Grundzustand, ist es praktisch nicht moglich, nur ein oder zwei
Halogene an das Atom zu binden. Wéren aber nur zwei Halogene als Reaktions-
partner reell vorhanden, so miifite sich dieses Molekiil bilden! Praktisch existie-
ren nur Scandium-Halogenide mit drei Halogenatomen pro Scandium-Atom, wie
ScF3, ScCls, .... Im Rahmen der chemischen Anschauung erklirt sich dies
dadurch, dafl das erste Halogen ein s-Elektron abzieht und eine extrem leicht
entkoppelbare [Ar|3d4s-Konfiguration hinterlafit, die sich wie ein Ion mit zwei
ungepaarten Valenz-Elektronen verhélt, was solange instabil ist, bis auch diese
Elektronen mit einem Halogen gebunden sind. So kann man rein anschaulich,
ohne explizite Simulationen, erkldren, warum es weder Scandium-mono-, noch
Scandium-di-halogenide, sondern nur Scandium-tri-halogenide gibt. Existent ist
jedoch die Verbindung ScHs, welche als einzelnes Molekiil nur zwei gemeinsame
Elektronenpaare gebildet hat, deren Bindung viel kovalenter als die zu einem
Halogen ist. In einer spéteren Arbeit konnte diese Verbindung mit der hier ent-
wickelten Theorie analysiert werden.

4.2.1 Die Multipolentwicklung des Ligandenfeldes

Sobald ein Elektron in einem Orbital des Ausgangs-Hamilton-Operators H, in
das Ligandenfeld der beiden X~ -Ionen gebracht wird, bleibt von dessen Symme-
trie nur jene des Ligandenfeldes iibrig. Die entarteten reellen Orbitale werden
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entsprechend aufgespalten. Um die Aufspaltung leichter berechnen zu kénnen,
werden wir den Ligandenfeldoperator (4.1.6):

p(R
IR —

) Zrig.  Zx Zx
= == — + = =
7l Ry — 7] | — Re,| |7+ Ré,|
RLig.

Frig.(7) = /dTg (4.2.4)

in Basisfunktionen irreduzibler Darstellungen der O(3)-Gruppe (Kugelfléichen-
funktionen) entwickeln, was moglich ist und in der Elektrostatik als sphirische
Multipolentwicklung bezeichnet wird. Diese Multipolentwicklung wird hier
mehrfach gebraucht, weshalb ich sie im folgenden nocheinmal explizit durchfiihre.

Unter der Multipolentwicklung versteht man die Aufteilung des Potentials
einer allgemeinen Ladungsverteilung:

wmz/ﬁﬁﬁﬁg

|R

in eine Summe von Momenten (Monopol, Dipol, Quadrupol, usw.), durch die
Entwicklung des sogenannten reziproken Radius:

1
7 — R|

(4.2.5)

im obigen Integral. Das obige Integral deckt auch eine diskrete Ladungsverteilung
ab, indem man die Dirac’sche Deltafunktion verwendet:

paiskre(R) =Y Z,0(F — Rz,) | (4.2.6)
Z;

Der reziproke Radius kommt nicht nur im Ligandenfeld-, sondern auch im
Elekton-Elektron-Term des Hamiltonians vor. Die Multipolentwicklung kann man
in drei Schritte unterteilen.

1. Anwendung des Cosinus-Satzes:

Der erste Schritt ist die Anwendung des Cosinus-Satzes auf den reziproken
Radius. Es gilt:

~ r
PRl = Ry1+ |2
7= & V_%R

wobei 7 und R die Betrige der beiden Vektoren 7 und R sind. Die GréBe £(R,7)
ist der Winkel zwischen R und 7. Damit folgt fiir den reziproken Radius:

1 1
|F_ﬁ‘ R\/l%—‘%}z—ﬂﬂcos(ﬂ)

L 2 ‘}%‘ cos(£(R, 7)) ,

mit 3 := L(R,7). (4.2.7)
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2. Entwicklung der Wurzel:

Im zweiten Schritt identifiziert man die erzeugende Gleichung der Legendre
Polynome:

k .
E a” Py( fir la|l <1.
\/1—2ab—|—a2 k(b o

Damit folgt:

k< (cos B) (4.2.8)
7" - —o0 >
mit der Definition:
(r,R) fir r<R
= 4.2.9
(re,7>) {(R, r) fir R<r ( )

und 3 := K(}?, 7). Die Grofle r. ist der kleinere und r~ der grofere der beiden
Betrdge » und R und mufte wegen der Konvergenz benutzt werden, da immer
Ir</rs| < 1 gilt.

3. Einsetzen von Kugelflichenfunktionen:

Der obige Ausdruck wiirde in diesem Fall schon ausreichen, da aber spéter noch
die Elektron-Elektron-Wechselwirkung mit dieser Entwicklung vereinfacht werden
muB, entwickelt man noch jedes Legendre-Polynom in Kugelflichenfunktionen.
Dazu verwendet man das Additionstheorem der Kugelflichenfunktionen:

k

D (Yim(©, ) Vim (6, 6) |

m=—

A7
2k+1

Py(cos 3) :=

wobei Y = (—=1)"Y;_,, gilt. Die Argumente der beiden Kugelflachenfunktionen
enthalten jeweils die Winkel der Kugelkoordinaten der beiden Vektoren R =
(R,0,®) und 7 = (r,60,¢) im selben Koordinatensystem. Ich gehe davon aus,
daf3 dieses Theorem bekannt ist, falls nicht, findet man es mit der kompletten
Entwicklung des reziproken Radius in dem Buch von J. D. Jackson [19] oder in
dem immer noch fast unschlagbaren Klassiker iiber Ubergangsmetall-Tonen und
Ligandenfeldtheorie [20] von 1964. Setzt man dies in (4.2.8) ein, dann erhélt man
den endgiiltigen Ausdruck fiir den reziproken Abstand:

1 = rk o dr i .

k= m=—

mit den obigen Definitionen. Diese Entwicklung wird hier mit sogenannten re-
normierten Kugelflichenfunktionen:

47

S Yin(0,0), mit (C) = (-)n0%, (a2.)
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einfach als:

!R—ﬂ ;TI;H Z C(0, @) CiY(0,0) (4.2.12)

geschrieben. Mit dieser Entwicklung ist ein grofler Schritt getan, denn das Ergeb-
nis ist eine Summe von Termen, in denen die Kugelkoordinaten der beiden Vek-
toren separiert sind. Diese Entwicklung vereinfacht die theoretische Betrachtung
erheblich, man kann sagen, daf} sie so erst moglich wird. Der Ligandenfeld-Term
im Hamilton-Operator (4.2.4) kann auf diese Weise fiir den Fall r < R in die
Form:

m=—k

Hpig (F= (r,0,0)) Z Z 7% L Yiem (6, ¢) (4.2.13)
k=0 m=—k
entwickelt werden, wobei die Grofe:
5 o An p(R)(Yim (O, ®))"
Lin(R = (R,0,)) = — T /dfé el (4.2.14)

der sogenannte Ligandenfeldfaktor ist, der keine Elektronenkoordinaten ent-
hélt. Der Ligandenfeldfaktor lautet im Fall diskreter Punktladungen Z; an den
Orten Ry, = (Rz,,0z,,9z,) :

47 Z Zz : (Ykm(@Zm q)Zz))*

Lkm =
2k +1 < Ry

(4.2.15)

Er ist eigentlich nur fiir r < R definiert, denn fiir den Fall r > R miissen die
Radien entsprechen vertauscht werden. Er wird im Fall gleichartiger Liganden,
die sich alle im selben Abstand vom Zentralatom befinden, unter Benutzung des
Ligandenformfaktors 7, geschrieben:

wobei v, nur von der Form und dem gleichen Abstand der Liganden abhéngt.
Der Ligandenformfaktor ~; lautet fiir Punktladungen:

A q

Yk (Monopol) = Toh 1 (4.2.17)
und fiir Dipole:
. E+1 pu
v&(Dipol) = 47T2k iR (4.2.18)

Nun soll die Multipolentwicklung fiir den hier vorliegenden Fall durchgefiihrt und
die obigen Groflen identifiziert werden, wobei man hier von Punktladungen als
Liganden ausgeht.
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Abbildung 4.1: Das MX,-System

Nun zuriick zum hier vorliegenden MX,-Problem, welches die in Abbildung
4.1 skizzierte Symmetrie besitzt. Das Ligandenfeld wird von zwei Punktladungen
(Monopole) der Grofle Zx ~ 1 erzeugt, die diametral im Abstand R vom Ur-
sprung auf der z-Achse zu finden sind. In diesem Fall ist es einfacher, direkt die
Entwicklung (4.2.8) zu benutzen und:

Am

B (py —. )
2k+1Yk0 cP(0) = (0, ¢) (4.2.19)

Py(cos ) =

einzusetzen, wobei die Kugelflichenfunktionen Y}, (6, ¢) und k) (9 ¢) mit
m = 0 nicht vom Azimutalwinkel abhangen' Da die Ladungen auf der z-
Achse liegen und die Winkel zwischen Rl, R2 und dem Elektronen-Ortsvektor
einfach 6 und m — # sind, ist die gesuchte Ligandenfeld-Entwicklung so bereits
gefunden:

Zx Zx G < * (k)
_ = — ) Cy7 (60 4.2.20
|,r—,'_Ré»Z| re — (’f’>) 0 ( 7¢) ( )

Zx Zx — k[ T< ’ (k)
FrRE] 1o ;_0(—1) (E) Co (0,9) . (4.2.21)

Bei der Zusammenfassung der beiden Terme fallen die Summanden mit ungera-
dem k und ungerader Paritit weg und es ergibt sich ein giinstiger Ausdruck fiir
den Ligandenfeld-Term:

- . Zx Zx r? (21)
F0 (7) = — 97 § < C! 7 4.2.22
Lg.(r) |F— Re—»z| |7” + Rez X 2[+1 ) ( )

wobei auch hier beachtet werden muf}, daf3 CE)ZI)(G,gb) nicht von ¢ abhingt,
sondern nur rein formal in den Ausdruck aufgenommen wurde, um die Standard-
Form der Kugelflachenfunktionen zu verwenden. Die beiden Groflen (7, r~) sind,
wie bereits gesagt, als (r, R) fir 7 < R und (R, r) fiir R < r definiert. Die ersten
drei Terme lauten:

. 1 2 1
Hoig.(F) = 22x——Cy + 2ZX:—§C§2) + 2ZX:—§C(§4) T (4.2.23)
> >

>
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Vergleicht man diese Form mit (4.2.13) im Fall » < R, so identifiziert man die
Ligandenfeldfaktoren als:

Y, Y, fii = =0,2,4,...
Lo, = {%( #0(0,0) + Yio(m, 0)) fir m=0, k=0,2,4, (4.2.24)
0 sonst,
wobei normale Kugelflichenfunktionen Verwendung finden und:
41+ 1
Yao(0,0) = Yaio(m, 0) = 4/ —— (4.2.25)
mit dem Ligandenformfaktor fiir Punktladungen (4.2.17) als:
47 1
=7 —_— 4.2.2

Vi X1 B (4.2.26)

identifiziert wurde. Da die Definitionen der Lg,,’s und der 7;’s fiir den Fall r < R
gedacht sind, werde ich die endgiiltige Entwicklung des Ligandenfeldterms
in der allgemeineren Form:

; Zx e (g
Haio (1) = |7 — R52| |7+ Rez = 22x Z 21110 9) (4.2.27)

schreiben. Vergleicht man die obige Entwicklung mit den Basisfunktionen der
irred. Darstellungen von D, so erkennt man, dafl diese Summe aus den Basis-
funktionen C’ ) oder auch Y50 der Darstellung E; besteht und somit der ganze
Term zur voll-symmetrischen Darstellung Z;r gehort. Das ist nicht verwunder-
lich, da die Anordnung der Ladungen invariant unter allen Transformationen von
Dop, ist. Also ist seine Symmetrie geringer, als die von Hy, welcher symmetrisch
beziiglich aller Rotationen ist und somit zur S-Darstellung von O(3) gehort.

Diese Multipol-Entwicklung kann ebensogut auch fiir ionisch gebundene Mo-
lekiile vom Typ MX verwendet werden. Die Annahme der Strukturlosigkeit des
Bindungspartners wird manchmal teilweise riickgdngig gemacht, indem man die
durch die Bindung entstandenen Valenzorbitale des Zentralatoms oder “Proble-
matoms” wieder als Molekiilorbitale annimmt, die nun doch Linearkombinationen
mit dem X-Atom sind, aber im Ligandenfeld aufspalten! Diese Vorgehensweise
ist raffiniert und kann kaum noch als Ligandenfeldmethode angesehen werden,
zeigt aber die weiten Moglichkeiten, die sich mit einem “simplen” Bindungspart-
ner erdffnen. Mit dieser Methode untersucht man Ubergangsmetall-Verbindungen
vom Typ MX, wie das in vielen Publikationen geschehen ist, die in [21] am Bei-
spiel der Elemente H-F fiir X zusammengefasst und erlautert worden sind. Auch
dort werden nachfolgend numerische Betrachtungen des Molekiils gemacht. Die-
se Vorgehensweise hat mich fiir das hier betrachtete Problem inspiriert, obwohl
diese Probleme von anderer Art sind.
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4.2.2 Durchfithrung der Storungsrechnung

Nun sollen méglichst realistische Eigenfunktionen fiir den Hamilton-Operator:

. . . 1 .
Hiew = Ho(7) + Hpig.(7) = (—§V2 +U (r)) + Heig (7) (4.2.28)
gefunden werden, wobei im letzten Abschnitt:
. A Ix < 2
Hpig (7) = ——= 2ZXZ 2;1025 (4.2.29)

|7 — Ré,| |?"+Rez

herausgefunden wurde. Wie bereits gesagt, wird von den Orts-Wellenfunktionen:

mit den reellen Orbitalen aus (3.3.39) ausgegangen, welche Eigenfunktionen des
Ausgangs-Hamiltonians U:CO sind. Dieser Operator ist invariant unter den Opera-
tionen der Rotations-Reflektionsgruppe O(3) und seine Eigenfunktionen bilden
die Basis fiir eine irreduzible Darstellung dieser Gruppe. Die Funktionen (4.2.30)
werden nach diesen Darstellungen D® als s-, p-, d-, ..., Funktionen benannt und
ihr Eigenwert ist 2/ 4+ 1-fach entartet, was der Dimension der irred. Darstellung
entspricht (siehe 3.3.5). Es werden nur die ersten Sétze der Eigenfunktionen von
fﬁ(o betrachtet, welche ihren eigenen Namen bekommen:

Typ ‘ Einteilchen-Orb. neuer Name
4s-Orb.

s-Orb Pas0 ° (4.2.31)
4p_OrbS' ¢4p07 ¢4p1+7 ¢4p17 Po; P14+, P1—

3d-Orbs. | ¢340, P3d1+, P3di—» P3d2+, P3a2—  do, dit, di—, doy, do

Die Hauptquantenzahl ist hier aus dem Atom-Hamilton-Operator iibernommen
und sagt an, welches Atom-Orbital im Rahmen der LFT modelliert wird. Es ist
noch zu beachten, dafl dies der Ortsanteil der Orbitale ist und aus jedem dieser
Funktionen zwei Spin-Orbitale werden.

Der Term ff{ug. in (4.2.28) driickt die Symmetrie auf die Untergruppe D,
unter deren Operationen er invariant ist. Aufgrund des Fehlens bestimmter Dre-
hungen in der kleineren Symmetriegruppe D, sind die einst irreduziblen Dar-
stellungen nun reduzibel. Es findet eine Aufspaltung O(3) — D, statt, die im
Abschnitt (3.5.1) bereits behandelt wurde und der Satz von atomaren Orbita-
len ¢ (7) bildet eine Basis fiir eine zerlegbare reduzible Darstellung von Dg.
Als Valenz-Orbitale werden hier nur s- und d-Orbitale betrachtet, die folgende
Darstellungen bilden:

s9(s) — oy (s)
P"“(po, P14, P1-) — o (po) ® mu(pry, p1-) 1939
d9(dy, dryydyy oy dy ) — 0F(do) ® Tol(dyy,di) @ 5y(ds,dy ) (4232)
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Man erkennt, dal die p-Orbitale keine Darstellung mit den s- und d-
Orbitalen gemeinsam haben, da ihre Paritit ungerade ist. Aus diesem
Grund gibt es keine Linearkombinationen zwischen den 4p-Orbitalen und den
4s- und 3d-Orbitalen in linearer Symmetrie mit Inversionszentrum (Dy.p,). Die
von der Theorie untersuchten Vorgéinge beschrinken sich somit auf die direk-
ten Valenzschalen, und das in guter Naherung. Die atomaren Orbitale werden in
die obigen Pakete in den Klammern aufgeteilt und bilden dann die symmetrie-
adaptierten Linearkombinationen, wobei gliicklicherweise im Falle der D.,-Sym-
metrie nicht allzusehr linearkombiniert werden mufl. Zur leichteren Verwendung
gebe ich im folgenden die reellen Orbitale ¢; als Linearkombinationen aus kom-
plexen Orbitalen nach (3.3.39) an, die man am fehlenden Vorzeichen nach der
Quantenzahl erkennt.

doy = P3ap+ = R3qYsp, = Raq- \/%(3/22 +Ys,) = \/%(dQ +d_»)
doe = (P3ap— = R3qYy_ = Raq- %(Ym - Y5 ,) = ﬁi(cb —d_s)
diy = ¢sair = R3aYy, = Raq- \_/—%(Ym -Y,y) = \_/_%(dl —d_y)
di- = ¢aq- = RzaYy = Rasa- %(Ym +Yo1) = %(Ch +d_1)
do = @3 = RzaYyy = RzaYoo = do

b1+ = ¢4p1+ = R4:DY1T1+ = R4p : \_/_%(Yll - Yl—l) = \_/_%(dl - d—l)
Pi— = Qupi— = RgpY[. = Rap- %(Yn +Yi,) = ﬁ%(oh +d_q)
Po = Quo = RyYy, = RypYio = Po

s = a0 = Ru4Yy = RasYoo = s

(4.2.33)

Hier sollen zwar nur s- und d-Orbitale benutzt werden, aber der Vollstandigkeit
halber habe ich auch die p-Orbs. mit angegeben. Mit dieser Unterteilung der
Basisfunktionen wird die Stor-Matrix ausgerechnet und daraus die Energiekor-
rekturen zu den ungestorten Energien Fj bestimmt. R

Die Stérmatrix ist die Matrix des Ligandenfeld-Terms Hy,, in der Basis der
gewdhlten Einteilchen-Orbitale. Sie zerfillt in drei Blocke entlang der Haupt-
diagonalen, wobei der Grund fiir das Verschwinden der koppelnden Matrixele-
mente der selbe ist, wie bei den Auswahlregeln (siche 3.1.2). Nur ein (voll-
symmetrisches) Integral iiber den vollsymmetrischen E;-Anteil einer Darstellung

ist von Null verschieden, wobei hier der Operator ﬂ:CLig_ eine Basisfunktion fiir
Z:; ist, weshalb es nur noch auf die mit ihm integrierten Funktionen ankommt.
Das direkte Produkt der Darstellungen, zu denen die Funktionen im Integran-
den gehoren, muf} die vollsymmetrische Darstellung (37) enthalten, sonst ist das
Integral identisch Null (siehe 3.1.2). Ich berechne die Stérmatrix nach:

/ dgr(gr)*jtfug.ﬁg mit 53: (d2+;d2—,d1+7d1—,d075) ) (4.2.34)
R3
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wobei Basisfunktionen iiblicherweise in Zeilenvektoren stehen. Die Symmetrie des
Ligandenfeld-Terms ist:
Hig = SF
und die irred. Darstellungen sind im Zeilenvektor 5 in der Reihenfolge:
¢ = (doy,do_,dis,di_ydo,s) 2 (8g, 74,070 ,07) (4.2.35)
vertreten, was auf folgende Verteilung der Symmetrien in der Stormatrix fiihrt:
0y X BT X 0y 0g X XNF Xy g X U5 X af
Hipig. = | mg X BF x 0y 7y X Bf x 15 79 x BF x 0 f ) (4.2.36)
Og X BF X0y 0y X XF X1y 0y x BF x0of
Nun verschwinden alle Nebendiagonal-Blécke, denn das direkte Produkt der drei
Darstellungen muf3 Z;r enthalten, um nicht identisch Null zu sein, was nur im
Fall der diagonalen Blocke erfiillt ist (sieche 3.1.10 mit 3.4.64 und 3.4.78). Zum
Beispiel lautet das Kronecker-Produkt fiir den ersten Nebendiagonal-Block:
0g X BF X 1y =0y x Iy =11, & D,

was kein E;r enthélt, weshalb sein Integral iiber einen symmetrischen Integrations-
bereich verschwinden muf}. Die drei von Null verschiedenen Blocke der Stérmatrix
lauten dann:

« 9 <d2+|thLi .|d2+> <d2+|gtCLi |d2—>>
0g-Block” : L L 4.2.37
¢ <<d2\f}fug.’d2+> (do-|Hpig |d>-) ( )

« 9 <d1+|thLi .|d1+> <d1+|gtcLi |d1—>>
me-Block” : L Nt 4.2.38
5 <<d1mg.ydl+> i (G |0y y) )

do|Hrig |do)  (do|FLig]s)
“ot_Block” : (do[Ftrig ~ Lig . 4.2.39
% <<srﬂmg.\do> (5[FC1r0 ) (4.2.39)

Die durch die Symmetrie hervorgerufene Blockform der Stérmatrix wird auch
Symmetrie-Faktorisierung genannt.

Nun miissen die Matrixelemente, soweit es geht, ausgerechnet werden. Die
Zustande sind die Funktionen (4.2.30) und der Operator ist (4.2.29). Es miissen
Integrale der Form:

(.{}'CL ij =
r2
/ drr? /dQR 2ZXZ 2 C(Ql) R, (T)YE:mJ(Q)

_QZXZ / drr’ RS, 2ZHR 4, () /Q dY"); (DO (YT, ()
(4.2.40)




KAPITEL 4. DIE LIGANDENFELDTHEORIE 135

ausgerechnet werden, wobei {2 hier der Winkelanteil der Kugelkoordinaten, also
der Raumwinkel ist. In den Integralen kann man wegen der Benutzung reeller
Kugelflaichenfunktionen die Konjugation weglassen. Nun teilt man jeden
Summanden in Radial- und Winkel-Integral auf, wobei die Radial-Integrale als
Punktladungsintegrale bezeichnet werden und mit:

,r,k

ij ::/0 dszZili(T)rk—ianjzj(T) (4.2.41)

>

abgekiirzt als Parameter in der Rechnung bleiben. Diese Integrale sind in der
Ligandenfeldtheorie bekannt und man kann zeigen, daf:

G'>G*>G' > (4.2.42)

gilt. Oft wird das Punkladungsintegral gleicher Radialfunktionen G¥ auf den
Bereich 0 < r < R beschriankt und als:

rk

R
/0 drr® R (r)r* Ry, (r) = T (4.2.43)

k ~
Gl ~ Rk+1

gendhert, wobei diese 7’s ofters als die G¥’s zu finden sind und Punktladungs-
Radial-Integrale oder einfach Radial-Integrale genannt werden. Zu diesen
Radial-Integralen wird dann noch der approximative Zusammenhang:

R o)
rk = / dT?"2R;kuli (T)T’kRm‘li (7") ~ / d?“ff’zR;:ili (T)TkRnili (’f’) —< Tk >nili
0

0
(4.2.44)

oder gleich:
< rk >nil,

k ~
Gy ~ R (4.2.45)

hergestellt. Diese Naherungen stellen den Bezug zu den quantenmechanischen
Erwartungswerten < r* >, her und werden oft zum anschaulichen Verstind-
nis herangezogen. Hier bleiben diese Groflen nur Parameter, die nicht getrennt
bestimmt werden konnen, wie sich spater herausstellen wird. Mit diesen Gréfien
schreibt sich ein Matrixelement von Hj, als:

(Hp)ij =2Zx Z ijl/ dQ(YT’)Z‘imi(Q)Cé%)(Q)Yl;mj Q) =...
=0 N (4.2.46)

PR}

=27x Y _ GV, |8V, )
=0
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Der Winkelanteil des Matrixelementes:

[ 4w
Y, —Y Y
<lm’ ’lm3> 2k'-|—1< lim;

kgl Yiim,) - -
/ dQY "), (CP(Q)Y, (Q) = ... (4.2.47)

/ /27" sin 6d9d¢ ( (b)c (k) («9, (b)YZm] (0,¢)

ist eine in der theor. Atomphysik weithin bekannte Grofle fiir komplexe Orbitale,
aber hier sind es reelle Kugelflichenfunktionen, die erst noch auf komplexe Y;,,,’s
zuriickgefithrt werden miissen.

Fiir komplexe Kugelflichenfunktionen gilt:

47
2k+1

/ AV (Q) O ()Y () = ...

<Ylm|Ct§k)|Y’m’> <l mZ|C(k |l/ > < lm|qu|Y’m’> SR

(4.2.48)
/ / sin 0d0deY;:, (0, $)C (0, ¢)Yim (0, ¢) = . ..

= Ogm-mc(Im,I'm’)

wobei die cf’s durch Clebsch-Gordan-Koeffizienten der Drehgruppe SO(3), oder
besser, durch die zugehorigen 3j — Symbole (siehe 3.3.29) ausgedriickt werden
konnen. Es gilt:

F(lm, I'm fo " sin 0dOdoY;r:, (0, ) Yim—me (0, 0) Y (0, ¢) =

..:(_1)—m\/(2z+1)(25/+1)(é : é)(_lm ok ni)

(4.2.49)
was ich hier ohne Beweis angebe, da diese Koeflizienten ein Standard aus der
Atomphysik sind und in jedem Fachbuch nachlesbar sind, wie zum Beispiel in
[14] von Robert D. Cowan. Aufgrund der Eigenschaften der Kugelflichenfunktio-
nen, die eng mit der Clebsch-Gordan-Entwicklung fiir Darstellungen von SO(3)
verbunden sind, verschwinden alle Koeffizienten c*(Im,'m’), fiir die nicht die
sog. Dreiecksrelation:

=V <k<i+l (4.2.50)

gilt, welche aus der Addition zweier Drehimpulse bekannt ist und:
k+1+4+1 gerade (4.2.51)
ist. Bei Vertauschung der Drehimpulse gilt:
FU'm! Im) = (=1)™ ™k (Ilm, I'm/) . (4.2.52)
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Aufgrund der Dreiecksrelation (4.2.50) bestehen die berechneten Matrixelemente
nur aus einer endlichen Zahl von Termen, denn die Beschrinkung auf s- und
d-Orbitale 1a8t keine hoheren Ordnungen als k = 4 von (4.2.29) beitragen - die
Reihe bricht ab!

Bevor man die c®’s jedesmal neu berechnet, macht es Sinn eine Tabelle zu
erstellen, was dadurch vereinfacht wird, daff hier und auch spéter nur s- und
d-Orbitale betrachtet werden. Die Tabelle der benotigten Koeffizienten lautet:

I UV m mlk=0 k=2 k=4
s s 0 0 +1 0 0

s d 0 +2| 0 +1/V5 0

s d 0 1| 0 —1//5 0
s d 0 0| 0 +1/V5 0

+2 42| 41 —2/7  +1/21
+2 £1| 0  +V6/7 —5/21
+2 0| 0  —2/7 +V/15/21
+1 41| +1  +1/7  —4/21
+1 0| 0  +1/7 +v30/21
0 0| +1 +2/7 +6/21

(4.2.53)

+2 F2| 0 0  +V/70/21
+2 F1| 0 0  —35/21

QU & & & & a8 /o~
QU & & & A & /a8 & o~

+1 F1| 0 —V6/7 —/40/21

Mit Hilfe dieser Tabelle konnen nun die Matrixelemente direkt berechnet werden.
Also zu den Matrixelementen.

Der §,-Block:

In der folgenden Rechnung ersetze ich die reellen Orbitale nach (4.2.33) durch
komplexe, da fiir diese der Winkelanteil der Matrixelemente aus der obigen Tabel-
le (4.2.53) abgelesen werden kann. Die Ersetzung der Orbitale erfolgt in Matrix-
Form:

(doy,do-) = (do,d_5) % G 7) = (da,d_3) Us . (4.2.54)
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Die reellen Orbitale werden nach:

/dST A U:CLig. (d2+,d2,)=Uf5 /dST Ciz UA{LW (dz’d”) Us
R3 d27 R3 d72

(4.2.55)

ersetzt, woraus:

<<d2+|9:{Lz‘g.|d2+> <d2+|9:sz‘g.|d2—>) o < (da]Hrig |do) (o] Hrig|d—2) ) U
(do|Hpig.|doy) (do—|Hpig|da) P \(d_2|Hrig |do)  {d_2|Hpig.|d—2)
(4.2.56)

folgt. Dieser Block wird nur mit Matrixelementen zwischen d-Orbitalen erzeugt,
weshalb aufgrund der Dreiecksrelation (4.2.50) nur Ligandenfeld-Summanden bis

054) beriicksichtigt werden miissen. Die Diagonalelemente sind beide gleich:

(daa|Frig | dao) =275 (Gy(Yauro| C |Yarso) + G2y(Yauo| C [Yara) + . ..
A @ o 2 1, (4.2.57)
G (Youo |Gy [Yaro)) = 22x (Ggq — ;Gdd + ﬁGdd) )

wobei die ij’s aus (4.2.41) verwendet wurden. Die Nebendiagonalelemente der
rechten Seite von (4.2.56) sind beide Null, wegen:

Vil C Vi) = G (I, U (4.2.58)

Zuletzt wird mit U; transformiert, was die Matrix unverdndert 148t. Der dg-Block
lautet:

(<d2+!9:fug.\d2+> <d2+|9:CLz‘g.\d2>) _ (eda,da 0 ) (4.2.50)
(do-[Hpig|doy)  (da-|Hpig.|da-) 0 easas o
mit:
. 2 1
€ds,ds = <d2i’j{Lig.’d2i> = QZX(ng_?G?ld—i_ﬁGfld) =: Ag—4A,+2A, , (4260)
wobei: 7 7
AO = QZngd, A2 = TXG?M? A4 = 2_‘1(G;4id (4261)

definiert wurde.

Der 7g-Block:

Die Vorgehensweise fiir den mg-Block der Stoérungsmatrix ist die selbe wie im
dg-Fall, aber hier lautet die Transformationsmatrix:

1 [—1 4
(d1srd1) = (A1) ( 1 Z) — (dd) Y, (4.2.62)
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Daraus folgt der m,-Block zu:

(<d1+|9:fug.|d1+> <d1+|f}:sz‘g.|d1—>> o ( (| Hpig |di)  (di|Hrsg |d o) ) U .
(di—[Hpig |dry)  (dr-|Hpig.|di-) " \(da|Hpigdr)  (d1|Hpig|d-1)
(4.2.63)

Auch hier tragen aufgrund der Dreiecksrelation (4.2.50) nur Ligandenfeld-Sum-

manden bis Cé4) bei, und die identischen Nebendiagonalelemente verschwinden
wegen (4.2.58). Es bleiben die beiden identischen Diagonalelemente:

(dat |Frig [ der) =275 (C(Your |C [Yar) + G2y(Yoir |CF [Yorn) + . ..
1
7

(4.2.64)

4
G (Vo |CS [Yout)) = 225 (G + =Gy — ﬁszd) :

Daraus folgt der mg-Block zu:

(<d1+|g:—CLig-|d1+> <d1+|9:—CLig-|d1—>> — (edﬂ',dﬂ 0 > (4265)
(di-[Hpig|dry) (di-|Hpig.|dr-) 0 Cdndn

mit:
. 1 4
€d7r7d7r = (d1i|fHLl-g.|d1i> = 2ZX (ng+?G3d_ﬁG3d) = A0+2A2—8A4 s (4266)

wobei die A;’s aus (4.2.61) benutzt wurden.

Der ag—Block:

Zuletzt nun zu dem etwas schwierigeren O’;—BlOCk. Hier miissen drei von Null
verschiedene Matrixelemente ausgerechnet werden, ndmlich die beiden verschie-
denen Diagonalelemente und eins der beiden identischen Nebendiagonalelemente.
Der Vorteil dieser Symmetrie liegt in der Ubereinstimmung der reellen mit den
komplexen Orbitalen Y, = Yo, was die Transformation spart. Der J;—BlOCk lau-

tet: R R
(<d0|?fug.|do> <do|?sz'gA|8>) . (4.2.67)
(8|Hrig.|do)  (s|HLig.|5)

Das zweite Diagonalelement enthélt nur s-Orbitale, weshalb nur der C’éo)—Ligan—
den-Term beitragt:

(s|H Lig|s) = 2Zx G0 (Yoo | O [Yoo) = 2ZxG2,°(00,00) = 2Zx G2, . (4.2.68)

Das erste Diagonalelement enthélt die d-Orbitale und somit mufl die Liganden-
feld-Entwicklung bis 054) beriicksichtigt werden:

(do| Frig.|do) = 2Zx(G%(Yao|C§” [ Yag) + G24(Yao | CF |Yao) + Gha(Yao|C5 | Yao))

2 6
(4.2.69)
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Zuletzt wird noch das “Hybridisierungs-Matrixelement” ausgerechnet, welches
eine Mischung des 4s- mit dem 3do-Orbital bewirkt:

(do|FCpig|s) = (s|F g |do) = 2Zx G2 (Yao| O [Yoo) = . ..
27y
=27xG?.c*(20,00) = —==G2_ .
XYds ( ) \/5 ds

Insgesamt folgt der a;—Block der Stérmatrix zu:

(edg,dg eda,so> (4.2.71)

€do,sc  €so,so

(4.2.70)

mit:
dedg = QZ)((ng + %G?ld + %Gfld) = AO + 4A2 —|— 12A4 Z 0
e 275 GO, - By >0 . (4.2.72)
€do,sc = HT?GZS = abz >0

Die Energien der beiden entstehenden a;-Orbitale erhélt man durch diagona-
lisieren des 0;—Blocks der gesamten Hamilton-Matrix. Es ist hier zu beachten,
dafl, anders als in den obigen Féllen, hier die ungestérten Energien von ﬂ:CO un-
terschiedlich sind. Die ungestoérten Energien seien:

(do|Fo|do) = Esa,  (s|Ho|s) = Eys . (4.2.73)

Da in allen Ubergangsmetall-Atomen immer zuerst die s-Elektronen abgelost wer-
den, und genau das auch hier geschehen ist, gehe ich davon aus, daf§ die Energie
des 4s-Orbitals grofler ist als die 3d-Energie, aber der Unterschied wird wohl nicht
allzu grof3 sein:

Ey > Esg . (4274)

Zur Konstruktion der gemeinsamen Eigenfunktionen von Ho und K Lig. muf die
Hamilton-Matrix:
(ESd + €do,do €do,sc ) (4 2 75)

€do,sc E4s + €so,s0

diagonalisiert werden. Die Eigenwerte und -vektoren dieser Matrix kénnen exakt
angegeben werden, da es einen Drehwinkel 6y geben muf}; mit dem die orthogonale
Drehmatrix (aus SO(2)):

R(O) = ( (4.2.76)

die obige symmetrische Matrix diagonalisiert. Statt der Drehmatrix wird oft auch
eine Drehspiegelung (aus O(2)):

$(0) = <COS€ sin 0 ) (4.2.77)

cosf) —sin 8)

sinf cos0

sinff —cosf
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benutzt, welche den selben Effekt erziehlt, aber im Gegensatz zur Drehung eine
uneigentliche Transformation mit Determinante —1 ist. Andere orthogonale Ma-
trizen existieren nicht, da die gesamte Gruppe aller orthogonalen Matrizen O(2)
aus diesen beiden Typen mit entsprechendem Winkel besteht. Die Eigensysteme
sind identisch, das heifft, sie unterscheiden sich nur im Vorzeichen des zweiten
Eigenvektors, was aber sowieso frei gewahlt werden kann. Man erhélt:

<€+ 0 ) _ :R(H())T <E3d + €do,do €do,so ) :R(00> (4278)

0 €_ €do,so E4s + €so,s0
mit:
26d0,sa

tan 20, = .
ESd + €do,do — E4s — €s0,s0

(4.2.79)

Die allgemeine Betrachtung des Eigensystems einer reellen und symmetrischen
2d-Matrix fiihrt auf einen moglichen Bereich dieses Winkels von:

—l<hy < (4.2.80)

™
1 .

N

Die Eigenvektoren lassen sich als Spalten an der Transformationsmatrix ablesen:

N [ sinby
V1 = <Sil’1(90) y Vg = (_ oS 90> . (4281)

Ihre Zuordnung zum Eigenwert ist jedoch vom Vorzeichen des Winkels abhéngig.
Im hier vorliegenden Fall kann man sicher von E,;s > E3; und auch von:

E4s + €so,s0 E3d — €do,do > 0 (4282)

ausgehen, womit der Winkel 6y wegen (4.2.79) kleiner als Null ist, und ich defi-
niere:

a=-f mit 0<a< % , (4.2.83)
wobei a — a — 7 die beiden Eigenvektoren austauscht. Falls (4.2.82) nicht gilt,
miissen die beiden Eigenvektoren namlich vertauscht werden und der andere Ei-
genvektor gehort zum kleineren Eigenwert. Die Energien konnen mit oder ohne
Mischungswinkel immer mit klarer Reihenfolge angegeben werden. Der kleinere
Energieeigenwert ist:

1
€1 = 5 (E3d + €do,do + E4s + €so,s0 — \/(E3d + €do,do — E4s - 630,30)2 + 4630’7so’>

(4.2.84)
oder alternativ:

1
€1 = _< 3d + €do,do + E4s + €so,s0 — (E4s + esa,sa - E3d - edo’,do)(l + A2) COs 20[)

2
(4.2.85)
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mit:

2€da so
A= : . 4.2.86
’ESd + €do,do — E4s — €s0,50 ( )

Der Eigenvektor zum kleineren Eigenwert lautet:

. [ cosa .
U1 (a) = (_ sin a) fir a >0, (4.2.87)
was dem ersten Hybrid-Orbital:
oy :=cosa-dy—sina- s (4.2.88)

entspricht. Der groflere Energieeigenwert ist:

1
€2 = 2 <E3d + €do,do + E4s + €so,s0 + \/(ESd + €do,do — E4s - 650,30)2 + 4630-’5(;)

2
(4.2.89)
oder:

1
€2 = §(E3d + €do,do + E4s + €s0,s0 + <E4s + €so,s0 — E3d - eda,dU)(l + A2) COS 20é>

(4.2.90)
mit dem zugehorigen Eigenvektor:

Ty () = (Sina) = (o — /2) = ( cos(a —/2) ) fira >0, (4.2.91)

COoS (v —sin(a — 7/2)
was dem zweiten Hybrid-Orbital:
09 :=sina-dy+cosa - s (4.2.92)

entspricht. Aus den Komponenten der Eigenvektoren erhélt man den Tangens
des “Mischungswinkels” aus:
tana = ¥ = 2 (4.2.93)

Uiz Vay
und daraus die benotigten Trigonometrischen Funktionen:

1 — tan® « 2tan «
cos2cc = ———, tan2a =

1+ tan?a’ 1 —tan’a (4.2.94)

Der Mischungswinkel « ist bei den hier gegebenen Vorraussetzungen positiv und
zwischen 0 und 7/4. Falls der Winkel sein Vorzeichen éndert, dann tauschen die
beiden Eigenvektoren ihre Zugehorigkeit, behalten aber ihre Form. Dieser Fall
kann dquivalent durch den Winkelbereich —7 < o < —7 beschrieben werden,
ohne daf} die Eigenvektoren explizit vertauscht werden miissen.
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4.2.3 Zusammenfassung der Ligandenfeld-Aufspaltung

Bevor ich zum Fall zweier Elektronen iibergehe, werde ich die in diesem Abschnitt
erhaltenen Ergebnisse zusammenfassen. Die Matrix des Einelektronen-Hamilton-
Operators:

Hiow = Ho(7) + Hpig (F) = (-%v? + U(r)) + Hpig (F) (4.2.95)

wurde im letzten Abschnitt diagonalisiert und hat nun die Form:

es 00 0 O O
0 e¢s 0O 0 0 O
0 0 ¢ 0O O O
e =10 0 0 e 0 0 (4.2.96)
0 0 0 0 €1 O
0 0 0 0 0 €4
mit den Einteilchen-Energien:
€5 = —4A2 + 2A4
€Er — 2A2 — 8A4
€1 = L (S +44y + 124, — \/(4A, + 124, — S) + 4al3) - (4.2.97)
€2 = % S + 4A2 + 12A4 + \/(4A2 + 12A4 - 5)2 + 4ab§
Darin sind die Definitionen:
Ay = ZXGL, >0 (4.2.98)
a62 = MT?G(%S Z 0
und:
S = E45 + BQ - Egd - AQ s (4299)

enthalten, wobei die Konstante S die atomaren Energieniveaus E3; und E,, und
die konstanten Verschiebungen Ay, By aller 3do- und 4so-Orbitale zusammen-
fasst. Diese konstanten Verschiebungen Ay und By stammen von dem winkelu-
nabhéngigen Term —LgoYyo aus (4.2.13), der in jeder Ligandenfeldentwicklung
nur eine konstante Energieverschiebung bewirkt und Madelung-Potential ge-
nannt wird. Um die Energieausdriicke zu vereinfachen, wurde Energieursprung
verschoben.

Alle obigen Energien wurden um den Wert Ezq + A, ohne
Beschriankung der Allgemeinheit, nach unten verschoben!



KAPITEL 4. DIE LIGANDENFELDTHEORIE 144

Die Grofle der Konstanten S entscheidet iiber den Bereich des Mischungswinkels,
denn sie geht nach:

by o (4.2.100)

in die Sédkulargleichung ein und entscheidet dariiber, ob der 3d- oder 4s-Anteil
im ersten Hybridorbital dominiert. Die Annahme (4.2.82) ist mit:

<4A2 + 124, ab2>

identisch und 148t den 3d-Anteil im ersten Hybridorbital ¢; dominieren, was
bereits den numerischen Ergebnissen entnommen ist, aber auch so plausibel er-
scheint, da das 3do-Orbital einem Elektron eine gréflere Wahrscheinlichkeit als
das 4s-Orbital fiir einen entfernteren Aufenthalt von den negativen Ligandenla-
dungen gibt, was seine Energie reduziert. Der Mischungswinkel « folgt mit den

obigen Groflen aus:

Zabg
20 = 4.2.102
I = STA, - 124, (4:2:102)

und liegt zwischen 0 und 7 /4.

Soweit zu den Eigenwerten des (Einteilchen-) Hamilton-Operators. Nun will
ich noch die Eigenfunktionen nach der Storungsrechnung angeben, die die Ha-
milton-Matrix diagonalisieren:

E Einteilchen-Funktion Ausdruck

€5 0p i =dyy = Rsq - \/%(Yéz + Y5 9)

€5 0_ i=dy = Rsq - %(YQQ — Y5 9)

€r Ty = diy = Rsq - :/—%(Ym — Yo ) . (4.2.103)
€x T_i=d_ = Rsq - ﬁi(ym +Y54)

€s1 | 01 :=cosa-dyg—sina-s= cosa- Rsg- Yo —sina - Ry, - Yoo

€s0 | 09 :=sina - dy+cosa-s= sina- Ry Yoo+ cosa - Ry - Yoo

Diese endgiiltigen Einteilchen-Orbitale mit der Einteilchen-Energie F werden
fiir alle folgenden Rechnungen in dieser Form und mit den Eigenwerten (4.2.97)
benutzt. Mit ihnen modelliere ich spéter die Valenz-Orbitale des wirklichen Mo-
lekiils. Die Einteilchen-Orbitale miissen die Basisfunktionen fiir eine irreduzible
Darstellung von Dy, sein, was zu einem Azimutal-Anteil {cos2¢,sin2¢} fiir
09, {cos ¢, sin ¢} fiir m;, und konst. fiir o/-Orbitale bei entsprechender Paritét
fithrt. Ansonsten miifite man ihre (r,#)-Abhéngigkeit als allgemein annehmen!
In den obigen Orbitalen wurden jedoch Annahmen beziiglich der Radialteile und
der #-Abhéngigkeit gemacht, die durch atomare Orbitale motiviert sind. Diese
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Annahmen werden spéter noch wichtiger werden, wenn die Elektron-Elektron-
Wechselwirkung miteinbezogen wird, sie konnte aber auch hier, wie dort fallen-
gelassen werden, was jedoch nicht notwendig ist, da die gemachten Annahmen
fiir eine gute Beschreibung der berechneten Energien ausreichen.

4.2.4 Bemerkungen zur Ligandenfeld-Aufspaltung

Nun soll die Aufspaltung und Deformation der atomaren Orbitale im Ligan-
denfeld nocheinmal anschaulich betrachtet werden. Eine grofie Hilfe fiir diese
Diskussion ist, daf3 die Parameter:

Ay = ZxGY,, By = ZxG®
’ 557 4.2.104
A2 - ZTXsz, A4 = %ng ( )

grofer Null sein miissen. Dies liegt zum einen daran, dafl die Liganden-Atome
negativ geladen sind und Zxy > 0 gilt und zum zweiten sind die verwendeten
Punktladungsintegrale G% (siche 4.2.41) immer gréfier oder gleich Null, da
sie folgende Form haben:

k f o 1 2 R i 2
GE = /0 drr s | R, (1) —i—/R drr W|lei(r)’ >0. (4.2.105)
Die Punktladungsintegrale berechnet man allein aus den Radialteilen der Aus-
gangs- Wellenfunktionen, wobei diese die Form atomarer Orbitale haben miissen,
damit die G¥’s sinnvolle Parameter sind. Der Parameter:

27
aby = == G2 4.2.106
2 \/g ds ( )

mit dem gemischten Integral GZ, ist nicht streng positiv, aber er tritt in den
Energien (4.2.97) immer als Quadrat auf. Sollte sich insbesondere ein Integral vom
Typ G% als kleiner Null herausstellen, so verlieren alle Ligandenfeldparameter zu
diesen atomaren Ausgangs-Orbitalen ihren physikalischen Sinn, da offensichtlich
allgemeinere (7, §)-Abhéngigkeiten angenommen werden miissen, als in (4.2.103).
Eine typische Aufspaltung der atomaren Einteilchen-Energien ist in Abbildung
4.2 angegeben. Was sich an dieser Reihenfolge keinesfalls dndern darf, wenn
die Ligandenfeldtheorie gelten soll, ist die Reihenfolge:

€5 < €,

denn die Differenz dieser beiden Niveaus ist wegen der Eigenschaft G355 > G554
(4.2.42) der Punktladungsintegrale immer positiv:

6 10
€Er — €5 = 6142 - 10A4 - ?ZXng,E}d - ﬁZXngﬁd > 0 . (42107)
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Abbildung 4.2: Eine typische Ligandenfeld-Aufspaltung fiir MX,

Der Schwerpunkt der beiden o-Orbital-Energien ist jedoch zusétzlich von der
Grofle S bestimmt und kann sich unabhéngig von den beiden Parametern A, und
Ay durch Variation von S bewegen. Das selbe gilt fiir die Aufspaltung der beiden
o-Orbital-Energien. Es ist somit durchaus mdoglich, daBl €,; in jeder Reihenfolge
zu €5 und €, auftreten kann.

Bevor ich zum schwierigsten Teil der Theorie, dem Ubergang zu Mehrelek-
tronensystemen komme, will ich noch den Unterschied dieser Arbeit zu den bis-
herigen mir bekannten Versuchen der Anwendung der Ligandenfeld-Theorie auf
lineare MXs-Molekiile erldautern. Man kann wohl mit gutem Gewissen behaup-
ten, dafl es eine bekannte Tatsache ist, da3 die numerisch berechneten Ener-
giereihenfolgen der hier betrachteten MXs-Molekiile nicht mit der iiblichen
Ligandenfeldtheorie erklirt werden koénnen (siehe z.B. [3], [4], [5], [6],
...). Will man die erhaltenen Ergebnisse mit Hilfe der Standard-LFT erkléren,
so geldnge dies nur, wenn man mindestens eins der prinzipiell positiven
Punktladungs-Integrale G3, 5, oder G3, 5, negativ setzt! Die Standard-LFT
berechnet nédmlich die Einteilchen-Energien in der in Abbildung 4.3 skizzierten
typischen Reihenfolge. Die berechneten Einteilchen-Energien der Standard-LFT

o

3d

Abbildung 4.3: Die Standard-Ligandenfeld-Aufspaltung
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folgen aus den hier berechneten Energien (4.2.97) fiir ab, — 0 ohne Beachtung
des 4s-Orbitals und sind:

€s = —4A2 + 2A4
ex = 24A,—84, (4.2.108)
€ — 4A2 + 12A4

und damit mufl immer:
€5 < €x < €4 (4.2.109)

gelten, da die Aj’s nicht negativ sein diirfen und wegen (4.2.107) Ay > 3 % Ay
gilt. Dort gibt es nur ein o-Orbital, welches allein aus der 3d-Schale stammt, da
das 4s-Orbital nicht einbezogen wurde. Nun konnen aber die erhaltenen Energie-
Niveaus dieser Molekiile nur aus den verbotenen Reihenfolgen:

€5 < €5 < € (4.2.110)
oder sogar:

€r < €5 < € (4.2.111)
stammen, wie in [6], ... bemerkt. Dies ist das Grundproblem bei den MXs-

Molekiilen, welches hier bearbeitet werden muflte.

In der vorliegenden Arbeit kéonnen beide obigen Reihenfol-
gen zwanglos vorkommen, indem das 4s-Orbital einbezogen
wird!

Ein weiterer Vorteil der hier benutzten Ligandenfeldtheorie liegt darin, dafl die
Standard-Theorie als Spezialfall aby — 0 in (4.2.97) bzw. & — 0 in (4.2.103)
enthalten ist.

Nach der Betrachtung des Unterschiedes der hier ausgearbeiteten Einteilchen-
Energien, will ich noch auf die verwendeten Einteilchen-Orbitale (4.2.103) einge-
hen und die Ligandenfeldaufspaltung anschaulich erkliren. Die folgenden Uberle-
gungen sind dabei rein qualitativer Natur und sollen die errechnete Aufspaltung
nur plausibel machen! Sowohl hier, als auch in der Standard-LFT, werden 6-
und 7-Orbitale mit identischem Radialteil und ohne Kopplung zu den Halogen-
Orbitalen verwendet, was charakteristisch fiir die LFT ist. Dabei liegen die m-
Orbitale in beiden Theorien energetisch iiber den §-Orbitalen. Dies kann man
durch einen Blick auf die Form dieser Orbitale plausibel machen. In Abbildung
4.4 sind die beiden entarteten Komponenten des 9-Orbitals im Ligandenfeld skiz-
ziert und Abbildung 4.5 enthélt die m-Orbitale. Dabei ist das erste Orbital jeweils
die “+7- und das zweite die “-"-Komponente der irreduziblen Darstellung. Stellt
man sich nun vor, dafl sich ein Elektron irgendwo in diesen Orbitalen aufhélt,
dann fallt auf, dafl das m-Orbital das Elektron im Mittel ndher an die abstoflen-
den Ligandenladungen heranbringt und deshalb héher in der Energie liegt! Ein
0-Elektron ist weiter weg von den negativen Ladungen und liegt somit unter der
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Abbildung 4.4: Die beiden Komponenten des §-Orbitals im Feld

Abbildung 4.5: Die beiden Komponenten des w-Orbitals im Feld

Abbildung 4.6: Das Standard-o-Orbital im Feld
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Energie des m-Flektrons. In der Standard-LFT benutzt man als fiinftes d-Orbital
das unveréinderte 3do-Orbital mit der selben Radialfunktion, wie an den ande-
ren vier Orbitalen. Dieses Standard-3do-Orbital liegt entsprechend Abbildung 4.6
zwischen den Ligandenladungen und bringt ein in ihm enthaltenes Elektron nédher
an die negativen Ladungen heran, als das J- und auch das 7-Orbital. Innerhalb
der Standard-LFT gilt immer:

€ < €r < €5

wobei auch noch:
€5 — €x < €5 — €4

gelten mufl. Riickt nun das o-Orbital energetisch immer ndher an das m-Orbital
heran, dann bekommt die Standard-LFT zunehmend Schwierigkeiten bei der kon-
sistenten Wahl von A, und A,. Unterschreitet o sogar die Energie von 7, dann
148t sich das nicht mehr im Rahmen der Standard-LFT erkléren. Fiir diesen Fall
wurde hier das 4s-Orbital mit einbezogen. In dieser dso-LFT mischt sich das 3do-
Orbital mit dem 4s-Orbital, welches auch o-Symmetrie hat. Aus den zwei “reinen”
Orbitalen aus Abbildung 4.7 werden die beiden hybridisierten aus Abbildung 4.8.
In diesen Abbildungen ist das erste Orbital jeweils energetisch niedriger. Ich hof-

Abbildung 4.8: Die neuen gemischten o-Orbitale im Feld
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fe nun mit diesen Abbildungen dem Leser verdeutlichen zu kénnen, was passiert.
Fiir das erste o-Orbital o7 bewirkt das Mischen des 3do-Orbitals mit dem 4so-
Orbital eine Veringerung der elektrostatischen Abstoffung und somit der Energie
des Orbitals, indem der charakteristische Ring des 3do-Orbitals “aufgeblédht”
wird. Dieser Ring hat einen viel grofleren Abstand zu den Ligandenladungen
als die “Keulen” und kann die Energie durch “aufbldhen” verkleinern, wéhrend
zusétzlich die “Keulen” schrumpfen. Das zweite Orbital oo, welches durch die
Mischung entsteht wird energetisch hoher liegen als das Ausgangs 3do-Orbital,
da seine ladungsnahen “Keulen” vergroflert werden und der Ring “kollabiert”,
was eine Zunahme der Energie bewirkt! Auf diese Weise kann die Energie der
o-Orbitale durch den Mischungswinkel « variiert werden und andere Werte als
die der Standard-LFT annehmen, was fiir die 6- und 7w-Orbitale nicht gilt. In den
spateren Vielteilchenzustanden hofft man Determinanten mit dem o1-Orbital ver-
nachléssigen zu konnen, da sie eine recht hohe Energie haben werden, so dafl auch
diese Ligandenfeld-Theorie nur mit 5 Orbitalen auskommen kann!

Wie man sieht, besteht der Unterschied zu anderen Ligandenfeld-Zugingen
darin, daf hier das 4s-Orbital mit einbezogen wurde, obwohl dieses eigentlich gar
nicht mehr besetzt ist! Doch diese Vorgehensweise ist wichtig, denn die Halogene
entfernen nicht einfach zwei Elektron aus dem Ubergangsmetall-Atom und lassen
ansonsten alles unveréndert. Stattdessen wirkt ihr Symmetrie-brechendes Feld
auf das M-Atom und bewirkt ein von Null verschiedenes Matrixelement (4.2.67),
welches das 3do-Orbital mit dem 4so-Orbital mischt! Diese Mischung kann als
liganden-induzierte dso-Hybridisierung angesehen werden. Nochmal:

Es wird sich zeigen, dafl die liganden-induzierte Mischung
des 3do-Orbitals mit dem 4s0-Orbital eine fundamentale Ei-
genschaft des Systems ist, ohne die die numerisch erhaltene
Energiereihenfolge nicht erklirt werden kann!

Dieses Problem der unmoglichen Reihenfolge ist schon lange bekannt! Die
ersten wichtigen Publikationen waren [5], [3], [4], ... und dort zitierte Arbeiten.
Diesen Publikationen kann man im Grunde schon entnehmen, dafl die Standard-
LFT nicht gilt. Die volle Problematik wird nocheinmal in der Dichte-Funktional-
Betrachtung von Wang und Schwarz [6] angesprochen, die die Losung des Pro-
blems auch kennen, sie aber nicht auf die Ligandenfeldtheorie angewendet ha-
ben, da dies eine recht aufwendige Angelegenheit ist, wie man noch sehen wird.
Ansétze fiir eine lineare Ligandenfeldtheorie findet man fiir zwei Niveaus in
[5], aber es wurden keine weiteren Rechnungen gemacht und die Ursache der
verdnderten Energiereihenfolge wurde nicht auf die Hybridisierung mit 4s zuriick-
gefithrt. Alles in allem konzentriert man sich besonders in den neueren Publika-
tionen meistens nur auf numerische Rechnungen, deren Zahlen meistens “keiner
Ursache bediirfen”, was natiirlich nicht fiir [6] gilt, obwohl “nur” DFT verwendet
wurde.



KAPITEL 4. DIE LIGANDENFELDTHEORIE 151

4.3 Zwei Elektronen im Ligandenfeld

Nun geht es um den Fall zweier Elektronen im Ligandenfeld. Dieser Fall enthélt
bereits alle Elemente der Vielteilchen-Problematik und ist die letzte grofie Hiirde
vor der Herleitung der Term-Energien. Der Hamilton-Operator lautet nun:

9 2
Hoe— = Z(f}fo(@) + g‘CLZg(Z)) + Z He-e- (Zvj) =
- i<j=1 (4.3.1)
1_, . 1
N O R

in atomaren Einheiten. Hier tritt zum ersten Mal ein Term auf, der von zwei
Elektronen-Koordinaten abhéngt und nicht ohne weiteres separiert werden kann:

~ ~

j_Ce*e* (17]) = - J{e*e* (]72) : (432)

|_) _)|

T; T

Der gesamte Hamilton-Operator hat die Form:

~

:HQe— = j{le— (1) + gicle— (2) + j:Ce—e‘ (L 2) ) (4'3'3>

was genau der in Abschnitt 3.1.3 diskutierten Form eines gekoppelten Systems
entspricht. Der Operator ff(lef(i) tritt in jeweils fiir eins der beiden Elektro-
nen auf und héngt nur von den Koordinaten eines Elektrons ab, weshalb er ein
Einteilchen-Operator ist. Ohne den Wechselwirkungsterm H.-.-(1,2) wiirde
3:6267 zwel voneinander unabhéingige Systeme beschreiben, die beide durch den
Hamilton-Operator H;.- reprisentiert werden. Die Eigenfunktionen eines sol-
chen Systems wéren zunéchst Produkte der beiden Einteilchen-Losungen und
die Energien einfach die Summen aus den Einteilchen-Energien. Nun kann man
entsprechend Abschnitt 3.1.3 Eigenfunktionen des gesamten Hamiltonians (4.3.3)
aus den Produkten der beiden Einteilchen-Lésungen konstruieren, indem man die
Produkt-Basis explizit mit Clebsch-Gordan-Koeffizienten reduziert. Beide Ein-
teilchen-Wellenfunktionen werden nach den irreduziblen Darstellungen von D,
klassifiziert, und auch die Zweiteilchen-Funktionen des gekoppelten Systems bil-
den die Basis fiir die irreduziblen Darstellungen von D.,. Dies allein reicht jedoch
nicht aus, um die Funktionen zu bestimmen, denn die Zweiteilchen-Funktionen

miissen auch noch Spin-Eigenfunktionen sein, also Eigenfunktionen von L
und S'Z, sowie das Pauli-Prinzip erfiillen, also antisymmetrisch in den Elek-
tronenkoordinaten aus Spin und Ort sein. Tritt ein Term nur einmal in einer
Konfiguration auf, so reichen diese Symmetrie-Uberlegungen aus, um die Wellen-
funktion eindeutig zu bestimmen! Treten mehrere identische Terme auf, so muf}
eine Sakulargleichung der entsprechenden Dimension gelost werden, um Eigen-
werte und Eigenfunktionen von 316267 zu erhalten.
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4.3.1 Slater-Determinanten

Im Unterschied zu Abschnitt 3.1.3 soll hier nicht auf die geometrische Sym-
metrie-Gruppe des Operators, sondern auf die Auswirkungen seiner Symmetrie
beziiglich Vertauschung der Elektronen-Koordinaten eingegangen werden. Bevor
die Zweiteilchen-Wellenfunktionen des Systems explizit konstruiert werden, will
ich noch die Konsequenzen des Pauli-Prinzips verdeutlichen, welches bei der Ver-
wendung von Einteilchen-Orbitalen auf Slater-Determinanten als Basisfunktionen
fithrt. Der Hamilton-Operator eines Systems aus zwei Teilchen habe die bekannte
Form:

j:C(l, 2) = jtcle*(l) + j:(:16* (2) + j:ce*e*(L 2) ) (434)

wobei die Koordinaten und Spins der Elektronen in:
i:=x; = (13, 0;) (4.3.5)

zusammengefasst wurden. Die beiden Einteilchen-Terme in (4.3.4) besitzen die
selbe Form und héngen nur von den Koordinaten verschiedener Elektronen ab.
Der Kopplungsterm ist symmetrisch beziiglich der Vertauschung der Teilchen-
Koordinaten:

Home(2,1) = Ho-o(1,2) . (4.3.6)
Damit folgt, dafl der Hamilton-Operator total symmetrisch beziiglich der Vertau-
schung der Teilchen ist, was ganz allgemein und nicht nur im Fall zweier Teilchen
gilt. Dies bedeutet, dafl er die Basis fiir die total symmetrische Darstellung der
n-Teilchen-Permutationsgruppe S, ist. Die n-Teilchen-Wellenfunktionen miissen
damit Basisfunktionen der irreduziblen Darstellungen der Symmetrischen Gruppe
Sy, der Permutationen von n Symbolen sein (siehe 2.1.1). Das Pauli-Prinzip sagt
aus, dafl die n-Teilchen-Wellenfunktionen keine Basisfunktionen fiir alle moglichen
Darstellungen von S, sind, sondern entweder nur fiir die (total-) symmetrische
oder die antisymmetrische Darstellung (siche Ende 2.2.5). Ein einfaches Produkt
mit fester Teilchen-Reihenfolge allein ist keine Basisfunktion einer irreduziblen
Darstellung von S,,. Es handelt sich hier um eine sogenannte Superauswahlregel,
die eigentlich nicht aus den Eigenschaften der Schrodinger-Gleichung abgeleitet
werden kann, sondern als zusétzliches Axiom eingefiihrt werden muf.
Diese Uberlegungen will ich nun am Beispiel zweier Teilchen illustrieren. Das
2-Teilchen-System werde durch den obigen Hamiltonian (4.3.4) représentiert und
habe eine Losung:

~

F0(1,2)T,(1,2) = BT,(1,2). (4.3.7)

Da der Hamilton-Operator symmetrisch beziiglich der Vertauschung der Teilchen-
Koordinaten ist, kommutiert er mit den Elementen der 2-Teilchen-Permutations-
gruppe Ss, die nur aus den beiden Elementen:

SQ = {E, Plg} (438)
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besteht: o ) R X

Aus diesem Grund gilt:
PH(1,2)0,(1,2) = H(1,2) Py (1,2) = BP0y (1,2) (4.3.10)
und neben ¥y (1,2) ist auch:
Uy(1,2) = Py (1,2) = Uy(2,1) (4.3.11)

eine Losung zum selben Energie-Eigenwert E. Die Hamilton-Matrix lautet in
diesen beiden Basisfunktionen:

GE g;z) = @ g) (4.3.12)
mit:
Hyy = (U4(1,2)|H(1,2)|04(1,2)) = E
— (U1(1,2)| P (1, 2) Py |1 (1,2)) (4.3.13)

— (Wy(1,2)|H(1,2)|Wy(1,2)) = Hyy
und dem Austauschintegral:
Hyp = (Uy(1,2)[H(1,2)|Wy(1,2))
= (U (1,2)|PaH(1,2) Py | Wy (1, 2)) (4.3.14)
= (Uy(1,2)|H(1,2)|W(1,2)) = Hyy =: A .

Das Eigensystem dieser Hamilton-Matrix kann leicht gefunden werden. Die Ei-
genwerte lauten:

EL=F+A (4.3.15)
und gehoren zu den Eigenvektoren:
1 1
die den beiden Basisfunktionen:
1 1 1
US4(1,2) = (0,(1,2) Wy(1,2 —< ):—xp 1,2) 4+ Uy(1,2)) (4.3.17
(12) = (1(12) B:(1.2) 7 (4 ) = 50 (L2 £ 9:(0,2)) (1317)

entsprechen. Wie bereits gesagt, unterscheiden sich Beide durch ihre Permutati-
onssymmetrie. Die symmetrische Funktion:

U3(1,2) = L(\111(1,2) +Wy(1,2)) =

- (Uy(1,2) + y(2,1))  (4.3.18)

Sl
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mit der Energie:
Es=FE, =F+ A (4.3.19)

ist eine Basisfunktion der total symmetrischen Darstellung von Sy, denn es gilt:
U9(2,1) = P 09%(1,2) = U5(1,2) . (4.3.20)
Die antisymmetrische Funktion:

A9y = L _ _ b _
U4(1,2) = \/5(\111(1,2) Uy(1,2)) = \/5(\1/1(1, 2) —Uy(2,1)) (4.3.21)
mit der Energie:
Er=FE =FE—-A (4.3.22)

ist eine Basisfunktion der antisymmetrischen Darstellung von Sy, denn es gilt:
U4(2,1) = Pp04(1,2) = —04(1,2) . (4.3.23)

Man beachte, dafl eine Wellenfunktion ohne bestimmte Permutationssymmetrie
keiner diagonalen Hamilton-Matrix entspricht und somit falsche Energien lie-
fert!

Beim hier vorliegenden Elektronen-System mufl die Wellenfunktion anti-
symmetrisch sein. Die Elektronen sind Fermionen, die niemals gleichzeitig
in einem Spin-Orbital sein diirfen, was mit einer antisymmetrischen Wellenfunk-
tion sichergestellt ist. Diese Eigenschaft bewirkt auch, dal das immer positive
Austauschintegral (4.3.14) von der neutralen Energie abgezogen wird:

Ey = (UAH|TYHY = E— A. (4.3.24)

Soll der Hamilton-Operator (4.3.4) durch Stérungsrechnung ausgehend vom un-
gekoppelten Fall:

J:Cl<]-7 2) - fJ:Cle* (]—> + Ji(:le* (2) (4325)
gelost werden, so sind die Produkte:
Ui(1,2) = xx(Dxa(2) ,  ¥a(1,2) = xa(1)xx(2) (4.3.26)

mogliche Losungen des ungestorten Falles. Die hier gesuchten Elektronen-Wellen-
funktionen sind dann die antisymmetrischen Funktionen:

Xk (1) Xz(lg‘ — |kl) (4.3.27)

. 1
UA(1,2) = E(Xk(l)Xl@) —xi(Dxx(2)) = V2 (@) w2

mit der Eigenschaft:
\lk) = —|kl) . (4.3.28)

Diese antisymmetrischen Vielteilchen-Funktionen gibt es fiir jede Teilchenzahl
und sie werden Slater-Determinanten genannt.
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4.3.2 Konfigurationen und Terme

Hier sollen nun die Wellenfunktionen zu:
3:6267 (17 2) = j-clef (1) + g:('.le* (2) + fJ:{:e*e* (1, 2) ) (4329)

konstruiert werden. Geméafl dem letzten Abschnitt sind die Zweiteilchen-Wellen-
funktionen dieses Systems antisymmetrische Funktionen beziiglich gleichzeitiger
Vertauschung der Elektronen-Orte und Spins. Es ist moglich eine solche Funk-
tion durch Linearkombination von Slater-Determinanten (4.3.27) zu bilden, da
diese stets antisymmetrisch sind. Die elementaren Slater-Determinanten, aus de-
nen die spateren gekoppelten Losungen bestehen, gehoren zum ungekoppelten
Hamiltonian:

f]i(l(l, 2) = ffle—(l) + j_cle_<2) (4.3.30)

und enthalten zwei Spin-Orbitale mit einem Ortsanteil, der eine Eigenfunktion
des Einteilchen-Operators H;.- ist. Die ersten und damit wichtigsten Eigenfunk-
tionen und Energie-Eigenwerte dieser Terme wurden im Abschnitt 4.2 hergeleitet
und lauten:

FHre- (1) xk(Foy 03) = ex (T, 07) (4.3.31)
mit den Spin-Orbitalen (m ist die z-Komponente des Orbital-Spins):

Gnpi(x)  fir my =43

gzﬁnm(x) fiir msz—%

Xk(x) = X:,usz(ﬁ U) = Um, (O-)anm(??) = { (4332>

als Eigenfunktionen. Da e (7) nicht vom Spin abhéngt, kann die obige Fakto-
risierung gemacht werden, wobei:
1fi'1ra:—|—% Ofﬁraz—l—%
1firo=—3
(4.3.33)
ist. Die ersten 6 Ortsanteile ¢,,,;(7) wurden in Abschnitt 4.2.4 néher betrachtet

und lauten nach (4.2.103) in Kurzform:

(0) = al0) = { (0) = B(0) = {

Ofﬁra:—%

Symmetrie Energie Funktionen
5 . 0t = P15+ = Raas(r)Ysr, (0, 0)
g 0 = 15,— = Rsas(r)Y5,_(0,0)
- ] Ty = §Z517rg+ = R3d7r(7ﬂ)YQr1+(‘97 ¢)
I T = Orry- = Raar(r)Y5, (0, 0)
O';_ €10 01 = (blog' =cosa- R3d0 ' }/20 —sina - R4so‘ : }/00
oF €20 O i= Qopp = SN Q- R3go - Yoo + cOS - Ryso - Yoo

(4.3.34)
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mit den in Abschnit (4.2.3) zu findenden Ausdriicke fiir die Energien, die hier
ersteinmal nicht gebraucht werden. In der Schreibweise ¢,,,;(7) bedeutet n ei-
ne Hauptquantenzahl und p die irreduzible Darstellung, bei der die Funktion
i-te Basisfunktion ist. Ohne die Elektron-Elektron-Kopplung (und Spin-Bahn-
Kopplung) haben viele Slater-Determinanten die selbe Energie, die ja weder von
der Spin-Orientierung noch vom Index i der selben irreduziblen Darstellung u
abhéngt. Diese Determinanten nennt man zugehérig zur selben Konfiguration.
Zum Beispiel gehoren die folgenden Slater-Determinanten zur Konfiguration
dglo, mit der Energie €5 + ¢,,:

|0101) [0-01) [04T71)
0401) |o-01) [0471)

1)
1)
mit den obigen Einteilchen-Orbitalen. Genau wie Produkt-Wellenfunktionen sind
auch Determinanten Basisfunktionen fiir irreduzible Darstellungen von Dy, X
Do, beziiglich der Bahnsymmetrie und fir SU(2) x SU(2) beziiglich der Spin-
symmetrie. Die Determinanten verhalten sich in dieser Beziehung wie ungekop-
pelte Produktwellenfunktionen nach Abschnitt 3.1.3.

Nun kommt der Kopplungsterm zum Hamiltonian hinzu und die Symme-
trie wird reduziert. Laut Abschnitt 3.1.3 reduziert sich die Bahn-Symmetrie von
Do, X Doy, auf Doy, und die Produkt-Konfigurationen D), x D, miissen in ihre
irreduziblen Bestandteile zerlegt werden. Weiterhin koppeln die beiden Spins von
SU(2) x SU(2) nach SU(2) zusammen.

Die gekoppelten Zwei-Teilchen-Wellenfunktionen lassen sich nach:

o
- (4.3.35)

5.
5

T(rANSM)(L,2) (4.3.36)

klassifizieren, wobei A die irreduzible Darstellung von D, angibt und A die
Basisfunktion (analog zu LM}). Die Quantenzahl 7 unterscheidet gleiche Dar-
stellungen der selben Konfiguration. Die beiden Quantenzahlen S und M geben
den Gesamtspin und seine z-Projektion an. Die Zwei-Teilchen-Funktion W(...)
mufl antisymmetrisch in den Elektronenkoordinaten sein:

U(TAANSM)(2,1) = =W (TANSM)(1,2) (4.3.37)
und wie die A-te Zeile der irreduziblen Darstellung A von D, transformieren:

Op¥(TANSM) =" W(rANSM)D{}(R) . (4.3.38)
)\/

Weiterhin muf} sie eine Gesamt-Spin-Eigenfunktion sein und somit die beiden
iblichen Gleichungen:

SPU(rANSM) = S(S + 1)W(rAASM) (4.3.39)
S.U(TANSM) = MU(rAASM) (4.3.40)



KAPITEL 4. DIE LIGANDENFELDTHEORIE 157

erfiillen. Alle Funktionen mit identischem A, S und 7 gehéren zum selben Ener-
gieeigenwert, sie gehoren zum Term:

25N (4.3.41)

der Konfiguration (mu nv)® mit a = 2, wie zum Beispiel 53, dgmy oder myloy,.
Die Darstellung A stammt dabei aus der Zerlegung des direkten Produktes, wel-
ches zur Konfiguration (mp nv)® gehort. Diese Schreibweise fiir Konfiguratio-
nen stammt aus der Atomphysik, wo zum Beispiel das Kohlenstoff-Atom die
Elektronen-Konfiguration:
1522522p?

im Grundzustand hat, die zu den Termen: >*'L = 3P, 'D, 1S LS-gekoppelt
werden kann.

Nicht immer sind alle moglichen Spins und A’s realisierbar, da die Bedingung
der Antisymmetrie beide im Fall dquivalenter Elektronen miteinander verbindet.
Eine Konfiguration dquivalenter Elektronen bringt mehrere Elektronen in der
selben ,,Darstellungs-Schale*, wie zum Beispiel:

unter. Im Fall dquivalenter Elektronen unterscheiden sich die Determinanten von
den Produkten durch lineare Abhéngigkeiten in der Basis, die die Anzahl der
moglichen Funktionen reduziert. Diese Problematik beschreibe ich jedoch im Rah-
men der Konstruktion der Funktionen.

Als Beispiele will ich hier die Terme der Konfigurationen d,7, und m 0, auf-
listen. Zuerst zu d,m,:

20, X2, =" @, &I, @' O, D', . (4.3.42)

Man muf sowohl die Spins (SU(2) x SU(2)) als auch die ,,Zylinder-Bahnen*
(Doon X Dsop) koppeln, um korrekte Wellenfunktionen zu erhalten. Die Kopp-
lung der Spins setze ich als bekannt voraus, sie kann aber dem Abschnitt 3.3.3
entnommen werden und lautet in diesem Fall

pU/2) 5 p/2) — p) g p) | (4.3.43)

Die Kopplung der Bahnen folgt aus der Clebsch-Gordan-Entwicklung der irredu-
ziblen D ,-Darstellungen erhélt man aus den Abschnitten 3.4.4 und 3.4.5.
Analog koppelt man die Terme einer Konfiguration 7TgO';— zusammen:

’r, X2 o, =" 1, ®" 1, , (4.3.44)

wobei diese Kopplung nicht von der Form des aj—Orbitals abhangt und sowohl
fiir das Orbital oy als auch fiir oy gilt. Die gekoppelten Zusténde werde ich im
folgenden immer mit Grofibuchstaben bezeichnen.
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4.3.3 Zwei nicht-dquivalente Elektronen

Nun werden die 2-Teilchen-Wellenfunktionen explizit konstruiert. Zuerst behand-
le ich den Fall zweier nicht-dquivalenter Elektronen, da sich in diesem Fall die
Slater-Determinanten nicht von Produkten unterscheiden. Dies hat zur Folge,
daBl es moglich ist, den Zwischenschritt der Kopplung von Produkten aus Spin-

Orbitalen (4.3.32):
TENCUED B DRV G W) E Gl B
(4.3.45)

()
11,2 M1,M2
wegzulassen und stattdessen direkt Slater-Determinanten an Stelle der Produkte

einzusetzen:
i o | A 1/2 1/2 S
TA)\SM Z Z |Xn1u121Xn2u212>( 2'1 ] A ) ( my1p Mo M
(4.3.46)

L2
i1,i2 M1,M2
und damit direkt antisymmetrische Funktionen zu erhalten. In diesem Ausdruck
sind die Clebsch-Gordan-Koeffizienten:

<1/2 1/2

my Mo

y ) (4.3.47)

die bekannten Wigner-Koeffizienten fiir die Kopplung zweier Spins, wéhrend:

( M1 2
1 12
die Clebsch-Gordan-Koeffizienten fiir die Kopplung zweier irreduzibler D.j,-Dar-
stellungen sind. Diese CG’s sind den expliziten Kopplungs-Beispielen aus Ab-
schnitt 3.4.4 zu entnehmen.

Neben der Méglichkeit der expliziten Kopplung von Slater-Determinanten aus
zwei Orbitalen verschiedener Darstellungen gibt es noch die Moglichkeit, die ge-

koppelte Funktion ) (TAASM) aus (4.3.45) durch Anwendung des Antisymme-
trisierers:

3 ) (4.3.48)

U(TAASM) = cnorm - AW(TANSM) mit A = %(E — Pp) (4.3.49)

antisymmetrisch zu machen, was dquivalent zur hier benutzten Methode ist, nur
daB der Antisymmetrisierer hier bereits auf jedes Produkt eingewirkt und es zur
Determinante umgewandelt hat. Ich werde im folgenden immer nur eine Funktion
einer Konfiguration herleiten, da man alle weiteren durch anwenden von Opera-
toren erhalten kann. Die Wellenfunktion soll immer die erste Komponente der
Doop-Darstellungen und fiir M = S konstruiert sein. Weiterhin hat man es hier
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ausschlieflich mit geraden Paritéiten zu tun, da die hier wichtigen Orbitale der
3d- und 4s-Schale entstammen und alle gerade sind. Mit diesen Annahmen kann
die Schreibweise der Vielteilchen-Funktion iibersichtlicher gestaltet werden:

|25+ A, (Konfiguration)) = U(TA,ASM = S) | (4.3.50)

wobei die Ausgangs-Konfiguration, wie zum Beispiel d,7, in Klammern eingetra-
gen wird. Ich werde natiirlich nicht jede Funktion explizit konstruieren, aber als
Beispiel alle Terme der Konfiguration d,m, betrachten und zu jedem Term eine
Funktion auflisten. Wie bereits in (4.3.42) gezeigt, enthélt diese Konfiguration
die Terme:

20, X 21y =20, @1, @ '®, ® ', . (4.3.51)

Ich konstruiere die Wellenfunktionen in der Reihenfolge *®,, *II,, '®, und 'II,.

Der Term *®, aus §,7,:

Nun konstruiere ich explizit die Zwei-Teilchen-Wellenfunktion |*®_ (d,7,)):
3, (5,m,) Z:|1/2 1/2 g Ty | Pg ) _
+ 9 691 7rg] ] + -
Ty | P
= Z|57r] ( g .«" N ) — (4.3.52)
1

= E (4ms) — Jo_m-)) .

Dabei wurde die Spin-Kopplung zuerst durchgefiihrt, welche auf einen Triplett-
Zustand mit Mg = S = 1 fithren mu$, so da8 beide Spin-Orbitale m; = 1/2
haben.

Der Term °II, aus §,7,:

Analog zum obigen Term konstruiere ich nun [*IT; (d,7,)):

m, | 11
BT, (5,7m,)) _Zm] ( ;T f):

- % (18yms) +167)) .

(4.3.53)
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Der Term 1<I>g aus J,m,:

Diesmal wird ein Singlett-Term mit Mg = S = 0 konstruiert. Ich fithre auch hier
zuerst die Spin-Kopplung durch und und bilde danach die Bahneigenfunktion:

1 - - 0, g | P
! — 12 -1/2 1/2_1/2 B
‘ (I)+(5g71'g)> = ﬁ;<X5giXng >_ Xsyi Xng>) ( ig jg +9 > —
1 = 5 0, mg | P
- \/52 (16:75) — |dim;)) ( Z:" j:" +9 ) = (4.3.54)
[2¥}
1

=5 (|6474) — [0-7_) — [dmy) + [6_m_)) .

Der Term 'II, aus d,7,:

Zuletzt folgt nun das Singlett von 11, analog zu oben:

L) = = <= 3 (6m) — Bem)) (7

= % (10:74) = [04ms) +[0-7—) — [o-7_)) -

Auf die selbe Art und Weise koppelt man die Terme der Konfiguration d,0,
zusammen, welche:

20y x 2o f =CA @A, (4.3.56)
sind. Analog zum obigen Beispiel erhélt man die beiden Funktionen:
PAL(07)) = |040) (4.3.57)
1 -
"ALG,00) = = (16,:8) ~ [5.0)) - (43.58)

V2

In dieser Kopplung braucht die explizite Form des o-Orbitals nicht angegeben
werden, denn nur seine Symmetrie ist wichtig. Spéter, wenn die Energien berech-
net werden, wird entweder o, oder o, aus 4.3.34 eingesetzt.
Die Konfiguration:
2

Ty X 2ot =1, & ', (4.3.59)

und ihre Wellenfunktionen erhilt man einfach durch ersetzen von §, A durch =, I1
in (4.3.57) und (4.3.58).
Zuletzt betrachte ich noch die Konfiguration oj0o mit:

2 4 2 4+ 3yv4 Iyt
1 o, X 2 o, = Zg e Zg ) (4.3.60)
Man erhalt:

1
|3E;(1U;203)> = [0109) , |IE;(1U;20;)> = _2 (|o1T2) — |o102)) . (4.3.61)
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4.3.4 Zwei Aquivalente Elektronen

Die Kopplung #quivalenter Elektronen fiihrt zu Wellenfunktionen, die bereits
durch die Clebsch-Gordan-Koeffizienten eine bestimmte Permutationssymmetrie
erhalten haben, welche nicht gedindert werden kann. Man koppelt die beiden Spin-
Orbitale einfach nach:

U(TANSM)((np)?)(1,2) = . ..

m m weop
-3 ¥ e (£L

1,82 M1,m2

M

A 1/2 1/2
A my My
zusammen und identifiziert die 2er-Determinanten. Konfigurationen n dquivalen-
ter nu-Elektronen bezeichnet man nach:

S ) (4.3.62)

(np)"

Im Falle zweier Elektronen treten hier folgende Konfigurationen &quivalenter
Elektronen auf:

2 2 +12 +12

0y, Ty (1o,)7, (20,)°. (4.3.63)
Die beiden Konfigurationen vom Typ (na;r)2 kénnen wieder ohne explizite Kennt-
nis der o-Orbitale gekoppelt werden. In diesen Konfigurationen sind folgende
Terme immer antisymmetrisch:

(259)2 — 12; P 32; ® 1Fg
(Cmy)? = T 9% @lA, (4.3.64)
(Pnof)? = '%f

und folgende Terme immer symmetrisch:

(269)2 — 32; o) 12; o) SFg
((mg)? = ’Sieln;ets, . (4.3.65)
(nof)? = 3nf

Die letzteren Terme kénnen somit fiir Fermionen nicht in Frage kommen, und
nur die Wellenfunktionen der Terme aus (4.3.64) miissen konstruiert werden.
Warum genau diese Terme antisymmetrisch sind, kann né&her erklart und auch
fiir hohere Terme verallgemeinert werden. Dies ist hier jedoch nicht unbedingt
notwendig, im Gegensatz zu den O(3)-Konfigurationen fiir Atome. Es sei nur
soviel gesagt, dafl man eine antisymmetrische Gesamtfunktion als Produkt von
Spin- und Orbital-Teil konstruiert, wobei eins symmetrisch und das andere anti-
symmetrisch sein muf}, damit insgesamt Antisymmetrie auftritt. Dieses Prinzip
ist fiir zwei Elektronen sehr leicht zu realisieren, aber fiir groflere Elektronen-
zahlen miissen die anspruchsvollen Methoden der Permutationsgruppe 5,, be-
nutzt werden, deren irreduzible Yamanouchi-Darstellung durch die bekannten
Young-Tableaux indiziert werden [9].
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Die Terme aus (52:

Nun will ich als Beispiel jeweils eine Funktion der Terme von (%§,)? konstruieren.
Die Terme aus antisymmetrischen Zustédnden sind, wie bereits in (4.3.64) gezeigt:

(269)2 — 12; D 329— o) lrg

Zuerst wird das ¥ -Triplett fir Mg = S = 1 konstruiert, da es die einfachste
Spin-Struktur hat:

Eg ) _

2

gg: ) _ (4.3.66)

s g (%

69 59
:%@(1)@(2)(2. ;
- % (6, (1)84(2) — 0_(1)5_(2)) = |3,6_)

Man sieht, dafl die Kopplung der einfachen Produkte direkt auf die Definition
der Determinante fiihrt!
Nun zu den Singletts, zuerst 12;:

| Z* 5; _ \/_Z< 1/2 —1/2 (2) — Xa_glim(l)xég(?)) ( ig f;q
s 5y 59 59
=Eg(@um@)—@(1)@(2))( o

= 2 (5 (15,(2) = 3, (15, (2) +6_(13_(2) - 5 (1)5_(2))

(16401) +16-0-))

1
V)
(4.3.67)

und analog 'T:

T () fz 2)-5ma@) (7

=3 (5+(1)6+(2) — 3, (1)6,(2) — 6_(1)5_(2) +5_(1)5_(2)) (43.68)

(16.5,) —10-5.)) -

1
V2

Die zweite Komponente der Basis von 'T'; kann auf die selbe Art und Weise
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konstruiert werden und lautet:
1 _ _
r(6) = = 3 R -5 wse) (7
,]

= 2 (R (5 (2) ~ B (15-(2) + 5 (1F,(2) ~5_(1)5,(2) (4369
1 _ — 1
:E(|5+5_>+|5_5+>):7(|6+ ) —1646-))

Die Terme aus T;:

Die Zusténde der Terme aus (*7,)? erhélt man durch die Ersetzung von:
5k(2) — 7Tk<l) und II‘l — lAl

in den Zustidnden von (?d,)%. Das fiihrt auf:

Iyrg2y L _ _
'S = s () + ) (4.3.70)
’S, (72) = |mimo) (4.3.71)

L) = ()~ ) (4.3.72)

'A_(my)) =

g (Imem) = [Tpm-)) (4.3.73)

Sl- sl
[\ [\

Der Term aus (no})*:

Zuletzt konstruiere ich die einzige antisymmetrische Wellenfunktion ['XF) der

Konfiguration (no;)*:

of 5
15 (no)?)) = % (2 (x2 @) = P 2) ( or % ) =
1 TIPS N 4 _ +—t
N E (NUg (Ungg (2) — no, (Unag (2)> - ]nag n09> :
(4.3.74)

Als néchstes mufl herausgefunden werden, wie die anderen Spin-Funktionen
ohne Neu-Kopplung konstruiert werden konnen und auch die ,-“-Komponenten
aus den ,,+“-Komponenten der zweidimensionalen Darstellungen. Danach werden
Matrixelemente des Hamilton-Operators berechnet, womit die allgemeine Proze-
dur fiir zwei Elektronen ausgearbeitet wéare.
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4.3.5 Die Auf- und Absteige-Operatoren fiir Spins Sy

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie alle Spin-Eigenfunktionen aus einer Aus-
gansfunktion durch Anwendung von Auf- und Absteige-Operatoren S konstru-
iert werden koénnen.

Die Anwendung der Auf- und Absteige-Operatoren fiir Spins Sy ist auch
fiir Mehrteilchen-Zusténde weithin bekannt. Der Auf- und Absteige-Operator fiir
Zustinde mit zwei Spins ist definiert als:

Sy =58.(1)+5:(2) . (4.3.75)
Die Einteilchen-Operatoren wirken dabei gemaf:
S+ Xnpom = 5m5,:F1/2X§Lnjnfl : (4.3.76)

Die Anwendung des Zweiteilchen-Operators auf einen gekoppelten Zustand be-
wirkt:

SL|PHANMS) = /(S F Mg)(S + Mg + 1)[2T2ANMg £ 1) . (4.3.77)

Die Anwendung des Zweiteilchen-Operators auf eine 2er-Determinante fiihrt auf:

& msi mso - ms1Etl . mso msi msat1
Si|Xn1u1m1Xn2u2m2> - 5m317$1/2’Xn1u1m1Xn2u2m2> + 6m52,$1/2|Xn1u1m1Xn2u2m2> :
(4.3.78)

Nun besteht so ein gekoppelter Zustand ja aus einer Linearkombination dieser
Determinanten:

PSTIANMg) = " bola) | (4.3.79)

wobei « die Indizes aller Eintrége einer solchen Determinanten zusammenfasst.
Mit den obigen Regeln kann man aus einer Spin-Funktion alle anderen durch wie-
derholte Anwendung der Auf- und Absteige-Operatoren erhalten. Zum Beispiel
ist:

1 A
25TIANMg + 1) = Sy PTIANM) =

V(S F Ms)(S £ Ms + 1)

1 R (4.3.80)
= > baSile)
V(ST Mg)(S + Mg +1)
wobei |a) eine der Determinanten des Zwei-Teilchen-Zustands ist:
la) = ‘lelsﬁlmlngfzm2> , (4.3.81)

auf die nach der obigen Regel (4.3.78) der Operator Sy angewendet wird. Bei der
Anwendung dieser Operatoren mufl natiirlich immer beachtet werden, daf:

SLPSHIANMG) =0 falls Mg > S (4.3.82)

und:

S_|PSTIANMG) =0 falls Mg < —S (4.3.83)
gilt.
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4.3.6 Der Operator jz bzw. ﬁz

Neben Auf- und Absteige-Operatoren fiir den Spin existiert noch der Drehimpuls-
Operator in z-Richtung, der aus einer bekannten Komponente einer zweidimen-
sionalen Darstellung die fehlende berechnet. Diesen Operator will ich hier als
L, anstatt J, schreiben, da keine halbzahligen Drehimpulse auftreten. Die reel-
len Dooh Basisfunktionen sind hier reelle Orbitale, welche keine Elgenfunktlonen
von L., sondern von L? sind (siche 3.3.4). Auf reelle Orbitale wirkt L, wie ein
Schiebe-Operator, was aus seiner Matrix-Darstellung (3.4.29) folgt. Im Fall

zweier Teilchen lautet er: R
L,=1(1)+1(2) . (4.3.84)

Der Einteilchen-Operator [, wirkt auf folgende Art und Weise auf die hier vor-
kommenden Einteilchen-Zustédnde (3.4.28) und (3.4.29):

LOTs = 2i0™s [,6™ = —206",
L™ =ip™s [ame = —ip™s, (4.3.85)

Lol =105 =0,

wobei das Superskript m, nur andeuten soll, dal die Wirkung von [, nicht vom
Spin-Anteil des Orbitals abhéngt. Die obigen Regeln fasse ich in:

~

L X, = T Xy (4.3.86)

zusammen, wobei die Wurzel des z-Drehimpulsquadrates des Orbitals |x| mit:
|0] :=2, |n|:=1, |no|=0 (4.3.87)

und m € {+, —} definiert wurde. Diese Definition ist klar, wenn man sich an die
Schreibweise:
€xg/u oder E/\g/u (4388)

der Dp-Darstellungen erinnert (3.4.47), wobei oben A = |p/ ist. Damit ist auch
die Wirkungsweise des Operators auf Mehrteilchen-Zustéande klar:

LL[PIANMs) = iM|A| - PSHA(-N) Ms) (4.3.89)

Nun fehlt noch die Wirkungsweise auf Determinanten, welche durch:

L | Xtimy Xnaeama) = M [ [ X0n, — i Xnasama) T 2 2] Xty Xovages —ma )

(4.3.90)
gegeben ist. Ein gekoppelter Zustand ist eine Linearkombination von Determi-
nanten:

PSUIANMs) = " bola) | (4.3.91)
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deren Eintrdge in o zusammengefasst sind:

la) = ‘Xnmlﬁlmlxgsﬁzm2> ) (4.3.92)
Ist der Zweiteilchen-Zustand |*TYAAMs) gegeben, so findet man seinen Partner
aus:

1 -
P IA(=A)Mg) = —_)\‘A‘LZ|25+)A)\MS> =
?
1 (4.3.93)

= bazz
INA| Za: )

mit der Anwendungsregel (4.3.90) fiir die Determinante |a) aus(4.3.92), wenn er
zu einer zweidimensionalen Darstellung gehort, also |A]| > 0 gilt.
Als Beispiel fiir eine solche Anwendung will ich den Zustand (4.3.69):

1 oy, _ L T 5

') = 5 (19,5) ~ [7:6.))
aus (4.3.68): ,

‘1F+(5§)> - E (|5+5+> - ‘5754)

berechnen. Es folgt:

1 1 1 1 2 < 2 <
Ty = BT = o (Le16080) — L155.)) =
1 — — — —
= - (24]0-04) + 2i]0,.0_) — (—20)[6:0_) — (—2i)[6_04)) =
4\1@ ) ' ) ) . (4.3.94)
WG] (10-04) +1040-) +[040-) +10-04)) =
= 5 (8,5 +163) = 7= (16,5-) - [0-)

Mit Hilfe dieser Operatoren braucht nicht mehr als ein Zustand fiir jeden Term
berechnet werden, aus welchem alle restlichen folgen.
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4.3.7 Zusammenfassung der Zwei-Teilchen-Zustéinde

Bis hierhin wurden alle notigen Zustande hergeleitet, oder sie sind aus vorhande-
nen Ergebnissen ableitbar. Mit Hilfe der Operatoren S’i und f/z braucht nur ein
Zustand zu jedem Term angegeben werden. Dieser soll im Falle einer zweidimen-
sionalen Darstellung immer die ,,4+“-Komponente mit Mg = S:

25*1A, (Konfig.)) = (7, Ay, A = +; S, Ms = S)(Konfig.) (4.3.95)

sein. Im Fall einer eindimensionalen Darstellung gibt es ohnehin nur eine Basis-
funktion und der Basis-Index wird {iberfliissig.
o, ="2ro’, o'T,:

1

'25(62)) 7 (16405) + [6-6_)) (4.3.96)
PS,(62)) = [646-) (4.3.97)
TR = 5 (830 - -5) (4.3.98)
0gTg =30, & 10, @ 1, @ 11, :
3 = L T — T
*® (0gmg)) = \/E(’éJr +) — |6-m)) (4.3.99)
D (gmg)) = 5 (1870 — am) — 107) + [Fm)) (43100
3 = i T T
"IL4 (0g7g)) = \/5(|5+ +) +6-m-)) (4.3.101)
L Gym)) = 5 (57 — B + 17— [fr))  (48.102)

590; =3A, ®A, :

PAL(8,00) = |0,0) (4.3.103)
! * = L ) — |0 0
A0 = 75 (187) = Feo) (4.3.104)

2 _ 1 33— 1 .
=3 0N, @A,

'Sa () = E(ImﬂHlﬂﬁ—)) (4.3.105)
’S, (72) = |memo) (4.3.106)
[ALD) = s (mime) - [r7) (43.107)
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+ _3 1 )
g0, = I, @ "11, :

Pl (my0))) = |myo) (4.3.108)
Maime)) = = (742) = [Fao) (4:3.109)

(o =%
'S (0))?) = |otah) (4.3.110)

_3 1 .
1a;'><20;— E;EB E;‘.

P (10)20))) = |o102) (4.3.111)
1

1 o — —

’ 23(1032(}';)> = E (‘0'102> - ‘0'10'2>) (43112)

Zu den Konfigurationen mit o-Orbital(-en) ist noch zu sagen, dafl diese Kopplung
nicht von der expliziten Form des Orbitals abhéngt, sondern nur davon, ob sie
identisch oder verschieden sind. Die oben gekoppelten Zustédnde kénnten beide
o-Orbitale enthalten, es sei denn, es wird explizit anders angegeben.

Allgemein gilt fiir die obige Zusammenfassung;:

In Zusammenfassungen werden nur Zustinde mit Mg = S an-
gegeben und von den beiden Partnern einer zweidimensiona-
len Darstellung immer die ,,+“-Komponente. Die fehlenden
Zustinde erhilt man durch Anwendung der beschriebenen
Operatoren S., L, auf die angegebene ,,+“-Komponente.
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4.3.8 Matrixelemente zwischen 2er Slater-Determinanten

Die Energie eines einzelnen Terms 2°*!A ist das Diagonal-Element des Hamilton-
Operators zwischen einem Zustand W(7AASM) dieses Terms. Die Berechnung
dieser Matrixelemente macht es erforderlich, dal Matrixelemente zwischen Slater-
Determinanten (4.3.27) berechnet werden koénnen. Ich leite hier die Regeln fiir
2er Determinanten her und gebe die allgemeinen Regeln spéater ohne Beweis an.
Es soll das Matrixelement:

: 1 () x|
F = = a b F
<XaXb‘ ‘Xch> 2/d7—1d7_2 XZ(z) XZ<2)

Xe(1)  xa(1)
Xe(2) é@ﬂ (4.3.113)

eines zunéchst allgemeinen Operators F' berechnet werden, der allerdings sym-
metrisch in den Elektronen-Koordinaten sein muf:

~ ~

F(2,1)=F(1,2)=F . (4.3.114)

/dTldTQ(. )

soll neben den Integralen iiber die Orts-Vektoren auch die Summation {iber die
Spin-Variablen enthalten. Aufgrund der Symmetrie des Operators ergibt jedes
permutierte Produkt inklusive Vorzeichen aus der linken Determinante den selben
Term und man kann:

Die Integration:

(xaxol Elexa) = / dndry (DxG(2)F

Xe(1)  xa(1)
Xe(2) M@‘ (4.3.115)

schreiben. Lost man die rechte Determinante auf, so erhédlt man den Ausdruck:

OxtaXol Flxexa) = / drydryy (DX (2) Fre(Dva(2) — ... o
4.3.116

_ / drdra (D (2) Fxa(1)ve(2)

Nun kommt man nur durch die Annahme bestimmter Formen des Operators
weiter. Hier sind nur zwei Typen von Operatoren interessant. Dies ist einmal der
Operator vom Einteilchen-Typ:

F=fi+Ff, (4.3.117)

der aus einer Summe identischer Einteilchen-Operatoren besteht, die sich nur
durch ihre Variablen-Namen unterscheiden und auflerdem der Operator vom
Zweiteilchen-Typ:

A

F=gi=gn , (4.3.118)

der im hier vorliegenden Fall zweier Elektronen nur aus einem Term besteht.
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Der Einteilchen-Typ:

Zuerst betrachte ich den Operator vom Einteilchen-Typ im obigen Matrixelement:

(raxolfi + Falxexd) = / drdrx (DX 2) (i + ) xe(Dxa(®) — -

dridrax;(1)x(2) (i + f2)xa(D)xe(2) = ...

(4.3.119)

Man nimmt weiterhin an, daf§ die Spin-Orbitale y; orthonormal:

/ drixi(ixali) = 6 (4.3.120)

zueinander sind, was die Herleitung deutlich erleichtert. In diesem Fall erkennt
man, dafl das obige Matrixelement verschwindet, wenn nicht mindestens ein
Spin-Orbital auf beiden Seiten auftaucht. Ich unterscheide drei Félle in denen
sich die beiden Determinanten zunehmend unterscheiden. Der erste Fall ¢ =
a,d = b ist das Diagonalelement:

(raxol i+ Falxaxs) = / drc (1) fixa(1) + / dmx3(2) Foxs(2)
— (alfla) + BIf1D) .

wobei der Fall a = b, wegen dem Pauli-Prinzip nie auftreten darf. Treten die
Orbitale in anderer Reihenfolge auf, so ist das kein Problem:

(4.3.121)

(Xaxolfi + folxoxa) = = (xaxsl fi + Falxaxs)
Der zweite Fall ¢ = a,d # b liefert:

<XaXb‘f1 + f2’XaXd> = /deXZ(Q)f2Xd(2) = (b!f!d) (4-3-122)

mit:
(XaXb|f1 + f2lxaXa) = —(XaXb|f1 + f2|XaXa)

Im dritten Fall ¢ # a,d # b unterscheiden sich beide Determinanten um zwei
Spin-Orbitale und somit gilt:

(XaXslf1 + Folxexa) =0 . (4.3.123)
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Das liegt daran, dafi der Operator hier aus einer Summe von Einteilchen-Operato-
ren besteht, von denen natiirlich Keiner beide Spin-Orbitale so veréindern kann,
da sie nun nicht mehr orthogonal sind. Damit sind alle fiir zwei Elektronen
moglichen Fille bearbeitet worden. Es wurde die wichtige Definition:

1f = [ drt) (43.124)

des Einteilchen-Integrals gemacht, die in der Quantenchemie weithin tiblich
ist, wobei es sich bei F' fast immer um den Einteilchen-Anteil des Hamilton-

Operators:
H, = 29{16 Zh (4.3.125)
handelt. Man definiert so der Emfachhelt halber:
([l = hyg = /dT(Xk)* o v (4.3.126)

Im néchsten Schritt trennt man den Spin-Anteil der Orbitale ab und summiert
ihn separat aus. Dazu wird der Satz von Quantenzahlen k,[ der Spin-Orbitale
ausgeschrieben und der spinabhéngige Faktor abgespalten. Die explizite Form
der Spin-Orbitale lautet, wie bereits gesagt (4.3.32):

Gnpi(x)  fir m =+

P 4.3.127
anm' (33) fiir =—3 ( )

—

Xk(@) 1= X (7.0) = 0 (0) () = {

Da der Einteilchen-Anteil f]:Cl des Hamiltonians hier unabhéngig vom Spin ist,
liefert dieser Anteil nur ein Kronecker-Delta:

(k‘il“) = (X:Ll:,ukzk| ‘an,u,lzl>
= S (o) [ 10 (e ) (43129

- 5mk7mz<nk/ﬁklk|h|nzulil) .

Das iibriggebliebene Matrixelement enthélt nur die Ortsanteile der beiden Orbi-
tale, und da die verwendeten Einteilchen-Orbitale bereits Eigenfunktionen von h
sind, folgt:

<chk#klk‘ ‘Xnmm) = 5Mk7w(nkﬂkik‘mnlﬂlil)
= 5mk7ml / dgrénkukzk (T_“)g:(:le* (F)¢nlﬂlil (77) (43129)

- 5mk,m15nk,m 5#%#1 5ik,iz S NTI

mit den Einteilchen-Energien €, aus (4.3.34) bzw. (4.2.97).
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Der Zweiteilchen-Typ:

Nun geht es um Matrixelemente von Zweiteilchen-Operatoren, bei denen man:

(XaXb|012]XcXa) = /dﬁdeXZ(l)XZ(2)§12XC(1)Xd(2) -

- [ @@ = 13130

=: (ab|g1z|cd) — (ablgiz|dc) |

definiert. Der wichtigste Zweiteilchen-Operator ist natiirlich der Elektron-Elek-
tron-Term im Hamilton-Operator. Im hier vorliegenden Fall zweier Elektronen
lautet er einfach:

2

R R A 1

Fio= S T (i) = F- - (1,2) = — . (4.3.131)
i<j=1 M2

Fiir Matrixelemente dieses Operators fithrt man die folgende Schreibweise ein:

(ol ) = / ArdraG (NG @)Dl — -
- [dndmcn@ @ = G5
=: (ablcd) — (ab|dc) =: (abl|cd)
Die Groflen: )
(abled) = / Ardra (NG 2) - xe D) (4.3.133)

sind die bekannten Zweiteilchen-Integrale in Physiker-Notation. In der Li-
teratur findet man auch oft die sogenannte Chemiker-Notation, die iiber:

[ablcd] := (ac|bd) (4.3.134)

mit der obigen Definition zusammenhéngt. Die Zusammenhénge und Eigenschaf-
ten dieser Integrale sind so umfangreich, daf} ich sie in einem eigenen Abschnitt
behandle. Hier will ich jedoch noch den Spinanteil verarbeiten. Dazu setze ich
die Form (4.3.127) der Orbitale in die obige Definition des Zweiteilchen-Integrals
ein und spalte die Spin-Summation vom Integral ab, so dal der Ortsanteil des
Zweiteilchen-Integrals iibrigbleibt:

(abled) = Zv;a(al)vmc(al)Zv;b(@)vmd(@)/ / drid®ry
o1 oo R3 R3

| } . (4.3.135)
- X Qs”aﬂa’hz (Tl)gbnb,u,bib (T2)r_12¢nc,“cic (Tl)qbnd/idid (T2) =

= 5ma,mcémb,md (na,uaia; nbﬂbiblncﬂcic; ndﬂ’did)
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Die Summation der Spin-Anteile fithrt auf Auswahlregeln beziiglich der Spin-
Quantenzahlen der Orbitale im Integral, die bereits einige Tatsachen erkennen
lassen. Besteht ein Zweiteilchen-Zustand nur aus einer Determinanten, so ist seine
Elektron-Elektron-Wechselwirkungsenergie durch:

(ual— ) = (kI 1) = (RIJkT) = (Rl (4.3.136)

gegeben. Wegen der obigen Spin-Auswahlregel (4.3.135) tragt das zweite Integral
nur bei, wenn beide besetzten Orbitale den selben Spin haben:

1
<Xle|r—12|Xsz> = (Kl|kl) = bmsyms, (KU 1K) . (4.3.137)

Betrachtet man die beiden Spezialfille von Zweiteilchen-Intgralen, die oben be-
nutzt werden, so findet man, dafl sie immer positiv sind. Man definiert das
Coulomb-Integral:

P .
(ablab) = (alia) = [ [ @ridralonni, ()P G (P (43139
R3 JRR3 712

und das Austausch-Integral:

(ablba) = (balab) = ...

. 1 o (43.139)
6m5a7m5b / / d3/’n1d3r2¢nauaia (rl)d)nb,u«bib (Tl)_¢naﬂaia (T2)¢nbubib (TQ)
R3 JR3 T12

zweier Orbitale. Das Coulomb-Integral entspricht der elektrostatischen Absto-
Bungs-Energie der zwei Ladungsverteilungen, die durch die Orbitale gegeben sind.
Das Austauschintegral ist dagegen die elektrostatische Abstoffungsenergie der
sogenannten Austausch-Ladungsdichte:

Paust.(T) = O eic (7) Py (T) (4.3.140)

mit ihrem Komplex-Konjugierten. Fiir reelle Orbitale entspricht das der Selbst-
energie dieser Austausch-Ladungsdichte. Man kann zeigen, dafl die beiden Inte-
grale streng positiv sind und stets:

(ablab) > (ablba) > 0 (4.3.141)

gilt. Dies bedeutet, dafl die Elektron-Elektron-Wechselwirkungsenergie zweier
Elektronen mit parallelem Spin durch den Austauschterm reduziert wird! Die-
se Tatsache ist klar verstédndlich, denn zwei Elektronen mit identischem Spin
diirfen sich aufgrund des Pauli-Prinzips nicht am selben Ort authalten, was die
elektrostatische Abstofungsenergie klar reduziert. Auf diese Weise 148t sich auch
die erste Hund’sche Regel verstehen, die Terme mit maximalem Spin in der Ener-
gie tiefer einstuft, denn ein maximaler Gesamt-Spin kommt nur durch parallele
Einzel-Spins zustande.
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4.3.9 Relationen zwischen Zweiteilchen-Integralen

Mit den obigen Regeln konnen bereits Matrixelemente des Hamilton-Operators
berechnet werden, jedoch bleiben darin viele verschiedene Zweiteilchen-Integrale
stehen. Die Einteilchen-Integrale stellen kein Problem dar, da sie direkt durch
die in Abschnitt 4.2 hergeleiteten Einteilchen-Energien ersetzt werden koénnen.
Bevor ich diese Zweiteilchen-Integrale durch positive Parameter néhere, will ich
nocheinmal die Symmetrie des Problems nutzen, um die Rechnungen wesentlich
zu vereinfachen. Im folgenden leite ich Relationen zwischen den Zweiteilchen-
Integralen her. Der Spinanteil der Integrale wird als aussummiert angenommen,
was aber keineswegs zwingend ist. Die Relationen rithren daher, dafl die Orbitale
Basisfunktionen der irreduziblen Darstellungen der D..,-Gruppe sind, was fiir
beliebige Einteilchen-Orbitale gelten mufl! Die folgenden Relationen schranken
die Zahl der verschiedenen Zweiteilchen-Integrale auf einen irreduziblen Satz
ein. Hier wird die grofle Macht der Gruppentheorie demonstriert, indem die 160
wichtigsten Integrale durch einen irreduziblen Satz von 14 ausgedriickt werden,
und das ganz ohne ,, Kopfschmerzen*!
Ausgangspunkt sind die Zweiteilchen-Integrale ohne Spin-Anteil:

(abled) = (naptalia; Mopols|Neficic; Naftdia) = (¢na,uaia¢nb,ubib|¢ncucic¢ndudid)

* — * — 1 — N
= / / Brid’rady, i (PO, i (72) = Oropeic (F1) Pngpuaia (T2) -
R3 JR3 12
(4.3.142)

Wie man am Integral erkennt, gilt stets:

(illk) = (ij|kl)
. e : 4.3.143
(kiligy = (k) (43149)
Im hier vorliegenden Fall reeller Orbitale ist die Symmetrie hcher, was ein
Grund fiir ihre Benutzung in der Numerik ist:

(Jillk) = (ij|kl)
(kl|ij) = (kjlil) = (il|kj) = (ij|kl) (4.3.144)

Kombiniert man die beiden obigen Regeln, so erhélt man:

(ijlkl) = (illkj) = (illk) = (klls) = (kjlit) = (kilig) = (1l jk) = (Iklji)
(4.3.145)
Das bedeutet, dafl von den 4! = 24 moglichen Reihenfolgen der vier Integral-
Indizes a, b, ¢, d nur 3 verschiedene Kombinationen auf unterschiedliche Integrale
fithren. Jeder der vier Integral-Indizes kann auf zwei Arten nach vorn gebracht
werden. Die vier verschiedenen Integral-Indizes a, b, ¢, d kénnen zu folgenden drei
verschiedenen Integralen gehoren:

(abled) = (ad|cb) = ...
(abldc) = (acldb) = ... . (4.3.146)
(ac|bd) = (ad|bc) = . ..
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Mit Hilfe dieser Relationen sortiert man die Integrale und versucht zuerst o-
Orbitale, dann 7- und zuletzt o-Orbitale als Eintrdge zu haben. Stehen mehrere
0- oder m-Orbitale im Integral, so versucht man die ,,4+“-Komponenten moglichst
weit nach vorn zu bringen. Dann gruppiert man die moglichen Integrale nach
ihren Orbitalen. Sind diese zum Beispiel alle vier Orbitale vom d,-Typ, so gibt es
nur die folgenden verschiedenen Integrale:

Fall: verschiedene Integrale:

4x 0y (0+0+10404)

4x09_ (60_0_]0_6-)

3% 6,1 %0 (6.6.15,5.) (4.3.147)
I xd§.,3x6 (040_[0_d_)

2% 6,2 x 0_ (8.04]6_6_),(8,6_]0.0_)

Analoges gilt fiir den Fall von vier m,-Orbitalen. Im Fall von vier ag—Orbitalen
gibt es nur ein mogliches Orbital, wenn nur o; eingesetzt wird usw. Nach der
Auflistung aller verschiedenen Integrale des jeweiligen Falles, werden Relationen
zwischen diesen Integralen erzeugt, oder gezeigt, daf sie identisch Null sind. Dazu
nutzt man die Symmetrie-Eigenschaft:

((ORr¢a), (Orop)|(Oroe), (Ogda)) = (Pads|deppa) fir alle Op € G (4.3.148)

der Zweiteilchen-Integrale. Diese Eigenschaft folgt aus der Unitaritdat der Sym-
metrie-Operatoren 03! = O}L und aus der Invarianz des Kopplungsterms 1/715
beziiglich zweier identischer Symmetrie-Operationen OrOf der beiden Elektro-
nen-Koordinaten. Die Invarianz des Kopplungsterms 1/r12 wurde bereits in Ab-
schnitt 3.1.3 behandelt und &uflert sich nach (2.3.32) als:

(=) = 0nOg—(0x0)' = ~— = (0xOg)!—

12 12 12 12

(OrOR) , (4.3.149)

wobei Op auf den ersten Koordinaten-Satz 7} und Oz auf den zweiten Koordi-
naten-Satz 7 wirkt (siche 3.1.3). Man kann somit zeigen:

(Onda), (Ondo)|(Orde), (Opta)) = /R 3 /R i

N (ORO§¢a(F1)¢b<F2)) (OROEQSC(Fl)QSd(FQ)) =

L
12
[ [ #narasi )6 0n0m) - 0nOgou(ri) (s
R3 JR3 12
= / / d37”1d37'2¢2(7?1)¢z<7?2>i¢c(771)¢d(7?2) = (Ga®b|Pctpa) = (ablcd) .

R3 JR3 712
(4.3.150)

Nachdem diese Operatoren auf die Orbitale gewirkt haben, werden sie zu einer
Linearkombination der Orbitale, die Basisfunktionen der irred. Darstellung sind.
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Diese Linearkombination von Orbitalen wird zu einer von Integralen, denn die
Zweiteilchen-Integrale sind, bis auf die Konjugation auf der linken Seite, linear
beziiglich der Orbitale. Es gilt:

((af +Bg)plocta) = " (fuldeta) + B* (9P| deta)

(¢a(af + ﬂg>|¢c¢d> a*(¢af|¢c¢d) + ﬁ*<¢ag|¢c¢d) (4 3 151)
(Patn|(af +Bg)pa) = a(Pats|fda) + B(Patb|gPa) o
(¢a¢b|¢c(af + ﬁg)) = a(¢a¢b|¢cf) + ﬁ(¢a¢b|¢cg) .

Die Herleitung von Relationen ist ziemlich simpel. Zuerst sucht man sich aus den
Gruppenelementen Operatoren aus, deren Wirkung auf eine Basisfunktion nicht
zu kompliziert, aber dennoch brauchbar ist. Diese Operatoren aus D, sind hier:

(8 =0) = G,
éoo(a =) = (),
Cola=7/2) = Cy, (4.3.152)
Cula=7/4) = Cs,

~ A

Coo (14:7'('/8) = 016'

Mit den Darstellungsmatrizen (3.4.43) fiir d,, 7, und (3.4.21) fiir o, folgt die
Wirkung der fiinf Operatoren zu:

5‘12(54_ - (5+7 6962;5_ - —5_7
OpTy = Ty, OpT_ = —T_, (4.3.153)
0220102 = 010.2,
Cod, = 0., (oo = 4.,
Comy = —my, Com. = —m_, (4.3.154)
02010.2 = 0102,
Cuoy = —bp, Cyo_ = —b_,
Cory = m, Curo = —7s, (4.3.155)
04010.2 = 0O10.2;
Cedy = o_, Csd_ = —by,
C:’87r+ = \/Lﬁ(m_—i—w_), Cem_ = —\/Li(mr—w_), (4.3.156)
Cs0102 = Ol02 -
Ciedy = (04 +0.), Cigd- = —25(6y —4.),
Cimy = cos(g)my +sin(g)m_), Cir_ = —sin(g)my + cos(g)m-),
016(710.2 = 0Olo2 -

(4.3.157)
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Als Beispiel fiir deren Anwendung konnen nun einige Relationen abgeleitet wer-
den, die mit Clebsch-Gordan-Koeffizienten sehr viel mithsamer hergeleitet werden
miissten und ohne Gruppentheorie nur schwer erklart werden kénnten.

Als erstes Beispiel kann man zeigen, dafl alle Zweiteilchen-Integrale vom
Typ 2 x 6y, 1 x 3,1 x 0 verschwinden! Dies folgt direkt durch Anwendung

von Cy auf die Integrale nach (4.3.154), denn das einzelne 7-Orbital liefert immer
ein Vorzeichen, was in jeder Reihenfolge auf die Relation:

(k| % %) = — (s % | % %)

fithrt. Auf die gleiche Art und Weise begriindet man das Verschwinden folgen-
der Typen von Zweiteilchen-Integralen:

=3 X0y, 1 xmy =3 xy,1x0f —2 X 0g, 1 x g, 1 X 0
—1X0g,3x Ty  —1x6,1xX7my,2x0f —1x6,,3x0f (4.3.158)
—3><7Tg,1><0; —1><7rg,3><(7;7|r :

Von den {iibrigen Integralen verschwinden nicht alle, aber folgende Typen (6,
anwenden):

—3 X d,,1 x0_ —1xd,,3%x0_ —3xmy, 1l xm_
—1xmy,3xm_ —2x0, I xm, I xm. —2xd6_,1xm,1x7m_
—1x0,1x6_,2xmy —1x0,,1%x0_,2xm. —1xd,,1%x6_,2x0"

—Ixm,Ixa_2x0" —1xd6_,2x7my,1xot —1x0_,2xm_,1x0"
—1Ixd,1xm,I1xm_,1xo".
(4.3.159)
Zwischen den anderen Integralen existieren Relationen, die die Anzahl der un-
abhéngigen Integrale verringern. Als Beispiel fiir die Herleitung solcher Relatio-
nen wende ich Cs und Cyg auf (6,0,]6,0,) an, um die Relationen:

(0+04]0+64) = (6-0-]6-0-)
(0404+]0404) = (040-1040-) +2(0404[0-5-)

zu erhalten. Die Erste folgt direkt:

(4.3.160)

(6,:0,1646,) = (Cs04Ci0,|Cs6,.Cs0y) = (6_6_]6_5_) .

Fiir die letzte Relation miissen erst die erhaltenen Integrale mit (4.3.145) sortiert
und dann verschwindende Integrale identifiziert werden. Zuletzt verwendet man
noch das obige Ergebnis an und erhilt somit die gesuchte zweite Relation aus
(4.3.160) iiber:

(6.6,10.6,) = (Cr604Cr04|Cr604Crgdy) = . ..

= (G 86+ DG+ 5)(E +5)) =
= S BL16.8.) + (5,6,16-0) + S(5,015,6.)
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Die selben Relationen erhdlt man auch fiir die Integrale vom Typ 4 x 7, usw.
Zwischen den nicht-verschwindenden Matrixelementen gibt es die folgenden Re-
lationen:

(5,5.16,6,) = (5.5.16.5.)
0404[0:01) = (640-[016-) 4+ 2(6461[0-6-)
Ty ) = (Tomo|mom_)

(

T |mymy) = (mpm|mem_) + 2(mymy o)

04ty |0pmy) = (0pm_|opm_) = (0-m_[d_7_) = (0-m4[0-7)
5+7T+|5 m_ ) =0
)= (004 |mm ) = (00 |m7m )= (6-0-|mmy)
4.3.161
5,6 |mm ) = —(6,0|m ) (4.3.161)
Opmi|myoy) = (0-my|m_0,) = (6-7_|710,) = —(047_|T_03)
047y |ogmy) = (67 |ogm-) = —(047—|opT-)

0404]010y) = (0-04|0-0)
0404 |oz0y) = (0_6_|o,0y)
T 0g|mi0y) = (T_04|T_0y)
(mymi|ogoy) = (T_m_|os0y)

(
(
(
(
(
(6404 |mymy
(
(
(
(
(
(

In den obigen Integral-Relationen miissen nur die - und 7-Orbitale aus der sel-
ben Schale stammen, die a;—Orbitale konnen verschieden sein, ohne daf} die
Giiltigkeit der Zusammenhénge beeinflufit wird. Durch diese Relationen reicht
ein irreduzibler Satz von 14 Integralen, um alle von Null verschiedenen
Integrale festzulegen. Als Satz wéhle ich moglichst einfache Integrale aus den
zusammenhéngenden Sétzen aus. Fiir alle moglichen Konfigurationen aus den 5
“Molekiil-Schalen”:

164, 1mg, 10;

reichen die folgenden 14 elementaren Zweiteilchen-Integrale aus:

Typ: bestimmende Integrale:

4 x 0, (0404]0464), (64.6116--)

2 X 04,2 x (Oymy|dpmy), (0poy|memy), (040 |myim)

2 X 59, 2 X O';_ (5+O”(5+0'), (5+O”0’5+) (4 3 162)
1 X 8g,2xmg, 1 X af (0ymy|myo), (dpmy|omy) -

4 xm, (mymy|momy), (mpmy|m_m_)

2 X Mg, 2 X 0f (myo|myo), (rio|lomy)

4xof (ooloo) .

Dabei wurden zunéchst nur Konfigurationen mit dem o;-Orbital beriicksichtigt,
was in den allermeisten Féllen ausreicht. Mit diesen 14 Integralen konnen al-
le Elektron-Elektron-Matrixelemente berechnet werden, die aus Konfigurationen
der “Molekiil-Schalen” 144, 17, und lag+ resultieren. Die Einschrankung auf die-
se 14 Zweiteilchen-Integrale ist schon ein grofier Fortschritt, aber zusammen mit
den 4 verschiedenen Einteilchen-Integralen enthielte meine Ligandenfeldtheorie
18 Parameter, was weiter reduziert werden musf.
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4.3.10 Slater-Condon- und Racah-Parameter

Im letzten Abschnitt wurden alle Zweiteilchen-Integrale aus den 5 verwendeten
Orbitalen:
5+7 5—a Ty, T, 01

aus (4.2.103) auf 14 verschiedene Integrale zuriickgefiithrt. Damit wére es moglich,
den Energiebeitrag der Elektron-Elektron-Wechselwirkung durch diese 14 Inte-
grale als Parameter auszudriicken. Eine solche Ligandenfeldtheorie wére zwar sehr
allgemein, aber sie kann nur schwer mit numerischen oder experimentellen Daten
abgeglichen werden. Nun ist es jedoch mdoglich, die Zahl der Parameter noch wei-
ter zu reduzieren, indem man fiir die Einteilchen-Orbitale eine bestimmte Form
annimmt, ndmlich die aus Abschnitt 4.2 erhaltenen Einteilchen-Orbitale. In die-
sem Abschnitt werden die obigen 14 Integrale wiederum durch einen Satz von
Parametern ersetzt, der jedoch kleiner als 14 ist, was eine Ndherung notig macht.
Man nimmt die in Abschnitt 4.2.2 gefundene Form der Einteilchen-Orbitale an:

Symmetrie Energie Funktionen

5 . Oy 1= 1o+ = Rza(r)Y5,(6,0)
g 0 = ¢15,- = Rza(r)Ys,_(0,9)
- . T4 1= Qi = R3a(r)Ys1,(0,9)
g " T_ = Qipy— = Raq(r)Y5_(0,0)
oy €lo  011=@ppp = cosa - Ryq- Yoo —sina- Rys - Yoo
a;r €20 09 1= ¢2a; = sina - Ry - Yoo + cosar- R - Yoo

(4.3.163)
Man erkennt, dafl die aus der 3d-Schale stammenden Anteile alle die selbe Radi-
alfunktion R34 besitzen, was bereits eine Naherung ist, die sich aber im Rahmen
der LFT bewéhrt hat. Natiirlich ist diese Radialfunktion nicht mehr die des un-
gebundenen Ions, aber es gehen nur ihre Integrale als Parameter in die Theorie
ein, weshalb nur ihre Form und nicht die Wellenfunktion selbst eingeht. Wie in
Abschnitt 4.2.3 bereits gesagt, ist diese Form eine gewisse Néherung, da hier
die 6-Abhéngigkeit entsprechend der reellen Kugelflichenfunktionen angenom-
men wurde. Im allgemeinen Fall wiaren die Orbitale nur bis auf ihren Azima-
talanteil bestimmt, der den Basisfunktionen der irred. Darstellungen von D,
entspriche. Die gemachten Annahmen der LFT wurden dabei in Abschnitt 4.2
und die Orbitale in 4.2.3 und 4.2.4 erldutert.
Weiterhin wird der Kopplungsterm des Hamilton-Operators entsprechend der
Multipol-Entwicklung (4.2.12) aus Abschnitt 4.2.1 als Potenz-Reihe ausgedriickt.
Nach der in 4.2.1 gemachten Herleitung gilt:

0o k

Z i Z ) (0,,1)C ) (0, ¢3)  (4.3.164)

k= m=—k

3:612(7?17 F )

|7"1—7’2|
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mit:

.
(reyrs) = {(“’”) A (4.3.165)

(ro,r1) fir m<mr

und [ := £(7,7%). Diese Entwicklung ist hier noch wichtiger als im Falle des Li-
gandenfeldes, da sie die beiden Koordinaten-Satze 7 und 75, iiber die integriert
werden muf}, entkoppelt. Weiterhin wird jedes Zweiteilchen-Integral nur durch ei-
ne endliche Zahl von Termen ausgedriickt, da keine héheren Einteilchen-Orbitale
als d,’s vorkommen, die Kugelflichenfunktionen mit [ = 2 enthalten. Mit Hilfe
dieser Entwicklung kann man zeigen [14], daf fiir komplexe Kugelflichen-
funktionen Y, ,, :

Rna}ﬁamaa RnbY}bmb ‘RnCYECmca Rnd}/}dmd) -
1
/ / dPridroRy, (1), (01, 01) Ry, (r2) Vi, (02, ¢2) —
R3 JR3 T12
X Rnc (Tl)YECmC (017 (bl)Rnd (TQ)Yded (927 ¢2) -

- ma—l—mb,'rnc—&—md(_]->ma_mC Z Rk (nanb; ncnd>ck<lama; lcmc)ck(lbmb; ldmd)
k=0
(4.3.166)
gilt, wobei der Spin-Anteil bereits in (4.3.135) abgespalten wurde. Die Y},,,’s in
dieser Formel sind komplex, also miissen die reellen Kugelflachenfunktionen in
den obigen Orbitalen ersetzt werden. Die c*’s sind bereits aus Abschnitt 4.2.1
bekannt und wurden dort in (4.2.53) tabelliert:

k(Im, I'm / / sin 0d0deY;;,, (0, 6)Yim-—m (0, 6)Yime (0, 0) . (4.3.167)
Die R*’s sind durch:

Rk(nanb,ncnd / drlrl/ dr2r2
(4.3.168)
x Ry (r1)Ry, (TQ)r’““ Ry (1) Ry (12)

definiert und werden als Slater-Integrale bezeichnet. Mit Hilfe dieser Relation
konnen alle Zweiteilchen-Integrale der hier verwendeten Orbitale (4.3.163) ver-
einfacht werden. Die Verarbeitung der verschiedenen Integrale ist aufwendig und
wird hier nicht gezeigt, aber das resultierende Endergebnis wird in (4.3.172) und
(4.3.174) angegeben.

Da hier nur zwei reelle Radialteile, ndmlich Rs; und R4, auftreten, kommen
nur die folgenden Slater-Integrale in den Zweiteilchen-Integralen vor:

FO .= R(3d,3d;3d,3d), F2:= R2(3d,3d;3d,3d), F*:= R*3d,3d;3d,3d),
f%:= RY(3d,4s;3d,4s), g¢*:= R?(3d,3d;4s,4s), h*:= R*(3d,3d;3d,4s),
RO := R%(4s,4s;4s,45) .

(4.3.169)
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Von diesen Slater-Integralen spaltet man nun noch numerische Faktoren ab, so
daB die Zweiteilchen-Integrale keine Briiche mehr enthalten, was auf:

Fg = F07 F2 = ﬁFg, F4 = E11F47

fO — fo’ go 1= %92, RO = RO, (43170)

1 32
he = Vgh

fithrt. Die Parameter, bis auf hy sind alle positiv, was man an ihrer expli-
ziten Form ( 4.3.168) sieht. Fiir hy gilt dies nicht zwingend, da das Produkt aus
dem Radialteil von 3d und 4s mehr negative Werte enthalten konnte, was aber
nie auftrat. Falle allgemeiner Radialteile nicht zwingend ist. Diese Eigenschaft
ermoglicht einige Aussagen iiber die Energie-Reihenfolgen der aus ihnen berech-
neten Niveaus, ohne dafl dazu explizite Zahlenwerte nenétigt werden. Diese Dis-
kussion wird dann in den verschiedenen Fillen durchgefiihrt. Die F*’s und auch
die F}’s sind die bekannten Slater-Condon-Parameter, die in der Atomphysik
die Energieniveaus der LS-Terme (von d"-Konfigurationen) parametrisieren und
daher tabelliert sind. Zusétzlich definiere ich wegen der Kiirze noch:

K:=cosa, oO:=sina. (4.3.171)

Mit diesen Definitionen erhélt man die Tabelle:

a b ¢ d (abled) in Slater-Condon-Parametern
o0y 0y 04 Oy Fy+ 4F, + 36F,

o0y 04y 0 O_ 35F)

Ty My T4 Ty EFy+4F; + 36F,

Ty My T T_ 3F5 + 205,

o o1 o1 oy | KNEFY+ 4 + 36Fy) — 8k30hy + 2k%0%(fo + 2g2) + 01 Ry
o0y my 0y my Fo—2F, —4F,

o0y 0y mp Ty 3F, +20F,

oy 0. my T_ 35 — 15F,

0, o1 04 o1 k2(Fy — 4Fy + 6F)) + 4kohy + o2 fy
o o0, o1 oy K2(4Fy + 15Fy) + 4kohy + gy
T, 01 TL 01 K2(Fy + 2Fy — 24F)) — 2kohy + 02 fy
T, Ty 01 Ol k2(Fy + 30F)) — 2k0hy + 02gs

o, m, W o1 V3 k(Fy — 5EFy) — /3 chy

o, m, o7 w4 —2/3 K(Fy — bFy) — V3 ohy

(4.3.172)
fir die 14 elementaren Integrale aus (4.3.162). Diese Tabelle wurde hier eigens
fiir die gemischten o-Orbitale konstruiert, aber fiir reine d-Orbitale, also im Fall
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a = 0 findet man sie zum Beispiel in [22]. Mit Hilfe der hergeleiteten Relationen
(4.3.161), kann man alle von Null verschiedenen Integrale durch die obigen Slater-
Condon-Parameter ausdriicken. Die Slater-Condon-Parameter sind proportional
zu einem Slater-Integral und somit immer positiv. Ersetzt man:

k—ound o0 — —kK,
so ersetzt man alle o1-Orbitale im Integral durch oo, was auch durch:
a—a—1/2

erreicht werden kann, und erhélt so Integrale mit oo, falls das gewiinscht wird.

Nun gibt es einen genialen Satz von Parametern nach Racah, deren Bedeutung
erst spater in den Termenergien klar wird. Diese Racah-Parameter A, B, C sind
eigentlich Linearkombinationen der Slater-Condon-Parameter Fy,Fy und Fy, aber
ich fiige hier noch welche hinzu, die wiederkehrende Parameterkombinationen in
den Termenergien zusammenfassen:

A= FQ - 49F4, B = F2 — 5F4, C .= 35F4,

_ (4.3.173)
a:= fo — go, K := COS o :=sina
Die Form der Integrale in Racah-Parametern lautet:
a b ¢ d (abled) in Racah-Parametern
0y 04 604 04 A+4B+3C
0y 04 O0- O- C
T My T Ty A+4B +3C
Ty My T T— 3B+ C
o o1 o1 oy | K (A+4B+3C) —8k3chy + 2k%02(fo + 2g2) + 0* Ro
oy my 0y Ty A-2B+C
0y 0y my Ty 3B+C
oy o0 my T 3B
o, o1 04y oy k*(A — 4B + C) + 4kohy + 02 fo
0y 0, o7 o1 k*(4B + C) + 4kohy + 02gs
T, O] T4 01 k*(A+ 2B+ C) — 2k0hy + 02 fo
Ty T4 01 01 k*(B + C) — 2k0hy + 02 gy
0y my Ty o0 V3 kB —\/30h,
0y w4 01 Ty —2v3 kB — /3 0h,
(4.3.174)

und wird so verwendet. Auch diese Tabelle findet man nur fiir o = 0 z.B. in
[22]. Man sieht, daf8 die Zahl der Parameter von 14 Integralen auf 8 Parameter
reduziert wurde, wobei der Mischungswinkel « in k¥ und ¢ auch mitgezéahlt wurde.
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4.3.11 Term-Energien, Konfigurationswechselwirkung

Nun ist es endlich moglich, Matrixelemente zu berechnen, denn es sind die Zwei-
teilchen-Integrale hergeleitet und in (4.3.174) tabelliert worden und die Wellen-
funktionen der Terme, die sich aus den Konfigurationen zweier Elektronen in den
ersten 4 “Molekiil-Schalen”:

dg, Ty, 103, (20;)

ergeben, sind auch bekannt und in Abschnitt 4.3.7 aufgelistet.
Die Matrixelemente des Hamilton-Operators:

H(1,2) = h(1) + h(2) + L (4.3.175)

zwischen Slater-Determinanten werden mit Hilfe der Methoden aus Abschnitt
4.3.8 auf eine Linearkombination von Ein- und Zweiteilchen-Integralen entwickelt.
Danach spaltet man die Spinanteile aus diesen Integralen ab. Fiir die Einteilchen-
Integrale macht man das nach:

O R ) = Gy (nishie| B i) (4.3.176)
mit: R
(nkﬂkik|h|nlﬂlil> - 577»k,nl5ﬂk#15ik:il€nkﬂk (43177)

und den Einteilchen-Energien €5, €., €1, und €3, aus (4.3.34) bzw. (4.2.97). Fiir
die Zweiteilchen-Integrale spaltet man den Spin-Anteil nach:

(ablcd) = dpmy.meOmy.my (Naftala; Mool Nettelc; Naftala) (4.3.178)

ab, wobei die Symmetrien, Auswahlregeln und Ausdriicke fiir die Zweiteilchen-
Integrale der Ortsanteile dem Abschnitt 4.3.9 und 4.3.10 zu entnehmen sind.
Als Beispiel werde ich nun die Termenergien einiger Tripletts berechnen, um
die Methode zu illustrieren. Der Vorteil der Tripletts liegt darin, daf sie nur aus
sehr wenigen Determinanten bestehen und fiir ein Spektrum sehr wichtig sind.
Die Wellenfunktionen wurden alle hergeleitet und in Abschnitt 4.3.7 aufgelistet.

Zu PNy (04107 ):

Die Zweiteilchen-Wellenfunktionen lauten nach (4.3.97) und Abschnitt 4.3.6 ein-
fach:

FAG 10y =+ Ms=1) = PALGI0)) = [6.0)
A6 107 )y = — Mg =1) = (1/20)LPAL(5,107)) = [0_01)
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Damit folgt:
. . A 1
OO (3,107)IFPAL (0,107)) = Buonlh(1) + R(2) + —5,0) =
12

= (641h164) + (o1|hlor) + (3401(0,.01) — (5454 |or01)

und:

N - “ 1
CA_(610 )| HPA_(6,10))) = (6_o1|h(1) + h(2) + 7“_|5_01> =
12

= (6_|h|6_) + (o1|h|o1) + (6_01|0_0y) — (6_6_|or01)

Mit den Integralen:

(01|i}|01) = €o

Ghls) = G = e

(br01|0101) = (6_01|6_01) = K*(A—4B+C)+ 4kohy + 0 fy

(6101 |o1o1) = (6_0_|oro1) = K*(4B+ C) + 4kohy + 02gs

folgt:

<3A_(5gla;)|U:C]3A_(5910;)) = <3A_((5gla;)]5:C|3A_(5gla;r)> =...
= €5+ €15 + (0101|0101) — (0104 |o101) = ...
=es+eo +RI(A—-8B)+0%(fo—g2) = ...
= €5+ €15 + cos?(a)(A — 8B) + sin®(a) (fy — g2) -

Auflerdem kann man leicht zeigen, daf} fiir diese Zustéande:
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<3A971M51|J:C|3A972M82> = <3A972MSQ|§C|3A9’}/1M51> = E3A9571,726M51,MSQ

gilt, was ja Voraussetzung dafiir ist, dafl diese Zustinde Eigenfunktionen des
Hamilton-Operators sind. Die Orthogonalitdt der Zustinde dieses Terms 1463t

sich leicht zeigen, was jedoch nicht durchgefiihrt wird.

Zu 30 ,(0,m,):

Die erste Zweiteilchen-Wellenfunktion lautet nach (4.3.99):

. (0ym,) = —=(18m.) —[8-72)).

Dies ist ein Beispiel fiir eine Wellenfunktion aus mehr als einer Determinanten,
wobei es ausreicht, die Energie fiir eine der beiden ®-Komponenten zu berechnen.

Man erhalt:
0. () [F D (3ym,)) = 5 (5w — (S-m_JF(6,m,) —10-7-)) =

2
= €5+ € + (01m[04my) — (0404 mymy) — (640 [mym_)
=¢+e+A—8B,

1 . . . .
= S (0 |H|omy) — (ymy|H|om_) — (07 [H[dy71) + (67— |H|d-7_))
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was ein einfacher Ausdruck ist, da das problematische o-Orbital in der Konfigu-
ration nicht vorkommt.

Zu °11y(d,my) und *Iy(m 1o ):

Bis hierhin habe ich Terme betrachtet, die im Rahmen der einbezogenen Konfi-
gurationen nur einmal vorkommen. Das folgende Beispiel zeigt einen Term, der
in zwei Konfigurationen vorkommt. Im Fall mehrerer gleicher Terme aus ver-
schiedenen Konfigurationen mufl die Hamilton-Matrix zusétzlich nachdiagonali-
siert werden, denn es gibt von Null verschiedene Nebendiagonal-Elemente, wel-
che eine Verschiebung der Energien und eine Vermischung der Wellenfunktionen
nach sich ziehen. Dieses Phéinomen heifit Konfigurations-Wechselwirkung,
was aus dem FEnglischen als configuration-interaction oder CI bekannt ist.
Dieser Effekt mufl hier wegen der energetischen Nahe der Konfigurationsenergien
beriicksichtigt werden, was nicht verwunderlich ist, da hier fast jede mogliche
Komplikation auftritt. Die jeweils erste Wellenfunktion lautet nach (4.3.101) und
(4.3.108):

P (0gmg)) = J5(|0sms) +|0-m_)),
’3H+(7Tg1(7;)> = |myo1) .

Die Energien der beiden Terme lauten damit:

E(3H+(5g7rg)) = <3H+(5g7rg)|j{|gn+(5g7rg)>
= €5+ € + (04 [0474) — (0404 |mymy) + (64.0-|myme)
—¢+e+A—2B

und:
ECI, (my10))) = éx + €10 + (1 01|my01) = (mymy|00107)
= +eo +R(A+B)+ 0% (fo — g2)

Nun besteht zwischen diesen beiden Termen eine Konfigurationswechselwirkung
iiber das Nebendiagonalelement:

<3H+(5g7Tg)UAﬂ3H+(7T910;)> = <3H+<W910;)‘§C’3H+(597T9)>
= \/5((5+7T+|7T+01) — (0474 |ormy))
= 3V6 kB

Im Rahmen der hier einbezogenen “Molekiilschalen” 14,, 17, und 10;7F gibt es
keine weiteren *II,-Terme aus anderen Konfigurationen, deren Einfluf eingebaut
werden miiite. Um mdglichst korrekte Energien zu bekommen, muf3 also die Kon-
figurationswechselwirkung dieser beiden Terme beriicksichtigt werden, indem als
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Termenergien die Eigenwerte der Hamilton-Matrix:

5y, (*11,) = E(IL (7gloy)) (CTL (8,7 |HPTL, (g 10))
‘ ! <3H+(5g7rg)’}f|3n+(71—910;)> E(3H+(597T9))
o <6ﬂ-—|—€10+/ﬁ§2<A+B)+0'2(f0—gg) 3\/6/‘68 )
N 3v6 kB €s+e.+A—2B

bestimmt werden. Dies ist wieder ein 2 x 2-Eigenwertproblem, dessen Eigenwerte
zusammen mit den folgenden Problemen in (4.3.185) angegeben werden.

Die ds-Hybridisierung verdndert nicht nur die Energie der Orbitale und Kon-
figurationen, sondern hat auch Einflufl auf die Konfigurationswechselwirkung in-
dem die Nebendiagonalelemente, wie das obige, vom Hybridisierungswinkel o
abhéngig werden (k = cos(a)).

Zu °%(7) und *X ] (72):
Auch fiir 32; gibt es zwei Terme. Die Zwei-Teilchen-Orbitale lauten:

Py 02) = |8,
°Y, (1) = |mmo),
was auf die Hamilton-Matrix:

5y _ (26x+A—5B 6B
fH?e(Zg)_( 6B 2¢s+ A+ 4B

fithrt. Diese beiden Zustdnde werden von der ds-Hybridisierung iiberhaupt nicht
veréndert!

Zu *Yf (1o} 20]):

Zuletzt will ich noch einen Term angeben, der interessante Moglichkeiten zur
Auswertung eroffnet. Er stammte aus der bisher nicht angegebenen Konfigurati-
on:

lof20f =* 57 @' BF . (4.3.179)

Seine Wellenfunktion lautet einfach:
°Yi(lo)20))) = |owos) , (4.3.180)
was auf eine Energie von:
E(Si(10)20))) = (0109|F|0105)
= €15 + €25 + (0103|0102) — (0102]0109) (4.3.181)
= €15 + €20 + fo — 92
fithrt.
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Vereinfachungen:

Ich will die Energien noch einfacher schreiben, damit die spéatere Auswertung der
numerischen Daten erleichtert wird. Dazu mache ich folgendes:

1.) Abziehen einer gemeinsamen Konstanten von den Energien
2.) Zusammenfassen sich wiederholender Kombinationen von Parametern.

Zum ersten Punkt ist noch zu sagen, daf diese Konstante nicht von den Nebendia-
gonalelementen abgezogen werden muf, da die Mehrteilchen-Orbitale orthogonal
sind. Es ist also:

(W] (H — 1konst.)|®) = (U|H|D) fiir U # & (4.3.182)

weshalb die Konstante nur von den Diagonalelementen abgezogen werden muf.
Dadurch bleiben die Losungen der beiden Eigensysteme bis auf Abzug der Kon-
stanten von den Eigenwerten unveréndert. Die hier abgezogene Konstante ist:

25+ A . (4.3.183)

Auflerdem definiert man noch die Grofien:

€r = €x — €5, €l = €10 — €5, €20 = €25 — €5,

(4.3.184)
K :=e1,+0%(fo—go) — (1 —Kk*)A

Dabei sind die neuen Einteilchenenergien die Differenzen der alten zur Einteil-
chenenergie der -Orbitale, welche hier fast immer die Kleinste ist. Die Konstante
K fasst die obige Kombination von Parametern zusammen, die immer wieder auf-
tritt. Damit lauten die beiden Hamilton-Matrizen fiir *IT; und *X;:

3 - e, + K — 2B+ kB 3V6kB
Fhoe- (1L,) = ( 3v6 kB er — 2B
und:

_ 2e, —bB 6B
?fze—@zg):( 6B 4B>'

Die Eigenwerte lauten:

1E(IL,) = 1(2e:+ K —2B+ kB — /(K + 2B + k?B)? + 216x2B?
2E(Ily) = 1(2ex+ K —2B+r*B+ /(K + 2B + k?B)? + 216x>B?
LE(Y;) = ! <2e,r — B—/(2e, — 9B + 14432)

2E(PE;) = 1 (26,, — B+ /2, — 9B + 14432)

(4.3.185)
Nun kann eine Zusammenfassung der Ergebnisse angegeben werden.
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Zusammenfassung:

Die Energiniveaus der Tripletts lauten folgendermaflen:

E(*®,) = e,—8B

E(*A,)) = K —8k’B

1E(I,) = 1(2e:+ K —2B+k*B— /(K + 2B+ £?B)? + 216x>B>
2E(ll,) = (2, + K —2B+k*B+ /(K +2B+r2B)?+216x2B?
1E(GY)) = 3(2ex —B—+/(2ex — 9B)? 4 144B2

2B(*S;) = 1 (2er — B+ /(2e, — 9B)? + 1442

(4.3.186)
und damit sind 6 Triplett-Energien durch 4 Parameter ausgedriickt, was eine
Auswertung moglich macht. Konnte ich die Parameter in K nicht in einer
Konstanten zusammenfassen, so wére eine alleinige Auswertung der Tripletts oh-
ne Singletts nicht moglich. Der Informationsgehalt der Triplett-Niveaus in dieser
Néherung erfordert jedoch keine weiteren unabhingigen Parameter. Der Racah-
Parameter C' kommt somit nur in den Singletts vor, die gegeniiber den Tripletts
weitere Informationen enthalten, was einen zusétzlichen unabhéngigen Parameter
noétig macht.

Ein Nachteil dieser Theorie ist, dafl man die Einteilchen-Energie e;, und auch
€9, nicht aus den Energieniveaus bestimmen kann, denn diese Energien kommen
nie allein, sondern immer nur innerhalb einer Konstanten vor, die die Summe
mehrerer Parameter ist. Umgkehrt kénnte man natiirlich alle Triplett-Niveaus
aus vorgegebenen Parametern:

er, K, B
und:
a in k= cos(a), 0 =sin(«a)

bestimmen, wobei K ein problematischer Parameter:
K :=e,+0*(fo—g2) — (1 — k*A (4.3.187)

ist. Doch zuerst soll durch eine Bestimmung der wichtigsten Ligandenfeld-Para-
meter und Vergleich mit in der Standard-LFT benutzten Werten herausgefunden
werden, ob die Vorhersage der richtigen Energie-Reihenfolge auch auf realistische
Werte von B und C fithrt. Weiterhin ist die Grofle des Mischwinkels o duflerst
interessant!
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4.3.12 Die Theorie fiir TiX,

Die betrachteten Molekiile mit zwei Elektronen im Ligandenfeld sind TiFy und
TiCl,. Die oben berechneten Energieniveaus sollten bei diesen Molekiilen zu fin-
den sein. Bei der Herleitung gehe ich immer davon aus, dafl das zweite Ug-Orbital
o9 recht hoch in der Energie liegt und seine Konfigurationen nur einen sehr gerin-
gen Beitrag zu den ersten Energie-Termen leisten, weshalb ich sie hier {iberall ver-
nachléssige. Die Kopplung der beiden Einteilchen-Orbitale der ungestorten Kon-
figurationen fiihrte auf die Wellenfunktionen der Terme, die durch die Elektron-
Elektron-Wechselwirkung aus den Konfigurationen hervorgehen. Zum Beispiel
wird im Fall der Konfiguration 53 aus dem 6-fach entarteten Energie-Niveau 2¢;
das nicht-entartete Niveau 12;“, das dreifach (Spin-) entartete Niveau 329_ und
das zweifach (Bahn-) entartete Niveau 'T'y. Die Energien dieser Terme sollen nun
soweit wie moglich berechnet werden.

Im vorherigen Abschnitt wurden die Energien der Tripletts bereits bestimmt,
so daf die Vorgehensweise nun klar sein sollte und die Energien der Singletts nur
noch in einer Liste angegeben werden miissen. Die Triplett-Energien sind:

1E(®,) = e, —8B

1E(*A,) = K —8k’B

1ECI,) = 1(2e:+ K —2B+r?B— /(K + 2B+ £2B)? + 216x2B2
2E(lly) = 1(2:+ K —2B+k*B+ /(K + 2B+ k?B)?+ 216x>B?
1E(S;) = 1(2ex—B—+/(2ex — 9B)? + 1445°

2E(°S;) = 3 (2ex — B+ /(2ex — 9B)? 4 144B2

(4.3.188)
mit: K := e, + 0%(fo — g2) — (1 — k?)A.
Die Singlett-Energien, bis auf 'YX sind:
1E('T,) = 4B+2C
1E(*®,) = e, +4B+2C
1/2B('A,) = %(L +2e, + B+ 2C + 262C + 8kchy F . ..
+\/(2ex + B+ 20 — L — 2r2C — 8rohy)? + 43(kB — 0h2)2>
1/26('1L,) = %(L 42, — 2B+ 20 + K2(3B + 2C) — dkohs F ...
+/(L+2B —2C + k2(3B + 2C) — drohy)? + 24(kB + 20h2)2)
(4.3.189)

mit: L= e, + 0%(fo + g2) — (1 — k*)A = K + 202¢s.
Zur Bestimmung der 12;—Energien miissen die Eigenwerte folgender Hamilton-
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Matrix der Dimension 3 x 3 gefunden werden:

Hoe- (') =
E(IE;{(U@) ('S5 (@DIH' 5 (67)) (S5 (0)|F ' ()
(135 (013|155 (a1)) E(27(57)) (155 (G1H'E5 (7))
('Sg (m)IF'SE (03)) (5 (m) | E4(37) E(E] (7))
(4.3.190)
mit:
E('S}(7])) = 26 + 7B +4C
E('S}(67)) = 4B +4C
E('S}(01)) = 265, + (0101]0101) = M + £*(4B + 3C) — 8x’chy =: S
('S () |H'E5 (01)) = (1S5 (o) S (m7)) =
- =V2(k¥(B + O) — 2k0hy + 0g2)
<129+(7T§)!5A{|129+(5§)> = <12;(5§>|f€|123(7r§)> =
=2(3B+0C)
('S5 (o})|5! 2*(52» ("S5 ()| H'Z5 (01) =
= V2(K*(4B + C) + 4kohy + 0% g,)
(4.3.191)
und:
M = 2e, + 2620%(fo +2g2) — (1 — kYA + 0" Ry . (4.3.192)

Hier erkennt man den Nachteil, dafl auch bei Bestimmung der Konstanten M die
Parameter A, e1,, fo und Ry nicht aufgelost werden konnen. Diese Tatsache ist
unbefriedigend, denn die Energiniveaus enthalten offenbar nicht geniigend Infor-
mationen, um die Parameter einzeln zu bestimmen, die ja aus der Wellenfunktion
folgende, welche mehr Information als die Energien enthalten.

Am Ende der Auswertung der Triplett-Energien von TiFy oder TiCly; werden
folgende Parameter bekannt sein:

er, B, k=cos(a), K .
Die Auswertung der Singletts ohne 12; ergibt dann noch:
C, o =sin(a) - hy, L,

woraus sich:

g2, 0 =sin(a) und he
bestimmen lassen und damit iiber , o noch der mégliche Einflufl weiterer Orbitale
auf das o;-Orbital, indem die Gleichung:

kK402 =1
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gepriift wird, wobei bei deutlichem < 1 ein gewisser Anteil nicht einbezogen
worden wére (wegen den J;F—Orbitale von Fy oder Cly), was aber nachweislich
nicht aufgetreten ist, da die obige Gleichung immer zu mindestens 95% stimmte.

4.4 Drei Elektronen im Ligandenfeld

Nun sind es bereits drei Elektronen, die sich im System befinden. Der Hamilton-
Operator in atomaren Einheiten lautet in diesem Fall:

3 3
§C3e* = gtcl + 9:62 = Z j—cle* (Z) + Z i]:Ce*e* (@7])
=1 i,j=1

) ) i (4.4.1)
— g‘(:lef(l) + j’Clef (2) + :}Cle* (3) + -

+ :f{e*e* (17 2) + J:(:e*e* (17 3) + f]:fe,e, (2’ 3)

mit:
Fre- (3) = (i) + Hpig (i) = —21V2+ U(r3) + Hpig (77)
A N ) (4.4.2)
}Ce*e’ <Z7.]) = |7 —75 ]

Man hat es mit drei gekoppelten D ,-Systemen zu tun, die nach dem selben Mu-
ster, wie der Fall zweier Teilchen zusammengekoppelt werden. Die Wellenfunktio-
nen des gekoppelten Systems bilden wieder die Basis fiir die irreduziblen Darstel-
lungen von D, sind Spin-Eigenfunktionen und antisymmetrisch beziiglich Ver-
tauschung zweier beliebiger Elektronen-Koordinaten und -Spins. Der Hamilton-
Operator (4.4.2) enthélt wieder Operatoren vom Ein- und Zweiteilchen-Typ und
keine Anderen. Also wird es moglich sein alle Energien durch die bereits be-
stimmten Ein- und Zweiteilchen-Integrale auszudriicken. Zuerst miissen die Drei-
Elektronen-Orbitale konstruiert werden, dann miissen die Regeln zur Berechnung
von Matrixelementen auf den Fall mehrerer Elektronen verallgemeinert werden,
was auf die sogenannten Slater-Regeln fiihrt. Zuletzt geht man analog zum Fall
zweier Elektronen vor und diagonalisiert die Hamilton-Matrix, falls nétig und
moglich, was auf die gesuchten Energien fiihrt. In diesem Fall der Kopplung von
drei irreduziblen D.-Darstellungen anstatt nur zwei, steigt der Aufwand be-
reits splirbar an. Das selbe gilt auch fiir die numerische Rechnung, die nicht die
vereinfachenden Effekte der Symmetrie nutzen kann und somit sogar bei diesem
kleinen System schon signifikante Rechenzeiten braucht.

Dieser Fall dreier Elektronen im Ligandenfeld gehort zu den MXy-Molekiilen
mit Vanadium als M-Atom, wie VF3 und VCl,. Es wird sich herausstellen, dafl
die Vorhersage einiger Terme sehr problematisch ist, was aber ebenso fiir die
Numerik gilt, deren Genauigkeit nicht ausreicht, um diese Zustéinde voneinander
zu trennen, was fiir Ubergangsmetal-Systeme typisch ist.



KAPITEL 4. DIE LIGANDENFELDTHEORIE 192

4.4.1 Drei-Teilchen-Zustande

Nun miissen drei Elektronen gekoppelt werden, die sich in einem Spin-Orbital
aus den ersten drei “Molekiilschalen”:

16

+
g 1mg, 1o

g

befinden. Hier vernachléssige ich das zweite o-Orbital, soweit nichts Gegenteili-
ges geschrieben wird. Die Einteilchen-Orbitale sind immer noch Eigenfunktionen
des Einteilchen-Hamiltonians der Form (4.3.32) mit (4.3.34). Jedoch wird hier
eine Konfiguration:

(04mglo, )" mit n =3

dreier Elektronen in diesen Orbitalen zu Termen:

2541
1A

gekoppelt. Zu jedem dieser Terme wird eine Wellenfunktion:

|?5TIA(Konfig.)) = V(1 A, S, Mg = S)(Konfig.) Dim(A) =1
|25TIA, (Konfig.)) = W(r,A,A =+;5, Mg = S)(Konfig.) Dim(A) =2
(4.4.3)
konstruiert und angegeben. Diese Wellenfunktion soll im Falle einer zweidimen-
sionalen Darstellung immer die erste Basisfunktion, also v = + sein. Es gilt

soweit alles aus Abschnitt 4.3.2, nur daf§ die Konstruktion der Zustdnde dies-
mal modifiziert werden mufl. Man koppelt zunéchst die Terme aus Konfiguratio-
nen dquivalenter Elektronen zusammen und koppelt diese dann zum endgiiltigen
Term. Zuletzt wird der Antisymmetrisierer fiir drei Teilchen angewandt,
um aus Produkten aus einer 2er Slater-Determinante und einer Funktion eine
3er-Determinante zu machen. Diese Methode ist wohl die Einfachste fiir die sym-
bolische Konstruktion. Es gibt noch weitere Methoden, insbesondere im Fall der
Kopplung von O(3)-Atom-Wellenfunktionen, auf die ich hier jedoch nicht ein-
gehen mochte. Die Methode des Antisymmetrisierers kann zum Beispiel in [15]
nachgelesen werden. Die drei hier verwendeten Antisymmetrisierer sind:

A?L[ZS}) = \/Lg E — Pugy — P(13)) A%2,3)
A?[1,21,3) = \/Lg E — Pag) + P(123)> A%LQ) (4.4.4)
Ay = 5 (£ — Pasy — Pus) — Pas) + Praas) + 15(132))
mit: .
o .
Abg) =3 (B-1;) . (4.4.5)

wobei die Operator-Permutationen Pp in Zyklen-Schreibweise angegeben wor-
den sind und E die Identitédts-Permutation ist, die kein Elektron vertauscht. Die
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Zyklen-Schreibweise fiir Permutationen fafit Symbole zusammen, die durch eine
Permutation ineinander iiber gehen, wie zum Beispiel:

(12) == (;?g) (123) := Ggf) (132) = (5;) . (4.4.6)

Die Wirkung dieser Operatoren ist folgende:

A(lpg a(1)[€0)(2,3) = |agC)
12]3‘50(1’2)@(3) = |&Ca) (4.4.7)
Al oa(D)BRE) = |aby)

wobei die [£()(i,])’s bereits 2er-Slater-Determinanten sind, die durch die An-
wendung von A? ) unverdndert bleiben. Der 2er-Antisymmetrisierer wurde nur
wegen der mathematischen Konsistenz mit eingebaut, hat aber keine Wirkung,
wenn der Operator auf Produkte von Einzelfunktionen mit 2er Determinanten
angewendet wird. Als Beispiele fiir die Anwendung dieser Methode will ich je-
weils eine Funktion der Terme aus der Konfiguration 53103 berechnen, welche da
sind:
Sooh = (15 @°%; @ 'Ty) x %0} =5 @', @75, ¢ °T, .

Die Zwel—Tellchen—Zustande der Konfiguration &; waren (4.3.96):
'S5 (07)) = \/% (10404) +16-5-))
PS, 2) = 15.0)
@) =
Der Term *%} aus 0.0, :

Nun konstruiere ich explizit die Drei-Teilchen-Wellenfunktion [*Xf (020,)), indem
ich den Term 'Y} aus 6, mit *o," kopple.

N E'i‘ E+
|222_(520';_)> = Ai())[l 2,3) ( E"‘ Eﬁ‘ ) | E+(52)> 1/2 _
g
1 < < f—
2 <A<u,z1,s>|5+5+>a; + A?[1,2]73)|5_5_>0;'>

1
75 10+

Dabei waren sowohl die Spin- als auch die Bahnkopplung einfache Multiplikatio-
nen.
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Der Term °T', aus (5303:

Nun konstruiere ich explizit die Drei-Teilchen-Wellenfunktion [’I'} (0Z0,)), indem
ich den Term 'Ty aus 07 mit *o;} kopple.

i r, of | T
Ty(0.0))) = A 1P s\ 12
T +(0504)) = Afn21) ( _f 03 _i ) | F+(59)>Xaj -
1 A < ~ —
= =5 (Ah 18,500} = Alo-3307)

1 < 4+ 5 o+
-7 (10:050}) — [6-3_07))

Auch hier waren die Spin- und Bahnkopplung einfache Multiplikationen.

Der Term 429_ aus 6303:

Analog zu den obigen Zustdnden erhélt man auch hier:

- 2 ¥, of | X, - 1/2
157 @0 = Ao (52 01|50 )P G -

= Al apl0s0-)of = 16.0-07) .

Der Term 22; aus (530;:

Diese Kopplung eines Tripletts mit einem Elektron zum Doublett ist etwas schwie-
riger, da hier die Spins “wirklich gekoppelt werden miissen”. Man erhalt:
Yo oof

— Ac Zi
‘429 ((520;» = Af[172],3) ( EZ 03 23 ) X ...
1 1/2 | 1/2 ) 3¢ 52 e
{ ( 1 —1/2]1/2 ) O =

(0 1rs| 1 ) PE @M = 0L} =

" 1 B B 3
- A?ua],s)\/g (200400 )7) — 040 Yo —[646-)a)

1 _ —
— \E s ~ 5~ b))

Die Vorgehensweise der Kopplung ist damit soweit klar, bis auf die beiden Kon-
figurationen 53 und 7T2, die auf eine besondere Art und Weise konstruiert werden
miissen. Zur Verdeutlichung der Problematik will ich nur angeben, dafl zum Bei-
spiel aus der Konfiguration (52, wie bekannt die Terme:

15+ 3y — 1
ety ell,
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resultieren. Koppelt man an (53 ein drittes d4-Elektron, so erhélt man die Terme:
('S @S, @'Ty) x 26, =2A, @Ay & A, @A, 0, . (4.4.8)

Diese Terme wiirden nur dann auftreten, wenn das Elektron aus einer anderen ¢,-
Schale stammen wiirde. Nun ist es so, daf§ die Konfiguration 53 nur den einen
Term *A, enthilt! Das kommt daher, daf 5;1 eine geschlossene Schale ist und
(5;’ ein d4-Loch im (53—”Vakuum” ist! Dementsprechend lauten die drei-Teilchen-
Zustinde zu 0,

PAL(G)Ms =1/2) = [6:0-0-)

— 4.4.9
PA(9)Ms = 1/2) = 18.3,0) 449)
und zu 73:
g
I (m)Ms =1/2) = |mym_7T-)
PO (r)Ms = 1/2) = |mymom) (4.4.10)

Die Konstruktion dieser Wellenfunktionen mit den Antisymmetrisierern wiére
auch ohne weiteres moglich, aber nach deren Anwendung miifite neu normiert wer-
den und die Phase wére unbestimmt. Insofern ist die Teilchen-Loch-Symmetrie
eine elegantere Variante. Mit den fehlenden Termen aus (52 und 72 konnen nun
alle weiteren Zustéande problemlos konstruiert werden.

Nun steht man wieder vor der Aufgabe, den Aufwand moglichst gering zu
halten und fiir jeden Term nur eine Funktion anzugeben. Dies gelingt erneut mit
den Operatoren Si und [:Z aus den Abschnitten 4.3.5 und 4.3.6, die nun auf
hohere Determinanten wirken miissen. Beide Operatoren lassen sich problemlos
auf N-Elektronen verallgemeinern. Die Wirkung von S, auf eine allgemeine De-
terminante ist:

N
S X s XN ) =D Bmsygryal e XA ) (4.4.11)
=1
Der Operator L, wirkt nach:
N
LelXiiame  Xoiwem) = 1 D malial + [+ Xm0} (4412)
=1

wobei hier m € {+, —} der Basisfunktionsindex fiir die Darstellung D ist. Ein
Zustand ist eine Linearkombination aus Determinanten der Orbital-Menge «:

PSTANMs) = " bala)

und damit folgen alle weiteren Zustdnde aus dem ersten, durch Anwendung von:
2SHANMg £ 1) = L > baSila)
PIRA=NMs) = baL:|a)

(4.4.13)
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4.4.2 Zusammenfassung der drei-Teilchen-Zustéinde

Im letzten Abschnitt wurden die Methoden gezeigt, mit denen die drei-Elektro-
nen-Orbitale konstruiert werden. Es wird zu jedem Term nur eine Wellenfunktion,
und zwar entsprechend (4.4.3) angegeben. Alle weiteren folgen durch Anwendung
der Operatoren S, und L, nach (4.4.13). Verteilt man drei Elektronen auf die
Schalen d,, m, und o := 1o, so folgen daraus die Konfigurationen:

83, 0imy, 620), Ogma, dgmgo ), Og(af)?, mh, waok, my(o))? (4.4.14)
5 =24, :
PAL(63) = [646-0-) (4.4.15)

oimg = I, & I, @ 31, & *H, & *P, :

1L (05mg)) = \/ (16401 m4) +10-0-74))

’4H+(5§7Tg)> = [040-7)

BIL (Pm,)) = L (23,0 7) — 0,6 7 ) — 0.5 7)) (44.16)
PH (5mg)) = 5 (10404m4) = [0-0-my) = [640-m_) +[0,0-7_))

20, (32m,)) = L(168sme) — 103 my) 4160 7 ) — [5,6.7)

2 — 2 4y — 2y — 2 .
bjof =27 @8, @ °X, @ Ty :

XS (0210))) = %(!§+(5+01 + |6_6_01))
"S5 (551o7)) = 1640-01) _ _ (4.4.17)
*Y, (0210))) = %(2|(5+5 o1) — |040_01) — [046_01))
T (@R107) = L (16:5.01) — 5.5 n))
0gme = 10, @ A, ® 3N, @ Ty @ %, @ *5]
1AL (6ym7)) = \/L§(|5+7T+7+>+|5+7T—7—>)
18,02 = o)
AL G,m) = s (QFmm) - mE) — 67 m) s,
PLe(gm;)) = 5 (047 Ts) = [0pm-7_) — |07y T) + [0-Tym_))
P2, (0gm)) = 5 (04my @) — |04T o) — |07y Ty) + 077 )
P25 (0,m)) = 5 (04myTy) — |0ym 7o) +|0my 7o) — |07 ym))
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Ogmgoy = 10y & [Py & 50y & Iy & {11, & 3T, :

4D (5ym108)) = 5 (Bemson) — 67 1))
‘%‘D+(597T91‘7;)> = \/% (2|5+7T+51> — 04Ty 01) = [04mion) — ...
=210 mTy) + 6T o) + [6_m_01))
30+ (04mloy)) = 5 ([0:7401) = [04mion) = [0-T-01) + [0-7_01))
MILm10]) = & (emeo) + 107 o))
L (0gmgloy)) = \/% (2004m471) — 047 101) — [0 my0n) + ...
L H200m ) — 6T o) — [d_m_01))
BIL(dymgloy)) = 5 ([0:7401) = [04mion) +10-T-01) — [0-7_01))
(4.4.19)
59(0;)2 = 2Ag
AL (6,107 )) = [6,07) (1.4.20)
7T2 = 11,
I (73)) = |mym_7_) (4.4.21)
mlof =28t @ '8, @ 28, @ *A,
PELRL) = (meaon) + 7o)
'S, (r2lo))) = |mem_oq) (4.4.22)
PE(r2Lop)) = s @lrer_on) — o) — [Feron)
PRI = (mReon) — 7o)
my(og)? = "1,
PIL (ry(105)2) = [maondn) (1.4.23

Die fehlenden Zusténde kénnen mit den Operatoren S'i und f)z bestimmt werden
(siche 4.4.1), und die selben Funktionen erhélt man auch fiir das zweite o-Orbital,
nur dafl man dann oy durch o9 ersetzen mufl. Nachdem nun die Zustande bekannt
sind, kann mit der Berechnung von Matrixelementen begonnen werden.
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4.4.3 Die Matrixelemente, Slater-Regeln

In diesem Abschnitt soll die Berechnung von Matrixelementen, insbesondere die
des Hamilton-Operators, auf groflere Determinanten verallgemeinert werden. Der
Fall der 2er-Determinanten wurde bereits in Abschnitt 4.3.8 besprochen. Ich de-
finiere hier die Slater-Determinante der Dimension N x N als:

Xa<1> Xb(l) Xz(l)
(2 J(2) - v.(2

\ab---z>=!xaxb---xz>:=% Xf) X§> X§> o (4.4.24)
Xa(N) Xo(N) -+ xz(N)

wobei die Spin-Orbitale y,, (i) von den Spin- und Orts-Koordinaten (i) := (7, 0;)
des i-ten Elektrons abhéngen und jeweils orthogonal und normiert sind:

o) = [ ar @l == X [ o) = b (1425)

Nun betrachtet man ein Matrixelement zwischen zwei solcher Determinanten.
Als erstes kann man zeigen, dafl im Falle eines Operators F, der symmetrisch
beziiglich Vertauschung der Elektronen-Koordinaten ist, alle Produkte
der ersten Determinante den selben Ausdruck liefern. Es gilt also:

Xo(1)  xz(1) X;(1) Xar (1) xw(1) x> (1)
Xa(2)  x3(2) X5 (2) 7 Xa(2)  xw(2) X~ (2)
@) GO x| @) ) - xe (V)

Xor (1) xw(1) x(1)

e (2 (2 (2

= [imar - ariang @) conp|

Xo(N) xw(N) -+ xz(N)

(4.4.26)

Im néchsten Schritt mufl man Operatoren bestimmter Form annehemen, um wei-
terzukommen. Bevor auf diese Weise fortgefahren wird, wird noch eine Konven-
tion festgelegt, die die Berechnung der Determinanten sehr erleichtert, da kei-
ne zusédtzlichen Vorzeichen auftreten. Die rechte Determinante soll soweit wie
moglich der linken Determinante d&hneln und alle gemeinsamen Orbitale miissen
in der selben Reihenfolge auftauchen. Bevor ein Matrixelement berechnet wird,
bringt man zuerst beide Determinanten in diese Form der maximalen Uber-
einstimmung oder maximum coincidence und wendet dann die folgenden
Regeln an.
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Normierungsintegral F=1:

Beim Normierunsintegral miissen beide Determinanten die selben Orbitale ent-
halten, sonst enthélt jeder Summand der Determinante in (4.4.26) einen Faktor
Null, der alles verschwinden 148t.

F=1
Fall 1: |K)=|---mn---)
(K|1|K) =1
(4.4.27)
Fall 2: |K)=|---mn---)
L) =|--pn---)
(K[|L) =0

Einteilchen-Operator ' = O; = Zf\il f(i):

Im Falle des Einteilchen-Operators kann jeder Summand des Operators héchstens
ein Orbital der Determinante so verdndern, daf§ es nicht mehr orthogonal zu sei-
nem Partner im Integral ist. Unterscheiden sich beide Determinanten um zwei
oder mehr Orbitale, so wirkt in jedem Fall die Orthogonalitdt und das Matrix-
element wird immer Null.

F=3y0" 1)
Fall 1: |K)=|---mn---)
(K|O|K) = 32, (m] flm)

Fall 2: |K)=|---mn---)

L) =|---pn---) (4.4.28)

(K|O1|L) = (m]flp)

Fall 3: |K)=|---mn---)

Ly=1-pq--)

<K’OAl|L> =0
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Die Groflen (m|f|n) sind die aus (4.3.124) bekannten Einteilchen-Integrale:
()= [ drta) . (1.4.29)
Im Falle des Einteilchen-Anteils des Hamilton-Operators:
9%1 = fo{le—(i) = Z }Al(z)
sind die Einteilchen-Integrale gegeben als:

(k’h’l) = (ngukik|h|X2Llil) = 5mk,mz5nk7nzéuk,m(sik7iz€nwk (4'4'3[))

mit den Einteilchen-Energien €5, €., €1, und €, aus (4.3.34) oder (4.2.97) mit
Details.

Zweiteilchen-Operator F = 0, = 3.7 | Zj\;l g(i,j):

Im Falle des Zweiteilchen-Operators kann jeder Summand des Operators hoch-
stens zwei Orbitale der Determinante so verdndern, daf sie nicht mehr orthogonal
zu ihren Partnern im Integral sind.

F= Zz]il Zj\;zg(Z?j)

Fall 1: |K)=|--mn---)
(K|Os|K) = z]i: évj ((mnl]glmn) — (mn|glnm))

m=1n>m

Fall 2: |K>:|mn>
L) =1 -pn--)
(K|0s|L) = 3 ((mnlglpn) — (mnlglp))
Fall 3: |K)=]|---mn---)
L) =1]---pg--)
(K|O2|L) = ((mnlglpq) — (mnlglqp))
Fall 4. |K)=|---mno---)
L) =1]---pgr---)

<K|OQ|L> =0

(4.4.31)
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Unterscheiden sich beide Determinanten um mehr als zwei Orbitale, so wirkt
wieder die Orthogonalitéit und das Matrixelement wird immer Null. Die Summa-
tion der Orbitale unter der Bedingung n > m soll hier die Summation iiber alle
verschiedenen Paare symbolisieren.

Ist Og der Elektron-Elektron-Term des Hamiltonians:

N N

A ~ ~ o 1

02 = g‘(:g = E :H:e—e— (Z,j) = E 7’_ s (4432)
ij=1 ig=1 "

1<J 1<J

so hat man es mit den Zweiteilchen-Integralen in Physiker-Notation zu tun:

1 1
(abled) i= (b= |ed) = [ drdrai(DG @@ . (1433
Zur Vereinfachung der obigen Regeln wird in diesem Fall oft:
(ab||cd) := (ab|ed) — (abldc) (4.4.34)

definiert. Die Berechnung der Zweiteilchen-Integrale erfolgt nach Abspaltung des
Spin-Anteils:

(abled) = dpmy.meOmy.my (Naftala; ol | Netlelc; Naftala) (4.4.35)

durch Anwendung der Symmetrien (4.3.145) und Analyse nach Abschnitt 4.3.9.
Zuletzt werden die elementaren Integrale nach der Tabelle (4.3.174) durch Para-
meter ausgedriickt.

Zuletzt will ich noch ein Beispiel fiir die Anwendung der obigen Regeln geben
und werte ein Diagonal-element des Hamilton-Operators H; + Hy aus:

(6,017 |H|0,0171) = (6,0051|H1|0,0071) + (60101 |Ha|d 00 =
= (0+1h]8+) + (o1[hlon) + (@1 |hfT) + ...
+ (0401]|0101) + (6471(|0471) + (0151]|o1071) =
=€+ 2€1, + (0101|0401) — (0101|0104 ) + ...
<o+ (0101|0401) — 0+ (0101]|0101) =0 = ...
= €5+ 2¢€1, +2(0,01|0101) — (0404 |0101) + (0101]01071)
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4.4.4 Die Theorie fiir VX,

Nun sind alle Vorraussetzungen zur Berechnung der Matrixelemente erfiillt. Der
Fall dreier Elektronen im Ligandenfeld gehort zu den betrachteten Molekiilen
VF; und VCl,. Im folgenden werden Matrixelemente angegeben, aus denen die
Energien entweder sofort oder nach Losung eines Eigenwertproblems folgen. Auch
hier wurden nur Konfigurationen der ersten drei “Molekiilschalen”:

(1)éy, (1)my, 109+
einbezogen. Im Gegensatz zur TiXs-Theorie werde ich hier die Energien in der
Reihenfolge der Dimensionen der zugehérigen Eigenwert-Probleme angeben. Zu-
erst Terme, die nur einmal vorkommen, dann Terme, die zweimal vorkommen und
so weiter. Mit jeder Erhohung der Dimension der zugehorigen Hamilton-Matrix
steigt natiirlich auch die Komplexitéat der Ausdriicke fiir die Energien. Ich werde
hier nicht alle Energie-Niveaus angeben, da die Numerik auch nicht mehr héhe-
re Terme liefern konnte und eine Auswertung der Parameter aus diesen Niveaus
somit nicht moglich ist. Umgekehrt ist es bei bekannten Parametern der Ligan-
denfeldtheorie natiirlich mdoglich, alle diese Terme numerisch zu berechnen. Von
allen folgenden Diagonalelementen ist die konstante Verschiebung:

3A + 365

abgezogen worden, was der selben Vorgehensweise, wie im TiXo-Fall (siehe 4.3.11)
entspricht. Nach Abzug definiert man:

€r = €x — €55, €lg = €16 — €5 -

Die von der Theorie gelieferten Energien sind bis auf eine konstante Verschiebung
definiert, weshalb zunéchst nur Differenzen zwischen den Energien mit vorhan-
denen Daten verglichen werden konnen.

Einzelne Terme
Zuerst zu den Termen, die einzeln vorkommen. Diese sind:
LE(*®y(6gmglof)) = K +er—8B

LE(*A(5,72)) = 2.,.—15B (4.4.36)
LE(2Hy(82m,)) = e, —6B+3C

mit:
K = e, — 2A(1 — k%) + 20%(fo — g2) — TK*B .
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Zweifache Terme

Nun zu Termen, die zweimal vorkommen und die die Eigenwerte einer 2 x 2-
Hamilton-Matrix sind.

1/2B('1,) = L(K+2, -8B /(K+4B)?+ 216%232>
1/2E('S;) = L(2K +2e, — BF /(2, + 18:2B — 9B)” + 14432)
12E(°Ty) = 3(K +2e;45(C — B)+r*C —5B) +0%gs + 4kohy F ...

Fv/(2ex — K —13B+ C — k%(C — 5B) — 029y — 4kohg)? + 24(chy — /@B)2>
(4.4.37)

Hohere Terme

Zu den Termen, die mehr als zweimal vorkommen, gebe ich keine Losungen an,
denn es miiiten die analytischen Ausdriicke von Eigenwerten zu 3 x 3-Matrizen
angegeben werden. Sind die Parameter der LF'T gegeben, dann kénnen alle Ni-
veaus aus ihnen berechnet werden, indem die Eigenwerte numerisch aus den nun
mit Zahlen bestiickten Matrizen bestimmt werden. Ich habe mich deshalb da-
zu entschlossen, gesuchte Parameter zu drei- oder mehrdimensionalen Hamilton-
Matrizen durch Vergleich der numerischen Ergebnisse mit bekannten numerischen
Energien zu bestimmen. Wie dies geschieht wird in den Abschnitten {iber die Li-
gandenfeldtheorie zu den einzelnen Molekiilen gezeigt. Von den Termen dieses
Typs fehlte in den numerischen Ergebnissen immer mindestens einer, so daf} sie
fiir die Bestimmung der Ligandenfeldparameter aus gegebenen Energieniveaus
sowieso nur schlecht geeignet sind.

Die analytische Form der jeweiligen Hamilton-Matrizen soll nicht angegeben
werden, sondern nur ihre Dimension und die Herkunft der Eintrage:

Term-Typ Abstammung Anzahl
2P, (52779 , 2 X (5 7rg 3
2y 52 5, O 20+ 3
9 g g ’ 1 Tg0yg

2nt oo, 5 T, 30; 3 (4.4.38)
2 3 2

2Ag 592, 2 X 5 U 6 Er )3, WgU;Jr ) 5

11, 2 X Ojmg , 2% 5g7rgag , Ty, Te(oy) 6



Kapitel 5

Einige Uberlegungen zu
MXy-Molekiilen

Dieses Kapitel enthilt einige theoretische Betrachtungen zu MXs-Molekiilen, die
bei der Erstellung und Auswertung der numerischen Energien wichtig sind. Es
wird erklart, welche atomaren Orbitale miteinander zu Molekiilorbitalen linear-
kombiniert werden und zu welcher Symmetrie sie gehoren. Weiterhin gebe ich
eine kurze Einfiihrung in die Theorie der kleinen Schwingungen eines linearen
MX,-Molekiils an.

5.1 Die MXs-Molekiilorbitale

Bei der folgenden numerischen Berechnung der Energien dieser Molekiile ist es
wichtig zu wissen, aus welchen atomaren Orbitalen der einzelnen Atome die Mo-
lekiil-Orbitale (MO’s) aufgebaut werden. Diese Betrachtung erméglicht die kor-
rekte Wahl des Orbitalraumes fiir die spéatere Numerik und macht erneut plausi-
bel, warum das 4s-Orbital mit dem 3do-Orbital gemischt werden mu8f.

Ein lineares MX,-Molekiil kann bei dieser Betrachtung als gekoppeltes System
der beiden Halogen-Atome X, mit dem Ubergangsmetal-Atom M angesehen wer-
den. Man kann diese beiden Teile zunéchst getrennt betrachten und dann zusam-
menfiigen. Dabei werden fiir das Zentralatom und das Xy-Molekiil die bekannten

o @ o - @ o °
MX,

Abbildung 5.1: Aufteilung der MO-Betrachtung

204
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symmetrie-adaptierten Linearkombinationen (SALC’s) aus den atomaren Orbi-
talen gebildet und spéter die passenden SALC’s zu MQO'’s linearkombiniert.

5.1.1 Das zentrale M-Atom

Zuerst wird das Ubergangs-Metall-Atom M im Schwerpunkt des Molekiils be-
trachtet. Dazu muff nur die Aufteilung der atomaren O(3)-Orbitale des Atoms
in irreduzible D -Darstellungen durchgefiihrt werden. Man ordnet also die re-
ellen atomaren Orbitale, welche sowohl Basisfunktionen der O(3)- als auch der
Doon-Darstellungen sind, den irreduziblen D.,-Darstellungen zu. Das entspricht
einer Reduktion der Symmetrie von O(3) nach Dy, welche in Abschnitt 3.5.1
besprochen wurde und in (3.5.12) anschaulich zusammengefasst ist. Die atoma-
ren Einteilchen-Orbitale ordnen sich folgendermaflen auf die irred. Darstellungen
von Dggp:

Schale enthaltene Darst. von Dy,
s o (s)
p Tu(Pas Py) © 0of (D)
d 5g(dm2_y2, dmy) D Wg(dxz, dyz) D O';r(dzz)
f ¢u(fx(:c2—3y2)a fy(3a:2—y2)) S 5u(fz(a:2—y2)7 f:cyz) ¥ 7Tu(foZa fyzQ) S O-J(fz:“)

(5.1.1)
ein, wobei die Paritiit (—1)! der Einteilchen-Orbitale beachtet werden muf}. In
der obigen Tabelle wurden dabei anstelle der Indizes vom Typ \/L_zj: die reellen
sphérischen Tensoren benutzt, was der Namensgebung der reellen Kugelkoordi-
naten (siche 3.3.39) entspricht.

Nun werden hier nur Ubergangsmetalle aus der ersten Reihe betrachtet, deren
Grundzustands-Elektronen-Konfiguration vom Typ:

15%25°2p°35?3p%(3d4s)"t? =: [Ar](3d4s)"*? (5.1.2)

ist. Die Klammer, die die beiden Schalen 3d und 4s einschlieit, soll andeuten,
daB sich n + 2 Elektronen auf diese beiden Schalen verteilen. Dabei ist n = 1
fiir Scandium, n = 2 fiir Titan, n = 3 fiir Vanadium, n = 4 fiir Chrom und so
weiter. Nach der {iblichen chemischen Anschauung gehoren die ersten Schalen, die
die Argon-Konfiguration bilden, zum geschlossenen (Elektronen-) Kern des
Atoms, dessen Anregungen energetisch relativ hoch sind. Diese Orbitale tragen
kaum zu den chemischen Bindungen bei und werden hier als geschlossene Schalen
angenommen. Die 9 Orbitale des geschlossenen Argon-Kerns verteilen sich laut
(5.1.1) in die Menge:

[Ar] = 15°25°2p°3s%3p° =3 X s @2 xp =3 X o) ®2x 0 2 x 7, (5.1.3)
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von Dg,-Orbitalen linearer Symmetrie, wobei zu beachten ist, dafl m-Orbitale
zweifach entartet sind und 2 Orbitale enthalten. Die 3d- und auch die 4s-Schale
sind die beiden obersten Schalen, die sogenannten Valenzschalen, welche fiir
die chemische Bindung verantwortlich sind. Die beiden Valenzschalen 3d und 4s
kommen keineswegs immer geschlossen vor, sondern in verschiedenen Konfigura-
tionen. Ihre Orbitale verteilen sich nach:

3dds=s®d —2x 0, Dmy®I, (5.1.4)

wobel - und 7-Orbitale zweifach entartet sind. Insgesamt teilen sich die besetzten
Orbitale der Ubergangsmetalle der ersten Reihe folgendermaflen in D,.,-Orbitale
auf:

[Ar]3dds — 5 x 0y ®2X of ®2X T, DTyD I, . (5.1.5)

Die Ubersichts-Skizze dieser Aufspaltung ist in den noch folgenden Molekiil-
Orbital-Diagrammen enthalten.

5.1.2 Die zwei Halogene F; und Cl,

Nun geht es um die Aufteilung der atomaren Einteilchen-Orbitale beider Halogen-
Atome. Diese Betrachtung entspricht der fiir ein Molekiil vom Typ Xs;. Man
teilt sich iiblicherweise die Arbeit fiir verschiedene Schalen auf und betrachtet
nicht alle Schalen der Atome auf einmal. Die Elektronen-Konfigurationen der
hier verwendeten Halogene Fluor und Chlor lauten:

Fluor: 1s%2s%2p°
Chlor: 1s5%2522p%3523p° (5.1.6)
Da auch spéter keine héheren Schalen mit einbezogen werden sollen, reicht es,
nur s- und p-Schalen zu betrachten. Nun will man aus den atomaren Einteilchen-
Orbitalen neue Molekiilorbitale konstruieren, die die geforderte D..,-Symmetrie
erfiillen. Dazu findet man heraus, welche reduziblen Darstellungen die Gruppen
von Orbitalen bilden und zerlegt diese in ihre irreduziblen Bestandteile. Das Re-
sultat sind sogenannte Symmetrie adaptierte Linear-Kombinationen oder einfach
SALC s. Diese Linearkombinationen sollen hier kurz anschaulich hergeleitet wer-
den und nicht mit den méchtigeren, aber sehr abstrakten Projektions-Operatoren
(2.3.45) aus Abschnitt 2.3.2.

Bevor man die SALC’s konstruiert, mufl man wissen, welche irreduziblen Dar-
stellungen von den Ausgangs-Orbitalen gebildet werden. Dazu bestimmt man die
Charaktere ihrer Darstellung. Im Falle der Gruppe D, miissen nicht alle Cha-
raktere bestimmt werden, sondern nur die von C,, und der von I , da Doy, ja
das direkte Produkt aus C., und C; ist. Da konjugierte Operationen den selben
Charakter haben, reichen die Charaktere von E , éz(gb) und &, aus, um die C,-
Darstellung zu bestimmen. Zuletzt bestimmt man den Charakter von I, was zur
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vollstandigen Klassifizierung ausreicht. Zuerst soll die Darstellung zweier belie-
biger s-Orbitale gleicher Hauptquantenzahl analysiert werden, die in Abbildung
5.2 abgebildet sind. Die beiden Orbitale seien durch s(1/2) symbolisiert, wobei
s(1) zum ersten und s(2) zum zweiten Halogen gehort, was aber beliebig, wenn
konsistent, gewahlt werden kann. Die beiden Basisfunktionen verhalten sich unter

X

Abbildung 5.2: Zwei gleiche s-Orbitale der X5-Atome

den wichtigsten Operationen, wie folgt:

Symmetrie-Operation Charakter

B0 @) =60 @) (5 V) e -2
C0) () 5(2) = (1) s@) (5 §) e =2
e (s(1) 52) = (62) s0) (] ) o) =0
F(s(1) s(2) = (s2) s(1)) <(1) é) (1) =0

und daraus folgen die Charaktere der Darstellung zweier dquivalenter s-Orbitale
Zu:

X(E) = x°(C:(¢) =2, X*(0x2) = x°(I) =0, (5.1.8)

was der direkten Summe:

D®) = oy ® oy (5.1.9)

entspricht. Aus den beiden s-Orbitalen werden zwei neue, die nun eine klare
Symmetrie besitzen. Durch “hinsehen” findet man die richtigen SALC’s aus Ab-
bildung 5.3 und 5.4. In chemischer Notation ist das ¢, -Orbital bindend und
o} die antibindende Kombination, die wegen ihrer Knotenfliche hoher in der
Energie liegt. Dies ist auch soweit richtig, aber hier kommen spéter noch die Or-
bitale des M-Atoms hinzu, ohne die eine solche Einteilung keinen Sinn macht.
Die mathematische Form dieser SALC’s lautet:

We(s) = L(s(1) +5(2))
P (s) = \/%(s(l)—s(Q)) (5.1.10)
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Abbildung 5.3: Die a;—SALC der s-Orbitale der X,-Atome

X

Abbildung 5.4: Die o;/-SALC der s-Orbitale der Xs-Atome

Die folgenden SALC’s der p-Orbitale konstruiert man analog, wobei die Prozedur
in [23] nachgelesen werden kann. Die p,-Orbitale zeigen die selben Charaktere wie
die s-Orbitale und enthalten:

DW=t @ol . (5.1.11)

Die SALC’s aus den p.’s sind in den Abbildungen 5.5 und 5.6 skizziert. Die p,-

X

Abbildung 5.5: Die a;—SALC der p,-Orbitale der X,-Atome

und p,-Orbitale miissen gemeinsam betrachtet werden, denn sie werden durch die
Drehungen der Gruppe miteinander gemischt und bilden zwei zweidimensionale
Darstellungen. Die Charaktere der Darstellung aus allen p,- und p,-Orbitalen
lauten:

WP(E) = 4, xP(C4(6)) = dcos(6), PP (00:) = () =0, (5.1.12)

was auch in [23] nachgelesen werden kann. Die Wirkung der Drehung auf diese
Orbitale @&hnelt der auf die Koordinaten x und y. Die Darstellung aus den vier
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Abbildung 5.6: Die o;7-SALC der p,-Orbitale der Xy-Atome

pz- und p,-Orbitalen zerféllt in die beiden zweidimensionalen Darstellungen m,
und my:

DP=P) = o, . (5.1.13)

In den beiden Abbildungen 5.7 und 5.8 sind jeweils beide Komponenten der
Darstellung gleichzeitig skizziert, um Platz zu sparen. Insgesamt bilden die

X

Abbildung 5.7: Die m,-SALC’s der p,- und p,-Orbitale der X,-Atome

Abbildung 5.8: Die 7,-SALC’s der p,- und p,-Orbitale der X,-Atome

Orbitale der ersten beiden Schalen der beiden Halogen-Atome folgende Darstel-
lungen:
Schale enthaltene irred. Darst. von Dy,
s of ©oy
P of QoS OT, DT,

, (5.1.14)
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wobei ein ,,x“ die antibindende Darstellung kennzeichnet. Die explizite Form die-
ser SALC’s lautet einfach:

Typ Form Bemerkung
oF \/ii(s(l) +5(2)) bindende s-Kombination
of \%(s(l) —s(2))  antibindende s-Kombination
of \/Li(pz(l) + p.(2)) bindende p,-Kombination
ot \/ii(pz(l) —p.(2)) antibindende p,-Kombination (5.1.15)
() e \/ii(px(l) +p»(2)) bindende p,,)-Kombination
(T )y \/Li(py(l) +py(2)) bindende p(,,)-Kombination
(Tg) \%(px(l) — p»(2)) antibindende p(, ,)-Kombination
(7g)y \/ii(py(l) —py(2)) antibindende p(,,)-Kombination

5.1.3 Das Molekiil MX,

Der letzte Schritt bei der Analyse der MO’s besteht in der Uberlagerung der
SALC’s gleicher Symmetrie zu den Molekiil-Orbitalen. Die energetische Reihen-
folge wird in der Chemie anhand des Knotensatzes abgeschétzt, was aber nur
eine grobe Richtlinie ist, insbesondere wenn es um die Reihenfolge von Orbita-
len verschiedener Symmetrie geht. Hier wurden die Energien aus den MCSCF-
Rechnungen als Kriterium fiir die Reihenfolge angenommen.

Das folgende Molekiil-Orbital-Diagramm fiir die Energien gibt die energeti-
sche Reihenfolge der MO’s eines , typischen“ MF,;-Molekiils und ihre Abstam-
mung an. Das bedeutet, dal die Reihenfolge streng gesehen nur qualitativ gilt,
aber sie ist, bis auf wenige Vertauschungen fast entarteter MO’s, immer die selbe,
was iibrigens auch fiir fast alle weiteren MX5-Molekiile mit M aus Cr-Zn gilt. Die
Abbildung 5.9 zeigt die ersten MO’s eines MFs-Molekiils, wie TiFy oder VFs,
wobei energetisch fast entartete MO’s als Késten ohne Zwischenraum gezeichnet
sind. Bei der Bildung der Orbitale werden fiir die Fluor-Atome nur die besetz-
ten Schalen 1s-2p einbezogen und fiir das Ubergangs-Metall-Atom die Schalen
1s-4p. In diesem Diagramm symbolisieren Linien die Abstammung des jeweili-
gen Molekiil-Orbitals von einer SALC der beiden Teile M oder X5 des Molekiils.
Dabei entspricht eine durchgezogene Linie einem grofien Anteil (> 25%) an dem
jeweiligen MO und eine gestrichelte Linie einem kleinen Anteil (< 25%). Im Fal-
le eines unwesentlichen Beitrags wurde keine Verbindungslinie eingezeichnet. Ich
will nochmals betonen, daf§ es sich hier nur um eine qualitative Skizze handelt!
Die Abbildung 5.10 zeigt die ersten MO’s eines MCly-Molekiils, wie TiCl, oder
VCl; und benutzt die gleiche Notation wie im MF,-Fall.

Man konnte hier schon qualitative Skizzen der MO’s angeben, indem man
Linearkombinationen der SALC’s des Atoms M mit den X5-SALC’s bildet und
diese zeichnet. Solche Bilder wichtiger MO’s werden erst spéater im Rahmen der
numerischen Ergebnisse zu den jeweiligen Molekiilen angegeben.
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Abbildung 5.9: MFy-Molekiil-Orbital-Diagramm
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Abbildung 5.10: MCly-Molekiil-Orbital-Diagramm



KAPITEL 5. EINIGE UBERLEGUNGEN ZU MX,-MOLEKULEN 213

5.2 Kleine elastische Schwingungen

Hier sollen einige wichtige Fakten zur Schwingung der linearen MXs-Molekiile aus
ihrer Gleichgewichtssymmetrie zusammengefasst und plausibel gemacht werden.
Dabei wird hier keine strenge Ableitung dieses Themas gemacht, da diese leicht
in der Literatur zu finden ist (siehe z.B. [24], [25], [26], [23], ...), sondern eine
anschauliche Herleitung auf der Basis der Quantenmechanik. In der Literatur
basieren die meisten Betrachtungen auf der Newton’schen Mechanik.

Ein zweiatomiges Molekiil besitzt nur einen Schwingungsfreiheitsgrad, nam-
lich die Schwingung der beiden Atome gegeneinander. Die Zahl der Freiheitsgrade
eines solchen Systems ist 6, denn jedes der beiden Atome hat 3 Freiheitsgrade.
Nun enthalten die 6 Freiheitsgrade die Translations-Bewegung des gesamten Mo-
lekiils - die Schwerpunktsbewegung. Es bleiben somit immer noch 3 Freiheitsgrade
iibrig, ndmlich zwei Rotationsbewegungen um den Schwerpunkt und die Schwin-
gungsbewegung bei der der Schwerpunkt unveréandert bleiben muf}; da diese Be-
wegung schon ,,absepariert wurde. Dazu ist noch zu sagen, dafl die Rotation des
linearen Molekiils um seine Molekiilachse nicht als Bewegung angesehen wird,
da hier die Atome als punktformig angenommen wurden. In der Realitéit gibt es
solche Rotationen um die Kernverbindungslinie , aber der iiberaus kleine Wert
des Trégheitsmomentes © fiihrt auf enorm hohe Anregungsenergien dieses starren
Rotators, dessen Energien die Form:

h2
ej=—J(J+1) mit J=0,1,2,... (5.2.1)
20
haben.

Ein lineares dreiatomiges Molekiil besitzt 9 Freiheitsgrade von denen wieder
3 zur Translation und nur 2 zur Rotation gehéren. Somit bleiben 4 Freiheitsgrade
fiir Vibrationen {ibrig. Wére das Molekiil gewinkelt, wie Wasser, so gébe es nur
3 Schwingungen. Nun a8t sich aber jede Schwingung des linearen MX,-Molekiils
als eine Linearkombination dieser 4 fundamentalen Schwingungstypen darstellen.
Diese fundamentalen Schwingungstypen nennt man die Normalschwingungen
oder Normalmoden des Molekiils. Zu jeder dieser Schwingungen gehort eine
allgemeine Koordinate, die durch die Bewegungsgleichung eines harmonischen
Ostzillators beschrieben wird. Diese allgemeinen Koordinaten nennt man Nor-
malkoordinaten. Diese Normalkoordinaten bestehen aus den Verschiebungen
der Atome aus ihrer Gleichgewichts-Position. Da man es hier mit kleinen Schwin-
gungen zu tun hat, die aus der Gleichgewichtssymmetrie des Molekiils heraus ge-
schehen, {ibertrégt sich die Symmetrie der Anordnung der Gleichgewichtslagen,
also des Molekiils, auf die Normalkoordinaten. Die Normalkoordinaten koénnen
somit anhand der irreduziblen Darstellungen der Symmetriegruppe des Molekiils
klassifiziert werden. Dadurch kann man das Bewegungsschema der Normalmoden
explizit angeben.

Zur Symmetrie-Analyse der Auslenkungen des Systems, schreibt man diese
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in einen Vektor der Linge 9 und wendet die Symmetrie-Operationen auf sie an.
Dannach bildet man die Spuren der Matrizen und erhélt so die Charaktere der
reduziblen Darstellung, die die Gesamtheit der auslenkungen bilden. Nach der
Zerlegung dieser reduziblen Darstellung in ihre irreduziblen Bestandteile zieht
man die 3 Translationen und 2 Rotationen von der direkten Summe ab und
erhédlt so die irreduziblen Darstellungen, die von den Normalschwingungen ge-
bildet werden. Kennt man die Symmetrie der Schwingungen, so fallt es deutlich
leichter eine Schrodinger-Gleichung dieser Schwingungen aufzustellen mit deren
Hilfe man die Frequenzen aus der Potentialfliche fiir die Normalkoordinate der
Schwingung bestimmen kann. Die 9 Auslenkungen fiir ein lineares MXs-Molekiil
sind in Abbildung 5.11 skizziert. Die reduzible Darstellung, die von diesen 9 Aus-

Xy X0 X1

Yo Yo Y1
X M X
Abbildung 5.11: Die 9 Auslenkungen eines linearen MX,-Molekiils

lenkungsvektoren gebildet wird, besitzt folgende Charaktere:

|E 2C(¢) -+ o000, I 2S.(¢) -+ 00C} |
DAS) 9 34 6cos¢p 3 -3 —1+2cos¢p -3 |

(5.2.2)

die man mit dem Wissen der Gruppentheorie herleiten oder in [23] am Beispiel
von CO, nachlesen kann. Diese reduzible Darstellung kann man folgendermafien
zerlegen:

DAY = o @ 20 @ 2w, B, . (5.2.3)

Nun miissen die Translationen und Rotationen identifiziert werden. Die Transla-
tionen sind immer die Darstellungen der Translations-Generatoren x, y, z einer
Gruppe, welche hier mit Blick auf die Charaktertabelle von D, (3.4.75) als:

D(Transl.) — D(Z) D D(x,y) — O'qj_ @ T, (524)

angegeben werden konnen. Die Darstellungen der Rotationen, die hier nur um
die x- und y-Achse stattfinden kénnen, entsprechen den Generatoren R, und R,
der Drehungen, die in jeder guten Charaktertabelle (siehe (3.4.75)) verzeichnet
sind und:

D®Y) — D(R,, R,) =T, (5.2.5)

lauten. Die Rotationen um die x- und y-Achse sind physikalisch dquivalent und
bilden somit die beiden Komponenetn der zweidimensionalen Darstellung m,. Nun



KAPITEL 5. EINIGE UBERLEGUNGEN ZU MX,-MOLEKULEN 215

wird die Darstellung der Translationen (5.2.4) und die Darstellung der Rotationen
(5.2.5) von der Darstellung aller Auslenkungen (5.2.3) abgezogen, was auf die
Darstellung der reinen Schwingungen des MXs-Molekiils fiihrt:

D(Vib.) — D(Ausl.) . D(Transl.) o D(Rot.) — O_;— D O_;— d T, . (526)

Damit sind die 4 Normalmoden gefunden. Bei jeder Schwingung mufl immer
beachtet werden, daf§ die Schwingung ohne Rotation oder Bewegung des Mo-
lekiilschwerpunktes ablauft. Es gibt eine symmetrische Schwingungsmode, die
sich unter den Symmetrie-Transformationen wie 0; verhilt. Diese symmetri-
sche Dehnungsschwingung ist in Abbildung 5.12 skizziert. Bei der symmetri-

Abbildung 5.12: Die symmetrische Normalmode eines linearen MX,-Molekiils

schen Schwingung werden nur die beiden X-Atome entgegengesetzt ausgelenkt.
Die Normalmode der Symmetrie o, nennt man auch antisymmetrische Schwin-
gung, Kompressionsschwingung oder Stauch-Schwingung. Thr Bewegungsablauf
bei Auslenkung ist in Abbildung 5.13 skizziert, wobei die Auslenkung des Sy-
stems in die entgegengesetzte Richtung zu identischen Energien fiihrt. Die letzte

Abbildung 5.13: Die anti-symmetrische Normalmode des Molekiils

Schwingung besitzt zwei dquivalente Komponenten. Es ist eine Biegeschwingung,
die in der xz- und yz-Ebene ablaufen kann, aber eben auch in jeder gedrehten
Ebene. Diese beiden dquivalenten Schwingungen sind nochmal in Abbildung 5.14
skizziert. Solche Biegeschwingungen besitzen typischerweise relativ kleine Fre-
quenzen.

Nun sind die 4 Normalmoden bekannt und sie kénnen im Detail betrach-
tet werden. Dazu werden im folgenden zwei Hamilton-Operatoren, die das Sy-
stem mit den entsprechenden Freiheitsgraden enthalten, analysiert. In diesen
Hamilton-Operatoren identifiziert man dann die Teile, die die Schwingungen be-
schreiben, indem man die richtigen Koordinaten verwendet. Diese Koordinaten
sind natiirlich die Normalkoordinaten des Systems. Eine solche Betrachtung ist
notwendig, um aus den Potentialkurven die Frequenzen des Molekiils zu bestim-
men.
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Abbildung 5.14: Die beiden Biegeschwingungen des Molekiils



KAPITEL 5. EINIGE UBERLEGUNGEN ZU MX,-MOLEKULEN 217

5.2.1 Die longitudinalen Schwingungen

Zur Bestimmung der Normalkoordinaten und reduzierten Massen der symmetri-
schen und antisymmetrischen Schwingungen wird allein der longitudinale Anteil
des Systems betrachtet. Das betrachtete System ist nocheinmal in Skizze 5.15
aufgezeichnet. Die eingezeichneten Federn stellen dabei die potentielle Energie

M

m m
@ﬁ&m m@ - 7
Zy ) 29

Abbildung 5.15: Das longitudinale System

des Systems dar. Der Hamiltonian dieses Systems lautet:

. 1 02 1 02 1 & u u
He—— s - — —— — — —— 4+ (51— 20— R)?+=(20— 22— R)?*, (5.2.7
2M 022 2m 0z} 2m 023 i Q(Zl 0= R)+ 2(20 2= R )
wobei R der Gleichgewichtsabstand des Ubergangsmetall-Atoms M von einem
der Halogen-Atome ist. Die Grofie u ist die zweite Ableitung der potentiellen
Energie U(R; — Ro, Ry — R2) beziiglich z; — zg oder zy — 2o im Gleichgewichts-
abstand R, wobei die beiden Ableitungen wegen der Symmetrie des Molekiils in

der Gleichgewichtssymmetrie dquivalent sind:
0*U 0*U
U= = . (5.2.8)
8(2’1 — Z()) Glg. 8(2’0 — ZQ) Glg.

Die beiden Potentialterme stammen aus der Entwicklung der potentiellen Energie
um die Gleichgewichtsgeometrie.

Der erste Schritt liegt in der Verwendung folgender Schwerpunkts- und Rela-
tivkoordinaten:

MM = M%](Mzo +mz; + mzy)
Cl = 21— 20— R (529)
(2 = z2—2n— R,

wobei hier die Gesamtmasse M, := M + 2m verwendet wurde. In diesen Koor-
dinaten lautet der Hamiltonian:

Go_ 1 0? _M+m02_M+m0_2+i 0>
 2M, 023,  2mM O¢;  2mM 9C3 M 9(i(o

+ g(cf +¢2) (5.2.10)
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und somit ist die Schwerpunktsbewegung absepariert. Bevor dieser Hamiltonian
eine Summe aus der kinetischen Energie des Schwerpunktes und zweier harmoni-
scher Oszillatoren ist, mufl der gemischte Term eliminiert werden. Dazu werden
die beiden Koordinaten (; » folgendermafien gemischt:

qs = Cl + QQ
5.2.11
Qo = Cl - CQ . ( )
Dies fiihrt auf die gesuchte Form des Hamilton-Operators:
. 1 0? 1 02 1 0% u’
2 e A A R SR, 5.2.12
oM, 02, 21,00  2m00 2% T3k (5:2.12)
wobei folgende Massen definiert wurden:
My, = M+2m
ps = (5.2.13)
_ M3
Ha = S -

Die zweite Ableitung der potentiellen Energie nach den neuen Koordinaten im
Gleichgewicht ist einfach:
1 0*U 1 0*U

, U U

u
u = - — = — =———| =—-. (5.2.14
9q3 Glg. dq; clg. 2 N1 —20)% g 2 0(z0—22)* | 2 ( )
Die Koordinaten (5.2.11) sind also die Normalkoordinaten und lauten:
qs = C1+<2 = 21—22—2R
5.2.15
Qo '= (G —C = 21+20—22. ( )

Die reduzierte Masse der symmetrischen Schwingung p, entspricht der des zweia-
tomigen Molekiils X, ohne Ubergangsmetall-Atom. Die reduzierte Masse der an-
tisymmetrischen Schwingung entspricht der eines Systems aus dem M-Atom und
dem Molekiil Xy mit seiner reduzierten Masse m/2. Die Schwingungsfrequenzen
dieser Normalmoden bezeichnet man als v; und v,, wobei sie durch Vergleich mit
dem quantenmechanischen harmonischen Oszillator zu:

1 u’ 1 m

Fafa = % Hs/a N % 2Ms/a

(5.2.16)

folgen.
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5.2.2 Die Biege-Schwingung

Zuletzt mufl noch die Biege-Schwingung betrachtet werden, die zwei dquivalente
Komponente enthilt. Eine Komponente der Schwingung verlauft in der xz- und
die andere in der yz-Ebene. In welcher Ebene die beiden Schwingungen verlaufen
ist beliebig - die beiden entarteten Frequenzen bleiben immer gleich. Zur Betrach-
tung eines Hamilton-Operators unter dem Aspekt der Biege-Schwingung reicht
es aus eine der beiden Schwingungen zu betrachten.

Bei der Biege-Schwingung veréndert sich nur der Bindungswinkel 6 des MXs-
Molekiils und nicht die Bindungslénge, die fiir beide Halogen-Atome als Gleichge-
wichtsabstand R angenommen wird. Der Gleichgewichts-Bindungswinkel 6, liegt
hier bei 180°. Eine Skizze der Biege-Schwingung in der xz-Ebene ist in Abbil-
dung 5.16 zu sehen. Bei dieser Biege-Schwingung bewegt sich das M-Atom nur in

X

%, | Oy
2NN 0 AL 1
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X =M X) —=2
Xg \ r
_R AN // R

Abbildung 5.16: Die Biege-Schwingung in der xz-Ebene

x-Richtung entgegen der Auslenkung der Halogene und zwar so, daf§ der Schwer-
punkt des Molekiils unveréndert im Ursprung bleibt.

Ich kann die Betrachtung der Biegeschwingung wegen zeitlichen Problemen
nicht mehr ausfiihrlich angeben. Es sei nur soviel gesagt, dal die Normalkoordi-
nate der Biegeschwingung der Biegewinkel ist. Die Schwingung ist, dhnlich wie
beim Pendel, nur fiir:

sinf ~ 6 (5.2.17)

harmonisch, was fiir Winkel bis ungeféhr 20° erfiillt ist. Die reduzierte Masse

lautet dann:
mM

2M,

[y = (5.2.18)



Kapitel 6

Die numerischen Methoden

Nun geht es um die numerische Berechnung der Energien der betrachteten MXs,-
Systeme. Experimentelle Ergebnisse fiir diese Molekiile sind kaum vorhanden, so
daBl die Numerik hier Vorhersagen fiir einige elektronische Eigenschaften machen
muf}. Bei der hier verwendeten Numerik benutzt man sogenannte ab initio Rech-
nungen, die Losungen der Schrodinger-Gleichung mit dem nichtrelativistischen
Hamilton-Operator:

R e 1
o = =3 59 —zz

e e L v, (6.0.1)
+ + A5
;; |Tz_rj| ;;’RA RB’

aus Abschnitt 1 numerisch approximieren. Man teilt diesen Hamilton-Operator
in die drei Terme:

j-CMol — Z h + i: Zgzj + EKerne (602>

=1 j>t

auf, die die Form:

hi = —5Vi = Sl 72 90 = e Breme = Yai poa
(6.0.3)
haben, deren Bedeutung bereits in Abschnitt 1.1 erlautert wurde. Der Anteil
Exerne geht im Rahmen der Born-Oppenheimer-Néherung nur als Konstante ein
und wird zuletzt zur Elektronen-Energie addiert.

Der Ausgangspunkt dieser Methoden ist einerseits die Geometrie des Molekiils
mit den Orten B4 der Atome und deren Ladungen Z4, sowie die Zahl der Elek-
tronen im Molekiil n.. Andererseits startet man mit einer Ausgangs-Basis von
Atom-Orbitalen, die durch eine Linearkombination von Gaufl-Funktionen darge-
stellt werden. Die Idee der Verwendung von Gauf}-Funktionen stammt von John
Pople und wird in [27] ndher beschrieben.

220



KAPITEL 6. DIE NUMERISCHEN METHODEN 221

Aus der Ausgangs-Basis werden natiirliche Orbitale mit Hilfe der MCSCEF-
Methode bestimmt, die wiederum Ausgangs-Punkt fiir eine abschlieSfende MRCI-
Rechnung sind, welche die endgiiltigen Energien berechnet. Es folgt nun eine
kurze Zusammenfassung der Funktionsweise dieser Methoden.

6.1 Die Berechnung der Ausgangsorbitale

Die Molekiil-Orbitale sind die fundamentalsten Groflen in der Quantenchemie.
Nahezu jedes Verstédndnis dariiber, wie sich Elektronen in Molekiilen verhalten,
basiert auf dem Konzept der molekularen Orbitale. Dementsprechend starten fast
alle quantenchemischen Methoden mit der Berechnung der Molekiil-Orbitale des
Systems, den MO’s. In dieser Arbeit werden die MO’s in zwei Schritten berechnet.
Zuerst wird ein Versuchssatz an Orbitalen mit der Hartree-Fock-Methode berech-
net, der im zweiten Schritt als Ausgangspunkt fiir eine weit genauere MCSCF-
Rechnung dient.

6.1.1 Die Hartree-Fock- oder SCF-Methode

Im Rahmen der Hartree-Fock-Methode wird die Vielteilchenwellenfunktion des
Systems durch eine einzige Slater-Determinante (4.4.24):

Do) = [X1s1 X285~ Xvsy)  mit (Po Do) =1 (6.1.1)

approximiert. Die y;’s sind das Produkt aus einer Ortswellenfunktion und dem
tiblichen Spin-Faktor a (up) oder 5 (down) (4.2.3) aus Abschnitt 4.2. Benutzt
man die selbe Ortswellenfunktion fiir das up- und down-Spinorbital, so spricht
man von einer ,restricted Hartree-Fock“ (RHF), wenn jedoch die beiden Spin-Or-
bitale ihre eigene Ortswellenfunktion besitzen, dann handelt es sich um eine ,un-
restricted Hartree-Fock* (UHF). Hier wurden durchweg gleiche Ortswellenfunk-
tionen fiir die beiden Spin-Komponeneten verwendet, was der RHF' entspricht.
Eine ausfiihrliche Beschreibung der HF-Methoden findet man zum Beispiel in [7].

Die Energie des Systems entspricht dem der obigen Determinanten (6.1.1)
und kann mit Hilfe der Slater-Regeln fiir allgemeine Determinanten aus Abschnitt
4.4.3 durch Ein- und Zweiteilchen-Integrale ausgedriickt werden:

Epier. = »_ hi+»_ > ((ilig) = (ilji))
i;l i:l]\f>i (612)
=S bt 3 (Gl - )

ij=1
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wobei hier der Anteil der KernabstofSlung Fxemme. weggelassen wurde. Die Defini-
tion der Einteilchen-Integrale lautet:

. 1 Lz
hiy = (k|h|l) == /dm Xp | —=V?2 - Z % Xi (6.1.3)
2 4o 7= Ral
und die Definition der bekannten Zweiteilchen-Integrale lautet:
1 1
(abled) = (ab\r—wlcd) = //da:l dxs X:(l)xz@)r—wxc(l)xd@) : (6.1.4)

wobei die Integration auch die Spin-Summation enthalten soll. Nun variiert man
die Einteilchen-Orbitale y; so, dal die berechnete Energie minimal wird und die
Orbitale orthogonal sind:

(xilxg) = di (6.1.5)
Das Ergebnis dieser Variation erhélt man durch Losung der Eigenwert-Gleichung:
Flxi) = &ilxa) (6.1.6)
mit dem Fock-Operator Ia , der {iber seine Matrix-Elemente als:
fig = (alFIxg) = hij + ) ((iK]jk) = (ik|k3)) (6.1.7)
k

definiert ist. Die Orbitale, die Bedingung (6.1.6) erfiillen, nennt man auch ka-
nonische HF-Orbitale. Die negativen Orbitalenergien —¢; aus (6.1.6) besitzen
die physikalische Bedeutung eines Ionisierungspotentials, welches notig ist, um
ein Elektron aus dem jeweiligen Orbital zu entfernen. Dieser Satz ist auch als
Koopmans’ Theorem bekannt [7]. Mit der Definition des Fock-Operators lau-
tet die Energie des Systems:

N

Egier. = %Z(hzz + fu) - (6.1.8)

=1

Um eine HF-Rechnung zu realisieren, mufl man eine Basis einfiihren. Diese Basis
besteht {iblicherweise aus atomaren Orbitalen, die in Gauss-Funktionen entwickelt
wurden oder aus SALC’s dieser atomaren Orbitale (siche Abschnitt 5.1), falls das
System eine Symmetrie aufweist. Die Einteilchen-Orbitale x; werden damit in:

Xi) = {g} XY il o) (6.1.9)

I

entwickelt. Die Variation der Energie des Systems nach den Orbitalen wird so zu
einer Variation der Koeffizienten c,; dieser Entwicklung. Damit wird die Bedin-
gung (6.1.6) fir die optimalen Orbitale zu:

D el Flon) =) {pulen)en - (6.1.10)

v v
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Mit den Definitionen:

Fu = <¢M|F’g0,,>, S/W = <90u’901/> (6'1'11)

fir die Fock-Matrix F},, und die Uberlapp-Matrix S, schreibt sich (6.1.10) in
Matrix-Form als:
FCZ‘ = €Z'SC1‘ y (6112)

wobei der Koeffizienten-Vektor c; des i-ten Orbitals x; definiert wurde. Man erhalt
somit ein verallgemeinertes Eigenwert-Problem fiir jedes Orbital. Die Gleichungen
(6.1.12) werden iterativ gelost und heifien Hall-Roothaan-Gleichungen, was
in [7] im Detail diskutiert wird.

Die Hartree-Fock-Methode wird auch als self-consistent-field oder SCF-Me-
thode bezeichnet. Die HF-Rechnung eignet sich fiir Systeme mit durchweg ge-
schlossenen Molekiil-Schalen, kann aber auch fiir offene Schalen benutzt werden,
solange eine Determinante zu Beschreibung des Systems ausreicht. Die HF ist eine

recht grobe Methode, die hier nur zur Erzeugung eines besseren Ausgangspunktes
fiir die MCSCF dient.

6.1.2 Die MCSCF-Methode

Die eigentliche Generierung der MO’s erfolgt mit der multi-configuration-self-
consistent-field oder MCSCF-Methode. Bis hierhin hat man als Ausgangspunkt
die kanonischen Hartree-Fock-Orbitale aus (6.1.6), welche der MCSCF als Start-
Orbitale dienen, um bessere Konvergenz zu gewéhrleisten. Die nun erzeugten
Orbitale dienen als Ausgangspunkt fiir die Berechnung der endgiiltigen Energien
mit der nachfolgenden MRCI-Methode.

Bei der MCSCF wird die Vielteilchenwellenfunktion des Systems durch eine
Linearkombination von Slater-Determinanten:

cr
|Prrcser) = ZCI|(I)I> (6.1.13)
i

approximiert. Welche Determinanten in der Entwicklung vorkommen, mufl bei
der Rechnung vorgegeben werden, was spéater noch genauer beschrieben wird. Die
Koeffizienten C} der Entwicklung nennt man CI-Koeflizienten von configuration-
interaction, was andeuten soll, dafl hier mehrere Elektronenkonfigurationen und
deren Wechselwirkung einbezogen werden kann. Die MCSCF ist eine weit aufwen-
digere Methode als die HF' und kann hier nicht im Detail beschrieben werden.
Es werden die Cl-Koeffizienten und die Entwicklungskoeffizienten der Einteil-
chenbasis so bestimmt, dal die Energie des Systems minimal ist. Die Energie
dieses Zustandes (6.1.13) wird auch hier durch Ein- und Zwei-Teilchen-Integrale
ausgedriickt, jedoch will ich der Systematik wegen den Hamilton-Operator fiir
den elektronischen Anteil in zweiter Quantisierung schreiben, da die Ein- und
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Zweiteilchen-Integrale auf diese Weise expliziter auftreten. Damit lautet der Ha-
miltonian (6.0.1) in zweiter Quantisierung und ohne Kernabstofiung:

g, = Zhw&m] + = Z (ijlkl)alalana , (6.1.14)
1,

z]kl

wobei man deutlich die Ein- und Zweiteilchen-Integrale (6.1.3) und (6.1.4) er-
kennt. Es werden die bekannten Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren fiir
Elektronen benutzt, die die Vertauschungsrelationen:

{as,a;} = {al,a J}—O und  {a},a,;} = 0y (6.1.15)

erfiillen. Man erkennt, dafl die Zahl der Elektronen nicht explizit auftaucht, da
diese Information in den vorgegebenen Determinanten des Vielteilchenzustands
steckt. Der Vorteil dieser Schreibweise liegt darin, dafl die Erzeuger und Ver-
nichter automatisch die Anwendung der Slater-Regeln erzwingen, ohne dafl die
Falle aus Abschnitt 4.4.3 im Detail betrachtet werden miissen. Die Energie des
Vielteilchenzustands (6.1.13) ohne Kernabstofiung lautet nun:

Cl MO Ccl MO
EEZ. = Z ZO}KGJ’YZ ij +3 Z Z CICJszkl Z]lkl)
1,J ,j IJz]kl (6116)
- Z’Y@]hz] + 3 Z Fljkl Z]|kl
z]kl

Die Integrale wurden bereits definiert, wihrend nun noch die sogenannten Ein-
und Zwei-Elektronen-Kopplungskoeffizienten:

17— (®|ala,|®
i (@1la;d;1®) (6.1.17)
Ffﬁd = <q)[|(l akal|(I>J>
und ihre iiber alle Determinanten aus ¥ ,;cscr gemittelten Varianten:
CI U
(6.1.18)
Lijiw = Z Cr CJFZ]I:Z

eingefiihrt werden. In dieser Schreibweise verwendet man kleine lateinische Buch-
staben fiir MO-Koeffizienten und grofle fiir CI-Koeffizienten, wobei die Ober-
grenzen ,MO®“ und ,,CI* andeuten sollen, daf} iiber alle MO’s beziehungsweise
Konfigurationsdeterminanten ®; summiert wird. Die gemittelten Kopplungsko-
effizienten sind fundamentale Grofien des Systems, wobei v;; die Einteilchen-
Dichtematrix und I';;;; die sogenannte Zweiteilchen-Dichtematrix ist. Die
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Berechnung der Matrixelemente (6.1.17) von aTaJ und a a a .ara; erfolgt nach den
Regeln der zweiten Quantisierung, die eine Ersetzung der Vernichter-Orbitale j
oder k, 1 durch die Erzeuger-Orbitale j oder i, j in der Ket-Determinante unter
Beachtung des Vorzeichens bewirken. Die wichtigsten Details beziiglich der zwei-
ten Quantisierung und ihre Anwendung in der MCSCF-Numerik werden in dem
Standardwerk iiber ab initio-Methoden [28] erklédrt. Ich werde hier nicht weiter auf
die Theorie der MCSCF-Methode eingehen. Es sei nur noch gesagt, dafl die Ener-
gie nach den Orbitalekoeffizienten der Entwicklungs-Basis (6.1.9) und nach den
Cl-Koeffizienten varriiert wird, um eine minimale Energie zu erhalten. Das zur
Variation benutzte Verfahren ist meistens das Newton-Raphson-Verfahren unter
der Nebenbedingung, dafl orthogonale Orbitale erzeugt werden. Die ausfiihrlichen
Details konnen in [28] und in den dort angegebenen Quellen nachgelesen werden.
Zur Realisierung der MCSCF-Methode im hier verwendeten Programm-Paket
Molpro gibt es zusétzlich noch die Referenzen [29] und [30].

Aus der MCSCF-Rechnung erhélt man die Energien der Vielteilchenzustén-
de (6.1.13), von denen man mehrere gleichzeitig berechnen kann, was zu unter-
schiedlichen CI-Vektoren fiithrt. Auflerdem, was noch wichtiger ist, erhélt man
einen Satz optimaler Molekiil-Orbitale, welche so gewéhlt werden konnen, dafl
die Einteilchen-Dichtematrix in diesen Orbitalen diagonal ist:

p= D XiPuX; = ) XkdiXi - (6.1.19)
ij k

Solche Orbitale nennt man natiirliche Orbitale oder NO’s. Sie sind fiir CI-
Rechnungen besonders gut geeignet, da sie die Konvergenz des Verfahrens be-
schleunigen konnen. Optimiert man die Orbitale fiir mehrere Vielteilchenzustén-
de, so benutzt man eine iiber alle Zustédnde gemittelte Dichtematrix.

6.2 Die Berechnung der Energien mit MRCI

Die einfachste ab initio-Methode ist die Hartree-Fock oder SCF. Man kann die
Energie:

N
1
EElek:. - 5 § hzz + fzz (621)
=1

der HF-Methode als zu einem Einteilchen—Hamllton—Operator zugehorig betrach-
ten, der iiber die Beitrage der anderen Elektronen gemittelt wurde, was auf einen
Hamiltonian unabhéngiger Teilchen fiithrt. Die Differenz zwischen der exakten
nichtrelativistischen Energie des Hamiltonians und der (R)HF-Energie wird hi-
storisch als Korrelationsenergie bezeichnet. Die HF-Methode ist in einigen
Féllen ausreichend fiir Systeme mit geschlossenen Schalen, aber selbst dort gibt
es Probleme mit der Dissoziationsenergie, was sich beim Hy-Molekiil in einer um
5eV zu groflen Dissoziationsenergie von iiber 10eV anstatt der experimentellen
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4.75eV auBert. Der Grund liegt darin, dafl eine zweite Determinante noétig ist,
die das antibindende o,-Orbital enthélt, um die Dissoziation korrekt zu beschrei-
ben. Dies ist im Rahmen der iiblichen HF jedoch nicht moglich. Man sagt, dafl
Fast-Entartungen auftreten (near degeneracy effects), die das Beriicksichtigen
zusétzlicher Determinanten erzwingen. Diesen Teil der Korrelationsenergie, der
von wenigen wichtigen Determinanten verursacht wird, bezeichnet man als sta-
tische Korrelationen, die iiber relativ groe Abstdnde wirken. Dazu ist noch
zu sagen, dafl diese Definition nur zur Orientierung dient und mehr qualitativen
Charakter hat.

Ein anderer Teil der Korrelationsenergie, die sogenannte dynamischen Kor-
relation oder auch nicht-statische Korrelation, hat einen anderen physikalischen
Grund. Die Form der Einteilchen-Orbitale in denen sich die Elektronen bewegen,
héngen von allen anderen Orbitalen ab - sie sind korreliert. Diese Korrelationen
sind wegen der Mittelung in der HF-Energie nicht vorhanden. Diese dynami-
schen Korrelationen héngen mit der Deformation der Orbitale durch den Einflufl
anderer Orbitale zusammen, wenn sie zu einem bestimmten Zustand zusammen-
koppeln und &duflern sich meistens als Beitrag vieler Determinanten mit kleinen
Cl-Koefhizienten (< 0.05) in der Vielteilchenfunktion. Die dynamischen Korre-
lationen wirken mehr {iber kurze Absténde. Die Grenze zwischen diesen beiden
Korrelations-Typen ist nicht scharf gesetzt und die obigen Einfliisse lassen sich
oft kaum trennen.

Nun will man die Genauigkeit der HF-Energie verbessern, indem man auch
die Korrelationen moglichst genau berechnet. In der Quantenchemie gibt es im
wesentlichen zwei essenzielle Strategien, um sich an die unbekannten exakten
Losungen der Schrodinger-Gleichung anzunéhern. Eine basiert auf der Storungs-
rechnung und die andere auf der Variationsrechnung. Hier wird zum grofiten
Teil die Variationsrechnung angewandt, die weniger anfillig gegeniiber Entar-
tungen oder ,, Fast-Entartungen® ist. Zu diesem Zweck wurde neben anderen die
configuration-interaction oder CI-Methode entwickelt. Bei dieser Methode wird
der Vielteilchenzustand durch eine Reihe von Determinanten ¥;, den sogenann-
ten Konfigurationen approximiert:

U) ~ [Yer) Z Crl¥r) . (6.2.2)

Nun variiert man die Cj-Koeffizienten so, daf§ die Energie bzw. der Rayleigh-

Quotient: A

(Yer|H[Ver)
(Wer|Ver)

minimal wird. Es soll nocheinmal betont werden:

Eemakt < E[\IICI] = (623)

Im Rahmen der CI-Methoden werden nur die CI-Koeffizien-
ten variiert und nicht die Orbital-Koeffizienten, wie es bei
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der MCSCF-Methode geschieht. Die verwendeten Orbitale
bleiben unverindert!

Die Variation des obigen Funktionals fithrt auf die Sédkular-Gleichungen:

CI

> (Hiy—ESi)Cr=0 (6.2.4)
J

die mit den CI-Gleichungen identisch sind. Darin sind die Groflen:

E := Energie des Zustands
:= Cl-Koeffizient
Cr C oeffizien (6.2.5)
H]J = <\I/[|U‘C|\I]J>
S[J = <\If[|\I/J>

definiert. Die Matrix S;; wird oft als Konfigurations-Uberlapp-Matrix bezeichnet.
Wenn das Variations-Prinzip auf das Funktional (6.2.3) angewandt wird, dann ist
die Konvergenz und Qualitdt der Energie E viel besser als die anderer Grofien,
wie z.B. das Dipolmoment, die aus der selben Wellenfunktion berechnet werden
konnen. Dies erkennt man am Funktional (6.2.3), indem man |Uq;) als exakte
Wellenfunktion mit kleinem Fehler |W¢r) = [ — A®) annimmt, der orthogonal
zur exakten Wellenfunktion sei. Man erhilt so:
(® — AD|H|D — AD)  (B|FH|D) + (AD|H|AD)

Bl¥er] = (@ —AD[® — AD)  (D|D) + (AD|AD) (6.2.6)

da |A®) als orthogonal zur exakten Wellenfunktion |®) angenommen wurde und
der Hamiltonian auf beide Seiten gleich wirkt. Man erkennt, daf§ die Korrekturen
zur Energie quadratisch in den Korrekturen der Wellenfunktion und somit relativ
klein sind. Fiir Operatoren, wie das Dipolmoment, beziiglich derer die Wellen-
funktion keine Eigenfunktion ist, bleibt auch die erste Ordnung der Korrekturen
wirksam.

Die verschiedenen CI-Methoden unterscheiden sich im wesentlichen in der be-
nutzten Vielteilchen-Funktion. Die bekannteste CI-Methode ist die sogenannte
singles-doubles-CI oder auch SDCI. Hier wihlt man die Vielteilchenwellenfunkti-
on als:

1 1
"I’SDCI>=COI‘IIO>+(F)2§ C;“!\Iff‘>+(§)2§ CABlwABY - (6.2.7)
’ IA " IJAB

wobei |Uy) die fithrende Konfiguration (Referenz), die Hartree-Fock-Determi-
nante ist. Die Orbitale, die die Referenz enthélt, sind immer besetzt und wer-
den als interne Orbitale bezeichnet, wihrend die anderen sogenannte externe
oder wvirtuelle Orbitale sind. Die Konfigurationen der ersten Summe sind die so-
genannten Einfachersetzungen, Einfachanregungen oder auch ,,Singles®, die alle
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Determinanten enthalten, in denen ein Orbital aus der fithrenden Determinan-
te |Wy) durch ein externes (virtuelles) Orbital ersetzt wurde, welches nicht in
|Wy) vorkommt. Die zweite Summe reprasentiert die Zweifachersetzungen, Zwei-
fachanregungen oder auch ,,Doubles”, in denen zwei der internen Orbitale aus
|Wo) durch zwei virtuelle Orbitale ausgetauscht wurden. Die Ein- und Zweifach-
Anregungen sollten die wichtigsten Korrekturen zur Referenz |Wg) enthalten, da
im Hamilton-Operator hochstens Zwei-Elektronen-Operatoren vorkommen, sind
die ,,Doubles® die hochsten noch von Null verschiedenen Matrixelemente von H
mit | V). Das SDCI-Verfahren stellt oft schon eine sehr gute Ndherung dar, aber
man will die Genauigkeit noch weiter erhohen, insbesondere fiir den Fall mehrerer
notiger Referenz-Konfigurationen. Dazu nimmt man weitere Konfigurationen zur
SDCI-Wellenfunktion hinzu.

Nun kann man sich iiberlegen, dafl im Falle einer Basis aus 2N Spin-Orbitalen
und n. Elektronen eine Zahl von:

(an ) ~ (2N (6.2.8)

€

verschiedenen Determinanten oder Konfigurationen gebildet werden kann, was ei-
ne auferordentliche grofle Menge ist, die exponentiell mit der Zahl der Elektronen
ansteigt. Diese Menge der moglichen Konfigurationen kann laut der sogenannten
Nesbet-Hierarchie eingeteilt werden und als Anregungen von einer fithrenden De-
terminante (Referenz) |¥,) abstammend, angesehen werden:

T) = Cy| o) + ¢s|S) + ca D) + | T + ¢, |Q) + ... . (6.2.9)

Darin sind die steigenden Anregungsstufen der Referenz |Wy) als:

1S) = e Einfach-Anregungen

D) = |U#B)  Zweifach-Anregungen

Ty = |U4BYY  Dreifach-Anregungen (6.2.10)
ABCD

Q) = |Viy¢) Vierfach-Anregungen

abgekiirzt. Die n-te Anregungsstufe enthélt dabei:

(QNn_ ") (T;) (6.2.11)

Determinanten. Zur weiteren Verbesserung der Genauigkeit wurden auch soge-
nannte SDTQ-CI-Rechnungen ausprobiert, in denen Anregungen bis zur vierten
Stufe mit einbezogen werden. In Extremfillen fiir Molekiile mit weniger als 4
Atomen und einem kleinen Basissatz gibt es sogar Full-CI-Rechnungen, die alle
moglichen Konfigurationen mit einbeziehen. Eine solche Full-CI-Rechnung fiihrt
auf eine, im Rahmen der gewihlten Basis, exakten Energie, aber der Aufwand
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ist unrealistisch hoch. In der Praxis hat es sich nicht bewahrt, hohere Anregun-
gen als die ,Doubles” variationell einzubeziehen, was bereits die grofiten ,,Su-
per“-Computer in die Knie zwingt. Der Aufwand zur Berechnung von Energie-
Matrixelementen zwischen Zweifach-Anregungen skaliert bereits mit [28]:

(2N)*n?Z . (6.2.12)

Anstatt hohere Anregungen mit einzubeziehen, geht man stattdessen von
mehr als einer Ausgangskonfiguration (Referenz) aus, um sich der Full-CI-Energie
anzundhern. Das fiihrt auf die bekannteste CI-Methode, die multi-reference-CI

oder MR-CI. Die MR-CI-Vielteilchenfunktion besteht aus den Ein- und Zweifach-
Anregungen mehrerer Referenzen:

REF
\Vnrp—cr1) = Z |Wspor(R
R
REF )
S GBI + G S ORI + ()" 3 iy m)).

IJAB
(6.2.13)

wobei die Summe ZEEF iber alle gewdhlten Referenz-Determinanten oder Refe-
renz-Zustande lduft. Bei dieser Wahl der CI-Funktion tritt das Problem der mehr-
fachen Konfigurationen auf, denn eine ein oder zweifach angeregte Determinante
eines Referenz-Zustandes kann ebenso eine Anregung einer anderen Referenz-
Konfiguration sein. Es muf} eine eindeutige Liste von Konfigurationen erstellt
werden, in der keine Konfiguration doppelt auftritt. Diese Problematik fiithrt auf
eine Unmenge von Spezialfdllen, weshalb man zur umformulierten Vielteilchen-
funktion:

U yir_cr) = Z(J|\If +Z(J“|\D“ +)Cetws) (6.2.14)

pab

iibergeht, in der u der zusammengesetzte Index fiir die in allen Referenzen besetz-
ten Orbitale ist und a, b Indizes fiir externe Orbitale beziiglich aller Referenzen
sind.

Da der numerische Aufwand fiir eine MRCI immer noch sehr grof§ ist, macht
man weitere Naherungen. Zwei wichtige Naherungen sind die sogenannte exter-
nally contracted CI oder CCI und die internally contracted CI oder ICCI. Der
Verlust an Konfigurationsenergie liegt bei 1 — 3% fiir die CCI und 0.1 — 0.2%
fur die ICCI (siehe [28]). Die ICCI kommt im hier verwendeten Quantenchemie-
Paket Molpro [13] zum FEinsatz. Bei dieser Naherung werden angeregte Konfi-
gurationen durch Anwendung von Anregungs-Operatoren auf den CI-Vektor der

Referenz-Konfigurationen:
[Wo) = ZC“|\IJH>
o
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erzeugt. Diese Anregungs-Operatoren sind hier als spinunabhéngig:

A

Epg = ) pga + @ 504 (6.2.15)
definiert, wobei man davon ausgeht, daf§ fiir beide Spin-Orientierungen (up und
down) die selbe Ortswellenfunktion benutzt wird und der Hamilton-Operator
nicht explizit vom Spin abhéngt (keine SB-Kopplung). Mit ihnen erzeugt man
vier Typen von Konfigurationen (i,j,k: intern; a,b: extern):

|Wo) = |Q> = ZMCM%)
N’j‘dz = EailO) B Zﬂd“|\pg> (6.2.16)
U5 = Euliy|O) = 2, Ay

W) = (Euky +pEgEy)|O) = 3, d,|U®)

mit p = 1, wenn die beiden externen Orbitale a und b zu einem Singlett gekop-
pelt werden und p = —1 fiir die Kopplung zum Triplett. Die oben auftretenden
Kontraktionskoeffizienten d,’s sind Linearkombinationen der CI-Koeffizienten der
Referenzen C),. Die ICCI-Vielteilchenwellenfunktion lautet mit diesen Definitio-
nen:

W cer) = Col W) +an\\1ﬂ +Y CEuEy £y oty . (6.2.17)

ijka ijab

Im Falle einer Referenz ist die ICCI-Methode identisch zum unkontrahierten Fall,
aber bei mehreren Referenzen werden alle in einer Art Super-Referenz |¥) zu-
sammengefasst. Anregungen werden in allen Referenzen gleichzeitig gemacht und
erhalten nur einen Variationsparameter, was die Dimension des Variationspro-
blems stark herabsetzt. Die Zahl der Variationsparameter héngt kaum noch von
der Menge der Referenzen ab. Somit ist die Stédrke dieser Methode die Verwen-
dung vieler Referenzen, was jedoch in der Realisierung der Methode in Molpro
nicht genutzt werden konnte. Die Verwendung dieser Naherung macht die Metho-
de um einiges komplizierter, aber ohne ist der Aufwand viel grofier. Die Details
der Realisierung der verwendeten Methode in Molpro kénnen in [31], [32] und
[33] nachgelesen werden. In der letzten Referenz wird dabei noch néher auf die
Problematik angeregter Zusténde eingegangen.

Das Weglassen hoherer Anregungen in der MR-CI-Wellenfunktion hat neben
dem Verlust an Korrelationsenergie noch einen anderen Effekt, den Verlust der
Extensivitat. Man nennt eine Methode extensiv, wenn die berechnete Energie ei-
nes zusammengesetzten Systems A + B zweier nicht-wechselwirkender Systeme
(Abstand co) A und B durch die Summe E(A+ B) = E(A) 4+ E(B) gegeben ist.
Solche extensiven Methoden sind zum Beispiel die HF- und die Full-CI. Die abge-
brochenen CI-Methoden, wie SDCI und MRCI sind dagegen nicht extensiv. Das
liegt daran, dal immer alle Anregungen in bestimmter Hohe fiir das Gesamtsy-
stem einbezogen werden. Treten insgesamt hochstens Zweifach-Anregungen auf,
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so bedeutet dies fiir die beiden Teilsysteme A und B, daf} gleichzeitig maximal
nur Einfach-Anregungen vorkommen kénnen. Die simultanen Zweifachanregun-
gen in beiden Systemen hétten Vierfachanregungen im Gesamtsystem zur Fol-
ge. Es gibt Methoden, wie die bekannte coupled-cluster-Methode, die iiber das
,linked-cluster“-Theorem genau die Anregungen identifizieren koénnen, die zur
Extensivitdat benotigt werden oder diese zerstoren und dementsprechend die Wel-
lenfunktion korrigieren. Diese Methoden benétigen aber eben doch Vierfach-
Anregungen eines bestimmten Typs, um die Singles-Doubles-CI zu korri-
gieren und sind somit enorm aufwendig, aber eben auch sehr genau und extensiv.
Diese Methoden werden die MRCI sicherlich auf Dauer aus dem Rennen schlagen,
sobald sie angeregte Zustidnde leichter verarbeiten konnen.

Nun ist es aber gewiinscht, die CI so zu korrigieren, dafl ihre Ergebnisse néhe-
rungsweise extensiv sind. Dazu schreibt man das Energie-Funktional (6.2.3) in
folgender Form:

B - (o + Y| H — Eoltho —¢e) _ Nu , (6.2.18)

(oltho) + g(Weltpe)  De

wobei Ey die Referenz-Energie ist. Es wurde der CI-Vektor in den Referenzteil
1o und den {ibrigen Teil 1. aufgespalten, wobei (¢y|1).) = 0 gilt, denn ). enthélt
mindestens ein anderes Orbital in jeder Determinante als v)y. Man erkennt, dafl
dies fiir ¢ = 1 der normale Ausdruck fiir die Korrelationsenergie iiber die Referen-
zenergie hinaus ist. Im Falle zweier nicht wechselwirkender Systeme A und B wird
sich der Zéhler extensiv verhalten, da ja Nu(A + B) = Nu(A) + Nu(B) gelten
wird, weil (A|H|B) = 0 ist. Der Nenner De hingegen verhilt sich nicht so. Wiire
er konstant beziiglich der Grofle des Systems, so wére das Funktional insgesamt
extensiv! Die einfachste Moglichkeit, das zu erreichen, ist die Verwendung von
g = 0in (6.2.18). Eine mit dieser Korrektur im Zusammenhang stehende Grofie
ist die sogenannte Davidson-Korrektur, welche oft zur Verbesserung der Extensi-
vitat von CI-Rechnungen verwendet wird. Diese Korrektur-Energie ist einfach die
Differenz aus dem extensiven Funktional mit ¢ = 0 und dem normalen Funktional
mit g = 1. Man erhalt [28]:

— 2 F,. (6.2.19)

wobei Cj der zusammengefasste Koeffizient der Referenz-Konfigurationen ist und
E. die Korrelationsenergie. Die Benutzung der Davidson-Korrektur macht die
Energie der MRCI jedoch nicht vollstédndig extensiv, denn die CI-Koeffizienten
wurden ja aus einem nicht extensiven Funktional bestimmt. Die Details dieser

Uberlegungen und weit mehr kann man in [28] und den dort angegebenen Quellen
finden.
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6.3 Die Verwendung reeller Orbitale

In nahezu allen quantenchemischen Programmpaketen und auch in dem hier ver-
wendeten Molpro [13] werden durchweg reelle Orbitale benutzt. Dies hat mehrere
Griinde, obwohl es durchaus moglich wére, auch komplexe Orbitale zu verwenden.
Zum einen ist der Datentyp reeller Orbitale einfacher zu handhaben und in jeder
Programmiersprache implementiert. Weiterhin vereinfachen sich viele Gleichun-
gen, da die komplexe Konjugation nicht beachtet werden muf3. In der Quantenche-
mie bedeuten reelle Orbitale eine hohere Symmetrie der Zweiteilchen-Integrale,
was schon ein gewichtiges Argument ist. Die Symmetrie der Zweiteilchen-Integrale
mit komplexen Orbitalen:

Gillk) = (ij]kD)
U -

erhoht sich durch die zusédtzliche Symmetrie:
(kjlil) = (ij|kl) (6.3.2)
und wegfallen der komplexen Konjugation zu:

(ij|kl) = (illkj) = (jillk) = (k[li) = (kjlil) = (kllij) = (lilik) = (Ik]j)
(6.3.3)
im Fall reeller Orbitale. Auflerdem zeigen auch die Zweiteilchen-Kopplungskoef-
fizienten in den Multireferenzmethoden (6.1.17) hohere Symmetrie:

Tl = Uit = T = Tiiy (6.3.4)

bei der Benutzung reeller Orbitale.

Der Nachteil reeller Orbitale besteht eigentlich nur in verdnderten Kugel-
flaichenfunktionen und Clebsch-Gordan-Koeffizienten. Dies ist fiir Molekiile kein
so grofles Problem, da diese wegen der geringeren Symmetrie sowieso kaum ge-
nutzt werden konnen. Soll ein Quantenchemie-Programm fiir Atome geschrieben
werden, so ist dieser Nachteil schon grofler, aber immer noch leicht zu behe-
ben, da die Clebsch-Gordan-Koeffizienten reeller Orbitale kein so grofies Problem
darstellen. Mit den reellen CG’s konnten dann alle genutzten Theoreme umfor-
muliert werden. Die Benutzung reeller Spinoren fiir die Spin-Bahn-Kopplung ist
auch machbar, wenn man sich mit Gruppentheorie etwas auskennt. Die Nutzung
reeller Spinoren ist dem Ubergang von komplexen zu reellen Kugelfichenfunk-
tionen #hnlich. Bei Problemen ohne eine (sehr) hohe geometrische Symmetrie
iiberwiegen die Vorteile der reellen Orbitale klar.

6.4 Spineigenfunktionen

Die approximierten Vielteilchenwellenfunktionen miissen Spin-Eigenfunktionen
sein, was keine triviale Forderung ist. Es gibt im wesentlichen zwei Méglichkeiten,
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solche Spin-Eigenfunktionen zu konstruieren, wenn die Vielteilchenwellenfunkti-
on aus den Produkten von Einteilchen-Orbitalen besteht. Zum einen kann der
Formalismus der sogenannten , spinlosen Quantenchemie* verwendet werden, bei
dem sogenannte spinadaptierte Linearkombinationen gebildet werden. Diese sind
bestimmte Linearkombinationen der ortsabhéngigen FEinteilchen-Orbitale ohne
ihre Spin-Faktoren. Auf diese Methode will ich hier nicht eingehen, da in dieser
Arbeit nur mit Determinanten gearbeitet wurde. Es sei nur soviel gesagt, dafl man
einfache Beispiele und prinzipielle Uberlegungen zu dieser Methode in [15] nach-
lesen kann, wihrend der volle Formalismus in sehr héfllicher aber ausfiihrlicher
Form in [34] zu finden ist. Im erstem Moment ist diese Methode etwas schwierig,
aber sie reduziert den numerischen Aufwand etwas. Im zweiten Moment wird man
bemerken, dafl ein solches Programm einige Probleme mit diesem Formalismus
bekommt. Eine Behandlung korrekter Molekiilsymmetrie wird schwierig und die
Spin-Bahn-Kopplung wird zu einem sehr aufwendigen Problem. Davon abgesehen
werden auch diese Linearkombinationen schnell grof, so daf§ der Aufwand auch
nicht viel geringer als bei Determinanten ist. Die Verwendung von Determinanten
halte ich personlich fiir flexibler und weniger problematisch, da sie ndher an den
»echten® Vielteilchenzustdnden sind.

Bei den Slater-Determinanten handelt es sich allein durch die Verwendung
der a- und [-Spin-Faktoren (4.2.3) an den Ortswellenfunktionen schon um Ei-

genfunktionen von S, aber eben nicht automatisch von 52, Das Problem der
Spin-Eigenfunktionen liegt darin, daB sie, bis auf wenige Ausnahmen, keine ein-
zelnen Determinanten (Konfigurationen) sind, sondern Linearkombinationen von
Slater-Determinanten mit festen Spin-Adaptions-Koeffizienten. Da eine Konfigu-
ration als Spineigenfunktion definiert ist, besteht diese nicht unbedingt aus nur
einer Determinanten. Um die Spin-Eigenschaften von Slater-Determinanten in
den Griff zu bekommen, braucht man zuerst einen Ausdruck fiir den Operator

S2. Dazu geht man von dem bekannten Ausdruck [16]:

§2=8.(8, +1)+ 5.8, (6.4.1)

aus, wobei die Auf- und Absteige-Operatoren fiir Spins als bekannt vorausgesetzt
sind. Fiir ein Mehr-Elektronen-System sind die Mehr-Elektronen-Operatoren die
Summen aus den Einzel-Operatoren:

e

Sa =Y 8al(i) (6.4.2)

=1

mit a € {+, —, z}. Da die Determinanten Eigenfunktionen von S, sind, kann man

die Wirkung des Operators S? auf eine Determinante @ als [34]:

P — {EP: Pos + i[(na ) + 20 — 20]} D (6.4.3)
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schreiben. Darin ist n,,ng die Zahl der up- bzw. down-Spins in der Determi-
nanten und ]f’ag ist ein Operator, der die a- und [-Spins in der Determinante
austauscht; ), lduft iiber alle moglichen Elektronen-Paare. Aus einer Analyse
der Wirkung dieses Operators findet man, dafl der Beitrag voll besetzter Orbi-
tale gleich Null ist. Alle voll besetzten Orbitale konnen bei der Spin-Kopplung
auler Acht gelassen werden, so dafl nur die offenen Schalen beriicksichtigt werden
miissen. Ein Viel-Elektronen-System mit zwei offenen Schalen ist somit dquiva-
lent zu einem Zwei-Elektronensystem behandelbar und man kann leicht zeigen,
dafl die Summe:

|X,yj{closed}) + [Xixj{closed}) (6.4.4)
zu S = 1 und die Differenz:

IxiX;{closed}) — |X;x;{closed}) (6.4.5)

zu S = 0 gehort, wiahrend jede einzelne Determinante keine Spin-Eigenfunktion
ist. Im Falle mehrerer Elektronen gibt es dann auch mehrere linear unabhéngige
Linearkombinationen des selben Spins. Bei drei aktiven Elektronen fiir S = 1/2
gibt es zum Beispiel einmal:

IXix;Xi{closed}) — [xiX;xr{closed}) (6.4.6)

und:

21X X xr{closed}) — |xix;Xp{closed}) — |xiX;xriclosed}) . (6.4.7)

In diesem Fall ist jede Linearkombination der beiden Moglichkeiten eine Spin-
Eigenfunktion, womit diese nicht mehr eindeutig definiert sind.

Auf drei der moglichen Wege, um die richtigen Linearkombinationen der De-
terminanten zu finden, soll eingegangen werden. Die erste (Gewalt-) Methode
geht von der Basis aller moglichen allgemeinen Determinanten mit dem selben

S, aus und diagonalisiert einfach die Matrix von 52, Der gewahlte S,-Wert wére 0
fiir gerade und 1/2 fiir ungerade Elektronenzahlen, damit alle Multipletts einbe-
zogen werden. Danach sortiert man die Orbitale ein, wobei die erhaltenen Spin-
Eigenfunktionen auch orthogonal sind. Diese Methode ist sehr allgemein, aber
auch recht aufwendig.

Die zweite Methode startet mit der Determinante fiir den groftmoglichen S, -
Wert Mg(maz.) = S(mazx.), bei dem alle aktiven Orbitale up- oder a-Spin haben.
Dann ld8t man S_ auf diese Determinante wirken, um die Kombination mit
Mg = Mg(max.)—1 fiir S(max.) zu erhalten. Die dazu orthogonale Konfiguration
gehort zu S(maz.) —1 und Mg(maz.) — 1. Danach wendet man S_ auf die letzten
beiden Konfigurationen an und sucht die dazu orthogonale Konfiguration, die
dann zu S(maz.) — 2 und Mg(maz.) — 2 gehort. Die Prozedur wird wiederholt,
bis der kleinstmégliche Spin 1/2 oder 0 erreicht ist.
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Die dritte Methode startet mit einer Linearkombination von Test-Determinan-
ten des gewiinschten S,-Wertes Mg. Auf diese Linearkombination wendet man
den Projektor:

A S?—S(S+1

o= Tl (5+1)
KK+1)—-S5(S+1)
S
S#K

(6.4.8)

an, der alle Komponenten mit Spin S # K vernichtet, um Eigenfunktionen
mit Spin K zu erhalten. Man wendet Oy auf alle Determinanten in der Line-
arkombination an, bis diese entweder zu Null oder zu einer Linearkombination
mit dem richtigen Spin geworden sind. Die Anwendung dieses Operators fiihrt
nicht auf orthogonale Spin-Eigenfunktionen, weshalb die verschiedenen Spin-
Eigenfunktionen noch orthogonalisiert werden miissen. Diese Methode ist be-
liebt und kann auch in komplizierteren Féllen benutzt werden. In vielen CI-
Programmen wendet man diesen Operator wiederholt an, um CI-Vektoren zu
Zustédnden der richtigen Multiplizitdt zu erhalten. Da dort ohnehin wiederholt
orthogonalisiert wird, ist es unproblematisch, den obigen Projektor vorher anzu-
wenden.

6.5 Symmetrien und ihre Gewéahrleistung

Es gibt nur einge wenige CI-Methoden, die in der Lage sind, die geometrische
Symmetrie optimal auszunutzen. Es gibt zwar simple Methoden, die die ge-
wiinschte Symmetrie aus einem Zustand herausprojizieren, aber diese zerstéren
die einfache Form der CI-Entwicklung, was zu einem Verlust an Effektivitét fiihrt.
Der Aufwand fiir die Implementation der Symmetrie lohnt sich im Grunde nur,
wenn die Symmetrie-Entartung hoch ist, so wie das bei Atomen der Fall ist. Fiir
Molekiile geht man einen Kompromify ein, indem man einige leicht implemen-
tierbare abelsche Symmetrien, wie Dy, oder Cy, einbaut. Die Benutzung abel-
scher Symmetriegruppen ist deshalb einfacher, weil ihre irreduziblen Darstellun-
gen stets eindimensional sind und jedes Produkt zweier irreduzibler Darstellungen
wieder eine irreduzible Darstellung ergibt. Ist bekannt, welche irreduziblen Dar-
stellungen von den Einteilchen-Orbitalen gebildet werden, so erhélt man diejenige
irreduzible Darstellung, zu der eine Determinante gehort, indem man das direkte
Produkt der Darstellungen der in ihr enthaltenen Orbitale bildet. Die Symmetrie-
Adaption von Produkt-Zustéinden abelscher Symmetrie-Gruppen kommt ohne die
Bildung von Linearkombinationen mehrerer Determinanten aus, denn jede De-
terminante ist automatisch symmetrie-adaptiert! Als Beispiel betrachte man die
einfach angeregte Determinante des Hartree-Fock-Zustandes von Ethen:

|1a;103,2a22b3, 167, 302103, 1b3,1b] ) = [{closed}1by, 1by,) (6.5.1)

welches hier in der xz-Ebene entlang der x-Achse orientiert wurde und die Sym-
metrie Dqj, hat. Diese Determinante enthélt noch relativ wenige Orbitale und ihre
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Symmetrie wird nur von den beiden einfach besetzten Orbitalen bestimmt, da die
direkten Produkte der zweifach besetzten Orbitale alle zur voll-symmetrischen
Darstellung A, gehoren. Die Symmetrie dieser Determinante lautet somit:

(Ay X -+ X Ay) X by X by = (Ay X bgy) X byg = By, X byy = B3, , (6.5.2)

wobei die Tabelle (3.2.5) der direkten Produkte der irreduziblen Darstellungen
von Dy, verwendet wurde. Da diese Determinante eine Basisfunktion der Dar-
stellung Bg, ist, darf sie in einer Wellenfunktion anderer Symmetrie nicht vor-
kommen. So einfach ist das im Fall abelscher Symmetrien.

Im Falle nichtabelscher Symmetrie-Gruppen mit ihren mehrdimensionalen ir-
red. Darstellungen ist die Vorgehensweise weit komplizierter. Ist ein entartetes
Orbital aus mehr als einer Einteilchen-Wellenfunktion voll besetzt, so gehort auch
dieser Anteil immer zur voll-symmetrischen Darstellung der Gruppe. Auch hier
bestimmt sich die Symmetrie aus den direkten Produkten der offenen Orbitale
in den Determinanten. Diese direkten Produkte sind hier jedoch meistens reduzi-
bel und die symmetrie-adaptierten Konfigurationen miissen mit Clebsch-Gordan-
Koeffizienten aus mehreren Einzel-Determinanten gekoppelt werden. Diese Proze-
dur kéime sehr oft vor und wiirde den numerischen Aufwand enorm erhéhen. Aus
diesem Grunde werden meistens nur abelsche Symmetrie-Gruppen fest implemen-
tiert, und bei héheren Symmetrien mufl auf andere Weise sichergestellt werden,
dafl die Zustéinde, die zusammen die Basis einer mehrdimensionalen irred. Dar-
stellung bilden, auch wirklich dquivalent sind. Diese sogenannten , Symmetrie-
und Aquivalenz-Bestimmungen® miissen also auf andere Art erreicht werden, als
durch die volle Implementation der Symmetrie-Gruppe des Molekiils. Stattdes-
sen baut man Korrekturmethoden ein, die die Berechnung dquivalenter Orbitale
und Vielteilchen-Zustdnde moglich machen. Die zwei wichtigsten Methoden sind
die Projektions-Methode und die Zustandsmittelung. In beiden Methoden werden
Vorkehrungen getroffen, damit sowohl die Einteilchen-Orbitale, die NO’s, als auch
die Multi-Referenz-Vielteilchen-Zustéinde der MCSCF- und MRCI-Rechnung, ein
korrektes Symmetrieverhalten bekommen.

Die beiden auf der Basis von Variationsmethoden arbeitenden Methoden
MCSCF und MRCI liefern durch die Symmetrie-Restriktionen meistens ein héher
gelegenes Minimum, als die Losungen ohne Symmetrie. Nach Lagrange weifl
man, dafl jede Nebenbedingung zu einem héheren Minimum fiithrt. Im Fall der
Symmetrien ist die Situation wiederspriichlich, den die exakte Losung, mufl die
Symmetrie-Figenschaften erfiillen und wegen des Variationsprinzips trotzdem
zum tiefsten Minimum fiihren! In diesem Zusammenhang spricht Hurley [35] so-
gar von einem Paradox!

6.5.1 Die Projektionsmethode gegen Kontaminationen

In der der MRCI vorangestellten MCSCF-Rechnung werden die natiirlichen Orbi-
tale berechnet, die fiir die MRCI eine besonders gute Konvergenz gewéhrleisten.
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Dazu diagonalisiert man die Einteilchen-Dichte-Matrix des gesuchten Vielteil-
chenzustands |®) in diskreter Darstellung (6.1.19):

Pab = Yo = (P|alay|®) . (6.5.3)

Um diesen Basiswechsel zu illustrieren, schreibt man die Dichtematrix des Viel-
teilchenzustandes ® zusammen mit ihren Basis-Orbitalen:

p(zy,2)) = /\If*(x’l,xQ,...,Q;N)\If(xl,xg,...,wN)da:g...d:UN =

= Z XapabXZ = Z ¢mdm¢;kn
ab k

Die obige Integration soll wieder als Zusammenfassung der Spin-Summation und
Orts-Integration angesehen werden. Die Orbitale {¢,,} sind dabei die natiirlichen
Orbitale und die d,,’s sind die Diagonalelemente der reduzierten Dichtematrix.
Die NO’s sind somit die Eigenvektoren von p, wobei die Eigenwerte, die d,,’s, die
Besetzungszahl des k-ten NO’s angeben. Diese Besetzungszahlen sind zwischen 0
und 1 fiir Spin-Orbitale und 0 und 2, wenn jeweils nur der Ortsanteil der Spin-
Orbitale (6.1.9) in der Dichte-Matrix eingetragen wird. Die Besetzungszahlen
sind keine ganzen Zahlen mehr, da im betrachteten Vielteilchen-Zustand mehrere
Determinanten vorkommen konnen, in denen das jeweilige Orbital manchmal
besetzt und manchmal unbesetzt ist. Die ersten Symmetrie-Uberlegungen lassen
sich fiir die Schreibweise:

(6.5.4)

p(zy, 7)) = /\If*(xll,xg, e xN)V (2, o, ay)dTy . dTy (6.5.5)

der Dichte-Matrix besonders gut verdeutlichen, wobei man zeigen kann, daf§ die
Dichtematrix immer zur total-symmetrischen Darstellung der Symmetrie-Gruppe
gehoren muB, die hier mit D™ bezeichnet wird. Erinnert man sich an den Satz
(3.1.5), so weifl man, daf nur Uberlapp-Matrixelemente zwischen Zustéinden von
Null verschieden sind, die beide die gleiche Basisfunktion zur gleichen irreduziblen
Darstellung bilden:

v 1 14
(D) = (B0%) = 3,005 > (BFIT) (6.5.6)
# k
Weiterhin liefern die Komponenten einer mehrdimensionalen irreduziblen Dar-

stellung alle den selben Erwartungswert. Setzt man einen der obigen Zustdnde
als Ergebnis einer Operator-Wirkung:

W) = |0%) = O|®L) (6.5.7)
ein, so erkennt man, dafl wegen:
OH| YN — (PH|O|PH) = 1 B A B
(@F[05) = (PF[OIPF) = — 0,0 > (@r0|®h) (6.5.8)

K k
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die Relation: )
|W%) = O|®f) = [¥}) (6.5.9)

gelten mufl oder der Erwartungswert ist immer Null! Daraus folgt, daff nur Er-
wartungswerte symmetrischer Operatoren von Null verschieden sind,
denn nur diese lassen die Symmetrie-Eigenschaften von |®) unverdndert. Die-
se Herleitung ist sehr allgemein und gilt auch fiir Erwartungswerte von Mehr-
Teilchen-Operatoren. Im folgenden soll der Operator jedoch vom Einteilchen-
Typ O, sein. Es ist iiblich, die Erwartungswerte eines Einteilchen-Operators in
der Form:

(]04]®) = Sp(O1p) (6.5.10)

zu schreiben, wobei beide Operatoren in der selben Basis entwickelt sein miissen.
Da von Null verschiedene Erwartungswerte immer zu voll-symmetrischen Opera-
toren O; gehoren, gilt:

Sp(O1p) = Sp(O4p) = Sp(ROLR™'p) = Sp(O1R™'HR) , (6.5.11)
wobei man die Transformation eines Operators mit dem Gruppenelement R nach:
F' = RFR™ (6.5.12)

durchfithren mufl (2.3.30) und die Eigenschaft Sp(AB) = Sp(BA) der Spur ver-
wendet wurde. Daraus folgt aber:

Sp(O1p) = Sp(ORPR™Y) = = 3 Sp(O1RpR™Y) = Sp(O1p°) ,  (6.5.13)
Reg
wobei: )
P = ; > RpR™ (6.5.14)

ReS

definiert wurde. Dieser Operator p° ist der vollsymmetrische Anteil in p, weil
der Ausdruck (6.5.14) mit der Anwendung eines Projektions-Operators der voll-
symmetrischen Darstellung auf den Dichte-Operator identisch ist. Dieser Pro-
jektor wurde bereits in Abschnitt 2.3.2 vorgestellt, wobei er dort aber nur auf
Funktionen wirken sollte und die Form (2.3.63) hatte. Im Falle von Funktionen
wendet man den Projektor einfach nach:

SR TE ész (6.5.15)

ReS

an. Fiir die Anwendung auf Operatoren, wie p, mufl er wegen der Transformati-
onsvorschrift fiir Operatoren (6.5.12) in:

~

N ~ 1 A A A
LW =T"(L)=-> RLR™ (6.5.16)
g Re§
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umgeschrieben werden. Da offenbar der total-symmetrische Anteil allein aus-
reicht, um den Erwartungswert zu berechnen, folgt, dal der Dichte-Operator
immer voll-symmetrisch sein muf3:

p=p=pY . (6.5.17)

Die obige Vorgehensweise funktioniert dhnlich auch fiir hohere Dichte-Matrizen,
wie zum Beispiel I';;5; der zweiten Ordnung, aus der die Erwartungswerte von
Zweiteilchen-Operatoren berechnet werden, aber es soll hier nur auf die Einteil-
chen-Dichte-Matrix eingegangen werden.

Nun zuriick zu den NO’s und ihrer Berechnung durch Diagonalisieren der
Einteilchen-Dichtematrix oder 1-Matrix. Da die 1-Matrix iiber:

p(xhx/l):/\Ij*(l‘/l?x%"'7xN)W(xlax27"'axN)d$2---dajN
(6.5.18)
:/\Il(x’l,xg,...,a;N)\I/(wl,:cg,...,xN)dxg...de

mit dem (reellen) Vielteilchen-Zustand zusammenhéngt und immer total symme-
trisch sein muf}, kann man sich iiberlegen, wie man mit dquivalenten Orbitalen
einer mehrdimensionalen Darstellung umgeht. Gehort die Vielteilchenwellenfunk-
tion ¥ zu einer eindimensionalen irreduziblen Darstellung D), so ist p wegen:

D@ x D@ = DO fiir  Dim(DW) =n, =1 (6.5.19)

stets total symmetrisch. Dieser Fall ist also unproblematisch. Ist der Zustand ¥
aber nur eine Komponente einer mehrdimensionalen Darstellung, wie zum Bei-
spiel:

U =|*AL(d,m2)) = |6_m m_{closed}) (6.5.20)

aus (4.4.18), dann transformiert die zugehorige Dichtematrix nicht wie die voll-
symmetrische Darstellung und die durch ihre Diagonalisierung erzeugten NO’s
werden nicht symmetrie-adaptiert sein. Solche NO’s, die nicht die Symmetrie
des Systems aufweisen, nennt man symmetrie-kontaminiert, denn in ihnen ist
keine ,saubere* Basisfunktion einer irred. Darstellung enthalten, sondern mehrere
verschiedene - sie sind kontaminiert. Welche Basisfunktionen {iberhaupt mitein-
ander mischen konnen, héngt von der abelschen Symmetrie-Untergruppe ab, in
der gerechnet wird. Rechnet man, wie hier, ein D.,-System in Dy, so konnen
z.B. die Basisfunktionen a;, dg+s Yg+, --- in der Symmetrie A, von Dy, mischen,
was man an (3.5.13) ablesen kann. Genau dieses Problem mufl hier dauernd
bekampft werden, um korrekte Orbitale zu erhalten. Die iibliche Methode zur
Reparatur einer solchen Dichtematrix ist die Projektion durch den Projektor der
total-symmetrischen Darstellung fiir Operatoren, wie er bereits in (6.5.14) vorge-
stellt wurde: ) )

pr=p0 == "RpR™ ==Y RpR" . (6.5.21)

g ReS g ReS
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Natiirlich mufl vor der Diagonalisierung projiziert werden.

In der praktischen Anwendung nimmt diese Projektion eine besonders einfache
Form an, was im folgenden noch gezeigt werden soll. Man gehe von symmetrie-
adaptierten Orbitalen {y,} aus, wie sie aus einer vorhergehenden, korrekt ge-
rechneten, RHF folgen. Bei dieser Hartree-Fock-Rechnung muf§ darauf geachtet
werden, dafl die Hartree-Fock-Determinante allein auch eine korrekte Basisfunk-
tion der Symmetrie-Gruppe werden kann, ansonsten werden die erhaltenen ka-
nonischen HF-Orbitale symmetrie-kontaminiert sein, was ein ungeeigneter Aus-
gangspunkt wire. Welche Determinanten in Frage kommen, kann nur mit einer
theoretischen Kopplung der offenen Orbitale zu einer antisymmetrischen Wel-
lenfunktion entschieden werden. Im hier vorliegenden Fall geschah dies in den
Abschnitten 4.3.7 und 4.4.2 iiber Ligandenfeldtheorie. Die Einteilchen-Dichte-
Matrix wird nun wieder als:

Zxa ) Pab Xy, (T Zxa ) pavXp(2') (6.5.22)

geschrieben, wobei es sich bei den {x,}’s um reelle Spin-Orbitale handelt. Da
die Dichte-Matrix immer die Basis fiir die total-symmetrische Darstellung bildet,
muf sie Blockdiagonal beziiglich der Symmetrie-Eigenschaften der Spin-Orbitale
{Xa} sein. Sortiert man die Spin-Orbitale nach irreduzibler Darstellung p und
Basis-Index i, so klassifiziert man sie nach:

Xa Xé‘? . (6.5.23)

Man sagt, diese Orbitale gehoren zur ,Symmetrie-Spezies (u)i. Die zugehorigen
»Symmetrie-Blocke“ bezeichnet man dann nach:

pWBmE (6.5.24)

wobei alle Blocke vom Typ p»®)i identisch Null sein miissen! Treten in der
Dichtematrix pq, trotzdem von Null verschiedene Nebendiagonalelemente zwi-
schen Orbitalen x,, xp verschiedener Symmetrie-Spezies auf, dann miissen sie zu
Null gesetzt werden, bevor man die NO’s erzeugt. Das allein reicht jedoch noch
nicht aus, um symmetrische NO’s zu erzeugen. Als néchstes wird die Projektion
(6.5.21) zu p* durchgefiihrt, wobei R auf yo(z) und Rf auf Xi(2") wirkt. Man
betrachtet jeden Symmetrie-Block einzeln, wobei in p%()? beide Orbitale y,,
Xb zur Symmetrie-Spezies (u)i gehoren. Die Projektion eines Blockes bewirkt:

(5°) u)@ (n)i Z R (n)i,(n)i pp
RES

:—ZZD 0k DU (R)

RGS ik

(6.5.25)
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mit der Darstellungsmatrix DE;‘)(R) der irreduziblen Darstellung von Orbita-
len der Symmetrie-Spezies (u)i. Dabei wurde das Transformationsverhalten fiir
Tensor-Operatoren zweiter Stufe benutzt, zu denen p wegen (6.5.22) gehort. Die-
ses Verhalten soll hier nicht explizit hergeleitet werden, es folgt aber direkt durch
Transformation (6.5.16) des Dichte-Operators in der Schreibweise (6.5.22). Nun
gilt das grofie Orthogonalititstheorem (2.2.37):

n
ReS #

woraus:

NMIAML 1 j
(p )(#) ()i — Zp(#)m(u)k(gjk
1 ik

_ 1 S pletk

n#k

(6.5.27)

folgt. Damit ist die Implementation klar - es mufl einfach nur iiber alle n,
Symmetrie-Blocke p5#i der Komponenten einer n,-fach entarteten irred. Dar-
stellung gemittelt werden, um die symmetrie-adaptierte Dichte-Matrix zu erhal-
ten. Da alle Orbitale vom Typ (p)i entsprechend der gleichen Darstellungsmatri-
zen D (R) transformieren sollen, muf peinlichst genau darauf geachtet werden,
daf fiir alle Orbitale die selben Phasenkonventionen gelten und nicht zum Beispiel
die 7’s aus der P-Schale ein anderes Vorzeichen bekommen als die 7’s aus der F-
Schale usw. Die Projektion der Einteilchen-Dichtematrix besteht somit aus drei
einfachen Schritten vor der Berechnung der NO’s und nach jeder Berechnung
der Dichtematrix:

i) Mit symmetrie-adaptierten Ausgangs-Orbitalen starten.

ii) Null setzen aller nicht-diagonalen Symmetrie-Blocke pt3F mit p #£ v
oder j # k in der 1-Dichte-Matrix.

iii) Mittelung der Symmetrie-Blocke ptW*:(W* jiber alle n, Komponenten einer
irreduziblen Darstellung der Dimension n, mit gleichem Gewicht 1/n,,.

Eigentlich miisste nun noch eine Methode zur Projektion der Zweiteilchen-Dichte-
matrix angegeben werden, was hier nicht geschehen soll. Die Projektion der Zwei-
teilchen-Dichtematrix mufl nicht durchgefiihrt werden, wenn nur Basis-Orbitale
der selben irreduziblen Darstellung miteinander linearkombiniert werden und die
Einteilchen-Dichtematrix der Ausgangs-Orbitale immer symmetrie-adaptiert war.
Diese Details kénnen zum Beispiel in [36] nachgelesen werden.
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6.5.2 Die Zustands-Mittelung gegen Kontaminationen

Die Erzeugung und Verwendung korrekt symmetrie-adaptierter Orbitale stellt
den allergrofiten Teil des Symmetrie-Problems dar. Dennoch kann es passieren,
daf} aus ,sauberen“ NO’s kontaminierte Vielteilchen-Zusténde erzeugt werden,
was sich am Fehlen der Energie-Entartung zeigt. Da dieses Problem eigentlich gar
nicht auftauchen diirfte, erkennt man hierin den negativen Effekt einiger Néhe-
rungen, die im benutzten Programm-Paket gemacht worden sind. Wer glaubt,
daf all dies nur kleine Ungenauigkeiten sind, der unterliegt einem Irrtum. Die
ohnehin schon kleinen energetischen Abstdnde der Niveaus von teilweise weniger
als 0.1eV bei Ubergangsmetall-Systemen machen nur einge Promille Unterschied
in der Korrelationsenergie aus, die hier ungefdhr bei 16eV liegt. Das Auftreten
von Symmetrie-Kontaminationen macht selbst bei kleinsten Abweichungen im z-
Drehimpuls-Eigenwert des linearen Molekiils meistens mehr als 0.2eV aus! Der
Bruch der System-Symmetrie zeigt immer eine fehlerhafte Rechnung an.
Aquivalent zur obigen Methode der Erzeugung symmetrie-adaptierter NO’s
gibt es die Moglichkeit der Zustandsmittelung. Hier werden die Symmetrie-
Blocke Verschledener Dichtematrizen zu den eigentlich entarteten Vielteilchen-
Zustanden \If 2 gemittelt. Diese Mittelung koppelt so die Dichte-Matrizen der
Verschledenen Rechnungen, die natiirlich beide in der selben Basis durchgefiihrt
werden miissen. Man rechnet praktisch mehrere Zustédnde gleichzeitig. Diese Me-
thode funktioniert, weil man effektiv mit der Dichte-Matrix (reelle Orbitale):

p(z1, ) Z/ xl,xg,...,:UN)\I/E”)(xl,:cg,...,xN)d;L’Q...d:cN

(6.5.28)
arbeitet, welche vollstdndig symmetrisch ist. Die Symmetrie-Adaption riihrt da-
her, daf} die Linearkombination:

oW (g “(y) (6.5.29)

der Kopplung der voll-symmetrischen Basisfunktion aus D® x D® fiir reel-
le Basisfunktionen entspricht, was fiir alle Symmetrie-Gruppen und nicht nur
fiir Doy gilt. Im Falle komplexer Basisfunktionen miifite die komplexe Konju-
gation und mogliche Phasenfaktoren beriicksichtigt werden. Auch hier machen
komplexe Orbitale nur Probleme. Einfach gesagt, ist die Dichte-Matrix (6.5.28)
von Natur aus symmetrie-gemittelt und damit entsprechend Abschnitt 6.5.1 zur
vollen Symmetrie projiziert. Die Vorteile dieser Methode sind:

+ Sehr einfache numerische Realisierung.
+ Keine Symmetrie-Identifikation aller Orbitale notwendig.

+ Keine sténdige Symmetrie-Buchhaltung nétig.
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Die Nachteile sind:
- Alle Komponenten eines entarteten Zustands miissen berechnet werden.

- Oft miissen noch weitere Zustdnde einbezogen werden, um auch hohere
Symmetrie-Zusammenhénge zu erfiillen, was einen zusétzlichen Aufwand
erfordert.

- Die Phasen der Einteilchen-Orbitale miissen in den Komponenten-Rech-
nungen iibereinstimmen, was zum Problem werden kann.

Man sieht schon, dafi die Zustandsmittelung den numerischen Aufwand einer
Rechnung sehr vergréflert. Das ist der Grund, weshalb diese Methode fiir CI-
Rechnungen nicht in Frage kommt. Die Zustandsmittelung ist in den meisten
MCSCF-Paketen implementiert, so auch in der MCSCF-Routine von Molpro
[13]. Die Zustandsmittelung ist besonders gut geeignet, wenn die Symmetrie eines
Molekiils nur leicht aufgehoben ist und Energiedifferenzen zwischen urspriinglich
entarteten Komponenten gefragt sind. In diesem Fall scheitert die ansonsten bes-
sere Projektionsmethode aus Abschnitt 6.5.1, da in ihr die Optimierung jeder
Komponente ihren eigenen, fast unabhéngigen Weg geht. Leider ist in der CI-
Prozedur von Molpro gar keine Methode zur Behandlung hoherer Symmetrien
eingebaut, so dal man sich darauf verlassen muf, dafl die Symmetrie der NO’s
aus der MCSCF-Rechnung nicht gebrochen wird und die Vielteilchenzustidnde
korrekt erzeugt werden. Diese Hoffnung erfiillt sich meistens, aber nicht immer.
Die Einhaltung der Symmetrie-Entartungen ist teilweise so problematisch, dafl
man das Programm-Paket als nur bedingt geeignet fiir MXs-Molekiile ansehen
kann.

6.6 Die atomaren Ausgangsbasen

Jede der hier verwendeten ab initio Methoden braucht eine Basis von Einteilchen-
Orbitalen, in die die Molekiil-Orbitale entwickelt werden. Es ist naheliegend und
tiblich, den Satz {x,} der Molekiil-Orbitale (MO’s) in einen Basis-Satz {¢,}
atomarer Orbitale (AO’s) zu entwickeln, was immer moglich ist [23]:

xi) = {g} XY lowu - (6.6.1)

Die o’s und f’s sind die bekannten Spinfaktoren (4.2.3), wobei hier nur der Orts-
anteil der Orbitale betrachtet werden soll. Beide Basissétze sollen orthonormal
sein, aber Vollsténdigkeit kann in realen Rechnungen nicht ohne weiteres gewihr-
leistet werden, da alle verwendeten Basissdtze endlich sein miissen. Aus diesem
Grunde ist es wichtig, dafl die verwendete Basis gut zu den zu entwickelnden
MOQO’s passt. Die Qualitat der Rechnung hiangt von der verwendeten atomaren



KAPITEL 6. DIE NUMERISCHEN METHODEN 244

Basis ab, wobei man eine Basis sucht, die mit moglichst wenig Funktionen eine
moglichst genaue Entwicklung der MO’s sicherstellt.

Die Form atomarer Orbitale stammt von den bekannten Losungen der Schro-
dinger-Gleichung fiir das Wasserstoffatom [24]:

77ZJ7’lel (ZL‘, Y, Z) = Rnl(r =V xQ + ?JQ + 2:2> : }/lml(xayv Z) y (662)

wobei die Y},,,’s hier die in (3.3.39) besprochenen reellen Kugelflachenfunktionen
sind. Diese reellen Kugelflichenfunktionen werden auch in den Programmpaketen
verwendet, aber der Radialteil R,; mit der Form (atomare Einheiten):

27 r
Ru(r =22 + 9?4 22) = Ny - Lffiﬁ(—r) e (6.6.3)
n

fiir das Wasserstoffatom wird anders implementiert. Fiir Mehr-Elektronen-Atome
miifite darin die Kernladung Z durch die effektive Ladung Z.;y < Z ersetzt
werden, da die Elektronen einen zunehmenden Teil der Kernladung abschirmen.
In molekularen Rechnungen ist es weit giinstiger, den Radialteil:

* Ze
Rypy(r) =N -r" -1 ~eXp(——*f - 7) (6.6.4)
n

zu benutzen, wobei die Parameter n* und Z.s; je nach Schale nl bestimmt wer-
den. Die atomaren Orbitale mit einem solchen Radialteil werden Slater-Type-
Orbitals oder STO’s genannt. Bei der Verwendung solcher Radialteile mufl be-
dacht werden, daf aus ihnen die Ein- und Zwei-Teilchen-Integrale (6.1.3), (6.1.4)
und moglicherweise noch andere berechnet werden miissen, damit das Programm
funktioniert. Genau dazu eignen sich die relativ genauen STO’s nur schlecht.
Ein Integralprogramm fiir diesen Typ ist relativ langsam und wird heutzutage
kaum noch benutzt. Stattdessen wird der Radialteil durch mehrere Gaufunk-
tionen, den sogenannten Gaussian-Type-Orbitals oder GTO’s gendhert, was
eine Idee von John Pople [27] war. Die GTO’s sind fiir die Numerik um Léngen
besser, da man das Produkt zweier verschiedener Basisfunktionen als eine ein-
zelne Gaufifunktion schreiben kann, die zwischen den beiden Atomen zentriert
ist. Man definiert sogenannte primitive GTO’s zusammen mit der zugehorigen
Kugelflachenfunktion, die schon normiert sind:

Gnimy (Q; T) := N(a)r! exp(—ar?) Yy, (7) (6.6.5)

und einen unbestimmten Exponenten « als Parameter enthalten. Diese primitiven
GTO’s sind durch ihren Exponenten « vollsténdig im Verhalten bestimmt. Hier
sind drei Beispiele fiir solche primitiven GTO’s des Typs 1s, 2p, 3d:

gs(a; ™) = (83 /7)) exp(—ar?)
Gop, (;7) = (128° /7)Y 4z exp(—ar?) (6.6.6)
G3d,, (;7) = (2048a7 /7%) zy exp(—ar?) .
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Die GTO’s haben natiirlich auch Nachteile, wie das falsche analytische Verhalten
einer einzelnen GTO am Kernort. Genauer gesagt, wird die sogenannte Kern-
Elektronen-Spitze nicht richtig beschrieben. Weiterhin fallen GTO’s viel schneller
ab als STO’s. Diese Probleme werden dadurch gemildert, indem man das korrekte
Einteilchen-Orbital durch eine ganze Reihe von primitiven GTO’s approximiert
- man kontrahiert mehrere primitive GTO’s zu einer Funktion zusammen:

L
SOSGF(F_ EA) = Z dpy - gp(apu; ™ — EP) . (6.6.7)

P=1

Solche Orbitale, die durch eine Linearkombination von primitiven GTO’s darge-
stellt werden, nennt man kontrahierte Gauf3-Funktion (CGF) oder auch kon-
trahiertes Gauf3-Orbital (cGTO). Die Groflen ap, in der Kontraktion (6.6.7)
sind die festen Exponenten der primitiven GTO’s der Kontraktion (Kontrak-
tions-Exponenten) und die dp,’s sind die sog. Kontraktions-Koeffizienten.
Die Anzahl L der verwendeten primitiven GTO’s ist die sog. Linge der Kon-
traktion. In (6.6.7) erkennt man weiterhin, dafi auch die Zentren Rp der jewei-
ligen primitiven GTO’s allgemein gehalten wurden. Die Zentren Rp stimmen in
nahezu allen iiblichen Basen mit dem Atom-Ort R4 iiberein, aufler in sogenannten
lobe-Basen (lobes) des Programm-Paketes Gaussian, worauf hier nicht eingegan-
gen werden soll. Ein solches kontrahiertes Gau3-Orbital ist vollstéandig durch die
Art und Anzahl der primitiven GTO’s, sowie die Kontraktions-Koeffizienten und
-Exponenten bestimmt. Wie diese Kontraktionen aussehen, mufl mit Hilfe von
Modellrechnungen anhand experimenteller Daten optimiert werden. In der Quan-
tenchemie wird die gesamte Menge der verwendeten atomaren Orbitale durch die
Parameter in (6.6.7) ausgedriickt. Die Art und Menge der verwendeten atomaren
Orbitale bezeichnet man als Basissatz. Einen solchen Basissatz eines zu beschrei-
benden Atoms gibt man unter anderem durch die Anzahl der beriicksichtigten
Orbitale eines jeden Typs vor. Das wird in der iiblichen Notation:

[Nss, Npp, Nad, Nt f, Ngg, Nph, Nii, .. . | (6.6.8)
geschrieben, wobei ein Basissatz vom Typ:
[3s, 2p, 1d| (6.6.9)

das Atom durch 3 s-Orbitale, 2 p-Orbitale und 1 d-Orbital beschreibt. Zusétz-
lich wird angegeben, mit wievielen primitiven GTO’s diese Orbitale dargestellt
wurden. Das wird in der Form:

(NSS,Npp7 Ndd, fo, Ngg,Nhh, NZZ, . ) (6610)
geschrieben, wobei ein Basissatz vom Typ:

[3s,2p, 1d] — (7s,6p, 3d) (6.6.11)
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die 3 s-Orbitale jeweils durch 7 primitive GTO’s darstellt, die p-Orbitale durch
6 und das d-Orbital durch 3 primitive GTO’s. Die durch die Basis festgelegten
Kontraktionen bleiben erstaunlicherweise recht konstant, wenn man die Atome
zu Molekiilen kombiniert, was im Detail von J. Pople in [27] untersucht wurde.
Zuletzt sollen noch einige wichtige Standard-Basissétze vorgestellt werden, die
in der Praxis benutzt werden. Die Basissédtze unterscheiden sich in vielen Aspek-
ten und Zielen. Die einfachste Basis eines Atoms enthélt nur die Orbitale der
im Grundzustand besetzten Schalen und wird dementsprechend Minimal-Basis
genannt. Eine bekannte Minimal-Basis ist die Basis STO-3G. In ihr werden die
STO’s jedes besetzten Orbitals durch 3 GTO’s ausgedriickt, wie der Name schon
sagt. Allgemein gibt es Minimal-Basen des Namens STO-2G, STO-6G in de-
nen jeweils ein STO durch eine Kontraktion von 2 oder 6 GTO’s ausgedriickt
wird. Die STO-3G-Basis von Kohlenstoff driickt die s-Orbitale durch 2 STO’s,
also durch 6 GTO’s und die p-Orbitale durch eine STO und somit durch 3 GTO’s

aus und ist dementsprechend vom Typ:
C: [2s,1p] — (6s,3p) . (6.6.12)

Ausgehend von einer Minimal-Basis konstruiert man nun groflere Basissétze.
Nimmt man zu jedem Orbital jeweils eine weitere Funktion hinzu, dann spricht
man von einer double-zeta-Basis (DZ). In einer DZ-Basis wiirde Sauerstoff
durch:

O : [4s,2p] (6.6.13)

dargestellt. Nimmt man dessen einem, zwei weitere Orbitale hinzu, so spricht
man von einer triple-zeta-Basis (TZ), die Sauerstoff durch:

O : [6s,3p] (6.6.14)

darstellt. Nach dem selben Schema definiert man noch hohere Basen. Die Na-
men mit dem ,,zeta“ sind historisch motiviert, denn damals wurde die effektive
Ladung Z.¢r gerne als ¢ bezeichnet. Nimmt man jeweils eine zusétzliche Funk-
tion nur fiir die Valenzorbitale hinzu, so spricht man von einer split valence-
oder SV-Basis. Mit dieser Definition nimmt man es jedoch nicht so genau, da
die zusatzlichen Funktionen in double- und triple-zeta-Basen meistens nur zu
den Valenz-Orbitalen gehoren und nicht alle Funktionen verdoppelt oder verdrei-
facht werden. Die bekannte 6-31G-Basis ist vom SV-Typ, wobei die Bezeichnung
andeutet, daf} die 1s-Orbitale durch 6 GTO’s, die 2s- und 2p-Orbitale durch 3
GTO’s und die hinzugenommenen 2s’- und 2p’-Orbitale durch jeweils eine GTO
approximiert werden. Die Hinzunahme von zusétzlichen Schalen ermoglicht eine
leichte Ortverdnderung durch Linearkombination, da das Produkt zweier GTO’s
als GTO zwischen den beiden Ausgangs-GTO’s angesehen werden kann. Aufer-
dem kann die Ausdehnung besser angepasst werden.

Bei einer solchen mehrfach-zeta-Basis kommen nur Funktionen des gleichen
Typs hinzu. In der Praxis hat es sich aber bewéhrt, die Basis um komplette
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Schalen zu vergroflern und nicht nur um s- und p-Funktionen. Die Basissédtze
werden also zusétzlich mit sogenannten Polaristionsfunktionen versehen, die
einen hoheren Drehimpuls haben, als die besetzten Schalen des Atoms, wie zum
Beispiel d-Funktionen fiir Elemente der ersten Periode. Diese Polarisationsfunk-
tionen ermoglichen eine bessere Beschreibung von Deformationen der atomaren
Orbitale, wenn sie in Molekiilen eingebaut sind.

Zusétzlich werden manchmal noch diffuse s-Funktionen hinzugenommen, die
ein zuséatzliches Elektron fiir Anionen aufnehmen kénnen. Fehlt ein solches ,,brei-
tes“ GTO, so ist es sehr schwierig, die ohnehin schon problematischen Anionen zu
modellieren. Eine Basis mit einer solchen Funktion nennt man augmentiert. In
der Praxis werden mehrfach augmentierte Basissédtze benutzt, um solche schwach
gebundenen Elektronen zu beschreiben.

6.7 Der Ablauf der Rechnungen

Zuletzt soll noch der Ablauf der Rechnungen besprochen werden. In dieser Ar-
beit wurden durchweg Energien ausgerechnet und keine anderen Groflen, wie
Ubergangswahrscheinlichkeiten oder Dipolmomente. Die Energie ist die genaueste
Grofle in quantenchemischen Rechnungen, da alle Methoden auf sie ausgerichtet
sind. Hat man beschlossen zu welchen Zustéinden die Energien berechnet werden
sollen, dann lduft die Berechnung nach dem in Abbildung 6.1 skizzierten Muster
ab. Dabei ist es noch wichtig, etwas zur Wahl der zu berechnenden Zusténde und
zur Wahl des aktiven Raumes in den Multi-Referenz-Rechnungen zu sagen.

Die Wahl des aktiven Raumes fiir die MCSCF-Rechnung, die in Abschnitt
6.1.2 beschrieben wurde, legt die Orbitale fest, aus denen die Referenz-Determi-
nanten gebildet werden, mit denen dann die Vielteilchenzusténde erzeugt werden.
Dazu wird in jeder Symmetrie eine Zahl von Orbitalen angegeben, die eingefro-
ren (core), geschlossen (inaktiv) oder aktiv (active) sind. Alle Orbitale, die
nicht angegeben wurden, nennt man virtuell. Diese Orbitale treten in keiner der
Referenz-Determinanten der MCSCF-Vielteilchenfunktion auf. Die eingefrorenen
core-Orbitale und die inaktiven Orbitale sind in jeder Referenz-Determinanten
voll besetzt, wobei die core-Orbitale von der Optimierung ausgeschlossen sind,
um Rechenzeit und Speicherplatz zu sparen. Die core-Orbitale bleiben so, wie sie
in der vorhergehenden Rechnung bestimmt wurden. Nur die aktiven Orbitale ge-
hen in jeder moglichen Besetzungszahl in die Menge der Referenzdeterminanten
ein, weshalb man diese MCSCF-Methode auch als complete active space-SCF
oder CASSCEF bezeichnet. Man konnte sagen, dafl fiir die aktiven Orbitale eine
Full-CI-Rechnung durchgefiihrt wird. Bei der Wahl der zu berechnenden Zusténde
ist zu beachten, daf alle Komponenten eines entarteten Zustands mit einbezogen
werden miissen, damit keine Symmetrieprobleme auftreten (siche Abschnitt 6.5).
AuBlerdem mufl die Dichtematrix iiber alle angeregten Zusténde, die bestimmt
werden sollen, gemittelt werden, weshalb man diese Zusténde gleichzeitig berech-
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Eingabe der Geometrie des Mo-
lekiils
und des atomaren Basissatzes
Y
Berechnung der Start-Orbitale 3 Eingabe der Hartree-
mit Hartree-Fock (restricted) ) Fock-Determinante
Y
Berechnung der natiirlichen - Eingabe des aktiven
Orbitale (NO’s) mit MCSCF ) Raumes der MCSCF
Y
Berechnung der gesuchten ~ Eingabe des aktiven
Zustands-Energien mit MRCI ) Raumes der MRCI

Abbildung 6.1: Der Ablauf der Rechnungen fiir diese Arbeit

nen mufl. Um moglichst stabile Rechnungen und fast identische NO’s fiir alle
Zusténde zu erhalten, werden hier die gesuchten Zustédnde gleichzeitig berechnet.

Bei der Wahl des aktiven Raumes fiir die MRCI-Rechnungen werden auch
core-, inaktive- und active-Orbitale definiert. Jedoch ist deren Bedeutung hier
etwas anders. In der MRCI-Rechnung bleiben nur die core-Orbitale in allen De-
terminanten geschlossen, wihrend die inaktiven Orbitale nur in den Referenz-
Determinanten geschlossen sind. Die Bildung von Anregungen geschieht auch
beziiglich der inaktiven Orbitale. Die aktiven Orbitale gehen wieder in jeder Kom-
bination in die Menge der Referenzdeterminanten ein, deren Ein- und Zweifach-
Anregungen beziiglich der activen und inaktiven Orbitale gebildet werden! In den
angeregten Determinanten der MRCI-Vielteilchenwellenfunktion treten systema-
tisch alle Orbitale auf. Hohere Orbitale, die nicht zur Kategorie core, inaktiv oder
aktiv gehdren nennt man virtuell. Die MRCI-Rechnung bestimmt die angege-
bene Zahl von Zustédnden in jeder Symmetrie entsprechend der in Abschnitt 6.2
zusammengefassten Methode, wobei die Energien aus den NO’s der vorherigen
MCSCF-Rechnungen bestimmt werden. Im Rahmen des benutzten Programm-
Paketes Molpro wird eine sogenannte ICCI durchgefiihrt, die im Abschnitt 6.2
beschrieben wurde.

Alle Rechnungen wurden hier mit dem kommerziellen Quantenchemie-Paket
Molpro [13] durchgefiihrt. Die MCSCF-Methode in Molpro wird dabei in [29]
und [30] beschrieben. Die verwendete MRCI-Rechnung in ICCI-Né&herung wird
in den Referenzen [31], [32] und [33] beschrieben.



Kapitel 7

Die Rechnungen und ihre
Auswertung

Nach der Entwicklung einer Modell-Ligandenfeldtheorie und der Kenntnis der nu-
merischen Methoden, kénnen die MX,-Molekiile nun explizit behandelt werden.
Im folgenden sollen nach der Diskussion einiger Einzelheiten der numerischen
Rechnungen die Ergebnisse zu jedem Molekiil tabelliert und ausgewertet werden.

7.1 Die Wahl des Basissatzes, Genauigkeit

Bevor mit der Rechnung begonnen werden kann, mufl der atomare Basissatz
gewahlt werden, der die Atome im Molekiil beschreibt. Der Basissatz soll mog-
lichst genau und trotzdem nicht zu grof3 sein. Der geeignete Basissatz war eigent-
lich schon zu Beginn bekannt, aber trotzdem wurde er hier noch einmal iiberpriift
und mit anderen Basissidtzen verglichen. Eine grofie Auswahl an Basissétzen fiir
nahezu alle Atome findet man auf der wichtigen Webseite [37]:

http://www.emsl.pnl.gov/forms/basisform.html

des Pacific Northwest National Laboratory der USA. Diese Webseite lie-
fert alle standardisierten Basissétze. Die Daten sind frei erhéltlich und kénnen in
Input-Form der bekanntesten Quantenchemie-Pakete abgerufen werden, so auch
in Molpro-Form. Es mufiten Basissiitze fiir die betrachteten Ubergangsmetall-
Atome Titan und Vanadium, sowie die Halogene Fluor und Chlor gefunden wer-
den. Die Entscheidung dariiber, welcher Basissatz in den Rechnungen benutzt
wird, féllt nach der Durchfithrung von Testrechnungen. In den Testrechnungen zur
Wahl der Ubergangsmetall-Basis wurden die Energien elektronischer Uberginge
berechnet und in den Halogen-Testrechnungen wurden die Anionen und das X,-
Molekiil energetisch betrachtet. Die erhaltenen Werte werden mit experimentellen
Daten verglichen und deren Abweichung von diesen ist ein Maf fiir die zu erwar-
tende Genauigkeit.

249
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7.1.1 Der Basissatz fiir das M-Atom

Das bestimmende Atom in den MX,-Rechnungen ist natiirlich das Ubergangs-
metall-Atom M. In die ndhere Wahl fiir die Beschreibung von Titan und Vana-
dium kamen die Basissétze:

e . Roos Augmented Triple Zeta ANO* (VTZ) vom Typ:
[8s,7p,5d, 3f,2g] — (21s,15p,10d, 6 f, 4g) fiir Titan und Vanadium

e . Roos Augmented Double Zeta ANO* (VDZ) vom Typ:
(65, 5p, 4d, 2f] — (21s,15p,10d, 6 f) fiir Titan und Vanadium

e . Bauschlicher ANO“ (Bau-ANO) vom Typ:
[7s,6p,4d,3f,2g] — (21s,16p,9d, 6 f,4g) fiir Titan
[7s,6p,4d,3f,2g] — (20s, 15p, 10d, 6 f, 4g) fiir Vanadium

e  Wachters + f“ (Wachtf) vom Typ:
[8s,6p, 4d, 1 f] — (14s,11p,6d,3f) fir Titan und Vanadium.

Die Referenz zu den Basen VTZ und VDZ von Bjorn Roos ist [38]. Die Basis
Wachtf wird in [39] beschrieben und Bauschlichers ANO-Basis in [40]. Die Ba-
sissitze werden nun getestet, indem die energetischen Abstédnde der ersten Terme
des jeweiligen Atoms M und seiner Ionen M* und M?* berechnet werden. Dabei
fallen auch die ersten und zweiten Ionisierungsenergien an. Diese Testrechnun-
gen machem Sinn, da fiir die spateren MX,-Molekiile kaum experimentelle Daten
vorhanden sind und so nur die Ergebnisse der Testrechnungen mit experimentel-
len Daten verglichen werden kénnen. Die Abweichung der in den Testrechnungen
erhaltenen Ubergangsenergien ist die maximal zu erwartende Genauigkeit fiir die
berechneten Molekiil-Ubergangsenergien. Zumindest gibt es keinen Grund, zu er-
warten, dafl die Ergebnisse fiir das Molekiil genauer sein werden. Im Molekiil
spalten natiirlich die Multiplett-Energien auf und die Genauigkeit dieser Auf-
spaltung héngt von der Giite der Beschreibung der Bindung mit den Halogenen
ab. Die experimentellen Energien der atomaren Niveaus erhélt man wiederum
von einer amerikanischen Internetseite [41]:

http://www.nist.gov

des National Institute of Technology (NIST) der USA. Die Niveaus kann
man direkt unter:

http://physics.nist.gov/cgi-bin/AtData/levels_form

abrufen. Die spezielle Referenz fiir die Niveaus der Titan- und Vanadium-Atome
und -Tonen lautet [42]. Nun wurde mit dem Quantenchemie-Paket nichtrelativi-
stisch gerechnet, wihrend die experimentellen Niveaus natiirlich die volle Spin-
Bahn-Abhéngigkeit enthalten. Es muffiten die experimentellen Daten von der



KAPITEL 7. DIE RECHNUNGEN UND IHRE AUSWERTUNG 251

Spin-Bahn-Kopplung , befreit“ werden, was laut [14] nahezu vollstdandig durch
Mittelung der Niveaus eines LS-Terms durchgefiihrt werden kann. Dies kommmt
daher, dal die Spin-Bahn-Kopplung den Energie-Schwerpunkt unverandert 1a8t.
Bei dieser Mittelung wird jedes Niveau entsprechend seiner Entartung gewichtet:

n

S @ Je+ 1)« ECTLy,) . (T.11)

k=1

1
2xS+1)(2xL+1)

E(25+1L)exp_ —

Bei der Berechnung der atomaren Energieniveaus mit einem Quantenchemie-
paket fiir Molekiile miissen sehr viele Dinge beachtet werden, damit die auf-
tretenden Entartungen auch wirklich erfiillt werden. Das MRCI-Programm des
Molpro-Pakets enthilt leider keine Mafinahmen zur Bekdmpfung von Symme-
trie-Kontaminationen. Es ist nicht selten, dafl die korrekten MCSCF-Orbitale,
besonders im Fall von Atomen, nicht automatisch zu den richtigen Entartungen
der MRCI-Energien fiihren. Die aktiven Raume fiir die MCSCF- und MRCI-
Rechnungen der Atome wurden genauso gewahlt, wie fiir das M-Atom im MXs-
Molekiil, da die Testrechnungen ja die zu erwartende Genauigkeit des Atoms im
Molekiil feststellen sollen. Zur Berechnung der Werte wurden verschiedene Kon-
figurationen benutzt, wobei das Atom in der abelschen Symmetrie Dy, berechnet
werden mufite. Nun soll mit Daten gezeigt werden, warum eine bestimmte Wahl
des Basissatzes getroffen wurde. Auflerdem wird man erkennen koénnen, welche
Konfiguration der MCSCF- und MRCI-Programme fiir die Rechnung sinnvoll ist
und welche Genauigkeit dann zu erwarten ist. Wie sich die atomaren Orbitale
auf die Dyy-Darstellungen verteilen, erfahrt man in Abschnitt 3.5.1.

Die erste Konfiguration heifit ,MCR*“. Der aktive Raum fiir die MCSCF-
Rechnungen in dieser Konfiguration lautet:

Apyer(MCSCF) || Ay Bsy Bayw Biy Biw By, Bs, A,

core (1s,2s,2p) 2 1 1 0 1 0 0 O (71.2)
inaktiv (3s,3p) 1 1 1 0 1 o 0 0

aktiv (3ddsdpdd) || 5 1 1 2 1 2 2 0

und der aktive Raum fiir die MRCI-Rechnungen lautet:

Aner(MRCT) A, Bs, By, By B, By DBs, A,

core (1s,28,2p,3s,3p) || 3 2 2 0 2 0 0 O (7.1.3)
inaktiv (-) 0 O 0 0 0 0 0 0

aktiv (3d,4s) 3 0 0 1 0 1 1 0

Diese Konfiguration friert in der MCSCF die 1s, 2s und 2p-Schale des Ubergangs-
metalls ein, was bedeutet, dafl diese durchweg geschlossenen Schalen entsprechend
der RHF-Rechnung gewéhlt werden. Die 3s- und 3p-Schale wird als geschlossene
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(inaktive) Schale behandelt und die 3d-, 4s-, 4p- und 4d-Schale als aktive Schale.
In der MRCI werden die aus der MCSCF resultierenden Orbitale benutzt, wobei
hier die 1s-, 2s-, 2p-, 3s- und 3p-Schale eingefroren wird, was bedeutet, dafl diese
Schalen in jeder Determinanten geschlossen sind, was sich als sinnvoll heraus-
gestellt hat. Die 3d- und die 4s-Schale sind aktiv. Diese Konfiguration ist eine
der begrenzten Moglichkeiten des Einbezugs des M-Atoms ins MX,-Molekiil. Die-
se Konfiguration der Molpro-Input-Files fithrt auf folgende Ergebnisse fiir die
Ubergangsmetall-Atome (alle Werte in eV):

Zust. von Ti Eeacp. Evrz | Evpz | Epav—ano | Ewacurr
SF(3d*4s?) —0— 1| —0— | —0— —0— —0—
SF(3d3(*F)4s) || 0.806 | 0.89 | 0.90 0.89 0.94 (7.1.4)
1D(3d%4s?) 0.872 1 0.99 | 1.02 1.00 1.05
3P(3d%4s%) 1.032 | 1.17 | 1.17 1.17 1.21
Zust. von V Eewp. | Evrz | Evpz | Epav-ano | Ewacurr
1F(3d34s%) —0—| =0— | —0— —0— —0—
SD(3d*(5D)4s) || 0.245 | 0.21 | 0.21 0.20 0.26 (7.1.5)
1D(3d*(°D)4s) || 1.026 | 1.05 | 1.07 1.04 1.13
1P(3d34s?) 1.165| 1.33 | 1.35 1.33 1.39

fiir die Energien der M"-Tonen folgt:
Zust. von Tit Eea:p. Evrz | Evpz | Epav—ano | Ewacurr
‘F(Bd2(PF)4s) || —0— | —0— | —0— —0— —0—
1F(3d3) 0.107| 0.13 | 0.14 0.12 0.19 (7.1.6)
2F(3d*(3F)4s) || 0.565 | 0.46 | 0.48 0.46 0.48
2D(3d*(*D)4s) || 1.056 | 1.11 | 1.16 1.11 1.19
Zust. von V' || Eeyp | Evryz | Evpz | Epav—ano | Ewacurr
>D(3d*) —0—1| —0— | —0— —0— —0—
SF(3d3(*F)4s) || 0.337 | 0.35 | 0.34 0.36 0.30 (7.1.7)
SF(3d3(*F)4s) | 1.078 | 1.08 | 1.09 1.09 1.06 o
3P(3d4) 1.426 | 1.49 1.54 1.49 1.56
3H(3d4) 1.541 | 1.68 1.76 1.68 1.75

und fiir die wichtigen M**-Tonen folgt:
Zust. von Ti*" || Eyp | Evrz | Evpz | Egav—ano | Ewacurr
SF(3d?) —0—1| —0— | —0— —0— —0—
1D(3d2) 1.021 | 1.15 1.20 1.15 1.23 (7.1.8)
3P(3d2) 1.292 | 1.47 | 1.48 1.48 1.53 o
1G(3d?) 1.755| 1.97 | 2.03 1.97 2.02
15(3d%) 3.996 | 4.21 | 4.32 4.22 4.45
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Zust. von V*F Eezp Evryz | Evpz | Epav—ano | Ewacurr

4F(3d3) —0—| —=0— | —0— —0— —0—

4P(3d3) 1.405 | 1.60 1.64 1.60 1.67 (7.1.9)
2G(3d3) 1.457 | 1.66 1.73 1.66 1.71

2P(3d3) 1.887 | 2.05 2.15 2.06 2.19

Auflerdem enthélt man die folgenden lonisierungsenergien (IE’s):

IE Eeap. ‘ Eyry ‘ Evpz ‘ Epav-—ano ‘ Ewacurr
Ti(I°F) — Ti" (1"F) | 6.828 | 6.64 | 6.62 6.64 6.59
Tit(1*F) — Ti2T(13F) || 13.576 | 13.05 | 13.04 |  13.04 13.03
(7.1.10)
IE Eeap. ‘ Evyrz ‘ Eypz ‘ Epav-ano ‘ Ewacuarr
V(I'F) > VF(I°D) | 6.746 | 6.42 | 6.41 6.41 6.42
VH(15D) — V2 (14F) | 14.66 | 14.15 | 14.12 | 14.15 14.06
(7.1.11)

Die zweite Konfiguration heifit ,, MCPR*. Sie besitzt den selben aktiven Raum
der MCSCF-Rechnung, wie ,,MCR*, aber der Referenzraum der MRCI enthélt
zusétzlich die 4p-Schale. Der aktive Raum fiir die MCSCF-Rechnungen in dieser
Konfiguration lautet:

Apyeopr(MCSCF) | Ay, Bsy By By B By Bs, A,

core (1s,2s,2p) 2 1 1 0 1 o 0 0 (7.1.12)
inaktiv (3s,3p) 1 1 1 0 1 0 0 0

aktiv (3ddsdpdd) | 5 1 1 2 1 2 2 0

und der aktive Raum fiir die MRCI-Rechnungen lautet:

Aper(MRCT) A, Bs, DBa, By B, By Bsgz Ay

core (18,2s,2p,3s,3p) || 3 2 2 0 2 0 0 0 (7.1.13)
inaktiv (-) 0o 0 0 0 0 0 0 0

aktiv (3d,4s,4p) 3 1 1 1 1 1 1 0

Diese Konfiguration der Molpro-Input-Files fiihrt auf folgende Ergebnisse fiir
die Ubergangsmetall-Atome (alle Werte in eV):

Zust. von Ti Ee:cp. Evrz | Evpz | Epav-ano | Ewacurr
3F(3d24s ) —0— 1| —0— | —0— —0— —0—
(3d3( ) ) 0.806 | 0.94 0.94 0.94 0.99 (7.1.14)
(3d245 ) 0.872 | 0.97 1.01 0.97 1.03
(3d24s ) 1.032 | 1.16 1.16 1.17 1.21
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Zust. von V Eeyp.

TF (3d%457) —0—
6D(3d4(°D)4s) | 0.245
1D(3d*(*D)4s) | 1.026
1P(3d345?) 1.165

fiir die Energien der M*-Ton

Zust. von Tit || Ep.

Evrz | Evpz | Epav-ano | Ewacurr
—0— | —0— —0— —0—
0.33 | 0.32 0.32 0.37 (7.1.15)
112 | 1.14 1.11 1.19
1.35 | 1.37 1.35 1.40
en folgt:

Evrz | Evpz | Epav—ano | Ewacurr

TFBE(F)4s) || —0—
AR (3d3) 0.107
2F(3d2(3F)4s) | 0.565
2D(3d2(1D)4s) | 1.056

—0— | —0— | —0— —0—
0.13 | 0.14 0.12 0.19 (7.1.16)
045 | 0.47 0.45 0.47
111 | 1.16 1.11 1.19

Zust. von V* Eeacp. Evrz | Evpz | Epav—ano | Ewacurr
5D(3d4) —0— | —0— | —0— —0— —0—
5F(3d3(4F)4s) 0.337 ] 0.35 | 0.33 0.36 0.29 (7.1 17)
3F(3d3(4F)4s) 1.078 | 1.05 1.06 1.06 1.03 o
3P(3d4) 1.426 | 1.48 1.54 1.49 1.56
3H(3d4) 1.541 | 1.67 1.75 1.67 1.75
und fiir die wichtigen M?*-Ionen folgt:
Zust. von Ti*" || Eeup | Bvrz | Evpz | Epav—ano | Bwacurr
3F(3d2) —0— | —0— | —0— —0— —0—
1D(3d2) 1.021 | 1.15 1.20 1.15 1.23 (7.1 18)
3P(3d2) 1.292 | 1.47 1.48 1.48 1.53 o
1G(3d2) 1.755| 1.97 | 2.03 1.97 2.02
15(3d2) 3.996 | 4.21 4.32 4.22 4.45
Zust. von V** Eea:p. Evrz | Evpz | Epav—ano | Ewacurr
4F(Bd?’) —0— | —0— | —0— —0— —0—
4P(Scl?’) 1.405| 1.60 1.64 1.60 1.67 (7.1.19)
2G(3d3) 1.457| 1.66 1.72 1.66 1.71
2P(3d3) 1.887 | 2.05 2.15 2.06 2.19

AuBlerdem enthélt man die folgenden Ionisierungsenergien (IE’s):

IE Eep. ‘ Evrz ‘ Evpz ‘ Epav_ano ‘ Ewacurr
Ti(I°F) — Ti" (1"F) | 6.828 | 6.70 | 6.67 6.70 5.66
Tit(1*F) — Ti2+(13F) | 13.576 | 13.05 | 13.04 |  13.05 14.02
(7.1.20)
IE Fep. ‘ Evyrz ‘ Eyvpz ‘ Epav-ano ‘ Ewacurr
VA'F) = VT(I°D) | 6.746 | 6.55 | 6.54 6.54 6.54
VH(1PD) — VEH(14F) | 14.66 | 14.15 | 14.12 |  14.16 14.07
(7.1.21)

Die Analyse dieser Werte ergibt die folgenden wichtigen Aussagen:
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e Die ANO-Basis von Roos (VTZ) und Bauschlichers ANO-Basis sind un-
gefdhr gleich genau, wobei hier die Roos-Basis etwas besser abschneidet.

e Der kleinere aktive Raum fiir die MRCI-Rechnung, ohne die 4p-Schale, lie-
fert genauere Ergebnisse fiir die Atome M und die einfach positiv geladenen
Ionen M*, obwohl er kleiner ist. Fiir die wichtigen M?*-Ionen sind beide
MRCI-Konfigurationen gleich ungenau - sie haben einen Fehler von bis zu

0.2¢eV.

e Die Genauigkeit der elektronischen Uberginge ist hoher als die der Ioni-
sierungsenergien. Der Fehler der IE’s liegt bei ungefahr 0.2¢eV fiir die erste
Ionisierung und ungefihr 0.5eV fiir die zweite lonisierung. Dieses Problem
ist aber bekannt, da hier Energien von Wellenfunktionen verschiedener Elek-
tronenzahl verglichen werden, was beim Molekiil nicht geschieht.

Anhand dieser Erkenntnisse sieht man schon, dafy die Hinzunahme der 4p-Schale
in den aktiven MRCI-Referenz-Raum kaum eine Verbesserung der Ergebnisse lie-
fert, aber den Rechenaufwand spiirbar erhéht. Das selbe gilt auch fiir das Molekiil!
Bei der Frage nach dem richtigen Basissatz habe ich mich fiir die Basis (VTZ) von
B. Roos entschieden, obwohl die ANO-Basis von Bauschlicher genauso gut ist.
Die Entscheidung fallt jedoch zugunsten von VTZ, da es auch gute Basissitze
des gleichen Typs fiir die Halogene gibt, was fiir die Bauschlicher-ANO-Basis
nicht gilt. Neben den Rechnungen in der VTZ-Basis wurde auch noch die VDZ-
Basis benutzt, um die Abhéangigkeit der Ergebnisse von der Basis einschétzen zu
konnen.

Zu diesen Rechnungen soll noch gesagt werden, dafl es hier nicht darum geht,
die Energien der Atome und Ionen moglichst genau zu rechnen, sondern die zu er-
wartende Genauigkeit bei Verwendung der jeweiligen Konfiguration der MCSCF-
und MRCI-Rechnungen zu bestimmen. Rechnet man mit groeren aktiven Réum-
en in der MRCI, so kann man fiir die elektronischen Ubergénge der Atome und
Ionen eine durchschnittliche Genauigkeit von 0.1eV und besser erreichen. Wie
oben schon bemerkt, lohnt sich eine Hinzunahme der 4p-Schale zum obigen Refe-
renzraum der MRCI nicht, solange die 3p-Schale eingefroren ist, denn sie braucht
zumindest diese Schale zum , korrelieren“. Aus dem selben Grund macht es Sinn,
die 3s-Schale vom core-Status in den inaktiv-Status zu erheben, damit sie mit
der aktiven 4s-Schale , korrelieren* kann. Erst wenn diese Erweiterung des Refe-
renzraumes der MRCI geschehen ist, konnte sich die Hinzunahme einer weiteren
d-Schale (4d) lohnen, aber die Effekte von 3s und 3p sind wichtiger. Der akti-
ve Raum mit inaktiver 3s- und 3p-Schale wurde fiir die Ubergangsmetall Atome
und -Ionen ausprobiert und erhéht die Genauigkeit der atomaren Ubergangsener-
gien und lonisierungsenergien von 0.2¢V auf 0.1eV und besser! Es war jedoch
nicht moglich, diese Zahl an inaktiven und aktiven Schalen auch fiir das M-Atom
im Molekiil zu iibernehmen, da dort auch die Halogene mit einbezogen werden
miissen und ihrerseits inaktive und aktive Schalen brauchen.
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7.1.2 Der Basissatz fiir die Halogene

Auch der Basissatz fiir die Halogene wurde ausfiihrlich gepriift, aber die De-
tails dazu will ich hier nicht angeben. Wie bereits erwidhnt, haben die beiden
Basissétze VTZ und VDZ von Roos den Vorteil, dafl sie auch fiir die Halogene
erhiltlich sind. Bei der Uberpriifung der Basen der Halogene macht es jedoch
keinen Sinn, elektronische Ubergangsenergien zu berechnen, da diese sehr hoch
liegen und fiir die ersten Terme des MX,-Molekiils keine Rolle spielen. Der erste
angeregte Zustand des Fluor-Atoms liegt 12.7¢V iiber dem Grundzustand und
bei Chlor sind es rund 9eV. Der hochste hier berechnete Term des MXy-Molekiils
liegt aber weniger als 4eV {iber dem Grundzustand, so dafl der Einflul von elek-
tronischen Ubergéngen in den Halogen-Atomen auf diese Molekiilzustéinde sehr
gering ist und weit unterhalb der Genauigkeitsgrenze von wahrscheinlich 0.2eV
liegt. Hier war es wichtiger, die chemische Bindung des Halogens zu iiberpriifen.
Dazu wurden einige Eigenschaften der Fluor- und Chlor-Molekiile betrachtet,
wie deren Dissoziationsenergie, Bindungslinge und Vibrationsfrequenz. Aufler-
dem wurde die Elektronen-Affinitét (EA) von Fluor und Chlor mit der jeweiligen
Basis berechnet.

Die Rechnungen sollen auch hier mit experimentellen Daten verglichen wer-
den, um die Genauigkeit der spéateren Rechnungen einschétzen zu kénnen. Bei
der Konfiguration der MCSCF- und MRCI-Rechnungen wurden zwei Konfigura-
tionen betrachtet, ndmlich eine (,mini*), bei der nur Atom-Schalen mit einbe-
zogen wurden, die auch in den spateren MX,-Rechnungen mit einbezogen werden
konnen und eine Konfiguration (,,sp*) bei der zusétzlich zu den besetzten Scha-
len noch eine s- und eine p-Schale hinzugenommen wurde. Die inaktiven Schalen
sind 1s, 2s und 2p bei Chlor und 1s bei Fluor. Die Input-Schreibweise erhélt man
auch hier durch die Aufspaltung der atomaren Schalen in die Dyj,-Darstellungen
laut 3.5.1, wie in 7.1.1.

So erhélt man die folgenden EA’s fiir die beiden Basen VTZ und VDZ von
Roos und Verwendung der beiden Konfigurationen ,,mini“ und ,,sp* (alle Werte
in eV):

Atom | 1E..,, | 1BR | 1B, | 1B | 1B,
Fluor | 3.40 | 2.98 | 3.28 | 204 | 321 (7.1.22)
Chlor | 3.61 | 3.32 | 3.28 | 3.27 | 3.24

Die experimentellen Daten stammen aus der Sammlung [43]. Die Abweichung
von den experimentellen Daten ist insbesondere fiir die minimalen Referenzraume
recht grof. Diese Ungenauigkeit {ibertragt sich jedoch nicht direkt auf die Rech-
nungen der Molekiile, denn bei den EA’s werden Systeme mit verschiedener Elek-
tronenzahl miteinander verglichen und auflerdem ist die Betrachtung negativer
Ionen (Anionen) mit MRCI besonders schwierig. Die CI-Methode konvergiert fiir
diese Systeme ganz besonders langsam und die Beschreibung des sehr diffusen
Orbitals, in dem sich das zusétzliche Elektron bewegt, ist besonders problema-
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tisch. Die Griinde dafiir kénnen in dem sehr interessanten Ubersichtsartikel [44]
nachgelesen werden. Das Problem ist umso gréfler, je weniger Schalen in den
Referenzraum einbezogen werden, was der Grund fiir den besonders schlechten
EA-Wert von Fluor ist. Mir wurde versichert, dafl die Werte aus 7.1.22 fiir das
verwendete Programm und die angewandte Methode sogar noch , erstaunlich gut*
sind! Die Ungenauigkeiten der EA’s konnen also nicht auf die Molekiilrechnungen
iibertragen werden.

Anstatt der Betrachtung der EA’s macht es eher Sinn, die Molekiile Fy und
Cly zu betrachten. Welche Schalen wie beitragen, findet man anhand der SALC’s
aus 5.1.2 heraus. Die alleinige Verwendung der besetzten Schalen in der MCSCF-
und MRCI-Methode fiihrt auf die Konfiguration:

A2 (MCSCF 4+ MRCI) || A, Bs, Bsy, Bi, B, By, B, A,
core (-) o 0 0 0 0 0 0 O
inaktiv (1s) 1 0 0 O 1 0o 0 0
aktiv (2s,2p) 2 1 1 0 2 1 1 o0

(7.1.23)
fiir das Fluormolekiil Fy und:

AC (MCSCF 4+ MRCI) | Ay Bs, B, Bi, Bi. By, Bs, A,

core (-) o 0 o o0 0 0 0 O

inaktiv (1s,2s,2p) 3 1 1 0 3 1 1 0

aktiv (3s,3p) 2 1 1 0 2 1 1 o0
(7.1.24)

fiir das Chlormolekiil Cl,. Fiir beide Molekiile werden folgende Groflen berechnet:

Gleichgewichts-Bindungslange : R
Vibrationsfrequenz v
Dissoziationsenergie - D

Aus dieser Konfiguration erhélt man fiir das Fluor-Molekiil:

Groe | Experiment | Num.(VTZ) | Num.(VDZ)
R | 1.411A 1.42A 1.44A
(7.1.25)
v 916.6cm™" | 892cm ! 84Tem ™!
D 1.6eV 1.4eV 1.3eV
und fiir das Chlor-Molekiil:
Grofe | Experiment | Num.(VTZ) | Num.(VDZ)
R | 1.987A 2.01A 2.04A
(7.1.26)
v 559.7cm™t | 548cm ™! 516em ™!
D 2.5eV 2.4eV 2.1eV




KAPITEL 7. DIE RECHNUNGEN UND IHRE AUSWERTUNG 258

Man erkennt, dafl das Chlor-Molekiil, bis auf die Bindungslédnge, genauer beschrie-
ben wird, als das Fluor-Molekiil. Das liegt daran, dal der minimale Referenzraum
von Chlor mehr als eine p-Schale enthélt, wihrend das bei Fluor nicht der Fall
ist. Bei Fluor fehlt sozusagen eine Schale im Referenzraum zum , korrelieren®. Die
experimentellen Daten stammen wieder vom National Institute of Techno-
logy (NIST) der USA. Die korrekte Referenz zum Fluormolekiil ist [45] und die
Referenz zu den Daten des Chlormolekiils ist [46]. Man sieht, daf§ das jeweilige
Xo-Molekiil besser beschrieben wurde, als die Werte der Elektronen-Affinititen
aus (7.1.22) vermuten lassen wiirden. Sogar die fiir MRCI-Rechnungen besonders
problematische Dissoziationsenergie wird hier noch recht gut beschrieben. Das
wird im Fall des Molekiils jedoch nicht mehr so sein.

7.1.3 Das Problem der Genauigkeit

Wie schon erwéhnt, existieren so gut wie keine experimentellen Daten fiir diese
MX,-Molekiile. Uber die Genauigkeit der hier berechneten Ergebnisse kann ei-
gentlich nur spekuliert werden. Natiirlich kann man die in Abschnitt 7.1.1 und
7.1.2 erhaltenen Abweichungen nicht einfach als Fehler der MXs-Rechnungen
annehmen. Doch in allen Rechnungen zu den MXj-Molekiilen war immer eine
gewisse Instabilitdt der Werte vorhanden, die bei kleinen Verédnderungen der nu-
merischen Konfiguration von Molpro sichtbar wurde. Rechnet man zum Beispiel
mehrere angeregte Zusténde in einer Rechnung, so variieren die erhaltenen Ener-
gien je nach Anzahl der Zusténde trotz Erreichen des Fixpunktes der Iteration!
Es macht zum Beispiel einen Unterschied, ob die Terme 1°II, und 2°II, allein
oder zusammen mit 1°®, berechnet werden. Die Verdinderungen der Energie-
Abstédnde der Zusténde bei Variation ihrer Anzahl ist bekannt und normaler-
weise vernachlédssigbar, doch hier ist es anders. Die Verdnderung selbst kommt
daher, da} die Dichte-Matrizen dieser Zustédnde zu einer gemeinsamen Dichte-
Matrix gemittelt werden. Nahezu jeder Versuch einen einzelnen Zustand getrennt
zu optimieren, indem Gewichtungsfaktoren verwendet werden, scheitert, da die
Zusténde in diesen Molekiilen energetisch zu dicht liegen und meistens wahrend
der Iteration die Reihenfolge tauschen. Dieses Problem ist in der Literatur als
Root-Flipping-Problem bekannt und kann einfach nicht in den Griff bekom-
men werden. Diese Schwankungen erreichen beim Molekiil eine Abweichung von
bis zu 0.1eV, was im Vergleich zu den Atom-Rechnungen 10mal so grof§ ist! Hier
fithrt diese Ungenauigkeit dazu, dal zum Beispiel bei VFy der Grundzustand
nicht klar ermittelt werden kann, was sehr &rgerlich ist. Im Laufe der Jahre,
in denen ich am MX,-Problem arbeitete, wurden immer wieder versucht, die-
se Schwankungen zu reduzieren oder zu entscheiden, welche Konfiguration die
richtige ist - vergebens. Die numerische Behandlung von TiF,, TiCly, VF; und
VCl; kann im Rahmen der hier verwendeten Methoden nicht genauer realisiert
werden. Entscheidet man sich einfach fiir eine feste Konfiguration der Rechnung,
so bemerkt man diese Probleme gar nicht. Die gewissenhafte Betrachtung der
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Rechnungen konnte keine Losung des Problems liefern, sondern machte nur die
vorhandenen Probleme deutlich.

Man definiert die sogenannte chemische Genauigkeit als 1 kcal/mol (sie-
he [28]), was 0.05¢V entspricht. Diese Genauigkeit wurde hier wahrscheinlich
nicht erreicht! Nach den hier gemachten Erfahrungen mit den oben erwdhnten
Schwankungen in den Ergebnissen kénnte man von einem Fehler von ungefihr
0.1eV ausgehen. Um diesen Wert schwanken die Ergebnisse, wenn die Konfigu-
rationen der Rechnungen so verédndert werden, dafl eigentlich das selbe Ergebnis
erhalten werden sollte. Nun wurden die Ubergangsmetall-Atome isoliert mit der
selben Molpro-Konfiguration wie im Molekiil berechnet, was eine Abweichung der
Ergebnisse um hochstens 0.2eV von den experimentellen Werten (fiir elektroni-
sche Ubergénge) ergab. Dieses Ergebnis deutet somit eine noch héhere Ungenau-
igkeit als die 0.1eV an. Der Fehler der folgenden Ubergangsenergien wird somit
als zwischen 0.1eV und 0.2eV angenommen.

Der Fehler der elektronischen Energien der MX,-Molekiile
wird zwischen 0.1 und 0.2eV angenommen!

Aus diesem Grunde macht es auch keinen Sinn, den Einflul der Spin-Bahn-
Kopplung einzubeziehen. Die gréfite durch Spin-Bahn-Kopplung bewirkte Auf-
spaltung der Term-Energien der beiden Atome liegt laut den Daten von NIST
[42] bei 0.072¢V fiir den Grundzustand *F des Vanadium-Ions V?. Da im Mo-
lekiil keine stédrkere Spin-Bahn-Kopplung zu erwarten ist, liegt diese klar unter-
halb der Genauigkeit der numerischen Daten!

Der Schliissel zur Verbesserung der Genauigkeit liegt in der Verwendung eines
grofferen Referenzraumes fiir die MRCI-Rechnungen. Die sogenannte ,,chemische
Genauigkeit“ von 0.05eV kann mit Molpro in seiner Standard-Ausfithrung nicht
erreicht werden. Die in Molpro verwendete MCSCF-Routine ist fiir dieses Pro-
blem sehr wohl ausreichend, denn sie kann bis zu 16 aktive Orbitale bearbeiten.
Die MRCI-Routine reicht jedoch nicht aus, um das Problem ausreichend zu be-
schreiben, denn die MRCI-Routine in Molpro kann maximal 16 inaktive plus
aktive Orbitale im Referenzraum behandeln, was hier zuwenig ist. Es wurden
unzahlige Anstrengungen unternommen, um dieses Problem irgendwie zu losen.
Doch es reicht nicht aus, die Molpro-MRCI-Routine fiir grélere Mengen von inter-
nen Orbitalen zu iibersetzen, denn dann explodiert die Rechenzeit férmlich. Ver-
sucht man eine Referenzselektion, die nur die wichtigen Referenzen ausfiihrlich
beriicksichtigt, so fithrt das zu unakzeptabel schlechten Symmetrie-Eigenschaften
der erhaltenen Energien und somit zu einer Verschlechterung der Genauigkeit. Bei
nahezu jedem Versuch einer Referenzselektion erfiillten die MRCI-Energien
fast keine Symmetrie-Entartungen mehr! Sicherlich wire die Referenzselekti-
on eine aussichtsreiche Methode, aber sie konnte nur in einem MRCI-Programm
implementiert werden, welches eine sehr gut funktionierende Behandlung der
Symmetrie- und Aquivalenz-Forderungen enthilt. Das MRCI-Programm miiBte
eine der in Abschnitt 6.5 beschriebenen Methoden unterstiitzen, was bei Molpro
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nicht der Fall ist. Die numerisch effiziente Implementation von Symmetrie- und
Aquivalenz-Forderungen in ein MRCI-Programm ist extrem schwierig - auch das
ansonsten gut durchdachte Molpro-Paket enthélt keine dieser Fihigkeiten fiir die
MRCI. Der Grund dafiir liegt darin, dafl durch solche Mainahmen die Rechenzeit
und Komplexitédt des Programmes stark erhoht wird. Bei einer Referenzselekti-
on mufl das MRCI-Programm mindestens die Féahigkeit besitzen die Referenzen
symmetrie-adaptiert zu selektieren. Das allein reicht jedoch nicht aus, denn bei
der Bildung der Anregungen wird die Symmetrie wieder gebrochen, wenn kei-
ne der Methoden aus 6.5 implementiert sind. Aus diesem Grund ist auch eine
manuelle Angabe der Referenzen ohne Unterstiitzung der Symmetrie durch das
Programm zum Scheitern verurteilt. Alles in allem sind die vorhandenen Metho-
den nur bedingt geeignet, um solche Molekiile zu berechnen. Sie gehoren aber
zu den besten, die zur Zeit zur Verfiigung stehen.
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7.2 Die Konfigurationen der MX,-Rechnungen

Bei der Betrachtung der Molekiile wurde Wert darauf gelegt, dafl alle Molekiile
weitgehend gleich behandelt werden. Das soll heiflen, daf§ die Referenzrdaume der
MCSCF- und MRCI-Rechnungen méglichst identisch sein sollen. Die Rechnungen
der MXs-Molekiile kénnen in 4 Kategorien eingeteilt werden:

i) Betrachtung des symmetrischen MXs-Molekiils bei variierender Bindungs-
linge entsprechend der symmetrischen Schwingung eines linearen MX,-
Molekiils.

ii) Betrachtung des antisymmetrisch gestauchten MX,-Molekiils entsprechend
seiner antisymmetrischen Normalmode.

iii) Betrachtung des gebogenen MX,-Molekiils entsprechend einer seiner Biege-
schwingungen.

iv) Ausfiihrliche Betrachtung des MX,-Molekiils in der Grundzustandssymme-
trie.

Diese Vorgehensweise ist verniinftig, da in den ersten 3 Schritten herausgefunden
wird, welche Grundzustandssymmetrie das Molekiil hat, indem die lineare Form
entsprechend der fundamentalen Schwingungen aus Abschnitt 5.2 verdndert wird.
Hitte das Molekiil eine andere Grundzustandsgeometrie, als die lineare, so kénnte
diese so ermittelt werden. Da sich alle Molekiile als linear herausgestellt haben,
enthalten die Daten der ersten drei Schritte die Potential-Kurven fiir die fun-
damentalen Schwingungen des MXs-Molekiils, die dann laut den Abschnitten
5.2.1 und 5.2.2 auf die Vibrations-Frequenzen des schwach ausgelenkten Systems
fithren. Wie sich die Geometrie entsprechend dieser Normalmoden veradndert, ist
in den Abbildungen 5.12, 5.13 und 5.14 skizziert, wobei von den beiden entarteten
Biegeschwingungen nur die in der xz-Ebene ablaufende in Schritt iii) betrachtet
wird. Weiterhin wird aus der symmetrischen Potentialkurve des ersten Schrittes
die Dissoziationsenergie des Molekiils bestimmt und auch die sogenannten verti-
kalen Energien, welche die Differenzen der Minima der einzelnen Zusténde bei
verschiedenen Bindungsldngen sind. Ist die Grundzustandssymmetrie bekannt,
wird in Schritt 4 eine ausfiihrliche Rechnung gemacht, bei der moglichst viele
Zustdnde berechnet werden. Nun soll ein Teil der Konfiguration der Molpro-
Programme in den einzelnen Schritten angegeben werden, wobei die Zahl der
berechneten Zusténde je nach Molekiil variiert. Die Konfigurationen der Multi-
Referenzmethoden MCSCF und MRCI werden entsprechend 6.7 {iber die Angabe
der core-, inaktive- und active-Orbitale festgelegt.
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7.2.1 Die Konfiguration der Rechnungen fiir Schritt i)

Die Rechnungen zum vollsymmetrischen MX,-Molekiil sind die Wichtigsten und
Langwierigsten. Es werden die elektronischen Energien des Molekiils bei Varia-
tion des Bindungsabstands entsprechend der symmetrischen Normalschwingung
(siche Abbildung 5.12) des Molekiils berechnet. Zur Berechnung der Energien
miissen die Konfigurationen der Rechenmethoden, also die aktiven Rdume der
Multireferenzmethoden MCSCF und MRCI, angegeben werden. Die Konfigu-
ration der Rechnungen gibt an, welchen Status (core, inaktiv, aktiv, virtuell)
die Orbitale der jeweiligen Atom-Schalen in den Multireferenzrechnungen haben.
Das Molekiil kann als aus dem M-Atom und dem Xs-Molekiil zusammengesetzt
angesehen werden, wobei die entarteten atomaren Orbitale dieser Molekiilteile
entsprechend Abschnitt 5.1.1 und 5.1.2 zu SALC’s aufgespalten und eventuell
linearkombiniert werden miissen, bevor sie in die Molekiilorbitale eingehen.

Im Falle der Difluoride werden die atomaren Schalen entsprechend zwei-
er alternativer MCSCF-Konfigurationen (,MC“und ,MCR*) und einer MRCI-
Konfiguration eingesetzt. Bei den MCSCF-Konfigurationen ist zu beachten, dafl
nicht mehr als 16 aktive Orbitale im Referenzraum der MCSCF-Routine von
Molpro vorkommen diirfen, was fiir beide Konfigurationen erfiillt ist. Die bei-
den MCSCF-Konfigurationen fiir die Difluoride lauten:

Molekiilteil: Schale || Orbs. in Do, MCR-Status MC-Status
M :1s of core core

M : 2s of core core

M :2p of @ m, core core

M : 3s of inaktiv inaktiv

M :3p of ®my, inaktiv inaktiv

M :3d of &y, aktiv aktiv (7.2.1)
M : 4s of aktiv aktiv

M :4p of @ my, aktiv aktiv

M :4d of Oy, aktiv virtuell
Fy:1s of ©of core core
Fy:2s of ©of inaktiv inaktiv
Fy:2p 0; ®of &m, D, inaktiv inaktiv

wobei alle hoheren Schalen virtuell, also weder im Referenzraum der MCSCF, als
auch der MRCI vorhanden sind. Die Konfiguration ,, MCR* enthélt dabei 14 und
»2MC*“ nur 9 aktive Orbitale. Summiert man die obigen Orbitale zusammen, so
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lauten die beiden verwendeten MCSCF-Konfigurationen:

MCR: core: 3xof®2x0; Dl xm,

inaktiv: 3xof ®3xoy @2x 71 &1 x 7,

aktivi  3Xo  @1lxof @1 XT®2XTB2X4,
MC:  core: 3xof®2x0; Dl xm,

inaktiv: 3xof ®@3xof @2x 71 &1 x 7,

U

aktiv: 2><0;691><0+@1><7Tu€91><7rg@1><59

u

(7.2.2)

An MRCI-Konfigurationen wird in beiden Féllen die gleiche verwendet, denn hier
diirfen insgesamt nicht mehr als 16 inaktive und aktive Orbitale im Referenz-
raum vorkommen, was die Moglichkeiten (zu) sehr einschriankt. Man beachte,
daB bei der MRCI auch die inaktiven Orbitale angeregt werden, auch wenn sie
im Referenzraum immer geschlossen sind. Dieses Problem 148t sich jedoch, wie
schon in Abschnitt 7.1.3 besprochen, nicht so einfach 16sen. Die Ubersetzung des
Molpro-Quellcodes fiir grofiere Referenzraume der MRCI-Routine bringt nicht
die ersehnte Losung des Problems, da die Rechenzeit stark ansteigt und eine Re-
ferenzselektion die Symmetrieentartungen und damit die Geanuigkeit noch weiter
verschlechtert. Der folgende MRCI-Refenzraum ist der bestmégliche Kompromif3,
der gefunden werden konnte:

Molekiilteil: Schale || Orbs. in Dy, MRCI-Status
M :1s o core

M :2s of core

M :2p of ®m, core

M : 3s of core

M :3p of @m, core

M : 3d 05 Ty I aktiv (7.2.3)
M : 4s of aktiv

M :4p ol ®m, virtuell

M :4d 0 DTy I virtuell
Fy:1s oy Do core

Fy:2s o5 Dol inaktiv
Fy:2p 0; ®of dm, dm, inaktiv

Insgesamt lautet die MRCI-Konfiguration:

MCR + MC: core: 4><0:{693><U;r@2><7ru
inaktiv: 2xof ®2xo0y @1 x7m, &1 X7, (7.2.4)
aktiv: 2xa;@1><7rg@1><59
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mit 14 inaktiven und aktiven Orbitalen, was nah an der Grenze der einfachen
Molpro-Version ist. Man beachte, dafl im Gegensatz zu den inaktiven Orbita-
len in den MCSCF-Konfigurationen hier die 3s- und 3p-Schale eingefroren wer-
den mufite. Es wire sicherlich eine bessere Genauigkeit erreicht worden, wenn
die MRCI den Referenzraum der MCSCF in der Konfiguration “MC, (7.2.1)
hétte, also mit inaktiven Schalen 3s, 3p anstatt core und der aktiven 4p-Schale.
Die 4p-Schale allein bringt nédmlich keine Verbesserung, solange die 3p-Schale
nicht inaktiv gesetzt wird, was aber zu einer enormen Steigerung der Menge der
Determinanten in der MRCI-Wellenfunktion fiihrt (siehe Abschnitt 7.1.3). Eine
weitere Erhohung der Genauigkeit erhielte man dann durch Hinzunahme einer
weiteren aktiven d-Schale und letztlich durch Erweiterung des aktiven Raumes
mit weiteren Orbitalen, die zu den beiden Halogenen gehéren (m,), wobei man
natiirlich nicht klar sagen kann, zu welchem Teil des Molekiils die zuséatzlichen
aktiven Orbitale am meisten beitragen werden. Doch all diese Uberlegungen sind
nicht realisierbar, da weder die Féahigkeiten der vorhandenen Programme noch
die bendtigte Rechenleistung vorhanden sind (siche Abschnitt 7.1.3).

Da die verwendeten Programme hochstens Doj,-Symmetrie unterstiitzen, kon-
nen nur die in den D, ,-Konfigurationen enthaltenen Dgy-Darstellungen im Pro-
gramm angegeben werden, wobei genau zu beachten ist, daf§ die jeweilige Anzahl
an a,-Orbitalen auch wirklich zur d,-Darstellung gehort, denn in der Symmetrie-
Gruppe Do, konnen a;—Orbitale nicht von den ersten Komponenten der d4-
Orbitale unterschieden werden (siehe Abschnitt 3.5.4)! Die beiden Konfigura-
tionen zur Behandlung der Difluoride lauten:

ANE(MCSCF) A, B3, By, By, B, By, Bs, A,

core (M1s2s2pF51s) 3 1 1 0o 2 0 0 0 (7.2.5)
inaktiv (M3s3pFs2s2p) | 3 2 2 0 3 1 1 0

aktiv (M3d,4s,4p) 3 1 1 1 1 1 1 0

AL (MCSCF) Ay Bsu Bs Biy Bu, By Bsy A,

core (M1s2s2pFs1s) 311 0 2 0 0 O (7.2.6)
inaktiv (M3s3pF22s2p) | 3 2 2 0 3 1 1 0

aktiv (M3d,4s,4p,4d) 5 1 1 2 1 2 2 0

AV ycr(MRCI) A, Bs, Bsy By, Bu Bsyy Bs, A,

core (M1s2s2p3s3pFyls) || 4 2 2 0 3 0 0 O (7.27)
inaktiv (F92s2p) 2 1 1 0 2 1 1 0

aktiv (M3d,4s) 3 0 0 1 0 1 10
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Die Dichloride werden analog behandelt, nur dafl sich der Halogen-core von 1s

auf 1s,2s,2p vergroBert.

M.-Teil: Schale || Orbs. in Dy, MCSCF-MCR MCSCF-MC MRCI
M :1s oy core core core
M :2s of core core core
M :2p of ®my, core core core
M : 3s oy inaktiv inaktiv core
M :3p of @ m, inaktiv inaktiv core
M : 3d 0 Ty DIy aktiv aktiv aktiv
M : 4s of aktiv aktiv aktiv
M :4p of @ my, aktiv aktiv virtuell
M : 4d 0F Ty Iy aktiv virtuell virtuell
Cly: 1s o oy core core core
Cly: 2s of Qo core core core
Cly : 2p of ol ©m, Smy core core core
Cly : 3s of ©of inaktiv inaktiv inaktiv
Cly: 3p 0'3_ ®of &m, dm, inaktiv inaktiv inaktiv
(7.2.8)

Diese beiden Konfigurationen lauten dann insgesamt:

MCSCF-MCR: core:

S5xof@dxofo2xme1lxm,

inaktiv: 3XU;_EB3XU+@2X7TUEB1X7T9

aktiv:

u

3Xof Dl xor Pl xm®2xXmP2xJ,

u

MCSCF-MC: core:

S5xof@4dxoyD2xm @1 xm,

inaktiv: 3xof ®3xoy ®2x 71, &1 X7,

aktiv:

2x0f Ol xoy DIxXm @1 X7 Pl X0,

MRCI: core:

6xof @5x0fP3xmE1lxT,

inaktiv: 2X0;EB2><U+@1><7TUEB1><7T9

aktiv:

u

2xof@lxof@lxm &1l xm,&1x4,
(7.2.9)

In Dyj-Symmetrie lauten die beiden Konfigurationen fiir die Dichloride:

AVER(MCSCF)

Ag BSu BZu Blg Blu BZg BSg Au

core (M1s2s2pCly1s2s2p)
inaktiv (M3s3pCly3s3p)
aktiv (M3d,4s,4p)

5 2 2 0 4 1 1 0
3 2 2 0 3 1 1 0
3 1 1 1 1 1 1 0

(7.2.10)
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AVEE(MCSCF) A, Bs, By, By, Bi, By, Bs, A,
core (M1s2s2pCly1s2s2p) || 5 2 2 0 4 1 1 0 (7.2.11)
inaktiv (M3s3pCly3s3p) || 3 2 2 0 3 1 1 0
aktiv (M3d,4s,4p,4d) 5 1 1 2 1 2 2 0
AN er(MRCI) A, Bs, By, By, B, By, Bs, A,
core (M1s2s2p3s3pCly1s2s2p) | 6 3 3 0 5 1 1 0
inaktiv (Cly3s3p) 2 1 1 0 2 1 1 0
aktiv (M3d,4s) 3 0 0 1 0 1 1 0
(7.2.12)

Die beiden Konfigurationen ,MC* und , MCR* wurden verwendet, um alle sym-
metrischen Potentialkurven zu berechnen. Die Konfiguration ,,MC* arbeitet sehr
zuverlassig, aber ,MCR® sollte etwas genauer sein, wie man in 7.1.1 gesehen hat.
Das Problem dieser Konfiguration sind jedoch die Symmetrie-Kontaminationen,
da sich die beiden Dichtematrizen der MCSCF und MRCI in dieser Konfigurati-
on stérker unterscheiden, als in ,MC“. Aus diesem Grunde konnten die , MCR*“-
Ergebnisse nicht immer verwendet werden. Es war bereits ein grofies Problem,
iiberhaupt irgendeine Konfiguration zu finden, die funktioniert!

7.2.2 Die Konfiguration der Rechnungen fiir Schritt ii)

Bei der Berechnung des antisymmetrisch-gestauchten Molekiils wurden die glei-
chen Konfigurationen (7.2.1) und (7.2.3) fiir die Difluoride und (7.2.8) fiir die
Dichloride verwendet, nur dafl nun das Molekiil kein Inversionszentrum mehr hat
und die Molekiil-SALC’s hier anders als in Abschnitt 5.1 gebildet werden miifiten.
Die Molekiilsymmetrie sinkt von D, auf C..,. Bei dieser Symmetrie-Reduktion
spalten die irreduziblen Darstellungen von D, in C.,-Darstellungen auf, was
in Abschnitt 3.5.3 beschrieben wurde. Bei gleichem Status (7.2.1) und (7.2.3) der
atomaren Schalen in dieser Rechnung lauten die Konfigurationen fiir die Difluo-
ride nun:

MCSCF-MCR: core: 5xoTdlxmw
inaktivi 6 x o™ ®3 x 7
aktivi 4 xoT@3IXxTPR2x0
MCSCF-MC:  core: 5XxoTdlxm

inaktiv: 6 x ot ®3 x 7 (7.2.13)
aktiv: IXotP2x7d1 x4
MRCI: core: TXoT®2xT

inaktiv: 4 xot®2x 7w
aktiv: 2xotPplxmdlxd
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Man erkennt, dafl der Paritétsindex wegfallt und kein Unterschied zwischen gera-
den und ungeraden Darstellungen mehr vorhanden ist. In den Rechnungen mufite
die abelsche Untergruppe Cs, zur Behandlung des gestauchten MX,-Molekiils der
Symmetrie C., benutzt werden. Dazu verteilt man die C,.,-Orbitale laut Ab-
schnitt 3.5.3 in die irreduziblen Csy,-Darstellungen. Die beiden Konfigurationen
(7.2.13) fiir die Difluoride schreiben sich dann als:

AME(MCSCF)

Ay By By A

core (M1s2s2pFsy1s)

5 1 1 0

inaktiv (M3s3pFy2s2p) | 6 3 3 0

aktiv (M3d,4s,4p) 4 2 2 1
AV (MCSCF) A By By Ay
core (M1s2s2pF51s) 5 1 1 0

inaktiv (M3s3pFs2s2p) | 6 3 3 0
aktiv (M3d,4s,4p,4d) 6 3 3 2

ANcner(MRCT)

core (M1s2s2p3s3pFals) | 7 2 2 0

inaktiv (F2s2p)
aktiv (M3d,4s)

Al Bl BQ A2
4 2 2 0
3 1 1 1

(7.2.14)

(7.2.15)

(7.2.16)

Bei gleichem Status (7.2.8) der atomaren Schalen fiir die Dichloride lauten die
Konfigurationen nun:

MCSCF-MCR: core:

OxoT®3xT7

inaktiv: 6 xot ®3x 7

aktiv: AxotT®3IxnTdH2x4
MCSCF-MC: core: Ixor @I xT

inaktiv: 6 xot ®3x 7

aktivi 3 xoT@2xmP1Ix4
MRCI: core: llxot@®4dxm

inaktivi 4 x o™ ®2x 7

aktiv: 2Xx ot @l xm®1lxd

(7.2.17)

Diese Konfigurationen miissen nun wieder in der abelschen Cs,-Gruppe formuliert

werden:

AV (MCSCF)

Ay By By A

core (M1s2s2pCla1s2s2p) || 9 3 3 0
inaktiv (M3s3pCly3s3p) 6 3 3 0

aktiv (M3d,4s,4p)

4 2 2 1

(7.2.18)
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AVEE(MCSCF) A, By By A
core (M1s2s2pClo1s2s2p) || 9 3 3 0 (7.2.19)
inaktiv (M3s3pCly3s3p) 6 3 3 0
aktiv (M3d,4s,4p,4d) 6 3 3 2
AN ver(MRCI) Ay By By Ay
core (M1s2s2p3s3pCly1s2s2p) [ 11 4 4 0 (7.2.20)
inaktiv (Cly3s3p) 4 2 2 0
aktiv (M3d,4s) 3 1 1 1

Da die C,,,-Symmetrie ebenfalls nicht-abelsch ist, mufl auch hier auf Symmetrie-
Kontaminationen geachtet werden.

7.2.3 Die Konfiguration der Rechnungen fiir Schritt iii)

Bei der Behandlung des gebogenen MX,-Molekiils werden erneut die gleichen
Konfigurationen (7.2.1) und (7.2.3) fur die Difluoride und (7.2.8) fiir die Dichlo-
ride verwendet. Nach der Biegung hat das Molekiil nur noch C), -Symmetrie. Die
Gruppe Cj,, ist die Gruppe Cy,,, aber mit umorientierten Symmetrie-Operationen.
Bei (), ist nicht die z-Achse die Prinzipalachse, sondern die x-Achse, da das ge-
bogene MXs-Molekiil auf diese Weise nicht véllig umorientiert werden muf. Die
Charaktertabelle dieser C), -Gruppe ist am Ende des Abschnitts 3.2.3 angegeben
und die Regeln zur Symmetrie-Reduktion auf diese Gruppe findet man in 3.5.3.
Die Konfigurationen fiir die Difluoride lauten hier:

AVE(MCSCF) A B By A

core (M1s2s2pFs1s) 4 1 2 0 (72.21)
inaktiv (M3s3pFo2s2p) || 5 2 4 1

aktiv (M3d,4s,4p) 4 2 2 1

AV (MCSCOF) Ay By By Ay

core (M1s2s2pFy1s) 4 1 2 0 (7.2.92)
inaktiv (M3s3pFy2s2p) | 5 2 4 1

aktiv (M3d,4s,4p,4d) 6 3 3 2
ANiCner(MRCI) Al B By A

core (M1s2s2p3s3pFals) | 6 2 3 0 (7.2.23)
inaktiv (Fy2s2p) 3 1 3 1

aktiv (M3d,4s) 31 1 1
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wobei diesmal die Cf, -Symmetrie direkt vom Programm unterstiitzt wird. Die
Konfigurationen fiir die Dichloride lauten:

AYIER(MCSCOF) Ay B By, A
core (M1s2s2pCly1s2s2p) || 7 2 5 1 (7.2.24)
inaktiv (M3s3pCly3s3p) || 5 2 4 1
aktiv (M3d,4s,4p) 4 2 2 1
AVCR(MCSCF) A B By Ay
core (M1s2s2pCla1s2s2p) || 7 2 5 1 (7.2.25)
inaktiv (M3s3pCle3s3p) || 5 2 4 1
aktiv (M3d,4s,4p,4d) 6 3 3 2
AN ver(MRCI) Ay By By A
core (M1s2s2p3s3pClyls2s2p) || 9 3 6 1 (7.2.26)
inaktiv (Cly3s3p) 3 1 3 1
aktiv (M3d,4s) 31 1 1

Im Rahmen dieser Rechnungen zum gebogenen Molekiil treten trotz der Un-
terstiitzung der Symmetriegruppe einige Probleme auf. Im Programmpaket Mol-
pro wird die Reihenfolge der Orbitale nach dem Kriterium der Energie angegeben
und die Angabe der aktiven Orbitale wéhlt zum Beispiel die energetisch néchsten
drei Orbitale iiber dem hochsten inaktiven Orbital aus. Diese Wahl ist jedoch
nicht immer richtig. Es ist nicht selten, dafl in diesem Fall fehlender Symmetrie
anstatt des Orbitals mit 6-Anteil ein o-Orbital in den aktiven Raum eingebun-
den wird, obwohl das zu einem schlechteren Minimum der MCSCF- und MRCI-
Rechnung fiihrt. Da das Molekiil hier eine geringere Symmetrie aufweist, existiert
ja kein Unterschied zwischen ¢ und 0 mehr. Dies hat zur Konsequenz, daf3
im Falle geringer Abweichung von der Gleichgewichtssymmetrie, das
Umordnen von virtuellen Orbitalen eine Anderung der Energie nach
sich zieht! Dies ist ein Effekt, der eigentlich nicht auftauchen diirfte, aber er
tritt besonders haufig in der MC-Konfiguration der MCSCF auf. Ohne Ergeb-
nisse einer Rechnung mit hoherer Symmetrie fillt ein solcher Fehler kaum auf
und fithrt zu einer Biege-Potenzialkurve bei der nur selten drei Punkte eine Linie
bilden, obwohl die Rechnung bis auf 10 Stellen hinterm Komma konvergiert! Die
Symmetrie ist eine Figenschaft der exakten Wellenfunktion, deren Energie mini-
mal sein muf}, aber sie ist eine Nebenbedingung fiir die Variation und fiihrt zu
grofferen Ergebnissen!

7.2.4 Die Konfiguration der Rechnungen fiir Schritt iv)

Die Konfiguration fiir diese Rechnungen werden jeweils explizit angegeben.
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7.3 Die Ergebnisse zu TiF,

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse des Molekiils TiFy vorgestellt. Die
hier verwendeten Auswertungsmethoden werden auch fiir die anderen Molekiile
iibernommen und dort nicht mehr so detailreich erklért.

7.3.1 Die symmetrischen Potentialkurven

Berechnet man die ersten elektronischen Energien des symmetrischen TiF5-Mole-
kiils fiir verschiedene Ti-F-Absténde, so erhédlt man mehrere Potentialkurven. Die
aus der symmetrischen Dehnung (siehe Abbildung 5.12) von TiF, resultierenden
Kurven bezeichnet man iiblicherweise als symmetrische Potentialkurven. In
der ganzseitigen Abbildung 7.1 sind die symmetrischen Potentialkurven der er-
sten Zusténde geplottet, wobei nach den Uberlegungen aus Abschnitt 7.1.1 der
Basissatz ,VTZ* benutzt wurde, um die hochste Genauigkeit zu erreichen. Man
erkennt deutlich, wie dicht diese Zusténde liegen und auch die zahlreichen Uber-
schneidungen der verschiedenen Kurven. Ganz besonders nahe liegen bei TiF,
die ersten beiden Zustinde 1°X und 1°A,.

Aus den symmetrischen Potentialkurven kénnen die Gleichgewichtsabstédnde
des Molekiils bestimmt werden. Die folgende Tabelle (7.3.1) enthilt die Gleich-
gewichtsabstédnde fiir die ersten drei Zustédnde, wobei die angebenen Gleichge-
wichtsabstdnde sowohl aus Rechnungen mit der VTZ- als auch der VDZ-Basis
bestimmt wurden.

Basis ‘ 132; ‘ 1BA, ‘ 139,
VTZ | 1.87(5)" | 1.84(5) | 1.92(5) (7.3.1)
VDZ | 1.87(5) | 1.84(0)* | 1.92(5)

Der Gleichgewichtsabstand des Grundzustandes in der jeweiligen Basis wurde
dabei mit einem ,,x“ gekennzeichnet. An den oben angegebenen Gleichgewichts-
Abstédnden erkennt man, dafl dieser in Zustédnden mit besetztem 7 ,-Orbital gréfer
ist. Dies liegt an seiner Lage zwischen den Ligandenladungen (siehe 4.5). In der
obigen Tabelle (7.3.1) stammt 1°®, von der Konfiguration d,m, ab, wihrend 13A,
aus 0go; stammt und in 1°¥; zwar die Konfigurationen 47 und 7 vorkommen,
aber 07 iiberwiegt 7, bei weitem (siehe 4.3.7). Dementsprechend ist auch der
Trend der Gleichgewichtsabstinde (siehe auch [6]).

Laut Abschnitt 5.2.1 kann aus der symmetrischen Potentialkurve die Vibra-
tionsfrequenz fiir die symmetrische Schwingung des Molekiils bestimmt werden.
Die Auslenkungs-Normalkoordinate fiir diese Schwingung lautet (5.2.15):

QS_QS<O) =z _22_2R

Aus der zweiten Ableitung der Potentialkurve nach dieser Normalkoordinaten im
Minimum kann dann die Frequenz bestimmt werden. Dazu fittet man die von
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Abbildung 7.1: Die Potentialkurven fiir TiFy bei symmetrischer Streckung
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dieser Normalkoordinaten abhéngige Potentialkurve in der Ndhe des Minimums
an ein Polynom vierten Grades:

0(a) ~ 78D g o+ TEOD o
+ T(QS - QS(O)) + U(QS(O))

an und bestimmt die Parameter U™ (¢5(0)), U"(qs(0)), U"(gs(0)), U(gs(0)) und
¢s(0). Aus der zweiten Ableitung U”(gs(0)) folgt dann laut Abschnitt 5.2.1 die
Vibrationsfrequenz entsprechend (5.2.16), wobei das Teilen dieser Frequenz durch
die Lichtgeschwindigkeit in em /s direkt auf die in der Spektroskopie iibliche Ein-
heit em ™! fiihrt, in der 1eV gleich 8065.54cm ™! ist:

I S (R0}
2mclem/s] [s

(7.3.3)

vslem ™

Bei der Berechnung der reduzierten Masse p; := mx /2 wird hier und auch spéter
die Isotopen gemittelte Masse des jeweiligen Atoms benutzt, welche sich bei
Fluor auf 18.998u belduft. Beim Anfitten des Minimums féllt zusétzlich noch
einmal der Gleichgewichtsabstand des symmetrischen Molekiils an. Das Anfitten
des Minimums an das Polynom vierten Grades (7.3.2) 148t sich sehr gut realisie-
ren, wie man an dem Beispiel in Abbildung 7.2 sieht. In der folgenden Tabelle
(7.3.4) sind die symmetrischen Frequenzen und die Gleichgewichtsabsténde der
ersten drei Zusténde des Molekiils aufgelistet, wobei alle Ergebnisse aus den VTZ-
Rechnungen stammen, denn die VDZ-Ergebnisse weichen um weniger als 1% von
diesen ab.

Grofle 132g_ BA, | 130,
Abstand in A 1.874 [ 1.843 | 1.921

(7.3.4)
Frequenz in em ™! 575 | 580 | 554
Nullpunktsenergie in eV | 0.036 | 0.036 | 0.034

Betrachtet man den Wert der Nullpunktsenergie der symmetrischen Schwingung,
so fallt auf, dal3 diese hier ausreicht, um den Abstand zwischen den ersten bei-
den Energieniveaus 1329_ und 1?A, zu iiberschreiten. Wie dicht die beiden ersten
Zusténde laut der MRCI-Rechnung liegen, kann man in Abbildung 7.3 noch ein-
mal sehen. Der energetische Abstand der Minima der Potentialkurven von 132;
und 13A, liegt bei 0.01eV. Streng gesehen, bricht in diesem Fall sogar die
Born-Oppenheimer-Niherung zusammen und es miifite zeitabhingig
gerechnet werden. Natiirlich enthélt die hier durchgefiihrte Rechnung in ihrer
Ungenauigkeit noch Spielraum fiir einen gréfleren energetischen Abstand zwischen
13E; und 13A,, aber diese beiden Zusténde werden wohl in jedem Fall sehr dicht
zusammen liegen, was einen Zusammenbruch der Born-Oppenheimer-Né&herung
ermoglicht.



KAPITEL 7. DIE RECHNUNGEN UND IHRE AUSWERTUNG 273

Fit des Minimums der symmetrischen Potentialkurve fuey TiF
Basis: VTZ, Methode: MRCI, Zust. "1
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Abbildung 7.2: Fit eines Minimums

Als néchstes wird die Dissoziationsenergie des Systems untersucht. Sie gibt
die Energiedifferenz zwischen den ungebundenen Atomen und dem Molekiil in
Gleichgewichtsgeometrie an. Da MRCI-Rechnungen nicht extensiv sind, macht
es einen Unterschied, ob die drei Atome allein oder im ,,unendlichen* Abstand,
aber gemeinsam mit MRCI betrachtet werden (siche Abschnitt 6.2). Aus diesem
Grunde wird hier die Davidson-Korrektur (6.2.19) verwendet, um den Einfluf3
der fehlenden Extensivitit zu beriicksichtigen. Wie die Davidson-Korrektur eine
Potentialkurve verdndert, wird in Abbildung 7.4 am Beispiel des Zustands 132;
dargestellt, wobei beide Kurven ihr Minimum bei 0eV haben.

Der néchste Schritt bei der Bestimmung der Dissoziationsenergie besteht im
Anfitten der Kurven fiir die beiden Grundzustandskandidaten 13E; und 1A, an
ein Morse-Potential:

E(r) = Do(1 — exp(—8(r —0)))* . (7.3.5)

Das Morse-Potential ist ein empirisches Potential zur Beschreibung der chemi-
schen Bindung. Der Abstand r gibt hier den Bindungsabstand zwischen dem
Metall-Atom und den Halogenen an, die sich ja immer im gleichen Abstand
zum zentralen Metall-Atom befinden miissen. Die Grofle 3 ist ein Mafl fiir die
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Die zwei ersten Potentialkurven von IiF
Methode: MRCI Basis: VTZ
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Abbildung 7.3: Die beiden ersten Zusténde von TiF,

Kriimmung der Kurve um das Minimum und kann noch durch:

s
2D,

B =2m(2*vs) (7.3.6)
ausgedriickt werden, wobei v die symmetrische Schwingungsfrequenz (7.3.3) und
s die zugehorige reduzierte Masse ps := my /2 (siehe Abschnitt 5.2.1) ist. Der
Faktor 2 vor der Frequenz tritt wegen der Verwendung der halben symmetri-
schen Normalkoordinaten (5.2.15) auf. Der Parameter Dy entspricht der Tie-
fe des elektronischen Potentialtopfes bei symmetrischer Entfernung der beiden
Halogen-Atome und ist die gesuchte Dissoziationsenergie des Molekiils. Jede
Potentialkurve wird dabei so verschoben, dafl ihr Minimum bei 0 liegt. Hier mufl
man sich entscheiden, ob die gefittete Funktion eher die Form der Potentialmul-
de oder das asymptotische Verhalten fiir groe Abstdnde beschreiben soll, denn
beides ist nicht zu erreichen. Man kann jedoch davon ausgehen, dafl das Mo-
lekiil fiir kleinere Abstidnde besser beschrieben wird als fiir grofle, denn fiir grofie
Absténde wird der Einflul hoherer Schalen wichtig, der hier nicht mit einbezogen
werden konnte. Dies ist generell das Problem bei der Berechnung von Dissoziati-
onsenergien in Molekiilen und auch Atomen. Es werden also die besten Resultate
bei genauerer Beschreibung der Potentialmulde erwartet, was iiber eine grofiere
Menge an einbezogenen Datenpunkten in diesem Bereich realisiert wird. Die so
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Einflul® der Davidson-Korrektur auf diégﬂg'-Kurve

Methode: MRCI Basis: VTZ

40 T T T T T T T I T T T T I T T T T T T T T
- ——o ohne Davidso B
L == mit Davidson E
30 —
> L |
[]
£ o 1
.% 20 _|
5 L i
[
S L i
10— —
0 — 1 1 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 | —
0 2 4 6 8 10
Rrie in A

Abbildung 7.4: Potentialkurve mit und ohne Davidson-Korrektur

erhaltenen Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle (7.3.7) zusammengefasst.

Rechnung Dy in eV

132;111 VTZ ohne Dav. 14.4

132;in VDZ ohne Dav. 14.3

13Eg_in VTZ mit Dav. 13.8

1°%in VDZ mit Dav. 13.6 (7.3.7)
13A,in VTZ ohne Dav. 14.4

13A,in VDZ ohne Dav. 14.3

1*A,in VTZ mit Dav. 13.9

13A,in VDZ mit Dav. 13.7

Zuletzt werden noch die sogenannten adiabatischen Anregungsenergien an-
gegeben, welche die Energie-Differenzen von Kurven-Minimum zum Kurven-Mini-
mum des Grundzustands sind. Im Gegensatz zu den iiblichen Anregungsenergien,
bei denen alle Bindungslédngen im Gleichgewichtsabstand bleiben, veréndert sich
zwischen diesen Energien der Bindungsabstand geringfiigig (< 0.1A). Die adia-
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batischen Anregungsenergien lauten:

Zustand | VT'Z-Basis | VDZ-Basis
132; —0— 0.01
1A, 0.01 —0—
19, 0.37 0.37
1°11, 0.65 0.66
112; 0.66 0.70
1'r, 0.82 0.87
1'A, 1.08 1.09 (7.3.8)
111, 1.43 1.47
2311, 1.91 1.90
232; 2.00 2.02
1'o, 2.15 2.21
211, 2.31 2.32
212; 2.37 2.37
21A, 3.07 3.13
312; 4.65 4.72

7.3.2 Die antisymmetrischen Potentialkurven

In diesem Abschnitt werden die Daten der Rechnungen zu Punkt ii) des Plans
(Abschnitt 7.2) ausgewertet. Bei der Betrachtung der Eigenschwingungen des
Systems muf fiir die Bestimmung der antisymmetrischen Normalmoden aus Ab-
schnitt 5.2 eine ,,antisymmetrische“ Potentialkurve berechnet werden. Diese Kur-
ve enthélt die Energien des von der Gleichgewichtsgeometrie ausgehend, antisym-
metrisch deformierten Molekiils. Bei dieser Deformation verliert das Molekiil sein
Inversionszentrum, weshalb die Zusténde nach den irreduziblen Darstellungen der
Symmetrie-Gruppe C,, klassifiziert werden. Die C.,-Darstellungen unterschei-
den sich von den D ,-Darstellungen durch einen fehlenden Paritétsindex, haben
aber die selben Dreheigenschaften. Diese antisymmetrische Deformation ist in
Abbildung 5.13 dargestellt und wird durch die Normalkoordinate:

da = 21+ 22 — 229 (7.3.9)

aus Abschnitt 5.2.1 beschrieben, wobei der Schwerpunkt des Systems wéhrend
der Bewegung im Ursprung bleibt. Die ersten antisymmetrischen Potentialkurven
findet man in Abbildung 7.5, wobei klar zu erkennen ist, daf§ die Energie in sym-
metrischer Geometrie minimal ist und bei antisymmetrischer Kompression stetig
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Ubersicht der antisymmetrischen Potentialkurven von TiF

Methode: MRCI Basis: VTZ
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Abbildung 7.5: Einige antisymmetrische Potentialkurven von TiFy

steigt. Wie man sieht, ist die Potentialkurve exakt symmetrisch um die Gleich-
gewichtssymmetrie des Molekiils, was am Bewegungsablauf der Schwingung liegt
(siche Abbildung 5.13). Natiirlich werden die Energien nur fiir eine Auslenkungs-
richtung berechnet und wegen der Ursprungssymmetrie konnen diese Kurven an
ein Polynom achten Grades:

U U(w) U(m) U(vzzz)
U(qa)“U(0)+§q§+ 0 @+ i a5 + S

¢ (7.3.10)

gefittet werden und die Frequenz der antisymmetrischen Schwingung erhélt man
daraus laut Abschnitt 5.2 {iber:

1 U M
—  mit g ::—22 : (7.3.11)

= 2rclem/s|\| e M +

vslem

In der folgenden Tabelle sind die Frequenzen der antisymmetrischen Vibration
fiir die beiden Grundzustandskandidaten und den nachst-hoheren Zustand 13<I>g
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angegeben:
Rechnung | Frequenz in em™! | Nullpunktsenergie in eV
1329_ in VI'Z 705 0.044
13Z; in VDZ 754 0.047
13A, in VTZ 695 0.043 (7.3.12)
1*A, in VDZ 745 0.046
13®, in VTZ 752 0.047
13®, in VDZ 806 0.050

Man erkennt die grolen Schwankungen in den Ergebnissen sowohl zwischen den
Zustdnden als auch den beiden Basissdtzen VTZ und VDZ. Man kann daraus
schliefen, dafl die Frequenz nur sehr ungenau bestimmt werden kann. Die anhar-
monischen Korrekturen sind nicht klein, aber sie stellen nicht das Problem bei
der Auswertung dar. Die erhaltenen Kriimmungen im Potentialminimum sind
eben sehr unterschiedlich, was nicht gerade fiir diese Rechnung spricht, aber es
konnten keine ,,besseren® Ergebnisse erhalten werden.

7.3.3 Die Biege-Potentialkurve

In diesem Abschnitt werden die Daten der Rechnungen zu Punkt iii) des Plans
(Abschnitt 7.2) ausgewertet. Hier werden die Energien des gebogenen Molekiils
betrachtet. Beim Biegen des Molekiils reduziert sich die Dip-Symmetrie auf
die abelsche Csy,-Gruppe mit eindimensionalen Darstellungen, was bedeutet, dafl
die entarteten Komponenten der D, ,-Darstellungen aufspalten. Wer bis hierhin
glaubte, dafl nun endlich keine Probleme mit der Symmetrie mehr auftreten, ist
im Irrtum. Wie bereits in Abschnitt 7.2.3 gesagt, wird nicht immer das richtige
Orbital, welches in der HF-Rechnung noch virtuell war, in den aktiven Raum
der MCSCF-Rechnung aufgenommen, da als Kriterium die Energie des virtuel-
len HF-Orbitals dient. Ohne die Symmetrie als Leitfaden bei Rechnungen mit
energetisch nahen Orbitalen wird das Verfahren zum Gliicksspiel. Fiir jeden
Punkt der Biegepotentialkurve miissen die richtigen virtuellen Orbi-
tale fiir den aktiven MCSCF- und MRCI-Raum vorgegeben werden.
Selbst wenn dies geschehen ist, wechselt die Energie-Reihenfolge der CI-Zusténde
oft wihrend der Rechnung, was als Root-Flipping-Problem bekannt ist und
bereits in Abschnitt 7.1.3 erwéhnt wurde. Das gebogene Molekiil ist sehr schwer
korrekt zu rechnen und die erhaltenen Potentialkurven sind zuerst extrem flach,
steigen dann ab 30° jedoch relativ stark an, was hier jedoch nicht gezeigt wird,
da die erhaltenen Energien in diesem Bereich numerisch stark fluktuieren. In
Abbildung 7.6 ist die Biegepotentialkurve des Zustands 132g_ zu sehen, welcher
der Grundzustand im Rahmen der Rechnungen in der VTZ-Basis ist. Die Po-
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Die Biege-Potentialkurve des Zustands 1329' von TiF,

Methode: MRCI Basis: VTZ
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Abbildung 7.6: Die Biege-Potentialkurve des Grundzustands von TiF,

tentialkurve ist symmetrisch, da es nicht auf die Biege-Richtung ankommt (siehe
Abbildung 5.14).

Beim Anfitten der Kurve aus Abbildung 7.6 kénnen nur die Werte fiir 0.5° bis
6° und -0.5° bis -6° verwendet werden. Man fittet diesen Teil der Kurve wieder an
ein ursprungssymmetrisches Polynom achten Grades in der Normalkoordinaten
Rof an, wobei der Gleichgewichtsabstand Ry hier festgehalten werden muf}; damit
man verniinftige Ergebnisse erhélt. Im Rahmen der VDZ-Rechnungen wurde das
selbe Verfahren auf eine der 6-Komponenten des hier vorliegenden Grundzustands
13A, angewandt. Man erhilt die folgenden, sehr kleinen Frequenzen fiir die Biege-
Schwingung:

Rechnung ‘ Frequenz in em ™! ‘ Nullpunktsenergie in eV
1329_ in VIZ 210 0.013 (7.3.13)
1*A, in VDZ 213 0.013

Bei der Berechnung der Biegeschwingung miissen Daten errechnet werden, die
ein gebogenes Molekiil mit exakt dem fiir diesen Zustand erhaltenen Gleichge-
wichtsabstand beschreiben. Weicht man nur geringfiigig von diesem Abstand ab,
so erhélt man schon negative zweite Ableitungen, die auf imaginédre Frequen-
zen fithren, denn die Biege-Kurve ist sehr flach und somit sehr fehleranfillig!
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Trotzdem ist das Molekiil im Rahmen dieser Betrachtung klar linear und nicht
gebogen.

7.3.4 Die Anregungsenergien

Entsprechend Punkt iv) des Plans aus Abschnitt 7.2 werden hier noch einmal
moglichst viele Energien des Molekiils bei fester Gleichgewichts-Geometrie be-
rechnet und in der folgenden Tabelle (7.3.14) aufgelistet.

Die in (7.3.14) aufgefithrten Anregungsenergien sind fiir die beiden Basen
VTZ und VDZ in der jeweiligen Gleichgewichtssymmetrie des jeweiligen Grund-
zustands berechnet. In der VTZ-Rechnung ist der Grundzustand 132; und in
der VDZ-Rechnung ist es 1°A,. Dementsprechend sind die Gleichgewichtsbin-
dungsabstinde fiir die beiden Rechnungen mit 1.875A fiir VTZ und 1.840A fiir
VDZ etwas unterschiedlich. Der aktive Raum der Multi-Referenzrechnungen wur-
de hier entsprechend der Konfiguration ,MCR* gewihlt, also laut (7.2.6) fir die
MCSCF und (7.2.7) fiir die MRCI.

Zustand | VTZ-Basis Ry = 1.875A | VDZ-Basis Ry = 1.840A
1329_ —0— 0.04
1BA, 0.03 —0—
1?®, 0.42 0.54
1123 0.66 0.71
1°11, 0.69 0.81
', 0.82 0.88
1'A, 1.14 1.09 (7.3.14)
111, 1.46 1.59
2311, 1.91 1.93
2329_ 2.17 2.39
1'o, 2.18 2.33
211, 2.31 2.33
2125‘; 2.38 2.37
2'A, 3.25 3.50
3129+ 4.76 4.98

Fiir die spéter folgende ligandenfeldtheoretische Beschreibung des TiFs-Mole-
kiils ist die Reihenfolge jener Einteilchen-Orbitale wichtig, die aus den 3d- und
4s-Orbitalen von Titan entstehen. Das qualitative Termschema der Einteilchen-
Orbitale in Titan entspricht genau dem aus Abbildung 5.9 fiir die MFy-Molekiile.
Im Molekiil sind diese Orbitale natiirlich keine reinen Metall-Orbitale mehr, aber
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sie sind immer noch klar zu erkennen und vom Atom-Anteil des Titans dominiert.
Diese Einteilchen-Energien kénnen hier nur im Rahmen der aus den MCSCF-
Rechnungen erhaltenen natiirlichen Orbitale angegeben werden. Die Aufspaltung
dieser 6 wichtigen Orbitale lautet im Rahmen der MCSCF-Rechnung;:

MCSCF-Konfig. Basis | e(10,) e(lmy) e(loy) e(20])
MC(Triplett) VTZ | —0— 1.41leV —1.03eV 5.98eV
MCR(Triplett) VTZ | —0— 1.41leV —1.13eV 7.79eV (7.3.15)
MC(Triplett) VDZ | —0— 1.49¢V —1.19¢V 6.30eV
MCR(Triplett) VDZ | —0— 1.49¢V —1.29¢V  8.03eV

Die Angabe von Einteilchen-Energien natiirlicher Orbitale ist nicht immer sinn-
voll. Genauer gesagt, macht die Angabe dieser Energien nur dann Sinn, wenn
ihre Besetzungszahl gleich ist. Dies ist hier im Falle der ersten 5 Einteilchen-
Orbitale recht gut erfiillt. Die ersten 5 Orbitale d, (2 Stiick), 7, (2 Stiick) und 1o,
sind nahezu alle mit der allgemeinen Besetzungszahl 2/5 = 0.4 in der MCSCEF-
Wellenfunktion besetzt. Aus diesem Grund haben sie nahezu das selbe Gewicht
bei Anwendung des Einteilchen-Anteils des Hamilton-Operators auf die MCSCF-
Wellenfunktion, die ja aus mehreren Determinanten besteht. Diese Energien sind
somit gut vergleichbar. Die Angabe der Energie des 20;—Orbitals ist leider nicht
sehr aussagekriftig, da seine Besetzungszahl {iber 100-mal kleiner ist und stark
schwankt.

Fiir die spétere Ligandenfeldtheorie ist die Reihenfolge dieser Einteilchen-
Orbitale klar als:

e(loy)) < e(1d,) <e(lmy) (<e(20))) (7.3.16)

zu erkennen, was eine kréftige Abweichung von der durch die Standard-LFT
vorhergesagten Reihenfolge:

e(1d,) < e(lmy) < e(loy) (7.3.17)

ist! In der folgenden Abbildung 7.7 ist die Form des numerisch berechneten o -
Orbitals gezeigt, welches das in der LEF'T diskutierte hybridisierte J;F—Orbital ist
und die dort diskutierte Form hat.

Abbildung 7.7: Das erste o, -NO



KAPITEL 7. DIE RECHNUNGEN UND IHRE AUSWERTUNG 282

7.4 Die Ligandenfeldtheorie fiir TiF,

Die speziell fiir die MXs-Molekiile entwickelte Ligandenfeldtheorie driickt die
Vielteilchen-Energien durch Parameter aus. Die erhaltenen theoretischen Energie-
Ausdriicke fiir die TiXs-Molekiile wurden in Abschnitt 4.3.12 zusammengefasst
und sollen hier noch einmal angegeben werden. Die Triplett-Energien lauten:

1E(*®,) = e,—8B

1E(A,) = K —8x’B

1ECI,) = 1(2e:+ K —2B+£k?B— /(K + 2B+ k?B)? + 216x>B>
2E(Ily) = 31 (2e:+ K —2B+r*B+ /(K + 2B+ k*B)? + 216x>B?
1E(S,) = §(2ex —B—+/(2e, —9B)? + 14432

2E(*S;) = 1(2er — B+ /(2ex — 9B)? + 14432

(7.4.1)
mit: K := e, +0%(fo — g2) — (1 — k?)A und fiir die Singlett-Energien, bis auf
'S folgt:

1E('T,) = 4B+2C
1E('®,) = e +4B+2C
1/2B('A,) = %(L+ %, + B +2C + 26°C + 8kchy F ...
+v/(er + B+ 20 — L — 2r2C — Skohy)? + 48(kB — 0h2)2>
1/26('1L,) = %(L 42, — 2B + 20 + K2(3B + 2C) — drohs F ...

+/(L+2B —2C + 2(3B + 2C) — drohy)? + 24(kB + 20h2)2>

(7.4.2)
mit: L := K + 20%¢,. Die fehlenden 12;—Zusté'unde erhélt man durch Losung des
Eigenwertproblems (4.3.190) bei bekannten Parametern. Einge dieser Parameter
werden auch in anderen LFT-Betrachtungen benutzt, so daf§ die erhaltenen Wer-
te mit denen in der Literatur verglichen werden kénnen. Dieser Teil der Arbeit ist
fiir mich der Spannendste, da es wohl gelingen wird die Theorie zur Ubereinstim-
mung zu bringen, aber werden die dazu nétigen Parameter auch realistisch sein?
Umgekehrt kann man natiirlich aus gewéhlten Parametern die Anregungsenergien
vorhersagen, was jedoch erst bei den Vanadiumverbindungen richtig interessant
ist, da dort mehr Zusténde vorhergesagt werden konnen, als mit Molpro‘s MRCI-
Programm berechnet werden konnten. Als Ausgangspunkt der LFT-Betrachtung
des TiFy-Molekiils dienen die Anregungsenergien in Gleichgewichtsgeometrie aus
den VTZ-Rechnungen (7.3.14), denn die in der VTZ-Basis berechneten Energien
sollten die grofite Genauigkeit besitzen.

Bei der Auswertung dieser Energien mufl man sich iiberlegen, aus welchen
Differenzen der Anregungsenergien die Parameter am Besten bestimmt werden
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konnen. Da die Theorie nur Ene

283

rgie-Differenzen vorhersagt, darf man auch nur

Differenzen der berechneten Energien zur Auswertung benutzen! Es wurden fol-
gende Differenzen zur Auswertung verwendet:

B(1°5;) — E(130,) + Aoy
E(1%T1,) — E(13®,) + Aoy,
E(1TL,) — BE(1A,) + Asy,

102,
4A2
E(lljbg) — E(139,)
E(1'®,) — E(1'T,)
E(1'A,) — E(1'®,) + Aip
E('L,) — E(1'®,) + A
mit:
Aspy, =
Agzg—
Aig,
A, =

_ 12_53

(K +K*B)+17B

er — 3(K 4+ 2B — 175*B)
(K + £?B + 2B)?* + 216x*B?
(2, — 9B)? 4 144B2

= 12B 4 2C
et eﬂ_
L _IB—C+K*C+4kohs
— %—53—}—%/{23—0—1—&20—2/@0}@
(7.4.3)

%(E(Q?)Hg) - E(lgﬂg))
Lip23y-) — B(13%
?< ( 1 s) ( 1 ) (7.4.4)
3(E(2'Ay) — E(1'Ay))
%(E(QIHQ) - E(llﬂg))

Durch Kombination dieser Differenzen der numerisch berechneten Enegien (7.4.2)
kann man bereits fast alle Parameter bestimmen. Man erhélt:

Parameter | Wert

B 0.0887eV

C 0.348eV

e 1.34eV

cos(a) 0.769 (7.4.5)
Q 39.7°

K 0.466eV

ha 0.0867eV

Jo 0.157eV

Nun fehlt jedoch noch ein wich
Zusténde bestimmt, ndmlich:

E('S}(0])) = 265, + (0101|0107

mit:
M = 2e, + 2k%0>

tiger Parameter, der die Energien der 3 12;—

)=A+ M+ k"(4B +3C) — 8k’chy = S+ A
(7.4.6)

(fo+2g2) — (1 — YA+ 0"Ry , (7.4.7)
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wobei der Parameter A eine globale Verschiebung aller Energien ist. Der Para-
meter M kann nicht einfach bestimmt werden, denn er weicht um mehr als einen
unbekannten Parameter von K ab. M tritt nur in der Energie von Zustdnden auf,
die zwei o-Orbitale enthalten. Somit enthalten die Zustandsenergien nicht genug
Informationen, um die Parameter A, fy, Ry und €,, einzeln zu bestimmen (siche
auch Abschnitt 4.3.12). Dies ist ein Problem der hier konstruierten Ligandenfeld-
Theorie und macht die Vorhersage von Zustands-Reihenfolgen schwierig, denn
es miissen ja Werte fiir die Prameter angegeben werden. Zur Bestimmung des
zusammengefassten Parameters S:

S =M+ k*(4B + 3C) — 8k*chy (7.4.8)
wird sein Wert so gewihlt, dal die Eigenwerte der Matrix (4.3.190):

S+A  09191eV 0.3351eV
HOES) = [ 0.9191eV 1.7468¢V + A 1.2282¢V (7.4.9)
0.3351eV  1.2282¢V  4.7018¢V + A

die richtigen 12;—Energien liefern, wobei A eine konstante Verschiebung der Ener-
gien ist, die von allen Diagonalelementen und auch von den Eigenwerten abgezo-
gen werden kann. Die Eintrége der Hamilton-Matrix wurden darin aus den bereits
erhaltenen Parametern errechnet. Diese Methode fithrt auf:

Parameter ‘ Wert
S 2.3eV . (7.4.10)
M 2.0eV

Nun sind alle Parameter zur Berechnung der Energien bekannt und zuletzt wird
die globale Verschiebung A so gewéhlt, daf in beiden Zahlensétzen der Zustand
13E; eine Energie von Null hat.

Nun sind die Parameter bestimmt und den Werten (7.4.5) und (7.4.10) fiir
die 8 Parameter der Theorie kann man 15 Energien vorhersagen. Das bedeutet,
daBl die Parameter aus verschiedenen Differenzen der numerischen Energien be-
stimmt werden koénnen und {ibereinstimmen sollten. Dies ist zwar auffillig gut
erfiillt, aber es gibt Probleme, sobald die Differenz mit dem Zustand 1A, gebil-
det wurde, was zu unterschiedlichen Werten der Verschiebung K und auch des
wichtigen Mischungswinkels in x = cos(«a) fiihrt. Letztlich wurde der Parameter-
satz so gewahlt, dafl moglichst viele Zustdnde richtig vorhergesagt werden, was
bis auf diesen Zustand 1°A, auch erstaunlich gut gelungen ist. Die von der Li-
gandenfeldtheorie vorhergesagten Energien sind in der Tabelle (7.4.11) mit den
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numerischen Energien aufgelistet (Werte in eV).

Zustand | Numerik | LFT
13E; 0.00 0.00
1BA, 0.03 —0.17
19, 0.42 0.42
112:7r 0.66 0.66
1°11, 0.69 0.69
1'T, 0.82 0.84
1'A, 1.14 1.13
111, 1.46 1.39
2311, 1.91 1.91
2325 2.17 2.17
1o, 2.18 2.18
21, 2.31 2.38
212; 2.38 2.36
21, 3.25 3.26
3123 4.76 5.07

(7.4.11)

Es fillt auf, daB die 15 numerischen Energien mit groBer Ubereinstimmung aus
den 8 LFT-Parametern errechnet werden konnen, aber der Zustand 1°A, jetzt
als Grundzustand vorhergesagt wird. Dazu ist zu bemerken, dafl dieser Zustand
wéhrend der gesamten Numerik ein ,, Wackelkandidat “ war und bei jeder kleinen
Anderung an der Numerik andere Werte annahm. Das obige Ergebnis ergibt die
mit der Theorie konsistentesten Ergebnisse.

Die in der LFT benutzten Parameter B und C sind in der Theorie der atoma-
ren Spektren bekannt. Dort kann man die atomaren Term-Energien ohne Spin-
Bahn-Kopplung durch diese Parameter ausdriicken. Durch Vergleich mit experi-
mentellen Daten lassen sich diese Racah-Parameter bestimmen. Auf diese Weise
ist der wichtige Vergleich zwischen den Racah-Parametern des freien Ti*"-Ions
und denen des gebundenen Atoms im TiFs-Molekiil moglich. Man erhélt:

Parameter ‘ num. TiFo-Wert aus LET ‘ Ti?*-Literatur-Wert
B 0.0887¢V (715cm™1) 0.0862eV (695cm™1) (7.4.12)
C 0.348eV (2807cm ™) 0.361eV(2910cm™1)

wobei die experimentellen B- und C-Parameter aus dem Buch [18] tiber Ligan-
denfeldtheorie stammen. Damit ist klar, dal die Ligandenfeld-Parameter keine



KAPITEL 7. DIE RECHNUNGEN UND IHRE AUSWERTUNG 286

blolen Zahlen sind, die die Theorie an die Numerik fitten, sondern sie besitzen
echte physikalische Realitéit. Die aus der Numerik {iber die LFT erhaltenen B-
und C-Parameter weichen um weniger als 5% von den experimentellen Parame-
tern des freien Ti*"-Ions ab! Der interessierte Leser mochte sicher auch einen
Blick auf die absoluten Werte der in den Parametern (7.4.5) enthaltenen Slater-
Integrale (4.3.168) werfen und findet diese in der folgenden Tabelle:

Slater-Integral Wert in eV
F? = R*(3d,3d, 3d,3d) | 6.78¢V (Literaturwert:6.75eV)
F* = R%3d,3d,3d,3d) | 4.38¢V (Literaturwert:4.55¢V) (7.4.13)

g% = R*(3d,3d, 4s,4s) | 0.785eV
h? = R2(3d,3d,3d, 4s) | 1.357¢V

7.5 Diskussion und Vergleich mit bekannten Er-
gebnissen zu TiF,

Die erhaltenen Ergebnisse sollen nun noch mit bekannten Ergebnissen vergli-
chen werden. Die Zahl der experimentellen Ergebnisse zu diesen MXy-Molekiilen
ist sehr klein. Die einzige Publikation, die zu jedem dieser Molekiile Ergebnisse
enthélt, ist [6]. In dieser Arbeit werden alle bekannten Ergebnisse bis ins Jahr
1998 zu den berechneten Groflen aufgelistet. Die Vollstandigkeit dieser Recher-
che iibertrifft alle anderen Arbeiten, was sie zu ,dem Ubersichts-Artikel* dieses
Themas macht. So werden die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit, bis auf we-
nige Ausnahmen, mit dieser Arbeit verglichen, wobei auch die darin angebenen
Publikationen angegeben werden.

Der hier ermittelte Grundzustand ist 1°A,, was nicht direkt mit den DFT-
Ergebnissen von [6] tibereinstimmt! Die hier gemachten ab-initio-Rechnungen lie-
ferten 13Zg_ als Zustand mit niedrigster Energie, aber 1°A, liegt nur 0.03eV
dariiber, was weit unterhalb der Fehlergrenze der Rechnung liegt. Es ist noch
wichtig zu sagen, dafl die spater gemachte Ligandenfeld-Theorie im wesentlichen
nur bei 1°A, von den numerischen Energien abweicht und diesen Zustand klar als
Grundzustand vorhersagt (7.4.11). Die Qualitéit der von der Numerik berechneten
1°A,-Energie scheint daher fragwiirdig zu sein. Die hier gemachte LFT stimmt
somit mit [6] iberein, aber die Numerik nicht!

Der néchste Punkt ist die Grundzustands-Geometrie. In einem &alteren Expe-
riment [47] wurde eine gebogene Geometrie fiir TiFy und andere MX,-Molekiile
festgestellt [47]. Die Biege-Potentialkurven dieser MXs-Molekiile sind alle extrem
flach und kleinste Einfliisse beim Experiment konnen die Molekiile verbiegen. In
der Arbeit von Wang und Schwarz [6] besitzt das gebogene Molekiil (132.9°) eine
etwas geringere Energie, obwohl ansonsten durchweg von linearer Geometrie aus-
gegangen wird. Die Annahme der Linearitéit wird zunehmend auch von modernen



KAPITEL 7. DIE RECHNUNGEN UND IHRE AUSWERTUNG 287

Experimenten, wie [1] und [2] bestétigt und wurde hier benutzt und bestétigt.
Der Bindungswinkel von 180° stimmt somit in beiden Arbeiten doch iiberein und
der Vergleich zwischen den Bindungsléngen der beiden Grundzustandskandidaten
ist:

Zustand ‘ MRCI-Bindungslinge(VTZ) in A ‘ DFT-Bindungslinge in A
1A, 1.845 1.807
195 1.875 1.832

(7.5.1)
Leider konnten keine experimentellen Vergleichswerte gefunden werden. Wie man
sieht, sind die MRCI-Werte durchweg gréfer, was durchaus an relativistischen Ef-
fekten liegen kann, die in der MRCI nicht beriicksichtigt wurden, aber problemlos
in der DF'T integriert sind.
Hier der Vergleich der Vibrationsfrequenzen mit [6]:

Frequenz ‘ MRCI DFT
vs(13A,) | 580cm™! 614em™!
va(1?A,) | 695em™t  744em™?

(13A,) | 213cm™"  imaginir

(7.5.2)

Man sieht die grole Abweichung der Ergebnisse zwischen diesen beiden Arbei-
ten, aber da in dieser MRCI-Arbeit keine empirischen Parameter wihlbar waren,
sondern eine ab-initio-Rechnung gemacht wurde, konnte im Gegensatz zur DFT
kein Einfluf} auf die Ergebnisse genommen werden. Zu diesen Zahlen muf§ jedoch
noch gesagt werden, daf es ein altes Experiment [47] von 1968 zu den Frequenzen
von TiF, gibt, welches auf 665cm™! fiir v,, 766cm ! fiir v, und 180cm ™" fiir v,
zum Ergebnis hat, wobei der Fehler auf £5c¢m ™! abgeschiitzt wurde. Doch dazu
mochte ich sagen, dafl dort nicht angeben wurde um welchen Zustand es sich
handelt, sondern jeweils die grofite Frequenz des Spektrums angegeben wurde.
Aulerdem wurde das Experiment in fliissigem Edelgas gemacht, obwohl das laut
[1] und [2] ein solches Molekiil verbiegt, weshalb auch ein Bindungswinkel von
130° angegeben wurde. Weiterhin wird in dieser Publikation kein Wort {iber das
haufig auftretende Dimer TisF4 aus zwei TiFo-Molekiilen verloren, welches ge-
winkelt ist und teilweise sogar im Landolt-Bornstein mit TiFy verwechselt wurde.
Aus diesen Griinden sind die in [47] gegebenen Daten nur bedingt aussagekriftig.
Sollte es jedoch richtig sein, so weichen die MRCI-Frequenzen stark ab und nur
die Biege-Frequenz hétten einen guten Wert.

In Tabelle III von [6] werden einige adiabatische Anregungsenergien angege-
ben, deren Vergleich mit Tabelle (7.3.8) nur noch die Reihenfolge gemeinsam hat,
wenn man beachtet, daf§ der MRCI-13A ,-Zustand mit groBer Wahrscheinlichkeit
eine zu hohe Energie hat.

Der Vergleich mit den Dissoziationsenergien aus [6] ist dagegen sogar recht po-
sitiv, wenn man in der MRCI-Rechnung die Davidson-Korrektur beriicksichtigt,
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wie die folgende Tabelle zeigt, wobei der um etwa 0.04eV verkleinernde Effekt
der Nullpunktsschwingung der symmetrischen Normalmode von dem Wert des
Grundzustands 1°%; in Tabelle (7.3.7) abgezogen wurde.

| MRCI mit Dav. in VIZ| DFT | Exp.
Dissoziationsenergie ‘ 13.76eV ‘ 14.32eV ‘ 13.7eV

(7.5.3)

Das experimentelle Ergebnis stammt aus [48]. Diese sehr gute Ubereinstimmung
ist wohl eher ein Zufall, aber trotzdem traue ich der MRCI-Methode eine weit
hohere Genauigkeit, als der DF'T zu. Weiterhin liefert die MRCI genauere Details
und mehr angeregte Zustédnde des Molekiils, wihrend ihr Rechenaufwand viel
grofler ist, als der von DFT.
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7.6 Die Ergebnisse zu TiCl,

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse zu TiCly vorgestellt. Die Auswertung
wird analog zu TiFy durchgefiihrt, sofern nicht anders angegeben.

7.6.1 Die symmetrischen Potentialkurven

Analog zu TiFy werden nun die symmetrischen Potentialkurven der ersten Zu-
stdnde geplottet, wobei auch hier die Rechnung in der VTZ-Basis verwendet
wurde. Diese Kurven sind in der ganzseitigen Abbildung 7.8 zu sehen. Wie bei
TiF, erkennt man die dichte Lage der Zusténde und ihre zahlreichen Uberschnei-
dungen, aber diesmal ist der Grundzustand klar als 1°A, zu erkennen und 1°%;
liegt diesmal sogar erst auf Platz drei hinter 1°®,.

Die folgende Tabelle (7.6.1) enthélt wieder die Gleichgewichtsabstinde
der ersten drei Zustinde, wobei die angebenen Gleichgewichtsabstéinde sowohl
aus Rechnungen mit der VTZ- als auch der VDZ-Basis bestimmt wurden.

Basis | 1°A, | 1@, |1°%;
VTZ | 2.29(0)* | 2.35(0) | 2.33(0) (7.6.1)
VDZ | 2.20(0) | 2.35(5) | 2.33(5)

Der Gleichgewichtsabstand des Grundzustandes in der jeweiligen Basis wurde
dabei mit einem ,,x“ gekennzeichnet. Der Trend dieser Absténde entspricht genau
dem bei (7.3.1).

Als néchstes werden die symmetrischen Vibrationsfrequenzen analog zur Vor-
gehensweise bei TiFy bestimmt (siche Abschnitt 7.3.1). Man erhélt fiir die ersten
drei Zustande:

GroBe PA, | 1P0, | 1957

Abstand in A 2.286 | 2.347 | 2.330 (7.6.2)
Frequenz in em ™! 316 | 311 | 312
Nullpunktsenergie in eV | 0.020 | 0.019 | 0.019

Der néchste Schritt sind die Dissoziationsenergien, die auch analog zu TiF,
in Abschnitt 7.3.1 bestimmt werden.

Rechnung Dy in eV
13A,in VTZ ohne Davidson 11.1
13A,in VTZ mit Davidson 10.6 (7.6.3)

13Agin VDZ ohne Davidson 10.8
13A,in VDZ mit Davidson 10.3
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Abbildung 7.8: Die Potentialkurven fiir TiCly bei symmetrischer Streckung
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Zuletzt werden noch die adiabatischen Anregungsenergien angegeben, wel-
che die Energie-Differenzen von Kurven-Minimum zum Kurven-Minimum des
Grundzustands sind. Die Minima der hier betrachteten Zusténde liegen alle im
Bereich von 2.25A bis 2.35A fiir einen der identischen Ti-Cl-Absténde. Die adia-
batischen Anregungsenergien lauten:

Zustand | VT'Z-Basis | VDZ-Basis
1A, —0— —0—
1®, 0.12 0.13
132; 0.17 0.18
1°11,, 0.33 0.34
112:7r 0.75 0.79
1T, 1.14 1.20
111, 1.16 1.21 (7.6.4)
1'A, 1.23 1.25
23Z; 1.42 1.44
2311, 1.65 1.65
1'P, 1.88 1.94
212;; 2.07 2.10
2111, 2.09 2.12
21, 2.36 2.42
312; 4.04 4.10

7.6.2 Die antisymmetrische Frequenz

In diesem Abschnitt werden die Daten der Rechnungen zu Punkt ii) des Plans
(Abschnitt 7.2) ausgewertet. Die antisymmetrischen Potentialkurven von TiCl,
steigen gleichméfig von der Gleichgewichtssymmetrie aus an, wobei ihre Form
durchweg einer Parabel entspricht, genau wie in Abbildung 7.5. Die folgende
Tabelle enthélt die Schwingungsfrequenzen des Grundzustandes:

Rechnung ‘ Frequenz in cm ™! ‘ Nullpunktsenergie in eV
1¥A, in VTZ 470 0.029 (7.6.5)
13A, in VDZ 471 0.029

7.6.3 Die Biege-Frequenz

Die Biege-Potentialkurve des Grundzustandes von TiCly ist viel gleichmafBiger
als die von TiFy, weshalb hier nocheinmal ein Bild (Abbildung 7.9) gezeigt wer-
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den soll. Auch in dieser Kurve tritt der in Abschnitt 7.3.3 erwdhnte Sprung bei
0° auf, aber ansonsten gleicht die Kurve weit mehr einer Parabel, als die von
TiF, aus Abbildung 7.6. Hier kann der Winkelbereich -20° bis 20°, aber ohne

Die Biege-Potentialkurve des Zustands 13Ag von TiCl,

Methode: MRCI Basis: VTZ
0.1
T T I T T

0.08 -

Energiein eV

0.02—

220 10 0o
Biege-Winkel in Grad

Abbildung 7.9: Die Biege-Potentialkurve des Grundzustands von TiCl,

0° angefittet werden und nicht nur der Teilausschnitt bei TiF,. Aufgrund der
Ursprungssymmetrie der Kurve wird an ein Polynom achten Grades:

U U(iv) U(vi) U(m’z’i)
Ulg) ~U(0) + 5T q + 1 q + A q@ + — a (7.6.6)

angepasst. Die Normalkoordinate lautet ¢, = RgA© und fiir Ry wird der jeweilige
Ti-Cl-Abstand im Gleichgewicht (siche (7.6.1)) eingesetzt. Man erhélt daraus:

Rechnung ‘ Frequenz in em ™! ‘ Nullpunktsenergie in eV
1A, in VTZ 100 0.006 (7.6.7)

1*A, in VDZ 102 0.006

Die erhaltenen Frequenzen fiir TiCly sind durchweg ungefahr halb so grof3, wie
die TiFs-Frequenzen. Auch das TiCl,-Molekiil ist im Rahmen dieser Betrachtung
eindeutig linear.
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7.6.4 Die Anregungsenergien

293

Die elektronischen Anregunsenergien des Molekiils im Gleichgewichtszustand sind
besonders wichtig. Die folgende Tabelle enthélt die Energien der ersten Zustédnde
des Molekiils bei Verwendung der Basissdtze VTZ und VDZ:

Zustand | VTZ-Basis Ry = 2.290A

VDZ-Basis Ry = 2.290A

1BA,
139,
1°%;
1311,
'y
1T,
111,
1'A,
2%,
2311,
1'9,
215k
211,
21N,
3%

—0—
0.17
0.19
0.37
0.75
1.14
1.19
1.23
1.48
1.65
1.90
2.08
2.09
2.42
4.05

—0—
0.19
0.21
0.38
0.79
1.20
1.24
1.26
1.51
1.66
1.97
2.10
2.12
2.49
4.12

(7.6.8)

Auch hier sind die Einteilchen-Energien der 6 fiir die Ligandenfeldtheorie wich-
tigen Orbitale interessant. Der Einteilchen-Anteil des TiCly-Hamiltonians liefert
fiir die verwendeten natiirlichen Orbitale:

MCSCF-Konfig. Basis | e(1d,) e(lm,) e(lo)) e(20))
MC(Triplett) VTZ | —0— 0.72eV  —0.52eV 4.87eV
MCR(Triplett) VTZ | —0— 0.71eV —0.59%V  9.31eV
MC(Triplett) VDZ | —0— 0.71leV —0.51eV  4.83eV
MCR(Triplett) VDZ | —0— 0.70eV  —0.58¢V  9.26eV

(7.6.9)

Wie bei TiF,; haben die ersten 5 Orbitale eine MCSCF-Besetzungszahl von =~
0.40 = 2/5, wihrend die Besetzungszahl des zweiten o-Orbitals sehr klein ist,
weshalb seine Einteilchen-Energie wenig Aussagekraft hat, denn sie schwankt
schon bei kleinsten Verdnderungen recht stark. Wie bei TiF, ist die Reihenfolge
dieser Einteilchen-Orbitale klar als:

e(lo)) < e(1dy) <e(lmy) (<e(20)))

(7.6.10)
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anzugeben, aber das Ligandenfeld ist deutlich schwécher, so daf§ die Aufspaltung
ungefdhr halb so grof}, wie die des Fluorids ist.

7.7 Die Ligandenfeldtheorie fiir TiCl,

Die Anwendung der hier entwickelten LFT auf TiCly verlauft analog zu der bei
TiF, aus Abschnitt 7.4. Es werden hier die selben Ausdriicke fiir die Energien, wie
bei TiFy benutzt, welche aus Abschnitt 4.3.12 stammen. Die Energie-Ausdriicke
fiir die ein- und zweifach vorkommenden Terme sind auch in (7.4.1) und (7.4.2) zu
finden. Als Ausgangspunkt fiir die Bestimmung der Ligandenfeld-Parameter die-
nen die Anregungsenergien des Molekiils in Grundzustandsgeometrie aus (7.6.8),
wobei die Ergebnisse der VTZ-Basis genommen werden. Zur Auswertung werden
auch hier die Differenzen (7.4.3) benutzt und es werden Parameter genommen,
die die meisten numerischen Energien reproduzieren kénnen. Man erhélt bei zu
TiF, analoger Vorgehensweise die Parameter:

Parameter | Wert

B 0.0887eV

C 0.333eV

€x 0.764eV

cos(av) 0.8461 (77.1)
« 32.2°

K 0.375eV

ha 0.065eV

92 0.17eV

M 1.22eV

Man sieht bereits, dafl auch hier die B- und C-Werte nicht weit von denen fiir
das freie Ti?*-Ion liegen. Hier der Vergleich:

Parameter ‘ num. TiCly,-Wert aus LFT ‘ Ti?*-Literatur-Wert
B 0.08876V(715cm_1) 0.08626V(695cm_1) . (7.7.2)
C 0.333¢V/(2686¢m1) | 0.361¢V/(2910cm 1)

Es ergibt sich der selbe B-Wert, wie bei TiF,, der um etwa 3% iiber dem Ti?*-
Wert liegt, aber ein um etwa 8% groflerer C-Wert, der bei TiFy nur 3.5% grofier
war. Es sollen noch die absoluten Werte der in den Parametern B, C, hy und ¢»
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enthaltenen Slater-Integrale (4.3.168) angegeben werden:

Slater-Integral Wert in eV
F? = R?*(3d,3d,3d, 3d) | 6.67eV (Literaturwert:6.75¢V)
F* = R*(3d,3d,3d,3d) | 4.20eV (Literaturwert:4.55eV") (7.7.3)

g* = R?(3d, 3d, 4s,4s) | 0.85¢V
h? = R(3d,3d, 3d, 4s) | 1.02¢V

Mit den Parametern aus (7.7.1) sagt die LF'T die Energien in Tabelle (7.7.4)
voraus, deren Ubereinstimmung mit den numerischen Werten sicher als ,;sehr gut*
bezeichnet werden kann.

Zustand | Numerik | LFT

18A, | —0— |—0.02
1o, | 017 | 017
1By, | 019 | 019

11, | 037 | 038
'sf | 075 | 0.75
1'T, 114 | 1.14
11, 119 | 1.19
1'A, | 123 | 1.28
2%, | 148 | 1.48
231, 1.65 | 1.64
1o, 1.90 | 1.90
2'%F | 208 | 2.06
21, | 209 | 2.08
2N, | 242 | 242
3ISF | 405 | 445

(7.7.4)

Die TiCly-Energien werden klar besser reproduziert, als die TiFy-Energien.

7.8 Diskussion und Vergleich mit bekannten Er-
gebnissen zu TiCl,

Es folgt wieder der Vergleich mit den Ergebnissen aus [6], wobei der Vergleich
hier im Schnellverfahren gemacht werden soll.

Anders als bei TiFy stimmt der Grundzustand von 1*A, mit [6] sofort iiberein.
Die Reihenfolge der dort angebenen Zustédnde wird auch hier erhalten, aber die
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Zahlenwerte sind vollig anders. Dies ist nicht verwunderlich, da MRCI schon
genauer als DFT ist.

Bei der Grundzustandsgeometrie gilt wieder das zu TiFy gesagte und so-
mit wird das Molekiil als linear identifiziert, wihrend in [6] wieder ein Biege-
Potentialminimum bei 150.2° gefunden wird, welches nun jedoch von keinem Ex-
periment bestétigt wird. Die Bindungslédngen des linearen Molekiils im Grundzu-
stand lauten im Vergleich:

Zustand | MRCI-Bindungslinge(VTZ) in A | DFT-Bindungslinge in A
1A, | 2.290 | 2.232

(7.8.1)
Auch hier konnten keine experimentellen Werte gefunden werden, da jeweils nur
das Dimer aus zwei Molekiilen betrachtet wurde (Vorsicht mit publizierten Da-
ten!).
Hier der Vergleich der Vibrationsfrequenzen mit [6]:

Frequenz| MRCI ~ DFT
vs(13A,) | 316em™!  336em ™!
va(13A,) | 470cm™" 481em™*

vp(13A,) | 100cm™"  imaginér

(7.8.2)

Man erkennt eine viel bessere Ubereinstimmung als bei TiF,, da in [6] jedoch
eine gebogene Geometrie tiefer in der Energie liegt, ist dort die Biege-Frequenz
nicht zu ermitteln, was in dieser Arbeit besser gelingt.

Die in Tabelle III von [6] aufgelisteten adiabatischen Anregungsenergien wer-
den auch hier nur in ihrer Reihenfolge bestétigt werden, aber die Zahlenwerte in
dieser Arbeit (7.6.4) sind vollig anders.

Die Dissoziationsenergie des Molekiils in seinem Grundzustand 1*A, wird
wieder nach Abzug der Nullpunktsschwingung der symmetrischen Normalmode
angegeben und stimmt diesmal viel besser mit [6] iiberein. Das experimentelle
Ergebnis ist jedoch in diesem Fall sehr ungenau.

| MRCI mit Dav. in VIZ | DFT |  Exp.
Dissoziationsenergie ‘ 10.6eV ‘ 10.5eV ‘ 9.9+ 0.4eV

(7.8.3)

Alles in allem ist TiCly leichter zu rechnen als TiF5, obwohl der Rechenaufwand
grofer ist. Wie am Beispiel des Cly-Molekiils festgestellt (sieche Abschnitt 7.1.2),
werden die Frequenzen auch hier genauer als beim Flourid sein, denn beim Chlorid
treten zwei vollbesetzte p-Schalen auf, die sich durch ,iiberlagern® besser einstel-
len konnen, wihrend beim Flourid die p-Schale keine gleichwertigen Partner hat

(siche [28]).
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7.9 Die Ergebnisse zu VF,

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse zu VF5 vorgestellt. Die Auswertung
wird analog zu TiFy durchgefiihrt, aber es gibt doch Unterschiede, denn hier
ist ein 3d-Elektron mehr im MX,-System als bei TiFy, was nicht nur die LFT
andert sondern auch das Verhalten der numerischen Rechnungen. Die numeri-
schen Rechnungen zu VF; brauchen mehr Rechenzeit, konvergieren schlechter und
es gibt viel groflere Root-Flipping-Probleme. Die Vermeidung von Symmetrie-
Kontaminationen hat sich hier als ein sehr schwieriges Problem herausgestellt.

7.9.1 Die symmetrischen Potentialkurven

Auch bei VF5 werden wieder zuerst die symmetrischen Potentialkurven der VTZ-
Rechnung geplottet, wobei dazu wieder die ganzseitige Abbildung 7.10 gezeigt
wird. Man erkennt, dal das System den Grundzustand 14Z; hat. Diese Wahl des
Grundzustands ist recht sicher, da er mehr als 0.17eV unter dem darauf folgenden
1*I1,-Zustand liegt, was im Rahmen der moglichen Ungenauigkeit von 0.2eV ein
guter Abstand ist, der jedoch im Extremfall noch iiberbriickt werden koénnte.

Das Bild der symmetrischen Potentialkurven hat sich im Vergleich zu TiF,
und TiCl, etwas verdndert. Wéhrend bei den Titan-Verbindungen die Kurven
relativ gleich verteilt waren, so erkennt man hier um den Gleichgewichtsabstand
zwei relativ grofe Energieliicken zwischen den Zustéinden 13, 1'II; und 1*®,,
1*A, und den danach folgenden Zustéinden. Der grofiere Abstand von 143, 1*11,,
1*®,, 1*A, zu den restlichen Termen kénnte daran liegen, daff im V**-Ton der
Abstand zwischen dem Grundterm 1*F und den folgenden Termen mit 1.4eV
um 0.4eV groBer ist als bei Ti%*, denn diese vier Zustinde ergeben sich aus
dem 1*F-Term von V?*. Die Abstinde dieser ersten 4 Zustinde untereinander
sind eine reine Konsequenz des Ligandenfeldes und werden im Rahmen der hier
entwickelten LF'T voll erklart.

In der Abbildung erkennt man auch, dafl manche Kurven abgeschnitten wer-
den mufiten. Diese enthalten Spriinge nach denen sie durchweg eine hohere Kur-
ve beschreiben, welche offensichtlich zu einem hoheren, als dem gewiinschten
Zustand gehort. Dieses Problem wurde bereits als Root-Flipping-Problem in
Abschnitt 7.1.3 besprochen und ist nicht einfach lésbar. Man miisste zuséatzli-
che angeregte Zustinde simultan berechnen, damit Molpro auch den gesuch-
ten dazwischenliegenden Zustand findet, aber es konnten eben nicht noch mehr
Zusténde berechnet werden, da das Programm so bereits ,,iiber dem Limit“ war.
Das Auftreten dieser Root-Flipping-Probleme wird in diesem Abschnitt gleich
im Rahmen der Dissoziationsenergie illustriert.

Zunéchst werden wieder die Gleichgewichtsabstdnde der ersten (vier) Zu-
stande in Tabelle (7.9.1) angegeben, wobei der Grundzustandswert jeweils mit
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Abbildung 7.10: Die Potentialkurven fiir VF5 bei symmetrischer Streckung
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einem (*) gekennzeichnet ist.

Basis | 1'%, | 11, | 1'e, | 14,
VTZ | 1.81(0)* | 1.85(5) | 1.84(0) | 1.90(0) (7.9.1)
VDZ | 1.81(5)* | 1.86(0) | 1.84(0) | 1.90(5)

Auch hier vergrofert ein besetztes m,-Orbital den Gleichgewichtsabstand (siehe
Abschnitt 7.3.1). Der 1*Ag-Term stammt laut Abschnitt 4.4.2 allein von d,7;
ab und hat somit den groften Abstand. Die Konfigurationen, aus denen 1@,
und 1%T1, gebildet werden haben alle ein besetztes m,-Orbital, wihrend in 142;
wieder (530; klar Wga; iiberwiegt und so den kiirzesten Gleichgewichtsabstand
hat. Auch wenn diese Uberlegungen keine grofien Anderungen zur Folge haben,
ist doch der Trend klar erkennbar.

Es folgend die symmetrischen Vibrationsfrequenzen analog zur Vorgehenswei-
se bei TiFy (sieche Abschnitt 7.3.1). Man erhilt fiir die ersten vier Zusténde:

GroBe 1ys |10, | 1M, | 1A,

Abstand in A 1.811 | 1.854 | 1.839 | 1.899 (7.9.2)
Frequenz in em™! 569 | 577 | 556 | HHD
Nullpunktsenergie in eV | 0.035 | 0.036 | 0.034 | 0.034

Die Frequenzen aus den VDZ-Rechnungen weichen um weniger als 1% von den
obigen VTZ-Werten ab und werden nicht zusétzlich angeben.

Nun weiter zu den Dissoziationsenergien, die auch analog zu TiF5 in Ab-
schnitt 7.3.1 bestimmt werden. Bevor die Tabelle der erhaltenen Werte angege-
ben wird, soll noch auf die hier gehéduft vorkommenden Root-Flipping-Probleme
hingewiesen werden. Diese Probleme gibt es bei jedem Abstand, aber bei grofe-
ren Abstédnden héuft sich ihr auftreten stark. Der Verlauf der symmetrischen
Potential-Kurve wird in Abbildung 7.11 gezeigt. Man erkennt klar, daf die ab-
weichenden Punkte eine héhergelegene Kurve beschreiben.

Die Dissoziationsenergien miissen wegen den oben besprochenen Problemen
aus Energien zu weniger groflen Abstéinden bestimmt werden, da deren Werte
genauer sind. Trotzdem ist es wichtig, dafl wenigstens drei Punkte zu grofleren
Abstédnden gehoren, da die erhaltene Dissoziationsenergie sonst viel zu klein ist.
Die Energien um das Minimum werden jedoch die Form des gefitteten Morse-
Potentials im wesentlichen bestimmen, aber das war schon bei TiFy und TiCl,
mehr oder weniger der Fall. Man erhélt somit die folgenden Dissoziationsenergien
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Root-Flipping-Problems der numerischen Energien von VF

Die symmetrische Potentialkurve des Grundzustandes
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Abbildung 7.11: Root-Flipping-Problems bei VF4

fiir den Grundzustand.

Rechnung Dy in eV
1Y in VTZ ohne Davidson |  14.1
1*¥7in VTZ mit Davidson 13.3 (7.9.3)

g
1429_111 VDZ ohne Davidson 14.7
1*¥~7in VDZ mit Davidson 14.2

g

Zuletzt werden die adiabatischen Anregungsenergien angegeben, welche die
Energie-Differenzen von Kurven-Minimum zum Kurven-Minimum des Grundzu-
stands sind. Die Minima der hier betrachteten Zusténde liegen alle im Bereich
von 1.8A bis 1.9A fiir einen der identischen V-F-Absténde. Die adiabatischen
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Anregungsenergien lauten:

Zustand | VI'Z-Basis | VDZ-Basis
14Z; —0— —0—
111, 0.17 0.18
1*P, 0.77 0.77
1*A, 0.81 0.82
127, 1.53 1.59
1°T, 1.56 1.61
2411, 1.66 1.67 (7.9.4)
1°H, 1.67 1.75
129, 1.69 1.75
122:; 1.76 1.81
1711, 1.75 1.81
12E; 1.85 1.89
24E; 2.94 1.87

7.9.2 Die antisymmetrische Frequenz

Hier werden die erhaltenen Frequenzen fiir die antisymmetrische Normalmode
des Systems ausgerechnet. Die antisymmetrischen Potentialkurven werden auch
hier nicht gezeigt, da sie nicht wirklich interessant sind (siehe Abbildung 7.5).
Die antisymmetrischen Eigenfrequenzen erhélt man zu:

Rechnung ‘ Frequenz in cm ™! ‘ Nullpunktsenergie in eV
1429_ in VI'Z 753 0.047 (7.9.5)
14Z; in VDZ 745 0.046

Die erhaltenen antisymmetrischen Frequenzen liegen hier etwas dichter zusammen
als bei TiFy, was zwar fiir eine genauere Rechnung spricht, aber keineswegs eine
Garantie dafiir ist. Tatsache ist, daf§ die Frequenzen der MXy-Molekiile nur aus
extrem aufwendigen Rechnungen genauer bestimmt werden kénnen.

7.9.3 Die Biege-Frequenz

Die Frequenz der Biege-Schwingung wird analog zu Abschnitt 7.6.3 ausgewertet.
Die Biege-Potentialkurve von VF5 ist offenbar noch flacher als die TiFy-Kurve.
Auch dieses Molekiil ist klar linear. Man erhélt:

Rechnung ‘ Frequenz in em ™! ‘ Nullpunktsenergie in eV
1429‘ in VTZ 148 0.009 (7.9.6)
1429_ in VDZ 160 0.010
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7.9.4 Die Anregungsenergien

Die folgende Tabelle enthélt die Energien der ersten Zusténde des Molekiils in
der Gleichgewichtsgeometrie bei Verwendung der Basisséitze VTZ und VDZ, wo-
bei nicht alle Zusténde zwischen dem Grundzustand und 242]; bestimmt werden
konnten, da Molpro offensichtlich iiberfordert war. So gibt es eine Liicke in den
berechneten Energien. Es war nicht moéglich, mehr korrekte Zustéinde mit Mol-
pro zu berechnen, ohne die Grenze der maximalen Anzahl angeregter Zustdnde
zu iiberschreiten. Die Energien wurden mit der Programm-Konfiguration MCR
aus Abschnitt 7.2.1 berechnet, aber im Gegensatz zu den Rechnungen fiir die
symmetrischen Potentialkurven wurden hier mehr Doublett-Zustdnde berechnet.
Die Anregungsenergien lauten (Werte in eV):

Zustand | VTZ-Basis Ry = 1.810A | VDZ-Basis Ry = 1.815A
1457 —0— —0—
141, 0.22 0.23
110, 0.79 0.79
1*A, 1.01 1.01
127, 1.55 1.62
121, 1.56 1.61
2411, 1.66 1.67
120, 1.70 1.75
12H, 1.72 1.79 (7.9.7)
12535 1.76 1.80
1211, 1.79 1.85
12537 1.84 1.89
2711, 2.13 2.19
220, 2.45 2.50
22N, 2.60 2.64
27T, 2.85 2.91
24, 3.01 3.02

Auch hier sind die Einteilchen-Energien der 6 fiir die Ligandenfeldtheorie wichti-
gen Orbitale interessant. Der Einteilchen-Anteil des VFo-Hamiltonians liefert fiir



KAPITEL 7. DIE RECHNUNGEN UND IHRE AUSWERTUNG 303

die verwendeten natiirlichen Orbitale:

MCSCF-Konfig. Basis | e(19,) e(lm,)  e(lo))  e(20,)
MC(Quadruplett)  VTZ | —0— 1.26eV  —0.03eV  7.59¢V
MCR(Quadruplett) VTZ | —0— 1.25¢V —0.09¢V  10.4eV (7.9.8)
MC(Quadruplett)  VDZ | —0— 1.25¢V —0.001leV 7.56eV
MCR(Quadruplett) VDZ | —0— 1.23¢V  —0.06eV  10.4eV

Dabei haben die ersten 5 Orbitale eine MCSCF-Besetzungszahl von ~ 0.6, wéh-
rend die Besetzungszahl des zweiten o-Orbitals sehr klein ist, weshalb seine
Einteilchen-Energie wenig Aussagekraft hat, denn sie schwankt bei kleinsten
Veranderungen recht stark. Die Energien der ersten 5 Orbitale kénnen jedoch
als echte Einteilchen-Energien angesehen werden und zeigen, daf§ die Aufspal-
tung zwischen § und 7 nur etwas kleiner ist, als bei TiF,, wiahrend die Aufspal-
tung zwischen ¢, und 10; nahezu verschwindet. Die energetische Reihenfolge der
Orbitale lautet auch hier:

e(10y) < e(lo)) <e(lmy) (<e(20;)) . (7.9.9)

Da im Rahmen der Dy,-Symmetrie die ,,+“-Komponente des zweidimensionalen
d4-Orbitals mit dem o, -Orbital nach der selben irred. Darstellung a, transfor-
miert, tritt diese Fast-Entartung in einer Symmetrie-Klasse auf und stellt somit
ein grofles Problem fiir auf Stérungstheorie basierende Orbital-Algorithmen dar.
Enthélt die numerische Routine zur Erzeugung der natiirlichen Orbitale keinen
wirksamen Schutz gegen die Singularitéiten bei Entartungen, so werden die erhal-
tenen Orbitale immer falsch sein. Insbesondere die in unserer Gruppe verwendete
BSR-Methode reagiert sehr empfindlich auf diese Entartungen und liefert ,,un-
physikalische“ Einteilchen-Energien, aber auch falsche Orbitale.
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7.10 Die Ligandenfeldtheorie fiir VF,

Die Theorie fiir die VXy-Molekiile ist komplizierter als die fiir die TiXs’s. Die
Ausgangs-Vielteilchen-Wellenfunktionen wurden in Abschnitt 4.4.2 angegeben
und die Ausdriicke fiir die Energien von ein- und zweifach vorkommenden Ter-
men findet man in Abschnitt 4.4.4. Diese theoretischen Energien sollen hier noch
einmal wiederholt werden. Die Energien der einzeln vorkommenden Terme lauten:

1E(*®y(0,mglo})) = K +er—8B
LE(*A(54m2)) = 2e,—15B (7.10.1)
1E(2Hy(627,)) = e, —6B+3C

und die Energien der zweifach auftretenden Terme sind:

1/2B('1,) = L(K+2,—8B¥/(K+4B)?+ 216/{232>
1/2E(4Z;) = (2K +2¢, — BF \/(2¢; + 18:2B — 9B)? + 14432>
12E(°Ty) = 3(K +2e;+5(C — B)+r*(C —5B) + 0%gs + 4kohy F ...
+/(2er — K —13B + C — r2(C — 5B) — 02gs — 4kohy)® + 24(chy — K;B)2>
(7.10.2)
Dabei wurde der zusammengefasste Parameter:
K = ey, — 2A(1 — &%) +20%(fo — ¢2) — TK*B (7.10.3)

definiert. Es ist zu beachten, dafl dieser K-Parameter von dem Parameter K des
TiX5-Falles verschieden ist! Zur Bestimmung der ersten Parameter aus den nu-
merischen Ergebnissen werden folgende Differenzen aus den ein- und zweifachen
Termen benutzt:

xp = E(1'S;)-E(1'®)+A, = 2B
zy = E(1Yl)) — E(1*®,)+ A, = —-1K+4B
z3 = E(I'S;)—E(1*A)+A, = K—e.+2B
ry = E(Yl) - BE(1*A)+ A, = 1K —e,+11B
z; = BE(1*A,) — BE(1*®,) = —K+e,—7TB
ze = AAY = (K +4B)* + 216x?B?
T = 4A329, = (2, + 18x*B — 9B)? + 144 B2
zs = E(12H,) — E(1*A,) = —e,+9B+3C
(7.10.4)
wobei die Definitionen:
A4Hg = %(E(24Hg) - E(14Hg)) (7.10.5)
Ay = H(EQ'Y,) - EQ'S,))
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gemacht wurden. Durch Kombination dieser Differenzen kann man nun wieder
die meisten Parameter bestimmen. Man erhélt:

Parameter | bestimmter Wert
B 0.0980eV
C 0.389eV
er 1.340eV , (7.10.6)
cos() 0.77
« 39.6°
K 0.43eV

wobei diese Parameter nach Auswertung der Differenzen (7.10.4) noch besser
angepasst werden muflten, da offenbar die Ungenauigkeit von einem oder zwei der
in den Differenzen verwendeten Energien einen negativen Effekt auf die Parameter
hatte.

Nun fehlen noch die drei Parameter go, ho und M, welche fiir die Energien der
Doubletts, bis auf ?H, wichtig sind, die durch Losung eines Eigenwertproblems
der Dimension 2 bis 6 folgen. Fiir diese Terme ist eine andere Vorgehensweise
sinnvoller, als die Bestimmung der Parameter aus Differenzen, da man es nun
mit grofleren Eigenwertproblemen als bei den obigen Termen zu tun hat und die
theoretischen Energie-Ausdriicke nicht so einfach angegeben werden kénnen. Zur
Bestimmung der Mischintegrale g, und hy wéhlt man diese so, daB sie die Energien
der Terme vom Typ °Ty, *®,, ?%. und >3} moglichst genau wiedergeben. Der
Parameter M kommt in diesen Termen nicht vor, da er nur fiir Konfigurationen
mit zwei o-Orbitalen (2A,, 2I1,) gebraucht wird. Die beste Ubereinstimmung
wurde bei den Parameterwerten:

Parameter ‘ bestimmter Wert
ha 0.053eV (7.10.7)
[ 0.18eV

erziehlt. Zuletzt bestimmt man mit den bis hierhin bekannten Parametern die
Matrizen fiir die Terme vom Typ ?A, und *II, und wihlt den letzten Parameter:

M = e, + 2620 (fo + 292) — (1 — kY A+ o* Ry (7.10.8)
so, dafl moglichst viele 2I1,’s und 2A s wiedergegeben werden, was mit dem Wert:

Parameter ‘ bestimmter Wert
Mo 1.5eV

(7.10.9)

am Besten gelingt. Die Ligandenfeldtheorie macht mit diesen Parametern Vorher-
sagen fiir die Energien, die aus Zustédnden mit drei Elektronen in den Orbitalen



KAPITEL 7. DIE RECHNUNGEN UND IHRE AUSWERTUNG

306

g, mg und 10; folgen, was mehr Energien sind, als die Numerik errechnen konnte:

Zustand | Numerik(VTZ) | LFT
1y [—0- ~0.02
14T, | 0.22 0.27
119, | 0.79 0.79
14Ag 1.01 1.01
12A, | 155 1.55
1°T, 1.56 1.51
20, | 1.66 1.65
120, | 1.70 1.70
12H, |1.72 1.72
125+ | 176 1.81
1711, 1.79 1.92
1229_ 1.84 1.84
2211, 2.13 2.14
22, | 245 2.45
2N, | 2.60 2.45
PI, | — 2.61
220, |25 2.77
2A, |- 2.97
21, |- 2.95
25t |- 3.10
215 | 3.01 3.06
25 |- 3.30
2o, |- 3.5
325 |- 411
28, |- 4.27
I, |- 4.57
A, |- 5.66
¢, |- 6.05
gy |- 6.73

(7.10.10)



KAPITEL 7. DIE RECHNUNGEN UND IHRE AUSWERTUNG 307

Die benutzten Parameterwerte waren:

Parameter | bestimmter Wert

B 0.0980eV

C 0.389eV

ex 1.340eV

cos(a) 0.77 (7.10.11)

« 39.6°

K 0.43eV

hs 0.053eV

92 0.18eV

M 1.5eV

Zu den erhaltenen Racah-Parametern B und C findet man in der Literatur [18]
folgende Werte:

Parameter ‘ num. VFo-Wert aus LFT ‘ V2*+_Literatur-Wert
B 0.0980eV (790cm 1) 0.0936eV (755cm™1) . (7.10.12)
C 0.389¢V (3137cm ™) 0.404eV (3257cm™1)

Fiir den interessierten Leser seien noch die numerischen Werte der in den Para-
metern vorkommenden Slater-Integrale (4.3.168) angegeben:

Slater-Integral Wert in eV
F? = R*(3d,3d,3d,3d) | 7.53¢V (Literaturwert:7.41eV)
F* = R%3d,3d,3d,3d) | 4.90eV (Literaturwert:5.09¢V) (7.10.13)

g* = R*(3d,3d,4s,4s) |0.90eV
h2 = R%(3d,3d,3d,4s) | 0.83¢V

Diese Ubereinstimmung mit den B und C-Werten des V**-Tons entspricht
dem des TiFy-Falles, denn die aus der Numerik iiber die Ligandenfeldtheorie
erhaltenen Parameter weichen weniger als 5% von denen des freien V2*-Ions ab.
Dabei ist auch hier B grofler und C kleiner geworden. Diese Verdnderung ist
iiblich und hier sogar recht klein, da bei LFT-Rechnungen fiir Oktaeder- oder
Tetraeder-Symmetrie iiblicherweise eine Verdnderung der B- und C-Werte des
freien Tons von 14% angenommen wird. Da hier die Werte um weniger als 5%
abweichen, kann man sagen, daf§ sich das Ion in dieser chemischen Umgebung
kaum veréndert. Das Ligandenfeld aus den zwei F~-Ionen ist sicherlich schwécher
als das Feld aus 6 oder 4 Ladungen, wie im Oktaeder- oder Tetraeder-Fall, auch
wenn die Ladungen hier etwas nidher am Ion liegen, als das bei Komplexen der
Fall ist.
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Die Tatsache, dafl die erhaltenen Racah-Parameter so nah an den Literatur-
werten sind, ist ein Indiz fiir die Plausibilitdt der numerischen Rechnung, was
nicht selbstversténdlich ist. Diese numerischen Rechnungen liefern natiirlich im-
mer irgendeine Zahl als Ergebnis, aber man kann nicht ohne weiteres sehen, ob
diese ,in Ordnung® ist. Die VFs-Rechnungen waren unter den 4 behandelten
Féllen am kompliziertesten, da die Numerik sehr instabil war, was insbesondere
fiir die Doubletts gilt, die sich sehr verédndern, sobald eine andere Zahl von ange-
regten Zusténden in der MRCI berechnet wird. Weicht der Drehimpuls der erhal-
tenen MCSCF-Zwischenzustédnde in nur geringfiigigem Mafle von der Ganzzah-
ligkeit ab, so ergeben sich grofle Energie-Veréanderungen und die MRCI-Rechnung
hélt die Zusténde nicht immer sauber von Symmetrie-Kontaminationen.
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7.11 Diskussion und Vergleich mit bekannten
Ergebnissen zu VF,

Auch die Ergebnisse fiir die VXy-Molekiile werden mit [6] verglichen. Bei VF,
stimmen beide Arbeiten iiberein, dafl es sich um ein lineares Molekiil handelt,
denn die DFT findet keine tieferen Energien als bei dem Bindungswinkel von 180°.
Auch der Grundzustand 1429_ wird hier bestétigt. Die Bindungslédngen lauten im
Vergleich:

Zustand ‘ MRCI-Bindungslinge(VTZ) in A ‘ DFT-Bindungslinge in A
s, | 1.811 | 1.763

(7.11.1)
Leider gibt es gerade fiir VFy im Grunde ,gar keine“ experimentellen Daten.
Die um 4-5pm unterschiedliche Bindungsldnge kann meiner Meinung nach auf
das Fehlen von (skalaren) relativistischen Effekten zuriickgefithrt werden, die in
der DFT enthalten sind (siehe [6]). Die Verwendung sogenannter effective core
potetials (ECP’s) fiihrt auf kleinere Bindungsldngen, aber die Genauigkeit der
aus ihnen folgenden Anregungsenergien 14t sogar beim einzelnen Atom sehr zu
wiinschen iibrig. Die in Tabelle III von [6] angegebenen adiabatischen Anregungs-
Energien kommen hier zwar auch in dieser Reihenfolge vor, aber die Zahlenwerte
stimmen nicht im Entferntesten mit den MRCI-Werten aus (7.9.4) iiberein.

Hier der Vergleich der Vibrationsfrequenzen mit [6]:

Frequenz ‘ MRCI DFT
vs(1157) | 569cm ™" 630cm™!
vo(1'8;) | 753em™" T73em ™
vp(1%,) | 148em™! -

(7.11.2)

Genau wie im TiFy-Fall ist die Ubereinstimmung nur moderat.

Die Dissoziationsenergie des Molekiils in seinem Grundzustand 142; wird
wieder unter Beriicksichtigung der Davidson-Korrektur und nach Abzug der Null-
punktsschwingung der symmetrischen Normalmode angegeben:

| MRCI mit Dav. in VIZ| DFT | Exp.
Dissoziationsenergie ‘ 13.26eV ‘ 13.26eV ‘ (12eV)

(7.11.3)

Hier stimmen die Dissoziationsenergien sogar iiberein. Die in Klammern stehen-
den 12eV sind nur eine grobe Abschétzung, die nicht als Ergebnis angegeben
wurde.
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7.12 Die Ergebnisse zu VCl,

Nun folgen die Ergebnisse des Dichlorids von Vanadium, die analog zu den VF-
Ergebissen zu behandeln sind.

7.12.1 Die symmetrischen Potentialkurven

Auch hier wird wieder eine ganzseitige Abbildung 7.12 der symmetrischen Poten-
tialkurven der VTZ-Rechnung gemacht. Der Grundzustand ist auch hier 142;
und auch sonst gilt fiir diese Kurven im wesentlichen das zu VF5 in Abschnitt
7.9.1 gesagte, wobei die Energie-Liicke zwischen den ersten vier Zustdnden und
den darauf folgenden hier noch grofler ist. Die Schwierigkeiten mit Symmetrie-
Kontaminationen und Root-Flipping sind hier sogar noch grofler als bei VFs.

Es folgen die Gleichgewichtsabstéinde der ersten (vier) Zustdnde in Tabelle
(7.12.1), wobei der Grundzustandswert jeweils mit einem (x) gekennzeichnet ist.

Basis | 1157 | 1M1, | 1'®, | 11A,
VTZ | 2.25(0)" | 2.28(0) | 2.26(5) | 2.31(0) (7.12.1)
VDZ | 2.25(5)" | 2.28(5) | 2.27(0) | 2.31(5)

Der Trend dieser Absténde entspricht wieder dem in Abschnitt 7.9.1 Gesagten.

Die symmetrischen Vibrationsfrequenzen werden analog zur Vorgehensweise
bei TiFy (siche Abschnitt 7.3.1) bestimmt und man erhélt fiir die ersten vier
Zustéande:

Gréfe |1y |1, | 1o, | 1A,
Abstand in A 2.251 | 2.281 | 2.266 | 2.310 (7.12.2)
Frequenz in em ™! 320 | 323 | 316 | 318 o

Nullpunktsenergie in eV | 0.02 | 0.02 | 0.02 | 0.02

Die Dissoziationsenergien miissen unter den selben Bedingungen, wie bei VF,
bestimmt werden und man erhalt:

Rechnung Dy in eV
14Zg_in VT7Z ohne Davidson 10.1
1*¥~in VTZ mit Davidson 10.0 (7.12.3)

g

1*¥~in VDZ ohne Davidson 11.2

g

142];111 VDZ mit Davidson 10.5

Zuletzt werden, wie immer, die adiabatischen Anregungsenergien angege-
ben. Die Minima der hier betrachteten Zusténde liegen alle ungefdhr zwischen
2.2A und 2.3A fiir einen der identischen V-Cl-Abstéinde. Die adiabatischen
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Abbildung 7.12: Die Potentialkurven fiir VCl, bei symmetrischer Streckung
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Anregungsenergien lauten:

Zustand | VI'Z-Basis | VDZ-Basis
142; —0— —0—
1411, 0.11 0.12
1*®, 0.45 0.45
1*A, 0.42 0.44
241, 1.50 1.52
124, 1.61 1.68
12®, 1.63 1.69 (7.12.4)
1°T, 1.62 1.67
122:; 1.77 1.83
12H, 1.78 1.86
1711, 1.80 1.87
12X); 2.00 2.05
242; 2.36 2.38

7.12.2 Die antisymmetrische Frequenz

Hier werden wieder die erhaltenen Frequenzen fiir die antisymmetrische Nor-
malmode des Systems ausgerechnet und in Tabelle (7.12.5) aufgelistet.

Rechnung ‘ Frequenz in em ™! ‘ Nullpunktsenergie in eV
1429’ in VI'Z 479 0.030 (7.12.5)
1429’ in VDZ 476 0.029

Die erhaltenen Frequenzen unterscheiden sich kaum von denen des Vf,’s.

7.12.3 Die Biege-Frequenz

Die Biege-Frequenz des Grundzustandes wird wie in Abschnitt 7.6.3 bestimmt
und lautet in den beiden verwendeten Basen:

Rechnung ‘ Frequenz in cm ™1 ‘ Nullpunktsenergie in eV
142; in VI'Z 110 0.007 (7.12.6)
14Z; in VDZ 113 0.007

Die Biege-Potentialkurve von VCls ist die Flachste von allen vier Molekiilen.
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7.12.4 Die Anregungsenergien

Die folgende Tabelle enthélt die Energien der ersten Zustdnde des Molekiils bei
Verwendung der Basissédtze VI'Z und VDZ, wobei auch hier nicht alle Zusténde
zwischen dem Grundzustand und 2423; bestimmt werden konnten, da Molpro
offensichtlich iiberfordert war. So gibt es eine Liicke in den berechneten Energien.
Die Anregungsenergien lauten (Werte in eV):

Zustand | VTZ-Basis Ry = 2.250A

VDZ-Basis Ry = 2.255A

1'%
1411,
1'®,
1A
2111,
12T,
120,
127,
125F
12H,
1211
2211,
12y
221,
220,
2'%;
22A

g

g

g

—0—
0.13
0.45
0.48
1.50
1.62
1.63
1.64
1.78
1.79
1.79
1.87
2.00
2.31
2.32
2.37
2.39

—0—
0.13
0.45
0.49
1.52
1.67
1.68
1.69
1.83
1.87
1.85
1.93
2.06
2.38
2.38
2.39
2.44

(7.12.7)

Auch hier sind die Einteilchen-Energien der 6 fiir die Ligandenfeldtheorie
wichtigen Orbitale interessant. Der Einteilchen-Anteil des VCly-Hamiltonians lie-
fert fiir die verwendeten natiirlichen Orbitale:

MCSCF-Konfig. Basis | e(1d,) e(lm,) e(loy)  e(20))
MC(Quadruplett) VTZ | —0— 0.64eV +0.11eV  6.92eV
MCR(Quadruplett) VTZ | —0— 0.63eV  40.06eV 15.32¢V (7.12.8)
MC(Quadruplett)  VDZ | —0— 0.64eV  +0.12¢V  6.90eV
MCR(Quadruplett) VDZ | —0— 0.62¢V  40.08¢V 15.34eV

Fiir diese Einteilchen-Orbitale gilt das in Abschnitt 7.9.4 fiir die VF5-Orbs. ge-
sagte, aber hier liegt das o-Orbital {iber dem 9-Orbital. Somit gilt hier die Rei-
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henfolge:
e(1dy) < e(lo)) <e(lmy) (<e(20))) (7.12.9)

welche bei diesen Proportionen auch nicht mit der Standard-LFT erklérbar ist.
Der Vergleich zwischen den Ligandenfeld-Aufspaltungen in VF, und VCl, fiihrt
auf das selbe Ergebnis wie bei den Titan-Dihalogeniden, ndmlich dafl die Flou-
ride ein deutlich stdrkeres Ligandenfeld besitzen, als die Chloride. Auch bei
VCI, liegen die §-Orbitale nah an den o-Orbitalen, aber das Problem der Fast-
Entartungen ist hier bei weitem nicht so grofl wie bei VFj.
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7.13 Die Ligandenfeldtheorie fiir VCI,

Die Vorgehensweise zur Bestimmung der Parameter fiir die LF'T von VCl, lauft
analog zu der bei VF,. In (7.13.1) folgen die Parameter-Werte, welche die mei-
sten der numerisch berechneten Energien reproduzieren und mit ihnen kénnen
Energien von Termen extrapoliert werden, die durch die Numerik nicht bestimmt
werden konnten, wie das schon bei VF5 geschehen ist.

Parameter | bestimmter Wert

B 0.0980eV

C 0.3993eV

er 0.770eV

cos(av) 0.899 (7.13.1)
« 25.9°

K 0.054eV

ha 0.035eV

g2 0.11eV

M 0.76eV

Die Genauigkeit dieser Terme wird jedoch nicht gut sein, da es durchweg recht
hoch liegende Terme sind, in denen der Einflul hoherer Schalen wichtig wird.
Auch hier wieder der Vergleich der erhaltenen B- und C-Parameter mit den Li-
teraturwerten:

Parameter ‘ num. VCly-Wert aus LET ‘ V2*+_Literatur-Wert
B 0.0980eV (790cm 1) 0.0936eV (755cm™1) . (7.13.2)
C 0.3993eV (3220cm 1) 0.404eV (3257cm™1)

Auftillig ist, dafl auch hier die beiden B-Werte fiir VF5 und VCl, identisch sind,
genau wie bei TiFy und TiCly! Der B-Wert ist, wie bei VFy etwa 5% iiber dem
Literaturwert, aber diesmal entspricht der C-Wert bis auf etwa 1% dem Litera-
turwert. Bei VFy war der C-Wert grofer, aber im Gegensatz zu den beiden TiXs-
Molekiilen sind die C-Werte hier kleiner als der Literaturwert. Wer die Gréfle der
in den Parametern vorkommenden Slater-Integrale (4.3.168) wissen will, findet
diese in der folgenden Tabelle:

Slater-Integral Wert in eV
F? = R*(3d,3d,3d,3d) | 7.60eV (Literaturwert:7.41eV)
F* = R*(3d,3d,3d,3d) | 5.03¢V (Literaturwert:5.09¢V) (7.13.3)

g*> = R*(3d,3d, 4s,4s) | 0.55eV
h? = R%(3d,3d,3d, 4s) | 0.5478¢V




KAPITEL 7. DIE RECHNUNGEN UND IHRE AUSWERTUNG

316

Der néchste Schritt besteht wieder in der Vorhersage der Energien aus den
bestimmten Parametern. In der folgenden Tabelle (7.13.4) sind die vorhergesagten
Energien im Vergleich zu den numerisch berechneten Energien aufgelistet.

Zustand | Numerik(VTZ) | LET
11y —0— —0.01
1411, 0.13 0.13
140, 0.45 0.45
1*A, 0.48 0.48
2411, 1.50 1.50
1°T, 1.62 1.61
12(I)g 1.63 1.64
12, 1.64 1.63
125 1.78 1.82
120, 1.79 1.79
1211, 1.79 1.89
2211, 1.87 1.98
125 2.00 2.00
27T, 2.31 2.31
22<I)g 2.32 2.29
245 2.37 2.38
2A, 2.39 2.34
3211, - 2.40
225 - 2.58
32A, — 2.59
4711, - 2.72
225 - 2.72
320, - 3.55
325 - 3.84
227, - 3.84
5211, - 3.99
52A, - 5.48
6211, — 5.75
325+ - 6.30

(7.13.4)
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Die Ubereinstimmung der von der Theorie gelieferten Werte mit der Numerik
ist natiirlich nicht 100%-ig, aber trotzdem erstaunlich gut. Nur die Energie des
1%I1,-Zustands stimmt nicht so recht iiberein. Der Grund dafiir kann jedoch auch
in der Numerik liegen, die empfindlich auf die Anzahl der gerechneten Zustédnde
reagiert, wenn nicht alle Terme gerechnet werden, die aus den einbezogenen Kon-
figurationen konstruiert werden konnen. Eine andere Rechnung kénnte durchaus
eine Anderung von bis zu 0.2eV bringen, was ja bereits in Abschnitt 7.1.3 disku-
tiert wurde.

7.14 Diskussion und Vergleich mit bekannten
Ergebnissen zu VCI,

Das VCly-Molekiil ist hier und in [6] linear und auch der Grundzustand wurde
iibereinstimmend als 14Z; identifiziert. Die Bindungsldngen lauten im Vergleich:

Zustand ‘ MRCI-Bindungslinge(VTZ) in A ‘ DFT-Bindungslinge in A
1's, | 2.250 | 2.181

(7.14.1)
Es existieren auch hier keine experimentellen Daten fiir das VCly-Molekiil, son-
dern nur fiir das Dimer V,Cl,, welches eine VCI-Bindungslinge von 2.172A hat,
die in [6] fdlschlicherweise als VCly-Bindungslinge angegeben wird. Auch hier
iibersteigt die MRCI-Bindungsldange den DFT-Wert, ndmlich um 7pm, was u.a.
auf relativistische Effekte zuriickzufiihren ist.

Auch hier stimmen die in Tabelle III von [6] angegebenen adiabatischen
Anregungs-Energien nur beziiglich der Reihenfolge mit der MRCI iiberein, aber
die Zahlenwerte weichen total von (7.12.4) ab.

Hier der Vergleich der Vibrationsfrequenzen mit [6]:

Frequenz ‘ MRCI DFT

vs(1'57) | 320cm™"  345em™!
vo(1'3;) [ 479c¢m™"  492em™"
vp(1'%;) | 110em™"  48cm™!

(7.14.2)

Auch das Dichlorid von Vanadium stimmt besser mit dem DFT-Ergebnis {iberein
als das Diflourid.

Die Dissoziationsenergie des Molekiils in seinem Grundzustand 14Z; wird
wieder unter bertiicksichtigung der Davidson-Korrektur und nach Abzug der Null-
punktsschwingung der symmetrischen Normalmode angegeben:

| MRCI mit Dav. in VIZ | DFT | Exp.
Dissoziationsenergie ‘ 9.98eV ‘ 9.48eV ‘ 9.99¢V

(7.14.3)
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Die Dissoziationsenergie stimmt hier sogar bis auf 0.01eV mit dem experimentel-
len Wert aus [48] iiberein.



Kapitel 8

Zusammenfassung, Kritik und
Ausblick

8.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden die vier MX,-Systeme:
1) T1F2 und TlClz
11) VF2 und VC12

betrachtet. Es wurden Grundzustdnde und deren Symmetrien bestimmt, sowie
jeweils die symmetrische, die antisymmetrische und die Biege-Potentialkurve zur
Bestimmung der Frequenzen der Normalschwingungen. Die symmetrische Poten-
tialkurve wurde auch fiir moglichst grofie Absténde gerechnet, um die Disso-
ziationsenergie des Systems zu bestimmen. Aus diesem Datenmaterial wurden
ferner die Anregungsenergien bei erlaubten Bindungsléngen-Anderungen, die so-
genannten adiabatischen Anregungsenergien, bestimmt und das fiir zahlreiche
viele angeregte Zustédnde. Der wichtigste Teil dieser Arbeit ist jedoch die Berech-
nung und theoretische Analyse der vertikalen Anregungsenergien dieser Systeme.
Es wurde eine Ligandenfeldtheorie speziell fiir diese Systeme aufgestellt, deren
Vorhersagen mit numerisch berechneten Daten verglichen wurde. Diese Ligan-
denfeldtheorie muf} die ligandeninduzierte 3d-4s-Hybridisierung und die Konfigu-
rationswechselwirkung mit einbeziehen, um die numerisch berechneten Energien
reproduzieren zu kénnen. Die Reproduktion dieser Anregungsenergien gelingt er-
staunlich gut und es werden sogar die Literaturwerte der Racah-Parameter B
und C des jeweiligen freien M?*-Ions mit einer Abweichung von hochstens 7% er-
halten (in klassischen LFT-Anwendungen liegt die Abweichung bei ~14%). Der
ds-Hybridisierungswinkel wurde zu 25.9°-36.7° ermittelt.

Die entwickelte Ligandenfeldtheorie kann sowohl auf experimentelle wie auf
numerische Ergebnisse angewendet werden, doch aufgrund des fast volligen Feh-
lens von spektroskopischen Daten zu diesen Molekiilen entspricht die numerische

319
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Rechnung einem Vorhersage-Versuch von experimentellen Daten. Da solche Un-
ternehmungen sehr heikel sind, dient die parallel entwickelte Ligandenfeldtheorie
auch zur Orientierung in der Menge der erhaltenen Zahlen.

Bei der sorgfiltigen Berechnung der MXs-Energien féllt auf, dafl die hier
verwendeten numerischen Methoden und Programme an der Grenze ihrer Lei-
stungsfihigkeit sind. Zur Berechnung der Energien wurden sogenannte ab-initio-
Methoden verwendet. Nach der Erzeugung moglichst genauer Ausgangsorbitale
vom NO-Typ iiber die MCSCF-Methode benutzt man diese als Ausgangspunkt
fiir eine nachfolgende MRCI-Rechnung, die die Energien liefert. Zur Kalibration
der Rechnung vergleicht man Anregungs- und lonisierungsenergien der M-Atome
und Xs-Molekiile mit experimentellen Daten. Dabei erhélt man einen maximalen
Fehler von 0.2eV, der fiir dieses System zwar recht grof§ ist, aber von keiner ande-
ren Arbeit iibertroffen wird. Somit ist die vorliegende Arbeit trotz aller Probleme
die genaueste (und ausfiihrlichste) zu diesem Thema.

8.2 Erkenntnisse aus der Betrachtung

Die erfolgreiche Reproduktion der Energien dieser MX,-Systeme mit der hier
entwickelten Ligandenfeldtheorie fithrt auf eine Erkenntnis beziiglich des Ver-
haltens von Ubergangsmetallen in chemischen Umgebungen. Der Grund fiir das
Scheitern der normalen Ligandenfeldtheorie bei der Beschreibung dieser Atome
oder Tonen in Umgebungen mit einer anderen als der Oktaeder- oder Tetraeder-
Symmetrie ist die Mischung des 4s-Orbitals mit einem Partner aus der 3d-Schale.
Die Standard-Ligandenfeldtheorie geht von exakter Oktaeder- bzw. Tetraeder-
Symmetrie aus in der der Uberlapp zwischen dem 4s-Orbital und jedem der
fiinf 3d-Orbitale identisch Null ist. Im zweiten Schritt wird dann meistens ein
Storungspotential einbezogen, welches die Oktaeder (Op,)- bzw. Tetraeder (Ty)-
Symmetrie auf die gewiinschte kleinere Symmetrie des realen Systems driickt. Bei
dieser Vorgehensweise wird fast immer die wichtige ligandeninduzierte 3d-4s-
Hybridisierung des Metall-Atoms vergessen. Die nachtriagliche Implementati-
on dieses Effekts ist moglich und nétig, da sonst falsche Energie-Reihenfolgen
resultieren. Dieser Effekt bewirkt eine signifikante Energie-Absenkung des d.2-
Orbitals, da er se den Elektronen erlaubt, den negativen Ladungen der Liganden
auszuweichen, indem sie aus den ladungsnahen z2-Keulen des d,2-Orbitals in sei-
nen 22 + y*Ring fliichten. Der 22 4+ y*>-Ring ,,bliht“ sich dabei durch Uberlage-
rung mit dem 4s-Orbital auf, wihrend die z2-Keulen kleiner werden. Diese Form-
verdnderung ist noch einmal in Abbildung 8.1 illustriert. Der Mischungswinkel
zwischen dem 3do- und dem 4s-Orbital ist insbesondere bei den hier vorliegen-
den MXs-Molekiilen keine kleine Storung, sondern er bestimmt in grolen Teilen
die Energie-Reihenfolge der Zusténde iiber verénderte Coulomb- und Austausch-
Matrixelemente sowie zusétzliche Konfigurations-Wechselwirkungen. Wéhrend
die Deformation des d,-Orbitals schon ldanger vermutet wurde [3], [4] ist der
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Abbildung 8.1: Der Einfluf§ der 3d-4s-Hybridisierung

Einflul der verdnderten Konfigurationswechselwirkung bei den hier betrachteten
Systemen nie quantitativ analysiert worden.

Bei Rechnungen zu Ubergangsmetallen in chemischer Umgebung sollte daher
immer gepriift werden, ob das 4s-Orbital mit einbezogen werden muf}, denn nur
bei exakter Oktaeder- (Tetraeder-) Symmetrie tritt diese Mischung nicht auf. Die
Idealisierung, die mit der Annahme dieser Symmetrien einhergeht, ist sehr zer-
brechlich, denn schon bei relativ schwachen symmetrie-brechenden Feldern findet
die erwihnte Hybridisierung statt. Diese Eigenschaft gilt fiir alle Ubergangsme-
talle der ersten Reihe und ist insbesondere auch fiir Ketten oder allgemein fiir
Cluster aus diesen Atomen wichtig.

8.3 Kritik und Ausblick

Das grofle Problem dieser Arbeit war der numerische Teil. Zur ausfiihrlichen Be-
rechnung der Energien standen nur bedingt geeignete Programme zur Verfiigung.
Die Erstellung eines geeigneten Programms und gleichzeitige numerische und
theoretische Bearbeitung dieser Problem-Molekiile sprengt definitiv den Rahmen
der Moglichkeiten eines einzelnen Doktoranden. Aus diesem Grunde konnten auch
keine weiteren Molekiile, wie CrXs, NiXy, CoXs, CuXy usw. bearbeitet werden,
obwohl die Theorie dieser Molekiile vorliegt, da die numerischen Probleme daraus
ein nahezu aussichtsloses Unterfangen machen.

Die Betrachtung dieser Systeme fithrt auf das Know-How, um eine Reihe
weiterer Systeme zu bearbeiten, die sicherlich interessanter in der Anwendung
sind, wie zum Beispiel Ketten oder allgemein Cluster aus Ubergangsmetallen.
Besonders interessant wire es, mit diesem theoretischen Hintergrund eine lineare
Kette aus Ubergangsmetall-Atomen zu betrachten, wobei jedoch verbesserte nu-
merische Programme notig wéren und auch andere physikalische Grofien, wie die
Leitfahigkeit, in den Vordergrund riicken.



Anhang A

A.1 Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten von C.,

Hier sollen die CG’s von (4, aus Abschnitt 3.4.4 nocheinmal zusammengefasst
werden. Die CG’s fiir die Kopplung zweier eindimensionaler Darstellungen lauten:

() x T (9) = SHEE U=¢-o
) < S(0) = S U=veo AL
S(W0) X H0) = SV W=peo *
SH) X TH9) = SHE): W=

Es folgen die CG’s fiir die Kopplung einer zweidimensionalen mit einer eindimen-
sionalen Darstellung (Fall 142):

Balun ) % £4(6) = Buli. W) s (01,0 = (i60a0) (g 1) (AL2)

Bt ths) X £(6) = En(W1, W3) : (U3, 0) = (16, 42) ((1’ ‘01) (A13)

Zuletzt noch die CG’s fiir die Kopplung zweier zweidimensionaler Darstellungen
mit ganzzahligen Indizes k, [, m.

Ex(1,192) X El(¢1, 92) = E\k—u(‘l’gk_”), ‘I’gk_”)) @ EkH(‘I’ng); ‘Ifgk+l))=

<\D§|k—l\)’ \Ijé\k—ﬂ)’ \Ijgk-i-l)’ \Ilék-i-l)) _

. (A.1.4)

- (¢1¢1,¢1¢2,¢2¢17¢2¢2)\/§

—_ o O
—_
O =
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323
By (th1,) X B(61,62) = SH(TO) @ 5 (0C) @ By, (U0, 90™):
10 1 0
N P (A.L5)
e — (¢1¢1,¢1¢27¢2¢1;¢2¢2)E 0 —1 0 1
10 —10

En(1,12) X En(t1, 1) = 55 (01) & By, (0™, wF™):

1 1 0

m m 1
<‘II(E+)7\I/§2 )7\Ijé2 )> - (¢%7¢1¢27¢§) (O 0 \/5) ' (A16)
1 0

Sl
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