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Beweisversuche von Lernenden in den Klassenstufen 5 bis 8:
Ein Kategoriensystem fiir eine starkenorientierte Diagnose

Beweise sind ein Charakteristikum mathematischer Arbeit und auch beim
Mathematiklernen von grofler Bedeutung (z. B. Heintz, 2000; Hanna et al.,
2012). Dementsprechend wird seit vielen Jahren immer wieder untersucht,
inwieweit Lernenden Beweise mathematischer Aussagen gelingen (z. B.
Healy & Hoyles, 2000). Dabei beziehen sich die meisten Forschungsergeb-
nisse auf Lernende ab der Klassenstufe 7. Zudem stehen in den Studien in
der Regel eher die Defizite und Schwierigkeiten von Lernenden im Fokus,
weniger mogliche Ankniipfungspunkte fiir eine Weiterentwicklung der Auf-
gabenbearbeitungen. Daher wird im Folgenden ein Einblick in ein Katego-
riensystem zur Analyse von Beweisversuchen zu einer Allaussage gegeben,
das sich insbesondere auch fiir Beweisversuche junger Lernender eignet und
Ankniipfungspunkte fiir eine Weiterentwicklung der Beweisversuche aus-
weist. Am Beispiel der Oberkategorien des Kategoriensystems wird exemp-
larisch aufgezeigt, wie solche Ankniipfungspunkte bei vorliegenden Beweis-
versuchen herausgearbeitet werden konnen.

Entwicklung, Skizze und Anwendung des Kategoriensystems

Das Kategoriensystem ist im Rahmen eines Forschungsprojekts zu Beweis-
kompetenzen von Lernenden in den Klassenstufen 5 bis 8 entstanden. In die-
sem Forschungsprojekt wurden insbesondere Beweisversuche zu der Allaus-
sage, dass die Summe von vier aufeinanderfolgenden ungeraden positiven
Zahlen durch vier (KI. 5-6) bzw. durch acht teilbar ist (K1. 7-8) vergleichend
untersucht. Ziel war es u. a. herauszufinden, inwieweit in den Beweisversu-
chen Ankniipfungspunkte fiir deren Weiterentwicklung zu einem Beweis zu
erkennen sind sowie welche Gemeinsamkeiten und Unterschiede sich dies-
beziiglich zwischen den Klassenstufen zeigen. Die Beweisversuche wurden
bei einer Regionalrunde der Mathematik-Olympiade in 44 der 55 Regionen
NRWs erhoben. Auf diese Weise war es moglich, umfangreiches, authenti-
sches und vergleichbares Datenmaterial von Lernenden aus verschiedenen
Klassenstufen zu erhalten. Zudem stellen die Teilnehmenden der Mathema-
tik-Olympiade mit Blick auf die Nachwuchsforderung im mathematischen
Bereich eine sehr interessante Zielgruppe dar.

Die Abbildung 1 zeigt exemplarisch zwei Beweisversuche, die bei der be-
schriebenen Datenerhebung entstanden sind. Insgesamt liegen zu der fokus-
sierten Allaussage 3400 Beweisversuche aus den Klassenstufen 5 bis 8 vor.
Um diese Beweisversuche auszuwerten, wurde das Verfahren der qualitativ-
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Abb. 1: Zwei Beweisversuche aus der Klassenstufe 5 aus dem Datensatz des Projekts

strukturierenden Inhaltsanalyse nach Schreier (2012, 2014) angewendet. Da-
bei wurden insgesamt 1155 der 3400 Beweisversuche ausgewihlt, mittels
einer bewussten Stichprobenziehung (u. a. unter Berlicksichtigung des Wett-
bewerbserfolgs der Lernenden, deren Teilnahme an mathematischen Forder-
angeboten und des Geschlechts) und mittels einer Zufallsstichprobe, um
moglichst gute Einblicke in das Spektrum der Beweisversuche und die Héu-
figkeitsverteilungen der einzelnen Auspriagungen zu erhalten. Das Katego-
riensystem wurde deduktiv-induktiv unter Berlicksichtigung der For-
schungsfragen, Aufgabenstellungen sowie vorhandener Theorien und For-
schungsergebnisse entwickelt, um die Beweisversuche aussagekriftig, pra-
zise und systematisch differenziert zu beschreiben (Edel, 2024).

In dem Kategoriensystem wird grundlegend zwischen Beweisversuchen mit
begriindendem Ansatz, mit priifendem Ansatz, mit weder begriindendem
noch priifendem Ansatz und mit nicht eindeutig kategorisierbarem Ansatz
sowie fehlenden Bearbeitungen differenziert. Mit Blick auf die Beweisver-
suche aus Abbildung 1 ist die Unterscheidung der Oberkategorien "begriin-
dender Ansatz" und "priifender Ansatz" besonders relevant. Ein Beweisver-
such wird der Oberkategorie "begriindender Ansatz" zugeordnet, wenn das
Argumentgefiige einen Bezug zu der infrage stehenden Aussage aufweist
und eine Beweisidee enthélt, deren Allgemeingiiltigkeit oder Verallgemein-
erbarkeit in der Bearbeitung explizit angedeutet ist. Ein Beweisversuch wird
der Oberkategorie "priifender Ansatz" zugeordnet, wenn kein begriindender
Ansatz erkennbar ist, aber ein Beispiel vorkommt, das einen klaren Bezug
zu der infrage stehenden Aussage zeigt. Dementsprechend gehort der in Ab-
bildung 1 links zu sehende Beweisversuch der Fiinftkldsslerin zu der Ober-
kategorie "priifender Ansatz". Der rechts zu sehende Beweisversuch des
Fiinftklésslers fillt in die Oberkategorie "begriindender Ansatz". Hier ist der
Bezug zu der zu zeigenden Aussage durch die Betrachtung der vier
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aufeinanderfolgenden ungeraden Zahlen 1, 3, 5, 7 gegeben. Weiterhin ist im
Argumentgefiige insbesondere die Beweisidee, dass die Summe von vier
aufeinanderfolgenden ungeraden Zahlen gleich der Summe von vier glei-
chen Zahlen ist, ausgefiihrt. Die Verallgemeinerbarkeit dieser Idee ist iiber
den letzten Satz angedeutet.

Die Abbildung 2 zeigt die relativen Haufigkeitsverteilungen der Zuordnun-
gen der Beweisversuche zu den unterschiedenen Oberkategorien. Es wird
insbesondere deutlich, dass Beweisversuche mit begriindendem Ansatz je
Klassenstufe mindestens 45% der Beweisversuche ausmachen. In den Klas-
senstufen 6 bis 8 sind es jeweils 70% bis 80%. Das heif3t, dass ein grofer
Anteil der Teilnehmenden zumindest versucht hat, allgemeingiiltige oder
verallgemeinerbare Argumente anzugeben, was einen Ankniipfungspunkt
fiir eine Weiterentwicklung von Beweisversuchen zu einem Beweis darstellt.

Beweisversuche mit begriindendem, priifendem, weder begriindendem noch
priifendem oder nicht eindeutig kategorisierbarem Ansatz sowie fehlende Bearbeitungen
relative Haufigkeitsverteilungen der Codierungen differenziert nach Klassenstufen

KI. 8 (n=103) T [8% ]

K. 7 (n=192)

KL 6 (n=230) T 0% |

KI.5 (n=328) 23% \
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0 Ans1 weder begriindender noch prifender Ansatz
0 AnsS55 nicht eindeutig kategorisierbarer Ansatz

0 Ans99 fehlend

Abb. 2: Beweisversuche mit begriindendem, priifendem, weder begriindendem noch
priifendem oder nicht eindeutigem Ansatz sowie fehlende Bearbeitungen. Relative Hiu-
figkeitsverteilungen der Codierungen differenziert nach Klassenstufen

Diskussion und Ausblick

Die skizzierte Einordnung von Beweisversuchen in die Oberkategorien gibt
somit einen ersten Einblick, woran sich in der Weiterentwicklung der Be-
weisversuche zu einem Beweis ankniipfen ldsst. Dabei ist zu beachten, dass
die Oberkategorien weit gefasst sind. Die Einordnung eines Beweisversuchs
in die Kategorie "begriindender Ansatz" bedeutet weder, dass das Argument-
gefiige durchgehend in allgemeingiiltiger Form formuliert wurde, noch, dass
es korrekt und vollstindig ist. Zugleich konnen andersherum in Beweisver-
suchen mit priifendem Ansatz, so wie etwa in der Bearbeitung der
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Fiinftkldsslerin in Abbildung 1, Ankniipfungspunkte fiir die Entwicklung ei-
ner Beweisidee bis hin zu einem korrekten und vollstindigen Argumentge-
fiige erkennbar sein. Dies verdeutlicht, dass es wichtig ist, die Beweisversu-
che zusitzlich zur Einordnung in eine der Oberkategorien weiter auszuwer-
ten, um ein differenziertes Bild der erkennbaren Ankniipfungspunkte zu er-
halten.

Das vollstindige Kategoriensystem ermoglicht es, vielfidltige Beweisversu-
che zu einer Allaussage systematisch und stdrkenorientiert zu beschreiben
und zu vergleichen. Zudem kann die Anwendung des Kategoriensystems
eine Grundlage flir qualifizierte Riickmeldungen an Lernende und eine ge-
zielte Unterstiitzung von Lernenden bieten.

Des Weiteren lassen sich die empirischen Ergebnisse der mit dem Katego-
riensystem durchgefiihrten Analyse der Beweisversuche aus den Klassenstu-
fen 5 bis 8 vor dem Hintergrund curricularer Vorgaben und der Ergebnisse
anderer Studien diskutieren sowie mit Blick auf Ansatzpunkte fiir eine For-
derung im Fiithren von Beweisen interpretieren. Wesentliche Limitationen
resultieren dabei aus der Positivauswahl der Teilnehmenden der Mathema-
tik-Olympiade und insbesondere der Fokussierung auf Beweisversuche, die
keine klare Einsicht in die Beweisprozesse und die den Beweisversuchen zu-
grundeliegenden Denkweisen geben. Um weitere Einblicke in Ansatzpunkte
fiir eine Forderung im Fiihren von Beweisen und u. a. in Denkweisen der
Teilnehmenden des Projekts zu erhalten, konnten bereits vorhandene Daten
genutzt werden (Edel, 2024).
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