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Beweisverstindnistraining mit Worked Examples als
Starthilfe fir Mathematikstudierende

Im Mathematikstudium bereiten insbesondere die Beweise den Studienan-
fanger:innen Schwierigkeiten, sowohl das eigene Beweisen als auch das
Verstehen gegebener Beweise (Neuhaus-Eckhardt, 2022). Diese Studieren-
den unterscheiden sich in Bezug auf ihr schulisches Vorwissen, ihr akade-
misches Selbstkonzept und den gewidhlten Studiengang (Fischer & Biehler,
2011). Die Studienabbruchquote ist dabei wie im gesamten naturwissen-
schaftlichen Bereich nach wie vor hoch (Blomeke, 2016). Daher wurde im
Rahmen einer Forderung durch die Stiftung Innovation in der Hochschul-
lehre (Projekt InnoMA an der Universitit Mannheim) ein digitales Beweis-
verstandnistraining auf Basis von Worked Examples entwickelt, mit dem die
Studierenden selbststandig arbeiten und ihre Fortschritte iiberpriifen konnen.

Beweise als Lerngelegenheit im Mathematikstudium

Beweise haben verschiedene Funktionen sowohl im Mathematikstudium als
auch in der mathematischen Forschung (De Villiers, 1990). Ein Beweis dient
in beiden Kontexten nicht nur der Verifizierung, sondern ist auch ,,bearer of
mathematical knowledge in the form of methods, tools, strategies and con-
cepts® (Hanna & Barbeau, 2008, S. 352). Beweise vermitteln auch die ma-
thematische Fachsprache, die eine der Schwierigkeiten beim Ubergang von
Schule zur Hochschule darstellt (Hefendehl-Hebecker, 2016).

Operationalisierung von Beweisverstindnis

In den letzten Jahren wurde dem Lesen und Verstehen von Beweisen ver-
mehrt Aufmerksamkeit gewidmet und mehrere theoretische Modelle wurden
fir verschiedene Kontexte entwickelt (z.B. Yang & Lin, 2008; Mejia-Ra-
mos, 2012). Neuhaus-Eckhardt (2022) hat mehrere dieser Modelle zusam-
mengefiihrt und dabei zwischen lokalen (1-4), holistischen (5-7) und {iber
den Beweis hinausgehenden Dimensionen (8-9) unterschieden:

. Bedeutung von Termen und Aussagen

. Logischer Status der Aussagen

. Proof Framework

. Begriindungen von Behauptungen

. Hauptideen des Beweises

. Modulare Struktur des Beweises

. Niitzliche Beispiele und Visualisierungen
. Dargestellte Methoden

. Reichweite und Grenzen von Methoden
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Einen Beweis zu verstehen bedeutet demnach ein kohdrentes mentales Mo-
dell dieses Beweises aufzubauen, das moglichst viele dieser Dimensionen
umfasst. Das Endprodukt dieser Prozesse wird als Beweisverstindnis be-
zeichnet (ebd.). Dabei umfasst nicht jeder Beweis alle Dimensionen.

Konzeption von Worked Examples fiir das Verstehen von Beweisen

Das entwickelte digitale Beweisverstdndnistraining beruht auf dem Prinzip
von Worked Examples (dt. Losungsbeispiele). Diese erwiesen sich in Kom-
bination mit Ubungsaufgaben in verschiedenen Kontexten als besonders
lernforderlich (Atkinson, Derry, Renkl, & Wortham, 2000). Worked Examp-
les zeigten sich in Studien von Cooper und Sweller (1987) als effizienter
zum Lernen von Problemldsestrategien als das eigenstindige Anwenden die-
ser Strategien. Die Autoren fiihren das auf eine Reduktion des Cognitive
Loads zuriick. Der Einsatz von Worked Examples kann auch bewirken, dass
Lernende bessere Problemlosestrategien wihlen (Atkinson et al., 2000).

Beim Design von Worked Examples sollen Selbsterklarungen gegeniiber in-
struktionalen Erkldrungen priferiert werden (Renkl & Schworm, 2002).
,Gleichwohl ist festzuhalten, dass ein alleiniges ,,Bauen® auf Selbsterkla-
rungsaktivititen auch etliche Nachteile hat. Es kommt beispielsweise vor,
dass die Lernenden sich bestimmte Schritte nicht erklidren konnen oder dass
sie falsche Selbsterkldrungen geben.* (Renkl & Schworm, 2002, S.262)

Das Beweisverstdandnistraining in Form von Worked Examples bietet den
Studierenden Schritt fiir Schritt eine Dekonstruktion der gegebenen Be-
weise.

Der Aufbau des Lernmaterials orientiert sich an den Dimensionen des Be-
weisverstindnismodells von Neuhaus-Eckhardt (2022). Zunichst wird den
Studierenden der korrekte Beweis angezeigt. Im Anschluss konnen sie zu
jeder Dimension Erklartexte aufrufen. Diese bestehen jeweils aus mehreren
Fragen mit Antworten, die die Studierenden in dem digitalen Lernprogramm
aktiv aufrufen miissen. So sollen Selbsterkldrungen ermoglicht werden, ohne
dass die Studierenden auf diese angewiesen sind.

Satz: Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig.

1 Beweis: Seien a und b zwei Grenzwerte einer konvergenten Folge (a,),en. Dann existieren fiir

2 ein gegebenes € > 0 ein N € N und ein M € N, so dass gilt: |a, —a| < § fiir alle n > N und
s a, —b| < 5 fiir alle n > M. Dann folgt
s 0<|a—b] <|a—an|+|an —b| < 5+ 5 = € fiir alle n > max{N, M}.
s Dann gilt auch 0 < |a — b| < inf(0,00) = 0. Also ist | — b| = 0 und damit auch a = b.
O

Abb. 1 Beispielbeweis

Das Lernmaterial zu diesem Beweis stellt beispielsweise folgende Fragen;
fiir die Dimensionen 6 und 7 werden im Lernmaterial Abbildungen gezeigt.
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Dimension 1: Was ist eine konvergente Folge? Was bedeutet max {N, M}?
Dimension 4: Warum gilt |a — b| < |a — a,| + |a, — b|? Und warum ist inf(0, ) = 0?
Dimension 5: Wie ldsst sich der Beweis zusammenfassen? Was sind die Hauptideen?
Dimension 8: Welche Tricks und Methoden kénnen wir in diesem Beweis finden?
Die Studierenden konnen das Material in beliebiger Reihenfolge und wie-
derholt durchgehen und im Anschluss Multiple-Choice-Fragen beantworten,
die sich ebenfalls an den Beweisverstindnisdimensionen orientieren. Bei al-
len Antworten kann nach Bedarf eine Erklarung angezeigt werden.

Die Lernsoftware CoTutor

Das Beweisverstdndnistraining wurde in die Lernsoftware CoTutor inte-
griert, die an der Universitit Mannheim entwickelt wurde (Siebert & Janson,
2018) und dort in verschiedenen Lehrveranstaltungen verwendet wird. In
CoTutor konnen Lerninhalte in Kapiteln angelegt werden, den Kapiteln kon-
nen Multiple-Choice-Fragen zugeordnet werden, deren Antwortmoglichkei-
ten von der Software variabel ausgewihlt und angeordnet werden. Die Stu-
dierenden konnen ihren Lernfortschritt mittels einer Anzeige verfolgen. Je-
der Klick in der Software wird gespeichert und kann ausgewertet werden.

Integration des Trainings in Lehrveranstaltungen

Das Training wurde im Herbstsemester 2023 an der Universitdit Mannheim
(internationale Semesterzeiten) in der Vorlesung Analysis 1 flir Erstsemes-
terstudierende der Studienginge Wirtschaftsmathematik und Lehramt Ma-
thematik und in der Vorlesung Stochastik 1 fiir Studierende im dritten Se-
mester angeboten. Uber einen Zeitraum von zehn Wochen erhielten die Stu-
dierenden wochentlich digitales Lernmaterial zu einem Beweis aus der Ana-
lysisvorlesung. Dabei wurden zehn Beweise gewihlt, die jeweils moglichst
alle Beweisverstandnisdimensionen abbilden sowie insgesamt verschiedene
Themen der Analysis und die grundlegenden Beweismethoden abdecken.

Evaluation und Ausblick

Die Studierenden nehmen an Befragungen zu Beginn und am Ende des Se-
mesters teil, die Vorwissen, akademisches Selbstkonzept und die Entwick-
lung des Beweisverstidndnisses erfassen. Das Training wurde auerdem vor
Beginn der Klausurenphase (Dezember 2023) evaluiert. 35 Studierende ga-
ben an das Training regelmiBig oder gelegentlich genutzt zu haben. Uber-
wiegend sehr gut oder gut bewertet wurden von diesen Studierenden die Be-
nutzerfreundlichkeit (69%), die Umsetzung (77%) und die Verstandlichkeit
(84%). 61% wollen das Trainingsprogramm auch fiir die Klausurvorberei-
tung nutzen (trifft voll zu/trifft eher zu). 54% gaben an ihre Féhigkeit Be-
weise zu verstehen sei stark gestiegen oder gestiegen. 28 andere Studierende
gaben an das Training nur einmal genutzt zu haben, 38 weitere Studierende
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nutzten es gar nicht. Von diesen Studierenden gaben 53% Zeitmangel als
Grund an, 21% hielten das Training nicht fiir relevant oder hilfreich.

Die Daten aus den Befragungen und den Beweisverstindnistests werden
nach Ende des Semesters (Januar 2023) zusammen mit den gespeicherten
Nutzungsdaten von CoTutor ausgewertet. Es soll auBBerdem im Friihjahr
2024 eine Laborstudie mit Between-Subject-Design zur Wirksamkeit des
Trainings im Vergleich zu herkémmlichen Ubungsaufgaben durchgefiihrt
werden.
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