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Einbindung von Darstellungsebenen in Kombinatorikaufga-
ben - Eine Schulbuchanalyse

Die Kombinatorik ist das Teilgebiet der Mathematik, das sich mit Auswahl-
und Anordnungsproblemen beschéftigt. Das Losen kombinatorischer Auf-
gaben bereitet vielen Lernenden groe Schwierigkeiten, was insbesondere
auf ein mangelndes konzeptuelles Verstindnis zuriickgefiihrt wird (Annin &
Lai, 2010). Ein qualititsvoller (Kombinatorik-)Unterricht sollte daher den
Erwerb tragfahiger Konzepte, Strategien und Verfahren durch Verstidndnis
fundieren - also eine Verstehensorientierung anstreben (Holzédpfel et al.,
2024). Ein konzeptuelles Verstindnis lasst sich etwa dadurch aufbauen, dass
Lernende auf verschiedenen Darstellungsebenen arbeiten (Cramer, 2003).
Vor diesem Hintergrund soll in diesem Beitrag untersucht werden, inwiefern
das Arbeiten auf verschiedenen Darstellungsebenen in Kombinatorikaufga-
ben verschiedener Schulbiicher angesprochen wird.

Darstellungsebenen als Gestaltungsprinzip fiir Kombinatorikaufgaben

Die Einbindung verschiedener Darstellungsebenen wird von Neubert et al.
(2019) als konkretes Gestaltungsprinzip fiir Kombinatorikaufgaben benannt.
Dieses ist keineswegs neu, sondern geht auf das etablierte EIS-Prinzip von
Bruner et al. (1971) zuriick. Es besagt, dass die Lernenden einen mathema-
tischen Sachverhalt moglichst durch konkrete Handlungen oder die Benut-
zung von Gegenstinden (Enaktiv), bildhafte Darstellungen wie Abbildungen
oder Zeichnungen (Ikonisch) und die Verwendung von Ziffern und Rechen-
zeichen (Symbolisch) erschlieBen sollen. Prediger und Wessel (2012) ergin-
zen Bruners EIS-Prinzip um die verbale Darstellungsebene, auf der der ma-
thematische Sachverhalt entweder miindlich oder schriftlich durch die Ver-
wendung von Wortern, Sitzen oder sprachlichen Strukturen erfasst wird. Zu-
dem betonen die Autorinnen, die Notwendigkeit der sprachlichen Vernet-
zung aller Darstellungsebenen. Das angemessene Arbeiten auf sowie das
Wechseln und Vernetzen zwischen diesen fordert das gedankliche Durch-
dringen mathematischer Sachverhalte. Maier et al. (2010) schlagen diesbe-
zliglich eine Ausdifferenzierung von Darstellungsformen vor. Sie unter-
scheiden danach, ob in einer Aufgabe eine einzelne Darstellungsebene, eine
Integration (Vernetzung von mindestens zwei Ebenen) oder eine Transfor-
mation (Wechsel zwischen mindestens zwei Ebenen) angesprochen wird.
Beziiglich des Darstellungswechsels kann préiziser zwischen intermodalem
Transfer (Ebenenwechsel) und intramodalem Transfer (Wechsel zwischen
ikonischen Darstellungen) unterschieden werden (Sprenger et al., 2013).
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Forschungsfrage

Wie bereits erwidhnt, fillt es vielen Lernenden schwer, Kombinatorikaufga-
ben zu 16sen, da sie diesbeziiglich iiber ein unzureichendes konzeptuelles
Verstindnis verfiigen (Annin & Lai, 2010). Dies wirft die zentrale Frage auf,
welche Ursachen diesen Verstindnisliicken zugrunde liegen. Eine mogliche
Erkldrung konnte in der Gestaltung der zu bearbeitenden Aufgaben liegen,
da etwa 86 % der Lehrkrifte zur Planung und Durchfiihrung ihres Unter-
richts Aufgaben aus Schulbiichern nutzen (Mullis et al. 2012). Dementspre-
chend stellt sich die generelle Frage, wie Kombinatorikaufgaben in Mathe-
matikschulbiichern gestaltet sind. Da das Arbeiten auf verschiedenen Dar-
stellungsebenen ein probates Mittel zum Aufbau von konzeptuellem Ver-
stdndnis sein soll, wird im Rahmen dieses Beitrags die Umsetzung des Ge-
staltungsprinzips Einbinden verschiedener Darstellungsebenen fokussiert.
Bearbeitet werden soll dabei die folgende Forschungsfrage:

Inwiefern ermoglichen die kombinatorischen Aufgaben in Schulbiichern der
Klassenstufen 1 bis 10 ein Arbeiten auf verschiedenen Darstellungsebenen?

Methodisches Vorgehen

Um die Forschungsfrage zu bearbeiten, wurden im Rahmen einer Masterar-
beit Kombinatorikaufgaben in Schulbiichern analysiert. Die Analyse wurde
in Anlehnung an Mayring (2010) als qualitative Inhaltsanalyse realisiert.

Insgesamt wurden 30 Schulbiicher von Cornelsen, Klett und Westermann fiir
die Primarstufe und die Sekundarstufe I untersucht, da diese Verlage zu den
groflten in Deutschland gehoren. Die Untersuchung erfolgte im Bundesland
Brandenburg, in dem die Grundschule die Klassen 1 bis 6 umfasst. Bei den
ausgewdhlten Reihen von Cornelsen handelt es sich bei der Primarstufe um
Mathefreunde (KI. 1-4) und Mathematik (KI. 5-6) und fiir die Sekundarstufe
[ um Fundamente der Mathematik (KI. 7-10). Vom Klett-Verlag wurden Das
Zahlenbuch (KI. 1-4) und Schnittpunkt (KI. 5-10) ausgewihlt. Zu den aus-
gewdhlten Reihen von Westermann zdhlen Denken und Rechnen (KI. 1-4)
und Elemente der Mathematik (KI. 5-10). Im Bereich der Grundschule (KI.
1-6) ist in fast allen analysierten Schulbiichern ein Kapitel zur Kombinatorik
enthalten. In der Sekundarstufe I tritt sie weniger isoliert auf. Dort findet sich
ein Kombinatorik-Kapitel nur in zwei Biichern der 10. Klasse. Daher konn-
ten in nur 17 Schulbiichern die Kombinatorikaufgaben hinsichtlich der Ein-
bindung der verschiedenen Darstellungsebenen analysiert werden.

Als Analyseeinheit wurde eine vollstandige Schulbuchaufgabe (bestehend
aus Aufgabentext, ggf. vorhandener Abbildung, etwaigen Teilaufgaben
und/oder Aufgabenhinweisen) definiert, die sich innerhalb eines Kapitels zur
Kombinatorik befindet.
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Die Analyse der Aufgaben erfolgte mithilfe eines eigens entwickelten Kate-
goriensystems. Grundlage fiir die deduktive Ableitung der Hauptkategorien
stellen die Darstellungsformen nach Maier et al. (2010) dar. Eine prizise
Differenzierung zwischen intermodalem und intramodalem Transfer wird
nicht vorgenommen, da sie den Umfang der Untersuchung iiberschreiten
wiirde. Die Unterkategorien wurden auf Basis des weiterentwickelten EIS-
Prinzips von Bruner et al. (1971) abgeleitet (z.B. Integration: enaktiv & iko-
nisch ..., Transformation: enaktiv zu ikonisch ...).

Ergebnisse

Die Analyse zeigt, dass die kombinatorischen Aufgaben in der 1. bis 4.
Klasse vor allem ein Losen auf der ikonischen und verbalen Ebene anspre-
chen. Die enaktive Darstellungsebene wird iiber die Schulstufen hinweg nur
in einer Schulbuchreihe zu einem kleinen Anteil aufgegriffen. In Klasse 5, 6
und 10 wird der Anteil an Kombinatorikaufgaben, die ein ikonisches Arbei-
ten anregen, deutlich kleiner, wihrend das Losen auf der symbolischen
Ebene zunimmit.

Beziiglich der Darstellungsformen unterscheiden sich die Schulbiicher der 1.
bis 3. Klasse starker als die der hoheren Klassenstufen. Wéahrend eine Grund-
schulbuchreihe vor allem das Arbeiten auf einer Ebene anspricht, sind bei
den zwei anderen Reihen deutlich mehr Aufgaben enthalten, die Verkniip-
fungen und/oder Darstellungswechsel anregen. In den Klassenstufen 4, 5, 6
und 10 wird deutlich, dass hier in allen Schulbiichern der Anteil an kombi-
natorischen Aufgaben, die zum Wechsel auffordern, deutlich priasenter ist.

Betrachtet man die Darstellungswechsel genauer, zeigen sich im Anfangs-
unterricht eher Wechsel von der ikonischen zur verbalen Ebene (siche Ab-
bildung 1). In Klasse 3 und 4 erfolgen die Wechsel tendenziell eher anders-
herum. In den hoheren Schulstufen regen die meisten Kombinatorikaufgaben
als Textaufgaben eine Transformation von verbal zu symbolisch an.

Klasse 1 Klasse 3 Klasse 10
[8] Wie viele verschiedene Fiir diese Woche hat der Kaiser | Es war einmal ein eitler 17. )
Wege findest du, um von ) e Kaiser. Er wollte sich a) Berechne die Anzahl der
der Schule zur zwei Hemden @ @ \/ 1\, |Jjeden Tag verschieden Maglichkeiten, die 26

anziehen. An einem Tag
trug er ein rotes Hemd
und dazu eine gelbe
Hose. Am néchsten Tag b) Ein Computer kann eine
W': viele ﬁOZIIChke'*ev :af :r, "I;UQ Zr en L:)Iaues e Million Anordnungen in einer
: sich verschieden anzuziehen? aber dazu eine ...

Schule Schwimmhalle ' ' ' Millisekunde speichern.
TL Berechne, wie lange der

schreibe in Computer fiir die

und drei Hosen. [J1 [T 7,

&

Schwimmhalle zu kommen? Buchstaben unseres

Zeige und erklédre deinem
Lernpartner die Wege.

Alphabets anzuordnen.

eine Tabelle.
N\

Speicherung aller
Anordnungen benstigt.

ikonisch zu verbal verbal zu ikonisch verbal zu symbolisch

Abb. 1: Beispiel-Kombinatorikaufgaben zu den hiufigsten Darstellungswechseltypen
(eigene Darstellung in Anlehnung an bestehende Aufgaben)
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Diskussion und Ausblick

Die Schulbuchanalyse verdeutlicht, dass viele der Aufgaben einen Darstel-
lungswechsel anregen und somit durch das Ubersetzen das gedankliche
Durchdringen kombinatorischer Sachverhalte fordern. Kritisch ist jedoch an-
zumerken, dass in vielen Schulbiichern hiufig das Arbeiten auf nur zwei (in
der Primarstufe ikonisch und verbal, in der Sekundarstufe verbal und sym-
bolisch) der vier Darstellungsebenen im Fokus steht. Alle vier Ebenen wer-
den nur in wenigen Grundschulbiichern angesprochen. Da sich das konzep-
tuelle Verstandnis am besten durch vernetztes Arbeiten auf allen vier Dar-
stellungsebenen aufbauen lésst, konnte es sinnvoll sein, gerade im Kombi-
natorikunterricht in der Grundschule und in weiterfiihrenden Schulen mehr
Wert auf die enaktive Darstellungsebene und das Wechseln sowie Verkniip-
fen zwischen allen Ebenen zu legen. In zukiinftigen Forschungsprojekten
konnten im Rahmen fachdidaktischer Entwicklungsforschung kombinatori-
sche Aufgabensammlungen entwickelt und beforscht werden, die gezielt alle
Darstellungsebenen einbeziehen und durch klar formulierte Anforderungen
die Vernetzung und Wechsel zwischen diesen Ebenen stiarker adressieren.
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