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I nskriptionen und mathematische Objekte

Schon eine naive und nur oberfl&chliche Betrachtung von mathematischen
Texten belegt, dass in der Mathematik Symbole, Zeichen und Diagramme
verschiedenster Form und Art vorkommen und auch eine wichtige Rolle
spielen. Es ist daher naheliegend zu prifen, ob die Wissenschaft von den
Zeichen und deren Gebrauch, also die Semiotik, einen Beitrag zur Analyse,
zum Verstandnis, zur Interpretation und zur Rekonstruktion mathemati-
scher Téatigkeiten liefern kann. Dies wurde in der Didaktik der Mathematik
bereits vielfdtig angedacht. Dabei wird neben dem Bezug auf die Semiotik
von Saussure (Konzept von signifier/signified) in letzter Zeit vermehrt und
intensiver die Semiotik von Charles S. Peirce herangezogen, vergleiche
Hoffmann (2003a,b) oder Hoffmann und Ploger (2000). Von Peirce selbst
stammt der Hinweis auf die zentrae Bedeutung von , Diagrammen® und
diagrammatischem Denken in der Mathematik, was zum Beispiel in DOrf-
ler (2004a,b,c) den Ausgangspunkt fir weitere Analysen bildet. Nun bildet
aber fur die Peirce'sche Semiotik deren triadische Struktur die zentrale
Charakteristik, und es muss gefragt werden, welche Schliisse daraus fur die
Mathematik gezogen werden konnten. Ein erster, noch unbefriedigender
Versuch in dieser Hinsicht wurde in Dorfler (2004d) unternommen. Hier
wird nun eine eher radikale und wahrscheinlich unkonventionelle Anwen-
dung der Peirce schen Triade auf mathematische Zeichen vorgenommen.

Triadische Grundstruktur von Zeichen

Bel Perce gibt es verschiedene Stellen, an denen er kompakt seine Zei-
chenkonzeption vorstellt, vergleiche Pape (2004), Nagl (1992) oder Hoff-
mann (2003a). Eine lautet wie folgt: «Ein Zeichen ist [...] alles, was in a-
ner solchen Beziehung zu einem Zweiten steht, das sein Objekt genannt
wird, dass es fahig ist, ein Drittes, das sein Interpretant genannt wird, da-
hingehend zu bestimmen, in derselben triadischen Relation zu jener Relati-
on auf das Objekt zu stehen, in der es selbst steht. Dies bedeutet, dass der
Interpretant selbst ein Zeichen ist, das ein Zeichen desselben Objekts be-
stimmt und so fort ohne Ende.»

In dieser Triade , Objekt-ZeichenInterpretant” ist das ,Zeichen® (auch
Reprasentamen genannt) in irgendeiner Form materialiter verfigbar. In un-
serem Kontext werden dies zum Beispiel Schriftzeichen oder allgemeine
Inskriptionen (,, Aufgeschriebenes®) sein oder auch Gesprochenes. Diese
Zeichen sind aso durch den Interpretanten, der wieder ein Zeichen ist, auf
das Objekt bezogen: der Interpretant liest das Zeichen auf e@ne bestimmte
Weise (Nagl, S. 32) und wird dadurch selbst wieder zu einem auf das Ob-



jekt bezogenen Zeichen. Dies erfordert (natlirlich) ein Subjekt, das diese
Zeichentétigkeit ausfuhrt. Wichtig ist die Offenheit dieses semiotischen
Prozesses, dar nach Peirce zu einer immer komplexeren ,, Reprasentanz”
des Objektes in den Zeichen fuhrt. Keiner der drei Pole ist dabei verzicht-
bar, insbesondere ist die verbreitete signifier/signified Relation (also ohne
Interpretant) defizitdr. In der Anwendung auf spezielle Bereiche ist vor d-
lem von Interesse, welche Klasse von materiellen oder ideellen Dingen as
Objekte in der Triade zu qudlifizieren sind, denn dadurch wird der priméare
Gegenstandsbereich der Zeichentétigkeit festgel egt.

| nskriptionen am Objektpol

Bel einer Anwendung der Peirce schen Triade auf Mathematik ist es verlo-
ckend, an den Objektpol zu stellen, was Ublicherwei se mathematisches Ob-
jekt genannt wird. Damit ,,importiert* man aber ale Probleme und Fragen
zum Status (ontol ogisch oder epistemol ogisch) der mathematischen Objek-
te (Zahlen, geometrische Figuren, Funktionen, Gruppe, Ring, Korper, etc.)
in die Zeichenkonzeption. Diese (philosophische) Problematik kann hier
nicht einmal andeutungsweise eértert werden.

Fur meinen Vorschlag einer Anwendung der Peirce schen Semiotik auf die
Mathematik wéahle ich fir den Objektpol ganz generell mathematische In-
skriptionen. Das sind also ale von Mathematikern verwendete, aufge-
schriebene oder in Texten gedruckte Formeln, Graphiken, Diagramme, aber
auch Worter und Sétze. Als Objekte in der Triade kommen in diesem Sinne
zum Beispidl in Frage: verschiedene Zahldarstellungen; algebraische Ter-
me jeder Art (Polynome im speziellen; lineare Gleichungssysteme); jegli-
ches Axiomensystem (als ein System von Formeln); jede Definition, jeder
Beweis, jeder Satz — aber immer verstanden als die jeweilige Inskription.
Dabei ist diese Objektkonzeption noch in folgender Welse zu spezifizieren.
Eine mathematische Inskription wird nicht als ,,token* sondern als ,, type"
zum Objektpol einer Triade. Das ist genau in dem Sinne gemeint, wie wir
etwa das Wort , das* auf dieser Seite verstehen, also wnabhéngig von der
Schriftart, der Farbe des Druckes etc., wobel der Typ im algemeinen sehr
weit gefasst ist und durch den Gebrauch in einer Gemeinschaft festgelegt
bzw. limitiert ist. In der Mathematik gibt es ebenfalls einen breiten Spiel-
raum dafir, wie zum Beispiel ein Polynom aufgeschrieben wird oder gene-
rell eine Formel. Innerhalb gewisser Grenzen bleibt die relevante Struktur
erkennbar, die vorwiegend darin besteht, dass gewisse Operationen und
Transformationen auf die Inskription anwendbar sind. Durch diese Festle-
gung wird das Objekt in der Triade zu einem materiadlen Gegenstand, der
wahrnehmbar ist und dadurch erst mit anderen sozial geteilt und kommuni-
kabel wird. Man kann dariiber sprechen, schreiben, handeln, abduktiv



Hypothesen aufstellen usf. Das ist fir die sonst als ,, abstrakt” und gerade
nicht sinnlich fassbar charakterisierten ,,mathematischen Objekte” prinzi-
piell und per definitionem ausgeschl ossen.

Ein Beispiel
Fur einen ersten Versuch der Anwendung der Peirce schen Triade mit einer

mathematischen Inskription a's Objektpol wahle ich ein (beliebiges) Poly-
nom oder generell Polynome, zunachst verstanden as (Typ von) Inskripti-
onen der Form a x" +a_. X" +...+ax+ a,. Fur die Zeichentétigkeit (Se-
miosis) weist auch Peirce mehrfach auf die Rolle eines ,,ground” hin, wel-
chen ich hier as kontextuellen Hintergrund interpretiere. Das kann zum
Beispiel der Mathematikunterricht mit seinen zahlreichen Konventionen
sein oder Mathematik als Forschungsdisziplin. Dieser , ground® beinhaltet
explizit oder implizit Hinweise darauf, wie die Inskription zu ,lesen” ist.
Als Vergleich verweise ich auf die Analogie eines Stadtplanes und seiner
Legende, die, gelesen® werden kdnnen, ohne die Stadt zu kennen, ja sogar
auch, wenn es diese gar nicht gibt. Als Reprasentamen (Zeichen im engeren
Sinne) bieten sich nun verschiedene Mdglichkeiten an: Das Wort ,, Poly-
nom“ as Symbol mit konventionellem Bezug auf die Inskription; Rechen-
ausdruck oder Rechenvorschrift, auch eine genaue Beschreibung der Re-
chenschritte; algebraischer (oder symbolischer) Term; ein spezielles Poly-
nom mit Zahlen als Koeffizienten (ikonischer Objektbezug). Im Sinne der
triadischen Konzeption ist das Zeichen aber erst , vollstandig®, wenn auch
der dritte Pol des Interpretanten belegt ist. Eine erste Mdglichkeit ist, eines
der oben angefiihrten Zeichen als Interpretant eines anderen Zeichens anzu-
sehen, wobel schon auf verschiedene Weise eine Folge von Interpretanten
entstehen kann. Zum Beispiel: Polynom Rechenvorschrift-spezielles Poly-
nom-konkrete Berechnung nach Wahl von 2 fur x. Wichtig ist es anzuer-
kennen, dass dabei stets Zeichen auf Zeichen interpretativ bezogen werden
(zum Beispiel von einem Lernenden), wobei die Handlung des Berechnens
nach Peirce auch ein Zeichen ist, das das jewellige Reprasentamen interpre-
tiert. Alle auftretenden Zeichen, as Interpretanten bzw. Reprasentamene,
bleiben dabei immer auf das Objekt bezogen und sind — zwar vermittelt —
stets durch dieses motiviert. In dieser Zeichentétigkeit entsteht sukzessive
ein Netzwerk von Représentamenen und Interpretanten, das in gewisser
Weise die Bedeutung des Objektes entwickelt. Dieses Netz kann erweitert
werden, indem an den Objektpol mehrere PolynomtInskriptionen gestellt
werden und deren , Verknipfungen* (Addition, Multiplikation) gebildet
werden. Zu den Interpretanten gehdren dann auch ,, Sétze" Uber diese Ver-
knipfungen. Das ,, unbekannte” Objekt wird so sukzessive erforscht.



Didaktische K onsequenzen

Lernende und Lehrende befassen sich zwangsweise mit Zeichen bel jeder
Form mathematischer Tétigkeit: beim Rechnen, beim geometrischen Kon-
struieren, beim Beweisen, beim Anwenden, beim Modellbilden, usf. Also
scheint die Perrcesche Triade in meiner Interpretation nichts wesentlich
Neues zu erschlief3en. Akzeptiert man jedoch die hier vorgestellte Sicht-
weise, so gewinnen die (Typen von) Inskriptionen einen viel gewichtigeren
Stellenwert, als er ihnen meines Erachtens im Ublichen Mathematikunter-
richt zugewiesen wird. Sie sind dann nicht ,nur“ Darstellungsmittel fur d-
was Anderes, das eigentlich Wichtige, wie immer das auch gefasst wird.
Mathematik ist dann nicht blof3 ,, Sprache®, mit der Uber die ,Realitét” (in
den sogenannten Anwendungen) oder Uber abstrakte Gegenstande (in der
reinen Mathematik) gesprochen wird. Die mathematischen Inskriptionen
werden zu den interessanten und wichtigen ,, Objekten”, die durch , dia
grammatisches Schlief3en* (Dorfler 2004a,b,c) erforscht werden, also durch
die Entwicklung eines Netzes von Zeichen und Interpretanten im Sinne von
Peirce. Gelernt werden soll somit der effiziente Umgang mit den jeweiligen
Inskriptionen: Es geht um die Entwicklung von Erfahrung mit den Formeln
und Diagrammen, was auch genaues Beobachten efordert.
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