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2.1 AllgemeineEigenschaftenvon ε
�

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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6.2 Übertragbarkeit derErgebnisse. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

6.2.1 Der idealeTiefpaß . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

6.2.2 DasFilter derTikhonov-PhillipsRegularisierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

7 StabilisierendeFunktionen II 97

7.1 VorbetrachtungenundPostulate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

7.1.1 EigenschaftenderLösung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

7.2 Filter derFourier-Laplace-undMellin-Transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

7.2.1 Filter derFourier-Transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

7.2.2 Filter derFourier-LaplaceTransformation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

7.2.3 Filter derMellin-Transformation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

7.3 BemerkungenundEigenschaftendesVerfahrensII . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

8 Zur Wahl desRegularisierungsparameters 127



INHALTSVERZEICHNIS vii

8.1 Vorbetrachtungenunddas
”
Trial andError“ -Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

8.2 DasMOROZOVscheDiskrepanz-Prinzip. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

8.2.1 Das(verallgemeinerte)Diskrepanz-Prinzip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

8.2.2 ErsteModifikation desDiskrepanz-Prinzips. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

8.2.3 ZweiteModifikationdesDiskrepanz-Prinzips. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

8.2.4 Kritik andenmodifiziertenDiskrepanz-Prinzipien . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

8.2.5 Der Zusammenhangzwischenden modifiziertenDiskrepanz-Prinzipienund den
Regularisierungsfehler. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

8.3 Ein Konsistenzkriterium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

9 Zur konkretenRegularisierung 149

9.1 VorbetrachtungenundEigenschaften. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

9.2 Filter derIntegralgleichung. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

9.2.1 Gaußfilter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

9.2.2
”
Multifilter“ oderdie regularisierendeFolge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

9.3 DasasymptotischeVerhaltenderFilter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

9.3.1 DasasymptotischeVerhaltenvon ∆r
γ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

9.3.2 DasasymptotischeVerhaltenvon ∆ν
γ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

9.3.3 ZusammenfassungundResumeezumasymptotischenVerhalten . . . . . . . . . . 173

9.4 Die regularisierendenKerne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174

9.5 Die Wahl desRegularisierungsparameters. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

9.5.1 DasMOROZOVscheDiskrepanz-Prinzip. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

9.5.1.1 Die ModifikationendesDiskrepanz-Prinzips. . . . . . . . . . . . . . . 181

9.5.2 DasKonsistenzkriterium. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187

9.5.2.1 ZusammenfassungderUntersuchungenzumKonsistenzkriterium. . . . 213

10 Zur Numerik und derenErgebnisse 221

10.1 ZusammenfassungoderDie Ausgangsgleichungen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222

10.2 VorbetrachtungenzurNumerik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223

10.3 DernumerischeEinflußdesDatenfehlers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229

10.4 Die RegularisierungkontinuierlicherDaten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232

10.4.1 DasDrudemodell. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232

10.4.2 DasCole-DavidsonModell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249

10.4.3 DasCole-ColeModell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 268

10.4.4 FazitderNumerikkontinuierlicherDaten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281

10.5 Die RegularisierungdiskreterDaten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284



viii INHALTSVERZEICHNIS

10.5.1 DasDrudemodell. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 285

10.5.2 DasCole-DavidsonModell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 298

10.5.3 FazitderNumerikdiskreterDaten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 306

10.6 DerVergleichverschiedenerRegularisierungsverfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307

11 Resumee 331

11.1 ZusammenfassungderErgebnisse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 331

11.2 KritischeSchlußbemerkungen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 335

A Mellin-Bar nesIntegrale und die Fox’scheH-Funktion 339

A.1 Definition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 339

A.2 Existenz,EigenschaftenundDarstellungderH-Funktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . 340

A.3 Zum Konvergenzverhaltenundzur AsymptotikderH-Funktion. . . . . . . . . . . . . . . 341

A.4 EinigeSpezialf̈allederH-Funktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343

B Funktionalanalysis und Distrib utionen 345

B.1 Grundbegriffe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 345

B.1.1 Integrale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 345

B.1.2 Funktionenklassen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 345
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Von Gläsern, amorphenSystemenund schlechtgestelltenProble-
men

DasStudiumamorpher1 Systemehat in denletztenJahrzehntenin der Physikder kondensiertenMaterie
anBedeutungundInteressegewonnen.Traditionellwurdebishermit demAusdruckFestk̈orperphysikdie
PhysikderkristallinenSubstanzenverbunden.Die Begriffe

”
Festk̈orper“ und

”
Kristall“ warensoSynonyme

füreinandergeworden.Ein Grundfür diehaupts̈achlicheundschwerpunktm̈aßigeBescḧaftigungder
”
tradi-

tionellen“ Festk̈orperphysikmit kristallinenSubstanzenwardieMöglichkeit (unddieNotwendigkeit), sich
bei diesenSubstanzenderenGitterstruktur, alsoderenNah- und Fernordnung,mit anderenWortenderen
Periodiziẗat, zu nutzezu machen.Und so stehenzu derenUntersuchungmathematischeHilfsmittel und
Konzeptewie Bloch-Zusẗande,reziprokesGitter, Brillouin-ZoneundWigner-SeitzZelle,dieGruppentheo-
rie usw. zur Verfügung,diebei derUntersuchungamorpherSystemeoffensichtlichnicht oderohnegroßen
Nutzenangewandtwerdenkönnen[Ell83].

Esgibt nuneinigeGründefür dasInteresseanderUntersuchungamorpherSubstanzen.Zum einensindes
materialwissenschaftlicheAspekte;eineVielzahlunterschiedlichsterSubstanzenkannin amorphenModifi-
kationenvorkommen.Tats̈achlichscheintessozusein,daß,jedenfallsprinzipiell, alleSubstanzenin einem
amorphenZustandgebrachtwerdenkönnen.Dieseshatu.a.die Zunahmeder technologischenBedeutung
amorpherSubstanzenzur Konsequenz.So werdenjenebeispielsweisebereitsin ultratransparentenopti-
schenFasernin der Telekommunikationeingesetzt,undamorpheHalbleiterwerdenbei der Konstruktion
vonSolarzellenverwendet.

NebendenmaterialwissenschaftlichenAspektenund der damit direkt verbundenentechnologischenund
somit auchkommerziellenInteressen,solltenweitere,wennnicht sogardie wichtigsten,Gründefür die
Bescḧaftigungmit amorphenSubstanzenfür einenNaturwissenschaftlerdie Fragennachdengrundlegen-
denEigenschaften,für einenPhysiker alsonachdergrundlegendenPhysik,denfundamentalenProzessen
undMechanismenin denamorpherSystemen,oderkurzdieNeugier2 desWissenschaftlers,sein.

So ist jetzt ein Schwerpunktder Forschung,nähereAussagen̈uberdie Bildungsmechanismenamorpher
Substanzen,alsoüberdie Vorgängebei demsogenanntenGlas̈ubergangundüberseinerNatur3 treffen zu
können.EinweitererSchwerpunkt,dessenBedeutungfür dieFragedertechnologischenAnwendungunmit-
telbareinsichtigseindürfte, ist dieZeitabḧangigkeit vonTransportpḧanomenenundRelaxationsprozessen,

1DerBegriff amorphwir vonunsin dieserArbeit in seinerBedeutungalsSammelbegriff allerungeordneterSystemebenutzt.
2Geradebez̈uglich der Grundlagenforschungsollte man nicht vergessen,daßjene oftmals uneigenn̈utzig begannund in einer

BreitentechnologischenAnwendungendete.

3Gemeintist damit,inwiefernderGlas̈ubergangin die bisherigeTheoriederPhasen̈ubergängeeingeordnetwerdenkann.

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

wobeinaẗurlich dasprinzipielle,letztlicheZiel ist, alleVorgänge,insbesondereauchdieBewegungsprozes-
sein denamorphenSystemen,auf atomarerBasisundsomitauf quantenmechanischerEbenebegreifenzu
können.

DenExperimentalphysikerstehen,um dieseFragestellungenuntersuchenzu können,mehrerespektrosko-
pischeMeßmethodenzurVerfügung,diejeweilseineentsprechenderäumlicheundzeitlicheAuflösungbie-
ten4. Zu denbedeutestenundwichtigstenMethoden,die wir nur stichpunktartigerwähnenwollen, zählen
dieKernspinresonanz(NMR), dieElektronenspinresonanz(ESR),dieelastische,inelastischeundbesonders
die quasielastischeNeutronenstreung,undweiterenuklearespektroskopischeMethodenwie die Mößbau-
erspektroskopie (MS), die gesẗorte γ-γ-Winkel-Korrelation(PAC), die Myonenspinrotation(µSR) und die
Kernrelaxationsmessungan β-aktiven Kernen(β-NMR). Für Details jenerMethodenwollen wir auf die
umfangreicheLiteratur verweisen,da eineweitereDarstellungdenbereitsbetr̈achtlichenRahmendieser
Arbeit sprengenwürde.

Aus derVielfältigkeit derangewandtenMethodenkönnenwir bereitsauf die ebensolcheVielfältigkeit der
in amorphenSystemenbeobachtbarenphysikalischenPḧanomeneschließen.Aus dengleichenGrundwie
eben,wollen wir nicht auf jenevielfältigenPḧanomeneunddenstellenweisecharakteristischenVerhalten
bestimmterphysikalischerGrößendetailierteingehen,sondernfür eineEinführungin diePhysikamorpher
Systemeauf dieBüchervon ELLIOT undZALLEN verweisen[Ell83, Zal83], diebereitseinenrechtumfas-
senden̈Uberblickgeben.Einzigdenin dieserArbeit untersuchteAnsatzzurBeschreibungderbeobachteten
dielektrischenPḧanomenewollen wir nähervorstellen.

In dieserArbeit werdenwir uns jetzt konkret mit der DielektrizitätsfunktioneinesamorphenSystems
bescḧaftigen,genauermit einerbestimmtenDarstellungdieser. Die Dielektrizitätsfunktionist übrigenseine
derphysikalischenGrößenin amorphenSubstanzen,die mit besonderenInteresseuntersuchtwird, da je-
nehier, verglichenmit kristallinenSubstanzen,ein charakteristisches

”
anomales“ Verhalten5 aufweist.Die

StrukturderDielektrizitätsfunktioneinesamorphenSystemswird nunanalogzudemkristallinenFall durch
Relaxationsprozessebestimmt,die jetzt jedochauf unterschiedlichenZeitskalenablaufenund,experimen-
tell undphänomenologischinterpretiert,unterschiedliche(thermale)Aktivierungsenergienaufweisen.
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Abbildung1.1:Relaxationin Gläsern

Im Bild 1.1sindschematischdiesogenannten(primären)α- unddie(sekund̈aren)β-Relaxationen,die typi-
scherweisein einigenpolarenamorphenSystemenbeobachtet6 werden,insbesonderein polarenGläsern7,

4siehebeispielsweise[Bec88, Ell83, Zal83]

5Das
”
anomaleVerhalten“ amorpherSubstanzenist naẗurlich immeraufdasentsprechendekristallinerbezogen.

6siehebeispielsweise[Bec88, Ell83, Zal83, CC41, DC51]

7Als Glaswird zumeistdie auseinerunterk̈uhltenFlüssigkeit entstehendeamorpheSubstanzbezeichnet.In dieserArbeit werden
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illustriert.Hier ist tanδ, mit δ � ε � ��� ε � , wobeiε � derReal-undε � � derImagin̈arteilderDielektrizitätsfunktion
ε � ist, alsFunktionderTemperaturT beikonstanterFrequenzω aufgetragen.Die TemperaturTg wird Gla-
stemperatur oderGlas̈ubergangstemperatur genannt8. Um dieseverschiedenenRelaxationsprozesseeines
amorphenSystemsjetzt zu beschreiben,setztmanphänomenologisch, im erkenntnistheoretischenSinne
eigentlichheuristisch, eineVerteilungsfunktionp vonRelaxationszeitenτ an,wobeijedesτ für sichgenom-
meneineexponentielleRelaxationcharakterisierensoll. Diesesführtauf die Darstellung(2.13)auf Seite9
der Dielektrizitätsfunktion,die mathematischeineFredholmschenIntegralgleichungerster Art ist, wobei
dieVerteilungsfunktiondieunbekannteundinteressierendeFunktionist.

SeitFormulierung9 jenesphänomenologischenAnsatzessindeinigeUntersuchungengemachtworden,um
auf der Basisder ausMeßwertenvorliegendenFunktionε � die gesuchteDichte p zu bestimmen.Dabei
beschr̈anktemansichzumeistaufdieBehandlungderIntegralgleichungdesRealteils,Gleichung(2.17)auf
Seite10,oderderdesImagin̈arteils,Gleichung(2.18)aufSeite10,derkomplexwertigenIntegralgleichung
(2.13).Derhaupts̈achlicheGrundfür dieseBeschr̈ankungwar, daßdieangewandtennumerischenAlgorith-
mennur für reellwertige VariablenundFunktionengelten,die sonicht auf die komplexwertigeangewandt
werdenkönnen.DernächsteGrund,nurdieIntegralgleichungdesImagin̈arteilszubetrachten,ist, daßdiese
mit Hilfe derFourier-Transformationformalgelöstwerdenkann;dieseswerdenwir im VerlaufdesKapitels
2 detailierterdarlegen.Ein NachteileinigerdieserAnsätzeist übrigens,wasnicht unerẅahntbleibensoll,
daßjenenumerischgenuinnegativeWertefür dieVerteilungsfunktionp alsLösungerhaltenkönnen.

Die fundamentaleProblematikbei derauf MeßwertenbasierendenLösungdesphänomenologischenAn-
satzesist aber, daßFredholmschenIntegralgleichungenprinzipiell zu denschlecht gestelltenProblemen
geḧoren,washier zur drastischenKonsequenzhat,daßbereitskleineAbweichungenin derDielektrizitäts-
funktion zu unkontrollierbarengroßenAbweichungenin derLösungführen.Essindjetzt die Anstrengun-
genzu verstehen,die unternommenwordensind - und nochimmer unternommenwerden- um eineauf
fehlerbehaftetenMeßwertenbasierendeLösungzu erhalten.Die Theorieder schlechtgestelltenProble-
me lehrt unsaberjetzt, daßwir bei fehlerbehaftetenDielektrizitätsfunktionennur nocheinekontrollierte
Approximationder theoretischenLösung,die wir als Lösungbei der Kenntnisder exakten,fehlerfreien
Funktionerhaltenwürden,erhaltenkönnen,wobeisichderBegriff

”
kontrollierte“ sowohl auf dieStabiliẗat

derApproximiertenbez̈uglich der fehlerbehaftetenVorgegebenen,derDielektrizitätsfunktion,bezieht,als
auchauf die KonvergenzderApproximiertengegendie Theoretische,wenndie Fehlerbehaftetegegendie
Theoretische,Exaktekonvergiert.Mit anderenWortenbildet die Approximationbei sinkendemMeßfehler
die theoretischzugrundeliegendeDicht immerbessernach.

Die Problemstellungendieser Arbeit sind jetzt alsokonkret formulierbar:Die Ziele sind die Untersu-
chungen der mathematischen Eigenschaftendesals FredholmscheIntegralgleichungformuliertenkom-
plexwertigenphänomenologischenAnsatzes,wasäquivalentmit denUntersuchungendermathematischen
EigenschaftenderLösungist, ausderdieBeantwortungphysikalischerFragestellungenfolgt, unddie Ent-
wicklungoderAdaptioneinesVerfahrens,dasim RahmenderTheoriederschlechtgestelltenProblemein
dessenallgemeinsterFormdassogenanntenRegularisierungsverfahrenist,zurBestimmungapproximativer
Lösungenauf derBasisvon gemessenenDielektrizitätsfunktionen.Dasletztereschließtnaẗurlich auchdie
fundamentalenFragestellungenein,die bei derBehandlungschlechtgestellterProbleme,dersogenannten
Regularisierung, selberzu beantwortensind.DiesebeidenZiele sindengmiteinanderverwoben,beinflus-
sendochdie mathematischenEigenschaftendie Problemstellungund Eigenschaftender Regularisierung,
undfolgenausderSchlechtgestelltheiteinesProblemssoforteinigemathematischeEigenschaften.Und so
zeigt essich, daßohneeinegenaueUntersuchungder Eigenschaftendeszu behandelndenProblemsdie
Fragestellungender Regularisierungnur unzureichendbeantwortet werdenkönnen,wozu z.B. die Frage
nachderprinzipiell erreichbarenQualiẗatderApproximiertengeḧort.

Die Arbeit soll somit zur Kl ärungder Fragestellungbez̈uglich der Dichtefunktion p im speziellenund
bez̈uglich der RegularisierungschlechtgestellterProblemeim allgemeinenbeitragen.Und so ist auchdie

wir jedochdieBegriffe
”
Glas“ ,

”
amorpheSubstanz

”
undsogar

”
ungeordnetesSystem“ alsSynonymebenutzen,weil eineUnterschei-

dungdieserBegrifflichkeitenfür dasThemadieserArbeit nicht relevant ist.

8Esseidaraufhingewiesen,daßeskeineeindeutigeDefinitionderGlas̈ubergangstemperaturTg, auchnicht experimentell,gibt.

9siehediesbez̈uglich [Bec88, DC51]
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BehandlungdiesesschlechtgestelltenProblemsohnedessenKontext der heuristischenBeschreibung di-
elektrischerProzessein amorphenSubstanzenvon Interesse,denndie BehandlungderartigerProblemeist
von einemgroßenallgemeinenInteresse:SchlechtgestellteProblemesindBestandteileeinigerphysikali-
scherTheorien,wie beispielsweisein derinversenStreutheorie,in dermodernenOptik, in derRheologie,in
derVielteilchentheorieundinsbesonderein derTheoriederbildgebendenVerfahren.Damitwird sofortdie
praktischeRelevanzder BehandlungschlechtgestellterProblemeauchjenseitsder Physikdeutlich,denn
sämtlichemodernenbildgebendenVerfahrender Medizin, alsodie Computertomographie,die Kernspin-
tomographieund die zweidimensionaleBilder erzeugendeUltraschalltomographie,sind schlechtgestellte
Probleme.Nun erhebenwir nicht denAnspruch,mit derBehandlungdesheuristischenAnsatzesgleichdie
Problemeder ebenerwähntenmit

”
gelöst“ zu haben,dochkönnendie allgemeinenErgebnissesicherlich

übertragenund,so jenedie praktischeAnwendungerfassen,auchgenutztwerden.Desweiterengebendie
ErgebnisseAuskunft überdie schlechtgestelltenProbleme,die mit demhier betrachtetenengerverwandt
sind, wasinsbesonderefür die schlechtgestelltenProblemein der inversenStreutheorieund der Vielteil-
chentheoriegilt.

Wie wollennochdaraufhinweisen,daßderin dieserArbeit konkretbetrachtetephänomenologischeAnsatz
nicht nur im Kontext derPhysikamorpherSysteme,sondernauchim Zusammenhangmit Problemender
Rheologie[Hon89] oderder UntersuchungviskoelastischerEigenschaftenvon Materialienwie beispiels-
weisePolymeren[Fer70], wobei letzteresmit ersteremin einengemeinsamenKontext gebrachtwerden
kann,angesetztwird. Generellwird manauf denAnsatz(2.13) für einebeobachtbareGrößein der Fre-
quenzdom̈anegeführt, wenndie zu jenerin derZeitdom̈anekorrespondierendenGrößedurcheineMitte-
lung überexponentielleZerfälle dargestelltwird. Es ist jetzt naẗurlich diskussionsẅurdig, inwieferndiese
Darstellungüberhauptsinnvoll ist, sowohl von physikalischerals auchvon heuristischerund erkenntnis-
theoretischerSeiteher. Die ErgebnissedieserArbeit werdenauchdiesbez̈uglich einenDiskussionsbeitrag
liefern.

1.2 Zur Historie dieserArbeit

Bevor wir die GliederungdieserArbeit vorstellenund mit Untersuchungenbeginnenwerden,wollen wir
nochkurz auf die Historie10 dieserArbeit zu sprechenkommen,genauerwie wir InteresseanderBehand-
lungdesphänomenologischenAnsatzesgewonnenhaben.

Im Jahr1994/1995hat C. Z. TAN am Lehrstuhlfür experimentellePhysikIII der Universiẗat Dortmund
NMR-UntersuchungenanverschiedenenpolarenGläserndurchgef̈uhrt.Im RahmendeszudieserZeit exi-
stierendenGraduiertenkollegs

”
Festk̈orperspektroskopie“ hat er den Theoretiker M. URBANEK, der am

Lehrstuhlfür TheoretischePhysikI arbeitete,kennengelernt.NacheinemGespr̈achhabebeideentschlos-
sen,die Möglichkeitender Auswertungder phänomenologischenIntegralgleichungzu untersuchen,und
sohabenURBANEK undTAN einebishernochnicht verwendeteMethodeauf die Integralgleichungange-
wandt,die BerechnungrigoroserobererunduntererSchrankenfür die integrierteDichtefunktion[UT95].
Auf dieseMethodewerdenwir im LaufederArbeit nochzusprechenkommen.EinwesentlicherVorteil die-
serMethodeist übrigens,daßdieNormierungundinsbesonderedieNichtnegativitätexplizit ber̈ucksichtigt
wird. NachURBANEK Weggangverbliebsowohl dasProgrammzur BerechnungderSchrankenamLehr-
stuhlTI alsauchdieFrage,obdieIntegralgleichungnichtanalytischlösbarseinwürde,dennin derLiteratur
wardiesbez̈uglichnichtszufinden,ja einigeAutorenhattensogarbehauptet,daßeine(analytische)Lösung
aufgrundderSchlechtgestelltheitnichtmöglichsei.Undsoist esunsbereitsin [Ros95] gelungen,dieseFra-
gepositiv zu beantwortenunddie Lösungdurchdie komplexe UmkehrformelderMellin-Transformation
darzustellen.EuphorieüberdiesesErgebnisversp̈urend,wolltenwir nundieseLösungbenutzen,umdiege-
messenenDielektrizitätsfunktionenauszuwerten,wobeiunsnaẗurlich sofortklar war, daßdiesesaufgrund
der Schlechtgestelltheitdirekt respektive ohneModifikationennicht möglich war. So war dasZiel gebo-
ren, auf dieseanalytischeLösungbasierendeRegularisierungsverfahrenzu entwickeln respektive schon
bekannteunterjenerPrämissezuadaptieren.

10Auch wenndie HistoriedesAutorsin dieseArbeit mit eingeflossenist, ist jenenicht BestandteildieserBetrachtungen.
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1.3 Zur Gliederung der Arbeit

Ein Ziel der Präsentationin dieserArbeit war essie so zu gestalten,daßein sofortigerRückgriff auf die
Literatur für ein erstesVersẗandnisnicht notwendigist. Entsprechendwurdendie einzelnenKapitel so
gestaltet,daßdie wichtigstenErgebnisseausdenvorhergegangenenwiederholtwurden.Soentstandzwar
stellenweiseein gewisserGradanRedundanz,dochsollteesnunmöglichsein,dieKapitel nicht zwingend
in ihrerchronologischenAbfolge lesenundverstehenzukönnen.

Die Arbeit ist nunwie folgt gegliedert:NachdieserEinleitungsollenim Kapitel 2 nacheinerkurzenWie-
derholungder wichtigsten,und für dieseArbeit relevanten,Eigenschaftender Dielektrizitätsfunktiondie
EigenschaftendesphänomenologischenAnsatzesund dessenLösunguntersuchtwerden.Dabei werden
wir zeigen,daßderGradderSchlechtgestelltheitderPḧanomenologischen,derscheinbarin derLiteratur
nochnicht untersuchtwordenist, exponentiellist, im Gegensatzbeispielsweisezu denmäßigschlechtge-
stelltender bildgebendenVerfahren.Anschließendwerdenwir im Kapitel 3 bekannteModelldichtenauf
derBasisdesvorangegangenenKapitelsreproduzierenunddieLösungdesHavriliak-NegamiModells, die
bishernicht bekanntwar, präsentieren.Im RahmendiesesKapitelswerdenwir, durchdie dort erhaltenen
Ergebnissemotiviert, eine

”
verallgemeinerteModellösung“ derPḧanomenologischenpräsentieren.

NachdiesenBetrachtungenwerdenwir in denKapiteln 4 und 5 die allgemeinenKonzepteund Begriffe
derTheorieschlechtgestellterProblemeunddie KonzeptederwichtigstenRegularisierungsverfahrenvor-
stellen,um dannin denKapiteln 6 und 7 die Möglichkeitenund Grenzender Adaptionder vorgestellten
Konzepteauf und die Entwicklung einesRegularisierungsverfahrensfür unsereProblemstellungvorzu-
stellen.Im Kapitel 8 werdenwir neuetheoretischeBeiträgezur Wahl11 desRegularisierungsparameters,
von demjeglicheRegularisierungsverfahrenperdefinitionemabḧangenwerden,vorstellen.Da jeneWahl
bez̈uglichunsererProblemstellung,wie im LaufederArbeit deutlichwerdenwird, einuntergeordnetesPro-
blemdarstellt,werdenwir die tats̈achliche(numerische)AnwendungderdortvorgestelltenBeiträgenuram
Randeder Kapitel 9 und10 behandeln,in denenwir die konkreteRegularisierungundderennumerische
Ergebnissepräsentierenunddiskutierenwerden.Abgeschlossenwird dieArbeit mit demKapitel11,in den
dieErgebnissezusammenfassenddiskutierenwerden.

Zus̈atzlichhabenwir dieunswichtig zuerwähnenscheinenden,hierexplizit angewandtenmathematischen
Theorienund derenErgebnisseund weitereerwähnenswerteinteressanteErgebnisseund Eigenschaften
dieserUntersuchungenin denAnhängenA bis E aufgenommen.

11NebenderFragenachderWahl desRegularisierungsverfahrens,mußbei derBehandlungschlechtgestellterProblemedie Frage
nacheinergeeignetenWahl desRegularisierungsparameters beantwortet werden.ARSENIN und T IKHONOV habengezeigt,daßes
prinzipiell beliebigviel Möglichkeitenzur Wahlgibt, waszurKonsequenzhat,daßjeneFrageeinenochimmeraktuelleist.
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Kapitel 2

Die Integralgleichung der
Dielektrizit ätsfunktion

In den folgendenKapiteln sollen,nachdemkurz auf die allgemeinenEigenschaftender Dielektrizitäts-
funktion eingagenseinwird, derphänomenologischeAnsatzzur BeschreibungderDielektrizitätsfunktion
eineramorphenSubstanzvorgestelltundeinigeBetrachtungenzu dessenPlausibiliẗat aufgestelltwerden.
AnschließendsollenderenanalytischeLösungenund deren,geradeauchausdenanalytischenLösungen
ablesbaren,wesentlichenEigenschaftenbesprochenwerden.

2.1 AllgemeineEigenschaftender Dielektrizit ätsfunktion

Die dielektrischenEigenschaftenvonIsolatoren,dievermutlich(teilweise)bereitsanBernstein(Amber)im
klassischengriechischenAltertum1 entdecktwordensind,markierendenAnfangder Elektrostatik.Nach
der Entdeckungund demVersẗandniselektromagnetischerWellen, zeigtesich die Notwendigkeit, die di-
elektrischenEigenschaftender Materie durch die Dielektrizitätsfunktionε � zu beschreiben.Es soll nun
kurz, ehewir unsdemphänomenologischenAnsatzder DielektrizitätsfunktioneinesamorphenSystems
zuwenden,einigeihrerwesentlichenEigenschaftenwiedergegebenundin Erinnerunggebrachtwerden.Da
diesein denLehrbüchernausf̈uhrlichdargestelltwerden,unddieEigenschaftenderFunktionε � hinlänglich
gutbekanntsind,soll diesohneAnspruchaufVollständigkeit undohneBeweiseallerderhieraufgef̈uhrten
Eigenschaftengemachtwerden2.

UnterderVoraussetzung,daßder funktionaleZusammenhangzwischendemelektrischenFeld �E undder
durchdasFeldinduziertePolarisation�P linearist, wird diedielektrischeKonstantebzw. dieDielektrizitäts-
funktionε � durch �P � ω ��� ε0 � ε � � ω ��� 1� �E � ω ��� ε0 χ � ω � �E � ω � (2.1)

bzw. durchden(vorausgesetzten)linearenfunktionalenZusammenhangzwischendielektrischerVerschie-
bung �D unddemelektrischenFeld �E �D � ω ��� ε0 ε � � ω � �E � ω � (2.2)

definiert.Die Größeε0 ist hier diePermeabiliẗatdesVakuums.

1Dieseslegendie Ausführungenzur Wissenschaftund derenBedeutungin derhellinistischenWelt, insbesonderezur Physik,in
beispielsweise[Wel62, Gig62] nahe,obwohl dieBezeichnung

”
dielektrischeEigenschaften“ dortnaẗurlich nichtexplizit erwähntwird.

2Es sei deswegen auf allgemeineLehrb̈ucherder Elektrodynamik,wie beispielsweise[Jac75], und der Festk̈orperphysik,wie
beispielsweise[AM76], verwiesen.

7



8 KAPITEL 2. DIE INTEGRALGLEICHUNGDERDIELEKTRIZIT ÄTSFUNKTION

Eineder hervorstechenstenEigenschaftder Dielektrizitätsfunktionε � ist, daßsie aufgrundderKausaliẗat
in deroberenkomplexenHalbebeneneineanalytischeFunktionist3.

WichtigeEigenschaftendesReal-undImagin̈arteilssind:� DerRealteilε  ist einegeradeFunktion:ε  "!$# ω %'& ε  "! ω % .� Der Imagin̈arteilε   ist eineungeradeFunktion:ε   (!$# ω %�&)# ε   *! ω % .
Desweiterengeltenfür derenRealteilε  undImagin̈arteilε   dieKramers-KronigRelationen[AM76, Jac75,
Roo69], alsokonkret4:

ε  ! ω %+# 1 & 1
π

V.P.

∞,- ∞

ε   ! x%
x # ω

dx

& 1
π

V.P.

∞,
0

ε   "! x%
x # ω

dx . 1
π

V.P.

0,- ∞

ε   "! x%
x # ω

dx

& 1
π

V.P.

∞,
0

ε   "! x%
x # ω

dx # 1
π

V.P.

∞,
0

ε   *! x%# x # ω
dx

& 2
π

V.P.

∞,
0

xε   "! x%
x2 # ω2 dx (2.3)

für denReal-und

ε   ! ω %/& # 1
π

V.P.

∞,- ∞

ε  (! x%+# 1
x # ω

dx

& # 1
π

V.P.

∞,
0

ε  *! x%�# 1
x # ω

dx # 1
π

V.P.

0,- ∞

ε  (! x%+# 1
x # ω

dx

& # 2
π

V.P.

∞,
0

ω
ε  *! x%+# 1
x2 # ω2 dx (2.4)

für denImagin̈arteilvon ε � .
Fernerkanngezeigtwerden,daßderAusdruck

ε ! iω %+# 1 & 2
π

∞,- ∞

xε   "! x%
x2 . ω2 dx 0 (2.5)

wobei iω Werteauf der positiven Imagin̈arachsesind,einereelleGrößeist. Dieseskannentwederdurch
dasEinsetzenvon ω 1 iω in die Kramers-KronigRelationen(2.3) (2.4) oderdurchdasAuswertendes
Integrales

1
π

∞,- ∞

xε   (! ω %
x2 . ω2 dx 0 (2.6)

einschließlichdesunendlichenHalbkreises,bewiesenwerden.

3siehe[Roo69, Jac75] unddenBemerkungenim AnhangC

4Mit V.P. seiin dieserArbeit, sonichtandersangegeben,derChauchyscheHauptwert(valor principalis)bezeichnet.
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Die Größeε 2"3 ω 4+5 1, diemit derSuszeptibiliẗat χ 3 ω 4�6 χ 273 ω 498 iχ 2 273 ω 4 durchχ 2*3 ω 4�6 ε 2*3 ω 4+5 1 verknüpft
ist, wird dispersiverAnteil, die Größeε 2 2 , alsoder Imagin̈arteil von ε : , wird absorptiverAnteil oderauch
dielektrischerVerlustgenannt[Jac75, Roo69, Ell83].

EsseinochdienichtganzunwichtigeEigenschaftenerwähnt,daßfür ω ; 0 undω ; ∞ sowohl ε 2 alsauch
ε 2 2 konvergieren.Mit ε0 undε∞ seienim folgendendie Null- undHochfrequenzlimitesderDielektrizitäts-
funktionbezeichnet:

lim
ω < 0

ε : 3 ω 4=6 ε0 (2.7)

lim
ω < ∞

ε : 3 ω 4=6 ε∞ > (2.8)

Mit diesenundder(dimensionslosen)komplexenFunktionE : kannjedebeliebigeDielektrizitätsfunktion
durch

ε : 6 ε∞ 8?3 ε0 5 ε∞ 4 E : 3 ω 4A@ (2.9)

also

E : 3 ω 4�6 ε :B3 ω 4+5 ε∞

ε0 5 ε∞
(2.10)

dargestelltwerden,wobei,derVollständigkeit halber, bez̈uglichE : offensichtlichdieLimites

lim
ω < 0

E : 3 ω 4=6 1 (2.11)

lim
ω < ∞

E : 3 ω 4=6 0 (2.12)

gelten.

2.2 Die phänomenologischeDielektrizit ätsfunktion amorpher Sub-
stanzen

Im Jahr1900schlugDrudeseineber̈uhmteTheorieder dielektrischenFestk̈orpervor, welchekurzeZeit
sp̈aterauf Metalle ausgeweitet wordenist [Dru00a, Dru00b]. AmorpheSubstanzenrespektive Gläserih-
rerseitssind nun durchdasVorhandenseinverschiedenerRelaxationszeitencharakterisiert,die ihrerseits
zu denverschiedenstenRelaxationsprozessenkorrespondierenkönnen[Ell83, Zal83]. Dieseslegt nunden
auf demallgemeinenAusdruck(2.9) basierendenphänomenologischenAnsatzzur Verallgemeinerungder
Drude-LenzTheorienahe,die DielektrizitätsfunktionamorpherSubstanzen,insbesonderepolarer Gläser,
durcheineVerteilungsdichtep derRelaxationszeitenτ durchdie folgendenIntergralrelationdarzustellen:

E : 3 ω 4�6 ∞C
0

1
1 5 iτω

p 3 τ 4 dτ > (2.13)

Die Verteilungsichtep mögedie üblichen,anDichtefunktionengestelltenVorausetzungenundEigenschaf-
tenerfüllen,diedawären5:

1. Esgelte:
p 3 τ 4ED 0 F τ GIH > (2.14)

2. p G L1
LOC

3. p 3 τ 4EG L1 3 0 @ ∞ 4
5Bez̈uglich den Eigenschafteneiner Verteilungsdichte,auchWahrscheinlichkeitsdichte genannt,sei beispielweise auf [Str63a]

verwiesen.
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AusdererstenBedingungfolgt sofort,daß J p K τ LMJON p K τ L gilt, undausdenzweifolgendenBedingungenfolgt
die Normierbarkeit von p, derenNorm, im SinneeinerWahrscheinlichkeitsinterpretation,sinnvollerweise
Einsbetragensoll:

∞P
0

p K τ L dτ N 1 Q (2.15)

DieNormierungsbedingungisthiererfüllt, dennsetzenwir in denphänomenologischenAnsatz(2.13)ω N 0
undber̈ucksichtigennoch(2.11)- letztereserhaltenwir auchunmittelbardurchdie Einsetzung- sosehen
wir sofort:

E R+K 0L�N 1 N ∞P
0

p K τ L dτ Q (2.16)

Weiterwerden,wie manausdenBedingungenschonablesenkann,p K τ L undτ alsreelleGrößenvorausge-
setzt.

Oftmals trif ft man jedochin Untersuchungender Dielektrizitätsfunktionnicht die Gleichung(2.13) an,
sonderndiesein ihreReal-undImagin̈arteileaufgespallten[Ell83], wobeioffensichtlichE R N E1 S iE2 sei:

E1 K ω L=N ∞P
0

p K τ L 1
1 S K ωτ L 2 dτ (2.17)

E2 K ω L=N ∞P
0

p K τ L ωτ
1 S K ωτ L 2 dτ Q (2.18)

Alternativ wird auchmanchmaldie GleichungdesRealteils(2.17) in der zu der desImagin̈arteils(2.18)
analogenForm

E1 K ω L�T 1 N Ẽ1 K ω L�N)T ∞P
0

p K τ L ω2τ2

1 S K ωτ L 2 dτ (2.19)

angegeben[Ell83, UT95]. Der Grund für die Zerlegung der Gleichung(2.13) in derenReal- und Ima-
ginärteil ist haupts̈achlich der, daßnur eine der beidenGleichungen(2.17) oder (2.18) numerischoder
analytischbehandeltwird [CC41, DC51,Ell83, UT95].

2.3 Eine Plausibilit ätsbetrachtungzur Integralgleichung

Nehmenwir an, die dielektrischeAntwort desSystemsauf daseinwirkendeelektrischeFeld der FormU
E N U

E0eiωt seiexponentiell,d.h.nachAbschaltendeselektrischenFelds
U
E zerfällt diedurchdieseserzeugte

Polarisation6
U
P K t L nachdenZerfallsgesetzderGestalt

d
U
P K t L
dt

N)T 1
τ
U
P K t LAV (2.20)

worausunmittelbar U
P K t L�N U

P0 exp WXT t
τ Y V (2.21)

alsoeinexponentiellerZerfall, folgt.

6Die Polarisationkannz.B durchLadungs̈ubergangzwischenzweiZusẗandenerzeugtwerden.
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Aus der Gleichung(2.1) folgt nun, nachAusführungder Fourier-LaplaceTransformation7, für die, zu
demPolarisationszerfall (2.21)korrespondierende,DielektrizitätsfunktiondiebekannteDrudeform8 [Jac75,
Roo69]:

1 Z ε []\ ω ^�_ 1
1 Z iωτ ` (2.23)

In amorphenSubstanzenbeobachtetmanabereinenZerfall derPolarisationaP \ t ^ , dervon derexponentiel-
len Form (2.21)starkabweicht9. Eswird nungesagt,daßsichderbeobachtetenicht-exponentielleZerfall
durcheineMittelung übereinzelneBereichedesamorphenSystemsdarstellenläßt,die für sichgenommen
exponentiellzerfallen würden,bzw. daßder nicht-exponentielleZerfall der beobachtetenphysikalischen
GrößeauseinerSuperpositionverschiedenerProzesse,die mit einercharakteristischenZeit τ separatfür
sich exponentiellzerfallen, dargestelltwerdenkann.Beispielsweisewird im Fall einesamorphenHalb-
leitersoderIsolatorsargumentiert,diedielektrischeVerlustewerdendurchdasHin- undZurückhüpfender
ElektronenzwischenzweilokalisiertenStörstellenbewirkt, wobeiletztereräumlichundenergetischzufällig
verteilt sind [Ell83]. Oderim Fall einespolarenGlaseswird die dielektrischeRelaxationdurchDiffusion
der IonenunddurchDipolumorientierungen(von Molekülgruppen)verursacht,wobeibeideProzesseauf-
grundunterschiedlicher(thermaler)Aktivierungsenergienauf verschiedenenZeitskalenablaufen.Dieses
führt unmittelbarauf dasim vorangegangenenKapitel (2.2) eingef̈uhrteKonzeptder Verteilungsfunktion
p \ τ ^ vonRelaxationszeiten(bzw. Korrelationszeiten).Der allgemeineAnsatzfür die Dielektrizizätsfunkti-
on ist somit:

1 Z ε [ \ ω ^�_ ∞b
0

1
1 Z iτω

p \ τ ^ dτ c (2.24)

bzw. im Fall einerallgemeinerenNormierungderDielektrizitätsfunktiondieGleichung(2.13).

DasKonzeptder Verteilungsfunktionvon Relaxationszeitenbzw. von Korrelationszeitenwird gem̈aßden
obigenAusführungenselbstversẗandlichnicht nur im Fall derDielektrizitätsfunktionangesetzt.Allgemein
ist diesebeiderUntersuchungamorpher,abernichtnuramorpher,Substanzeneineoft angewandteMethode
zur BeschreibungderphysikalischenProzessedesSystems.Der allgemeinsteFall einerKorrelationsfunk-
tion dI\ t ^ wird dementsprechendals

dI\ t; α1 c α2 c `e`f` c αn ^�_ ∞b
0

p \ τ; α1 c α2 c `f`e` c αn ^ exp ghZ t
τ i dτ c (2.25)

wobei j αi k einSatzvonn Parameternsei,diedieVerteilungsfunktioncharakterisieren,angesetzt10.

EineweiterevermeintlichunterstreichendeBegründungfür die EinführungeinerVerteilungsfunktionp \ τ ^
ist die, daßgesagtwird, von einemformalenStandpunktauskönnemannicht denFall einerVerteilungs-

7Als Fourier-LaplaceTransformationwird die IntegraltransformationderForm

f̃ l ymon ∞pq ∞

f l xm eq ixy dx r (2.22)

mit x s't undy sEu bezeichnet,diemit derVariablensubstitutions n iy mit derzweiseitigenLaplace-Transformationidentischist.Bei
y sEt ist jeneoffensichtlichmit der(herk̈ommlichen)Fourier-Transformationidentisch,diesomitimmerimplizit im Begriff

”
Fourier-

LaplaceTransformation“ enthaltenseinmöge,wobeiwir aberexplizit daraufhinweisenwerden,wennwir unsaufdie
”
herk̈ommliche“

Fourier-Transformationmit den reellenVariablenbeschr̈anken wollen. In dieserArbeit wollen wir deswegen,soweit nicht anders
erwähnt,die Begriffe

”
Fourier-LaplaceTransformation“ und

”
zweiseitigeLaplace-Transformation“ im wesentlichenals Synonyme

verwenden;sieheauchAnhangB.4.4.3.

8Wir habenhier limω v 0 ε wol ω mon 0 undlimω v ∞ ε wXl ω mxn 1 gesetzt;manbeachtedazuauchGl. (2.10)

9DernichtexponentielleZerfall physikalischerGrößenist generellin amorphenSubstanzenzubeobachtenundgilt selbstversẗand-
lich nicht nur für die Polarisation.Ein weitereswichtigesBeispieleinesintensiv untersuchtennicht-exponentiellen Zerfalls in amor-
phenSubstanzist die Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion [Ell83, Zal83].

10In Kapitel 3.5 werdenwir alsVerallgemeinerungderbisherüblichenModelle ein Modell ausderStatistikfür p vorstellen,das
manzudenallgemeinstenModellen,wennnicht sogardasallgemeinste,für Dichtefunktionenzählenmuß.
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dichte p y τ z , bei der jedesτ für sich einen exponentiellenZerfall charakterisiert,von den einesnicht-
exponentiellenZerfalls unterscheiden[Bec88, Ell83]. Nun ist abergeradedieseformaleBegründungvon
denbishergenanntenam größtenanzweifel-und angreiffbar, da esgeradefür eine formale,mathemati-
scheBetrachtung,nebendeninhärentenKomplikationen,die derAnsatzübereineDichtefunktionmit sich
bringt und in folgendemnochnäherdiskutiertwird, von vornhereinnicht gegebenist, ob mantats̈achlich
sämtlichenicht-exponentiellenZerfälle alseineMittelung überexponentielleZerfälledarstellenkann.Der
Beweisdafür steht,unseresWissenszumindestnach,nochaus.Esseiaberauchbetohnt,daßtrotzdesletz-
tenKritikpunktesnochnichtsüberdie Praktikabiliẗat, undschongarnicht überdenheuristischenNutzen
desAnsatzesausgesagtwird.

TrotzderobigenPlausibiliẗatsbetrachtungenundgeradein Hinblick aufmöglicheKritikpunkte,soll jedoch
nicht vergessenunddeutlichdaraufhingewiesenwerden,daßessichbei derIntegralgleichungderDielek-
trizitätsfunktion(2.13)um einenrein phänomenologischen, odersolltemannicht bessersagen,um einen
reinheuristischen, Ansatzhandelt.

2.4 Zu denanalytischenLösungender Integralgleichung

2.4.1 Vorbemerkung

Bei der(phänomenologischen)Integralrelation(2.13)

E {By ω z�| ∞}
0

1
1 ~ iτω

p y τ z dτ

handeltessichum einelineare Integralgleichung,konkretum eineFredholmscheIntegralgleichungerster
Art11 MankannbeimanchenAutoren,diedie Integralgleichung(2.13)behandeln,denEindruckgewinnen,
daßdiesenicht analytischlösbarsei.Wie wir aberbereitsin [Ros95] undsp̈aterin [KR98] gezeigthaben,
ist demjedochnicht so.Weiter wollen wir unsim folgendenhaupts̈achlichmit der komplexwertigenDi-
elektriziẗatsfunktion,undsomitmit derGleichung(2.13)bescḧaftigen,wohingegenansonsten,wie bereits
erwähnt,zumeistnur der Real-oderImagin̈arteil, alsodie Gleichungen(2.17)und (2.18)betrachtetwer-
den12. Der unbestreitbareVorteil derBehandlungder

”
gesamten“ Gleichung(2.13)liegt in ihrer, aufgrund

derMöglichkeit desHeranziehensderFunktionentheorie,besserenanalytischenHandhabbarkeit.

2.4.2 Die Lösungder Integralgleichung als inverseMellin-T ransformation

Wie wir alsobereitsin [Ros95, KR98] gezeigthaben,ist esmöglich, die Integralgleichung(2.13) formal
unterAnwendungderMellin-Transformationzu lösen,d.h.die Lösungals inverseMellin-Transformation
darzustellen.Im folgendemsoll diesesnochmalkurz dargelegt werden.

Die generelleStrukturderGleichung(2.13)

E {By ω z�| ∞}
0

1
1 ~ iτω

p y τ z dτ

könnenwir in derForm

E { y ω z�| ∞}
0

k y ω � τ z p y τ z dτ | ∞}
0

k y ωτ z p y τ z dτ (2.26)

11KurzeEinführungenin die TheorielinearerIntegralgleichungenfindensichbeispielsweisein [CH68a, Smi88]; für die Theorie
singul̈arerIntegralgleichungenseininsbesonderenochauf [Mus65]hingewiesen.

12siehedazuauch[Ell83, UT95] unddie dortigenReferenzen
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schreiben.Mit anderenWorten,der Integralkernk � ω � τ � derIntegralgleichung(2.13),

k � ω � τ ��� 1
1 � iτω

� (2.27)

hängtvondemProduktderVariablenω undτ ab:k � ω � τ ��� k � ω � τ � .
IntegralgleichungendesTypuses

g � x��� ∞�
0

k � xy� f � y� dy � (2.28)

wie wir siehier vorliegenhaben,könnennunformal durchdie AnwendungderMellin-Transformation�
gelöstwerden[Tit67].

Die Mellin-Transformationist definiertdurch[Doe71, Tit67]:

f̃ � s��� ∞�
0

xs� 1 f � x� dx ����� f � � (2.29)

wobei s ��� gilt. Sie hängtengmit der zweiseitigen Laplace-Transformation� I I zusammen.Durch die
Variablensubstitutionx � e� t erḧalt manunmittelbar13:

f̃ � s��� ∞�
� ∞

e� st f � e� t � dt � ∞�
� ∞

e� st F � t � dt �?� I I � F � (2.30)

UnteranalogenBedingungenwie beiderzweiseitigenLaplace-Transformation,gilt diekomplexeUmkehr-
formel � � 1 � f̃ ��� 1

2πi

c� i∞�
c � i∞

f̃ � s� x� s ds � f � x� (2.31)

Wendenwir dieMellin-Transformationauf die Integralgleichung14 (2.28)an,soerhaltenwir

g̃ � s�=� ∞�
0

xs� 1 dx

∞�
0

k � xy� f � y� dy

� ∞�
0

f � y� dy

∞�
0

k � xy� xs� 1 dx

� ∞�
0

f � y� y� s dy

∞�
0

k � u� us� 1 du

� f̃ � 1 � s� K � s��� (2.34)

Esist alsog̃ dieMellin-TransformiertederFunktiong, f̃ dieMellin-Transformiertevon f undK dieMellin-
TransformiertedesKernsk � xy��� K � u� .

13Wir habenf � e� t �o� F � t � gesetzt.

14Die obigeGleichung(2.28)ist einSpezialfall einerallgemeinerenRelation.Ist eineFunktion f durch

f � x��� xα
∞�

0

ξβ f1 � xξ � f2 � ξ � dξ (2.32)

dargestelltundexistierendie Mellin-TransformationenderbeteiligtenFunktionen,sogilt für die Mellintransformierten:

g � s��� g1 � s � α � g2 � 1 � s � α � β � � (2.33)

Für denBeweisseiauf [Doe71, Tit67, Ros95] verwiesen.
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Die MellintransformiertederLösungist alsodurch

f̃ ¡ s¢'£ g̃ ¡ 1 ¤ s¢
K ¡ 1 ¤ s¢ (2.35)

gegebenunddieLösungderIntegralgleichung(2.28)wird damitzu:

f ¡ x¢�£ 1
2πi

c¥ i∞¦
c § i∞

x§ s g̃ ¡ 1 ¤ s¢
K ¡ 1 ¤ s¢ ds ¨ (2.36)

In unseremFall derIntegralgleichung(2.13)gilt jetzt15

E ©+¡ x¢�£ ∞¦
0

1
1 ¤ ixyª «­¬ ®

k ¯ xy° p ¡ y¢ªx«­¬x®
f ¯ y° dy ¨ (2.38)

Wendenwir jetzt dasebenHergeleitetean,soerhaltenwir sofort:

Ẽ © ¡ s¢'£ ∞¦
0

E ©B¡ x¢ xs§ 1 dx £ p̃ ¡ 1 ¤ s¢ K ¡ s¢²± (2.39)

wobeidieMellintransformiertedesIntegralkernsk sichanalytischzu

K ¡ s¢'£ ∞¦
0

1
1 ¤ ix

xs§ 1 dx £ π ¡ i ¢ s
sin ³ πś

£µ¡ i ¢ s Γ ¡ s¢ Γ ¡ 1 ¤ s¢²± mit 0 ¶¸·º¹ s ¶ 1 (2.40)

berechnenläßt16. HierbeibezeichnetΓ dieEulerscheGammafunktion17. [AS68, EMOT53].

Die Mellin-Transformiertep̃ derVerteilungsfunktionp,

p̃ ¡ s¢�£ ∞¦
0

p ¡ x¢ xs§ 1 dx ¨ (2.42)

ist alsodurch

p̃ ¡ s¢�£ Ẽ © ¡ 1 ¤ s¢
K ¡ 1 ¤ s¢ (2.43)

15Übetragenauf die allgemeinereForm (2.32):

E »o¼ x½�¾ ∞¿
0

1
1 À ixξÁ ÂÄÃ Å

f1 Æ xξ Ç p ¼ ξ ½Á ÂÄÃ Å
f2 Æ ξ Ç dξ È (2.37)

wobeihier α ¾ β ¾ 0 gilt.

16Für dieexplizite BerechnungderMellintransformiertedesIntgralkerns(2.27)unddessenZusammenhangmit derGammafunktion
seiauf [AS68, Doe71, EMOT53,EMOT54, Tit86, Tit67, Ros95] verwiesen.

17Zur Erinnerung:Die GammafunktionΓ ist durch:

Γ ¼ s½o¾ ∞¿
0

tsÉ 1eÉ t dt ÊÌË s Í 0 (2.41)

definiertundsoperdefinitionemdie MellintransformiertevoneÉ t .
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gegeben.Letztendlichkönnenwir dieLösungderIntegralgleichung(2.13)schreibenals:

p Î xÏ/Ð 1
2πi

cÑ i∞Ò
c Ó i∞

xÓ s Ẽ ÔBÎ 1 Õ sÏ
K Î 1 Õ sÏ ds (2.44)

p Î xÏ/Ð 1
2πix

cÑ i∞Ò
c Ó i∞

Ö
i
x × Ó s sin Î πsÏ

π
Ẽ Ô Î sÏ ds Ø (2.45)

Der tiefereGrundfür die Anwendbarkeit derMellin-Transformationbei derLösungder Integralgleichung
ist der, daßessichbeidieserbez̈uglichdieserIntegraltransformation,wie mandeutlichbereitsanderGlei-
chung(2.34)erkennenkann,umeineFaltungsgleichunghandelt[Doe71, Tit67]. DieseFaltungsstrukturdes
phänomenologischenAnsatzeswerdenwir ausnutzen,wennwir in densp̈aterenKapiteln4 ff dieMethoden
zurapproximativenLösungdiskutierenwerden.

Die Dichtefunktion w

Als nächsteswollen wir, durchdie obigeLösung(2.45)der Integralgleichungnahegelegt, denphänome-
nologischenAnsatzetwasumschreiben,wodurchwir bez̈uglich desVariablens

”
elegantere“ Ausdr̈ucke

erhaltenwerden;konkretführenwir alsodieFunktionw als

p Î τ Ï'Ð w Î τ Ï
τ

(2.46)

ein,wodurchdie IntegralgleichungnundieForm

E Ô Î ω Ï�Ð ∞Ò
0

1
1 Õ iτω

w Î τ Ï
τ

dτ (2.47)

annimmt.

Bevor wir unsder Lösungwidmen- die Integralgleichungkönnenwir selbstversẗandlichwiedermit der
Mellin-Transformationlösen- seidasfolgende,nichtganzunwichtigebez̈uglichderFunktionw undderen
Zusammenhangmit derFunktionp, erwähnt:Ù AusderDefinition(2.29)unddenEigenschaftenderMellin-Transformation18 folgt mit derDefinition

(2.46)vonw bez̈uglichderenMellinttransformiertenw̃:

w̃ Î sÏ�Ð ∞Ò
0

xsÓ 1 w Î xÏ dx Ð ∞Ò
0

xsÓ 1 xp Î xÏ dx Ð p̃ Î s Ú 1Ï²Ø (2.48)

Die Transformiertenunterscheidensichalsonurbez̈uglichihresArgumentesundnicht in ihrergrund-
legendenfunktionalenForm19; p und w sind alsobez̈uglich der Mellin-Transformationidentische
Funktionen,waswir auchdirekt an denLösungen(2.44) respektive (2.45) und vorweggenommen
(2.50)ablesenkönnen.Ù Ist p eineDichtefunktion,so ist (offensichtlich)w eineauf einerlogarithmischenSkalarmessende
Dichtefunktion,dennesgilt:

∞Ò
0

p Î τ Ï dτ Ð ∞Ò
0

w Î τ Ï
τ

dτ Ð ∞Ò
Ó ∞

w Î τ Ï d lnτ Ð 1

18siehe[Doe71, Tit67]

19Esgilt allgemein:
∞Û
0

xsÜ 1 xa f Ý xÞ dx ß f̃ Ý s à aÞ .
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Der zur Integralgleichung(2.47) im Fourier-Laplace-respektive Mellin-Raum20 korrespondierendeAus-
druckist nun,analogzur Gleichung(2.39),

Ẽ á+â sã�ä w̃ âeå sã K â sãAæ (2.49)

worausalsLösungsomitunmittelbar

w â τ ã'ä 1
2πi

cç i∞è
c é i∞

τ é s Ẽ á âeå sã
K âeå sã ds æ (2.50)

oderwennwir denAusdruck(2.40)für K einsetzen,

w â τ ã�ä 1
2πi

cç i∞è
c é i∞ ê i

τ ë é s sin â πsã
π

Ẽ á â sã ds æ (2.51)

folgt. Wir sehenhier nochmaldeutlich:Die (approximative) Bestimmungder Funktionw ist alsovöllig
äquivalentzur BestimmungderDichte p.

An denGleichungen(2.45)und(2.51)könnenwir übrigensdeneigentlichenGrundfür dieEinführungder
Funktionw ablesen:die inverseMellin-Transformationkönnenwir bez̈uglich derenVariablens in der für
diesegebr̈auchlichen,symmetrischenForm schreiben,im Gegensatzzu denentsprechendenDarstellungen
für p. Substituierenwir nochτ̄ ä 1 ì τ undschreibenw̄ â τ̄ ã , soerhaltenwir demzufolgedenAusdruck:

w̄ â τ̄ ã�ä 1
2πi

cç i∞è
c é i∞

τ̄ é s Ẽ á+â sã
K â sã ds (2.52)

alsodenfür die inverseMellin-Transformation̈ublichen.

Im weiterendieserArbeit werdenwir sowohl die Funktion p alsauchw verwenden,je nachdem,welche
demGegenstandderBetrachtungenangemessenererscheint.

2.4.3 Real-und Imaginärteil der Integralgleichung

Wie wir bereitsamAnfangim Abschnitt2.2 erwähnthaben,wird oftmalsin derLiteraturnicht die kom-
plexwertigeIntegralgleichung(2.13)derreellenVariablenω undτ eingef̈uhrtundbehandelt,sondernderen
Real-(2.17)undderenImagin̈arteil (2.18)werdenalseingensẗandigeIntegralgleichungaufgefaßtundent-
sprechnduntersucht.Esist nunsowohl von theoretischeralsauchvon praktischerSeitehernützlich,diese
beidenIntegralgleichungenzu betrachten.Schreibenwir diesemit der Funktionw nochmalsauf, wobei
naẗurlich E á ä E1 í iE2 sei:

E1 â ω ã/ä ∞è
0

k1 â ωτ ã w â τ ã dτ
τ

(2.53)

E2 â ω ã/ä ∞è
0

k2 â ωτ ã w â τ ã dτ
τ

æ (2.54)

(2.55)

20Tats̈achlich handeltessich vorweggenommenbei denFourier-Laplace-und denMellin-Raum um die gleichenRäume;siehe
[Doe71, Tit67].
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mit denIntegralkernen

k1 î ωτ ï/ð 1
1 ñ î ωτ ï 2 (2.56)

und k2 î ωτ ï/ð ωτ
1 ñ î ωτ ï 2 ò (2.57)

Wir sehensofort:
k2 î xï�ð x k1 î xïAó (2.58)

einebez̈uglichderMellin-TransformationsehrwichtigeEigenschaft,derentiefererGrundin denKramers-
Kronig Relationenliegt, diedie Integralkerneerfüllen21.

Die Integralgleichungen(2.53)und (2.55) lassensich jetzt formal analogzur Integralgleichung(2.13)re-
spektive (2.47)mit Hilfe derMellin-Transformationlösen,unddie zu diesenim Mellin-Raumkorrespon-
dierendenGleichungenlautenjetzt:

Ẽ1 î sï²ð K1 î sï w̃ îeô sï (2.59)

und Ẽ2 î sï²ð K2 î sï w̃ îeô sïõó (2.60)

womit wir dieLösungen(formal) sofortzu

w î xï/ð 1
2πi

cö i∞÷
c ø i∞

xø s Ẽ1 î$ô sï
K1 î$ô sï ds (2.61)

und w î xï/ð 1
2πi

cö i∞÷
c ø i∞

xø s Ẽ2 î$ô sï
K2 î$ô sï ds (2.62)

angebenkönnen.

ZwischendenMellintransformiertender Integralkernegilt nun,analogzu denDichtenp undw, aufgrund
derBeziehung(2.58)derfolgendeZusammenhang:

K2 î sï/ð ∞÷
0

xsø 1 k2 î xï dx

ð ∞÷
0

xsø 1 xk1 î xï dx ó
also

K2 î sï�ð K1 î s ñ 1ï ò (2.63)

Die Mellintransformiertender IntegralkernederReal-undImagin̈arteilintegralgleichungensindbez̈uglich
ihrergrundlegendenfunktionalenForm identisch,sieunterscheidensich

”
nur“ in ihrenArgumenten.Diese

könnenjetzt,analogzumIntegralkern(2.27),analytischberechnetwerdenzu22:

K1 î sï=ð 1
2

π
sin ù 12πsú 0 ûýüºþ s û 2 (2.64)

K2 î sï=ð 1
2

π
sin ù 12π î s ñ 1ïeú ô 1 û¸üºþ s û 1 ò (2.65)

21sieheGleichungen(2.3) und (2.4) und die allgemeinenEigenschaftender Dielektriziẗatsfunktionunktion, beispielsweisein
[AM76, Jac75] dargestellt.

22Für Detailsder Rechnungen,die übrigensmethodischidentischmit der Berechnungder Mellintransformiertendeskomplexne
Integralkernsist, seiwiederauf [Doe71, Tit67, EMOT53] verwiesen.
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Wie ausdenGleichungen(2.59)und(2.58)unmittelbarabzulesenist, gilt:

K1 ÿ s�
K2 ÿ s��� Ẽ1 ÿ s�

Ẽ2 ÿ s� � (2.66)

Mit denobigenexpliziten Ausdr̈ucken für K1 und K2 könnenwir diesesVerḧaltnis bestimmen,und wir
erhalten:

K1 ÿ s�
K2 ÿ s��� K1 ÿ s�

K1 ÿ s � 1��� sin � 12π ÿ s � 1���
sin � 12πs� � cos � 12πs�

sin � 12πs� 	
alsoabschließend

K1 ÿ s�
K2 ÿ s�
� Ẽ1 ÿ s�

Ẽ2 ÿ s� � cot � 1
2

πs� (2.67)

bzw.
K2 ÿ s�
K1 ÿ s� � Ẽ2 ÿ s�

Ẽ1 ÿ s� � tan � 1
2

πs� (2.68)

mit 0 
���� s 
 1.

Auch wennesausderbisherigenAbleitungdesVerḧaltnisses(2.67)respektive (2.68),nicht abzulesenist,
soist dieseseinedirekteKonsequenzderKramers-KronigRelationenundsomit letztlich derKausaliẗat23.
Mit anderenWortenbedeutetdieses,daßdasVerḧaltnisderMellintransformiertenvonFunktionen,dieden
Kramers-KronigRelationengen̈ugen,durchdenAusdruck(2.67)respektive (2.68)gegebenist; diesesist
in diesemSinneeine

”
universelle“ EigenschaftsolcherFunktionen,diewir im AnhangC beweisenwerden.

Esist auchnichtverwunderlich,daßdieMellintransformiertenderdenKramers-KronigRelationengen̈ugen-
denFunktioneneinem

”
universellen“ Verḧaltnis gen̈ugen.Zum einenkönnenwir, in einembestimmten

Sinn, (2.67)und (2.68)als die Mellintransformierteder Kerneder Kramers-KronigRelationen(2.3) und
(2.4) interpretierenund zwar insofern,als daßdiesebeidenGleichungendie in denMellin-Raumüber-
setztenKramers-KronigRelationensind.Zumanderenist einewichtigeInterpretationderKramers-Kronig
Relationengeradedie, wennwir entwederdenReal-oderdenImagin̈arteil dieserFunktionenvollständig
kennen,daßwir danndie gesamtekomplexe Funktionkennen.Mit der vollständigenKenntnisdesReal-
oderdesImagin̈arteilsder Dielektrizitätsfunktionwürdenwir alsodie gesamteFunktionkennen.Dieses
mußsich im Mellin-Raumentsprechendin ein

”
universelles“ Verḧaltnisder Transformiertenausdr̈ucken:

kennenwir die MellintransformiertedesReal-oderdesImagin̈arteilsexakt, sokennenwir ebensodie an-
dereTransformiertebzw. als Konsequenzdie Transformierteder gesamten,komplexen Funktion.Dieses
bedeutetnunbei einernur approximativenKenntnisvon Real-und Imagin̈arteil einerderartigenFunktion
theoretisch24, daßdie Abweichungvon demVerḧaltnis(2.67)respektive (2.68)derMellintransformierten
alsMaßderapproximativenKenntnisgenommenwerdenkann.

Betrachtenwir jetzt, bevor wir die Untersuchungenzur komplexwertigenIntergralgleichung(2.13) wei-
terführen,die Integralgleichung desImaginärteils, Gleichung(2.55),etwasgenauer. Deren,als inverse
Mellin-Transformationdargestellte,Lösungist, nochmalszusammengefaßt:

w ÿ x� � 1
2πi

c� i∞�
c � i∞

x� s Ẽ2 ÿ�� s�
K2 ÿ�� s� ds (2.69)

� 1
2πi

c� i∞�
c � i∞

x� s 2
π

cos � 1
2

πs� Ẽ2 ÿ s� ds mit � 1 
���� s 
 1 � (2.70)

23Kausaliẗat mußhier richtig alsAusdruckeinesKonnex zwischeneinemsteuerbarenFaktorundseinemEffekt verstandenwerden;
sieheauchAnhangC

24Esist aufgrunddernumerischenArtefaktenicht sinnvoll, die Mellin-Transformationapproximativ bekannterFunktionennume-
rischauszuf̈uhrenundanschließenddasVerḧaltnisderTransformiertenzubilden[Doe71].
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Aus derTheoriederzweiseitigen(Fourier-)Laplace-undder Mellin-Tranformation25 folgt jetzt: Existiert
daskomplexeIntegral(2.69)bzw. (2.70)im SinnederkomplexenUmkehrformelderMellin-Transformation,
soist w unabḧangigvonc ����� s. Darausfolgt dannsofort,daßwir in (2.69)bzw. (2.70)auchvonvornher-
ein ��� s � 0 setzendürfen,die Funktionw alsoentsprechendebensodurch

w � x��� 1
2π

∞� ∞

2
π

cos ! 1
2

πiω " Ẽ2 ��# iω � x
 iω dω $ (2.71)

mit s � c % iω, darstellbarist. Führenwir nun in (2.71) die Substitutionenx � e
 t , w � e t �&� W � t � und

Ẽ2 � iω �(' Ẽ2 � ω � durchunderinnernunsandieFormelcos� iz��� cosh� z� , soerhaltenwir letztendlich:

W � t �)� 1
2π

∞� ∞

2
π

cosh ! 1
2

πω " Ẽ2 ��# ω � eiωt dω * (2.72)

Offensichtlichhabenwir dieLösungderIntegralgleichung(2.55)jetzt alsinverseFourier-
Transformation,Ẽ2 ist nichtsweiter als die Fouriertranformiertebez̈uglich der Variablent der Funktion
E2 � e t � , ausdr̈uckenkönnen.Mit anderenWortenbedeutetdieses,daßwir die IntegralgleichungdesIma-
ginärteilsebensodurch dieAnwendungder Fourier-Transfortmationlösenkönnen.

DieLösbarkeitderIntegralgleichung(2.55)durchAnwendungderFourier-Transformationläßtsichnaẗurlich
schonanjenerselbstzeigen26. Wir erkennendiesessofort,indemwir die Variablensubstitutionenω � e

 t

undτ � e
 t0 in (2.55)durchf̈uhrenunddementsprechenddie Funktionenw, k2 undE2 tranformieren,also

E2 � e t �(' Ē2 � t � , w � e t �)' W � t � undk2 � e t �)' K � t � , sodaßwir denAusdruck

Ē2 � t0 �(� ∞� ∞

W � t � K � t % t0 � dt (2.73)

erhalten.Wendenwir auf(2.73)jetztanschließenddieFourier-TransformationundeinendererFaltungss̈atze27

an,soerhaltenwir unmittelbarwiederdenAusdruck(2.72).

Wir wollen aberdaraufhinweisen,daßsichnurdie LösungderInteralgleichungdesImagin̈arteilsauchals
inverseFourier-Transformationdarstellenläßt,dennnur für denentsprechendtransformiertenIntegralkern
dieserGleichungexisitiert die Fourier-Transformation.Würdenwir in der komplexwertigenIntegralglei-
chung(2.47)und in der IntegralgleichungdesRealteils,Gleichung(2.53),die analogeVariablensubstitu-
tionen,und die entsprechendenTransformationender Funktionen,durchf̈uhren,so werdewir feststellen,
daßdie Fourier-TransformationdersotransformiertenIntegralkernenur für komplexeω-Werte,alsowenn
in der Fourier-Transformationiω ' iz � s +-, gesetztwird, konvergiert, wobei dann0 ./��� s . 1 für
die TransformiertedesKernsder komplexwertigenund 0 .0��� s . 2 für die TransformiertedesKerns
derRealteilgleichunggilt. Wir hättendannletztlich sogarnur die Lösung,dargestelltdurchdie komplexe
Umkehrformel,alsodie Mellintransformierte(2.40)und (2.65)derbetreffendenoriginalenIntegralkerne,
reproduziert28.

Wir werdenim weiteren,insbesonderebez̈uglich allgemeinerEigenschaften,naẗurlich haupts̈achlichnur
die komplexwertigeIntegralgleichung(2.13)bzw. (2.47)betrachten- die Real-und Imagin̈arteilgleichun-
genkönnenschonallein aufgrundderenZusammenhanges̈uberdie Kramers-KronigRelationennur die

25siehe[Doe71, Tit67]

26Historischwar esauchso,daßCOLE undDAVIDSON in [DC51] die nachihnenbenannteDichteauf derBasisder Integralglei-
chungdesImagin̈arteilsdurchdie AnwendungderFourier-Transformationberechnethaben- alsobereitseinedesAusdrucks(2.72)
entsprechendenDarstellungderLösungals inverseFourier-Tranformationangewandthabe;sieheauchdie Bemerkungim Abschnitt
3.3auf Seite35.

27siehewiederum[Doe71, Tit67]

28Tats̈achlichbedeutet,wie bereitserwähnt,in derMellin-TransformationdieVariablensubstitutionderFormx 1 e2 t eineTransfor-
mationauf die zweiseitigeLaplace-Transformation,die ausnunoffensichtlichenGründenauchalsFourrier-LaplaceTransformation
bezeichnetwird; siehedazuauchdie Bemerkungenauf Seite13f und[Doe71, Tit67].



20 KAPITEL 2. DIE INTEGRALGLEICHUNGDERDIELEKTRIZIT ÄTSFUNKTION

selbenEigenschaftenwie die gesamte,komplexwertigeGleichungbesitzen- understbei dernumerischen
Behandlungexplizit auf die IntegralgleichungendesReal-unddesImagin̈arteilszurückkommen29.

2.4.4 Eine weitere analytischeLösungder Integralgleichung

Nebender analytischen,formalenLösung(2.44) bzw. (2.45) der Integralgleichung(2.13) in Termender
Mellin-Transformation,könnenwir eine weiter Lösungangeben[KR98, Ros95],die eine der wichtig-
stenEigenschaftender Integralgleichungoffenbart.Aufgrund der analytischenEigenschaftender Dielek-
trizitätsfunktion30 ε 3 könnenwir dieanfänglicheIntegralgleichung(2.13)umschreibenzu:

1
ω

E 354 i
ω 687 ∞9

0

p : τ ; 1
τ < ω

dτ = (2.74)

alsoauf eineGleichungderForm31:

g : x; 7 ∞9
0

f : y; 1
x < y

dy > (2.75)

Setzenwir x 7 eξ = y 7 eη undweiterψ : ξ ; 7 e
1
2ξ g : eξ ;?= φ : ξ ; 7 e

1
2ξ f : eξ ; , sogehtdieGleichung(2.75)über

in:

ψ : ξ ; 7 ∞9@ ∞

φ : η ;
2coshA 1

2 : ξ B η ;DC dη (2.76)

ψ : ξ ; 7 ∞9@ ∞

φ : η ; k : ξ B η ; dη > (2.77)

Wie nun wohlbekanntist, könnenIntegralgleichungenvom Faltungstypder Form (2.75)bzw. (2.77)mit
Hilfe derFourier-Transformationgelöstwerden[Tit67]. Die formalanalytischeLösungist durch32

φ : ξ ; 7 1

π E 2π

∞9@ ∞

Ψ : u; coshπu eiξu du

7 1: 2π ; 3F 2 ∞9@ ∞

Ψ : u;HG ei I ξ J iπ K u < ei I ξ @ iπ K u L du

7 1
2π M ψ : ξ < iπ ;N< ψ : ξ B iπ ;?O = (2.78)

oderumgeschriebenauf dieurspr̈unglichenFunktionen

f : x; 7 i
2π
A g : xeiπ ;PB g : xe

@ iπ ; C = (2.79)

gegeben.Darausfolgt für dieLösungderIntegralgleichung(2.74):

p : x; 7 i
2πx Q E 3 4 i

x
eiπ 6 B E 3 4 i

x
e
@ iπ 6SR > (2.80)

29Nachdemwir die Integralgleichung(2.13) respektive (2.47)gel̈ost haben,könnenesnur numerischeGründesein,die einege-
trennteUntersuchungvonReal-undImagin̈arteil rechtfertigen.

30sieheKapitel 2.1

31IntegralgleichungenderGestalt(2.75)werdenStieltjes’sche Integralgleichunggenannt.

32Mit Ψ T uU ist die FouriertransformiertederFunktionψ T ξ U bezeichnet.
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Die Lösung(2.80)derIntegralgleichung(2.74)stellt p alsSprungdeslängsdernegativenimaginärenAch-
se liegendenVerzweigungsschnitts der FunktionE V dar. Offensichtlichbeinhaltetdie Lösung(2.80) die
Notwendigkeit eineranalytischenFortsetzungbzw. Fortsetzbarkeit dervorgegebenenFunktionE V 33. Nach
demChauchyschenIntegralsatz[BS76,Tit86] könnenwir bekanntlichdie FunktionE V analytischin die
komplexe,undinsbesonderein die untere,Zahlenebenez fortsetzen,indemwir das(komplexe)Kurvenin-
tegral

E VPW zX(Y 1
2πi Z

Γ

E V W ω X
ω [ z

dω (2.81)

längsderKurveΓ, diedienegativeimagin̈areAchseausschließt,auswerten.Im Fall eineranalytischenDar-
stellungder FunktionE V wärediesessicherlichprinzipiel möglich, dochwennsie unsdurchMessungen
bekanntist, dannkennenwir dieFunktionE V nur numerisch diskretauf derpositivenreellenAchse! Selbst
wennwir aufgrundderSymmetrieeigenschaftenderDielektrizitätsfunktion34 ε V dieseauf die negative re-
ellen Achseerweitern,könntenwir die FunktionE V höchstensin die oberekomplexe Halbebenapproxi-
mativ analytischfortsetzen.Desweiterengeḧort die (numerische)analytischeFortsetzungeinerFunktion,
die nur an diskretenStellender komplexen Zahlenebenebekanntist, zu den bis heutenicht zufrieden-
stellendgelöstenProblemen35, denndasProblemderanalytischeFortsetzungeinerFunktion,ebensowie
FredholmscheIntegralgleichungenersterArt, geḧort zu densogenanntenschlecht gestelltenProblemen36.
Für eineauf MeßdatenbasierendenumerischeAuswertungzur BestimmungderVerteilungsfunktionp ist
die Lösung(2.80)derIntegralgleichung(2.74)somitnicht anwendbar, weistaber, wie wir soebengesehen
haben,einefundamentaleEigenschaftdesphänomenologischenAnsatzesauf:

In dieLösungderIntegralgleichung(2.13)ist die analytsicheFortsetzungrespektivedieanalytische
Fortsetzbarkeit derFunktionE V involviert!

2.4.5 Der ZusammenhangzwischendenanalytischenLösungen

Im folgendensoll die Beziehung,in der die formal analytischenLösungen(2.44) und (2.80) der Inte-
gralgleichung(2.13)zueinanderstehen,kurz aufgezeigtwerden.Da wir diesesbereitsin [KR98, Ros95]
durchgef̈uhrthaben,soll hier einekurzeSkizzierungfolgen.

Betrachtenwir dazudieLösung,dargestelltalsinverseMellin-Transformation(2.45):

p W xX(Y 1
2πix

c\ i∞]
c ^ i∞ _ i

x ` ^ s sin W πsX
π

Ẽ V W sX ds a (2.82)

Wie wir sp̈aterim Kapitel 2.5kurzerwähnenwerden,dürfenwir, wennwir hier

Ẽ V W sX(Y ∞]
0

E VPW ω X ωŝ 1 ds (2.83)

in dieLösung(2.82)einsetzen,aufgrundderNicht-ExistenzderinversenMellin-
TransformationderFunktionK W sX ^ 1 die Integrationsreihenfolgenicht vertauschen.Um die inverseMellin-
Transformationtrotzdemdurchf̈uhrenzukönnen,brauchenwir dieanalytischenEigenschaftenderFunktion

33siehedazuauchKapitel 2.4.5unddie AusführungenundBemerkungenin [Tit67].

34sieheKapitel 2.1
35AusderFunktionentheoriefolgt, daßdieseseindeutignicht möglich ist [BS76, Lav67, Tit86]. WennvonderanalytischenFortset-

zungeinernurandiskretenPunktenbekanntenFunktiondieRedeist, soist damiteinekontrollierteApproximationandie theoretisch
analytischFortgesetztengedacht,die manerhaltenwürde,wenndie fortzusetzendeFunktiontheoretisch,exakt bekanntseinwürde.
DasProblemederanalytischenFortsetzungwird beispielsweisein denBuchvon LAVRENTIEV [Lav67] ausf̈uhrlicherbehandelt.

36DasKonzeptdes
”
gutgestellten“ Problems,die

”
schlechtgestellten“ Problemesindüberdiesesnegativ definiert,unddieBehand-

lung
”
schlechtgestellter“ Problemesollenausf̈uhrlich im Kapitel 4 behandeltwerden.
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Ẽ b . Die analytischeFortsetzungderFunktionE b in diekomplexeEbeneunterderAusnahmedernegativen
imagin̈arenAchseist durch

E bdc ze�f 1
2πi g

Γ

E b c ω hie
ω hDj z

dω h (2.84)

gegeben[BS76, Tit86]. Für denWeg links um die negative imagin̈arenAchseherum,Γ mögediesegegen

denUhrzeigersinnumlaufen,erhaltenwir ω hkf ei 3π
2 y, für denWeg rechtsherumentsprechendω hlf em i π

2 y.
Auf derreellenAchseist z f ω undweiterω hnf j iy, worausalsoω hnf j i∞ ˆf y f ∞ folgt. Für E b erhalten
wir dadurchdieDarstellung:

E bdc ω e(f 1
2π

0o
∞

dy
E bqp yei 3π

2 r j E bsp yem i π
2 r

iy t ω u (2.85)

Für dieMellintransformierteẼ b ergibt sichdaraus:

Ẽ b c sevf 1
2π

0o
∞

dy w E bl c ye j E br c ye�x ∞o
0

dω ωsm 1 1
iy t ω

f 1
2π

0o
∞

dy w E bl c ye j E br c ye x π c iy e sm 1 1
sin y πszHu (2.86)

Hierbei bezeichnenE bl c ye die Funktion links und E br c ye die Funktion rechtsvom Verzweigungsschnitt.
Setzenwir diesesErgebnisin (2.82)ein,erhaltenwir:

p c xe(f 1c 2π e 2 c{ i∞o
c m i∞

ds

0o
∞

dy c E bl c ye j E br c ye|e c yxe~} sm 1� u (2.87)

Erstjetzt dürfenwir die inverseMellin-Transformationdurchf̈uhren:

1
2πi

c{ i∞o
c m i∞

ds c xye sm 1 f c xye c m 1δ c ln c xye�e
f 1��� ∂ ln } xy�

∂y

���
y� 1

x

δ � y j 1
x �f yδ � y j 1

x � f 1
x

δ � y j 1
x �

Ausall demfolgt letztlich für p:

p c xe(f i
2πx � E b � i

x
eiπ � j E b � i

x
em iπ ��� (2.88)

Wir habensomitdie ÄquivalenzderLösung(2.44)mit derLösung(2.80)gezeigt.

Aufgrund jenerÄquivalenzkönnenwir jetzt notwendigeund hinreichendeBedingungenfür die Existenz
einerLösungin L2 c j ∞ � ∞ e derIntegralgleichung(2.74)bzw. (2.75),undsomitauchderGleichung(2.13),
angeben.Esgilt der37

37DerBeweisdesSatzesist in [Tit67] zufindenundgilt urspr̈unglichfür Stieltjes’scheIntegralgleichungen(2.75).Somithättenwir
ihn schonim Kapitel 2.4.4angebenkönnen.
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Satz2.1
Esseiψ � ξ ��� e� 1

2ξ E ��� ie� ξ � . NotwendigeundhinreichendeBedingungdafür, daßdie LösungderGlei-

chung(2.80)zuL2 ��� ∞ � ∞ � geḧort, ist, daßψ � z� einefür � π � y � π analytischeFunktionist unddaß

∞�� ∞ �ψ � x � iy � � 2 dy � K (2.89)

gilt.

DenZusammenhangzwischendenLösungenabschließend,wollen wir daraufhinweisen,daßdie Äquiva-
lenz der Lösungen(direkte)Konsequenzenbez̈uglich denEigenschaftender Integralgleichungzur Folge
hat.Diesewerdenwir im nunnachfolgendenAbschnitt2.5näherbetrachten.

2.5 Eigenschaftender Integralgleichung

Wendenwir uns,bevor wir einigeder gel̈aufigstenModelle für E � undderenDichten p diskutieren,nun
dengenerellenEigenschaftender Integralgleichung(2.13)derDielektrizitätsfunktioneinesamorphenSy-
stemsundderenLösung(2.44)bzw. (2.45)repsektive (2.80)zu.Wie wir bereitsim Kapitel 2.4.2erwähnt
haben,handeltessichbeidergrundlegendenStrukturderIntegralgleichung(2.13)umdieeinesFaltungsin-
tegrals38. Gel̈aufigerundbekanntersindFredholmschenIntegralgleichungersterArt vom Faltungstypder
allgemeinenForm

g � x�)� ∞�� ∞

k � x � y� f � y� dy � (2.90)

dieunterAnwendungderFourier-Transformationgelöstwerdenkann.NachdemFaltungssatzderFourier-
Transformation[Doe71, Smi88] gilt für die im FourierraumzumFaltungsintegralkorrespondierendeGlei-
chung:

g̃ � ω �(� k̃ � ω � f̃ � ω ��� (2.91)

dieLösung(im urspr̈unglichenRaum)alsounmittelbarvia Rücktransformationdarstellbarist:

f � x�s� 1
2π

∞�� ∞

g̃ � ω �
k̃ � ω � eiωx dω � (2.92)

Im vorliegendenFall der Integralgleichung(2.13)könnenwir derenLösungim Mellin-Raum(2.43)bzw.
(2.39)analogzuobenangeben:

f̃ � s�(� g̃ � 1 � s�
K � 1 � s� bzw. g̃ � s�(� f̃ � 1 � s� K � s��� (2.93)

Darausfolgt eineschonerwähntewichtigeEigenschaft39 :

Bez̈uglichderMellin-TransformationhandeltessichbeidemphänomenologischenAnsatz(2.13)um eine
(spezielleForm)derMellinschenFaltungsgleichung!

38sieheauchdieAusführungenim Kapitel5.3unddieDarstellungenzuFaltungsintegralenundIntegraltransformationenin [Doe71,
Smi88,Tit67]

39DerFaltungscharakterläßtsichauchdirektanderIntegralgleichung(2.13)erkennen,indemmandieVariablensubstitutionω � e� t

undτ � et0 durchf̈uhrt undsomitvon derAnwendbarkeit derMellin- auf die der(zweiseitigen)Fourier-LaplaceTransformationum-
schreibt.Man erḧalt danndie gel̈aufigereForm (2.92)einesFaltungsintegrales.Bez̈uglich desBegriffs des

”
MellinschenFaltungsin-

tegrals“ seijetzt schoneinmalauf [Doe71, Tit67] verwiesen.
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Betrachtenwir weiterdie Lösung(2.44).Setzenwir in diesedenAusdruckfür die Mellin-Transformierte
Ẽ, soerhaltenwir sofort:

τp � τ ��� ∞�
0

dω
ω

E  ¡� ω � 1
2πi

c¢ i∞�
c £ i∞

ds ¤ i
ωτ ¥ £ s

K £ 1 � s�§¦ (2.94)

Aus derGleichung(2.94)könnenwir zwar wiederumdenFaltungscharakterder Integralgleichung(2.13)
ablesenundmanist jetzt geneigtzu sagen,zur BerechnungderLösungder Integralgleichung(2.13)brau-
chenwir nur das

”
Faltungsintegral“ (2.94) auszuwerten,doch man darf nicht vergessendie Fragenzu

prüfen, ob zum einendie Vertauschungder Integrationsreihenfolgen,wie sie vorgenommenworden ist
um auf die Gleichung(2.94)zu kommen,überhauptnachdenSatzvon FUBINI gerechtfertigtist und ob
zumanderenbei einerKonvergenzder jeweils auftretendenIntegrale,die eineinversenTransformationen
repr̈asentierensollen,dieseüberhauptals inverseTransformationenanzusehensind40. Betrachtenwir zu
diesemZweckdasasymptotischeVerhaltenderMellintransformiertenK � s� (2.40)desIntegralkernsk � ωτ � .

K � s�¨� πis

sin © πsª� 2πi ei π
2 s 1

eiπs « e£ iπs ¦ (2.95)

Für dieobereGrenzederinversenMellintransformation(2.31)s ¬ i∞, welchemit demGrenzfall is ¬ « ∞
in (2.95)äquivalentist, erhaltenwir:

K � s�(¬ 2πi
e£ ∆

2

e£ ∆ « e∆ ¬ e£ 3
2∆ mit ∆ ¬ ∞ ; (2.96)

für dieuntereGrenzes ¬ « i∞, die äquivalentist mit is ¬ ∞, erhaltenwir entsprechend:

K � s�(¬ 2πi
e

∆
2

e∆ « e£ ∆ ¬ e£ ∆
2 ¦ (2.97)

Darausfolgt eineweiterwesentlicheEigenschaftdesphänomenologischenAnsatzes(2.13):

Die reziprokeFunktionK £ 1 � s� derMellintransformiertendesIntegralkernsweisteineexponentille
DivergenzandenGrenzenderinversenMellintransformation(2.31)auf41!

1
K � s� ¬®­ e

3
2∆ für s ¬ i∞
e

∆
2 für s ¬ « i∞

¦ (2.98)

AufgrunddiesesasymptotischenVerhaltens(2.98)derMellintransformiertenK � s� (2.40)desIntegralkerns
ist esnicht möglich, die Lösungder Integralgleichung(2.13) nachdem

”
Faltungsintegral“ (2.94) zu be-

stimmen.Wie sich jedochzeigenwird, kanndieseGleichungprinzipiell in einermodifiziertenForm zur
BestimmungeinerapproximativenLösungderIntegralgleichungherangezogenwerden42.

40Die letzteFrageist selbstbei einerVertauschbarkeit der IntegrationsreihenfolgeaufgrundderKonvergenzbeiderIntegralenoch
nicht unbedingtgekl̈art. Dennselbstwennein Integral, dasformal eineinverseIntegraltransformationdarstellt,existiert, sobedeutet
dies jedochnicht, dasdasErgebnistats̈achlich als eine Inversionder Integraltransformiertenbetrachtetwerdenkann,also die zu
(invers-)transformierendeFunktionunddaserhalteneErgebnisnichtdurchdieIntegraltransformationreziprokverkn̈upft sind[Doe71,
Tit67].

41Wie DOETSCH in [Doe71] und T I TCHMARSH in [Tit67] beispielsweisesehrscḧon darlegen,mußdie Reziproke einerFourier-
LaplaceTransformiertenrespektive einerMellintransformiertenandenIntegralgrenzender inversenTransformationein divergentes
Verhaltenaufweisen.Diesesist übrigens,im Fall derFourier-Transformation,einedirekteKonsequenzdesRIEMANN-LEBESGUEN

Lemmas.

42sieheAbschnitt5.3
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Als nächstessoll, obwohl wir diesesschonin [Ros95] ausf̈uhrlich dagelegt haben,esaberfür die nach-
folgendenUntersuchungenvon größterBedeutungist, dieFragegekl̈artwerden,welcheEigenschaftendie
gesuchteFunktionp bzw. derenMellin-Transformierteñp ¯ s°P± Ẽ ²P¯ 1 ³ s°|´ K ¯ 1 ³ s° , undsomitauchimplizit
dieFunktionenk undE ² respektivederenMellintransformierten,besitzenmuß,damitdasIntegralderGlei-
chung(2.44)bzw. (2.45)tats̈achlicheineinverseMellin-Transformationundsomitaucheine(analytische)
Lösungder Integralgleichung(2.13)darstellt.Wir gebenjetzt nocheinmalweitestgehenddie Darlegungen
aus[Ros95] wieder.

EsseienfolgendeAnnahmenbez̈uglichderVerteilungsfunktionp gemacht:Die in diekomplexeEbenefort-
gesetzteFunktionp ¯ τ °¶µ p ¯ z° (z ± ρeiϑ ° seiin einemWinkelraumϑ1 · ϑ · ϑ2 mit eventuellemAusschluß
desNullpunktesanalytisch.Da für dieFunktionp aufgrundihrerEigenschaftenalsVerteilungsfunktion

p ¸ L1 und p ¸ L1
LOC

gelte43, solltedie folgendeAbscḧatzunggültig sein:¹
p ¯ z° ¹ · Cρ º x1 für ρ · 1¹
p ¯ z° ¹ · Cρ º x2 für ρ » 1 (2.99)

mit x1 ¼ x2 und einer(im wesentlichen)beliebigenKonstantenC. Im Fall der Verteilungsdichtep sollte
alsoebensox1 ¼ 1 undx2 » 1 gelten.Gilt die Abscḧatzung(2.99),danngeḧort die Funktion p ¯ z° zu der
Klasse½ vonFunktionen,dievia Mellin-Transformationwechselseitigmit derKlasse¾ vonFunktionenin
einereineindeutigenWeiseverbundenist44. Für dieFunktionenderKlasse¾ bzw. für dieKlassegilt:

Die Funktioneng̃ derKlasse¾ , g̃ ¸¿¾ , sindin einemVertikalstreifenx1 · x · x2 analytischeFunktio-
nenundesgilt dieExponentialabscḧatzung(s ± x À iy):¹

g̃ ¯ s° ¹ · Ceº ϑ2y für y Á 0¹
g̃ ¯ s° ¹ · Ceº ϑ1y für y ¼ 0 Â (2.100)

mit ϑ1 ¼ ϑ2.

Dasheißtalso,wenndie Funktion p denAbscḧatzungen(2.99)gen̈ugt, soexistiert derenMellintransfor-
mierte p̃, die einerExponentialabscḧatzungderobigenForm gen̈ugt,unddie (komplexe) inverseTransfor-
mation(2.31)liefert wiederdieFunktionp.

NatürlicherhebtdasebengesagtenichtdenAnsprucheinesExistenzbeweisesderDarstellbarkeitderLösung
der Integralgleichungals inverseMellin-Transformationgem̈aß Gleichung(2.44). Wenn es sich bei der
Funktion p um einenicht geradeallzu pathologischenFunktionhandelt,sosolltedie Wahrscheinlichkeit,
daßdiesedenAbscḧatzungen(2.99)gen̈ugt undsomitdasIntegral (2.44)eineLösungim Sinneeinerin-
versenTransformationdarstellt,dochgegebensein45. Desweiterenseidaraufhingewiesen,daßdieMellin-
transformierteeinerDichtefunktionals eineVerallgemeinerungderer Momenteinterpretiertwerdenkann
[Str63a, Str63b, MS78], wodurchdieArbeitshypothesederExistensderMellintransformiertendergesuch-
tenDichtefunktionplausiblerwird46.

Aus dem Darstellungsproblemder Laplace-Transformation,und somit auchder Mellin-Transformation,
kanneinehinreichendeBedingungfür dieExistenzdesIntegrales(2.44)alsinverseMellin-Transformation
angegebenwerden47. Esgilt:

43sieheEigenschaften(2) bis (3) und[Str63a]

44DerBeweisdafür ist in [Doe71] zufinden.

45Tats̈achlichkanngezeigtwerden,daßdieDarstellung(2.44),zwar in einemverallgemeinertenSinne,auchdanngilt, wennessich
bei p um eineDistribution, auchverallgemeinerteFuntkiongenannt[BB93, Lig66, Roo69], handelt.DieseEigenschaftwurdeschon
implizit bei derHerleitungderÄquivalenzderDarstellungen(2.44)und(2.80)derFunktionp ausgenutzt.

46Die Lorentz-Dichte ist übrigens,wie manschonbemerkthabenkönnte,ein Beispielfür eine(Wahrscheinlichkeits-)Dichte, deren
Momentezwar nichtexistieren,dafür aberderenMellintranformierte.

47siehedazuauch[Doe71, Tit67]
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Satz2.2
φ Ã sÄ�Å Ẽ ÆÈÇ sÉ

K Ç sÉ seiin demStreifenx1 Ê�Ë�Ì s Ê x2 analytischundstrebefür Í y ÍÏÎ ∞ (s Å c Ð iy) gleichm̈aßig
in x1 Ð δ Ñ Ë�Ì s Ñ x2 Ð δ beibeliebigkleinenδ Ò 0 gegen0. Fernerkonvergiere

∞ÓÔ ∞

Í φ Ã c Ð iy ÄDÍ dy Å ∞ÓÔ ∞ ÕÕÕÕ
Ẽ Æ Ã c Ð iy Ä
K Ã c Ð iy Ä ÕÕÕÕ

dy (2.101)

für x1 Ê c Ê x2. Dannist φ Ã sÄ(Å Ẽ Æ Ç sÉ
K Ç sÉ alsMellin-Transformierte

φ Ã sÄ�Å V.P.

∞Ó
0

zsÔ 1 p Ã zÄ dz Å lim
ω Ö ∞

ωÓ
ω × 1

zsÔ 1 p Ã zÄ dz (2.102)

derFunktion

p Ã zÄ�Å 1
2πi

cØ i∞Ó
c Ô i∞

z
Ô sφ Ã sÄ ds

Å 1
2πi

cØ i∞Ó
c Ô i∞

z
Ô s Ẽ Æ Ã sÄ

K Ã sÄ ds Ã x1 Ê c Ê x2 Ä (2.103)

dievon c unabḧangigist, darstellbar.

Aus derTheoriederFourier-Laplace-undderMellin-Transformation[Doe71, Tit67] folgt nun,alsKonse-
quenzdesbisherDargestellten:Ist die FunktionE Æ bzw. g urspr̈unglichauf der reellenω- bzw. x-Achse
gegeben,soist in derLösungeineanalytischeFortsetzungderFunktionE Æ bzw. g involviert, d.h.dieGlei-
chungkannnur dannim SinnedieserIntegraltransformationengelöstwerden,wenndie Wertevon E Æ Ã ω Ä
bzw. g Ã xÄ auf derreellenAchsezu einerFunktionE Æ Ã zÄ bzw. g Ã zÄ geḧoren,die (zumindest)analytischfür
x Ò 0 ist. BereitsalleinausderTatsachederDarstellbarkeit derLösungalsinverseFourier-Laplace-respek-
tive Mellin-Transfomationfolgt also,ausdenEigenschaftendieserIntegraltransformationen,die Involvie-
rungderfunktionentheoretischenEigenschaftendergegebenenFunktion(denEigenschaftenalskomplexe
FunktionE Æ Ã zÄ bzw. g Ã zÄ ) und somit aucheine Involvierungder analytischenFortsetzbarkeit der Gege-
benenE Æ bzw. g. In denvorangegangenenKapitel 2.4.4und2.4.5habenwir bereitsgezeigt,esnur noch
nicht in dieserDeutlichkeit formuliert, daßim Fall desphänomenologischenAnsatzes(2.13)diesessogar
aufgrundder Äquivalenzder Lösungen(2.44)und (2.80)nochdahingehendverscḧarft werdenkann,daß
zurLösungeineanalytischeFortsetzungderFunktionE Æ implizit enthaltenist!

An dieserStellesoll eineBemerkungzur Eindeutigkeit der Lösungder Integralgleichung(2.13),darge-
stelltalsMellintransformierte(2.39)respektivealsinverseMellin-Transformation(2.44),gemachtwerden.
Da die Mellin-Transformationeng mit der zweiseitigenLaplace-Transformationverbundenist48, gelten
analogeSätzezur im wesentlichenEindeutigkeit derBestimmungderOriginalfunktion f durchdie Trans-
formierte f̃ [Doe71, Tit67]. Die Transformiertensind bis auf eineFunktion,die bis auf eineMengevon
(Lebesgues)Maß Null gleich Null sind, definiert;d.h., mankannzur jederFunktion f eineFunktionN
addieren,derenbestimmtesIntegral (mit variablerobererGrenze)identischverschwindet:

tÓÔ ∞

N Ã τ Ä dτ Å 0 ; (2.104)

f̃ bleibt sounverändert.Für LebesguescheIntegralefolgt diesesdaraus,daßbis auf eineMengevom Maß
Null N Ã t ÄÙÅ 0, also auche

Ô st N Ã t ÄÚÅ 0 ist; für RiemannIntegraleergibt es sich ausder durch partielle

48Die Mellin-TransformationkannalseineArt
”
virtuelle“ zweiseitigeLaplace-Transformationangesehenwerden.
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IntegrationgewonneneGleichung

∞ÛÜ ∞

e
Ü st N Ý t Þ dt ß e

Ü st

tÛÜ ∞

N Ý τ Þ dτ ààààà
∞Ü ∞á

s

∞ÛÜ ∞

e
Ü st dt

tÛÜ ∞

N Ý τ Þ dτ â
Zu jederFunktion f geḧorenalsounendlichviele Funktionenf̃ , sodaßdie Abbildungdesurspr̈unglichen
Raumsin denMellin- (bzw. Laplace-)Raumnicht eindeutigist. Es kannjedochnun gezeigtwerde,daß
dieseVieldeutigkeit sichschonin derobenaufgezeigtenMöglichkeitvöllig erscḧopft,alsorelativ harmloser
Naturist49. Für diezweiseitigeLaplace-Transformationã I I gilt konkret50:

Satz2.3
Wenn f̃ Ý sÞ(ßäã I I å f æ in demSteifenβ1 ç x ç β2 (s ß x

á
iy) konvergiertundverschwindet,soist f Ý t Þ eine

(bisauf eineMengevon MaßeNull) Nullfunktion.

Existiert dasIntegral der Lösung(2.44) also im Sinneder inversenMellin-Transformation,d.h. es gilt
p ßéèëênè Ü 1 å p æíì , soist dieLösung(im obigenSinne)eindeutig.

Eine Bemerkungzu Integralgleichungenerster Art

NebendemanalytischenAusdruckunddenEigenschaftenderLösungderIntegralgleichung(2.13)undden
Bedingungenan die Funktionenzur deren(eindeutigen)Lösung,sind wir insbesonderean ihrer numeri-
scheHandhabbarkeit interessiert,dawir dieDielektrizitätsfunktionoftmalsnurausMessungenherkennen.
Dochgeradein dernumerischenBehandlungFredholmscherIntegralgleichungersterArt liegt daszentrale
Problem,dennsiegeḧorenprinzipielzudenschlecht gestellteninversenProblemen51! Die Schlechtgestellt-
heitmanifestiertsichhierin derRegeldarart,daßbeliebigkleineÄnderungen,im SinneeinerMetrik, in der
bekanntenFunktionbeliebiggroßeÄnderungenin derLösungergeben.Betrachtenwir die Lösung(2.44),
sokönnenwir unsklarmachen,daßdieinverseTransformationaufgrunddesüberlagertenRauschanteilsder
MeßwertevonE î selbstbei theoretischerExistenzderinversenTransformationdesQuotientenẼ î Ý sÞ|ï K Ý sÞ
divergierenkann,dadieDivergenzenderReziprokenderMellintransformiertendesKernsK Ý sÞ Ü 1 vondem,
im Wesenher stochastischen,Rauschanteilder MellintransformiertenẼ î Ý sÞ an den Integrationsgrenzen
nichtkompensiertwerdenkönnten52.

Und selbstbei einerExistenzder inversenTransformationkanndie Abweichungder erhaltenenvon der

”
wahren“ Lösungbeliebig sein.Um sich dasklar zu machen,betrachtenwir folgendes53: Ist der Kern

k Ý x ð yÞ derIntegralgleichung

g Ý xÞ(ß kf ß ∞Û
0

k Ý x ð yÞ f Ý yÞ dy

49Zur tiefergehendenDiskussionderim wesentlichenEindeutigkeit derMellin- bzw. Laplace-Transformationseiauf[Doe71, Tit67,
Smi88]verwiesen.

50AufgrundderengenVerwandtschaftderMellin- mit derzweiseitigenLaplace-Transformationgilt einentsprechenderSatzfür die
Mellin-Transformation.DerBeweisdesSatzesist in [Doe71] zufinden.

51sieheKapitel 4

52Ausführlicherwird auf die Instabiliẗat derLösungFredholmscherIntegralgleichungenersterArt (vom Faltungstyp)bei kleinen
ÄnderungenderbekanntenFunktionE ñ in Kapitel 4 undfolgendeundin dendort angegebenenReferenzendiskutiert.

53Die folgendeBetrachtungist sicherlichkein Beweis im strengenSinne.Doch kanndie Instabiliẗat der LösungFredholmscher
IntegralgleichungenersterArt bei kleinen Störungender bekanntenFunktion,bei vorausgesetzterExistenzund Eindeutigkeit der
Lösung,allgemeingezeigtwerden.Für eineweitereDiskussionseiauf dasKapitel 4 und folgendeundbesondersauf [AT77, Iva76,
Lav67,LBP91,Mil74] unddendortigenReferenzenverwiesen.
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als eine Funktion von y für alle x absolutintegrierbar, danngilt nachdem Riemann-Lebesguen-Lemma
[Doe71, Tit67]:

lim
nò ∞

hn ó xô(õ ∞ö
0

k ó x ÷ yô cosnydy õ 0 für ó 0 ø x ø ∞ ôúù
Für einausreichendgroßesn kannmanalsoimmersicherstellen,daßfür ein ε û 0

max
0 ü x ü ∞ ý hn ó xô ý ø ε

gilt. Nehmenwir weiteran,dieLösungderGleichungkf õ g seieindeutigundg mögeeinekleineStörung
δg õ Chn ó xô besitzen.Die dazukorrespondierendeStörungvon f ist dannδ f õ C cosnx. Offensichtlich
könnenwir für einausreichendgroßesn dasVerḧaltnisþ

δ f

þþ
δg

þ
beliebig groß werdenlassen.Mit anderenWorten, es ist immer möglich, eine z.B. maximaleFrequenz
ωmax zu finden,bei derdie Abweichungzwischenderexakteng unddermit Fehlernbehaftetenbekannten
Funktiongε kleineralsderRauschpegelνR ó ε ô ist:þ

g ÿ gε

þ ø þ νR ó ε ô þ ù
An dieserStellewollen wir nochdasfolgendebez̈uglichderSchlechtgestelltheitbemerken:
Die ÄquivalenzderLösungen(2.44),dieDarstellungalsinverseMellin-Transformation54, undderLösung
(2.80),die DarstellungdurchdenSprungderFunktionE � überderenVerzweigungschnitt55, legt die Ver-
mutungnahe,daßder Grad der Schlechtgestelltheit56 der analytischneFortsetzungder Funktion E � in
die unterekomplexe Halbebenevon derselbenGrößenordnungseinwird, d.h. in dergleichenKlasseder
Schlechtgestellheitliegenwird, wie der Grad der Schlechtgestelltheitder Integralgleichung(2.13). Jene
wird nochdurchdieGleichung(2.85)aufSeite22besẗarkt,diewir auchalseineIntegralgleichunginterpre-
tierenkönnen,welchedie FunktionE � auf derreellenAchsedurchderenWertein derunterenkomplexen
Halbebenedarstellt,genauerdurchdieDifferenzihrerWertelängsdesdort liegendenVerzweigungsschnit-
tes.Der Integralkernder Gleichung(2.85)besitztbez̈uglich der Mellin-Transformationformal die gleich
Strukturwir der Kern der Integralgleichung(2.13),so daßesnicht verwunderlichist, daßdie jeweiligen
Mellintransformiertenquasiidentischsind,wie wir andenGleichungen(2.82)und(2.86)sofortablesen57

können.Zumindestdie Form deranalytischenFortsetzung,wie wir jenebei derLösung(2.80)ben̈otigen,
ist von gleichenGradwie diehier untersuchteIntegralgleichungschlechtgestellt58.

2.5.1 Erste Zusammenfassungder Eigenschaften

Fassenwir (vorläufig)die wesentlichenEigenschaftendesphänomenologischenAnsatzes(2.13),die wir
bisherin denvorangegangenenKapitelnaufgezeigthaben,umsiesp̈aterbesserwiederin Erinnerungrufen
zukönnen,zusammen:

1. Die StrukturderIntegralgleichung(2.13)ist dieeinesFaltungsintegrals.

2. Da essichbei der Integralgleichung(2.13)um eineFredholmscheIntegralgleichungersterArt han-
delt,geḧort diesezudenschlecht gestellteninversenProblemen!

54sieheAbschnitt2.4.2,Seite15

55sieheAbschnitt2.4.4,Seite20

56Der GradderSchlechtgestelltheit einesinversenProblemswird im Abschnitt4.3eingef̈uhrt; siehedort insbesonderedie Defini-
tionen4.6und4.7.

57sieheAbschnitt2.4.5,Seite22

58DieseEigenschaftist selbstversẗandlichdie direkteKonsequenzderÄquivalenzderLösungen.
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3. In derLösungderIntegralgleichung(2.13)sinddie funktionentheoretischenEigenschaftendergege-
benenFunktionE

�
undderenanalytischeFortsetzung(respektiveFortsetzbarkeit) implizit involviert!

4. Die ReziprokederMellintransformiertendesIntegralkernsK
� 1 divergiert exponentiellandenGren-

zender(komplexen)inversenMellin-Transformation(Gl. (2.98))!

Abschließendwollen wir ebensonochdie Eigenschaftdes
”
universellen“ Verḧaltnisses(2.67) respektive

(2.68) der Mellintransformiertenvon Real-und Imagin̈arteil der Integralgleichung,welcheseineKonse-
quenzderKramers-KronigRelationenist, erwähnen.
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Kapitel 3

Die Dichtefunktion einiger Modelle der
Dielektrizit ätsfunktion

Im nunfolgendenKapitelsollendie(berechneten)Dichtefunktionenp derammeistenverwendetenphäno-
menologischenModellederDielektrizitätsfunktionE

�
amorpherSysteme(insbesonderswerdendiefolgen-

denModellezur BeschreibungpolarerGläserverwendet!),vorgestelltwerden.Die Berechnungenbasieren
alle auf derDarstellungderDichtfunktion p als inverseMellin-Transformation(2.44).Da wir einigeMo-
delleschonin [KR98, Ros95]diskutierthaben,werdendetailierteRechnungenbeidiesenModellengespart
undnurdie wesentlichenZwischenschritteangegebenwerden.

3.1 DasDrudemodell

Als erstessoll die Verteilungsfunktionp desDrudemodells[AM76, Jac75, Dru00a, Dru00b] berechnet
werden.Die Dielektrizitätsfunktionrespektive die korrespondierendeFunktionE

�
desDrudemodellshat

dieForm

E
�
D

�
ω ��� 1

1 � iτ0ω 	 (3.1)

entsprichtperdefinitionemdesphänomenologischenAnsatzesgeradederenIntegralkern(2.27).DieMellin-
transformierteẼ

�
D entsprichtalsodiedesIntegralkerns(Gleichung(2.40),sodaßwir dieDichtefunktionpD

gem̈aßGleichung(2.45)schreibenkönnenzu:

τpD

�
τ �
� 1

2πi

c� i∞�
c 
 i∞

�
τ
τ0 � 
 s

ds (3.2)

ZurLösungdesIntegrales(3.2)schreibenwir esaufdiekorrespondierende(inverse)Laplace-Transformation
um; wir substituierenalso:τ � τ0 � xτ0 � e
 t . Wir erhaltendanndenAusdruck:

pD

� � ln t ��� 1
2πi

c� i∞�
c 
 i∞

ets ds � (3.3)

Die inverseTransformation(3.3) läßtsichmit Hilfe derTheoriederverallgemeinertenFunktionen(Distri-
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butionen)lösen1. Darausfolgt für dasIntegral (3.3)

1
2πi

c� i∞�
c � i∞

dsets � δ � t ��� (3.4)

dennesgilt nachderTheoriederDistributionen[Roo69, Doe71]2:

∞�� ∞

δ � t � e� st � 1 � (3.5)

Soerhaltenwir alsDichtefunktionpD desDrudemodellsdieauchnichtanderserwarteteδ-förmigeDichte:

τpD � τ � � δ � ln τ
τ0 �� δ � τ � τ0 ���� 1

τ0

τ0
τ � τ0

���
pD � τ � � τ0

τ
δ � τ � τ0 � (3.6)

3.2 Ein funktionentheoretischesModell

Begründetdurchdie allgemeinenEigenschaftenderDielektrizitätsfunktion3 E  , habenwir in [Ros95] ein
mehrakademisches,funktionentheoretischesModell betrachtet:Die FunktionE  besitzelängsder nega-
tiven imagin̈arenAchseeineFolge von Polenaν. NachdemSatzvon M ITTAG-LEFFLER läßtsich,wenn
essichbei der Folgeaν um einesich nicht häufendehandelt,E  durchdie HauptteilederLaurent-Reihe
andiesenPolendarstellen[BS76, Tit86]. DadasHolomorphigebiet! diekompakteEbeneist, könnennur
endlichviele Pole:a1 � a2 �"�#�$�%� ak undeventuellnochderPunkt∞ existieren.Lautendanndie zugeḧorigen
Hauptteile

pν&
n' 1

a ( ν )n� z � aν � n ; ν � 1 � 2 �*�#�$�%� k (3.7)

bzw.
p&

m' 0

bmzm � (3.8)

soliefert diemeromorpheFunktion

k&
ν ' 1

pν&
n' 1

a ( ν )n� z � aν � n + p&
m' 0

bmzm (3.9)

einegesuchteFunktion,diediegefordertenEigenschaftenerfüllt [BS76, Tit86]. Sieist in diesemFall sogar
bis auf eineadditive Konstanteb0 eindeutigbestimmt,da die DifferenzzweiersolcherFunktionenin der
komplexenEbeneholomorph,alsokonstantist.

1HervorragendeDarstellungenzur TheorieverallgemeinerterFunktionenund derenIntegraltransformationen,wobei essich bei
denIntegraltransformationenhaupts̈achlichum die Fourier-Transformationhandelt,sindbeispielsweisein [BB93, Lig66, Roo69] zu
finden.EineentsprechendeAnwendungderdortaufgef̈uhrtenErgebnisseaufandereIntegraltransformationen ist aufgrundderenenge
Verwandtschaftprinzipiell möglich.EntsprechendeModifikationensindjedochvorzunehmen.

2DOETSCH begründetdasIntegral (3.5) überdasStieltjes-Integral.

3sieheKapitel 2.1
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Die DarstellungderFunktionE , seialso

E ,.- ω /10 k2
ν 3 1

pν2
n3 1

a 4 ν 5n6
ω 7 i

τν 8 n 0 k2
ν 3 1

pν2
n3 1

a 4 ν 5n

6 τν

i 8 n 1- 1 9 iτν ω / n : (3.10)

Ein Pol im Unendlichen,der τk; 1 0 0 , alsokeinerRelaxation,entsprechenwürde,soll aufgrundseines
unphysikalischenCharaktersausgeschlossensein.Ohnejetzt auf die Detailsder Rechnung4 einzugehen,
soll die zu (3.10)korrespondierendeDichtefunktiondirekt angegebenwerden:

p - x/<0 i
k2

ν 3 1

pν2
n3 1

a 4 ν 5n- n 9 1/ ! 6 τν

i 8 n = 1
Fn

6
ln

τν

x 8 > (3.11)

wobeifür dieFunktionFn dieRekursionsformel

Fn - t /�0 - n 9 2/ Fn = 1 - t /?7 F @n = 1 - t / (3.12)

mit

F1 - t / : 0 δ - t / (3.13)

F2 - t / 0 F @ - t /�0 δ @ - t / (3.14)

F3 - t / 0 F2 - t /A7 F @2 - t /�0 δ @ - t /?7 δ @ @ - t / (3.15)

F4 - t / 0 δ @ @ @ - t /?7 3δ @ @ - t /?7 2δ @ - t / (3.16)

F5 - t / 0 δ 4 IV 5 - t /?7 6δ @ @ @ - t /?7 11δ @ @ - t /?7 2δ @ - t / (3.17)

gilt. DasErgebnisbedeutet:Für denν-ten Pol pν-ter Ordnungerhaltenwir im wesentlicheneineReihe,
bestehendausderDeltadistributionenundderenAbleitungenbis zur Ordnungpν 9 1. Im Spezialfall, daß
nurk 9 PoleersterOrdnungvorkommen,erhaltenwir, wie auchnicht anderserwartet,einReihevonDelta-
distributionen:

p - x/�0 i
k2

ν 3 1

a 4 ν 51 τν δ - x 9 τν / : (3.18)

3.3 DasCole-Davidson Modell

Als nächstessoll einederbekanntestenundoft verwendetenModellans̈atzederDielektrizitätsfunktionε ,
respektiveE , einesamorphenSystemsbehandeltwerden.DiesesModell,dasvonseinemWesenherebenso
rein phänomenologischist, wurdevon R. H. COLE und D. W. DAVIDSON in [DC51] vorgeschlagenund
beschreibtdasVerhalteneinigerSilikat- undAlkaliboratgläserformal richtig [Bec88].

DasCole-DavidsonModell ist konkret:

E ,B- ω /10 1- 1 9 iτ0ω / β > (3.19)

Hierbeisindτ0 undβ ersteinmalbeliebigeParameter, wobeiβ zuBeginnderRechnungauchkomplex sein
darf.Berechnenwir nundie für die Lösung(2.45)verlangteMellin-TransformierteẼ , desCole-Davidson
Modells:

Ẽ , - s/C0 ∞D
0

ωs= 1 E , - ω / dω 0 ∞D
0

ωs= 1 1- 1 9 iτ0ω / β dω

0 ∞D
0

ωs= 16
1 7 e= i π

2 τ0ω 8 β dω (3.20)

4Die Rechnugwurdendetailiert in [Ros95] wiedergegeben.Die zur BerechnungnotwendigenIntegralesind übrigensbereitsin
[Doe71, Tit86, Tit67] zufinden.
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Die nach(3.20)zu transformierendeFunktion(3.19)kannauf dieallgemeineForm

f E xF1GHE 1 I αxF#J ν mit K argα KML π N (3.21)

gebrachtwerden,derenMellin-Transformierte5 bekanntist [EMOT54]:

f̃ E sF<G α J sB E sN ν O sF mit 0 LQPSR s LQPSR ν T (3.22)

Darausfolgt:
Ẽ UBE sF<GHE τ0 F#J sei π

2 sB E sN β O sFVT (3.23)

B E x N yF ist dieEuler’scheBeta-Funktion, diedurchdasIntegral

B E x N yF<G 1W
0

tx J 1 E 1 O t F y J 1 dt mit PSR x X 0 N.PSR y X 0 T (3.24)

definiertwerdenkann6. EinewichtigeBeziehungistdieDarstellbarkeitderBeta-FunktiondurchdieGamma-
Funktion:

B E x N yF�G Γ E xF Γ E yF
Γ E x I yF T (3.25)

Setzenwir denAusdruck(3.23)in die Lösung(2.45)derIntegralgleichungein,erhaltenwir für dieVertei-
lungsfunktiondasIntegral:

pCD E xF1G 1
τ0

1
2πi

cY i∞W
c J i∞

ds Z x
τ0 [ J s sin \ π E 1 O sF^]

π
B E 1 O sN β O 1 I sF_N (3.26)

wobei hier 0 L`PSR s L 1 als Bedingungfür die Existenzder MellintransformiertenẼ U geltenmuß,was
konsistentmit derBedingungderExistenzderMellintransformiertenK E sF ist7.

Für die weitereAuswertungdesIntegrales(3.26)nutzenwir denfolgendenErgänzungssatzder Gamma-
Funktionaus: π

sinπz
G Γ E zF Γ E 1 O zF�T (3.27)

Setzenwir diesennunin denAusdruck(3.26)ein,soerhaltenwir alswichtigesZwischenergebnis:

pCD E xF<G 1
τ0

1
2πi

cY i∞W
c J i∞

ds Z x
τ0 [ J s Γ E β I s O 1F

Γ E sF Γ E β F T (3.28)

Mit derSubstitutions̃ G s I β O 1 erhaltenwir schließlich:

pCD E xF<G 1
τ0 Γ E β F 1

2πi
1

2πi

cY i∞W
c J i∞

ds̃ Z x
τ0 [ J s̃Y β J 1 Γ E s̃F

Γ E s̃ I 1 O β F T (3.29)

Die inverseMellin-TransformationderForm

g̃ E sF<G Γ E sF
Γ E s I ν F mit PSR ν X 0 PSR s X 0 (3.30)

5Für einedetailierteBerechnungseiz.B auf [Tit67] verwiesen.

6Definition,EigenschaftenundfunktionaleBeziehungenderBeta-FunktionundderGamma-Funktionuntereinanderundzuande-
ren(tranzendenten)Funktionensindz.B. in [AS68,EMOT53,JEL66] aufgelistet.

7sieheGleichung(2.40)
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ist ein Spezialfall einesMellin-BarnesIntegrals [EMOT53, Tit86, Tit67, MS78] und kannanalytischbe-
rechnetwerden8:

f a xb<cedgf 1 h xi ν j 1

Γ f ν i für 0 k x k 1

0 für 1 k x k ∞
(3.31)

Wir erhaltenalsLösungdemnach:

pCD a xb1cmlno np 1
τ0Γ f β irq x

τ0 s β h 1 t 1 h x
τ0 u j β

Γ f 1 h β i für 0 k x
τ0
k 1

0 für 1 k x
τ0
k ∞

(3.32)

bzw. nachZusammenfassenderTermemit demExponentenβ und(nochmaliger)AnwendungdesErgänzungs-
atzes(3.27)abschließend:

pCD a xb<c lo p sin v πβ w
π

1
x q x

τ0 h x s β
für 0 k x

τ0
k 1

0 für 1 k x
τ0
k ∞ x (3.33)

wobei ausder BedingungySz ν { 0 unmittelbardie Bedingungy|z β k 1 folgt (ν c 1 } β). Wie manso-
fort leicht sieht, geht für β c 1 dasCole-Davidson Modell (3.19) in dasDrude Modell, und somit im
wesentlichenin den Integralkern, über. Im Limes β ~ 1, respektive im Spezialfall β c 1, gehtalsodie
Dichtefunktion(3.33)desCole-DavidsonModellsin die δ-förmigeDichtedesDrude-Modells(3.6) über9:

pCD a xb<c τ0

x
δ a x } τ0 b�a für β ~ 1bC� (3.34)

Der Parameterτ0 desCole-DavidsonModells(3.19)ist also,gem̈aßderLösung(3.33)derDichtefunktion
zu urteilen,alseineArt obereSchranke bzw. Maximalwert der im SystemauftretendenRelaxationszeiten
τ interpretierbar. In der Abbildung 3.1 auf der nächstenSeitezeigenwir die Dichte desCole-Davidson
Modells für einigeWertedesModellparametersβ. Auf derenVerhaltenfür x ~ 0 undx ~ τ0 werdenwir
im Abschnitt3.6,zusammenmit demasymptotischenVerhaltenderanderenModelle,nochnähereingehen.
Wir bemerkenaberbereitshier die (leichte)DivergensderDichte pCD bei diesebeidenLimites, die somit
dieCole-DavidsonDichtezueinerdermathematischpathologischstenmacht.

Die hier abgeleiteteLösung(3.33)derDichtefunktiondesCole-DavidsonModellsentspricht,bis auf den
Faktor 1� x, der schonvon COLE und DAVIDSON in [DC51] abgeleitetenVerteilung.Die Unterschiede
liegendarin, daßdie Integralgleichung,auf derenBasisCOLE und DAVIDSON die nachihnenbenannte
Verteilungberechnethaben,von vornhereinauf einer logarithmischenSkalad a lnτ � τ0 b der Relaxations-
bzw. Korrelationszeitenτ angesetztwordenist. Die Integralgleichung(2.13)ist jedochauf einer

”
linearen“

Skaladτ angesetztundsomitsindbeideVerteilungsfunktionenvöllig äquivalent.

8Sowerdenin [Tit67, MS78](inverse)(Mellin)-Transformationen̈uberGammafunktionenundMellin-BarnesIntegraleausf̈uhrlich
behandeltundesseihierbereitsaufdenAnhangA verwiesen.Für diekonkreteBerechnungderartigeIntegraleseiauchnochzus̈atzlich
auf [Tit86] hingewiesen.

9Im RahmenderTheoriederDistributionenläßtsichanderDichte (3.33)auchdirekt beweisen,daßdiesefür β � 1 respektive
β � 1 in eineδ-Funktionübergeht,jedochauchfür einesogenannteDistribution in einerschon

”
pathologisch“ zu nennendenArt und

Weise.
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0� 0.5 1� 1.5
τ/τ� 0

0

1

2

3
p(

τ)�

β = 0.25
β = 0.5
β = 0.75
β = 0.9
β = 0.99

Abbildung3.1:Die DichtedesCole-DavidsonModells

3.4 DasHavriliak-Negami Modell

Als weiteresphänomenologischesModell zurBeschreibungderDielektrizitätsfunktionwird dasHavriliak-
NegamiModell [Bec88, HN66] herangezogen,dessenVerteilungsdichtepHN, unseresWissensnach,bisher
unbekanntwar undnunhergeleitetwerdensoll. Üblicherweisewird dasHavriliak-NegamiModell für die
komplex konjugierteFunktionE �.� derFunktionE � angegeben:

E �B��� ω �<� 1�
1 � � iωτHN � α � γ � (3.35)

worausalsokonkretfür E � folgt:

E � � ω �<� 1�
1 �H� e� i π

2 ωτHN � α � γ � (3.36)

Hierbei seienα, γ und τHN Parameter, für die wir anfänglichα ��� � α � 0, τHN �S� � τHN � 0 und γ ���
voraussetzenwollen10. Wie wir sofortsehen,beinhaltetdasHavriliak-NegamiModell dasCole-Davidson

10Überdie möglichephysikalischeBedeutungderParameterwurde(undwird) heftig undgernegestritten[Bec88, Ell83, Zal83].
Bez̈uglich derfolgendenBerechnungderDichte pHN könnenwir denParameterγ alseinekomplexe Größebetrachten,in derPraxis
wird dieseraber(sinnvollerweise)alsreellwertig vorausgesetzt.
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(α � 1), siehevorangegangenesKapitel 3.3 und [DC51], und dasCole-ColeModell (γ � 1)[CC41] als
Spezialf̈alle, weswegenletztereshierauchnichtnochmalexplizit behandeltwerdensoll. Für α � γ � 1 geht
dasModell wiederumin dasDrudeModell über. DasHavriliak-NegamiModell kannalsoalseineSynthese
respektiveVerallgemeinerungdieserModellebetrachtetwerden.

Um auf derBasisvon (2.44)bzw. (2.45)die gesuchteDichtefunktiondesHavriliak-NegamiModellsaus-
zurechnen,ben̈otigenwir dessenMellintransformierte

Ẽ �B  s¡<� ∞¢
0 £ 1 ¤H¥ e¦ i π

2 ωτHN § α ¨ ¦ γ
ωs¦ 1 dω © (3.37)

Die nach(3.37)zu transformierendeFunktion(3.36)ist von derallgemeinenForm

f   x¡
�ª¥ 1 ¤ axh § ¦ ν
mit « arga «­¬ π ® h ¯ 0 ® (3.38)

derenMellin-Transformiertef̃ berechenbarunddurch11:

f̃   s¡1� h ¦ 1 a ¦ s
h B ¥ s

h
® ν ° s

h § mit 0 ¬Q±S² s ¬ h ±|² ν ® (3.39)

gegebenist [EMOT54]. Hier seiB   x ® y¡ wiederumdieEuler’scheBeta-Funktion12. Damit folgt für Ẽ � :
Ẽ �   s¡<� α ¦ 1τ ¦ s

HN ei π
2 s B ¥ s

α
® γ ° s

α § mit 0 ¬³±S² s ¬ α ±S² γ © (3.40)

Aus der Bedingung ´´ α π
2 ´´ ¬ π folgt unmittelbar:α ¬ 2. Zusammenmit der Bedingungder Existenzder

MellintransfomiertenK (Gl. (2.40))desIntegralkerns,folgt ausdenFaltungss̈atzender Fourier-Laplace-
respektiveMellin-Transformation13, daßhier für die Parameter

0 ¬³±|² s ¬ α ±S² γ ¬ 1 (3.41)

geltenmuß.Setzenwir denobigenAusdruckin (2.44)ein,ber̈ucksichtigenwir nochsowohldenErgänzungs-
satz(3.27),

π
sin   πs¡ � Γ   s¡ Γ   1 ° s¡C®

alsauchdieDarstellungderBeta-durchdieGammafunktion(3.25),

B   x ® y¡1� Γ   x¡ Γ   y¡
Γ   x ¤ y¡ ®

undsortierendie erhaltenenTermeetwasum, soerhaltenwir alswichtigesZwischenergebnisdie Darstel-
lung

pHN   x¡<� 1
ατHN

1
Γ   γ ¡ 1

2πi

cµ i∞¢
c ¦ i∞ ¶ x

τHN · ¦ s Γ ¸ 1 ¦ s
α ¹ Γ ¸ γ ° 1 ¦ s

α ¹
Γ   s¡ Γ   1 ° s¡ (3.42)

für diegesuchtepHN.

Die obigeGleichung(3.42)ist einSpezialfall einessogenanntenMellin-BarnesIntegrals:

H   x¡<� 1
2πi

¢
L

h   s¡ x¦ s ds (3.43)

11Für einedetailierteBerechnungsei,wie schonin Kapitel 3.3,z.B auf [Tit67] verwiesen.
12sieheauchKapitel 3.3

13Eineausf̈uhrlicheDarstellungderFaltungss̈atzefindetsichin [Doe71]; sieheauchAnhang[FALTUNG]
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mit

h º s»�¼ m½
i ¾ 1

Γ º bi ¿ βis» n½
j ¾ 1

Γ º 1 À a j À α js»
q½

i ¾ mÁ 1
Γ º 1 À bi À βis» p½

j ¾ nÁ 1
Γ º a j ¿ α js» Â (3.44)

wobei L ein Integrationsweg in der komplexens-Ebenesei,a j , b j seienkomplexe Zahlenund α j und β j

seienpositivereelleZahlen,unddiesodefinierteFunktion

H º x»�¼ HmÃ n
p Ã q º x»1¼ HmÃ n

p Ã q Ä x ÅÅÅÅ º a1 Â α1 » Â$Æ#Æ$Æ^Â º ap Â αp »º b1 Â β1 » Â$Æ#Æ$Æ%Â º bq Â βq »ÈÇ (3.45)

wird Fox’scheH-Funktiongenannt.Ein kleineEinführungin die TheoriederMellin-BarnesIntegraleund
derFox’schenH-Funktiongebenwir in demAnhangA, wobeiwir unsdort,versẗandlicherweise,nuraufdie
für unsereArbeit relevantenErgebnissebeschr̈ankenwerden.Für ausf̈uhrlicheDarstellungender Theorie
undAnwendungenderMellin-BarnesIntegralerespektivederFox’schenH-FunktionseiaufdieBüchervon
WHITTAKER undWATSON [WW69] undMATHAI undSAXENA [MS78], sowie auf [EMOT53] verwiesen.
Es sei aberbereitsan dieserStelleerwähnt,daßessich bei der H-Funktionum eineder allgemeinsten
speziellenFunktionenhandelt,die alsSpezialf̈alle nahezualle speziellenFunktionender Mathematikund
mathematischenPhysikentḧalt!

Betrachtenwir alsonunfolgendeH-Funktion:

H1 Ã 1
2 Ã 2 É x

τHN Ê ¼`Ë
L

É x
τHN ÊÍÌ s Γ Î 1 Ì s

α Ï Γ Î γ À 1 Ì s
α Ï

Γ º s» Γ º 1 À s» Â (3.46)

wobeider Integrationsweg L nochbeliebigseinsoll. Als ersteskönnenwir festhalten,daßessichsowohl
beidenPolenvonΓ Î 1 Ì s

α Ï alsauchvonΓ Î γ À 1 Ì s
α Ï jeweilsumPoleersterOrdnung(einfachePole)handelt,

konkretisiertbesitztderIntegrand(3.46)PoleersterOrdnungbei:

a) À n ¼ γ À 1
α À 1

α s, alsobei s ¼ 1 À α º n ¿ γ » , n Ð|Ñ . An derStelles ¼ 1 À αγ befindetsichsomitder
erstelinksseitigePol,

b) À n ¼ 1
α À 1

αs, alsobeis ¼ 1 ¿ αn, n ÐÒÑ . An derStelles ¼ 1 befindetsichsomitderersterechtsseitige
Pol

unddie linksseitigenundrechtsseitigenPolesindoffensichtlichdannvoneinanderwohl separiert,wennwir

1 À α ÓSÔ γ Õ³ÓSÔ s Õ 1 Â (3.47)

in Konsistenzmit (3.41),fordern;dementsprechendgilt dann1 À α º n ¿ γ »×Ö¼ 1 ¿ αm, Ø n Â m ÐÙÑ .

Für die im AnhangA definiertenGrößenµ (Gl. A.8) undβ (Gl. A.9), die für die Kl ärungderExistenzund
für dieDarstellungderH-Funktionhilfreich sind,ergibt sichhier konkret:

µ ¼ 1
α ¿ 1 À É 1

α ¿ 1Ê ¼ 0 (3.48)

β ¼ É 1
α Ê 1

α É 1
α Ê Ì 1

α ¼ 1 (3.49)

und q ¼ 2 ; p ¼ 2 Â
und gem̈aßden Ausführungenim AnhangA und in [MS78], könnenwir deswegenbez̈uglich der Exi-
stenzund der DarstellungobigerH-Funktion(3.46)zum einenfesthalten,daßder Integrationsweg L auf
L Ú c Ì i∞ Ã cÁ i∞ Û , also Ë

L

ds Ü cÁ i∞Ë
c Ì i∞

ds Â
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ausgedehnt(deformiert)werdenkann,undzumanderen14:

a) Die FunktionH1 Ý 1
2 Ý 2 Þ x

τHN ß existiert für àààà x
τHN

àààà"á 1 â (3.50)

unddasIntegral (3.46)läßtsichdurchdieSummeder Residuender linkseitigenPolebei

s ã 1 ä α å n æ γ ç (3.51)

darstellen,wobeidesn-teResiduumdurch

α
å$ä 1ç n

n!
(3.52)

gegebenist.

b) Die FunktionH1 Ý 1
2 Ý 2 Þ x

τHN ß existiert für àààà x
τHN

àààà"è 1 â (3.53)

unddasIntegral (3.46)läßtsichdurchdieSummeder Residuender rechtsseitigenPolebei

s ã 1 æ αn (3.54)

darstellen,wobei(ebenso)dasn-teResiduumdurch

α
å$ä 1ç n

n!
(3.55)

gegebenist.

Ob dasMellin-BarnesIntegral (3.46) für

ààà x
τHN

ààà ã 1 existiert, hängtvon dessenKonvergenzverhalten, und

somit von den Parameternα und γ ab. Basierendauf der Asymptotik für é y éëê ∞ (s ã η æ iy) der Γ-
Funktion15, könnenwir konkret folgendeszum Konvergenzverhaltendesuns interessierendenIntegrals
sagen:

1. Fall: Es gelte 0 á α á 1: Das Integral (3.46) konvergiert absolutfür é argx é á aπ
2, wobei hier konkret

a ã 2 ì 1
α ä 1í ist, unddefinierteineim Sektor é argx é á min å π â aπ

2 ç , mit eventuellemAusschlußdes
Punktesx ã 0, analytischeFunktion.

2. Fall: Esgelteα ã 1 und0 î γ á 1, wasdemCole-DavidsonModell entspricht:DasIntegral (3.46)kon-

vergiert,wie bereitserwähnt,für 0 á ààà x
τHN

ààà á 1 undfür

ààà x
τHN

ààà è 1. An demPunkt

ààà x
τHN

ààà ã 1 besitzt

es,wie wir bereitsausdemCole-DavidsonModell wissen,eineUnstetigkeit respektive ist dort nicht
definiert.

Aus dembishergesagtenfolgt also,daßwir die gesuchteDichte pHN desHavriliak-NegamiModellsdurch
dieH-Funktionausdr̈uckenkönnen:

pHN å xç1ã 1
ατHN

1
Γ å γ ç H1 Ý 1

2 Ý 2 ï x
τHN

ààààà ì 1 ä 1
α â 1

α í â%å 0 â 1çì γ ä 1
α â 1

α í<â#å 0 â 1ç<ð â (3.56)

14Zu derBerechnungderResiduenderΓ-Funktionseiz.B. auf [BS76, Tit67, WW69] verwiesen.

15sieheAnhangA und[EMOT53]
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wobei

H1 ñ 1
2 ñ 2 ò x

τHN óóóóó
ô
1 õ 1

α ö 1
α ÷<ö#ø 0 ö 1ùô

γ õ 1
α ö 1

α ÷ ö%ø 0 ö 1ù<úSû 1
2πi

cü i∞ý
c þ i∞ ÿ x

τHN � þ s Γ
ô

1 þ s
α ÷ Γ

ô
γ õ 1 þ s

α ÷
Γ ø sù Γ ø 1 õ sù (3.57)

ist; diesesist naẗurlich ersteinmalnur eine formale Umschreibung. Ausgedr̈uckt durch die Summeder
ResiduendesIntegranden(3.57),wie unterdenobigenPunktena) und b) dargelegt, könnenwir die H-
Funktion(3.57)folgendermaßendarstellen16:

H1 ñ 1
2 ñ 2 � x

τHN � û ���� ��� ∞�
n� 0

α 	 þ 1
 n
n!

Γ ø 1
α þ 1

α 	 1 þ α 	 nü γ 
�
 ù
Γ 	 1 þ α 	 nü γ 
�
 Γ 	 1 þ 	 1 þ α 	 nü γ 
�
�
�
 x

τHN � þ 	 1 þ α 	 nü γ 
�

für 0 � óóó x

τHN óóó � 1

∞�
n� 0

α 	 þ 1
 n
n!

Γ ø γ þ 1
α ü 1

α 	 1ü αn
 ù
Γ 	 1ü αn
 Γ 	 1 þ 	 1ü αn
�
 
 x

τHN � þ 	 1ü αn

für óóó x

τHN óóó
� 1

ö
(3.58)

woraussich letztendlichfür die Dichte desHavriliak-Negami Modells, nacheinigenUmformungen,die
Reihendarstellung

pHN ø xù û
���� ��� 1

x 
 x
τHN � αγ ∞�

n� 0
	 þ 1
 n

n!
sin	 πα 	 nü γ 
�


π ø γ ù n 
 τ
τHN � αn

für 0 � óóó x
τHN óóó � 1

1
x

∞�
n� 0

	 þ 1
 n
n!

sin	 π 	 1ü αn
�

π ø γ ù n 
 x

τHN � þ αn
für óóó x

τHN óóó
� 1

(3.59)

ergibt.Hierbeibezeichnetø γ ù n û γ ø γ � 1ù������ ø γ � n õ 1ù , wobeiperdefinitionemø γ ù 0 û 1gilt, dasPochhammer-
Symbolund für die Modellparametergilt, nochmalzusammengefaßt:τHN

� 0, 0 � α � 1, 0 ����� γ und
0 � α ��� γ � 1. Im Fall α û 1 (demCole-DavidsonModell) gilt zus̈atzlich0 ����� γ � 1.

Bevor wir unseinerVerallgemeinerungderbisherigenModelleunddenasymptotischenEigenschaftendes
Havriliak-Negami Modells, und somit auchimplizit denendesCole-Cole-und Cole-DavidsonModells,
zuwenden,wollen wir vorabeinigeGraphender Dichte pHN betrachten.Der Ausdruck(3.59) bietet die
Basis,umdieDichte pHN desHavriliak-NegamiModellszumindestnumerischzubestimmen.Eskannnun
gezeigtwerden,daßdie Summenin (3.59), für die angegebenBereicheder Parameterα und γ, absolut
konvergieren17.

Abbildung3.2auf dernächstenSeitegibt einenÜberblicküberdie GraphenderHavriliak-NegamiDichte
bei einerVariationderParameterα und γ innerhalbderenGeltungsbereichs,wobeiwir uns- um physika-
lischeund

”
vernünftige“ Dichtenzu erhalten- auf γ ��� beschr̈ankthaben.In Abbildung3.3 auf Seite42

habenwir dasschonbekannteCole-ColeModell reproduziert.

16siehedie Gleichungen(A.14) und(A.15) desAnhangsA

17GenerelleszurKonvergensderReihendarstellungderFoxschenH-FunktionsieheAnhangA undbeispielsweis[EMOT53,MS78]
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Abbildung3.2:Die DichtedesHavriliak-NegamiModells
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Abbildung3.3:Die DichtedesCole-ColeModells

Die Abbildungen3.2 und 3.3 weisenschonauf die problematischsteEigenschaftder Integralgleichung
(2.13) hin: kleine Variationenin den Parameternkönnenzu großenVeränderungenin den Graphender
Dichtefunktionen- also in den Lösungen- führen,was nichtsweiterals die Manifestationdesschlecht
gestelltenProblemsist!

3.5 Ein verallgemeinertesModell

Wiewir geradegesehenhaben(Kapitel3.4),könnenwir dieDichtepHN des(phänomenologischen)Havriliak-
NegamiModellsdurchdie Fox’scheH-Funktionausdr̈ucken(Gl. (3.56)und(3.57))

pHN ) x*,+ 1
ατHN

1
Γ ) γ * H1 - 1

2 - 2 . x
τHN /////

0
1 1 1

α 2 1
α 342 ) 0 2 1*0

γ 1 1
α 2 1

α 342 ) 0 2 1*,5 2
wobei

H1 - 1
2 - 2 . x

τHN /////
0
1 1 1

α 2 1
α 3 2 ) 0 2 1*0

γ 1 1
α 2 1

α 362 ) 0 2 1* 5 + 1
2πi

c7 i∞8
c 9 i∞ : x

τHN ; 9 s Γ
0

1 9 s
α 3 Γ

0
γ 1 1 9 s

α 3
Γ ) s* Γ ) 1 1 s*

ist. Esist nunoffensichtlichebensomöglich,daßCole-DavidsonModell durcheineH-Funktiondarzustel-
len, dennzum einenist diesesein Spezialfall desHavriliak-Negami Modells (α + 1), und zum anderen
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habenwir in Kapitel 3.3 alsein wichtigesZwischenergebnisbei derHerleitungderDichte pCD desCole-
DavidsonModells(Gl. (3.28))

pCD < x=,> 1
τ0

1
2πi

c? i∞@
c A i∞

ds B x
τ0 C A s Γ < β D s E 1=

Γ < s= Γ < β =
erhalten.Also kanndieDichte pCD auchdurch

pCD < x=,> 1
τ0Γ < β = H1 F 0

1 F 0 G x
τ0 HHHH < 0 I 1=< β E 1 I 1=KJ (3.60)

ausgedr̈ucktwerden18. Die Gleichungen(3.56),(3.57)und(3.60)legennunnahe,eineVerallgemeinerung
derbisherigenModelle,basierendaufderH-Funktion,vorzuschlagen.Quasials

”
Vorstufe“ , postulierenwir

alsgenerelleStruktureines
”
verallgemeinertenModells“ pH :

pH < x=L> C HmF n
p F q B x

τ0 C> C
1

2πi

c? i∞@
c A i∞

B x
τ0 C A s

χ < s= ds (3.61)

mit

χ < s=,> mM
j N 1

Γ < b j D β js= nM
j N 1

Γ < 1 E a j E α js=
Γ < s= Γ < 1 E s= qM

j N m? 2
Γ < 1 E b j E β js= pM

j N n? 2
Γ < a j D α js= I (3.62)

wobeiC dieNormierungskonstantesei.

Gehtmanjetzt nocheinenSchritt weiter, sokannauf derBasisderStruktur(3.61,3.62)eineallgemeine
KlassevonDichtefunktionenpH definiertwerden.DaessichbeiderH-Funktionum einerechtallgemeine
spezielleFunktionhandelt[EMOT53, MS78, WW69], wurdeeinderartallgemeines(Wahrscheinlichkeits-
)Modell bereitsvon MATHAI undSAXENA im RahmenderStatistikundWahrscheinlichkeitstheorievorge-
schlagen.[MS78]. DiesesverallgemeinerteModell ist konkretdurch

pH < x=4> exp < E dx= xλ A 1

c < 1 D bxk = µA 1 HmF n
p F q O B axk

1 D bxk C s HHHH < a1 I α1 =PI�Q�Q�QRI < ap I αp =< b1 I β1 =PI�Q�Q�Q�I < bq I βq =TS für x U 0 (3.63)

und p < x=,> 0 sonst,definiert,wobeidieNormierungc durch

c > ∞V
r N 0

< E d = rbA λ W r
k

r! k
Γ B µ E 1 E λ D r

k C HmF n? 1
p? 1 F q? 1 XY[Z a

b \ s HHHHHH
Z 1 E λ ? r

k \ I < a1 I α1 =PI�Q�Q�QRI < ap I αp =< b1 I β1 =]I�Q�Q�QRI < bq I βq =PI < 2 E µ I s=_^` (3.64)

gegebenist, unddie Größena, b, d, s seienreelle,positiveParameter19. Offensichtlichist die sodefinierte
Funktion pH nicht für alle möglichenWerteder enthaltenenParametereinenicht-negative Funktion.Es
existierenjedochParameters̈atze,für die

pH < x=ba 0 für 0 c x c ∞

18Im Fall desCole-DavidsonModellsgehtdie Fox’scheH-Funktionin die Meijer’scheG-Funktion

pCD d xegf 1
τ0Γ d β e G1 h 0

1 h 0 i x
τ0 jjjj 0

β k 1 l
über, wasauchnichtverwundert,dadie H-Funktionist eineVerallgemeinerungderG-Funktionist; DefinitionundEigenschaftender
G- undH-Funktionensiehe[EMOT53,MS78].

19Es sei daraufhingewiesen,daßs hier einenreellen,positiven Parameterbezeichnensoll und nicht die komplexe Variableder
Fourier-Laplace-respektive Mellin-Transformation.
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und
∞m

0

pH n xo dx p 1

gilt20, d.h. implizit wird sichin derDefinition von pH auf die Parameters̈atzebeschr̈ankt,für die (Gl. 3.63)
tats̈achlicheineDichtefunktiondarstellt.

Einigeder in derStatistikhäufigangewendetenSpezialf̈alle derverallgemeinertenDichte(3.63)sindbei-
spielsweise

1. die Γ-varianteDichtefunktion:

pH n xo,p βaα q β
Γ r α

β s xα t 1 et axβ u
a v 0

u
α v 0

u
β v 0 (3.65)

für x v 0

2. dienichtzentraleChi-QuadratDichte:

pH n xo,p e
t µ2

2σ2

∞w
r x 0

1

r!Γ y r z k
2 {�| µ2

2σ2 } r | 1
2 } r ~ k

2

et x
2 xr ~ k t 1 (3.66)

für x v 0.

3. dienichtzentraleF-Dichte:

pH n xo,p et λ2
2

∞w
r x 0

λ2r

2

Γ y k~ m
2 z r {

r! Γ y k
2 z r { Γ y m2 { xr t 1~ k q 2n 1 z xo r ~,� k~ m��q 2 (3.67)

für x v 0.

4. diemit derhypergeometrischenFunktionassoziiertenDichtefunktion21:

pH n xo,p bacq bΓ n α o Γ n β o Γ y γ � c
b { xc t 1

Γ y c
b { Γ n γ o Γ y β � c

b { 2F1 n α u β; γ; � axb o (3.68)

für x v 0, c v 0, α � c
b v 0, β � c

b v 0.

DieseBeispielesollendenbreitenBereichanmöglichenDichtefunktionen,die mit demverallgemeinerten
Modell (3.63)abgedecktwerden,andeuten,wobeiwir die weiteren

”
einfachen“ Beispielewie Gauß-und

Lorentz-Dichtenerstgar nicht als Spezialf̈alle angegebenhaben,und offensichtlichkönnenwir bei einer
geeignetenWahl derParameterdiebisherdiskutiertenModelldichtenreproduzieren.

Aufgrunddesin diesenunddenvorangegangenenKapitelndargestellten,könnenwir eswagen,dasfolgen-
de

”
Korollar“ auszusprechen:

Korollar 3.1
DasverallgemeinerteModell pH , definiert durchdie Gleichungen(3.63) und (3.64), ist eineallgemeine
Lösung,im SinneeinesallgemeinenModellansatzes,derphänomenologischenIntegralgleichung(2.13).

Bez̈uglich der Praxishat dieseszur Konsequenz,daßwir die möglichenLösungender Integralgleichung
(2.13) nicht von Vornherein,auchnicht aufgrundder allgemeinenphysikalischenEigenschaftender Di-
elektriziẗatsfunktion,einschr̈ankenkönnen,sonderndasim GegenteildasbreiteSpektrumdererdenklichen
DichtefunktionenalsLösungenzuerwartensei.

20Für weitereDetailsseiauf [MS78] unddendortigenReferenzenverwiesen.

21Definition undEigenschaftenderhypergeometrischenFunktionensindausf̈uhrlich beispielsweisein [EMOT53, WW69] darge-
stellt
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3.6 DasasymptotischeVerhalten der Modelldichten

Eine der wichtigenFragestellungenbetrifft dasasymptotischeVerhaltender Dichtefunktionp für kleine
Relaxationszeiten[KR98], alsofür x � 0. Da,wie bereitserwähnt,dasHavriliak-NegamiModell alsSpe-
zialfälle dasCole-Cole-unddasCole-DavidsonModell entḧalt, wollen wir unsbei derUntersuchungder
Asymptotik auchnur auf diesesbeschr̈anken; die Asymptotik der beidenanderenModelle22 wird dann
darausunmittelbarfolgen.

Betrachtenwir die Dichte pHN (Gl.(3.56))desHavriliak-NegamiModells

pHN � x��� 1
ατHN

1
Γ � γ � H1 � 1

2 � 2 � x
τHN �����

�
1 � 1

α � 1
α �6� � 0 � 1��

γ � 1
α � 1

α �,� � 0 � 1�,� �
respektivederenDarstellung(3.59)durchdieSummederResiduenderobigenH-Funktion23,

pHN � x�,������ ���
1
x � x

τHN � αγ ∞�
n� 0 ��� 1� n

n!
sin� πα � n� γ ���

π � γ � n � τ
τHN � αn

für 0 � ��� x
τHN ��� � 1

1
x

∞�
n� 0 ��� 1� n

n!
sin� π � 1� αn���

π � γ � n � x
τHN � � αn

für ��� x
τHN ���g� 1 �

Die Basisfür die UntersuchungdesasymptotischenVerhaltenskannjetzt sowohl die Darstellung(3.56),
zuzüglich desasymptotischenAusdrucksder im Integrandender H-FunktionstehendenΓ-Funktionen24,
alsauchdie Reihendarstellung(3.59)bilden,wobeiwir bei letzterendie Asymptotiksowohl für x � 0 als

auchfür x � ∞ quasiedirektablesenkönnen,dadiebeidenReihenfür 0 � ��� x
τHN ��� � 1 und ��� x

τHN ��� � 1 bereits

alsasymptotischeEntwicklungen für x � 0 undx � ∞ interpretiertwerdenkönnen25. Für die Asymptotik
derDichte pHN folgt alsoausderReihendarstellung(3.59)unmittelbar:

a) Im Limesx � 0, also x
τHN

� 0, ist

pHN � x�,� O
�
xαγ � 1 � (3.69)

mit 0 � αγ � 1,

b) Im Limesx � ∞, also x
τHN

� ∞, ist

pHN � x�,� O
�
x� 1 � � (3.70)

undfür die Asymptotikim Limesx � 0 derDichte pCC desCole-ColeModells(γ � 1) folgt daraussofort:

pCC � x�,� O
�
xα � 1 � mit 0 � α � 1 � (3.71)

undentsprechendfolgt für die AsymptotikderDichte pCD desCole-DavidsonModells (α � 1) für x � 0
sofort26:

pCD � x�,� O
�
xγ � 1 � mit 0 � γ � 1 � (3.72)

Für x � τ0 gilt nochzus̈atzlich,gem̈aßdesAusdrucks(3.33),

pCD � x�,� O
� � τ0 � x� � γ � � (3.73)

22Das asymptotischeVerhaltender Cole-Cole-und der Cole-Davidson Dichten ist aufgrundderenvorherigenKenntnisselbst-
versẗandlichbereitsbekannt[CC41, DC51,Bec88].

23sieheKapitel 3.4

24sieheauch[Doe71, Doe72, EMOT53,MS78]

25Diesbez̈uglich seiwiederumauf [Doe71, Doe72, EMOT53,MS78]verwiesen.

26DasasymptotischeVerhaltendesCole-DavidsonModells läßtsichnaẗurlich ebensoan(3.33)untersuchenundwar dementspre-
chendbereitsbekannt.
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Wir könnenalso festhalten,daßdie Dichten der phänomenologischenCole-Cole-,Cole-Davidson-und
Havriliak-Negami Modelle für x ¡ 0 eineschwache Divergenzaufweisen,eineTatsache,die wir ebenso
anhandderGraphendieserDichtenablesenkönnen.

DasasymptotischeVerhaltendesverallgemeinertenModellspH (Gl.(3.63))hängtoffensichtlichvondessen
Parameternab. AllgemeinläßtsichüberdieAsymptotikderFox’schenH-Funktionfolgendesaussagen27:¢ Für x ¡ 0 ist

Hm£ n
p £ q ¤ x¥�¦ O ¤�§ x § c ¥ ¨ (3.74)

wobeic ¦ min ©�ª¬« b j
β j ­ sei.¢ Für x ¡ ∞ ist

Hm£ n
p £ q ¤ x¥,¦ O « § x § d ­ ¨ (3.75)

wobeid ¦ max©�ª « a j ® 1
α j ­ sei.

Ohnejetzt auf weitereDetailseinzugehen,diesesind beispielsweisein [EMOT53, MS78] besserwieder-
gegeben,könnenwir deswegenallgemeinfesthalten,daßdasverallgemeinerteModell für die Sätzevon
Parametern,für die (3.63) tats̈achlich eine Dichtefunktion pH definiert, für x ¡ 0 entwedergegenNull
odereinenkonstantenWert strebtoder, wie die phänomenologischenModelle,eineschwacheDivergenz
aufweist.

Wir kommenam EndediesesKapitelsbez̈uglich allgemeinerAussagen̈uberdie Asymptotik der Dichte-
funktionen,wie sieduchdenphänomenologischenAnsatz(2.13)definiertsind,alsozudem

Ergebnis1
Die Dichtefunktionp derRelaxationszeitenτ kannim Limesτ ¡ 0 entweder

a) gegenNull streben,p ¤ τ ¥,¡ 0,

b) gegeneineKonstanteC streben,p ¤ τ ¥,¡ C,

c) oder, wie diephänomenologischenCole-Cole-,Cole-Davidson-undHavriliak-NegamiModelle,eine
schwacheDivergenzbesitzen,p ¤ τ ¥,¦ O ¯ τ ® δ ° , wobeiδ ± 1 sei.

Aufgrund der allgemeinenEigenschaftender Dielektrizitätsfunktionund im Blick desverallgemeinerten
ModellspH , läßtsichdasasymptotischeVerhaltenderDichte p alsonichteingrenzen,sondernesmüssena
priori dieMöglichkeitena) - c) in betrachtgezogenwerden.

27sieheauchAnhangA



Kapitel 4

Inverseund schlechtgestellteProbleme

Im folgendenKapitel sollendie Begriffe
”
inverse“ und

”
schlechtgestellte“ Problemeeingef̈uhrt und be-

schriebenwerden.An einigenBeispielensollensowohl die prinzipiellenSchwierigkeitenbei der Lösung
derartigerProblemealsauchdiepraktischeRelevanzsolcherAufgabenstellungendemonstriertunderläutert
werden.AnschließendsollendieMethodenzur StabilisierungschlechtgestellterProblemevorgestelltwer-
den.

4.1 Konzepte,Begriffe und Definitionen

Ist die direkteMessungderEigenschafteneinesObjektesoderGrößenicht möglich,wie im vorliegenden
Fall desphänomenologischenAnsatzesderDielektrizitätsfunktionin (polaren)Gläsern,sondernmußman
von indirekten Beobachtungenauf dieseGrößeschließen,so sprechenwir von einem inversenProblem
oderauchvon einemIdentifizierungsproblem. Bezeichnenwir die zu bestimmendeGröße f auchalsPara-
meter, dannsprichtmanauchvon einerParameteridentifizierung,sokönnenwir die Problemstellungauch
folgendermaßenbeschreiben:Gegebenist alsmathematischesModell eineAbbildungA von derMengeX
derParameterin dieMengeY derResultate, also

A : X ² Y ³
DerUnterschiedzwischendirektenundinversenProblemläßtsichnunwie folgt beschreiben1. Die Lösung
desdirektenProblemsist die präziseBeschreibung desmathematischenModellesA. Im Gegensatzdazu
bestehtdie LösungdesinversenProblemsin der InterpretationderDateng ´ Y, alsoin derKonstruktion
desUrbildes f . Die LösungdeszweitenProblemsist sehreinfach,wenn

1. A eineBijektionund

2. Aµ 1 stetigbez̈uglicheinergeeignetenTopologie in X undY ist.

Die ersteBedingunggarantiert,daßdasProblem

A f ¶ g

für alleg ´ Y eindeutiglösbarist. Die zweiteBedingungliefert dieStabiliẗatdesProblemsundzwar in dem
Sinne,daßkleineÄnderungenderDateng nur zu kleinenÄnderungenin derLösungf führen.Mathema-
tischausformuliertlautetletzteres:

1EsexistierenkeinepräzisenmathematischenDefinitionenderBegriffe direktesundinversesProblem, sodaßdieUnterteilungbis
zueinemgewissenGradewillk ürlich ist. Wir folgenhierdie in [Lou89] dargelegteDiskussionderBegriffe, diepraktischeÜberlegun-
genüberdirekt meßbareGrößenundnur indirekt berechenbareInformationenenzugrundeliegen.Ansonstenseinochbez̈uglich der
beidenBegriffe aufP.C.SabatiersEinführungderZeitschrift

”
InverseProblems“ hingewiesen.

47
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Die Lösung f · A̧ 1g ¹ f º X ist stabil in denRäumen(X ¹ Y), wennfür jedespositive ε einepositive Zahl
δ » ε ¼ derartexistiert,daßausderUngleichung½ g1 ¾ g2 ½ Y ¿ δ » ε ¼ die Ungleichung½ f1 ¾ f2 ½ X ¿ ε folgt.

DiesewünschenswertenEigenschaftenhabenzur folgendenBegriffsbildunggeführt, die am Anfangdes
letztenJahrhundertsvondemfranzösischenMathematiker HADAMARD eingef̈uhrtwordenist2.

Definition 4.1
SeiA : X À Y mit topologischenRäumenX ¹ Y. DasProblem » A ¹ X ¹ Y ¼ , also

A f · g ¹ (4.1)

heißtgut gestellt, auchsachgem̈aßgenannt3, wenndie folgendendreiBedingungenerfüllt sind:

1. Die LösungderGleichung(4.1)existiert für jedesg º Y.

2. Die LösungderGleichung(4.1) ist eindeutigin X.

3. Die LösungderGleichung(4.1)hängtstetig(kontinuierlich)vonderrechtenSeite,alsovong, ab,sie
seialsostabilin denRäumen(X ¹ Y).

Probleme,die einedieserBedingungennicht erfüllt, werdenschlechtgestelltodernicht-sachgem̈aß4 ge-
nannt.

AnschaulichläßtsichdieseDefinitionfolgendermaßeninterpretieren:Ist dertopologischeRaumrespektive
die KlasseY dervorgegebenenDatenin einer

”
naẗurlichen“ Art undWeisegewählt worden,socharakteri-

sierendie Bedingungen1 und2 die mathematischeDeterminiert-undDefiniertheitdesProblems.Konkret
bedeutetdieersteBedingunganeingut gestelltesProblem,daßesnicht überbestimmtseindarf.

Die zweiteBedingungist offensichtlichdie Eindeutigkeit derLösung.

Die 3. Bedingung,die Stabiliẗat der Lösung,ist sowohl in einemgewissenSinnemit der
”
physikalischen

Determiniertheit“ desProblems,alsauchmit derAnwendbarkeit numerischerMethoden,aufderBasisap-
proximativ bekanntervorgegebenerDaten,zur LösungdesProblemsverknüpft. Der Ursprungderdritten
Bedingung,Stetigkeit der inversenFunktionA̧ 1g, ist geradedie Tatsache,daßin denmeistenrealenPro-
blemendierechteSeitederGleichung(4.1)durchMessungenerhaltenwird unddeswegennurapproximativ
bekanntist.

Interessantist nochfolgendehistorischeBemerkung:HADAMARD folgerteurspr̈unglich,daßalle Proble-
me, die schlechtgestelltsind, nicht zu irgendwelchenrealenProblemengeḧoren,sie also keineProble-
meder (mathematischen)Physikseinkönnten.Die

”
Sachgem̈aßheit“ einesProblemswurdesoalsBedin-

gung betrachtet,die jedesmathematischeProblemerfüllen mußte,dasmit einemphysikalischenkorre-
spondierte5. Dadurchwurdeder Zweifel an denrealenNutzender UntersuchungschlechtgestellterPro-
blemeerzeugt.Sp̈aterwurdejedochder Irrtum in HADAMARD’ S Folgerung- undnicht nur seiner- fest-
gestellt;viele Problemeder mathematischenPhysik,so zeigtesich, führenzu schlechtgestelltenProble-
men.Demnachist es also nicht so, daßdie Tatsacheder SchlechtgestelltheiteinesProblemsnotwendi-
gerweisedessenunvollkommeneoder falschemathematische,physikalischeFormulierungbedeutet.Ein

2VerschiedenAutorenpräsentierenunterschiedlicheFormulierungendesBegriffesdesgutgestelltenProblems,diezwaressenziell
übereinstimmen,in Details sich jedochvoneinanderunterscheiden.Wir habenhier die allgemeinsteDefinition über topologische
Räumegewählt.

3Im englischenalsproperlyposed,well posedodercorrectbezeichnet.

4In derenglischsprachigenLiteraturals improperlyposed,ill-posedoderauchals incorrectbezeichnet.

5DerUrsprungderdeutschsprachigenBezeichnungdesKonzeptesliegt offenbargeradein dieserAnsicht.
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mathematischund physikalischexakt und vollständig formuliertesProblemkann sehrwohl schlechtge-
stellt sein [AT77, Lav67, Dav82, BW82], ein Umstand,der auchdurchdie nochfolgendenBeispielede-
monstriertwerdensoll. Vorweggenommenführenviele physikalischeFragestellungen(z.B. in der Spek-
troskopie,derRöntgenstreuung,in deroptimalenProzeßkontrolle)auf sogenannteIntegralgleichungerster
Art, dessenfundamentaleEigenschaftes ist, schlechtgestelltzu sein. Die Untersuchungund Entwick-
lung von befriedigendenMethodenzur (numerischen)BehandlunginverserschlechtgestellterProbleme
ist so nicht nur vom akademischenInteresse,sondernbesitztgeradeaucheine grundlegendepraktische
Relevanz[Mil74, Dav82].

Betrachtenwir nun zur Verdeutlichungder generellenSchwierigkeitenbei der Lösunginverserschlecht
gestellterProblemefolgendeseinfachesProblem6 mit einemkompaktenOperatorA. Nehmenwir an,aus
einemEingangssignalI wird durcheine

”
BlackBox“ einAusgangssignalg erzeugt.Zur Identifizierungdie-

ser
”
Black Box“ nehmenwir weiteran,daßsielinearundkausalsei.Dannkönnenwir alsmathematisches

Modell dieGleichung

Af Á xÂ,Ã xÄ
0

I Á x Å t Â f Á t Â dt Ã g Á xÂÇÆ (4.2)

aufstellen,wobeidieFunktion f jetztdie
”
BlackBox“ beschreibensoll. Zur VereinfachungdiesesBeispiels

wählenwir den
”
Input“ konstantgleicheins,alsoI Ã 1, wodurchsichdasmathematischeModell zu

Af Á xÂÈÃ xÄ
0

f Á t Â dt Ã g Á xÂ (4.3)

vereinfacht.Suchenwir stetigeLösungendieserGleichungersterArt Af Ã g, soergebensichdie Bedin-
gungen:

1. g seistetigdifferenzierbarund

2. g Á 0Â4Ã 0

undalsLösungerhaltenwir sofort:
f Ã gÉËÊ (4.4)

Wir könnennunzwei Problemebeobachten.̈Andernwir die Datennur ein wenig,etwa g Á 0ÂÈÃ ε ÌÃ 0, so
ist dasProblemnicht mehrlösbar. Ein weitereSchwierigkeit sehenwir, wennnur Näherungswertefür die
Datenvorliegen.DerEinfachheithalberundderIllustrationwegenseig gesẗort zu

gε Á xÂ�Ã g Á xÂÎÍ εsin Á nxÂÇÊ (4.5)

Dannist auchgε stetigdifferenzierbarundesgilt gε Á 0Â,Ã 0. DerFehlerin derMaximumsnormistÏ�Ï
gε Å g

Ï�Ï
∞ Ð ε Ê (4.6)

Als Ergebniserhaltenwir
f ε Á xÂ,Ã f Á xÂÎÍ nε cosÁ nxÂÇÆ (4.7)

dessenFehler, ebensoin derMaximumsnormgemessen,Ï�Ï
f ε Å f

Ï�Ï
∞ Ã nε (4.8)

abḧangigvon n ist und so, bei festgehaltenemε, beliebiggroßwerdenkann! Es handeltsich abertrotz-
demum einenpraktischnicht vorkommendenIdealfall. Ist nämlichderFehlerdurchMessungen,genauer
durchdasderMessungenunterliegendeRauschen,verursacht,sokönnenwir nicht annehmen,daßdieser
Fehlerstetigdifferenziebarmit Startwert0 ist. Im Fall praktischerAnwendungenmußalsoder RaumY

6sieheauch[Lou89]
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dermöglichenResultatehinreichendgroßgewähltwerden.Ist Y Ñ L2, dannkönnenwir unserProblemals
Abbildung

A : L2 Ò L2

untersuchen.Es zeigt sich aber, basierendauf die Darstellungder LösungdurchdasSingul̈arwertsystem
deskompaktenOperatorsA, daßdiesernichtstetiginvertierbarist. Außerdemexistiertnicht für jedesg Ó Y
eineLösung,derWertebereichÔÖÕ

A×,ÑÙØ g Ó Y : esexisitiert f Ó X mit Af Ñ g Ú (4.9)

kannsehrklein sein.DasProblem

Õ
A Û L2 Û L2 × ist alsoschlecht gestellt.

4.1.1 Einige BeispieleschlechtgestellterProbleme

Im folgendenAbschnittsollenkurz einige,teilweiseauchdieseArbeit ber̈uhrende,Beispieleschlechtge-
stellterProblemevorgestelltwerden.Sie sollenverdeutlichen,daßesnicht nur von einemrein akademi-
schen,theoretischenStandpunktauswichtig ist, sichmit derartigenProblemenzu bescḧaftigen,undderen
Relevanzin konkreten,realenProblemen,nicht nur ausdemBereichderPhysik,aufzeigen.Weiterederar-
tigeBeispielesindin [AT77, Lou89, Gro93] undin dendortigenReferenzenzufinden7.

4.1.1.1 FredholmscheIntegralgleichung erster Art

EinesderamhäufigstenvorkommendenFälleschlechtgestellterProblemesindFredholmscheIntegralglei-
chungenersterArt8, diewir beispielsweisein derLaufzeitanalysein derSeismik[Lou89], beideninversen
Streuproblemen[Lav67, Lou89, Sab90, PS93]oderder inversenTomographie9 [Lou89, Sab90, PS93] an-
treffen.In denvorangegangenenKapitel2.5ist schonaufdiegenerellenEigenschaftenundProblemedieses
Typusesvon Integralgleichungen10 eingegangenworden.Hier soll jetzt aberin eineretwasanderenBe-
trachtungsweiseundbesondersim Hinblick auf denobendefinierteBegriff des

”
gut gestellten“ respektive

”
schlechtgestellten“ Problems(Definition 4.1),die Integralgleichungbei kleinenÄnderungenderbekann-

tenrechtenSeiteg untersuchtwerden.

Betrachtenwir alsodie folgendeFredholmscheIntegralgleichungersterArt mit demIntegralkernK

Õ
x Û s× :

Af Ñ bÜ
a

K

Õ
x Û s× f

Õ
s× ds Ñ g

Õ
x× ;

Õ
c Ý x Ý d ×ÞÛ (4.10)

wobeiwiederumf Ó X diegesuchteFunktionundg Ó Y als(prinzipiell) gegebenvorausgesetztseiundwir
keineEinschr̈ankungenbez̈uglich derIntervallgrenzenmachenwollen,siealsoauch ß ∞ und∞ annehmen
dürfen.Der IntegralkernK

Õ
x Û s× seistetigbez̈uglich derVariablenx undbesitzenocheinestetigepartielle

Ableitung ∂K
∂x , d.h. mit anderenWortenK sei bez̈uglich der Variablenx

”
hinreichendglatt“ . Suchenwir

jetzt, beispielsweise,die Lösung f in derKlasseC, der im Intervall à a Û bá stetigenFunktionen.Als Metrik
des(metrischen)RaumsX seidieSupremumsnormL∞ wählbar:â

f1 ß f2
â
X Ñ â f1 ß f2

â
∞ Ñ sup

sãåä a æ bç�è f1 Õ s×Kß f2

Õ
s× è Û (4.11)

7Ergänzendseidiesbez̈uglich nochauf [Sab90, PS93] verwiesen

8Es ist eine prinzipielle EigenschaftIntegralgleichungenersterArt und nicht nur der Fredholmscher, daßsie zu den schlecht
gestelltenProblemengeḧoren.

9Die wichtigstenundfür die PraxisrelevantestenBeispielehierfür sinddie bildgebendendiagnostischenVerfahrenderMedizin,
wie beispielsweisedie Computer-Tomographieunddie NMR-Tomographie.

10sieheebenso[CH68a, Smi88,AT77, Lou89, Gro93]
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währenddessendieMetrik desRaumsY durchdie L2- Metrik gegebenseinsoll:é
g1 ê g2

é
Y ë é g1 ê g2

é
L2 ëíìî ï dð

c ñ g1 ñ xò ê g2 ñ xògò 2 dx ó ôõ 1ö 2 ÷
(4.12)

Wir nehmenweiteran,dieLösungderGleichung(4.10)existiereundseieindeutig,d.h.esexistierederzu
A inverseOperatorAø 1, unddieLösungseisomitgegebendurch:

f ë Aø 1g

÷
(4.13)

Siebesitztjedochnicht die EigenschaftderStabiliẗat bei kleinenÄnderungendervorgegebenenFunktion
g. Um dieszu sehen,betrachtenwir dieFunktion

f2 ñ sò ë f1 ñ sòÎù Nsinωs ú (4.14)

dieeineLösungderGleichung(4.10)mit derrechtenSeite

g2 ñ xò ë g1 ñ xòÎù N

bð
a

K ñ x ú sò sinωsds (4.15)

seinmöge( f1 ë Aø 1g1). Offensichtlichkann,für jedesbeliebigeN, mit einemhinreichendgroßenω die
Abweichung é

g1 ê g2
é
L2 ëüûN û ìýî ýï dð

c þÿ bð
a

K ñ x ú sò sinωsds�� 2

dx ó ýôýõ
1ö 2

(4.16)

beliebigklein gemachtwerden11, ohnezuverhindern,daßdieAbweichungin derL∞-Metrik zwischenden
korrespondierendenLösungenf1 und f2,é

f1 ê f2
é

∞ ë sup
s��� a � b� û f1 ñ sò ê f2 ñ sò û ë sup

s��� a � b� û Nsinωs û ëüû N û ú (4.17)

beliebiggroßwerdenkann.

SeinunanstellederSupremumsnormdie L2-Metrik im RaumX gewählt,dannist die LösungderIntegral-
gleichung(4.10)wiederuminstabilbei kleinenÄnderungenderVorgegebeneng. Konkretgilt dann:é

f1 ê f2
é
L2 ë ìî ï bð

a

û f1 ñ sò ê f2 ñ sò û 2 ds ó ôõ 1ö 2
ë û N û ìî ï bð

a

sin2 ωsds ó ôõ 1ö 2
ë û N û	� b ê a

2 ê 1
2ω

sinω ñ b ê aò cosω ñ b ù aò ÷ (4.18)

Wie manwiederumsieht,kannmandurcheinegeeigneteWahl von ω undN erreichen,daßbeliebigklei-
ne AbweichungenzwischendenFunktioneng1 undg2 mit beliebiggroßenAbweichungenzwischenden
korrespondierendenLösungen(Gl.(4.18))einhergehenkönnen.

Es soll nochmalsdaraufhingewiesenwerden,daßessich hierbei,der Instabiliẗat der Lösunggegen̈uber
der Vorgegebenen,um eineprinzipiell innere Eigenschaft der IntegralgleichungenersterArt handelt.Als
nächtestesfolgen, sehrkurz skizziert, zwei durch IntegralgleichungenersterArt formulierte praktische
Beispiele.

11Diesesfolgt unmittelbarausdemRiemann-Lebesgues’schenLemma[BB93, Doe71, Tit67]
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4.1.1.2 Die analytischenFortsetzungeiner Funktion

Hier seikurz dasProblemderanalytischenFortsetzungeinerFunktionin ein Gebietskizziert,wobeidiese
nur in einemTeil diesesGebietesbekanntist12.

Essei 
 ein berandetesGebietund � bezeichnedenRandeinerKurve,die ganzin 
 liegt. DasProblem
deranalytischenFortsetzungeinerFunktion,die auf derKurve � bekanntist, in dasrestlicheGebiet 
 ist
instabil,alsoschlechtgestellt.Um dieseszu sehen,sei z0 ein PunktdesRandesdesGebietes
 mit dem
positiven Abstandd von � und f1 � z
 sei eineanalytischeFunktion in 
 . Die Funktion f2 � z
�� f1 � z
��
ε � � z � z0 
 , mit gegebenerpositiverZahl ε, ist ebensoanalytischin 
 . Auf derKurve � unterscheidensich
dieseFunktionendurchε � � z � z0 
 , dessenAbsolutbetragnicht dasVerḧaltnisε � d überschreitet.Esist also�
f2 � z
�� f1 � z
 ��� ε � d überallauf � . DasVerḧaltnisε � d kanndurchdie Wahl von ε beliebigklein gemacht

werden.Jedochist andererseitsderAbsolutbetragderDifferenz f2 � z
�� f1 � z
�� ε � � z � z0 
 unbeschr̈anktin
demGebiet 
 alsganzes.

4.1.1.3 Verarbeitungssysteme,optimale Prozeßkontrolle

Ein für die PraxiswichtigesProblemist die Konstruktionvon Systemender automatischenmathemati-
schen Verarbeitungvon Daten, insbesonderevon ausphysikalischenMessungengewonnenDaten.Die
AnwendungunddernotwendigeGebrauchdieserSystemegehtvon derElementarteilchenphysik,derUn-
tersuchungvonPlasmenundFestk̈orpernbeihohenTemperaturen,derUntersuchungderEigenschaftender
Materiebei niedrigenTemperaturen,bis hin zu schon

”
alltäglichen“ Anwendungenim Bereich der Medi-

zin und im Bereichderunz̈ahligenFertiegungstechniken(optimaleProzeßkontrolle). Normalerweisewird
dabeinicht dereigentlichinteressierendeParameterf , sondernseineManifestationg � Af gemessen,die
wiederumauf GrundderstatistischenNaturdesMeßprozessesnur approximativ bekanntseinkann.Grob
gesprochen,reduziertsich in all diesenFällen dasProblemauf die Lösungder GleichungAf � g, die in
vielenFällenschlechtgestelltist.

Ein Verarbeitungssystemsoll sowohl in einem
”
DialogModus“ , alsauchautomatisch,ohnedienotwendige

EinflußnahmeeinesMenschenauf die Bearbeitungsschritte,arbeitenkönnen.EssindalsoeffizienteAlgo-
rithmenzur LösungdesProblemsAf � g, daseineSchlechtgestellheiteinschließenkann,notwendig,die
aufComputernrealisiertwerdenkönnen.

4.2 Stabilisierung schlechtgestellterProbleme

4.2.1 Vorbetrachtungenund Vorbemerkungen

Bevor wir dieStabilisierungschlechtgestellterProblemediskutieren,solleneinpaarVorbetrachtungenund
Vorbemerkungengemachtwerden.Betrachtenwir dafür die IntegralgleichungersterArt ausdemobigen
Beispiel(Gleichung(4.10)):

b�
a

K � x � s
 f � s
 ds � g � x
��
Kennenwir die Funktiong nur approximativ. d.h. unterscheidetsie sich in derMetrik desRaumesY von
der

”
wahren“ Funktion f1 nur leicht, sokönnenwir offensichtlichprinzipiel nur von demAuffindeneiner

approximativenLösungder Gleichungreden;einerLösungalso,die sich in der Metrik desRaumesX in
einerkontrollierbarenArt undWeisevondertheoretischexaktenLösungunterscheidet.
Die Funktion g sei nun durch Messungenbekanntund möge an einigenStellen

”
Ecken“ und

”
Kanten“

12WeiterekonkreteBeispielefür die Problemebei deranalytischenFortsetzungeinerFunktionundderenLösungenwerdenin den
Buchvon LAVRENTIEV [Lav67] diskutiert.
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haben,andenenkeinestetigeAbleitungexistiert.Auf GrundderallgemeinenEigenschaftenderFredholm-
schenIntegralgleichungenersterArt bzw. der quellenm̈aßigdarstellbarenFunktionen13, besitztdie Glei-
chung(4.10)keineLösung(im klassischenSinn),daderKern,nachVoraussetzung(sieheKapitel 4.1.1.1),
einestetigepartielleAbleitung nachx besitztund somit g ebensoeinestetigeAbleitung nachx besitzen
muß.Diesesbedeutet,daßwir nicht alsapproximativeLösungdie nehmenkönnen,die wir (formal) durch
die approximativ bekannterechteSeiteg derGleichungerhaltenwürden,dadiesenicht existierenkönnte.
Die Lösungder betrachtetenGleichungexistiert (im klassischenSinn) für eineFunktiong offensichtlich
dann,wennsiezumWertebereich� � A! desOperatorsA geḧort:� � A!#"%$ g & Y : esexisitiert f & X mit g " Af ' ( (4.19)

Wie wir bereitsobenerwähnthaben14, besitztdie InversionderIntegralgleichung,

f " A) 1g * (4.20)

nicht die EigenschaftderStabiliẗat derLösungbei kleinenÄnderungenderFunktiong. Wir brauchenalso
nichtnureineAntwort aufdieFrage,waswir alsapproximativeLösungdesProblemsbezeichnen,sondern
aucheinenAlgorithmus,um diesezubestimmen,derstabilunterkleinenÄnderungenderFunktiong ist.

DesweiterenkanndasAuffindeneinerapproximativenLösungin einer
”
naẗurlichen“ KlasseX einesschlecht

gestelltenProblemsin derPraxismehrdeutigsein.Um dieseszuverstehen,betrachtenwir dieGleichung

Af " g *
die in derKlasseX schlechtgestelltsei.Weiterkennenwir die rechteSeitederGleichungnurbisaufeinen
Fehlerε vondentheoretischexaktenWert gT, also+

g , gT

+
Y - ε (

Es ist naheliegend,die approximative Lösungin der KlasseXε der Elementef zu suchen,für die
+
Af ,

g! + Y - ε gilt. In denmeistenFällenwird aberdieAnzahlderElementedieserKlassezugroßsein.Deswei-
terenkönnen,wie dasBeispielim Kapitel4.1.1.1derFredholmschenIntegralgleichungersterArt zeigt,die
einzelnenElementef sicherheblich,in derMetrik desRaumesX, voneinanderunterscheiden.Also kann
nicht jedesElementdieserKlassealsapproximativeLösungbetrachtetwerden.

EssindsomitRegelnfür dieAuswahlmöglicherLösungenvonNöten.Um diesezufinden,müssenzus̈atzli-
cheInformationen,diedieLösungbetreffenundallgemeinerḧaltlich sindrespektivepostuliertwerden,her-
angezogenwerden15. VerschiedenArtenzus̈atzlicherInformationensinddenkbarundmöglich.Dieschlecht
gestelltenProblemekönnen,bez̈uglich derzus̈atzlichenInformationen,grobin zwei Kategorienaufgeteilt
werden.Die ersteKategorie,in denendie InformationenquantitativerArt sind,ermöglichteinendieKlas-
seder möglichenLösungenz.B. auf einekompakteMengezu beschr̈anken,wodurchdanndasProblem
stabil unter kleinen Veränderungender Ausgangsdaten(der Funktion g) wird. In der zweitenKategorie
werdenzus̈atzlicheInformationenqualitativerArt, wie z.B. Glattheit(smoothness),Konvexität,Positivität
derLösungusw., ausgenutzt,um dieseStabiliẗat zuerreichen.

Im folgendensoll nunallgemeindieLösungderGleichung

Af " g * (4.21)

betrachtetwerden,wobei die gesuchteLösung f Elementdesmetrischen(topologischen)RaumesX ist,
unddie Funktiong zummetrischen(topologischen)RaumY geḧore.Der OperatorA bilde X aufY ab. Es
sei angenommen,zum OperatorA existiereder inverseOperatorA) 1, der im allgemeinennicht stetigzu
seinbraucht.Erfüllt derOperatordieseEigenschaft,sowird Gleichung(4.21)OperatorgleichungersterArt
oderauchnur kurzGleichungersterArt genannt.

13siehebeispielsweise[CH68a, Smi88, Wer95]

14siehedie Kapitel 2.5,4.1.1.1und[AT77,Lou89]

15Tats̈achlichscheintessozusein,daßesprinzipiellnurmit Hilfe zus̈atzlicherInformationenundBedingungenmöglichist,schlecht
gestelltedurchgut gestellteProblemezuapproximieren[Mar82].
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4.2.2 Gutgestelltheit im Sinnevon TIKHONOV und die Selektionsmethode

Der Vollständigkeit halberseialsersteMethodezur BehandlungschlechtgestellterProbleme,die im we-
sentlichenquantitative zus̈atzlicheInformationenheranzieht,diejenigevorgestellt,die die Definition des
Begriffs desgut gestelltenProblemsverändert,alsosichzudenBedingungen1, 2 und3 ausDefinition 4.1
unterscheidendederarteinführt,daßeineStabilisierungdesschlechtgestelltenProblemseintritt. Dazusoll
zus̈atzlichzudenRäumen16 X undY unddesOperatorsA eineabgeschlosseneMengeM . X gegebensein.
Eswird jetzt die folgendeÄnderungdesBegriffesdesgutgestelltenProblemseingef̈uhrt:

Definition 4.2
MannenntdieGleichung(4.21)gutgestellt(properlyposed)im SinnevonTIKHONOV wenndiefolgenden
Bedingungenerfüllt sind:

1. Esist a-priori bekannt,daßdie Lösungf für eineKlassevon Datenexistiert undzueinergegebenen
MengeM mit f / M geḧort.

2. Die Lösungist in einerKlassevon Funktionen,die zurMengeM geḧoren,eindeutig.

3. BeliebigkleineÄnderungenderrechtenSeite,alsoderFunktiong, die die Löung f nicht außerhalb
derMengeM bringen,korrespondierenzubeliebigkleinenVeränderungenvon f .

Mit MA seidasBild derMengeM nachderAnwendungdesOperatorsA auf denRaumX bezeichnet.Die
dritteBedingungkanndannin folgenderWeiseneuformuliertwerden:

3. Die LösungderGleichung(4.21)hängtstetig(kontinuierlich) vonder rechtenSeiteg auf derMenge
MA ab.

Die wesentlicheGrundlagefür dieAnwendbarkeit derDefinitiondesgutgestelltenProblemsim Sinnevon
TIKHONOV bildetdasfolgendewichtigeLemma,dessenBeweisin [AT77] zufindenist:

Lemma 4.1
Die (selbst)kompakteUntermengeX desmetrischenRaumesX0 seiauf die UntermengeY desmetrischen
RaumesY0 abgebildet.Ist die Abbildung A : Y 0 X stetig und eins-zu-eins(injektiv), so ist die inverse
AbbildungA1 1 : X 0 Y ebensostetig.

Für denFall einerkompaktenMengeM, gilt weiterfolgendes[Lav67]:

Satz4.1
Erfüllt die Gleichung(4.21) die drei Bedingungenals gut gestelltesProblemim Sinnevon TIKHONOV,
danngibt eseineFunktionα 2 τ 3 so,daßgilt:

1. α 2 τ 3 ist einestetige(kontinuierliche),nicht abnehmendeFunktion
mit α 2 03#4 0.

2. für jede f1 5 f2 / M, diedie Ungleichung 6
Af1 7 Af2

6
Y 8 ε

befriedigen,gilt
6
f1 7 f2

6
X 8 α 2 ε 3:9

16Bei diesenRäumenkannessichallgemeinauchum topologischehandeln.
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Darausfolgt, wenndie1. und2. BedingungendesgutgestelltenProblemsnachTIKHONOV erfüllt sind,ist
auchdie3. BedingungnachderStetigkeit erfüllt.

Manbeachte,wennein Problemgut gestelltim Sinnevon TIKHONOV ist, undwir ersetzendie metrischen
RäumeX undY durchihre Unterr̈aumeM undMA, dannwird dasProblemgut gestelltim SinnederDe-
finition 4.1. In anderenWorten bedeutetdieses,daßdasKonzeptdesgut gestelltenProblemsim Sinne
von TIKHONOV dannanwendbarist, wennsich die Schlechtgestelltheitder OperatorgleichungersterArt
(Gl.4.21)darinmanifestiert,daßeinederBedingungen1 und2 ausDefinition4.1,dieExistensundEindeu-
tigkeit der Lösung,verletztist, alsoeineStabilisierungdesschlechtgestelltenProblemsbez̈uglich dieser
Bedingungendarstellt.

Ist dieGleichung(4.21)gutgestelltim Sinnevon TIKHONOV undgeḧort dieFunktiong zuMA, dannkann
die sogenannteSelektions-Methodeerfolgreichzur LösungdesProblemsbenutztwerden.Sie bestehtim
wesentlichendarin,die OperationAf für die Elementef ; M < X auszuf̈uhren,alsodasdirekteProblem
zu lösen.Als approximativeLösungf0 ; M wird nundasjenigeElementgenommen,für dasdie Differenz=
Af > g

=
Y minimalwird17: =

Af0 > g
=
Y ? inf

f @ M = Af > g
=
Y A (4.22)

WeitereEinzelheitenzumKonzeptdesgut gestelltenProblemsim Sinnevon TIKHONOV, seineProbleme
und Beispielezu seinerAnwendung,sind in denBüchernvon LAVRENTIEV [Lav67] und ARSENIN und
IKHONOV [AT77] zufinden.Im RahmendieserArbeit seidiebisherigeDarstellunggen̈ugend.

4.2.3 VerallgemeinerteInverse

Nebender vielleicht naheliegendenIdee,ein schlechtgestelltesProblemdadurchzu stabilisieren,indem
derBegriff desgut gestelltenProblemsin geeigneterArt undWeisegëandertwird18, ist eineweitereIdee,
denLösungsbegriff für OperatorgleichungenersterArt zuverallgemeinern.DiesesführtaufdenBegriff der
verallgemeinertenLösung, auchMoore-PenroseLösungoderQuasil̈osunggenannt19 [AT77, Iva76, Lav67,
Lou89, Mor84, Gro93].

Gebenwir nundie allgemeineDefinition der verallgemeinertenInversebzw. Quasil̈osungin (beliebigen)
metrischenRäumenan20:

Definition 4.3
NebendenbeidenmetrischenRäumenX undY unddesOperatorsA seieineMengeM < X gegeben.Als
verallgemeinerteInverse, auch Quasil̈osungoder Moore-PenroseLösunggenannt,der Gleichung(4.21)
bezeichnenwir einElement f̃ , welchesdurchdieRelation=

Af̃ > g
=
Y ? inf

f @ M = Af > g
=
Y (4.23)

definiertist.

Betrachtenwir nundie verallgemeinerteInversedetailierter21. Dafür seienX undY Hilberträumeundder
OperatorA,

A : X B Y ;

17Dassogewonnenef ist mit derim nachfolgendenKapitel 4.2.3eingef̈uhrtenQuasil̈osungidentisch;sieheauch[AT77, Iva76].

18siehevorangegangenesKapitel 4.2.2und[AT77]

19DasKonzeptderverallgemeinertenInversegehthistorischsowohl auf MOORE undPENROSE alsauch,jeweils unabḧangig,auf
V.K. IVANOV zurück,derauchdenBegriff derQuasil̈osungeingef̈uhrt hat.

20DieseDefinitiongehtin dieserForm auf V.K. IVANOV ZURÜCK .; sieheauch[AT77, Iva76, Lav67].
21Wir folgenhier weitestgehenddenDarstellungenin [Lou89].
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seilinearundstetig.EineLösung- im herkömmlichenSinne- derOperatorgleichungersterArt (4.21)

Af C g

existiert nur für ElementeausdemBild von A, alsog DFE G AH . Um nuneinenLösungsbegriff für weitere
Elementein Y einzuf̈uhren,betrachtenwir dieAbweichung

J I f J : CLK Af M g KON (4.24)

Bezeichnenwir mit
PP�Q AR : Y S Y (4.25)

dieorthogonaleProjektionvonY auf denAbschlußdesWertebereichsvon A, dannkönnenwir dieAbwei-
chungin

J2 I f JTCLK Af M PPUQ AR g K 2 V K g M PPWQ AR g K 2 (4.26)

aufspalten.Ist jetzt g DXE G AHTYZE[G AH]\ , soergibt sichdieMinimierungderAbweichungzu

min
f ^ X J I f JTC min

f ^ X K Af M g KWCLK g M PP_Q AR g K`N (4.27)

Andernfallswählenwir unterallen f , welchedieGleichung(4.27)lösen,dasjenigemit kleinsterNorm:

f : K f Kba%K u K für alle u cC f mit J I uJTC J I f J�C minJ I vJdN (4.28)

Durchdassobestimmtef , daswir alsogem̈aßDefinition 4.3alsverallgemeinerteInverse, Moore-Penrose
LösungoderQuasil̈osungbezeichnen,wird dieAbbildung

A† : efG A† H#CgEhG AHTYiEjG AH \lk Y S X m (4.29)

dieverallgemeinerteInverse, definiert.

Als nächstessoll einfür dieTheorieundderPraxiswesentlicherSatzangegebenwerden,aufdessenBeweis
wir hierverzichtenwollenundderin [Lou89] angegebenist. Im folgendensoll mit An derzuA adjungierte
Operator bezeichnetwerden.

Satz4.2
f C A†g ist dieeindeutigeLösungderNormalgleichung

An Af C An g (4.30)

in E G An H .
DiesesschließtübrigensauchdenFall mit ein, wenn(4.27)nicht eindeutigist, daßals verallgemeinertes
Inversedas f mit kleinsterNorm gewähltwird [Lou89].

Desweiterenseimit
L G X m Y H : C%o A : X S Y : A ist linearundstetigp (4.31)

derRaumderlinearenundstetigenAbbildungenvonX nachY bezeichnet22. Ist nunA D L G X m Y H , sokönnen
u.a.folgendeinteressanteEigenschaftender verallgemeinertenInversebewiesenwerden23:

1. A† ist linear;

2. A† ist genaudannstetig,wenn E G AH abgeschlossenist;

3. E G A† H#C E G An H .
22sieheauchAnhangB, Gleichung(B.17)und[Wer95]

23Bez̈uglich derBeweiseseiwiederauf [Lou89] verwiesen.
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DiewichtigeEigenschaftderverallgemeinertenLösungbzw. Quasil̈osung,eineApproximationder(herkömm-
lichen)Lösungseinzukönnen,konnteV.K. IVANOV zeigen[Iva76]. Konkretgilt:

Satz4.3
Die verallgemeinerteLösung fε, die mit einerFunktiongε, die in derMetrik desRaumsX von der theo-
retischexaktenFunktion gT um den Betragε abweichenmöge,gewonnenwordenist, geḧore zu einer
kompaktenMengeM. Geḧort die theoretischeLösung fT ebensozur kompaktenMengeM, danngilt für
ε q 0: r fε s fT r X q 0.

Bevor wir weitereBemerkungenzurverallgemeinertenLösungmachenwerden,soll nocheinederenwich-
tigen Darstellungim Falle kompakterOperatoren24 A angegebenwerden.Im folgendemsei mit K t X u Y v
dieMengederkompaktenOperatorenin L t X u Y v bezeichnet:

K t X u Y v�w%x A y L t X u Y v : A ist kompaktz{u (4.32)

insbesondereseiK t X v|w K t X u X v . Betrachtenwir alsodenkompaktenOperatorA, A y K t X u Y v . Esist dann
der OperatorT w A} A y K t X v selbstandjungiert,und wir könnendie Eigenwerteλn und Eigenvektoren
vn u n ~ 0 vonT bestimmen.Die λn seienihrerGrößenachgeordnet,d.h.sieseiensonummeriert,daß

λ1 � λ2 � λ3 �����
gelte.Setzenwir nun

σn : w��X� λn (4.33)

und
un : w σ � 1

n Avn u (4.34)

sogilt dann
Avn w σnun (4.35)

und
A} un w σnvn � (4.36)

Eskönnenjetzt die wichtigenEigenschaftenbewiesenwerden,daß x vn z ein vollständigesOrthonormalsy-
stemfür � t A} v�wj��t Av�� u (4.37)

unddaß x un z einvollständigesOrthonormalsystemfür� t Av#w[��t A} v � (4.38)

ist25. DieseEigeschaftenführennunauf die folgendeDefinition26:

Definition 4.4
Die obeneingef̈uhrteMengevonTripel x vn u un; σn z n � 0 (4.39)

heißtsingul̈aresSystem, auchSingul̈arwertzerlegung, desOperatorsA.

Die Nützlichkeit der Singul̈arwertzerlegungkompakterOperatorenläßt sich am folgendemSatzbereits
ablesen,wobeiwir hier wiederumauf dessenBeweisverzichtenwollen undz.B. auf [Lou89] verweisen.

24Operatoren,die beschr̈ankteMengenin X in relativ kompakteMengenin Y abbilden,werdenkompakteOperatoren genannt
[BB93, Lou89,Wer95].

25Mit �f� A � seiderKerndesOperatorsA : � x : Ax � 0� bezeichnet.

26Bez̈uglich EinzelheitenderDefinition undEigenschaftendessingul̈arenSystems,auchSingul̈arwertzerlegunggenannt,wie z.B.
demVerhaltenderEigenwerterespektive Singul̈arwerteσn, seiauf [Lou89,Wer95], aberauchauf [Smi88],beidemzwardasKonzept
abernichtdie Bezeichnungdessingul̈arenSystemsvorkommt,verwiesen.
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Satz4.4
SeiA � K � X � Y � mit singul̈aremSystem� vn � un; σn � . Danngilt

1.
Af ���

n

σn � f � vn � un � (4.40)

2. Af � g hatgenaudanneineLösung,wenndie PICARD-Bedingungerfüllt ist:

g � �
n

gnun � (4.41)

alsowenng � � � A� ist, undwenn �
n

σ   2
n ¡ � g � un � ¡ 2 ¢ ∞ � (4.42)

Die PICARD-Bedingungstellteine
”
Glattheitsbedingung“ andieFunktiong da;wegenσ   2

n £ ∞ für n £ ∞,
die Eigenwertedes(kompakten)OperatorsT könnenhöchstensdie Zahl Null alsHäufungspunktbesitzen
[CH68a, Lou89, Wer95], müssendie Entwicklungskoeffizientenvon g entsprechendschnell fallen. Die
PICARD-Bedingungwird demzufolgeauchalsKonsistenzbedingungaufgefasst,undsowird g � Y genau
dannkonsistentgenannt,wenng die PICARD-Bedingungerfüllt.

Im Fall kompakterOperatorenläßtsichnundieverallgemeinerteInversemit Hilfe dessenSingul̈arwertzer-
legungangeben:

Satz4.5
SeiA � K � X � Y � mit singul̈aramSystem� vn � un; σn � . Dannist für g �l¤f� A† �

A†g ���
n

σ   1
n � g � un � vn � (4.43)

VorweggenommenbildetdieseDarstellungeineBasisderRegularisierung(kompakter)Operatoren.

Kommenwir nunzu einigenBemerkungen:Der Begriff derverallgemeinertenInverseersetzt,wie bereits
erwähnt,den

”
klassischen“ Begriff derLösung,undimplizit auchdenBegriff derenEindeutigkeit,wiediese

in derDefinition4.1verwendetwerdenundist soalseineStabilisierungbez̈uglichderBedingungen1 und2
derDefinitiondesgutgestelltenProblemszu interpretieren.Wie wir auchschonin [Ros95] erwähnthaben,
beschr̈ankt sich jedochein Großteil der Untersuchungenrespektive der (reinen)Anwendbarkeit der ver-
allgemeinertenInverseauf kompakteLösungsmengenM27, wie hier durchIVANOV ’s Satz4.3 angedeutet
ist. In diesemSinnestellt diesesKonzeptaucheineStabilisierungschlechtgestellterProblemeunterVer-
wendungquantitativerzus̈atzlicherInformationenda,d.h.könnenwir dieLösungenderOperatorgleichung
(4.21)aufkompakteMengeneinschr̈ankenoderwissenwir, daßdasBild � � A� desOperatorsA abgeschlos-
senist (Eigenschaft2.),dannkönnenwir dasschlechtgestellteProblemmit derverallgemeinertenInversen
stabilisieren.LAVRENTIEV weistübrigensdaraufhin,daßderBereichder(reinen)AnwendbarkeitderQua-
silösungim wesentlichenmit dendesgut gestelltenProblemsim Sinnevon TIKHONOV übereinstimmt28,
wobeisichbeidedanndurchdieKlarheitund

”
Einfachheit“ derverallgemeinertenInverseunterscheiden29,

wodurchin der Litaratur die Quasil̈osunggegen̈uberdesgut gestelltenProblemsim SinneTIKHONOV ’ S

27Urspr̈unglichist dieQuasil̈osungvon IVANOV auf einekompakteMengeM desRaumsX definiertworden;sieheDefinition4.3.

28Dasin bestimmtenKlassenvon ProblemenverschiedeneKonzeptezur Stabilisierungzu äquivalentenapproximativen Lösungen
führenkönnen,kannnicht verwunderlichsein.DieseÄquivalenzensind durchdie Gemeinsamkeit einigergrundlegenderIdeenbei
der Konstruktionapproximativer Lösungenzu erklären.NähereEinzelheitenzu denGemeinsamkeiten,wannwelcheMethodenim
wesentlichen̈aquivalentsindunddeneinzelnenVorteileneinerMethodegegen̈ubereineranderen,sindin derbetreffendenLiteratur,
beispielsweisein [AT77,Lou89], zufinden.

29Diesesist haupts̈achlich in Sinneder Definition zu verstehen.Die praktischeAnwendbarkeit brauchtdeswegennicht einfacher
sein.
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mittlerweile in denBetrachtungendenVorzuggegebenwordenist. Ein weiterer, wichtigererGrunddafür
ist allerdingsauch,daßdieverallgemeinerteInversederAusgangspunktdesKonzeptsderRegularisierung,
wie wir siein dennachfolgendenKapitelwiedergebenwollen, ist.

WeitereEinzelheitenzur verallgemeinertenInversenundkonkreteBeispielesindin denBüchernvon IVA-
NOV [Iva76], LAVRENTIEV [Lav67], LOUIS [Lou89] undARSENIN & TIKHONOV [AT77], unddendorti-
genReferenzen,zufinden.

4.2.4 Die Regularisierung

In denvorangegangenenAbschnitten4.2.2und 4.2.3wurdenkurz Methodenzur Stabilisierungschlecht
gestellterProblemevorgestellt,die im wesentlichendannausreichendunderfolgreichseinwerden,wenn
essichbeiderKlassedermöglichenLösungenderGleichung(4.21)umeinkompakteMengehandelt30. In
derüberwiegendenZahlder(praktischen)Problemenist derRaumX dermöglichenLösungenjedochnicht
kompakt(oderderenKompaktheitkannnichtohneweiteresnachgewiesenodervorausgesetztwerden),und
die ÄnderungderrechtenSeitederGleichung

Af ¥ g ¦ (4.44)

die mit derapproximativenNaturderFunktiong verbundenist, kanndie (formale)Lösungaußerhalbder
MengeX bringen.Desweiterenist derWertebereichnicht degenerierterOperatorenunendlichdimensional
undnicht abgeschlossen,worausunmittelbardie Unstetigkeit derverallgemeinertenInversefolgt [Lou89,
Wer95]. Diesesalles führt auf daswohl allgemeinsteKonzeptzur Stabilisierungund zur Konstruktion
kontrollierter ApproximationenschlechtgestellterProbleme,die Regularisierungder verallgemeinerten
InversenA†.

Definition 4.5
Eine RegularisierungderverallgemeinertenInversenA† ist eineFamilievon Operatoren§

Tγ ¨ γ © 0 ¦ Tγ : Y ª X (4.45)

mit folgenderEigenschaft:
EsexistierteineAbbildungγ : «W¬®­ Y ª¯«°¬ , sodaßfür alleg ±³²f´ A† µ undfür allegε ± Y mit ¶ g · gε ¶U¸ ε
gilt

lim
ε ¹ 0

gε ¹ g

Tγ º ε » gε ¼ gε ¥ A†g ½ (4.46)

SindalleTγ linear, sonennenwir
§
Tγ ¨ einelineareRegularisierung, derParameterγ wird Regularisierungs-

parametergenannt,denwir sowählen,daß

lim
ε ¹ 0

gε ¹ g

γ ´ ε ¦ gε µ ¥ 0 (4.47)

ist. Hängtγ nicht von gε ab, so sprechenwir von einer a-priori Parameterwahl, andernfalls von einer a-
posterioriParameterwahl. DenOperatorTγ werdenwir Regularisierung-Operatornennen.

DasdurcheineRegularisierungrespektive durcheinenRegularisierungs-OperatorTγ erzeugteVerfahren
wird alsRegularisierungsverfahrenbezeichnet.DementsprechendwerdenVerfahren,die zu einerRegula-
risierungrepektive zu einemRegularisierungs-OperatorTγ korrespondieren,als Regularisierungverfahren
bezeichnet.Die durcheineRegularisierunggewonnenapproximativeLösung fγ wird konsequenterWeise
regularisierteLösunggenannt.

Bevor wir dasKonzeptderRegularisierungnäherbetrachtenwerden,wollenwir nocheinigeBemerkungen
undHinweisezurDefinition 4.5machen:

30siehe[Iva76, Lav67, AT77]
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In der Literatur werdenRegularisierungen,wie auchurspr̈unglich,meistals lineare,stetigeOperatoren
eingef̈uhrt,wie wir diesesauchin [Ros95] getanhabenundwie esbeispielsweisein [AT77, Iva76, Lav67,
Mor84] getanwird. Die obigeDefinition 4.5 schließtnicht-lineareRegularisierungen,wie dasVerfahren
derkonjugiertenGradienten,welchessehrguteErgebnisseliefert undwederlinearnochmit einera-priori
Parameterwahl stetig ist [Lou89], mit ein und so wurde auf die beidenEinschr̈ankungender Linearität
undStetigkeit verzichtet.Offensichtlichexistierennaẗurlich mehrereRegularisierungenrespektiveRegula-
risierungsverfahrenfür ein schlechtgestelltesProblem.Ebensoist zu erwarten,daßdie konkreteForm der
Regularisierungmindestensimplizit von demkonkretenschlechtgestelltenProblemabḧangenwird.

Vergleichenwir jetzt die regularisierteLösung f ε
γ ¾ Tγgε mit der verallgemeinertenLösung f ¾ A†g, so

sehenwir ¿
Tγg

ε À A†g
¿�Á%¿

Tγg
ε À Tγg

¿ÃÂÄ¿
Tγg
À A†g

¿ÆÅ
(4.48)

Den erstenTerm der rechtenSeiteder obigenGleichung(4.48),
¿
Tγgε À Tγg

¿
nennenwir denEinflußdes

Datenfehlers (auf die Regularisierung),denzweitenTerm,
¿
Tγg À A†g

¿
nennenwir den(reinen)Regula-

risierungsfehler. Wählenwir γ als Funktionvon ε und gε, so folgt ausγ Ç ε È gε ÉËÊ 0 mit der punktweisen
Konvergenzvon Tγ gegenA†, daßderreineRegularisierungsfehler, alsoderzweiteTermderrechtenSeite,
gegenNull geht.Aus derDefinition4.5 folgt weitersofort,daßγ ¾ γ Ç ε È gε É sozubestimmenist, daß

lim
ε Ì 0

¿
Tγg

ε À Tγg
¿ ¾ 0 (4.49)

gilt. Sodanngilt, wenndie Datengε immerexakterbereitgestelltwerden,daßdie approximative Lösung
f ε
γ gegendieMoore-PenroseLösung f̃ konvergiert.

Um jetzt dasgenerelle,unterschiedlicheVerhaltenderbeidenTermein (4.48)zudemonstrieren31, betrach-
tenwir dasschonim Kapitel 4.1vorgestellteeinfacheBeispiel(4.3)

Af Ç xÉ ¾ xÍ
0

f Ç t É dt ¾ g Ç xÉ Å (4.50)

Da f ¾ gÎ ist, könnenwir denzentralenDifferenzquotienten

Dhg Ç xÉ ¾ g Ç x Â hÉ À g Ç x À hÉ
2h

È h Ï 0 (4.51)

als Näherungsformelrespektive Regularisierungsverfahrenfür die Lösung f verwenden32. Ist g dreimal
stetigdifferenzierbar, soergibt sichaus

g Ç x Ð hÉ ¾ g Ç xÉ Ð hgÎ Ç xÉ Â 1
2

h2gÎ Î Ç xÉ Ð h3

6
gÎ Î Î Ç ξ Ñ É Â O Ò h4 Ó (4.52)

dieFehlerabscḧatzung Ô
gÎ Ç xÉ À Dhg Ç xÉ Ô Á h2

6
max

ξ Õ�Ö x × h Ø xÙ hÚ Ô gÎ Î Î Ç ξ É Ô Å (4.53)

Aufgrundvon f ¾ gÎ liefert diesesdenRegularisierungsfehlerÔ
f Ç xÉ À Dhg Ç xÉ Ô Á h2

6

¿
f Î Î ¿ ∞ Å

(4.54)

Wir müssenalsoh immer kleiner wählen,damit dieserAnteil - der (reine)Regularisierungfehler- klein
wird.
StehenabernurgesẗorteDatengε zur Verfühgung,danngilt für denEinflußdesDatenfehlers

Dh Ç gε À gÉ Ç xÉ ¾ Ç gε À gÉ Ç x Â hÉ À Ç gε À gÉ Ç x À hÉ
2h

Å
(4.55)

31Bez̈uglich desgenerellenVerhaltensdesEinflussesdesDatenfehlersunddesreinenRegularisierungsfehlerssei jetzt bereitsauf
[AT77, Gro84, Iva76, Lav67,Lou89,Mor84] verwiesen.Im Abschnitt9.3werdenwir diegenerellenEigenschaftenderbeidenTerme
kurzZusammenfassen.

32Auf diestabilisierndenundeventuellregularisierendenEigenschafteneinerDiskretisierungwird des̈ofterenin derLiteraturhinge-
wiesen,wie beispielsweisein [AT77,Lou89,Mor84]. Hierbeiist dieSchrittweiteh derDiskretisierungderRegularisierungsparameter.
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Wie im Kapitel 4.1 begündet,könnenwir nicht annehmen,daßgε Û g differenzierbarist. Wissenwir nur,
daß Ü

gε Û g
Ü

∞ Ý ε (4.56)

gilt, dannsehenwir sofort,daß Þ
Dh ß gε Û gà ß xà Þ Ý ε

h
(4.57)

gilt. Um denEinflußdesDatenfehlersklein zuhalten,müssenwir demnachh großwählen.
Betrachtenwir die AbscḧatzungdesGesamtfehlers (derRegularisierung),soerkennenwir dasDilemma,
daß Þ

Dhgε ß xà Û f ß xà Þ Ý h2

6

Ü
f á á Ü ∞ â ε

h ã (4.58)

gilt. Bei gesẗorten Datengε kann der Gesamtfehleralso nicht beliebig klein werden! Ein Umstand,der
charakteristischfür alle schlechtgestellteninversenProblemeist undin derAbbildung4.1auf dieserSeite
skizziertist.

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
h

0.0

1.0

2.0

3.0

4.0

5.0

Regularisierungsfehler
Datenfehler
Gesamtfehler
ä

Abbildung4.1:Regularisierungsfehler(monotonsteigend),Datenfehler(monotonfallend)undGesamtfeh-
ler

Esist nunmöglich,denGesamtfehlerbez̈uglichh zuminimieren.Diesesliefert dieoptimaleSchrittweite

hopt åçæ 3εÜ
f á á Ü ∞ è 1

3

(4.59)

unddenGesamtfehlerderOrdnung

O é ε 2
3 ê ã (4.60)

Es gehtalsoein Drittel der Genauigkeit der Datenim Ergebnisverlohren.DasgrößereProblemist hier
aberoffensichtlich,daßdie optimaleSchrittweitenicht nur vom Datenfehlerε abḧangtsondernauchvon
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der exaktenLösung f ! Eine Problematik,die desöfterenin der Untersuchungzur (optimalen)Wahl des
Regularisierungsparameters33 in Erscheinungtritt.

DasProblemderBestimmungeinerapproximativenLösung,diestabilunterkleinenÄnderungenderFunk-
tion g ist, gehtalsoüberin34:

1. dasAuffindeneinesRegularisierungs-OperatorsTγ und

2. dieBestimmungdes(optimalen)Regularisierungsparametersγ,

wobeibei beidenPunktenzus̈atzlichenInformationenüberdaskonkreteschlechtgestellteProbleme,wie
beispielsweiseallgemeineEigenschaftendesmathematischenModellsunddarausfolgendKenntnissëuber
Eigenschaftender Lösung,aberauchgenaueKenntnissëuberdenFehlerder Funktiongε, ber̈ucksichtigt
werdenmüssen.

ZumAbschlußdiesesAbschnittswollen wir nocheine
”
Kuriosiẗat“ anmerken:

Die Gleichung(4.44)wird regularisierbargenannt,wenneinRegularisierungs-Operatorfür dieseexistiert.
DieseeigentlichsinnvolleDefinitionverleitetnunmancheAutorendazu,̈ahnlichHADAMARD’surspr̈ungli-
cherSchlußfolgerung,daßanmathematischeProbleme,die mit konkretenphysikalischenFragestellungen
korrespondieren,die notwendigeBedingungder Regularisierbarkeit gestelltwird. Unter dieserBetrach-
tungsweisekannein (im neuerenSinne)

”
gut gestelltes“ Problemalsein regularisierbaresangesehenwer-

den.Inwieweit dieseSchlußfolgerungauchein Fehlschlußist, wird die Zukunft zeigen.Begündetdurch
die Erkenntnis-undWissenschafttheorie,ist esjedochmehrals fraglich, inwieweit mansinnvoll derartige
notwendigenBedingungenanmathematischeModellestellenkann,sodaßdiesezu

”
realen“ physikalischen

Problemenkorrespondierenwerden.Desweitersagtdie prinzipielle,theoretischeRegularisierbarkeit eines
Problemsnicht immeretwasüberdiepraktischeRealisierbarkeit derRegularisierungaus[Iva76].

4.2.5 Stabilisierung durch Änderung der Topologie

In folgendemwollenwir eineMethodezurStabilisierungeinesschlechtgestelltenProblemsvorstellen,die
unseresWissensnachbisherseltenin derLiteraturerwähntwordenist, die Stabilisierungdurch Änderung
der Topologie35. Der haupts̈achlicheGrundfür derenErwähnungim RamendieserArbeit ist der, daßsie
als Ausgangspunktfür eineWeiterentwicklungbestehenderodersogarzur EntwicklungneuerRegulari-
sierungsverfahrendienenund interpretiertwerdenkann,waswir hier auch(implizit) anwendenwerden,
und daßbestehendeRegularisierungsverfahrenebensoals Änderungder Topologie interpretiertwerden
können36.

BeruhtdieSchlechtgestellheitdesProblemsaufderUnstetigkeit desinversenOperators,sokanndurcheine
Änderungder verwendetenTopologieAbhilfe geschaffen werden.Es bestehenoffensichtlichprinzipiell
zweiMöglichkeiten:

1) Die Wahl einerfeinerenTopologie in Y ermöglicht die Stetigkeit desinversenOperators.Im Fall, daßY
einHilbertraumist,bedeutetdiesesaber, daßdieElementein Y, diebez̈uglichderinduziertenNormendlich

33Wir verweisendaraufauchkurz im Kapitel 8.

34ARSENIN und T IKHONOV [AT77] sprechenhier von einerReduzierungdesProblemsauf diesezwei Punkte.Tats̈achlichkann
jedochgeradedie BestimmungdesRegularisierungsparameters γ zu großenSchwierigkeitenführen.Zwar sindeinigeMethodenzur
Wahl von γ vorgeschlagenworden,dochgründendiesesich oftmalsauf a priori Kenntnisseder VarianzdesRauschensσ2 und auf
die konkreteprinzipielle Form desRegularisierungs-Operators.Ist die Varianzσ2 nicht exakt bekannt,so sind viele dieserMetho-
denpraktischnicht anwendbar[Dav82]. DasProblemder Wahl von γ soll hier im Kapitel 8 betrachtetwerden.Für weiterf̈uhrende
Einzelheitenbez̈uglich der Methodenund der Problemebei der BestimmungdesRegularisierungsparameterssei jetzt schonauf
[AT77, Dav82,Mar82, BW82] verwiesen.

35Wir folgenhier derDarstellungvon A. K. LOUIS in [Lou89].

36Diesestrifft beispielsweiseauf dashier verwendete,im Abschnitt5.3 vorgestellte,Verfahrenzur Regularisierungvon Integral-
gleichungvom Faltungstypzu; desweiterensieheKapitel 7
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sind,starkeingeschr̈anktwerden.DerHilbertraumdieserElementeist dannsoklein, daßdie in naẗurlicher
WeiseauftretendenDatenfehlernichtmehrdarinenthaltensind.

2) Die zweiteMöglichkeit bestehtdarin,einegröbereTopologie in X zu wählen.StattStetigkeit bez̈uglich
derNorm in X kannmandie Forderungdahingehendabschẅachen,daßnur nochlineareFunktionaleauf
der gesuchtenLösungbeschr̈ankt sind. Das führt aberzu einerAbänderungdesgesuchtenProblemsin
folgenderArt undWeise:

StattderLösungf von Af ë g suchtmandie
”
Momente“ von f . Seiψ gegebenundhinreichendglatt. Es

gilt ì
ψ í f îWë ì ψ í A ï 1gî�ë ì�ð Aï 1 ñ�ò ψ í gî#ë ì Λ í gî�í (4.61)

dasheißt,manhata-priori von derbekanntenFunktionψ dieFunktion

Λ ë�ó Aï 1 ô ò ψ (4.62)

zuberechnenunddanndasSkalarproduktmit denDatenzubilden.Offensichtlichgiltõ ì
ψ í f î õ ë õ ì ψ í Aï 1gî õOöø÷ Λ ÷ù÷ g ÷ í (4.63)

alsoist Aï 1 bez̈uglichderschẅacherenTopologiein X stetig.

Betrachtenwir wiederdasBeispiel(4.3)derDifferentiationausKapitel 4.1.Seialso

Af
ð
xñ ë xú

0

f
ð
t ñ dt ë g

ð
xñ�û

Danngilt, gem̈aßdesobendargestellten:ì
ψ í f îWë ì ψ í güýî#ëÿþ ì ψ ü í gî (4.64)

undsomitist
Λ ëÿþ ψ ü û (4.65)

Generellgilt, bei geeignetgegebenenundhinreichendglattemψ, daßdie FunktionΛ dannentwederana-
lytisch berechenbarist oder, zumindestprinzipiell, mit hoherGenauigkeit undvor allemohneEinflußvon
Datenfehlernapproximiertwerdenkann.Die anschließendeLösungdesgëandertenProblemsist dannsta-
bil.

4.3 Klassifizierung schlechtgestellterProbleme

Die im Kapitel 4.2.3angegebeneDarstellungder verallgemeinertenInversemittels der Singul̈arwertzer-
legung(4.43) bietet eineanschaulicheMöglichkeit, schlechtgestellteProblemezu klassifizieren.In der
DarstellungstehenGliederderForm

σ ï 1
n

ì
g í un î vn

û
Ist die Funktiong fehlerbehaftetundsinddie σn klein, sowerdendieseAnteile desFehlersversẗarkt.Wie
starkdiesesgeschieht,hängtvom Fallen der Singul̈arwerteab. Die Singul̈arwerteσn ermöglichensomit
eineAussagëuberdenOperator. Danebensollenjetzt qualitative Zusatzinformationen̈uberdie Lösungin
Form von Glattheitsaussagenber̈ucksichtigtwerden.Konkretsollendie ZuasatzinformationenderLösung
betreffenddurch

f
�

Hβ (4.66)
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beschriebenwerden,wobei Hβ ein Sobolev-Raumsei37 [Lou89, Iva76, Wer95]. Die Sẗarke der Zusatzin-
formationsoll sinnvollerweiserelativ zumFallenderSingul̈arwertebetrachtetwerden,waszur folgenden
Definition führt.

Definition 4.6
SeiA � K � X � Y � nicht degeneriert38 mit singul̈aremSystem�

vn � un; σn � n �
	 �
1. Existiert α � 0, so daßσn 
 O � n� α � ist, dannnennenwir den OperatorA schlechtgestelltvon der

Ordnungα.

2. Existiertρ � 0, sodaß � lnσn � cnρ gilt, sonennenwir denOperatorA exponentiellschlechtgestellt.

3. Ist derOperatorschlechtgestelltvon derOrdnungα unddie LösungdesungesẗortenProblemsf �
Hβ, sonennenwir dasProblemschlechtgestelltvon derOrdnung� α � β � .

DieseKlassifizierungist für lineareProblememöglich, da hier eineSingul̈arwertzerlegungexistiert. Eine
andererMethodezur Klassifizierungder Schlechtgestelltheitbietetdie Verwendungder Sobolov-Räume
zur Charakterisierungder

”
Glättungseigenschaften“ desOperatorsA, wodurchdieserjetzt auchnicht mehr

unbedingtkompaktzuseinbraucht.Eswerdenjetzt für A : L2 � L2 dieNormenvon Af mit derNormvon
f verglichen,dieZusatzinformationfür f seiwiederumin derForm f � Hβ mit positivenβ gegeben.Wenn
esKonstantenc1 undc2 mit

c1 � f � H � α � � Af � L2 � c2 � f � H � α (4.67)

oder
c1 � f � L2 � � Af � Hα � c2 � f � L2 (4.68)

gibt, dannist dasBild Af um α Stufenglatterals dasUrbild f . Die obigeDefinition der Klassifizierung
schlechtgestellterProblemekanndannebensoverwendetwerden.Habenwir nämlicheineSingul̈arwert-
zerlegungmit X 
 L2, dannkanninsbesondere

c1 σ � 1
n � � un � Hα � c2 σ � 1

n

geschlossenwerden.Für kleineSingul̈arwertemüssendie zugeḧorigenun starkoszillieren,damitdie Hα-
Norm großwird, d.h.zu kleinenSingul̈arwertengeḧorenalsobei schlechtgestelltenOperatorenstarkos-
zillierendeFunktionen.Im Spezialfall un � x� 
 einx kannmansofort ablesen,daßausder Glättungum α
Stufenfolgt, daßσn 
 O � n� α � gilt.

Der GradderSchlechgestelltheitkannjetzt durchdie Größenα undβ weitercharakterisiertwerden.Dazu
wird die folgendeDefinition getroffen:

Definition 4.7
1. Ist β � α, alsoβ ��� α � β ��� 1, soist dasProblemschwachgestellt.

2. Ist β � α, alsoβ ��� α � β ��� 1
2, soist dasProblemmäßigschlechtgestellt.

3. Ist β � α, alsoβ ��� α � β ��� 0, soist dasProblemstarkschlechtgestellt.

Beispielehierfür sind,derReihenach:

37Zwarfolgenwir in diesemAbschnittdenDarstellungenin [Lou89],gebenaberdazuabweichenddieZusatzinformationen̈uberdie
Lösungdurchdie Verwendungvon Sobolov-Räumenan.LOUIS formuliert die Zusatzinformationenebensodurchdie Singul̈arwert-
zerlegung deskompaktenOperatorsA repektive auf denRaumXν ��� �!� A" A # ν $ 2 # , dessenNorm duch die Singul̈arwertzerlegung
von A gegebenist, wasvorteilhafterbei derFormulierungderTheoriederRegularisierungkompakterOperatorenist. Da abereiner-
seitsFaltungsoperatorennicht kompaktsindundandererseitsdie FormulierungüberSobolov-Räumemit derFormulierungüberdas
singul̈areSystemim wesentlichen̈aquivalentist [Lou89], habenwir hier gleichdie Sobolov-RaumVariantegewählt.

38Hat der(kompakte)OperatorA einenendlichdimensionalenBildbereich � � A # , sowird A degeneriertgenannt.
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1. DifferentiationeinerglattenFunktion,

2. Radon-Transformationmit Anwendungin derComputer-Tomographi% α & β & 1
2 ' ,

3. FredholmscheIntegralgleichungenmit glattemKernundnicht glatterLösung.

Danebenexistierennaẗurlich nochdie in derDefinition4.6erwähntenexponentiellschlechtgestelltenPro-
bleme,wie beispielsweisedasRückwärtsrechnenin derZeit beiderWärmeleitungsgleichung39.

Die Ausführungenzur KlassifizierungschlechtgestellterProblemeergänzend,sei hier bereitserwähnt,
daßeinezur Singul̈arwertzerlegungformal analogeZerlegungvon Faltungsoperatorenexistiert, die eine
ÜbertragungderebendargelegtenErgebnisseundKonzeptebei kompaktenOperatoren,in einemgewissen
Rahmen,erlaubt40. Wie wir im Abschnitt5.3.2nochnäherdarlegenwerden,wird durchdenAusdruck41

(5.46), % k ( f ' % t ' & 1
2π

∞)* ∞

k̃ % ξ ' f̃ % ξ ' eitξ dξ + (4.69)

eineZerlegung42 von Faltungsoperatorengegeben.Gem̈aßderZerlegung(4.69) übernimmtdie Transfor-
mierte k̃ desFaltungskernsdie Rolle der Singul̈arwerte,womit und dem Zusammenhangvon Sobolov-
RäumenundderFourier-LaplaceTransformationunmittelbar43 folgt, daßwir andemVerhaltenvon k̃ re-
spektive k̃

* 1 für , ξ ,.- ∞ (unmittelbar)denGradderSchlechtgestelltheitdesEntfaltungsproblemsablesen
können.

DiesenAbschnittnunabschließend,wollen wir nochauf dasKorollar E.1 im AnhangE überdenGradder
SchlechtgestelltheitbestimmterEntfaltungsproblemehinweisen.

39DiesesBeispielwird ausf̈uhrlich in [Lou89] behandelt.

40Wir wollen diesbez̈uglich auchauf [AT77,Gro93, Lou89, Wer95]verweisen.

41siehedort Seite76undmanbeachtedie BemerkungenzuderZerlegung(5.46)

42Wir wollen andieserStellewiederdaraufhinweisen,daßwir hier die Fourier-LaplaceTransformationbetrachten,alsoin (4.69)
sowohl die Fourier- alsauchdie (zweiseitige)Laplace-Transformationabgedecktist; ein zu (4.69)entsprechenderAusdruckfür die
Mellin-Transformationerhaltenwir wiedervermögederVariablenubstitutionent /10 ln 2 x3 unds / iξ.

43siehediesbez̈uglich beispielsweise[Lou89, Smi88, Wer95]
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Kapitel 5

Regularisierungsverfahren

In derLiteratur ist eineVielzahlvon Regularisierungsverfahrenvorgeschlagenworden.Im folgendenKa-
pitel solleneinigederwichtigstenvorgestelltundbesprochenwerden.Bei derPräsentationderRegularisie-
rungsverfahrenwollen wir unsaberhaupts̈achlichauf die hier verwendetenVerfahren1 konzentrierenund
weitereRegularisierungsverfahrennur kurz vorstellenodersogarnur erwähnen.Bereitsin [Ros95] haben
wir ausf̈uhrlichereinigederwichtigstenRegularisierungsverfahrenundderenKonzeptevorgestellt.Für de-
tailierte und bessereDiskussionenund für ausf̈uhrlicheÜbersichtender verschiedenenVerfahrensei auf
dieLiteraturhingewiesen,wobeiwir insbesondere[AT77, Iva76, Lav67, Lou89, Mor84, Gro93] empfehlen
wollen2.

5.1 Regularisierungkompakter Operatoren

Wendenwir unsspeziellenRegularisierungenkompakterOperatorenzu.Zwar ist der Integraloperatorder
Integralgleichung(2.13),da essich hier um einenFaltungsoperatorhandelt3, nicht kompakt,dochkann
ausder RegularisierungkompakterOperatorenschoneinigesüber die Regularisierungnicht-kompakter
(Faltungs-)Operatorengelerntwerden,insbesonderedaeinezurSingul̈arwertzerlegungformalanalogeZer-
legungfür Faltungsoperatorenexistiert4; daraufwerdenwir sp̈aterausf̈uhrlicherzusprechenkommen.

SpezielleRegularisierungsverfahrenfür kompakteOperatorenkönnenwir nunausgehendvon dessenSin-
gulärwert-respektiveSpektralzerlegung(4.40)

Af 465
n

σn 7 f 8 vn 9 un

undderDarstellungderverallgemeinertenInversen(4.43)

A†g 4 5
n

σ : 1
n 7 g 8 un 9 vn 8

ebensodurchdessenSingul̈arwertzerlegung,erhalten.Für reellwertigeFunktionenF̃γ aufdenSingul̈arwer-
tenvonA definierenwir [Lou89]

1Genauerwerdenwir hier, mit Variationen,ein Verfahrenverwenden,wobei der Grunddafür im folgendemsicherklar werden
wird.

2DieseEmpfehlungsei nicht als eineWertunggegen̈uber anderenAutorenzu verstehensondernspiegelt nur denpers̈onlichen
GeschmackdesAutorswider.

3sieheKapitel 2.5und2.5.1und[Wer95]
4sieheFußnote37

67
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Tγg ;=<
n

σ > 1
n F̃γ ? σn @ gACB g @ un D vn E (5.1)

Die FunktionF̃γ wird alsFilter, aberauchalsstabilisierendeFunktionoderStabilisator5, bezeichnet[AT77,
Lou89]. Hängt F̃γ nicht von g ab, so ist der Regularisierungs-OperatorTγ linear, andernfalls ist Tγ nicht-
linear. Im weiterenwerdenwir uns,soweit wir esnicht explizit erwähnenwerden,auf lineare Regulari-
sierungenbeschr̈anken.Übrigensgilt, falls A† unbeschr̈anktist, nachdemSatzvon BANACH-STEINHAUS

[Lou89, Wer95]: F
Tγ

FHG
∞ für γ

G
0 E

Man trif ft nunfolgendeDefinition:

Definition 5.1
Dasvong unabḧangigeFilter6 F̃γ heißt regularisierend(für denOperatorA), wenngilt

sup
n I F̃γ ? σn A σ > 1

n

F ; c ? γ AKJ ∞ @ (5.2)

lim
γ∞0

F̃γ ? σn AL; 1 punktweisein σn @ (5.3)I F̃γ ? σn A INM c für alle γundσn E (5.4)

Esgilt nunderwesentlicheSatz7 [Lou89], denwir ohneBeweisnur angebenwollen:

Satz5.1
Die durchein regularisierendesFilter erzeugteOperatorenTγ sind Regularisierungenvon A† mit

F
Tγ

F ;
c ? γ A .
DerAnsatz(5.1) überdieFunktionF̃γ bildetdieBasisfür dieTheoriederRegularisierungkompakterOpe-
ratoren.Dieserist auchdeswegenvon Bedeutung,dagezeigtwerdenkann,daßviele derbedeutendenRe-
gularisierungsverfahren,wiedieTikhonov-PhillipsRegularisierung, iterativeVerfahrenwie dieLandweber-
Iteration, Projektionsverfahren, dasVerfahrenderkonjugiertenGradienten, aberauchausderStatistikab-
geleitetewie die Bayes-Schätzung, sichaufeinenFilter abbildenlassen8 [AT77, Lou89].

Bemerkenswertist es übrigens,daßbei denrein auf dasFilter F̃γ basierendeRegularisierungsverfahren,
wennalso ausgehendvon (5.1) und der Definition (5.1) ein Filter zur Regularisierunggesuchtwird, in
der Literatur und der Praxissich auf dasFilter der sogenanntenabgeschnittenenSingul̈arwertzerlegung
respektivedenidealenTiefpaß, dasFilter derTikhonov-PhillipsRegularisierung, oderim Falledesinversen
Faltungsproblem,aufGaussartigeFilter beschr̈anktwird9.

EinekleineBemerkungnochzumEndediesesAbschnitts:Auch wennviele derbedeutestenRegularisie-
rungsverfahrensichaufeinFilter abbildenlassen,sobedeutetdiesesnochlangenicht,daßfür diepraktische
Regularisierung(5.1) mit demdazugeḧorendenFilter geeigneterist. Die Problemeliegenzum einendar-
in, daßdie Singul̈arwertzerlegungenin einer(numerisch)auswertbarenForm vorliegenmüssenund zum

5Die BezeichnungenStabilisatoroderstabilisierendeFunktionwerdenin der Regularisierungvon Faltungsgleichungenbenutzt;
siehe[AT77].

6Daessichhier umeinentechnischenBegriff handelt,heißtestats̈achlichdasFilter undnichtderFilter.

7In derPraxisrespektivehistorischistmannaẗurlich geradeandersherumvorgegangen:mansuchtdieBedingungen,diedasFilterF̃γ
erfüllen muß,um einenRegularisierungs-OperatorTγ zuerzeugen.

8Die allgemeinsteFormulierungderTikhonov-Phillips Regularisierungist detailiertin [AT77] und [Lou89] dargestelltundkurz
in [Ros95] undhier im nachfolgendenAbschnitt5.2; weiterseibez̈uglich derTikhonov-Phillips Regularisierungauf [Iva76, Lav67,
LBP91,Mor84] verwiesen. Iterative Verfahrenwie die LandweberIteration,die wir kurz im Abschnitt5.4 vorstellenwerden,das
VerfahrenderkonjugiertenGradienten,Projektionsverfahrenundeinigeausder(Bayesschen)StatistikabgeleiteteVerfahrenwerden
beispielsweisein [Lou89] diskutiert.

9siehe[Ros95] undKapitel 6 undden(diesbez̈uglichen)Bemerkungenin [Dav82]
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anderenanden(möglichen)oszillatorischenVerhaltenderFunktionenun undvn bei kleinenSingul̈arwer-
tenσn [Lou89, LBP91].Nichtsdestotrotzist dieDarstellung(5.1) für dieUntersuchungder(theoretischen)
EigenschaftenderRegularisierungsverfahren(kompakterOperatoren)von unscḧatzbarenWert.

5.2 Die Tikhonov-Phillips Regularisierung

Aufgrundseinersowohl praktischalsauchtheoretischfundamentalenBedeutung,wollenwir im folgendem
Abschnittkurz die Tikhonov-Phillips Regularisierungvorstellen;ausf̈uhrlicherhabenwir diesesbereitsin
[Ros95] gemacht.Für detailierteDarstellungendiesesRegularisierungsverfahrensseinaẗurlich, dahier ei-
nerderVäterdesVerfahrensselberschreibt,auf dasBuchvon ARSENIN undTIKHONOV [AT77] unddes
weiterenauf [Lou89, Iva76, Gro93] verwiesen.Bez̈uglich der Anwendungder Tikhonov-Phillips Regu-
larisierungauf (kompakte)FredholmscheIntegralgleichungenersterArt wollen wir noch besondersauf
[Gro84] hinweisen.

Die Tikhonov-PhillipsRegularisierungberuhtim wesentlichenaufderExtremalisierung(Minimierung)ei-
nes(quadratischen)Funktionals.DerKlarheit respektive

”
Einfachheit“ wegenseienX undY Hilberträume.

Wir nehmenan,daßdie GleichungAf O gT eineeindeutigeLösung fT P V, wobeiV Q X gelte,besitze.
Dannkönnenwir die MinimierungdesDefektesderverallgemeinertenLösung(4.23)aufV beschr̈anken,
wir habenalso

inf
f R V S Af T g S (5.5)

zu bestimmen.Diesesist jedochein schwierigzu lösendesrestringiertesMinimierungsproblem,welches
nurdanneine(eindeutige)Lösunghat,wennzus̈atzlicheBedingungenerfüllt sind[Mic62, AT77, Iva76].

Mit Ω U f V seinunein stetiges,auf WYX AZ strikt konvexes,nicht-negativesFunktionalauf X bezeichnet,und
wir betrachtenim folgendemspeziell10

V O\[ f P X : Ω U f V^] ρ2 _ ` (5.6)

Wir könnennundasrestringierteMinimierungsproblem(5.5)mit Hilfe derLagrangeschenMultiplikatoren
in einunrestringiertesfür a

γ U f b gVcO S Af T g S 2 d γ2Ω U f Veb (5.7)

überf̈uhren[Mic62, AT77, Lou89]. Das Funktional

a
γ U f b gV wird als Tikhonov-Phillips Funktional be-

zeichnet,derStraftermΩ U f V wird in diesemZusammenhangstabilisierendesFunktional, Stabilisatoroder
auchglättendesFunktionalgenannt[AT77, Lou89]. TIKHONOV hatteurspr̈unglichΩ U f V^O S f S 2 benutzt,
PHILLIPS verwandteΩ U f VcO S f f f S 2.

Esseinuninsbesondere
Ω U f VcO S Bf S 2 b (5.8)

wobeiB : WYX AZhgji X mit kjX BZ dicht in WYX AZhg , und X Bl BZnm 1 : WYX AZogji X seistetig[Lou89, AT77]. Es
existierealsoβ p 0 mit S Bf Srq β S f S ` (5.9)

DasTikhonov-PhillipsFunktionalergibt sichdannzu
a

γ U f b gVcO S Af T g S 2 d γ2 S Bf S 2 ` (5.10)

Esgilt jetzt derwichtigeSatz,dessenBeweisin [Lou89, AT77] zufindenist:

10Bez̈uglich weitereEigenschaftenvon Ω s f t seiauf [AT77,Lou89, Gro93] verwiesen.
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Satz5.2
Sei

C u Av A w γ2Bv B x (5.11)

DannlöstdasminimierendeElementfγ von y γ z f { g| aus(5.10)die regularisierteNormalgleichung}
Av A w γ2Bv B~ fγ u Av g ; (5.12)

also
fγ u C � 1Av g { (5.13)

und
Tγ u } Av A w γ2Bv B~ � 1

Av (5.14)

ist ein linearesRegularisierungsverfahren.

Auf BasisdesobigenSatzes5.2 lassensich nun numerischregularisierteLösungendirekt gewinnen,oh-
netats̈achlichdasFunktionalnumerisch(5.10)zu minimieren.Wesentlicherist jedochdie Bedeutungdes
Satzes5.2beiderweiterenUntersuchungdertheoretischenEigenschaftenderTikhonov-PhillipsRegulari-
sierung.

DasaufseinetheoretischenEigenschaftenammeistenuntersuchteundsoin derPraxisammeistenverwen-
detekonkreteFunktionalΩ z f | ist dasfolgende:Es sei nun � p

2 derRaumder Funktionen,die quadratin-
tegrabelverallgemeinerteAbleitungenbis zur Ordnungp besitzen,in anderenWorten,ein Sobolev-Raum,
dessenMetrik durch�

f1 � f2
���

p
2
u��� � b�

a

p�
r � 0

qr � x��� dr f � x�
dxr � 2

dx � �� 1� 2 { f u f1 � f2 { (5.15)

definiert11 sei.Die Integralgrenzenaundb könnensowohlendlichalsauchunendlichsein,wobeiq0 { q1 {nxhxnxn{ qp � 1

gegebene,nicht-negative,stetigeFunktionenseienundqp � x� einegegebene,positive,stetigeFunktionsei.
Esist sehrwohl bekannt,daß,für jedesp, derSobolev Raum � p

2 einHilbert-Raumist, unddasjedeabge-
schlosseneHülle in diesemkompaktin C (bzw. in derMetrik C) ist [Wer95, AT77]. Darausfolgt dasfür die
PraxiswichtigeErgebnis:Suchenwir die regularisierteLösungin denRaum � p

2 mit demstabilisierenden
Funktional

Ω z f |cu b�
a

p�
r � 0

qr � x��� dr f � x�
dxr � 2

dx { (5.16)

danngilt derSatz5.2.Minimiert alsodieregularisierteLösungfγ, unterderNebenbedingung
�
Af � gε � u ε,

dasstabilisierendeFunktional(5.16),sowird diese,biszurOrdnungp, die
”
glatteste“ (smoothest)Funktion

sein,diedieseNebenbedingungerfüllt [AT77, Iva76]. In diesemFall wird alsodieexakteLösungfT durch
die bis zur Ordnungp glattestenLösungapproximiert.StabilisatorenderForm (5.16),bei denenqr � x��� 0
für r u 0 { 1 { 2 {hxhxnxh{ p � 1 undqp � x��� 0 gilt, werdendemRechnungtragend(allgemeine)Stabilisatorender
Ordnungp genannt.Ist jedederFunktionenqr eine(positive)Konstante,soheißendieseStabilisatorenent-
sprechendStabilisatorenderOrdnungp mit konstantenKoeffizienten.Offensichtlichist derStabilisatorder
Ordnungp eineVerallgemeinerungdervonTIKHONOV undPHILLIPS urspr̈unglichbenutztenFunktionale.

Die konkreteWahl desstabilisierendenFunktionalsΩ z f | ist naẗurlich auchdurchdaskonkreteProblem
bestimmt.Doch,ähnlichderBestimmungdesRegularisierungsparameters� γ u γ � ε { gε �h� , auf diewir sp̈ater
im Kapitel 8 nochausf̈uhrlicherzu sprechenkommenwerden,ist dasFunktionalΩ z f | für ein gegebenes
Problemsicherlichnicht eindeutigbestimmt- wasdemKonzeptderRegularisierunggewissermaßenauch
widersprechenwürde.Wie DAVIES [Dav82] daraufhinweist,deutetderSachverhalt,daßim Vergleichzum

11Zur DefinitionderSobolev-Räumesiehe[Lou89,Iva76, Wer95].
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ProblemderoptimalenBestimmungdesRegularisierungsparametersγ wenigerUntersuchungenzur Wahl
desstabilisierendenFunktionalsΩ � f � existieren,auf dieSchwierigkeit diesesProblemshin12.

Wir wollen noch auf dasfolgendehinweisen13: Das Tikhonov-Phillips Funktional � γ � f � g� , Gleichung
(5.7)bzw. (5.10),wird in derLiteraturauchfolgendermaßenformuliert:� γ � f � g�c�\� Af � g � 22 � γ2 � f � 21   (5.17)

Hierbei seien �K¡¢� 1 und �K¡¢� 2 die NormenzweierHilberträumeH1 und H2. Gem̈aßdesSatzes5.2 ist die
Lösungfγ desFunktionals(5.17)jetzt durchdie Normalgleichung£

A¤ A � γ2I ¥ fγ � A¤ g � (5.18)

wobei I derEinheitsoperatorist, gegeben.Würdenwir für H1 beispielsweisedenSobolev-Raum ¦ p
2 an-

setzen,so führt unsdieses,gem̈aßdesebengesagten,auf dasstabilisierendeFunktional(5.16),alsoauf
Stabilisatorenp-ter Ordnung.Dementsprechendkönnenwir denOperatorB in (5.10)alseineArt

”
Erzeu-

gungsoperator“ derNormdesH1-Raumesinterpretieren.In diesemSinnebesitztdieDarstellung(5.17)eine
höhereAbstraktion,bez̈uglichderRegularisierungin Hilberträumen,alsdieDarstellungen(5.7)und(5.10).
Essei nochbemerkt,daßviele der allgemeinenEigenschaftender Tikhonov-Phillips Regularisierungauf
derBasisderDarstellung(5.17)abgeleitetwordensind14; sobasierendieglobalenKonvergenzeigenschaf-
ten bez̈uglich γ der unterschiedlichenFehlerquellen15 bei der Tikhonov-Phillips Regularisierung,die wir
im Abschnitt9.3.1auf derSeite166f und im Abschnitt9.3.2auf derSeite172f angebenwerden,auf der
Darstellung(5.17).

Zum Abschlußwollen wir nochauf ein weiteres,oft benutztesstabilisierendesFunktionalhinweisen,daß
in der Literatur jedochwenigerim Zusammenhangmit demTikhonov-Phillips Funktional(5.7) erwähnt
wird, sondernim RahmenderEntwicklungstatistischerMethoden,basierendauf derBayesschenStatistik,
zurStabilisierungundRegularisierungschlechtgestellterProblemeabgeleitetwird. Eshandeltsichhierum
dasFunktionalderMaximum-EntropieMethode

Ω � f �c�§� S �6¨ f © xª ln f © xª dx � (5.19)

welchesebensoim Rahmendes(allgemeinen)Tikhonov-PhillipsFunktionals(5.7)abgeleitetwerdenkann16.
Esist zubemerken,daßwir mit (5.19)nurdaseinfachstmöglicheEntropie-Funktional17 angegebenhaben.
Esexistierennochweitere,derengenerelleStrukturaberdervon (5.19)entspricht.

5.3 Die Regularisierung von Faltungsgleichungen

Wendenwir unsnunim folgendemspeziellderRegularisierungvon Integralgleichungenvom Faltungstyp
zu,wie unserProblemdesphänomenologischenAnsatzesderDielektrizitätsfunktionamorpherSubstanzen

12DAVIES beziehtsich konkretauf stabilisierendeFunktionale,die durchΩ « f ¬®­°¯ Bf ¯ 2 (Gl. (5.8)) darstellbarseien,dochtrifft
seinKommentargenerellzu, d.h. die quasigenerischeBestimmungeines(optimalen)Regularisierungsverfahrens, allein schondie
BestimmungeinesgenerischenFunktionals,ja sogarnurweiterer, alternativer FunktionaleΩ « f ¬ , scheintein fundamentalschwieriges
Problemzu sein.Die Arbeitenvon T IKHONOV und ARSENIN in [AT77] geḧorenübrigens,unseresWissensnach,zu denwenigen,
die Ω « f ¬ nebendeshier dargelegten allgemeineruntersuchen;sieheauchhier den Abschnitt 6.1. Das Gesagtetrifft auchauf die
stabilisierendenFunktionenF̃γ zu,die im Abschnitt5.3.2eingef̈uhrt werden.

13Die nachfolgendkurzeDarstellungwird beispielsweisevon GROETSCH in [Gro84] versẗandlichunddetailierterausgef̈uhrt.

14siehebeispielsweise[GKM82, Gro93, Mor84]

15sieheAbschnitt4.2.4,Seite60

16siehebeispielsweise[Gro93]; bez̈uglichDetailsderMaximum-EntropieMethodeseiauf[SG85, WW99,WW92] unddendortigen
Referenzen,undbei jenennochinsbesondereauf [Jay57, Jay68], verwiesen.

17Wir wollen daraufhinweisen,daßessich i.a. bei denin derMaximum-Entropie MethodeverwendetenEntropiebegriffs um den
derInformationstheoriehandelt,derwiederumausderStatistikfolgt.
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(2.13) bzw. (2.47) einesist18. Bevor wir uns einerkonkretenRegularisierungdesProblems(2.13) bzw.
(2.47)zuwenden,soll naẗurlich ersteinmalauf spezielleRegularisierungendesinversenFaltungsproblems,
bekannterals Entfaltungbezeichnet,eingegangenwerden.Dabeiwollen wir allgemeindie Problemebe-
trachten,die vermögederFourier- respektive derkomplexenFourier-Laplace-undMellin-Transformation
(formal)gelöstwerdenkönnen.

5.3.1 Die verallgemeinerteInversebei Faltungsgleichungen

Bevor wir unsjedochder(speziellen)RegularisierungderFaltungsgleichungenzuwenden,wollen wir zu-
erstderenMoore-Penrose-oderverallgemeinerteLösung19 untersuchen,denngem̈aßderallgemeinenDe-
finition 4.5 ist eineRegularisierungeineApproximationder verallgemeinertenInverse20. Konkretwollen
wir die Integralgleichung(2.47)derDichtefunktionw untersuchen,derenallgemeineStruktur

g ± x²L³ ∞´
0

k ± x µ y² f ± y²
y

dy (5.20)

ist21. Wie wir im Abschnitt2.4.2bereitsgezeigthaben,könnenwir dieLösungdieserIntegralgleichungim
Mellin- respektiveFourier-LaplaceRaum22 als

f̃ ± s²L³ g̃ ±h¶ s²
k̃ ±o¶ s² · (5.21)

angeben,wobei wir selbstversẗandlich (implizit) die Existenzder Mellintransformiertenf̃ , g̃ und k̃ der
Funktionenf · g undk unddie Gültigkeit einesFaltungssatzesderMellin-Transformation23 vorausgesetzt
haben.

Gem̈aßdesSatzes24 4.2 ist die verallgemeinerteInverse f ³ A†g die eindeutigeLösungder Normalglei-
chung(4.30),

A̧ Af ³ A̧ g (5.22)

in ¹º± A̧ ² . Die Normalgleichung(5.22)nimmt hier alsodie konkreteForm25

∞´
0

dξ ķ¢± xξ ² ∞´
0

dy k ± ξy² f ± y²
y

³ ∞´
0

dξ k ¸®± xξ ² g ± ξ ² (5.23)

an;manbeachtenochdie - trivialerweise- Gültigkeit von ķ ± ξx²�³ ķ ± xξ ² . Wendenwir, entsprechendder
Vorgehensweisezur LösungderIntegralgleichung(2.47)respektive(5.20),aufdie obigeNormalgleichung
(5.23)dieMellin-Transformation(2.29)undsukzessiv einenentsprechendgeeignetenFaltungssatz26 an,so

18sieheKapitel 2.5und2.5.1

19sieheAbschnitt4.2.3und[AT77, Iva76, Lav67,Lou89, Mor84, Gro93]

20Esseiaufdie diesbez̈uglichenBemerkungenaufSeite60zur DefinitionderRegularisierungim Abschnitt4.2.4hingewiesen.
21Wir wollen daraufhinweisen,daßwir mit der Substitutiony » 1¼ y und der entsprechendenTransformationender Funktionen

k, g und f die obigeGleichung(5.20) in die für die Mellin-Transformation̈ublichereForm (5.42)(sieheSeite76 im nachfolgenden
Abschnitt5.3.2)undanschließendmit denSubstitutioneny ½ e¾ t undx ½ e¾ t0 , undwiederumzuz̈uglich derentsprechendenTrans-
formationenderFunktionen,dieseGleichungin diefür FaltungssgleichungbekanntereForm(5.40)bringenkönnen.Dasfolgendegilt
somitebensofür dieseArten vonFaltungsgleichungen.

22sieheauchGleichung(2.50)aufSeite16

23sieheauchAbschnitt2.4.2und[Doe71, EMOT54,Tit67]

24sieheAbschnitt4.2.3und[Lou89]

25Wir notierenhier, um die Strukturder Normalgleichungzu erhalten,die Integraleals Operatoren,wie esin der physikalischen
Literaturauchnichtunüblich ist.

26Esseiwiederumauf Abschnitt2.4.2,besondersdort auf Gleichung(2.32)auf Seite13, unddesweiterenauf [Doe71, EMOT54,
Tit67] verwiesen.
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transformiertsichdie Normalgleichungin denMellin- respektiveFourier-LaplaceRaumzu

f̃ ¿ s À 1Á k̃ ¿ 1 À sÁ k̃Â¢¿ sÁÄÃ g̃ ¿ 1 À sÁ k̃Â¢¿ sÁÆÅ (5.24)

worausmit derSubstitutions̄ Ã s À 1 unmittelbar

f̃ ¿ s̄ÁÄÃ g̃ ¿hÀ s̄Á
k̃ ¿hÀ s̄Á (5.25)

folgt. Diesesist abergeradedie obenangegebeneLösung(5.21)der Integralgleichung(5.20) im Mellin-
Raum.Wir habealsogezeigt:

ExistiertdieLösungeinerFaltungsgleichungalsinverseIntegraltransformation,dannist die
Moore-PenroseLösungmit jenerLösungidentisch.

Rufen wir uns die Bemerkungenim Kapitel 2.5 auf Seite26 zur Eindeutigkeit der Mellin- respektive
Fourier-LaplaceTransformationins Ged̈achniszurück und ber̈ucksichtigenwir die allgemeinenEigen-
schaften,sowohl derMellin- respektivederFourier-LaplaceTransformationalsauchderenFaltungss̈atze27,
besondersdie Transformationvon Integrationund Differentiationzu algebraischenOperationenund die
TransformationdesFaltungsproduktszueinemalgebraischenProduktderTransformierten,soist die Iden-
titätder(transformierten)Lösungmit der(transformierten)Moore-PenroseLösungnichtnurnichtwirklich
verwunderlich,sondernbereitszuerwartengewesen.

Abschließendkönnenwir alsofesthalten:DasnachfolgendespezielleRegularisierungsverfahrenfür Ent-
faltungsprobleme,dasauf der Darstellungder (formalen)Lösungals inverseMellin- respektive Fourier-
LaplaceTransformationberuhenwird, ist somitebensoeinesfür dieMoore-PenroseLösung,entsprechend
dervon unsvorgestelltenallgemeinstenDefinition4.5derRegularisierung.

5.3.2 Dasgenuinauf stabilisierendenFunktionen basierendeRegularisierungsver-
fahren

Damit die GrundideedernunvorgestelltenMethodedeutlichwird, betrachtenwir (nochmals)dasVerhal-
ten der Integralgleichunggegen̈uberFehlernder rechtenSeite,alsodie Ursacheder Schlechtgestelltheit,
jetzt untersuchtim Rahmender Integraltransformationenrespektive der Integraltransformierten.Die hier
betrachteteIntegralgleichung28 (2.13)hat,zurErinnerung,die Form:

E ÇÈ¿ ω ÁLÃ ∞É
0

k ¿ ωτ Á p ¿ τ Á dτ Å (5.26)

derengenerelleStruktur die einerMellinschenFaltung ist. Die linke SeiteE Ç der Gleichung(5.26) sei
wiederumnur approximativ bekannt,unddieseseidurch

E Ç ¿ ω ÁLÃ E ÇT ¿ ω ÁËÊ ν ¿ ω Á (5.27)

dargestellt29, wobei E ÇT die ungesẗorte, theoretischeFunktion und ν einestochastische,denFehlerbzw.
dasRauschenmodellierende,Funktionsei.Bez̈uglich derLösungder Integralgleichung(5.26)bzw. deren
Transformierteim Mellin-Raumgilt dann:

p̃ ¿ sÁ�Ã Ẽ Ç ¿ 1 À sÁ
K ¿ 1 À sÁ Ã Ẽ ÇT ¿ 1 À sÁ

K ¿ 1 À sÁ Ê ν̃ ¿ 1 À sÁ
K ¿ 1 À sÁ Å (5.28)

27Ausführlich und ausgezeichnetwerdendieseEigenschaftenbeispielsweisevon DOETSCH in [Doe71] und T I TCHMARSH in
[Tit67] behandelt.

28Dasnachfolgendegilt naẗurlich entsprechendfür die IntegralgleichungderDichtew, Gleichung(2.47).

29siehebeispielsweise[AT77, LBP91, Dav82, RC82, Mil74, BW82]
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wobei wiederum p̃ die Mellintransformierteder gesuchtenFunktion p, K die Mellintransformiertedes
Integralkernsk, ν̃ die Mellintransformierte30 von ν und Ẽ ÌT die Transformiertevon E ÌT bzw. Ẽ Ì die Trans-
formiertederFunktionE Ì sei.

Für die theoretische,analytischeLösungbeiexaktbekannterFunktionE ÌT gilt31:

Ẽ ÌÎÍ sÏÄÐ K Í sÏ p̃T Í 1 Ñ sÏ (5.29)

bzw.

p̃T Í sÏLÐ Ẽ ÌT Í 1 Ñ sÏ
K Í 1 Ñ sÏ ; (5.30)

somitbekommenwir

p̃ Í sÏÄÐ p̃T Í sÏcÒ ν̃ Í 1 Ñ sÏ
K Í 1 Ñ sÏÔÓ (5.31)

die(formale)Mellintransformierteder(analytischen)LösungderIntegralgleichung(5.26)beiapproximativ
bekannterFunktionE Ì . Esscheintjetztnaheliegendzusein,alsapproximativeLösungderGleichung(5.26)
beiapproximativ bekannterFunktionE Ì dieFunktionzuwählen,diewir durchdie inverseTransformation
erhaltenwürden,alsokonkretdie Funktion

p Í τ ÏÕÐ 1
2πi

cÖ i∞×
c Ø i∞

ds τ Ø s Ù p̃T Í sÏcÒ ν̃ Í 1 Ñ sÏ
K Í 1 Ñ sÏÛÚ

Ð pT Í τ ÏËÒ 1
2πi

cÖ i∞×
c Ø i∞

dsτ Ø s ν̃ Í 1 Ñ sÏ
K Í 1 Ñ sÏ Ü (5.32)

DieseFunktion(Gleichung(5.32)könntejedochaufgrunddermöglichenDivergenzendesletztenIntegrals
nicht existieren.Zwar strebthier K gegenNull für Ý is ÝNÞ ∞32, und auchdie Funktion ν̃ sollte,aufgrund
allgemeinerEigenschaftender Mellintransformierten,gegenNull für Ý is ÝßÞ ∞ streben33, doch ist dieses
asymptotischeStrebender beidenFunktionengegenNull nicht koordiniert,solangeν, undsomit auchν̃,
vonstochastischerNaturist. Deswegenkönnte

ν̃ Í 1 Ñ sÏ
K Í 1 Ñ sÏ Ó (5.33)

als Folge der stochastischenNatur der Funktion ν̃ und der darausresultierendenEinflüssegroßer Ý is Ý auf
(5.33),keineinverseMellin-Transformationbesitzen.Dochauchwenn(5.33)eineinverseTransformation
besitzenwürde,so kann die Abweichungder Funktion ν von Null, gemessenin der C- oder L2-Metrik
odereinerbeliebiganderenMetrik desRaumsY, beliebiggroßwerden.In anderenWortenkanndie inver-
seTransformiertedesAusdrucks(5.33), im Sinneder Norm, beliebigund unkontrollierbargroßwerden.
Tats̈achlichwird eshier sogarsosein,daßaufgrundderexponentiellenDivergenzderReziprokenK Ø 1 der
Rauschterm̃ν exponentiellversẗarktwerdenwird.

Offensichtlich:EineapproximativeLösungderIntegralgleichungkönnenwir alsonichtdadurchgewinnen,
indemwir in die exakte,analytischeLösungdie nur approximativ bekannteFunktionE Ì einsetzen.Diese

”
Lösung“ könntenicht existieren,undselbstbei ihrer Existenz,derExistenzdesAusdrucks(5.32),würde

sie instabil gegen̈uberkleinenAbweichungenvon E Ì sein.Der Gründefür dieseInstabiliẗat liegen,wie

30Die Funktionν̃ existiert, strenggenommen,nur im RahmenderTheoriederDistributionen,d.h.ν und ν̃ müssenkorrekterweise
alsDistributionenaufgefaßtwerden[Str63a]; siehehier auchdie diesbez̈uglicheBemerkungundFußnoteauf Seite134im Abschnitt
8.2.2.

31siehedie analytischeLösungderIntegralgleichung2.44bzw. 2.45

32sieheKapitel 2.5

33Diesesgilt, wennν̃ alsMellintransformierteim herk̈ommlichenSinneexistiert.Fassenwir ν undν̃ alsDistributionenauf,somuß
ν̃ für à is àoá ∞ nichtgegenNull streben;siehediesbez̈uglich beispielsweise[BB93, Doe71, Lig66, Tit67]
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ebendargestelltwordenist, sowohl im VerhaltenderTransformierteñν respektivevon(5.33)für â is âCã ∞34

alsauchin demgenerelldivergentenVerhalten35 von K ä 1 für â is â¢ã ∞. Natürlich ist diesallesletztendlich
dieManifestationderSchlechtgestelltheitderIntegralgleichung(5.26).

Betrachtenwir nunfür einegegebeneFunktionk denlinearenOperator

Af å k æ f å g ç (5.34)

wobeiwir mit
”
æ “ allgemeineineFaltungsoperationsymbolisierenwollen.Auf die konkreteFormderFal-

tungsgleichung(5.34)werdenwir gleichzusprechenkommen.Esseiwieder f è X, g è Y, undwir nehmen
an,daßdie LösungderGleichung(5.34)existiereundeindeutigsei.Mit é soll einelineare Integraltrans-
formation(z.B Fourier-, ein-oderzweiseitige(Fourier-)Laplace-oderMellin-Transformation)symbolisiert
werden.Dieseangewandtauf dieFaltungsgleichung(5.34)ergebe36:é^êAf ëcåìéÈê f ë�å g̃ í ϖ îÆï (5.35)

Angenommen,derOperatorA besitzeganzallgemeineineStruktur, dieunsermöglicht,éÈê f ëcå f̃ í ϖ î (5.36)

in dieForm
f̃ í ϖ îLå Ψ í g̃ í ϖ îðç ϖ î (5.37)

zubringen.UnterderVoraussetzungderGültigkeit einesFaltungssatzes,dieFunktionenf undk mögendie
diesbez̈uglichenEigenschaftenbesitzen,alsoderGültigkeit vonéÈê k æ f ëËåìéÈê këNñCé^ê f ë (5.38)

bez̈uglichderIntegral-Transformationé , gilt offensichtlich

Ψ í g̃ í ϖ îðç ϖ îÄå g̃ í ϖ î
k̃ í ϖ î å f̃ í ϖ îòï (5.39)

Die Gleichung(5.39) ist z.B. gültig bei, und nun kommenwir zu denmöglichenkonkretenFormender
Gleichung(5.34),FaltungsintegralenderForm:

a)

k í t îËæ f í t îóå ∞ôä ∞

k í t õ τ î f í τ î dτ ç (5.40)

bei der wir als Integraltransformationé die Fourier- oderdie (Fourier-)LaplaceTransformationan-
wendenkönnen,

b)

k í t îcæ f í t îóå tô
0

k í t õ τ î f í τ î dτ (5.41)

(wobei hier k í t îÛö f í t îÛö 0 für t ÷ 0 gelte), bei der wir die (einseitige)Laplace-Transformation
anwendenkönnenund

34Dieseswird sensitiv durchdie stochastischeNaturvon ν̃ bestimmt;mansieheauchz.B. [AT77, Mil74]

35Die Divergenzvon K ø 1 für ù is ùnú ∞ folgt, wie bereitserwähnt,direkt ausdenallgemeinenEigenschaftender Integraltransfor-
miertenderFourier-Laplace-respektive Mellin-Transformation[Doe71, Doe72, Tit67].

36Mit x̃ û ϖ ü seidie TransformiertederFunktionx bezeichnet:ý¢þ xÿ�� x̃ û ϖ ü
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c)

k
�
t ��� f

�
t ��� ∞�

0

k 	 t
τ 
 f

�
τ � dτ

τ � (5.42)

beiderwir dieMellin-Transformationanwendenkönnen37.

Wie wir im vorangegangenenAbschnitt(5.3.2)gezeigthaben,werdendie GründederSchlechtgestelltheit
derFaltungsgleichung(5.34),genauerder Instabiliẗat derenLösung,in demasymptotischenVerhaltendes
Quotienteng̃ � ϖ 


k̃ � ϖ 
 für � ϖ ��� ∞ liegen.Um diestörendenEinflüssebei hohen
”
Frequenzen“ ϖ zu eliminieren

und einestabileApproximationder Lösungder Gleichung(5.34)basierendauf der analytischenLösung
(5.39)zuerhalten,ist esnunnaheliegend,eine(mögliche)Regularisierungdurch

Tγg ����� 1 � F̃γ
�
ϖ � Ψ

�
g̃
�
ϖ � � ϖ ��� (5.43)

zudefinieren. Die FunktionF̃γ wird hierebenso,wie beiderim Abschnitt5.1vorgestelltenRegularisierung
kompakterOperatoren,alsFilter, stabilisierendeFunktionoderStabilisatorbezeichnet.

Konkretisierenwir diesesamBeispielderFourier-Transformation38, betrachtenwir alsodie Faltungsglei-
chung

Af
�
x��� �� N

k
�
x � y� f

�
y� dy � (5.44)

wobeijeweilsX undY derHilbertraumL2 sei.DerFaltungssatzderFourier-Transformation[Doe71, Tit67]
besagtbekanntlich: � �

f � g��� �
2π � N � 2 f̃ g̃ � (5.45)

unddieserliefert soeineeinfacheDarstellungdesinversenOperatorsA � 1. Wennwir k̃
�
ξ ���� 0 � ξ voraus-

setzen,gilt � �
A� 1g��� �

2π �!� N � 2 g̃

k̃ "
Ist jetzt k # L1 �%$ N � , dannist die Fouriertransformiertẽk stetig, beschr̈ankt und wegen desSatzesvon
RIEMANN-LEBESGUE gilt39 &&

k̃
�
ξ � && � 0für � ξ �'� ∞ "

Darausfolgt, daßA� 1 nichtbeschr̈anktist. Schreibenwir mit Hilfe derinversenFourier-Transformation

Af
�
x�(� �� N

k̃
�
ξ � f̃

�
ξ � ei ) x * ξ + dξ � (5.46)

so übernehmen,formal, die ebenenWellen eixξ die Rolle der Eigenfunktionen40 und die k̃
�
ξ � die der Ei-

genwerte,womit wir alsodieschonerwähnte,zurSingul̈arwertzerlegungformalanaloge,Zerlegungdieses
nicht kompaktenOperatorshaben.EntsprechenddenAusführungendesAbschnitts4.3zur Klassifizierung

37Bez̈uglich dieses
”
MellinschenFaltungsintegrals“ sei(nochmals)auf [AT77, Doe71, Tit67] verwiesen

38In diesenAbschnittverwendenwir die Fourier-Transformation, im - N in derForm, f . ξ /10 f̃ . ξ /102. 2π /43 N 5 2 67 N

f . x/ e3 i 8 x 9 ξ : dx ;
39siehe[Doe71, Tit67]

40Formalist eξ . x/<0 ei 8 x 9 ξ : EigenfunktionvonA zumEigenwert̃k . ξ / , abernaẗurlich isteξ => L2 unddamitnichtim Definitionsbereich
vonA! Solche

”
verallgemeinerten“ EigenfunktionentretentypischerweisebeimstetigenSpektrumauf; siehe[Wer95].



5.3. DIE REGULARISIERUNG VON FALTUNGSGLEICHUNGEN 77

schlechtgestellterProbleme,könnenwir jetzt, zur Erinnerung,denGradder SchlechtgestelltheitderFal-
tungsgleichung41 (5.44)andemVerhaltenderTransformierteñk für ? ξ ?!@ 0ablesen,oderin anderenWorten
andendivergentenVerhaltenvon k̃ A 1 für ? ξ ?'@ 0.

Regularisierenwir alsodieFaltungsgleichunggem̈aßdesAnsatzes(5.43)übereinestabilisierendeFunktion
F̃γ, soerhaltenwir hier konkretdieDarstellung

Tγg B xC�DEB 2π C A N F 2 GH N

F̃γ B ξ C g̃ B ξ C
k̃ B ξ C ei I x J ξ K dξ L (5.47)

welcheein AnalogonzumspeziellenRegularisierungsverfahrenkompakterOperatorenmittelsderenSin-
gulärwertzerlegung(5.1)darstellt.Die approximative,regularisierteLösungfγ des(inversen)Faltungspro-
blems(5.44)ist dann,perdefinitionem,gegebendurch:

fγ B xC�D Tγg B xCNM (5.48)

Entsprechendführtunsdas(abstrakte)Regularisierungsverfahren(5.43)aufRegularisierungenderinversen
Faltungsprobleme,die mit Hilfe der (einseitigen)Laplace-Transformationoderderzweiseitigen(Fourier-
)Laplace-Transformationformal gelöstwerden,alsoFaltungsgleichungendesTyps a) undb); konkreter-
haltenwir alsofür jenediealsinverseLaplace-TransformationdargestellteregularisierteLösung42

fγ B t C�D Tγg B t C�D 1
2πi

cO i∞G
c A i∞

F̃γ B sC g̃ B sC
k̃ B sC est ds M (5.49)

Dem entsprechenderhaltenwir Regularisierungender MellinschenFaltungsgleichungc), die als inverse
Mellin-Transformationdargestelltsind,durch:

fγ B xC�D Tγg B xC�D 1
2πi

cO i∞G
c A i∞

F̃γ B sC g̃ B sC
k̃ B sC xA s ds M (5.50)

So habenwir eleganteFormulierungeneinesquasi
”
naẗurlichen“ Regularisierungsverfahrensfür inverse

Faltungsprobleme,die, wie essich jetzt schonandeutetund wie wir in dennachfolgendenKapiteln noch
sehenwerden,eineanschaulicheInterpretationdesabstraktenRegularisierungsverfahrens(5.43)respektive
(5.47)bis (5.50)ermöglichen.

5.3.3 EigenschaftendesRegularisierungsverfahrensI

In diesemAbschnittsollendieallgemeinenEigenschaftendesauf einerstabilisierendenFunktionF̃γ basie-
rendeRegularisierungsverfahrens(5.43)dargestelltwerden,die direkt ausdessenStruktur folgen, wobei
wir uns im wesentlichenauf die konkretenDarstellungen(5.47), (5.49) und (5.50) beschr̈anken wollen.
Diesesbedeutetoffensichtlich,daßwir unssogarauf dieDarstellung

Tγg B xC�DEB 2π C A N F 2 GH N

F̃γ B ξ C g̃ B ξ C
k̃ B ξ C ei I x J ξ K dξ L (5.51)

beschr̈ankenkönnen,da(5.47),(5.49)und(5.50)bez̈uglichderformalenStrukturvöllig äquivalentsind43.

41Bez̈uglich desGradesderSchlechtgestelltheit beiEintfaltungsproblemen,wollenwir insbesonderenochaufdasKorollar E.1des
AnhangsE verweisen.

42Im Fall der komplexen Integraltransformationenwollen wir uns auf eine Dimension,also t P x QSR , beschr̈anken. Es sei an
dieserStelledaraufhingewiesen,daßwir in dieserArbeit die Begriffe Fourier-LaplaceTransformationund (zweiseitige) Laplace-
Transformationsynonymverwenden.

43Bez̈uglichdermathematischenEigenschaftengibt esnaẗurlich, trotzderengenVerwandtschaftderhierbetrachtetenIntegraltrans-
formationen,stellenweiseerheblicheUnterschiede;siehedazuauch[Doe71, Tit67].
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Esseinun g̃ T g̃T U ν̃, wobei ν̃ wiederumeinestochastischeFunktionsei,die denDatenfehlerderTrans-
formierteng̃ modelliert44. Setzenwir diesesg̃ nunin denAusdruckdesRegularisierungsverfahrens(5.51)
ein,soerhaltenwir einenzu (5.32)analogenAusdruck:

fγ V xWXT V 2π W!Y N Z 2 [\ N

F̃γ V ξ W
k̃ V ξ W V g̃T V ξ W U ν̃ V ξ W!W ei ] x ^ ξ _ dξ

T V 2π W!Y N Z 2 [\ N ` F̃γ V ξ W f̃T V ξ W U Φ̃γ V ξ W ν̃ V ξ Wba ei ] x ^ ξ _ dξ c (5.52)

wobeidieFunktionΦ̃γ jetzt durch

Φ̃γ V ξ W�T F̃γ V ξ W
k̃ V ξ W (5.53)

definiertseiundausgenutztwordenist, daß

f̃T V ξ W�T g̃T V ξ W
k̃ V ξ W

gilt45. Für dieAbweichungderregularisiertenfγ von derexaktenLösungfT folgt aus(5.52)unmittelbar:

fγ V xWed fT V xWXT V 2π W Y N Z 2 [\ N

V F̃γ V ξ Wed 1W f̃T V ξ W ei ] x ^ ξ _ dξ

U V 2π W Y N Z 2 [\ N

Φ̃γ V ξ W ν̃ V ξ W ei ] x ^ ξ _ dξ f (5.54)

Definierenwir nochdie folgendenFunktionen,diebei dersp̈aterenBetrachtungvon Nutzenseinwerden,

∆r
γ V xWXT V 2π W Y N Z 2 [\ N

V F̃γ V ξ Wgd 1W f̃T V ξ W ei ] x ^ ξ _ dξ (5.55)

∆ν
γ V xWXT V 2π W Y N Z 2 [\ N

Φ̃γ V ξ W ν̃ V ξ W ei ] x ^ ξ _ dξ c (5.56)

sokönnenwir für die Abweichung∆γ T fγ d fT , Gleichung(5.54),kurz

∆γ V xW�T ∆r
γ V xW U ∆ν

γ V xW (5.57)

schreiben.Wie wir sofortsehen,beschreibt∆r
γ denreinenEinflußdesRegularisierungsverfahrensund∆ν

γ
denEinflußdesDatenfehlersauf denGesamtfehler∆γ derRegularisierung.

Betrachtenwir denreinenEinflußdesRegularisierungsverfahrens, genauerbetrachtenwir dieFunktion f T
γ ,

gegebendurchdenAusdruck

f T
γ V xW�T V 2π W Y N Z 2 [\ N

F̃γ V ξ W g̃T V ξ W
k̃ V ξ W ei ] x ^ ξ _ dξ T V 2π W!Y N Z 2 [\ N

F̃γ V ξ W f̃T V ξ W ei ] x ^ ξ _ dξ c (5.58)

derunmittelbarsowohl aus(5.55)alsauchausAnwendungdesRegularisierungsverfahrens(5.51)beiexakt
bekanntenDatengT folgt.

44sieheAbschnitt5.3.2

45sieheauchKapitel 2.4undAbschnitt5.3 in diesemKapitel
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Nehmenwir nunan,daßF̃γ die VoraussetzungeneinesFaltungssatzeserfülle46 undbezeichnenwir mit Fγ
dasUrbild von F̃γ, esgeltealso

F̃γ h ξ ikj h 2π i l N m 2 no N

Fγ h xi el i p x q ξ r dx und (5.59)

Fγ h xikj h 2π i l N m 2 no N

F̃γ h ξ i ei p x q ξ r dξ s (5.60)

dannkönnenwir f T
γ durchdieFaltung

f T
γ h xi�j no N

Fγ h x t yi fT h yi dy (5.61)

darstellen.Die FunktionFγ, diegem̈aßdenGleichungen(5.59)und(5.60)mit derstabilisierendenFunktion
F̃γ via derverwendetenIntegraltransformation,hierdieFourier-Transformation,in einereineindeutigenArt
undWeiseverbundenseinmöge,bezeichnenwir in diesemZusammenhangalsMollifier-Funktion47. Das
(reine)Regularisierungsverfahrenist alsoalsFaltungderexaktenLösung fT mit derMollifier-Funktion48

Fγ darstellbar49,
TγgT h xi�j f T

γ h xi�j h Fγ u fT i h xi�jEv Fγ h xiws fT x y (5.62)

Erfüllt jetzt Fγ dieEigenschafteneinerDichtefunktion,sokönnenwir die (reine)Regularisierunganschau-
lich auchalseineMittelung derexaktenLösungfT mit derDichteFγ interpretieren:

TγgT j f T
γ j�z fT { Fγ

(5.63)

Wie wir sp̈aterim Kapitel6 aufzeigenwerden,erfüllendieMollifier-FunktionenFγ, diezudenvonunsab-
geleitetenstabilisierendenFunktionenF̃γ korrespondieren,dieEigenschafteneinerDichtefunktion;genauer
werdendieseF̃γ aufsolchenFγ beruhen,die alsDichtefunktioneninterpretiertwerdenkönnen.

Kehrenwir nunzuderAusgangsgleichung(5.51)diesesAbschnitteszurück,undformulierenwir diesemit
Hilfe derobeneingef̈uhrtenFunktionΦ̃γ (5.53):

Tγg h xi|j h 2π i l N m 2 no N

Φ̃γ h ξ i g̃ h ξ i ei p x q ξ r dξ y (5.64)

Nehmenwir diesmalwiederuman,daßΦ̃γ denBedingungeneinesFaltungssatzesgen̈uge,sokönnenwir
dasRegularisierungsverfahren(5.51)aufdie Faltungsoperation

Tγg j Φγ u g (5.65)

Tγg h xikj no N

Φγ h x t yi g h yi dy s (5.66)

46DaßdieAnnahme,diehierbetrachtetenFunktionenmögendenVoraussetzungeneinesFaltungssatzesgen̈ugen,gerechtfertigtist,
wird sichin densp̈aterenKapitel 6 zeigen.

47Derhier benutzteBegriff derMollifier-Funktionist allgemeinerim Zusammenhangmit demRegularisierungskonzeptderappro-
ximativenInversenin [LM90] eingef̈uhrt worden.UnsereVerwendungdiesesBegriffs entsprichtgeradeeinemSpezialfall.

48Wir setzenimplizit Fγ als (rein) reellwertige Funktion für Argumentex }�~ N voraus.Auf die Problematikkomplexwertiger
FunktionenFγ werdenwir kurz im Abschnitt6.2zusprechenkommen.

49Mit � f � g� bezeichnenwir in dieserArbeit das
”
Skalarprodukt“ derFunktionenf } X undg } Y, wobeidie topologischenrespek-

tive metrischenRäumeX undY identischseindürfen:� f � g������ N

f � x� g � x� dx ;

sieheauchAnhangB.
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wobei Φγ dasUrbild von Φ̃γ sei,abbilden.Die FunktionΦγ, die wir bei Gültigkeit derobigenGleichung
(5.66) regularisierenderKern50 nennenwollen, hängtoffensichtlich(implizit) vom Kern k desinversen
Faltungsproblemsab,wie bereitsdeutlichanderDefinition (5.53)derFunktionΦ̃γ zuerkennenist.

Wir habenalso,soΦγ undΦ̃γ dienötigenEigenschaftenaufweisen,einezu(5.51)alternativeFormulierung
und Darstellungder auf einer stabilisierendenFunktion basierendenRegularisierungsverfahren,die von
wesentlicherBedeutungfür dieRegularisierungsverfahren(5.49)und(5.50),alsodenjenigen,diekomplexe
IntegraltransformationenundderenkomplexeinverseIntegraltransformationenanwenden,seinwird.

Als letzteswollen wir die durchdie Regularisierte fγ erzeugteFunktiongγ betrachten,die alsoperdefini-
tionemdurch

gγ � Afγ � k � fγ (5.67)

gγ � x� � �� N

k � x � y� fγ � y� dy (5.68)

gegebenist. Derzu (5.68)im Fourier-(Laplace-)RaumkorrespondierendeAusdrucklautet

g̃γ � ξ � � k̃ � ξ � f̃γ � ξ �N� (5.69)

sowir wiederdieGültigkeit einesentsprechendenFaltungssatzesvoraussetzen.PerdefinitionemdesRegu-
larisierungsverfahrens(5.51)gilt für die Transformierte

f̃γ � ξ � � F̃γ � ξ � g̃ � ξ �
k̃ � ξ � � (5.70)

Setzenwir denAusdruckderTransformiertenderRegularisierten,Gleichung(5.70),in (5.69)ein,soerhal-
tenwir

g̃γ � ξ � � k̃ � ξ � F̃γ � ξ � g̃ � ξ �
k̃ � ξ � � F̃γ � ξ � g̃ � ξ ��� (5.71)

unddie im OriginalraumkorrespondierendeGleichunglautetrückübersetzt

gγ � x� � �� N

Fγ � x � y� g � y� dy � (5.72)

d.h.gγ ist wiederumdurcheineFaltungsoperationdarstellbar:

gγ � Fγ � g � (5.73)

Gem̈aßdesobigenAusdrucks(5.72),könnenwir dieAnwendungderRegularisiertenfγ, soFγ nochzus̈atz-
lich die EigenschafteneinerDichtefunktionaufweist,wiederumanschaulichals einenMittelungsprozeß
interpretieren.

Noch eineBemerkungam EndediesesAbschnittes:Es ist naẗurlich nicht verwunderlich,daßwir forma-
le EigenschaftendesRegularisierungsverfahrensauf Faltungsgleichungenhabenabbildenkönnen,denn
schließlichhandeltessichbei denAusgangsproblemselbstum eineFaltungsgleichungunddasRegulari-
sierungsverfahrenalssolchesbasiertja geradeauf der (formalen)LösungdesinversenFaltungsproblems,
diewiederumaufderAnwendungeinesFaltungssatzeslinearerIntegraltransformationenbasiert.

50Der regularisierendeKern wird zwar auchin [TGSY95] bei derRegularsierungvon Faltungsgleichungauf derBasisder(eindi-
mensionalen)Fourier-Transformationhingeschrieben,dochwird, unseresWissensnach,erstim RahmendieserArbeit der regulari-
sierendenKern allgemeiner, im Sinneder Anwendbarkeit einer(beliebigen)linearenIntegraltransformation,und mit einerdement-
sprechendfundametalerenBedeutungin derRegularisierungeingef̈uhrt.Entsprechendesgilt dannauchfür dessenallgemeinenEigen-
schaften;siehehier Kapitel 6f.
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5.4 Lineare Iterationsverfahren

DiesesKapitel abschließend,wollen wir nochkurz auf regularisierendelineare Iterationsverfahreneinge-
hen.Dabeiwerdenwir uns,dawir die iterativenVerfahrennur zumVergleichmit demgenuinauf stabili-
sierendenFunktionenbasierendenRegularisierungsverfahrenheranziehenwerden,im Wesentlichenaufdie
WiedergabederzentralenFormelnundErgebnissebeschr̈ankenbzw. derenAbleitungennur kurz skizzie-
ren.DetailiertwerdenIterationsverfahrenbeispielsweisein [Lou89] behandelt51.

Die IterationsverfahrenwerdenzurLösungderNormalgleichung(4.30)derverallgemeinertenInversen52,

A� Af � A� g �
angewandt.DerStartpunktzur AbleitungeinesIterationsverfahrensist derfolgende:
SeiB : X � X ein linearer, stetigerOperator, undgesuchtseidieLösungvon

Bx � b � (5.74)

Iterationsverfahrengewinnt mannundurchAufspaltenvon B in

B � S � T � (5.75)

wobeiSderartzu wählenist, daßdie GleichungenderForm Sy � z
”
einfach“ zu lösensind.Nacheinigen

Rechnungen53 ergibt sichausdenobigenGleichungen(5.74)und(5.75)dieAusgangsformelfür Iterations-
verfahren:

xm� 1 � Gxm � y � (5.76)

mit

G � S� 1T� S� 1 � S � B�
und

y � S� 1b �
WähltmanSundT unabḧangigvomIterationsindex, soerḧalt mandasstation̈areVerfahren(5.76),andern-
fallsdasnichtstation̈areVerfahren

xm� 1 � Gmxm � ym � (5.77)

DasAuflösenderRekursionführt im station̈arenFall, auf denwir unsim folgendenbeschr̈ankenwollen,
auf

xm � Gmx0 � m� 1�
j   0

G jy� Gmx0 � � I � Gm� � I � G� � 1y � (5.78)

falls � I � G� � 1 existiert.

Um dieNormalgleichungzu lösen,wird

B � A� A und

b � A� g
51Wir wollen diesbez̈uglich ebensoaufdie entsprechendendortigenReferenzenundBemerkungenhinweisen.

52sieheAbschnitt4.2.3und[Lou89]

53siehe[Lou89]
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gesetzt.Führtmanjetzt noch

S ¡ s¢ A£ A¤ und

T ¡ t ¢ A£ A¤
ein,soerḧalt manzumeinen

s¢ x¤g¥ t ¢ x¤�¡ x

undzumanderen,mit derWahl f 0 ¡ 0 alsStartwert[Lou89],

f m ¡ m¦ 1§
j ¨ 0

G jS¦ 1A£ g (5.79)

¡ §
σn © 0

F̃m ¢ σn ¤ σ ¦ 1
n ª g « un ¬ vn (5.80)

mit

F̃m ¢ σ ¤­¡ σ2

s¢ σ2 ¤ m¦ 1§
j ¨ 0 ® 1 ¥ σ2

s¢ σ2 ¤1¯ j

(5.81)

¡ 1 ¥ ® 1 ¥ σ2

s¢ σ2 ¤1¯ m

(5.82)

für °°°° 1 ¥ σ2

s¢ σ2 ¤ °°°°²± 1 « (5.83)

also
σ2

s¢ σ2 ¤´³¶µ 0 « 2 ·¹¸ (5.84)

Eskannnunbewiesenwerden,daßfür σ2

sº σ2 » ³¶µ 0 « 2 · für alle Singul̈arwertevon A undin Null stetigen x
sº x»

F̃m ¢ σ ¤�¡ 1 ¥ ® 1 ¥ σ2

s¢ σ2 ¤ ¯ m

(5.85)

ein regularisierenderFilter ist [Lou89]. Im Fall der Integralgleichungvom Faltungstyp(5.34)gilt für die
stabilisierendeFunktionanalog54:

F̃m ¢ ξ ¤�¡ 1 ¥ ® 1 ¥ ¼ k̃ ¢ ξ ¤ ¼ 2
s¢ ¼ k̃ ¢ ξ ¤ ¼ 2 ¤ ¯ m « (5.86)

mit denanalogenBedingungen ½ k̃ º ξ » ½ 2
sº ½ k̃ º ξ » ½ 2 » ³¾µ 0 « 2 · undin Null stetigen x

sº x» 55.

Als Spezialfall desallgemeinenIterationsverfahrens(5.76)wollenwir dieLandweber-Iterationerwähnen56,

f m¿ 1 ¡ f m À βA£ ¢ g ¥ Af m ¤¡ ¢ I ¥ βA£ A¤ f m À βA£ g « (5.87)

54sieheAbschnitt5.3.2

55Wir wollenandieserStelleerwähnen,daßdasFilter (5.86)nur im FallederAnwendbarkeit derFourier-Transformationnumerisch
praktischvonNutzenist; sieheauchdie Ausführungenin Kapitel 6 ff.

56siehe[Lan51, Lou89]



5.4. LINEARE ITERATIONSVERFAHREN 83

welchewir hier auchkonkretzum Vergleich verschiedenerlinearerRegularisierungsverfahrenauf unser
Ausgangsproblem(2.13)angewandthaben.In derLandweber-Iterationist also

S Á β Â 1I Ã
T Á β Â 1I Ä AÅ A und

SÂ 1T Á I Ä βAÅ A Æ
WähltmanalsStartpunktderIteration f 0 Á 0, sogelangtmanzur Darstellung

f m Á mÂ 1Ç
j È 0 É I Ä βAÅ AÊ jAÅ g (5.88)

Á Ç
n

F̃m É σn Ê σ Â 1
n Ë g Ã un Ì vn Ã (5.89)

mit
F̃m É σ Ê�Á 1 Ä É 1 Ä βσ2 Ê m Ã (5.90)

respektive im Fall desEntfaltungsproblems

F̃m É ξ Ê�Á 1 Ä É 1 Ä β Í k̃É ξ Ê'Í 2 Ê m Æ (5.91)

Die Landweber-IterationläßtsichalsowiederumalsgefilterteVersionderverallgemeinertenLösunginter-
pretierenundsieist für

0 Î β Î 2Ï
A
Ï
2 (5.92)

ein linearesRegularisierungsverfahren.

Genauerbetrachtetkonvergierendie Iterationsverfahrenbei VerwendungeinesbeliebigenStartwertesf 0

undexaktenDatengegen57

f † Ð PÑÓÒ AÔ f 0 Ã (5.93)

wobeiPÑÕÒ AÔ die Orthogonalprojektionvon f 0 auf Ö É AÊ ist. DiesesErgebnisbesagtnun,daßbei schlecht
gestelltenProblemeneineRegularisierungdadurcherreichtwird, daßim FallegesẗorterDatendie Iteration
hinreichendfrüh abgebrochenwird. Iteriert manzu lange,so wird manfeststellen,daßder Fehlerstark
anwächst.Dementsprechendwird derIterationsindex m mit demRegularisierungsparameterγ identifiziert,
konkretals

γ Á 1
m

Æ (5.94)

UnterVerwendungdesFilters (5.90)ergibt sichnunbez̈uglich derLandweber-IterationfolgendesBild58:
Ist É 1 Ä βσ2 Ê m × 1 Ã
so tretendie entsprechendenAnteile der Lösungin der iteriertenNäherungnahezuunverfälschtauf. Ist
dagegenσ klein, also É 1 Ä βσ2 Ê m Ø 1 Ã
dannwerdendieentsprechendenTermewegged̈ampft.

NebendenebendargestelltenlinearenIterationsverfahrenexistierennichtlineareIterationsverfahren, wobei
hier dasVerfahrenderkonjugiertenGradienten[HS52, Lue73, Lou89] zu denbekanntestenzählendürfte.
Im RahmendieserArbeit soll jedochauf nichtlineareVerfahrennicht weitereingegangenwerden59.

57Hierauswird auchderGrundfür die Wahlvon f 0 Ù 0 alsStartpunktderIterationenerkennbar.

58Entsprechendesgilt naẗurlich für denFilter (5.91)derLandweber-Iterationim Entfaltungsproblem(5.34).

59DasVerfahrenderkonjugiertenGradientenkannübrigensauf ein nichtlinearen,d.h.von g abḧangenden,Filter abgebildetwer-
den[Lou89]. Da dieseAbhängigkeit jedochnicht-trivial ist, wurdeeineweitereUntersuchungim RahmendieserArbeit außenvor
gelassen.
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Kapitel 6

StabilisierendeFunktionen I

Zwar habenwir prinzipiell ein Regularisierungsverfahrenfür dasEntfaltungsproblem(5.34),welchesge-
nuin auf einerstabilisierendenFunktion F̃γ basiert,formuliert, dochmußnun die FragenachdenEigen-
schaftenvon F̃γ gekl̈art werden,damit gem̈aß den Darstellungen(5.47) bis (5.50) tats̈achlich durch F̃γ
ein Regularisierungs-OperatorTγ erzeugtwird1. Währendnun in denUntersuchungender theoretischen
Grundlagen,PrinzipienundallgemeinenEigenschaftenderRegularisierungsverfahrendie RäumeX undY
alstopologischeRäumeim allgemeinstenSinnbetrachtetwerden,respektive alsallgemeineBanach-oder
Hilbert-Räume[AT77, GKM82, Lav67, Lou89, Iva76], wird sich in denUntersuchungenzur praktischen
Anwendungauf Banach-oderHilbert-Räumereeller Funktionen[Dav82, Mar82, Mil74, Lou89, RC82]
beschr̈ankt. Im Fall der Integralgleichungvom Faltungstyp(5.34) werdendementsprechendauch

”
nur“

Gleichungenbez̈uglich praktischerRealisierungenund derentheoretischenEigenschaftenbetrachtet,bei
denendie Fourier-Transformationangewandtwerdenkann[AT77, Dav82, LBP91, Lou89], alsodie Regu-
larisierungsverfahren,die auf derGleichung(5.47)basieren.Für unserkonkretesProblembedeutetdieses,
daßdieprinzipielle,theoretischeAnwendbarkeitdesRegularisierungsverfahrens(5.43)aufdasinverseFal-
tungsproblem,dasmit denMitteln derkomplexenFourier-Laplace-2 oderderMellin-Transformationgelöst
werdenkann,zwar erwähntund untersuchtwird, wie beispielsweisein [AT77], vom praktischenStand-
punktausdieseProblemejedochkaumbehandeltwerden,wasunteranderemdamitzusammenḧangt,daß
die(komplexe)inverseFourier-Laplace-respektiveMellin-Transformation,für sichalleinbetrachtet,selber
zudenschlechtgestelltenProblemengeḧort3.

Als zentralenPunnktdiesesKapitelswollen wir die bisherin derLiteraturdiskutiertenEigenschaftender
stabilisierendenFilter desauf der Fourier-TransformationbasierendenRegularsisierunsgsverfahrenswie-
dergeben.Im Anschlußdaransoll (kurz) daraufeingegangenwerden,in wie weit dieseErgebnisseauf
Regularisierungsverfahren,dieaufder(komplexen)Fourier-Laplace-respektiveMellin-Transformationba-
sieren,angewandtodererweitertwerdenkönnenund welcheProblemedabeidannunweigerlichzu Tage
treten,wodurchdieNotwendigkeit derUntersuchungder(möglichen)EigenschaftenstabilisierenderFunk-
tionenfür dieseVerfahrendeutlichwird.

1DaßRegularisierungsverfahrenauf Filter abgebildetwerdenkönnen,habenwir bereitsöfterserwähntund beispielhaftan den
regularisierendenlinearenIterationsverfahren(vorangegangenenAbschnitt5.4)gesehen.

2Es sei an dieserStelle darauf hingewiesen,daß der Ausdruck
”
Fourier-Laplace Transformation“ hier synonym zum Aus-

druck
”
zweiseitigeLaplace-Transformation“ verwendetwird. Mit

”
Fourier-Transformation“ bezeichnenwir in diesemKaptiel die

”
herk̈ommliche“ Fourier-Transformation;sieheauchFußnote7 im Kapitel 2.3.

3Bez̈uglichderSchwierigkeitenundProblemen,diein dernumerischenAnwendungderFourier-LaplaceTransformationundderen
Inversionzu beachtensind,seiaufdie diesbez̈uglichenKommentarein [Doe71] und[DR84] verwiesen.
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6.1 Filter der Fourier-Transformation

Gebenwir alsozuerstdie Ergebnissefür denFall derAnwendbarkeit derFourier-Transformationwieder,
sowie dieserin derLitaraturbisherbehandeltwordenist4, wobeiwir unsohneBeschr̈ankungderAllge-
meinheitauf denRaum Ú beschr̈ankenwollen,alsoauf (eindimensionale)Faltungsgleichungen

g Û t Ü�Ý ∞Þß ∞

k Û t à τ Ü f Û τ Ü dτ á t á τ âãÚ á (6.1)

derenRegularisiertegem̈aß(5.47)durch

Tγg Û t Ü�Ý 1ä
2π

∞Þß ∞

F̃γ Û ω Ü g̃ Û ω Ü
k̃ Û ω Ü eitω dω á (6.2)

gegebensei.

Die FunktionF̃γ Û ω Ü mögenundenfolgendenBedingungengen̈ugen[AT77]5:

1F̃) F̃γ Û ω Ü seiim Gebiet(γ å 0 áÓà ∞ æ ω æ ∞) definiert;

2F̃) Essei0 ç F̃γ Û ω Üèç 1 für alle γ å 0 undω;

3F̃) EsseiFγ é 0 Û ω Ü�ê 1;

4F̃) Für jedesγ ë 0 seidieFunktionF̃γ Û ω Ü einegeradeFunktionbez̈uglichω undgeḧorezuL2 Ûìà ∞ á ∞ Ü ;
5F̃) Für alle γ ë 0 gelte:F̃γ Û ω Ü�í 0 für ω íïî ∞;

6F̃) Für γ í 0 sei F̃γ Û ω Ü|í 1 nicht-abnehmendunddieseKonvergenzseigleichm̈aßigfür jedesIntervallð
ω
ð ç ω1;

7F̃) Essei
F̃γ Û ω Ü
k̃ Û ω Ü â L2 Ûbà ∞ á ∞ Ü ñ γ ë 0 ;

8F̃) Für jedesω òÝ 0geltein jedemIntervall derGestaltó ω1 á ω2 ô , wobei0 æ ω1 æ ω2 geltensoll, F̃γ Û ω Ügí 0
für γ í ∞ unddieseKonvergenzseigleichm̈aßig.

EineFunktionF̃γ, diedieseachtBedingungenerfüllt, definierteineneinparametrigenOperatorTγ derForm
(6.2).Wird dieDifferenzderrechtenSeitevon(6.1),g, vomtheoretischenWertgT in derL2 Ûõà ∞ á ∞ Ü -Metrik
unddieAbweichungderLösungvondertheoretischenin derSupremumsnormgemessen,undnehmenwir
weiteran,daß f̃ Û ω Üèâ L1 Û ∞ á ∞ Ü gelte,danngilt der6

Satz6.1
Erfüllt die FunktionF̃γ Û ω Ü die Bedingungen1F̃ Ü - 8F̃ Ü , so ist derkorrespondierendeOperatorTγ derForm
(6.2)einRegularisierungs-OperatorderGleichung(6.1),derstetig(kontinuierlich)bez̈uglichderFunktion
g ist.

4siehe[AT77,Lou89]

5T IKHONOV undARSENIN sind,unseresWissensnach,die wenigen,die explizit Bedingungen,die einestabilisierendeFunktion
F̃γ beimRegularisierungsverfahren (6.2)erfüllen muß,angeben.

6Der Beweisfindetsichu.a.in denschonoft zitiertenBuchvon ARSENIN und T IKHONOV [AT77]. Der Satzgilt übrigensauch,
wennderRaumX, f ö X, in derL2-Metrik gemessenwird.
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An dieserStellehabenwir in [Ros95] zu 1F̃ ÷ - 8F̃ ÷ entsprechendeBedingungenan einerstabilisierenden
Funktion F̃γ für dasRegularisierungsverfahren(5.49) respektive (5.50),also im Fall der Anwendungder
Fourier-Laplace-respektive Mellin-Transformation,angegeben,die auseinerquasie

”
eins-zu-eins“ Über-

setzungdesBeweisesdesSatzes6.1 entspringen,wenndort an Stelleder Fourier- die Fourier-Laplace-
respektiveMellin-Transformationeingesetztwird. Die soabgeleitetenBedingungensindformal analogzu
denBedingungen1F̃ ÷ - 8F̃ ÷ . Die großeSchwierigkeit mit diesenBedingungenist jedochderenRestringti-
vität: selbsteineGaußschestabilisierendeFunktion,

F̃γ ø s÷�ù eγ2s2 ú
(6.3)

würdedieseBedingungennicht erfüllen7! Es ist deswegennotwendig,alternative Bedingungenan F̃γ, die
derartigeRestringtivitätennichtbeinhalten,für dieRegularisierungsverfahren(5.49)und(5.50)abzuleiten.
DiesealternativenBedingungenundderenAbleitungwerdenwir in demnachfolgendenKapitel 7 ausf̈uhr-
licherdarstellen.

Einesder theoretischund praktischwichtigstenBeispiele,eshandeltsich mit um dasam meistenunter-
suchteund praktischangewandteund wir wollen esdeswegenauchnicht unerẅahnt lassen,einesregu-
larisierendenFilters F̃γ für dasRegularisierungsverfahren(5.47)bzw. (6.2) ist der idealeTiefpaß, welcher
im Fall kompakterOperatorendersogenanntenabgeschnittenenSingul̈arwertzerlegungentsprechenwürde.
Der idealeTiefpaßist definiert8 durch[AT77, Lou89]:

F̃γ ø ω ÷�ùüû 1 für ý ω ý1þ γ
0 für ý ω ý1ÿ γ � (6.4)

DasRegularisierungsverfahren(6.2)nimmt mit denidealenTiefpaßdanndie folgendeexplizite Forman:

Tγg ø t ÷kù 1�
2π

∞�� ∞

F̃γ ø ω ÷ g̃ ø ω ÷
k̃ ø ω ÷ eiωt dω

ù 1�
2π

γ�� γ

g̃ ø ω ÷
k̃ ø ω ÷ eiωt dω (6.5)

ù 1�
2π

γ�� γ

f̃ ø ω ÷ eiωt dω � (6.6)

Um deninversenOperatorzu erhalten,mußalsoγ gegenUnendlichgehen.AufgrunddesFaltungssatzes9

könnenwir Tγg durcheinFaltungsintegraldarstellen10:

Tγg ù Fγ � f � (6.7)

Die zu diesemFilter korrespondierendeMollifier-FunktionFγ ist für x ��� , wie eineeinfacheRechnung
zeigt,durch

Fγ ø x÷�ù sinγx
πx

(6.8)

gegeben[Lou89].

7EineGauß’schestabilisierendeFunktionerfüllt dieseBedingungennur für denFall �
	 s � 0. Bei demProblem(2.13)gilt aber
0 �
�
	 s � 1; sieheKapitel 2 undAbschnitt2.4.2.

8In [AT77,Lou89]wird bewiesen,daßdiedurch(6.4)definierteFunktionF̃γ tats̈achlicheinestabilisierendeFunktionist.

9Wir setzenwiederumimplizit die Gültigkeit einesFaltungssatzesvoraus.

10sieheAbschnitt5.3.3
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DasAbschneidenderhohenFrequenzen,alsoderFrequenzen�ω ��� γ, bewirkt demnacheineFaltung,re-
spektiveMittelung,dergesuchtenFunktion f mit derMollifier-FunktionFγ, gegebendurch(6.8).Die Funk-
tion Fγ desidealenTiefpasseshatdie Eigenschaft,daßdiesefür kleinerwerdendeγ immer

”
breiter“ wird,

waszur Folge hat, daßmanein sehrverschwommenesBild von f erḧalt, dasallerdingswenig von dem
Datenfehlerbeinflußtwird. Für wachsendesγ wird Fγ immer

”
schmaler“ , dasBild von f wird scḧarfer

und ist sẗarkerenEinflüssenderDatenfehlerunterworfen.Der Grenzfall γ � ∞ liefert übrigensdie Delta-
DistributionalsGrenzwertfür Fγ [BB93, Lou89].

NunsindARSENIN undTIKHONOV bei denobigenBedingungen1F̃ � - 8F̃ � nicht stehengeblieben,sondern
habenein konkretes,aberdochnochsehrallgemeinesBeispieleinerstabilisierendenFunktionF̃γ für das
Regularisierungsverfahren(6.2)untersucht:
Wir nehmenan,M � ω � seieinegegebene,geradeFunktionundsiehabefolgendeEigenschaften[AT77]:

a) M � ω � seiin jedemendlichenIntervall stückweisestetig;

b) M � ω � seinicht-negativ undesgelteM � ω ��� 0 für ω �� 0;

c) EsgelteM � ω � � C � 0 für einhinreichendgroßesω;

d) Für jedesγ � 0 sei
k̃��� ω �� k̃ � ω � � 2 � γ2M � ω ��� L2 ��� ∞ � ∞ � �

wobei � k̃ � ω � � 2 � k̃ � ω � k̃� � ω � ist11.

Setzenwir

F̃γ � ω � � � k̃ � ω � � 2� k̃ � ω � � 2 � γ2M � ω � � (6.9)

soerhaltenwir Klassenvon Regularisierungs-OperatorenTγ, gegebendurch(6.2),für die Gleichung(6.1).
JededieserKlassenist durchdie FunktionM � ω � charakterisiert.Wie wir sehen,hängtdasFilter (6.9)vom
OperatorA ab.

An dieserStellesoll aufeinenwichtigenZusammenhanghingewiesenwerden12: Mankannzeigen,daßdie
mit demFilter (6.9) regularisierteLösungderGleichung(6.1),die gem̈aßdesRegularisierungsverfahrens
(6.2)durch

fγ � t � � 1!
2π

∞"# ∞

k̃��� ω �� k̃ � ω � � 2 � γ2M � ω � g̃ � ω � eiωt dω (6.10)

definiertist, dasFunktionalderTikhonov-PhillipsRegularisierung13$ γ % f � g& �(' Af � g ' 2
L2

� γ2Ω % f &)� (6.11)

mit demstabilisierendenFunktionalΩ % f &
Ω % f & � ∞"# ∞

M � ω � � f̃ � ω � � 2 dω � (6.12)

minimiert.Setzenwir konkret

M � ω � � p*
n+ 0

qn ω2n � (6.13)

11Mit k̃, seihier daskonjugiertKomplexe von k̃ bezeichnet.

12Für dasfolgendeseibesondersauf [AT77,Lou89], aberauchauf [Iva76, Dav82, Mil74, BW82] verwiesen.

13sieheAbschnitt5.2und[AT77,Lou89]
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wobeidieqn’sgegebene,nicht-negativeKonstantenseienundbesondersqp - 0 gelte,soerhaltenwir, nach
Gleichung(6.12), sogenannteStabilisatoren der Ordnung p14, und dasFilter F̃γ . ω / nimmt die konkrete
Form

F̃γ . ω /10 2 k̃ . ω / 2 22 k̃ . ω / 2 2 3 γ2
p4

n5 0
qn ω2n

(6.14)

an.Setzenwir M . ω /60 ω2r , wobei r einebeliebigepositive Zahl seinkann,soerhaltenwir Stabilisatoren
derForm

Ω 7 f 890 C

∞:; ∞
2 f r . t / 2 2 dt < (6.15)

mit

f r . t /=0 Γ . m 3 1/
Γ . m 3 1 > r / t:; ∞

. t > τ / m; r dm? 1 f
dτm? 1 dτ @ (6.16)

Die Funktion f r . t / kannalseineArt Ableitungdernicht-ganzzahligenOrdnungr betrachtetwerden.Hier
ist m eineganzeZahl, für diem A r gilt, undC seieine(beliebige)positiveKonstante.

Im Fall der Integralgleichungvom Faltungstyp(6.1) ist esalsoäquivalent,ein stabilisierendesFunktional
Ω 7 f 8 derOrdnungp odereinestabilisierendeFunktionF̃γ derForm (6.14)zur Bestimmungeinerregula-
risierten,approximativenLösungzu benutzenoderin anderenWorten,in diesemFall kanndie Tikhonov-
Phillips Regularisierung(5.7) mit demstabilisierendenFunktionalΩ 7 f 8 (6.15)auf dasFilter F̃γ (6.12)ab-
gebildetwerden,eineEigenschaft,dieAbbildbarkeit aufeinemFilter, vielerRegularisierungsverfahren,die
wir bereitserwähnthaben.

Für M . ω / könnenwir sicherlichFunktionenmit beliebigerWachstumsratefür ω B ∞ ansetzen.Würdenwir
dannsowie ebenskizziertvorgehen,könntenwir aufderBasisderGleichung(6.12)weitereStabilisatoren
Ω 7 f 8 erhalten15.

6.2 Übertragbark eit der Ergebnisseauf die Fourier-Laplace Trans-
formation

Wir wollenjetztkurzdieÜbertragbarkeitderErgebnissefür dieFilter F̃γ desaufderFourier-Transformation
basierendenRegularisierungsverfahrens(5.47)auf dasRegularisierungsverfahren(5.49),welchesauf der
zweiseitigenFourier-LaplaceTransformationbasiert,und somit auchdie Übertragbarkeit auf dasauf der
Mellin-Transformation16 basierendeVerfahren(5.50),diskutieren.Wie wir im vorangegangenenAbschnitt
bereitserwähnthaben,führt die direkte Übertragungder Eigenschaften1F̃ / - 8F̃ / einesstabilisierenden
FiltersderFourier-TransformationaufFilter desRegularisierungsverfahrens(5.49)zwaraufformalanaloge
Ausdr̈ucke, dieseweisenjedochzu großeRestringtivitätenauf, so daßselbstnachdiesenKriterien ein
Gauß’schesFilter nicht anwendbarseinwürde.

Nichtdestotrotzkönnenwie jetzt die Übertragbarkeit der Ergebnisseprüfen, indem wir untersuchen,ob
durch

Tγg 0 Φγ C g (6.17)

14DasstabilisierendeFunktional(6.12) ist offensichtlichgeradedie FouriertransformiertedesStabilisatorsder Ordnungp (5.16)
mit konstantenKoeffizienten.Für nähereEinzelheitenseiauf [AT77, Iva76, Dav82, Mil74, BW82] verwiesen.

15Die ArbeitenvonT IKHONOV undARSENIN in (beispielsweise)[AT77] sind,unseresWissensnach,mit diewenigen,in denendie
BestimmungeinesstabilisierendenFunktionalsΩ D f E , wie z.B. nachGleichung(6.12),untersuchtwird; sieheauchdie im Abschnitt
5.2erwähntenBemerkungenvon DAVIES in [Dav82] unddie betreffendeFußnote12).

16Es sei daran erinnert, daß die Mellin-Transformation,vermöge der Substitutionx F eG t , als virtuelle (Fourier-)Laplace-
Transformationinterpretierbarist [Doe71].
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Tγg H t IKJ ∞LM ∞

Φγ H t N τ I g H τ I dτ O (6.18)

wobeiΦγ dasUrbild von Φ̃γ sei,hier konkretalsodurch

Φγ H t I1J 1
2πi

cP i∞L
c M i∞

Φ̃γ H sI est ds J 1
2πi

cP i∞L
c M i∞

F̃γ H sI
k̃ H sI est ds (6.19)

gegeben,ein mathematischkorrekterundauchbez̈uglich einerRegularisierungvernünftigerAusdruckge-
gebenist. Die folgendenAusführungenwerdendemonstrieren,wie diesesgenauzuverstehenist.

6.2.1 Der idealeTiefpaß

Um denidealenTiefpaß(6.4) auf dasRegularisierungsverfahren(5.49)zu übertragen,ist mannaiv dazu
verleitet,diesesdurchdie zu (6.5) formalanalogeForm

Tγg H t I=J 1
2πi

x0 P iγL
x0
M iγ

g̃ H sI
k̃ H sI est ds (6.20)

zu tun. Diesesist aberschonallein deswegenproblematisch,dadieserAnsatzdemWesenderkomplexen
inversenzweiseitigenFourier-LaplaceTransformationwiderspricht,dennmathematischhandeltessichhier
um einauf einevertikaleGeradein ders-EbenedeformiertesKurvenintegral[Doe71]:L

L

ds Q x0 P i∞L
x0
M i∞

ds R
UndselbstwennmansichaufdenStandpunkt17 stellt,durch(6.20)formaldenidealenTiefpaßderFourier-
LaplaceTransforamtionzu definieren, so bereitetein weiteresProblemdie zu (6.20) korrespondierende
Mollifier-FunktionFγ, die,wie eineeinfacheRechnungzeigt,durch

Fγ H t I=J ex0t sin H iγt I
πt

JSN ex0t sinh H γt I
iπt

(6.21)

gegebenist, da dieseeinekomplexwertige Funktionist. Dashat naẗurlich direkt zur Konsequenz,daßdie
reineRegularisierung(5.61)

f T
γ H xI1J ∞LM ∞

Fγ H x N yI fT H yI dy (6.22)

ebensoeinekomplexwertigeFunktion f T
γ liefert, auchwenn fT selbstrein reellwerigist, wasbeispielsweise

dannder Fall seinwird, wenn fT als Dichtefunktioninterpretiertwerdenkann.Es ist offensichtlichnicht
geradeeinewünschenswerteEigenschafteinerMollifier-Funktion,komplexwertig zu sein18. Der

”
naive“

Ansatz(6.20)ist somitkeinepraktikableundmathematischsinnvolle RealisierungdesTiefpaß-Filters.

Der zweiteund mathematischsinnvolle Ansatzsiehtnun so aus,die Fourier-LaplaceTransformierteder
Mollifier-Funktion(6.8)desidealenTiefpassesderFourier-Transformation,

Fγ H t I=J sinγt
πt

O (6.23)

17Wir teilendieAuffassungHI LBERTS gegen̈ubereinemStandpunkt.

18Zumindestkannfestgehaltenwerden,daßkomplexwertigeFγ nichtzudenuniversellenFiltern desverwendetenRegularisierungs-
verfahrensgeḧorenkönnen,alsoFilter bzw. stabilisierendeFunktionen,die unabḧangigvondencharakteristischenEigenschaftender
theoretischenLösungeinesinversenProblemsverwendetwerdenkönnen.
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zubestimmen,denndieMollifier-FunktionFγ unddas(regularisierende)Filter F̃γ mögen,perdefinitionem,
vermöge der dasRegularisierungsverfahrendefinierendelinearenIntegraltransformationeineindeutigin
Zusammenhangstehen.Wir müssenalsodasIntegralderzweiseitigenFourier-LaplaceTransformation19

F̃γ T sUWV ∞XY ∞

Fγ T t U e
Y st dt s Z\[ (6.24)

auswerten,alsokonkret

F̃γ T sU]V ∞XY ∞

sinγt
πt

e
Y st dt ^ (6.25)

OffensichtlichkonvergiertdiesesIntergralnur, wennwir nocheinschr̈ankend

Fγ T t U=V`_ sinγt
πt für 0 a t b ∞
0 für c ∞ b t b 0

^ (6.26)

fordern.Dieseswürdedannäquivalentmit der Aussagesein,daßfür die exakteLösung fT V 0 für t b 0
geltenwürdeoderwir die Integralgleichungin derForm

Af T t U1V ∞X
0

k T t c τ U f T τ U dτ (6.27)

bringenkönnten.DiezweiseitigeLaplacetransformiertẽFγ dersoeingeschr̈anktenMollifier-Funktion(6.26),
die jetzt nicht viel mehralsdie einseitigeLaplacetransformierteist, ist wohlbekanntund,ohnedaßwir die
Rechnungangebenwollen,durch

F̃γ T sU1V tan
Y 1 d γ

s e fhg s ikj l9m γ j (6.28)

gegeben[EMOT54, Doe71, Tit67], wobeihiersogarγ Zon6p gilt. ÜbertragenaufdasaufderMellin-Transformation
basierendeRegularisierungsverfahren(5.50)bedeutetdieses,daßdiezumFilter (6.28)geḧorendeMollifier-
FunktionFγ durch

Fγ T xU]V _ sin q γ ln q xrsr
π ln q xr für 0 b x b 1

0 für 1 b t b ∞
(6.29)

gegebenist, einErgebnis,daßwir mit derVariablensubstitutionx V e
Y t unmittelbaraus(6.26)erhalten.Die

Integralgleichungmußjetzt demnachin derForm

Af T xU]V 1X
0

k t x
ξ u f T ξ U dξ

ξ
(6.30)

formulierbarsein.

Wir könnenalsoalsFazitziehen:Der idealeTiefpaßist beidenaufderFourier-Laplace-respektiveMellin-
TransformationbasierendenRegularisierungsverfahrennur dannanwendbar, wenndie Integralgleichung
auf die Gestalt(6.27)bzw. (6.30)eingeschr̈anktodergebrachtwerdenkann.Ansonstenist einemathema-
tischkorrekteAdaptiondesidealenTiefpassesfür dieseRegularisierungsverfahrennicht möglich.

Für dasProblemderDielektrizitätsfunktionamorpherSubstanzen(2.13),welchesprinzipiel mit demRe-
gularisierungsverfahren(5.50)behandeltwerdenkann,bedeutetdiesesalso,daßder idealeTiefpaßohne
weiteresnicht anwendbar20 seinwird.

19AufgrundderFormulierung(5.49)desRegularisierungsverfahrenswollenwir dieFourier-LaplaceTransformationin derFormder
zweiseitigenLaplace-Transformationformulieren.BeideFormulierungengehenbekanntlichdurchdie Substitutions v iy, yw s xzy ,
ineinander̈uber;sieheauchFußnote7 im Abschnitt2.3.

20Diesesgilt strenggenommennur für die komplexwertige Integralgleichung(2.13).BehandeltmandenImagin̈arteil (2.18)der
Integralgleichungals ein eigensẗandigesProblem,so kanndiesemit demauf der Fourier-TransformationbasierendenRegularisie-
rungsverfahrenbehandeltwerden,undsomit ist dort auchderidealeTiefpaßanwendbar.
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6.2.2 DasFilter der Tikhonov-Phillips Regularisierung

Um dasFilter derTikhonov-PhillipsRegularisierung21 für dasRegularisierungsverfahren(5.49)respektive
(5.50)zuerhalten,gehenwir genausovor, wie esbeiderAbleitungdesAusdrucks(6.14)diesesFiltersfür
dasVerfahren(5.47)getanwird. Im GegensatzzumvorangegangenenAbschnitt,werdenwir unsdabeidies-
mal aberexplizit auf dasdie Mellin-TransformationbenutzendeRegularisierungsverfahrenbeschr̈anken,
zumeinen(wiederum)aufgrundderengenVerwandtschaftvonzweiseitiger(Fourier-)Laplace-undMellin-
Transformation,zumanderenweil naheliegenderWeise22 auf unserAusgangsproblemdesphänomenolo-
gischenAnsatzes(2.13)dasRegularisierungsverfahren(5.50)angewandtwerdensoll. Folgenwir alsojetzt
derDarstellungin [Lou89], wobeiwir anStellederFourier- dieMellin-Transformationverwendenwerden:

Schreibenwir dasstabilisierendeFunktionalwiederin derForm(5.8)

Ω { f |9}(~ Bf ~ 2 � (6.31)

wobeiwir, aufgrundderFaltungsstrukturdesAusgangsproblems,die ZusatzinformationB ebensoin Form
einesFaltungsoperatorseinführenwollen

Bf } b � f � (6.32)

Setzenwir wiederdieGültigkeit desFaltungssatzesvoraus,sokönnenwir Bf durchdie (komplexe)inverse
Mellin-Transformationausdr̈ucken:

Bf � x�]} 1
2πi

c� i∞�
c � i∞

b̃ � s� f̃ � s� x� s ds � (6.33)

Wählenwir jetzt explizit b̃ alsPolynom,konkretsei

b̃ � s�]} p̃�
n� 0

��� 1� n an sn � (6.34)

wobeidiean’s konstanteKoeffizientenseien,soergibt sichwegen23 [Doe71, EMOT54]���\�
x

d
dx � n

f � x����}S��� 1� nsn f̃ � s� (6.35)

dieDarstellungvon B zu

Bf � x�]} p̃�
n� 0

an
�
x

d
dx � n

f � x��� (6.36)

DadieOperatorenA� AundB� B angewandt24 auf f dargestelltwerdenkönnenalsMultiplikation derMellin-
transformiertenvon f mit denMellintransformiertenderentsprechendenKerne,kommutierenbeideOpe-
ratoren.Für die Tikhonov-PhillipsRegularisierungergibt sichsomit

fγ � x�]} 1
2πi

c� i∞�
c � i∞

k̃� � s��
k̃ � s� � 2 � γ2

�
b̃ � s� � 2 g̃ � s� x� s ds (6.37)

21Wir verwendennaẗurlich wiederdie BezeichnungenundBegriffe ausdenAbschnitt5.2,sodaßwir diesehier nicht wiederholen
werden.Für weitereEinzelheitenseiwiederumauf [AT77,Lou89]verwiesen.

22siehedazuauchAbschnitt2.4.2undKapitel 5.3
23Wir verwendenhier die folgendeNotation:�

x
d
dx � n

f � x��� x
d
dx

�
x

d
dx

���������
x

d
dx

f � x� �]�]��  ¢¡ £
n ¤ mal ¥

24sieheGleichung(5.12)
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mit demFilter

F̃γ ¦ s§W¨ © k̃ ¦ s§ © 2© k̃ ¦ s§ © 2 ª γ2 © b̃ ¦ s§ © 2 « (6.38)

OffensichtlichkorrespondiertdasFilter (6.38) mit dempolynomialenb̃ gem̈aßGleichung(6.34) zu der
MellinschenVersiondesStabilisatorsder Ordnungp mit konstantenKoeffizienten;nochdeutlicherwird
dieseKorrespondenz,wennwir, analogzudemAnsatz(6.13),

M ¦ s§]¨ © b̃ ¦ s§ © 2 ¨ p¬
n­ 0

qn s2n (6.39)

setzen.

Mit (6.38)besitzenwir jetzt einenAusdruckdesFiltersderTikhonov-PhillipsRegularisierungfür dasauf
der Mellin-Transformation,und somit auchfür dasauf der Fourier-LaplaceTransformation,basierende
Regularisierungsverfahren(5.50).Da jedochdienumerische,komplexeinverseMellin- respektiveFourier-
LaplaceTransformation,für sich allein betrachtet,selberzu denschlechtgestelltenProblemengeḧort25,
müssenwir dasRegularisierungsverfahren(5.50),

fγ ¦ x§]¨ Tγg ¦ x§=¨ 1
2πi

c® i∞¯
c ° i∞

F̃γ ¦ s§ g̃ ¦ s§
k̃ ¦ s§ x° s ds ±

aufdasFaltungsintegral

fγ ¦ x§]¨ ∞¯
0

Φγ ² x
ξ ³ g ¦ ξ § dξ

ξ
(6.40)

umschreibenkönnen,wobeioffensichtlichΦγ durch

Φγ ¦ x§1¨ 1
2πi

c® i∞¯
c ° i∞

Φ̃γ ¦ s§ x° s ds ¨ 1
2πi

c® i∞¯
c ° i∞

F̃γ ¦ s§
k̃ ¦ s§ x° s ds (6.41)

gegebenseinsoll. Für unserkonkretesProblemdesphänomenologischenAnsatzes(2.13)bedeutetdieses,
unterBerücksichtigung,daßdieMellintransformiertẽk desIntegralkernsdurch26

k̃ ¦ s§]¨ π ¦ i § s
sin ´ πsµ ¨ ¦ i § s Γ ¦ s§ Γ ¦ 1 ¶ s§·± mit 0 ¸º¹h» s ¸ 1 (6.42)

gegebenist, daßwir gem̈aß(6.38)die inverseMellin-TransformationderForm27

Φγ ¦ x§¼¨ 1
2πi

c® i∞¯
c ° i∞

F̃γ ¦ s§
K ¦ s§ x° s ds

¨ 1
2πi

c® i∞¯
c ° i∞

Γ ½ ¦ s§ Γ ½ ¦ 1 ¶ s§©Γ ¦ s§ Γ ¦ 1 ¶ s§ © 2 ª γ2
p¾

n­ 0
qn s2n

¦ ix § ° s ds (6.43)

25Bez̈uglich derProblematikderNumerikderkomplexenUmkerformelderFourier-Laplpace- undderMellin-Transformationsei
auf [Doe71, DR84,KF87, Lav67] verwiesen.DAVIS und RABINOWITZ bezeichnen̈ubrigensin [DR84] den(derzeitigen)Standder
Numerik der komplexen inversenTransformationeneherals eineKunstdennals eineWissenschaft,wasschoneinigesüberdiese
Problematikaussagt.

26sieheGleichung(2.40)desAbschnittes2.4.2

27In [Ros95] habenwir bereitseinenzu (6.43)äquivalentenAusdruckangegeben,denwir nachAnwendungdesErgänzungssatzes
(3.27)derGammafunktionundeinigenalgebraischenUmformungenerhaltenhaben.
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auszuwertenhaben,wobei wir hier, ohneBeschr̈ankungder Allgemeinheit,konkretdenAusdruck(6.39)
für M ¿ sÀ1Á(Â b̃ ¿ sÀÃÂ 2 eingesetzthaben.

Die analytischeBerechnungdesIntegrals(6.43)warbisherjedochnichtdurchf̈uhrbar. Mit einGrunddafür
ist, daßder Nennerder rückzutransformierendenFunktion Φ̃γ in (6.43) sich nur als Summemindestens
zweier Termedarstellenläßt, wodurchdie AnwendungdesResiduensatzes28 zur Gewinnung einesge-
schlossenen,analytischenAusdrucksfaktischunpraktikabelwird. Weitere,aufdemResiduensatzbasieren-
de,Approximationen29, die die Summeim Nenner(asymptotisch)beseitigen,führeneinenjedochaußer-
halb einerallgemeinenRegularisierung.Die so erhaltenenAusdr̈ucke beschreibendanndie Asymptotik
vonΦγ für γ Ä 0 undx Ä 0. Darausfolgt unmittelbar, daßmandannnichtmehrgenauweiß,inwieferndie
mit dieserAsymptotikerhaltene,auf Gleichung(6.40)basierende,

”
Lösung“ etwasmit einerregularisier-

tenLösungdesurspr̈unglichenProblems,selbstfür kleineγ- undx-Werten,zu tun hat.Diesesäußertsich
beispielsweisedarin,daßman,je nachWahlvonM ¿ sÀ , beikleinenWertenfür γ beliebigeErgebnissequali-
tativerArt für fγ, derregularisiertenLösung,erḧalt.EinenumerischeBerechnungderFunktionΦγ erschien
unsaufgrundderbekanntenSchwierigkeitendernumerischenBehandlungderkomplexenUmkehrformel
alsnichtempfehlenswert.

Abschließendwollenwir nochfolgendeserwähnen:NebenderAbbildungderTikhonov-PhillipsRegulari-
sierungauf einenFilter, könnenwir naẗurlich diesesVerfahrenauchdirekt anwenden,d.h.wir betrachten
dieVariationdes(quadratischen)Funktionals(5.7)derTikhonov-PhillipsRegularisierung,Å γ Æ f Ç gÈÉÁËÊ Af Ì g Ê 2 Í γ2 Ê Bf Ê 2 Ç (6.44)

dessenLösungdurchdie zumobigenFunktionalkorrespondierendeEuler-LagrangeGleichung(5.12),Î
AÏ A Í γ2BÏ BÐ fγ Á AÏ g Ç (6.45)

gegebenist30. Für einenallgemeinenStabilisatorder Ordnung31 p Á 1 habenwir bereitsin [Ros95] die
dazugeḧorendeEuler-LagrangeGleichungabgeleitet:

∞Ñ
0 ÒÓ Ô ∞Ñ

0

1
ξτ Ì i

1
tξ Í i

dξ Õ Ö× p ¿ t À dt Ì ∞Ñ
0

1
τξ Ì i

E ØÙ¿ ξ À dξ

Ì γ2 Ú d
dτ Û q1 ¿ τ À dp ¿ τ À

dτ Ü Ì q0 ¿ τ À p ¿ τ À�ÝÞÁ 0 (6.46)

oderkurzals
∞Ñ

0

K ¿ τ Ç t À p ¿ t À dt Ì b ¿ τ ÀßÌ γ2 à d
dτ Û q1 ¿ τ À dp ¿ τ À

dτ Ü Ì q0 ¿ τ À p ¿ τ ÀÙá�Á 0 (6.47)

geschrieben.Hierbeisei,zur Erinnerung,q0 ¿ τ À einenicht-negative,stetigeFunktionundq1 ¿ τ À seieinepo-
sitive,stetigeFunktion,esgeltealsoq0 ¿ τ Àãâ 0 undq1 ¿ τ Àåä 0 æ τ; beideseienalsgegebenvorausgesetzt.
In derPraxiswird mansichhier, wie bereitserwähnt,sogarauf einenStabilisatormit konstantenKoeffizi-
enten,alsoq0 ¿ τ À6Á q0 â 0 undq1 ¿ τ À6Á q1 ä 0, beschr̈anken.Die Lösungder Integrodifferentialgleichung
(6.46)ist dann,gem̈aßdesSatzes5.2,diedurchdasTikhonov-PhillipsVerfahrengewonnenenregularisierte
LösungderIntegralgleichung(2.13).

Formal läßtsichdie Integrodifferentialgleichung (6.46)bei Stabilisatorenmit konstantenKoeffizientenqn

28siehebeispielsweise[BS76,Tit86, Roo69]

29Diesewerdenbeispielsweisevon ARSENIN und T IKHONOV in [AT77] zur UntersuchungdesasymptotischenVerhaltensder
beidenFehlerbeitr̈age,Gleichungen(5.55)und(5.56)aufSeite78, in derTikhonov-Phillips Regularisierungfür γ ç 0 angewandt.

30sieheSatz5.2 im Abschnitt5.2und[AT77,Lou89, Mic62, Smi88]

31sieheGleichung(5.16)aufSeite70
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übrigenswiederummit Hilfe derMellin-Transformationlösen32. Diese(formale)Lösungist, wie dieRech-
nungzeigt undwie auchnicht anderszu erwartenist, geradedie Tikhonov-Phillips Regularisierte(6.37),
mit einementsprechendenAusdruckderForm(6.39)für M è séëêkì b̃ è sé�ì 2 mit p ê 1; eineweitereBehandlung
derIntegrodifferentialgleichungerscheintunsdeswegennicht unbedingtvorteilhaft33.

32Hierfür wird technischebensovorgegangenwie im vorangegangenenAbschnitt5.3.1bei derBerechnungderverallgemeinerten
Inversenbei Faltungsgleichungen.Prinzipiell kann auchdie Normalgleichung(6.46) mit allgemeinenStabilisatormit der Mellin-
Transformationbehandeltwerden,dochwird mandannim Mellin-Raumauf implizite Gleichungenfür die Mellintransformierteder
Regularisiertengeführt.

33Es sei hier auchauf die Bemerkungenund Hinweisezur Behandlungvon Integrodifferentialgleichung der Form (6.46) in den
betreffendenArtikeln undBüchern,wie beispielsweise[AT77, Iva76, Lav67, Mic62], hingewiesen.
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Kapitel 7

StabilisierendeFunktionen II

In diesemKapitelpräsentierenwir nunendlich,alseinesderzentralenErgebnissedieserArbeit,dievonuns
abgeleitetenFilter F̃γ undderenMollifier-FunktionFγ für die auf derFourier-Laplace-respektive Mellin-
TransformationbasierendenRegularisierungsverfahren(5.49)und (5.50).Zus̈atzlich werdenwir zu 1F̃ í -
8F̃ í alternative Bedingungenfür Filter desauf der Fourier-TransformationbasierendenVerfahrens(5.47)
angeben,die sich ebensoausdemvon unsverwendetenAnsatzzur Bestimmungder Eigenschafteneiner
stabilisierendenFunktionergeben1.

Aufgrund der schonoftmals erwähntenengenVerwandtschaftzwischen(Fourier-)Laplace-und Mellin-
Transformation,könnenwir unsbeidenfolgendenBetrachtungenaufdasRegularisierungsverfahren(5.49)
beschr̈anken,wasauchalsangenehmeKonsequenzdieMöglichkeit einer

”
mathematischelegantenFormu-

lierung“ zur Folgehat.Die Ergebnissefür dasauf derMellin-TransformationbasierendeVerfahren(5.50)
folgendannunmittelbar.

Wir wollenbereitshier, amAnfangdesKapitels,erwähnen,daßdieBasisdervonunsabgeleitetenstabilisie-
rendenFunktionendie Theorieder Distributionenbildet, derenzentraleErgebnissewir, denBedürfnissen
dieserArbeit entsprechend,im AnhangB kurzwiedergebenwerden2.

7.1 Vorbetrachtungenund Postulate

Bevorwir unsaberdenAbleitungenderstabilisierendenFunktionenim Detailwidmen,müssenwir naẗurlich
derenAusgangsbasisdarlegen.Dafür betrachtenwir (nochmals)die Eigenschaftender hier untersuchten
Regularisierungsverfahren.

Sehenwir unszuerstdenreinenEinflußdesRegularisierungsverfahrensgem̈aßGleichung3 (5.61)an:

f T
γ î xí1ï ∞ðñ ∞

Fγ î x ò yí fT î yí dy ó (7.1)

Hier seiwiederFγ dieMollifier-FunktiondesFiltersF̃γ. Im BeispieldesidealenTiefpasses(6.4)konvergiert,

1Diesesist schonallein deswegen naheliegend,weil die Fourier-Transformationals ein wichtiger Spezialfall der (zweiseitigen
Fourier-)Laplace-Transformationbetrachtetwerdenkann[Doe71].

2Bez̈uglich allgemeinerEinführungenin die Distributionentheoriesei bereitsan dieserStellebeispielsweiseauf [BB93, Bre65,
Lig66, Roo69, Wal94] verwiesen.

3Wir habenhier, ohneBeschr̈ankungder Allgemeinheit,xô y õåö gewählt, da wir ebensonur, um unsdie Untersuchungennicht
unn̈otig zu erschweren,die eindimensionaleVersionenderkomplexenIntegraltransformationenbetrachtenwollen.

97
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wie bereitserwähnt,die zudiesemFilter korrespondierendeMollifier-Funktion(6.8)

Fγ ÷ xø]ù sinγx
πx

(7.2)

für γ ú ∞ gegendie Dirac’scheDelta-Funktionoder, in anderenWorten,dieseMollifier-Funktionist also
eineApproximationderDelta-Funktion[BB93, Lou89].

PerdefinitionemderRegularisierung4 respektivedesRegularisierungs-OperatorsTγ geltegenerell:

lim
γ û 0

f T
γ ÷ xø]ù fT ÷ xø�ü (7.3)

wasin diesemFall bez̈uglichderreinenRegularisierungkonkretbedeutet,daß

lim
γ û 0

∞ýþ ∞

Fγ ÷ x ÿ yø fT ÷ yø dy ù fT ÷ xø (7.4)

zugeltenhabe.

DerLimes(7.3)bzw. (7.4)wird sicherlichdannerfüllt sein,wennfür dieMollifier-FunktionderLimes

lim
γ û 0

Fγ ÷ xø]ù δ ÷ xø ü (7.5)

undzwar im SinnederTheoriederDistributionen,gilt. Diesesführt unsdirekt dazu,dasfolgendePostulat
aufzustellen:

Postulat 1
Die Mollifier-FunktionFγ seieineApproximationderDirac’schenDelta-Funktion, esgeltealso

lim
γ û 0

Fγ ÷ xø]ù δ ÷ xø ü (7.6)

genauergelte
lim
γ û 0

�
Fγ ü ϕ �ãù�� δ ü ϕ ��� ϕ �
	 ü (7.7)

wobei 	 der noch konkret und dem Problemangemessenzu wählendeRaumder Grundfunktionenϕ,
die auchTestfunktionengenanntwerden,sei. Bezeichnenwir mit 	�� den(topologischen)Dualraumdes
Grundfunktionenraums 	 , sobedeutetdiesesin anderenWorten,daß

Fγ �
	 � � γ ��
�� (7.8)

gelte,alsoF̃γ eineDistribution für jedesγ � 0 sei.

DerAusdruck(7.1)derreinenRegularisierunglegt sogarnocheinweiteresPostulatnahe,dadieserformal
mit demAusdruckderRegularisationeinerDistribution5 [BB93], undzwar hier derDistribution fT , über-
einstimmt.Diesesund vor allem die Tatsacheder Existenzvon Modellender DielektrizitätsfunktionE � ,
wie beispielsweisedemDrudemodell6, die die Dirac’scheDelta-FunktionalsLösungfür p besitzen,führt
zum

4sieheDefinition4.5

5Wir beziehenunshieraufdenBegriff derRegularisierungvonDistributionen, wie dieserin [BB93] eingef̈uhrtwird undverweisen
auf die von unsim AnhangB.4.3 gemachtenBemerkungenzu diesemBegriff. Der Begriff der Regularisierungvon Distributionen
respektive derRegularisierteneinerDistribution ist nicht mit demBegriff derRegularisierungschlechtgestellterProblemeidentisch!
Vorausgreifendkönnenwir aberbereitssagen,daßbeidenBegriffen die Ideeeiner(kontrollierten)Approximationzugrundeliegen.

6sieheAbschnitt3.1
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Postulat 2
Die Lösungf desFaltungsproblemsAf � k � f � g seieineDistribution, esseialso:

f �
����� (7.9)

Ebensoseig eineDistribution:
g �
����� (7.10)

Es ist nur konsequent,wenn f ��� � postuliertwird, auchdie vorgegebeneFunktion g als Distribution
zu postulieren,was,wie wir sp̈atersehenwerden,auchganzpraktischeGründehatundzu mathematisch
elegantenBetrachtungenundFormulierungenführt.Ein paarBemerkungenzudenbisherigenPostulaten:� DasPostulat,das f eineDistribution sei,ist nicht nur eine

”
künstliche“ ErweiterungdesRaumsder

LösungendesEntfaltungsproblemsg � k � f , sondernstellt im Fall desphänomenologischenAnsat-
zes(2.13)einemathematischeNotwendigkeit dar. Ansonstenwürdefür beispielsweisealle Drudear-
tigenModellekeineLösung,unabḧangigvon derenDarstellung,existieren.� Eine direkteKonsequenzausder Forderung,daß f eineDistribution sei, ist, daßdannauch fγ als
Distribution für alle γ ����� interpretierbarseinmußund dieseeineApproximation(im Sinneder
Distributionentheorie)von f darstellt.� EineweitereKonsequenzderPostulate1 und2 ist offensichtlich,daßdie Regularisierungsverfahren
(5.47), (5.49) und (5.50), im Gegensatzzu anderenRegularisierungsverfahren7, Approximationen
von Distributionen,insbesonderederDirac’schenDelta-Funktion,soquasigenerischbeinhalten.

Im Abschnitt 5.3.3 habenwir dasRegularisierungsverfahren(5.49) durch die Funktion Φ̃γ (Gl. (5.53))
dargestellt:

Tγg � t  !� 1
2πi

c� i∞"
c # i∞

F̃γ � s 
k̃ � s g̃ � s est ds (7.11)

� 1
2πi

c� i∞"
c # i∞

Φ̃γ � s g̃ � s est ds � (7.12)

Aufgrund der schonerwähntenSchwierigkeitenbei der Numerik der komplexenUmkehrformel8, dürfen
wir nichtnurdieGültigkeit einesFaltungssatzesannehmen,sondernmüssendiesessogarim Hinblick einer
(praktischen)numerischenAnwendungfordern!Wir postulierenabschließendalso:

Postulat 3
Die FunktionΦ̃γ, definiertdurch

Φ̃γ � s $� F̃γ � s 
k̃ � s % (7.13)

erfülle dieBedingungeneinesFaltungssatzes,sodaßdasRegularisierungsverfahren

Tγg � t  &� 1
2πi

c� i∞"
c # i∞

Φ̃γ � s g̃ � s est ds (7.14)

alsFaltung

Tγg � t  &� ∞"# ∞

Φγ � t ' τ  g � τ  dτ % (7.15)

7sieheKapitelXYZ

8Esseinochmalsaufdiesbez̈uglichenKommentarein [DR84] verwiesen.
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wobei

Φγ ( t )+* 1
2πi

c, i∞-
c . i∞

Φ̃γ ( s) est ds (7.16)

sei,dargestelltwerdenkann.

7.1.1 Eigenschaftender Lösung

Wir wollen andieserStelle,alsweitereVorbetrachtungen,die Eigenschaften,die a priori andie Lösungf
derIntegralgleichung9 ( k / f ) ( t0 )+* ∞-. ∞

k ( t0 0 t ) f ( t ) dt * g ( t0 ) (7.17)

gestelltwerden,wiederholen.In unseremkonkretenFall derDielektrizitätsfunktionamorpherSystemesoll
f eineDichtefunktionrepr̈asentieren,d.h.esgelte10:

1. f 1 L1
LOC

2. f 1 L1

Betrachtenwir die im AnhangB.4.1angegebenen(allgemeinen)EigenschaftenderFaltung,sosehenwir
leicht,daßdie obigenBedingungenkeinewirklichenEinschr̈ankungenandie gesuchteFunktion f darstel-
len, sonderneherzu denendie Gesuchtenocham wenigsteneinschr̈ankendenBedingungengeḧoren,ja
sogarim gewissenSinnedieGrundvoraussetzungenfür dieExistenzderFaltungsind.

Aus diesenEigenschaftenfolgt unmittelbar, daß f für fastalle t, d.h. bis auf eineMengevon Lebesgues
MaßeNull, einestetigeFunktionist [Wer95].

Ist jetzt f eineDichtefunktion,sosoll noch

3. f 2 0 3 t 1�4
gelten.

DasPostulat2 sagtuns,daßwir f alsDistributionzubetrachtenhaben,daßalso

a) f 165�7
geltensoll.

AusdenobigenBedingungenan f folgt jetzt unmittelbar:

b) Ist f eineFunktionim herkömmlichenSinn,welchedie Eigenschaften1. und2. besitzt,soist f eine
reguläreDistribution11 [Bre65, BB93, Wal94, Roo69].

Die gesuchte(Dichte-)Funktionf soll dieManifestationphysikalischerProzesse,genauerderenÜberlage-
rung,beschreiben.Wir könnendeswegen,ausphysikalischerSicht,unterstellen,daß f denEigenschaften
1. bis3. gen̈ugt.Desweiterenist dieDelta-Funktion- austheoretischerSicht- eineIdealisierung;die Über-
lagerungreinerexponentiellerZerfälle ist letztendlichein theoretischidealisiertesModell12. Wir werden

9Obwohl wir unshieraufeindimensionale(Faltungs-)Integraleüberden 8 beschr̈ankenwollen,sinddie folgendenErgebnissei.A.
auchfür den 8 N gültig.

10sieheauchdie Eigenschaften2 und3 derDichtefunktionim Abschnitt2.2

11Diesesfolgt sofortausderDefinitionderregulärenDistributionen.

12Die Frage,obin derNaturreinedelta-f̈ormigeProzessevorkommenrespektivevorkommenkönnen,ist letztendlicheinerkenntnis-
undwissenschaftstheoretisches,undsomiteinphilosophisches,Problem.
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deswegen,ohnedaßeswirklich eineBeschr̈ankungseinwürde, im weiterenexplizit nur die Dirac’sche
Delta-Funktionalsnicht-reguläreDistribution in Betrachtziehen.

7.2 Filter der Fourier-Laplace-und Mellin-T ransformation

Wir wollen unsnun den,ausdemPostulat1 folgenden,
”
notwendigen“ EigenschaftendesFilters F̃γ und

dessenMollifier-Funktion Fγ zuwenden.Dafür müssenwir uns als erstesGedanken überdie für unsere
Zwecke geeigneteWahl desGrundfunktionenraums9 machen.Perdefinitionem13 stehendie Funktionen
F̃γ undFγ vermögederzurLösungdesProblems(7.17)verwendetenIntegraltransformationin einemeinein-
deutigenZusammenhang.Wie wir im AbschnittB.4.4angegebenhaben,spieltderGrundfunktionenraum:

, derRaumaller überpolynomialabfallenden; ∞-Funktionen,in derFourier-Transformationeinebeson-
dereRolle,denngem̈aßdesSatzesB.10gilt:
Der Operatorder Fourier-Transformation< ist ein Automorphismusin

:
, d.h. < bildet

:
linear, stetig

undbijektiv auf
:

ab,unddieUmkehrabbildung,die inverseFourier-Transformation,respektivederinverse
Operator, <>= 1 besitztdieselbenEigenschaften.

Somitist derGrundfunktionenraum
:

, derauchalsSchwarz-Raumbezeichnetwird, alsAusgangsbasisfür
unsereUntersuchungenidealgeeignet.DerSchwarz-Raum

:
ist folgendermaßendefiniert14::@?BA N CED F ϕ GH; ∞ II pmJ l K ϕ LNM ∞ O mP l D 0 P 1 P 2 PRQSQSQUT P (7.18)

mit pmJ l K ϕ L D sup VXW 1 Y x2 Z m
2 [Dαϕ [ II x G A N P [α []\ l ^ Q (7.19)

Für unsereZwecke ebensogeeignetwäreder Grundfunktionenraum_ , die Menge ; ∞
0 W A N Z aller im

A N

finiten undbeliebigoft differenzierbaren(komplexwertigen)Funktionen15. Es kannabergezeigtwerden,
daßdiestetige(identische)Einbettung _a` :
gilt [BB93, Wal94]. Offenbarsind alsoalle Grundfunktionenaus

:
, ein weitererGrund,denRaum

:
als

Grundraum9 zuwählen.

Der Inhalt desPostulats1 ist, daßdie Mollifier-FunktioneineApproximationder Delta-Distribution sein
soll. Die SätzeB.8undB.9 zurApproximationenvonDistributionenauf

:cb
bzw. _ b bildennunnaheliegen-

derweisedieAusgangsbasisderUntersuchungen,welchenotwendigeEigenschaftendieMollifier-Funktion
besitzenmuß,wobeigeradederSatzB.9 für unsvon großerpraktischerBedeutungseinwird. Einedirekte
KonsequenzdesSatzesB.8 ist, wie auchim AnhangB.4.3undin [Wal94] erwähnt,daßdieDelta-Funktion
alsLimesregulärerDistributionendargestelltwerdenkann,ja sogarvon solchen,die durchGrundfunktio-
nenerzeugtwerden.

Basierendauf denSatzB.9,mögedieMollifier-FunktionFγ nundie folgendenEigenschaftenbesitzen16:

Die Mollifier-FunktionFγ sei,im SinnederTheoriederDistributionen,eineregularisierendeFolge respek-
tive regularisierendeSchar d.h.Fγ besitzekonkretdieEigenschaften:

I) Fγ G : W A N Z O γ d 0, γ G A�egfih 0 j ,
II) Fγ

?
xC�k 0 O x G A N , O γ G A e flh 0 j ,

III) mn N

Fγ
?
xC dx D 1 O γ G A e flh 0 j ,

13sieheallg. Abschnitt5.3.3unddortbesondersGleichungen(5.59)und(5.60)

14sieheDefinitionB.8 im AnhangB.2.2und[BB93, Wal94,Bre65]; wir gebenandieserStelledie
”
kompakte“ Versionan.

15sieheDefinitionB.6 im AnhangB.2.1und[BB93, Wal94,Bre65]

16Wir formulierenhierdieVersionfür deno N undesseidaraufhingewiesen,daßdieBedingungennur formalmit denendesSatzes
B.9 identischsindundsichin denaufgestelltenVoraussetzungenvoneinanderunterscheiden.



102 KAPITEL 7. STABILISIERENDE FUNKTIONEN II

IV) Fγ ist für alle γ p 0 einegeradeFunktion:Fγ q xr+s Fγ qSt xr ,
V) Fγ q xr+s γ u NF v x

γ w , γ x�y�z|{l} 0 ~ , wobeiF x�����y N � einefesteFunktionsei.

In anderenWorten,besitzteinefesteFunktionF dieEigenschaften

a) F x�� � y N � ,
b) F � 0, x x�y N ,

c) �� N

F q xr dx s 1 und

d) F q xr+s F qSt xr (F ist einegeradeFunktion),

dannwird durch

Fγ q xr$s γ u NF � x
γ � γ x�y z {l} 0 ~ (7.20)

eineregularisierendeScharFγ konstruiert.

Für unsvongrößterBedeutungist nundieGültigkeit desfolgendenSatzes17:

Satz7.1
Erfüllt dieFunktionFγ dieEigenschaftenI bis V, soist dieseeineApproximationderDelta-Funktion.

Wir wollen diesenfür unszentralSatznunbeweisen:
Untersuchenwir dasIntegral18�

Fγ q xr ϕ q xr dx s � γ u NF � x
γ � ϕ q xr dx � (7.21)

wobeiϕ x�� sei.Gem̈aßderEigenschaftI gelteebensoFγ x�� für alle γ p 0, worausunmittelbarfolgt, daß
Fγ einetemperierteDistribution für alle γ p 0 ist: Fγ x��c�]� γ p 0, γ x�y z {l} 0 ~ , esgilt die Abscḧatzung19�

Fγ q xr ϕ q xr dx ��� Fγ � L2 � ϕ � L2 (7.22)

undesgilt sogar, daßdasProduktzweierGrundfunktionenaus� wiederin � liegt, alsoeineGrundfunktion
darstellt:Fγ � ϕ s ψ x�� für alle γ p 0. Offensichtlichist Fγ sogarfür alle γ p 0 einereguläre temperierte
Distribution. Betrachtenwir also: �

Fγ � ϕ ��s �
Fγ q xr ϕ q xr dx (7.23)s � Fγ q xr ϕ q 0r dx � �
Fγ q xr q ϕ q xr t ϕ q 0r�r dx � (7.24)

Das ersteIntegral in (7.24) ist, wenn wir die EigenschaftIII der Funktion Fγ, also derenNormierung,
ber̈ucksichtigen,gleichdemWert ϕ q 0r , daszweiteIntegral in (7.24)ist, wennwir die Substitutionx s γy
anwendenundDarstellung(7.20)derFunktionFγ (EigenschaftV) ber̈ucksichtigen:�

Fγ q xr q ϕ q xr t ϕ q 0r�r dx s � F q yr q ϕ q γyr t ϕ q 0r�r dy � (7.25)

17Die Bezeichnung
”
Satz“ ist andieserStellevielleichtetwashochgegriffenundeventuellwärederBegriff

”
Korollar“ angemessener

gewesen.Dadie AussagejedochvonzentralerBedeutungist, habenwir dieBezeichnung
”
Satz“ gewählt.

18Soweit esnichtanderserwähntwird, werdendie folgendenIntegraleüberdenganzen� N respektive denganzen� erstreckt.

19Esgeltendie (stetigen)Inklusionen��� L1 und ��� L2; sieheAnhangB und[BB93, Wal94, Wer95].
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Esgeltenjetztübrigens,gem̈aßderHÖLDERSCHEN Ungleichungen[Wer95, Doe71], diefolgendenAbscḧatzun-
gen: �

F   y¡¢  ϕ   γy¡¤£ ϕ   0¡�¡ dy ¥ ¦ Fγ ¦ L2 ¦ ϕ   γy¡¤£ ϕ   y¡§¦ L2 (7.26)�
F   y¡¢  ϕ   γy¡¤£ ϕ   0¡�¡ dy ¥ ¦ F ¦ L1 ¦ ϕ   γy¡¤£ ϕ   y¡§¦ ∞ ¨ (7.27)

Uns interessiertnun der Limes γ © 0ª . Da aufgrundvon ϕ «@¬ , quasiper definitionem,sowohl ϕ «®­ ∞

alsauchϕ « L2 gilt, könnenwir die Grenzprozesse,alsodie IntegrationunddenLimes,vertauschen,und
erhaltenso:

�
F   y¡¢  ϕ   γy¡¤£ ϕ   0¡S¡ dy © 0 für γ © 0 ¨ (7.28)

Greifen wir auf die im AnhangB.2.2.4 eingef̈uhrtenNormenin ¬ zurück20, so gilt offensichtlich,mit
VerwendungderNotationϕγ   y¡&¯ ϕ   γy¡°

ϕ   γy¡¤£ ϕ   y¡ ° ¥ Cpm± 0 ² ϕγ £ ϕ ³ (7.29)

respektive °
ϕ   γy¡¤£ ϕ   y¡ ° ¥ C ¦ ϕγ £ ϕ ¦µ´m ¶ (7.30)

wobei jeweils m «|· undm ¸ 0 gelte.EbensosiehtmanohnegroßeMühe,daßfür jedeFolge ¹ γ j º , j sei
ganzzahligpositiv, derForm γ j ¯ γ0 j mit festemγ0 ¸ 0,

lim
j » 0

¦ ϕγ j £ ϕ ¦¼´m ¯ 0 (7.31)

respektive
lim
j » 0

pm± l ² ϕγ j £ ϕ ³½¯ 0 (7.32)

gilt, daßalsoϕγ © ϕ bez̈uglichderKonvergenzin ¬ gilt,

lim
j » 0

¦ ϕγ £ ϕ ¦¼´m ¶ m ¾ 0 ¶ (7.33)

undsoauchin diesemSinne
�

F   y¡¿  ϕ   γy¡N£ ϕ   0¡S¡ dy © 0 ¨ (7.34)

gerechtfertigtist. Wir habensomit gezeigt:BesitzteineFunktionFγ die EigenschaftenI bis V, so gilt im
SinnederTheoriederDistributionen

lim
γ » 0ÀXÁ Fγ ¶ ϕ Âl¯ÄÃ δ ¶ ϕ ÅÇÆ ϕ «�¬ ¶ (7.35)

alsoderbehaupteteSatz7.1.

Mit denEigenschaftenI bis V besitzenwir also(mögliche)notwendigeBedingungen,mit denendasPo-
stulat1 an die Mollifier-Funktionerfüllt ist. Wir müssenjetzt jedochnocheinmaldasFaltungsintegral21

(7.1)

fγ   x¡+¯ ∞
�
È ∞

Fγ   x £ y¡ f   y¡ dy ¨ (7.36)

20sieheauchGleichung(7.19)in derEinführungdesSchwarz-Raumsin diesemKapitel

21Der Übersichtwegenhabenwir denIndex
”
T“ für die theoretischen,exaktenFunktionenweggelassen.
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alsodie reineRegularisierung,näherbetrachten.Aus denEigenschaften,die wir andie Lösung f gestellt
haben22 folgt unmittelbardie WohldefiniertheitundExistenz23 desobigenFaltungsintegralsfür alle γ É 0,
esgilt dieAbscḧatzung Ê

fγ

Ê
L1 Ë Ê f

Ê
L1

Ê
Fγ

Ê
L1 Ì Ê f

Ê
L1 Í γ É 0 Î (7.37)

wobei hier die EigenschaftenII und III an Fγ ber̈ucksichtigtwordensind, und mit der EigenschaftI der
Mollifier-Funktionfolgt, daßdie regularisierteLösung(der reinenRegularisierung)in dieserDarstellung
einetemperierteDistribution für alle γ É 0 ist; konkretgilt, perdefinitionemderFaltungeinerDistribution
f Ï�ÐcÑ mit einerGrundfunktionF Ï�Ð (B.135),für jedesϕ Ï�Ð :Ò

fγ Î ϕ Ó Ì Ò f Ô Fγ Î ϕ Ó Ì Ò f Î F̆γ Ô ϕ Ó Î (7.38)

wobeiwir die NotationF̆γ Õ xÖ�× Fγ ÕSØ xÖ verwendethaben.Nun ist abergem̈aßderEigenschaftIV Fγ eine
geradeFunktion,sodaßwir (7.38)auchschreibenkönnenalsÒ

fγ Î ϕ Ó Ì Ò f Î Fγ Ô ϕ Ó Ù (7.39)

Die FaltungFγ Ô ϕ zweierFunktionenϕ ÏcÐ undFγ Ï�Ð ist offensichtlichwohldefiniertundgeḧort,wie sich
zeigenläßt,wiederzu Ð [BB93, Wal94], d.h.esgilt

ϕγ : Ì Fγ Ô ϕ Ì ϕ Ô Fγ Ï�Ð Í γ Ï�Ú�Û Î (7.40)

woraussofortfolgt, daß fγ einereguläretemperierteDistribution ist, sofern f eineFunktionim herkömmli-
chenSinneist, diedie im Abschnitt7.1.1dargelegtenEigenschaftenbesitzt.Handeltessichbeiderexakten
Lösung f um die Delta-Funktion,die keinereguläreDistribution ist, so ist sowohl, da Fγ Ï�Ð geltensoll,
dieFaltung

fγ Õ xÖ Ì ∞ÜÝ ∞

δ Õ yÖ Fγ Õ x Ø yÖ dy Ì ∞ÜÝ ∞

δ Õ x Ø yÖ Fγ Õ yÖ dy (7.41)

für alle x wohldefiniertundesgilt analogzu (7.38)respektive(7.39)Ò
fγ Î ϕ Ó Ì Ò δ Ô Fγ Î ϕ Ó Ì Ò δ Î Fγ Ô ϕ Ó Ì Ò δ Î ϕγ Ó Î (7.42)

wobei dasSkalarprodukt- offensichtlich- aufgrundvon ϕγ Ï6Ð Í γ Ï>Ú Û im Rahmender Theorieder
Distributionenwohldefiniertist. Übrigenshandeltessichauchbei fγ Ì δ Ô Fγ umeinereguläreDistribution,
dennesgilt bereitsperdefinitionemderDelta-Distribution:

∞ÜÝ ∞

δ Õ yÖ Fγ Õ x Ø yÖ dy Ì Fγ Õ xÖ (7.43)

undsomit Ò Õ δ Ô Fγ Ö Õ xÖUÎ ϕ Õ xÖUÓ Ì Ò Fγ Î ϕ Ó Î (7.44)

worausdasBehaupteteunmittelbarfolgt.

Als nächstesmüssenwir nochexplizit zeigen,daßfür γ Þ 0 die regularisiertegegendie exakteLösung
konvergiertundzwar im SinnederKonvergenzin Ð�Ñ . Dafür gehenwir von Gleichung(7.39)Ò

fγ Î ϕ Ó Ì Ò f Î Fγ Ô ϕ Ó
aus.Betrachtenwir jetzt hier zuerstdie FaltungFγ Ô ϕ ÏßÐ . Wir habeneinezumBeweisdesobigenSatzes
7.1folgendeanalogeSituation:

Õ Fγ Ô ϕ Ö Õ xÖ Ì ∞ÜÝ ∞

Fγ Õ y Ø xÖ ϕ Õ yÖ dy

22sieheAbschnitt7.1.1

23Aus f à L1 undFγ à L1 folgt die Existenzfür fastallex, d.h.bisaufeineMengevom LebesguenMaßNull.
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á ∞âã ∞

Fγ ä yå ϕ ä x æ yå dy

á ∞âã ∞

Fγ ä yå ϕ ä xå dy ç ∞âã ∞

Fγ ä yåéè ϕ ä x æ yå¤æ ϕ ä xåµê dy

á ϕ ä xå!ç ∞âã ∞

F ä t åëè ϕ ä x æ γt å¤æ ϕ ä xåìê dt í (7.45)

wobei wir wiederumdie Substitutiony á γt und die Darstellung(7.20) respektive die EigenschaftV der
FunktionFγ verwendethaben.Da ϕ î�ï gilt, könnenwir offensichtlichdie Integrationunddie unsinteres-
sierendeLimesbildungγ ð 0ñ vertauschen,sodaßaus

ϕ ä x æ γt å¤æ ϕ ä xåòð 0 für γ ð 0 í (7.46)

dieKonvergenzdesIntegralsin (7.45)für γ ð 0ñ gegenNull folgt:

lim
γ ó 0

∞âã ∞

F ä t åëè ϕ ä x æ γt å¤æ ϕ ä xåµê dt á 0 ô (7.47)

Kommenwir jetzt zu (7.39)zurückundbetrachtendenLimes:

lim
γ ó 0 õ fγ í ϕ ö á lim

γ ó 0 õ f í ϕγ öá lim
γ ó 0

∞âã ∞

÷ø ∞âã ∞

Fγ ä x æ yå ϕ ä yå dyùú f ä xå dx í (7.48)

dennda f î L1 gelte,könnenwir die Integrationenvertauschen,und da wir mit der selbenArgumenta-
tion wie oben, f î L1, ϕ î�ï und Stetigkeit der Integrale24 auchdie Integrationenund die Limesbildung
vertauschenkönnen,erhaltenwir mit denobigenErgebnis(7.47):

lim
γ ó 0 õ fγ í ϕ ö á ∞âã ∞

dx f ä xå ÷ø lim
γ ó 0

∞âã ∞

dy Fγ ä x æ yå ϕ ä xå ùú
á ∞âã ∞

f ä xå ϕ ä xå dx á û f í ϕ ü ô (7.49)

Übrigensgilt sogarϕγ ð ϕ für γ ð 0 im SinnederKonvergenzin ï . Um dieseszu sehen,betrachtenwir
für beliebigePaarep í q, wobei p undq ganzzahligseien:ýý xqDp

x þ ϕγ ä xåNæ ϕ ä xåSÿ ýý á ýýýýýý xqDp
x

∞âã ∞

Fγ ä yåéè ϕ ä x æ yå¤æ ϕ ä yåµê dy

ýýýýýýá ýýýýýý ∞âã ∞

F ä t åéè xqDp
x è ϕ ä x æ γt åNæ ϕ ä xåìê ê dt

ýýýýýý� ∞âã ∞

F ä t å�� xqDp
x è ϕ ä x æ γt å¤æ ϕ ä xåµê�� dt ô (7.50)

24Die IntegralesindmindestensbisaufeineMengevomLebesguesMaßeNull stetig,undesgelte,zurErinnerung,hiersogarnoch
f � L1

LOC.
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PerdefinitionemdesRaums� , ist nun der Integrandfür jedesp � q-Paarstetig,fällt für � t �
	 ∞ überpo-
lynomial ab, und wir könnenwiederumdie Integrationund denLimes γ 	 0� vertauschen,so daßwir
letztendlich

lim
γ � 0



 xqDp
x � ϕγ � x��� ϕ � x��� 

 ∞ � 0 (7.51)

erhalten,alsodieKonvergenzin � .

Wir habenbishergezeigt,daßdieEigenschaftenI bisV notwendigeEigenschafteneinerMollifier-Funktion
Fγ sind,soweit wir nurdiedurchdiesedargestelltereineRegularisierungbetrachten.Die weiteren(notwen-
digen)Eigenschaftenkönnenwir jetzt,zumindestaufeinerMetaebene,sofortangeben,dadiesezumeinen
direkt ausderDefinition derFunktionenF̃γ undFγ undzumanderenausdemPostulat3 folgen.In derTat
habenwir dieseEigenschaftenbereitsangegebenundwollen diesenunwiederholen:

VI) Die stabilisierendeFunktionF̃γ ist die IntegraltransformiertederMollifier-FunktionFγ.

VII) Bezeichnenwir mit k̃ die IntegraltransformiertdesIntegralkernsk desFaltungsproblems(7.17),so
mögedie Funktion

Φ̃γ � F̃γ

k̃
(7.52)

für alle γ � 0 dieBedingungeneinesFaltungssatzesgen̈ugen.

Offensichtlich:Die EigenschaftVI gilt per definitionem25 und die EigenschaftVII ist nichtsanderesals
der Inhalt desPostulates3, wobeibeideBedingungenjetzt je nachanzuwendendemRegularisierungsver-
fahrenkonkretisiertwerdenmüssen,wobeiwir naẗurlich auchmit einerErgänzungderbereitsaufgestellten
Eigenschaftenrechnenmüssen.

7.2.1 Filter der Fourier-Transformation

Als ersteswollenwir, quasialsein
”
einfaches“ Beispiel,umdasweitereVorgehenzudemonstrieren,Alter-

nativenzudenBedingungen1F̃ � - 8F̃ � derFilter desRegularisierungsverfahrens(5.47)herleiten26.

Die EigenschaftenI bisVI könnenwir, letztlich,wie sichgleichzeigenwird, aufgrundderWahldesRaums� als Grundfunktionenraumdirekt übernehmen.Aus den allgemeinenEigenschaftenund Rechenregeln
der Fourier-Transformation,die beispielsweisein [Doe71, Tit67, EMOT54] detailiertdargelegt sind,und
daraus,daß,wie bereitserwähnt,der Operatorder Fourier-Transformation� ein Automorphismusin �
ist27, lassensichdirekt die folgendenEigenschaftendesFiltersF̃γ herleiten:

(a) Da gem̈aßderEigenschaftI Fγ � ��� γ ��� ��� � 0 ! gelte,folgt unmittelbar, daßdasFilter F̃γ ebenso
eineGrundfunktionfür alle γ � 0 ist: F̃γ � �"� γ �#� �#� � 0 ! .

(b) Aus derEigenschaftIV, Fγ seieinegeradeFunktion,unddenallgemeinenEigenschaftendesOpera-
tors � folgt:

F̃γ � ω � � F̃γ � � ω �$� γ �#� � � � 0 ! ; (7.55)

25sieheGleichungen(5.59)und5.59desAbschnitts5.3.3

26Im diesemAbschnittsoll dieVariableim Originalraummit t unddieVariableim Fourier-Raummit ω bezeichnetwerden,undwir
wollenhier die Fourier-Transformationin derderzweiseitigen(Fourier-)Laplace-TransformationanalogenGestalt

f̃ % ω &(' ∞)* ∞

f % t & e
* iωt dt (7.53)

f % t &+' 1
2π

∞)* ∞

f̃ % ω & eiωt dω (7.54)

verwenden.

27sieheSatzB.10desAnhangsB.4.4
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F̃γ ist alsoeinegeradeFunktionbez̈uglichdesArgumentsω.

(c) Esgilt, aufgrundderEinbettung,.- L2:

F̃γ / L2 0 γ /2143�5 6 0 798 (7.56)

(d) Esgilt derLimes:

lim
γ : 0; F̃γ < ω =?> 1 bzw. (7.57)

F̃γ @ 0 < ω =?A 1 8 (7.58)

Die Gültigkeit derEigenschaften(a)bis (c) für alleγ /21 3 546 0 7 läßtsichübrigensfolgendermaßenzeigen:
Bez̈uglichderFourier-Transformationgilt:

f < at = < a B 0= CD2E aF 1 f̃ < aF 1ω =G8 (7.59)

DanunaufgrundderEigenschaftV (Gl. 7.20)

Fγ < x=H> γ F NF I x
γ J γ /#1 3 5 6 0 7LK (7.60)

wobeiF / , einefesteFunktionsei,gelte,ausdenEigenschaftenderFourier-Transformationunmittelbar
analogeEigenschaftenzu (a)bis (c) für dieFouriertransformierteñF derFunktionF folgen,also

(a’) F̃ / , (AutomorphismusderFourier-Transformationin , ),

(b’) F̃ < ω =H> F̃ <NM ω =GK
(c’) F̃ / L2 ,

gilt, ergibt sichausall demzusammengefaßtdie Gültigkeit derEigenschaften(a) bis (c) für alle γ /�1 3 56 0 7 .
DerBeweisderEigenschaft(d) siehtnunsoaus:
Esseiϕ / , , Fγ / , 0 γ /#1 3 5 6 0 7 und f / , fest.Desweiterengelte

lim
γ : 0;PO Fγ K ϕ Q >SR δ K ϕ T 8 (7.61)

Betrachtenwir nundie FouriertransformierteU Fγ > F̃γ, wobeiwir bereitsaufgrunddesAutomorphismu-
sensder Fourier-Transformationin , wissen,daßdannebensoF̃γ / , gilt. Genauerwollen wir die Fou-
riertransformiertederDistribution Fγ / ,WV , gem̈aßDefinition B.18,betrachten.Wir wissenbereitsausder
TheoriederDistributionen[BB93, Bre65, Wal94]:RXU δ K ϕ TY>SR 1 K ϕ T 8 (7.62)

Betrachtenwir also

lim
γ : 0 O U Fγ K ϕ QZ> lim

γ : 0 O Fγ KXU ϕ Q (7.63)

> lim
γ : 0

∞[
F ∞

γ F 1F I t
γ J]\^ ∞[

F ∞

eF iωtϕ < ω = dω _` dt (7.64)
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a lim
γ b 0

∞cd ∞

ef
∞cd ∞

e
d iωtγ d 1F g t

γ h dt ij ϕ k ω l dω (7.65)

a lim
γ b 0

∞cd ∞

F̃ k γω l ϕ k ω l dω m (7.66)

wobeiGleichungen(7.63)und(7.64)nichtsweiteralsdieDefinitionderFourier-Transformationeinertem-
periertenDistribution sind28, wir in Gleichung(7.64) offensichtlichwiederumdie Darstellung(7.20) re-
spektiveEigenschaftV derMollifier-FunktionFγ angewandthaben,unddieGleichungen(7.65)und(7.66)
direkt ausder Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge,alle in den IntegrandenstehendenFunktio-
nen sind Elementen , folgen, wobei wir in der Gleichung(7.66) noch zus̈atzlich die (Transformations-
)Eigenschaft(7.59)der Fourier-Transformationber̈ucksichtigthaben;esgilt somit für dasFilter die Dar-
stellung:

F̃γ k ω l a F̃ k γω lGo (7.67)

Wiederumkönnenwir jetzt in (7.66)die Integrationund die Limesbildungaufgrundder allgemeinenEi-
genschaftenderElementein n vertauschen,sodaßwir alsZwischenergebnis

lim
γ b 0 p�q Fγ m ϕ r a ∞cd ∞

lim
γ b 0

F̃ k γω l ϕ k ω l dω

a ∞cd ∞

F̃ k 0l ϕ k ω l dω (7.68)

erhalten.Wir könnennun F̃ k 0l mit Hilfe derFourier-Transformationausrechnen,dennF̃ k 0l ist die
”
nullte

Fourierkomponente“ derFunktionF:

F̃ k 0l a ∞cd ∞

e
d iωt γ d 1 F g t

γ h dt ssssss ω t 0a ∞cd ∞

γ d 1 F g t
γ h dt a 1 m (7.69)

denngem̈aßder EigenschaftIII sei die Mollifier-FunktionFγ auf Eins normiert,und so erhaltenwir ab-
schließenddaszuzeigende:

lim
γ b 0 p q Fγ m ϕ r a u 1 m ϕ v und (7.70)

F̃γ t 0 k ω l?w 1 o (7.71)

Wir könnensogarnochmehrüberdie FunktionF̃γ aussagen:

(a2) Ist jetzt Fγ xzy undsuppFγ { B̄Rγ , sogilt derSatzvon PALYE-WIENER29, d.h.konkret:
F̃γ k ω l ist für alle γ | 0 eineganzeFunktionmit derEigenschaft,daßzu jedem(Multi-)Index p ein
Cγ

p | 0 mit ss zpF̃γ k zl ss~} Cγ
p eRγ �η � k z a ω � iη l (7.72)

existiert.

28sieheDefinitionB.18desAnhangesB.4.4.2

29sieheSatzB.12desAnhangsB.4.4.3und[BB93, Wal94]; mit B̄r wird die abgeschlosseneKugelim � N mit Radiusr bezeichnet.
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Kommenwir nun zu der konkretisiertenVersionder ausdem Postulat3 folgendenEigenschaftVII im
GewandtdesaufderFourier-TransformationbasierendenRegularisierungsverfahrens(5.47):

VII) Mit k̃ sei die FouriertransformiertedesIntegralkernsk derFaltungsgleichung(7.17)bezeichnet.Es
geltedann:

Φ̃γ � ω � : � F̃γ � ω �
k̃ � ω ��� L2 � γ �2�4��� � 0 �9� (7.73)

Nachall denVoruntersuchungenund -betrachtungen,könnenwir nun für die Filter desRegularisierungs-
verfahrens(5.47)denfolgendenSatzbeweisen:

Satz7.2
Weist eine Funktion Fγ und derenFouriertransformierteF̃γ die obigenEigenschaftenI bis VII auf, also
konkret

I) Fγ ������� N � � γ � 0, γ �#� � ��� 0 � ,
II) Fγ � x�4� 0 � x �#� N , � γ �#� � � � 0 � ,

III) �� N

Fγ � x� dx � 1 � γ �#� � � � 0 � ,
IV) Fγ ist für alle γ � 0 einegeradeFunktion:Fγ � x�Y� Fγ �N� x� ,
V) Fγ � x�Y� γ � NF � x

γ � , γ �#� � ��� 0 � , wobeiF ��� � � N � einefesteFunktionsei,

VI) Die stabilisierendeFunktionF̃γ ist die IntegraltransformiertederMollifier-FunktionFγ,

VII) Mit k̃ sei die FouriertransformiertedesIntegralkernsk derFaltungsgleichung(7.17)bezeichnet.Es
geltedann:

Φ̃γ � ω � : � F̃γ � ω �
k̃ � ω ��� L2 � γ �2� � � � 0 �9� (7.74)

soist derdurch

Tγg � t ��� 1
2π

∞�
� ∞

F̃γ � ω �
k̃ � ω � g̃ � ω � eiωt dω (7.75)

� 1
2π

∞�
� ∞

Φ̃γ � ω � g̃ � ω � eiωt dω (7.76)

definierteOperatorTγ ein Regularisierungs-Operatorder Integralgleichung(7.17)vom Faltungstypus,und
diedurch

fγ � Tγg (7.77)

definierteFunktionist eineregularisierteLösungdesschlechtgestelltenProblems(7.17),wobeimit g̃ die
Fouriertransformierteder vorgegebenenFunktion(Daten)g ist. Die regularisierteLösung fγ könnenwir
dannunterAnwendungdesFaltungssatzes(derFourier-Transformation)durch

fγ � t �Y� ∞�
� ∞

Φγ � t � τ � g � τ � dτ � (7.78)

wobeiΦγ durch

Φγ � t � � 1
2π

∞�
� ∞

Φ̃γ � ω � eiωt dω � 1
2π

∞�
� ∞

F̃γ � ω �
k̃ � ω � eiωt dω (7.79)

gegebenist, darstellen.
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Esfolgt nunquasiderRestdesBeweisesdesobigenSatzes7.2:
Die Darstellung(7.78)

fγ ¡ t ¢H£ ∞¤¥ ∞

Φγ ¡ t ¦ τ ¢ g ¡ τ ¢ dτ § (7.80)

ist soforteinzusehen,denndieEigenschaftVII gibt geradedieBedingungendesFaltungssatzesderFourier-
Transformationwieder[Doe71, Tit67], undwir habenbeiderLösungderFaltungsgleichung(7.17)vermöge
derFourier-Transformationimplizit vorausgesetzt,daßg respektive g̃ denVoraussetzungendesFaltungs-
satzesgen̈uge,dennwir müssenhierbeidie eineindeutigeZuordnungderFunktioneng und g̃ vermögeder
Fourier-Transformationfordern.Ebensowissenwir ausder Theorieder Fourier-Transformation,daßdas
Urbild Φγ derTransformierteñΦγ, soΦ̃γ ¨ L2 für alle γ ¨#©4ª�«�¬ 0 ­ gilt, durch

Φγ ¡ t ¢ £ 1
2π

∞¤¥ ∞

Φ̃γ ¡ ω ¢ eiωt dω (7.81)

gegebenist, unddieFunktionΦ̃γ tats̈achlichdieFouriertransformiertederFunktionΦγ ist,

Φ̃γ ¡ ω ¢Y£ ∞¤¥ ∞

Φγ ¡ t ¢ e
¥ iωt dt § (7.82)

unddaßdesweiterenΦγ ¨ L2 ® γ ¨¯©4ª#«°¬ 0 ­ gilt [Doe71, Tit67]. Die ZuordnungderFunktionenΦγ undΦ̃γ
vermögederFourier-Transformationist dannwiederumeineindeutig[Doe71, Tit67].

Die Konvergenzder regularisiertenfγ gegendie theoretische,exakteLösung fT bei exakt bekanntenvor-
gegebenenFunktiongT , alsoder Limes γ ± 0, habenwir bereitsgezeigt.Essei daraufhingewiesen,daß
approximative Datengε stetsγ ² 0 implizieren,und per definitionemdesRegularisierungsoperatorsund
desRegularisierungsparameters30 die Limites gε ± gT , ε ± 0 einerseitsund γ ± 0 bei der Kenntnisder
exakten,theoretischenVorgegebenengT andereseitsdefactoäquivalentsind[AT77, Lou89].

Wir könnensogar, bei der Gültigkeit der EigenschaftenI bis VII desobigenSatzes,die Stetigkeit des
durchdiesegegebenenRegularisierungsoperatorsrespektive RegularisierungsverfahrensTγ bez̈uglich der
Supremumsnormzeigen:
Esseiim weiterendiesesBeweises31 g1 § g2 ¨ L2. Betrachtenwir dieDifferenz

Tγ∆g ¡ t ¢?£ Tγ ¡ g1 ¡ t ¢³¦ g2 ¡ t ¢�¢ (7.83)£ 1
2π

∞¤¥ ∞

F̃γ ¡ ω ¢
k̃ ¡ ω ¢µ´ g̃1 ¡ ω ¢³¦ g̃2 ¡ ω ¢·¶ eiωt dω (7.84)

£ 1
2π

∞¤¥ ∞

Φ̃γ ¡ ω ¢ ´ g̃1 ¡ ω ¢�¦ g̃2 ¡ ω ¢�¶ eiωt dω ¸ (7.85)

DerBetragdieserDifferenzist durch¹
Tγ∆g ¡ t ¢ ¹»º 1

2π

∞¤¥ ∞ ¼¼ Φ̃γ ¡ ω ¢ ¼¼ ¹ ´ g̃1 ¡ ω ¢³¦ g̃2 ¡ ω ¢·¶ ¹ dω (7.86)

abscḧatzbar. Wendenwir jetztdie HÖLDER’scheUngleichungan[Wer95, Doe71], soerhaltenwir¹
Tγ∆g ¡ t ¢ ¹»º 1

2π ½½ Φ̃γ ½½ L2 ¾ g1 ¦ g2 ¾ L2 ¸ (7.87)

30sieheDefinition4.5desAbschnitts4.2.4und[AT77,Lou89]

31Diesesist eine(mögliche)VoraussetzungandieVorgegebeneng, umdieFaltungsgleichung(7.17)im Fourier-Raumdurchg̃ ¿ k̃ f̃
darstellenzukönnen.
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Die ForderungVII stellt nundieExistenzderNorm ÀÀÀ F̃γ
k̃
ÀÀÀ L2 Á ÀÀ Φ̃γ ÀÀ L2 für alle γ Â 0 sicher, undwir wollen

diesein Abhängigkeit von denParameterγ mit φ Ã γ Ä bezeichnen:

φ Ã γ Ä Á ÀÀ Φ̃γ ÀÀ L2 Å (7.88)

Bez̈uglichderDifferenzderFunktioneng1 undg2 geltenun,gemessenin derL2-Norm:Æ
g1 Ç g2

ÆÉÈ
ε Å (7.89)

Gem̈aßderParsevalschenFormel[Doe71, Tit67] gilt bekanntlich:

∞ÊË ∞ Ì g̃ Ã ω Ä Ì 2 dω Á 2π
∞ÊË ∞ Ì g Ã t Ä Ì 2 dt Í (7.90)

womit also ÌTγ∆g Ã t Ä Ì È ÀÀ Φ̃γ ÀÀ L2 ε Á φ Ã γ Ä ε (7.91)

folgt, und darauswiederumfolgt die Stetigkeit desOperatorsTγ in der Supremumsnormbez̈uglich der
Vorgegebeneng für alle γ Â 0.

Esgilt sogarnochmehr, dennbetrachtenwir die Fouriertransformierte∆ f̃γ derDifferenzderRegularisier-
ten,perdefinitionemdesRegularisierungsverfahrensdurch

∆ f̃γ Ã ω Ä Á Φ̃γ Ã ω ÄÏÎ g̃1 Ã ω Ä Ç g̃2 Ã ω Ä·Ð (7.92)

gegeben,sofolgt ausΦ̃γ Ñ L2 Ò γ Ñ#Ó°Ô�Õ Ö 0 × undg̃1 Ø 2 Ñ L2 unmittelbar

∆ f̃γ Ñ L2 Ò γ Ñ2Ó Ô Õ Ö 0 × Å (7.93)

Gehenwir jetzt analogzur obigenBetrachtungvor, konkretwendenwir die HÖLDER’scheUngleichung
unddasParsevalscheTheoreman,soerhaltenwir dieAbscḧatzungÆ

Tγ∆g
Æ
L2 Á Æ

∆ f̃γ
Æ
L2
È ÀÀ Φ̃γ ÀÀ L2 ε Á φ Ã γ Ä ε Í (7.94)

worausdie Stetigkeit desOperatorsTγ in derL2-Norm folgt.

Desweiterenläßtsich nochzeigen:Gilt g1 Í g2 Ñ L1, so könnenwir aufgrundder EigenschaftVII ebenso
einenFaltungssatz(derFourier-Transformation)anwenden[Doe71, Tit67], sodaßwir jetzt

Tγ∆g Ã t Ä Á 1
2π

∞ÊË ∞

Φγ Ã t Ç τ Ä�Î g1 Ã τ Ä Ç g2 Ã τ Ä�Ð dτ (7.95)

erhalten,wobei

Φγ Ã t Ä Á 1
2π

∞ÊË ∞

Φ̃γ Ã ω Ä eiωt dω (7.96)

sei.Mit derEigenschaft(ix) derFaltung,welchewir im AnhangB.4.1angegebenhaben,folgt nun:Æ
Tγ∆g

Æ
L2
È

φ Ã γ Ä Æ g1 Ç g2
Æ
L1 Í (7.97)

woraussichebensodieStetigkeit desOperatorsTγ für γ Â 0 ergibt.
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7.2.2 Filter der Fourier-LaplaceTransformation

Wendenwir unsjetzt denunsbesondersinteressierendenFall derstabilisierendenFunktionenfür das,auf
der Fourier-LaplaceTransformationbasierende,Regularisierungsverfahren(5.49)zu, welcheswir hier in
demGewandtderzweiseitigenLaplace-Transformation32 betrachtenwollen:

fγ Ù t Ú Û Tγg Ù t Ú�Û 1
2πi

cÜ i∞Ý
c Þ i∞

F̃γ Ù sÚ g̃ Ù sÚ
k̃ Ù sÚ est ds (7.98)

Û 1
2πi

cÜ i∞Ý
c Þ i∞

Φ̃γ Ù sÚ g̃ Ù sÚ est ds ß (7.99)

Wie wir bereitsim vorangegangenenAbschnitt 7.2.1 erwähnt haben,gilt, falls Fγ àâá und suppFγ ã
B̄Rγ erfüllt ist, der Satzvon PALYE-WIENER33, d.h. die Fourier-LaplacetransformiertẽFγ ist exponenti-
ell abscḧatzbarund der Raumaller Fγ à�á mit suppFγ ã B̄Rγ wird bijektiv auf denRaumaller ganzen
holomorphenFunktionenF̃γ Ù sÚ abgebildet.Greifen wir nun auf die Theorieder zweiseitigenLaplace-
Transformation34 zurück, so könnenwir die obigen Voraussetzungendes Satzesvon PALYE-WIENER

entscḧarfenundtrotzdemanalogeAussagentreffen.

EsseiFγ à�ä undFγ gen̈ugeeinerExponentialabscḧatzung,genauersoll Fγ à�ä für jedesγ à�å Ü�æ ç 0 è der
Klasseé I I derin einemHorizontalstreifenηγ

1 ê η ê ηγ
2, mit t Û ξ ë iη, analytischenFunktionenFγ Ù t Ú , die

einerExponentialabscḧatzungderkonkretenFormììFγ Ù t Ú ìì ê Cγ exγ
1ξ für ξ í 0 î (7.100)ììFγ Ù t Ú ìì ê Cγ exγ
2ξ für ξ ï 0 î (7.101)

wobeixγ
1 ï xγ

2 sei,gen̈ugen,angeḧoren.Durchdieverallgemeinertezweiseitige Laplace-Transformationðòñ η ó
I I Fγ ô Þ ∞ Ü iηÝ

∞ Ü iη

Fγ Ù t Ú eÞ st dt Ù ηγ
1 ê η ê ηγ

2 Ú (7.102)

wird ausjedemFγ der Klasse é I I eine von η unabḧangigeFunktion F̃γ der Klasse õ I I erzeugt,ausder
wiederumFγ durchdiekomplexeUmkehrformelð Þ 1 ñ η ó

I I F̃γ Û Fγ Ù t Ú Û 1
2πi

cÜ i∞Ý
c Þ i∞

F̃γ Ù sÚ est ds Ù xγ
1 ï x ï xγ

2 Ú (7.103)

gewonnenwerdenkann,konkretwird durchdie komplexeUmkehrformelausjederFunktionF̃γ derKlasseõ I I die vonx unabḧangigeFunktionFγ derKlasseé I I erzeugt[Doe71].

Die Klasse õ I I ist ihrerseitsdefiniertals die Klasseder in einemVertikalstreifenxγ
1 ê x ê xγ

2 (s Û x ë iy)
analytischenFunktionenF̃γ, dieeinerExponentialabscḧatzungderfolgendenFormgen̈ugen:ìì F̃γ Ù sÚ ìì ê Cγ eηγ

1y für y í 0 î (7.104)ìì F̃γ Ù sÚ ìì ê Cγ eηγ
2y für y ï 0 î (7.105)

32NochmaligerHinweis:Die Begriffe
”
Fourier-LaplaceTransformation“ und

”
zweiseitigeLaplace-Transformation“ sindhier Syn-

onyme.

33sieheSatzB.12desAnhangsB.4.4.3und[BB93, Wal94]; mit B̄r wird die abgeschlosseneKugelim ö N mit Radiusr bezeichnet.

34Eine immer noch hervorragendeDarstellungder Theorie der (zweiseitigen)Laplace-Transformationbieten die Bücher von
DOETSCH [Doe71, Doe72, Doe73], wobeiwir aberebensonochauf [Tit67] verweisenwollen.
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wobeiηγ
1 ÷ ηγ

2 gelte.

Es kann nun gezeigtwerden,daßdie Zuordnungjeder Funktion F øúù I I vermögeder (verallgemeiner-
ten) zweiseitigenLaplace-Transformation(7.102)- und derenkomplexenUmkehrformel(7.103)- zu ei-
ner Funktion F̃ øúû I I eineindeutigist; mit anderenWortenwird die Klasse ù I I vermögeder zweiseitigen
Laplace-Transformationbijektiv auf dieKlasseû I I abgebildet.

Die Konsequenzdesebendargelegten,in Hinblick darauf,daßdie FunktionenFγ und F̃γ vermögederhier
verwendetenzweiseitigenLaplace-Transformationeineindeutigeeinanderzugeordnetsind,ist also,daßwir
dieEigenschaftI derMollifier-Funktionin derfolgendennaheliegendenArt undWeiseab̈andernwerden35:

I) Wendenwir die(verallgemeinerte)zweiseitigeLaplace-Transformationan,alsodasVerfahren(7.99),
sogeltefür die Mollifier-FunktionFγ:

Fγ øWüþýÏù I I ÿ γ ø�������� 0 �
	 (7.106)

Dementsprechend̈andernwir dieEigenschaftV folgendermaßenab:

V) Fγ � t ��
 γ � 1F � t
γ � , γ ø�� � ��� 0 � , wobeiF ø�ü�ýÏù I I einefesteFunktionsei.

DerSatz7.1,diedieEigenschaftenI bisV besitzendeMollifier-Funktionist eineApproximationderDelta-
Funktion,gilt naẗurlich weiterhin.

NocheineBemerkungzudermodifiziertenEigenschaftI: HandeltessichbeiderVariablent im (urspr̈ung-
lichen)Problemum einereelleGröße,gilt alsot ø�� N bzw. t ø�� , sobedeutetdiesesoffensichtlichfür die
EigenschaftFγ ø ù I I :
Die FunktionFγ � t � , t 
 ξ � iη, ist für jedesγ ø�� � ��� 0 � einein einemdie reellet-Achseeinschließenden
Horizontalstreifen

ηγ
1 � η � ηγ

1 � ηγ
1 � 0 � ηγ

1

analytischeFunktion,dieeinerExponentialabscḧatzungderForm (7.100)und(7.101)gen̈uge.

Es ist klar, daßdie, per definitionemder Mollifier-Funktion,gegebeneEigenschaftVI jetzt die folgende
Formannimmt:

VI) DiestabilisierendeFunktionF̃γ ist die(verallgemeinerte)zweiseitigeLaplacetransformiertederMollifier-

FunktionFγ: ��� η �I I Fγ 
 F̃γ.

Aus denderartmodifiziertenEigenschaftenI bis VI undderTheorieder (verallgemeinertenzweiseitigen)
Laplace-Transformationlassensichjetzt folgendeEigenschaftenderFunktionF̃γ ableiten:

(a) Die FunktionF̃γ � s� ist, für jedesγ ø�� � ��� 0 � , (zumindest)in einemVertikalstreifen

xγ
1 � x � xγ

2 � s 
 x � iy �
eineanalytischeFunktion.

(b) Esgilt: F̃γ � s��
 F̃γ ��� s� ÿ γ ø�� � ��� 0 � .
35Bemerkung:Nicht jedeFunktionϕ ��� gen̈ugt einerExponentialabscḧatzung.Um dieseszu sehen,betrachtemanfolgendes:Es

seiϕ ��� undasymptotischgelte:ϕ  1
xlnx für ! x !#" ∞. Somitfällt ϕ für ! x !$" ∞ sẗarkerabalsjedePotenz1%&! x !m. Desweiterenkönnen

wir schreiben:ϕ  1
xlnx ' e(*) lnx+ 2 . Esgilt, aufgrunddenEigenschaftenderln-Funktion:ln2 x , axmit einergeeignetenKonstantena.

Darausfolgt: e(*) lnx+ 2 - e( ax; alsomußeineFunktionϕ �.� nicht unbedingteinerExponentialabscḧatzunggen̈ugen.
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(c) Esist: F̃γ /�0 I I 1 γ /�2�354�6 0 7 . AufgrundderKonvergenzdesIntegrals

∞8
9 ∞

e
9 2x0t :Fγ ; t < : 2 dt = (7.107)

dennesgeltegem̈aßder EigenschaftI Fγ /?>A@CB I I 1 γ /D2E3A4F6 0 7 , folgt ausdemParsevalschen
Theorem36 der(verallgemeinerten)zweiseitigenLaplace-Transformation:

F̃γ ; x0 G iy < / L2 ; x0 H i∞ = x0 G i∞ <I= (7.108)

wobeixγ
1 J x0 J xγ

2 ist.

(d) Esgilt derLimes:

lim
γ K 0L F̃γ ; s<IM 1 bzw. (7.109)

F̃γ N 0 ; s<IO 1 P (7.110)

Um einzusehen,daßdie Eigenschaften(a) bis (c), undzwar für jedesγ /�2�3Q4�6 0 7 , gelten,betrachtenwir
folgendes:
Vorangestelltsei,daßbez̈uglichder(zweiseitigen)Laplace-Transformation,analogzurFourier-Transformation,
die

”
Transformationsregel“

f ; at < ; a R 0< S η
I ITCU a

9 1 f̃ ; a9 1s<VP (7.111)

gilt. Gem̈aßderEigenschaftV seiFγ durch

Fγ ; t <�M γ 9 1F W t
γ X

gegeben,wobei, nachVoraussetzung,F /C>Y@�B I I sei. Aus der allgemeinenTheorieder (zweiseitigen)
Laplace-Transformationfolgennunmit diesenEigenschaftenunmittelbaranalogeAussagenzu denenvon
(a)bis (c) für dieLaplacetransformierteñF derFunktionF , alsdawären:

(a’) Aus F /QB I I folgt sofort: F̃ /A0 I I und F̃ ist (zumindest)in einemVertikalstreifenx1 J x J x2 ; s M
x G iy < eineanalytischeFunktionunddie ZuordnungF S I IT�U F̃ - vermögederzweiseitigenLaplace-
Transformation- ist eineindeutig.

(b’) DaF einegeradeFunktionseinsoll (EigenschaftIV), folgt ausderDefinition(7.102)derzweiseitigen
Laplace-Transformation:F̃ ; s<�M F̃ ; H s< .

(c’) Aus derKonvergenzdesIntegrals
∞8
9 ∞

e
9 2x0t :F ; t < : 2 dt = (7.112)

esgelteF /Z>�@[B I I , folgt ausdemParsevalschenTheoremder(zweiseitigen)Laplace-Transformation
unmittelbar:

F̃ ; x0 G iy < / L2 ; x0 H i∞ = x0 G i∞ <\= (7.113)

wobeix1 J x0 J x2 ist.

36DasParsevalscheTheoremder (zweiseitigen) Laplace-Trasnformationwird detailiertin [Doe71, Tit67] besprochen;für die Par-
sevalscheFormeldesTheoremssiehehier nachfolgendeGleichung7.128.
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OffensichtlichfolgendanndieEigenschaften(a)bis (c), unterBerücksichtigungderTransformationseigen-
schaft(7.111),direkt aus(a’) bis (c’).

Wir müssenjetzt nochdieEigenschaft(d) beweisen:
Mit derRechenregel (7.111)undderEigenschaftV (Gleichung(7.20))erhaltenwir für die Laplacetrans-
formierteF̃γ diekonkreteDarstellung:

F̃γ ] ŝI_ ∞`
a ∞

γ a 1 F b t
γ c e

a st dt

_ F̃ ] γŝVd (7.114)

DerFall γ _ 0 ist alsogem̈aßobigerGleichung(7.114)mit denFall F̃ ] 0̂ identisch,welcherdurch

F̃ ] 0̂._ ∞`
a ∞

Fγ ] t ^ dt

gegebenist. Mit derEigenschaftIII, derNormierungderFunktionFγ, folgt daraus:

F̃ ] 0̂._ ∞`
a ∞

Fγ ] t ^ dt _ 1 d (7.115)

Damithabenwir
F̃γ e 0 ] ŝ�f 1 (7.116)

gezeigt.

Für denLimesγ g 0 betrachtenwir nochmalsdie F̃γ erzeugendezweiseitigeLaplace-Transformation:

F̃γ ] ŝI_ ∞`
a ∞

Fγ ] t ^ e
a st dt (7.117)

_ ∞`
a ∞

γ a 1 F b t
γ c e

a st dt (7.118)

_ ∞`
a ∞

F ] t̃ ^ e
a γst̃ dt̃ d (7.119)

Gleichung(7.118)ist die EigenschaftV undum zu Gleichung(7.119)zu gelangen,habenwir die Varia-
blensubstitutiont _ γt̃ durchgef̈uhrt.Die Laplace-Transformation(7.117)konvergiertaufgrundvonFγ hji I I

respektive F̃ h�i I I für alle γ absolut.Desweiterengilt, gem̈aßderEigenschaftIV:

Fγ ] t ^lk 0 m t h�n und m γ h�n�o�p�q 0 r respektive

F ] t ^lk 0 m t h�n d
Wir könnenalsoin

lim
γ s 0t F̃γ ] ŝ�_ lim

γ s 0t
∞`
a ∞

F ] t̃ ^ e
a γst̃ dt̃ (7.120)

dieLimesbildungunddie Integrationvertauschen:

lim
γ s 0t F̃γ ] ŝ�_ ∞`

a ∞

lim
γ s 0t F ] t̃ ^ e

a γst̃ dt̃ u (7.121)
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worauswiederumdie (gleichm̈aßige)Konvergenzvon F̃γ gegenEinsfür γ v 0w folgt:

lim
γ x 0y F̃γ z s{�| 1 } (7.122)

Somithabenwir dieEigenschaft(d) nachgewiesen.

Kommenwir nun zu demPunktVII im Gewanddesdurch(7.98) bzw. (7.98) dargestelltenRegularisie-
rungsverfahrens:

VII) Mit k̃ seidie (verallgemeinerte)zweiseitigeLaplacetransformiertedesIntegralkernsk undmit g̃ die
TransformiertederVorgegebeneng desFaltungsproblems(7.17)bezeichnet.Esgeltedann:

(a)

Φ̃γ z s{ : | F̃γ z s{
k̃ z s{�~5� I I � γ ~�� w���� 0 �
} (7.123)

Für jedesγ ~j� w ��� 0 � besitzenunΦ̃γ undg̃ einengemeinsamenVertikalstreifenxγ
1 � x � xγ

2, �5� s | x,
in demdiesebeidenFunktionenanalytischeFunktionensind.

Alternativ ist esauchmöglichzu fordern:

(b) Essei

Φγ ~ L1 � γ ~�� w ��� 0 �
� (7.124)�
I I Φγ | Φ̃γ � γ ~�� w ��� 0 �
� (7.125)

d.h.Φ̃γ seidiezweiseitigeLaplacetransformiertederFunktionΦγ ~ L1. Weiterkonvergierefür (min-
destens)ein �5� s | x0

∞�
� ∞

e
� x0t ��Φγ z t { �� dt � (7.126)

dieLaplace-Transformation
�

I I Φγ | Φ̃γ konvergierealsofür �5� s | x0 absolut,undesmögeauch

∞�
� ∞

e
� 2x0t ��Φγ z t { �� 2 dt (7.127)

für jedesγ ~�� w �E� 0 � konvergieren.Entsprechendeserfülle dieFunktiong für dasgleiche��� s | x0.

Wichtig ist andieserStellezu erwähnen,daßin derTheoriederzweiseitigenLaplace-Transformationge-
zeigt werdenkann, wenn eine Funktion die EigenschaftenVII.(a) respektive VII.(b) erfüllt, so gilt die
ParsevalscheFormelder (zweiseitigen)Laplace-Transformation:

∞�
� ∞

e
� 2x0t �Φγ z t { � 2 dt | 1

2π

∞�
� ∞

� Φ̃γ z x0 � iy { � 2 dy } (7.128)

Die Konsequenzdarausist alsodieNotwendigkeit derGültigkeit von:

Φ̃γ ~ L2 z x0 � i∞ � x0 � i∞ { � γ ~�� w ��� 0 �
} (7.129)

Wir könnennundenfolgendenSatzformulieren:

Satz7.3
Weist eineFunktionFγ und deren(Fourier-)Laplacetransformierte F̃γ die obigenEigenschaftenI bis VII
auf,alsokonkret
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I) Fγ ���D�?� I I � γ ���E����� 0 � ,
II) Fγ � t  �¡ 0 � t ��� , � γ �����5��� 0 � ,

III)
∞¢£ ∞

Fγ � t   dt ¤ 1 � γ �����5��� 0 � ,
IV) Fγ ist für alle γ ¥ 0 einegeradeFunktion:Fγ � t  .¤ Fγ ��¦ t   ,
V) Fγ � t  �¤ γ £ 1F § t

γ ¨ , γ ��� � ��� 0 � , wobeiF ���5�j� I I einefesteFunktionsei,

VI) DiestabilisierendeFunktionF̃γ ist die(verallgemeinerte)(Fourier-)LaplacetransformiertederMollifier-

FunktionFγ: ©�ª η «I I Fγ ¤ F̃γ,

VII) Mit k̃ seidie (verallgemeinerte)zweiseitigeLaplacetransformiertedesIntegralkernsk undmit g̃ die
TransformiertederVorgegebeneng desFaltungsproblems(7.17)bezeichnet.Esgeltedann:

(a)

Φ̃γ � s  : ¤ F̃γ � s 
k̃ � s  ��¬ I I � γ ��� � ��� 0 �®­ (7.130)

Für jedesγ �5���5�F� 0 � besitzeΦ̃γ und g̃ einengemeinsamenVertikalstreifenxγ
1 ¯ x ¯ xγ

2, °5± s ¤ x,
in demdiesebeidenFunktionenanalytischeFunktionensind,

oderdazualternativ:

(b) Essei

Φγ � L1 � γ ��� � ��� 0 �®² (7.131)© I I Φγ ¤ Φ̃γ � γ ��� � ��� 0 �
² (7.132)

d.h.Φ̃γ seidiezweiseitigeLaplacetransformiertederFunktionΦγ � L1. Weiterkonvergierefür (min-
destens)ein °5± s ¤ x0

∞³
£ ∞

e
£ x0t ´´Φγ � t   ´´ dt ² (7.133)

die Laplace-Transformation© I I Φγ ¤ Φ̃γ konvergierealsofür °5± s ¤ x0 absolut,undeskonvergiere
auch

∞³
£ ∞

e
£ 2x0t ´´Φγ � t   ´´ 2 dt (7.134)

für jedesγ �����5��� 0 � . Entsprechendeserfülle dieFunktiong für dasgleiche°5± s ¤ x0,

soist derdurch

Tγg � t  µ¤ 1
2πi

c� i∞³
c £ i∞

F̃γ � s 
k̃ � s  g̃ � s  est ds (7.135)

¤ 1
2πi

c� i∞³
c £ i∞

Φ̃γ � s  g̃ � s  est ds (7.136)

definierteOperatorTγ ein Regularisierungs-Operatorder Integralgleichung(7.17)vom Faltungstypus,und
diedurch

fγ ¤ Tγg (7.137)
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definierteFunktionist eineregularisierteLösungdesschlechtgestelltenProblems(7.17).Die regularisierte
Lösung fγ könnenwir dannunter AnwendungdesFaltungssatzesder (Fourier)-Laplace-Transformation
durch

fγ ¶ t ·�¸ ∞¹
º ∞

Φγ ¶ t » τ · g ¶ τ · dτ ¼ (7.138)

wobeiΦγ durch

Φγ ¶ t ·�¸ 1
2πi

c½ i∞¹
c º i∞

Φ̃γ ¶ s· est ds ¸ 1
2πi

c½ i∞¹
c º i∞

F̃γ ¶ s·
k̃ ¶ s· est ds (7.139)

gegebenist, darstellen.

Wir wollen nundenSatz7.3beweisen.Dafür setzenwir im allgemeinvoraus:¾ Die Funktionenk ¼ f g desFaltungsproblems(7.17) mögendie Bedingungender Faltungss̈atzeder
(verallgemeinerten)zweiseitigenLaplace-Transformationerfüllen37.

Konkretisiertbedeutetdieses:

(A) Die Funktionenk ¼ f ¼ g mögenzur Klasse¿ I I geḧoren,sodaßalso

k ÀC¿ I I Á I IÂ�Ã k̃ À5Ä I I ¼ (7.140)

f ÀC¿ I I Á I IÂ�Ã f̃ À�Ä I I ¼ (7.141)

g ÀC¿ I I Á I IÂ�Ã g̃ À�Ä I I (7.142)

gelte,und k̃ ¼ f̃ und g̃ mögeneinengemeinsamenVertikalstreifenx1 Å x Å x2 besitzen,indemdiese
analytischeFunktionensind.

BedeutendieseForderungenzu großeRestriktionenan die Funktionenk ¼ f ¼ g, so mögeabermindestens
folgendesgelten38:

(B) Es sei k À L1 ¼ f À L1 und g À L1, die (verallgemeinerten)zweiseitigenLaplace-TransformationenÆ
I I k ¸ k̃ ¼ Æ I I f ¸ f̃ und

Æ
I I g ¸ g̃ mögenabsolutkonvergierenundebensomögendie Integrale

∞Çº ∞
e
º 2xt È k ¶ t · È 2 dt ¼ (7.143)

∞Çº ∞
e
º 2xt È f ¶ t · È 2 dt (7.144)

und
∞Çº ∞

e
º 2xt È g ¶ t · È 2 dt (7.145)

konvergierenundzwar jeweils für dasgleichex, wobei É5Ê s ¸ x sei.

DerBeweisdesSatzes7.3gehtnunwie folgt:
Betrachtenwir zuerst

fγ ¶ t ·Ë¸ 1
2πi

x½ i∞¹
x º i∞

F̃γ ¶ s· g̃ ¶ s·
k̃ ¶ s· est ds (7.146)

37DieseForderungensindbereitsimplizit in derLösbarkeit derFaltungsgleichungdurchdie Ì I I -Transformationenthalten.

38Die folgendenVoraussetzungenstellen,bez̈uglich derGültigkeit derFaltungs̈atze,die Mindestanforderungenandie Funktionen
k Í f Í g dar.
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Î 1
2πi

xÏ i∞Ð
x Ñ i∞

F̃γ Ò sÓ f̃ Ò sÓ est ds Ô (7.147)

wobeiwir diezur Faltungsgleichung(7.17)im (Fourier-)Laplace-RaumkorrespondierendeGleichung

g̃ Ò sÓ Î k̃ Ò sÓ f̃ Ò sÓ (7.148)

verwendethaben.Gem̈aßdenVoraussetzungen(A) respektive (B) und denEigenschaftenI und VII kon-
vergierensowohl Õ I I F Î F̃γ alsauch Õ I I f Î f̃ absolut.Die Regularisierteist perdefinitionemdesRegula-
risierungsverfahrensim (Fourier-)Laplace-Raumdurch

f̃γ Ò sÓ Î Φ̃γ Ò sÓ g̃ Ò sÓ Î F̃γ Ò sÓ
k̃ Ò sÓ g̃ Ò sÓ (7.149)

gegeben,und Φ̃γ und g̃ sind, gem̈aßVII, in einemgemeinsamenVertikalstreifenin der sÖ Ebeneanaly-
tischeFunktionen,und also ist f̃γ in jenemeineanalytischeFunktion.Anderseitsist aber, wennwir die
Faltungsgleichung(7.148)im (Fourier-)Laplace-Raumber̈ucksichtigen,f̃γ auchdurch

f̃γ Ò sÓ Î F̃γ Ò sÓ f̃ Ò sÓ (7.150)

gegeben,worausletztlich sofortdie Analytizität derTransformiertenF̃γ und f̃ in einemgemeinsamenVer-
tikalstreifen,zumindestaberfür einx0

ÎØ×5Ù s, folgt. Wir könnenalsodenFaltungssatzanwenden,wodurch
wir dieschonbekannteGleichung

fγ Ò t Ó Î ∞Ð
Ñ ∞

Fγ Ò t Ö t ÚÛÓ f Ò t ÚÜÓ dt Ú (7.151)

erhalten,auswelcherwiederumdie Konvergenz- im Sinneder Theorieder Distributionen- der regulari-
siertenfγ gegendie (exakte)Lösungf für γ Ý 0 folgt39:

lim
γ Þ 0

fγ
Î f respektive (7.152)

lim
γ Þ 0 ß fγ Ô ϕ à Î á f Ô ϕ âäã ϕ å�æ ç (7.153)

Wir wollennundieStetigkeit desRegularisierungsverfahrensnachweisen.Dazubetrachtenwir, analogwie
im vorangegangenenFall desauf derFourier-TransformationbasierendenVerfahrens,dieDifferenz

Tγ∆g Ò t Ó Î Tγ Ò g1 Ò t ÓèÖ g2 Ò t ÓéÓ (7.154)

Î 1
2πi

xÏ i∞Ð
x Ñ i∞

F̃γ Ò sÓ
k̃ Ò sÓëê g̃1 Ò sÓèÖ g̃2 Ò sÓíì est ds (7.155)

Î 1
2πi

xÏ i∞Ð
x Ñ i∞

Φ̃γ Ò sÓ ê g̃1 Ò sÓèÖ g̃2 Ò sÓíì est ds ç (7.156)

Die FunktionΦ̃γ mögejetztdie EigenschaftVII.(a) - essei

Φ̃γ å5î I I ã γ åCï Ï5ð�ñ 0 ò (7.157)

undΦ̃γ, g̃1 und g̃2 seienin einemgemeinsamenVertikalstreifenanalytischeFunktionen- besitzen.Ist jetzt
auchg̃1 ó 2 åjî I I , sokönnenwir denFaltungssatzder(verallgemeinerten)zweiseitigenLaplace-Transformation

39sieheden diesbez̈uglichen Beweis im Abschnitt 7.2.1 und es sei ebensodaranerinnert,daßbei der Approximativen gε, per
definitionemderRegularisierung4.5, immerγ ô 0 zugeltenhabe.
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anwenden[Doe71]. Erfülleng1 undg2 dieBedingung(B), dannkönnenwir dieFaltungss̈atzeder
”
norma-

len“ zweiseitigenLaplace-Transformationanwenden[Doe71, Tit67]. Da Φ̃γ õQö I I gilt, undsomit für deren
Urbild Φγ õ�÷ I I , erfüllen dieseFunktionenoffensichtlichdie BedingungenderFaltungss̈atze.Wir können
alsodieDifferenz(7.154)im t-RaumalsFaltungsintegraldarstellen:

Tγ∆g ø t ù.ú ∞û
ü ∞

Φγ ø t ý t þÿù�� g1 ø t þ ù ý g2 ø t þÜù�� dt þ�� (7.158)

Tγ∆g existiert dann,eventuellbis auf eineMengevom LebesguesMaßeNull, für alle t. Mit Φγ õC÷ I I � γ õ�	��

�
0 � gilt auchΦγ õ L1 � γ õ ����

� 0 � , welcheseinedirekteKonsequenzderDefinitionderFunktionen-

Klasse÷ I I ist [Doe71]. Da wir auchg1 � 2 õ L1 voraussetzen,könnenwir jetzt Tγ∆g nachGleichung(7.158)
in derForm40

�
Tγ∆g

�
L1 � �

Φγ
�
L1
�
g1 ý g2

�
L1 (7.159)� �

Φγ
�
L1 ε (7.160)

abscḧatzen,sowir noch
�
g1 ý g2

�
L1 � ε voraussetzen.Damithabenwir dieStetigkeit desRegularisierungs-

verfahrensTγ, gegebendurchdieGleichungen(7.98)und(7.99),bez̈uglichderL1-Norm,gezeigt,wenndie
Mollifier-FunktionundderenstabilisierendeFunktiondieEigenschaftenI bisVII.(a) besitzt.

Nun möge Φ̃γ die alternative EigenschaftVII.(b) besitzen:Es sei Φγ õ L1, � I I Φγ ú Φ̃γ konvergierefür���
s ú x0 undjedesγ õ �	��
�� 0 � absolutund

∞û
ü ∞

e
ü 2x0t ��Φγ ø t ù �� 2 dt

konvergierefür jedesγ õ � � 
�� 0 � . Sindg̃1 � g̃2 õ�ö I I (Bedingung(A)), soist (implizit) gem̈aßVoraussetzung
VII.(b) x1 � x0 � x2, d.h.

���
s ú x0 liege in demVertikalstreifenx1 � x � x2, in demdie Funktioneng̃1

und g̃2 analytischeFunktionensind.Erfüllen g1 undg2 die Bedingung(B), sogeltediesesfür dasgleiche���
s ú x0, waswir ja mit VII.(b) fordern.Es geltensomit die VoraussetzungeneinesFaltungssatzesder

(zweiseitigen)Laplace-Transformationundwir könnendieDifferenzTγ∆g ebensowiederdurchdieFaltung
(7.158)ausdr̈ucken:

Tγ∆g ø t ù.ú ∞û
ü ∞

Φγ ø t ý t þ ù � g1 ø t þ ù ý g2 ø t þ ù � dt þ �
Desweiterensehenwir sofort,daßdiesodargestellteDifferenzebensodurch(7.160)abscḧatzbarist,woraus
wiederumdie Stetigkeit desOperatorsTγ bez̈uglichderL1-Norm folgt.

Wir könnendasFaltungsintegral (7.158)für Tγ∆g grunds̈atzlichauchnochdurch�
Tγ∆g

�
∞ � � Φγ

�
L1
�
g1 ý g2

�
∞ � � Φγ

�
L1 ε∞ (7.161)

abscḧatzen,wobeidannoffensichtlich
�
g1 ý g2

�
∞ � ε∞ geltensoll. Hierausfolgt dieStetigkeit desRegula-

risierungsverfahrensTγ bez̈uglichderSupremumsnorm.

Wir habensomitdenSatz7.3bewiesen.

Aus derStetigkeit desRegularisierungs-OperatorsTγ, bez̈uglich derL1- undSupremumsnorm,folgt übri-
gensunmittelbardessenStetigkeit in � þ , d.h.esexistiert für�

Tγ∆g � ϕ � � ϕ õ � (7.162)

40siehedie Wiedergabeder allgemeinenEigenschaftender Faltung im AnhangB.4.1 und diesbez̈uglich (beispielsweise)auch
[Bre65, BB93, Wal94,Wer95]
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eineAbscḧatzungderForm41�! 
Tγ∆g " ϕ # �%$ &

Φγ
&
L1
�!'

∆g " ϕ ( �)$
C∆g

&
Φγ
&
L1
&
ϕ
&!*
m∆g

respektive (7.163)�  
Tγ∆g " ϕ # �,+ �  

∆ fγ " ϕ # � $
C∆ fγ

&
ϕ
& *
m∆ fγ

" (7.164)

und zwar für alle ϕ -/. und γ -�0	13254 0 6 , wobeiC∆g -30�1 undC∆ fγ -30	1 Konstanteund m∆g -87 und
m∆ fγ -97 sind.

7.2.3 Filter der Mellin-T ransformation

Nachdemwir Filter desauf der zweiseitigen(Fourier-)Laplace-TransformationbasierendenRegularisie-
rungsverfahrensabgeleitethaben,könnenwir nunEigenschaftenderFilterdesaufderMellin-Transformation
basierendenVerfahrens(5.50)angeben,welches,zur Erinnerung,durch

fγ : z; + Tγg : z; + 1
2πi

c1 i∞<
c = i∞

F̃γ : s; g̃ : s;
k̃ : s; z= s ds (7.165)

+ 1
2πi

c1 i∞<
c = i∞

Φ̃γ : s; g̃ : s; z= s ds (7.166)

gegebenist.

Wir habenbereitsdesöfterenauf die engeVerwandtschaftzwischenzweiseitiger(Fourier-)Laplace-und
Mellin-Transformationhingewiesen.Führenwir in derDefinition (7.102)derverallgemeinertenzweiseiti-
genLaplace-Transformation, >@?5A

η B
I I Fγ C : s;�D = ∞ 1 iη<

∞ 1 iη

Fγ : t ; e= st dt "
mit t

+
ξ E iη, die Variablensubstitution

e= t + z
+

ρeiϑ " alsoe= ξ + ρ "GF η
+

ϑ " (7.167)

durch,soentsprichtdemHorizontalstreifenηγ
1

$
η
$

ηγ
2 derWinkelraum F ηγ

2

$
ϑ
$ F ηγ

1, oder, wennwir
ϑγ

1

+ F ηγ
2 und ϑγ

2

+ F ηγ
1 setzen,ϑγ

1

$
ϑ
$

ϑγ
2, wobei der Nullpunkt z

+
0 eventuellausgeschlossensei.

Für ϑγ
1 F ϑγ

2 H 2π ist derWinkelraumauf derRiemannschenFlächedesLogarithmusliegendzu denken.
Bezeichnenwir die darindefinierteFunktionFγ : F lnz; + Fγ : F lnρ F iϑ ; mit F̄γ : z; . Dem IntegrationswegF ∞ E iη IJIKILE ∞ E iη entsprichtdann,strenggenommen,der Strahl mit der Amplitude ϑ

+ F η in der

Richtungvom UnendlichengegendenNullpunkt.Ersetzenwir nochkurz42 F̃γ durch ˜̄Fγ, sogehtdie

? A
η B

I I -
Transformationin die verallgemeinerteMellin-Transformation>LM A

ϑ B F̄γ C : s;�D ∞

A
ϑ B<

0

zs= 1F̄γ : z; dz
+ ˜̄Fγ : s;N" (7.168)

über, währenddiekomplexeUmkehrformeldieGestalt

F̄γ : z; + 1
2πi

x1 i∞<
x = i∞

z= s ˜̄Fγ : s; ds (7.169)

41sieheAnhangB.2.2.4undB.3.2,sowie [BB93, Wal94]

42Wir werden,wie bisher, damiteszu keinenVerwechslungenkommt, im folgendenweiterhinallgemeinF̃γ für die Integraltrans-
formiertederFunktionFγ schreiben.
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annimmt.Dabei ist argz O ϑ in demWinkelraumϑγ
1 P ϑ P ϑγ

2 ein für allemalstetig festzulegenund in
(7.168)und(7.169)z O elnρ Q iϑ, also

zsR 1 O eS sR 1T S lnρ Q iϑ T!U zR s O esS lnρ Q iϑ T (7.170)

zusetzen.

Die KlasseV I I entsprichtnunderKlasseW , der in einemWinkelraumϑγ
1 P ϑ P ϑγ

2 mit eventuellemAus-
schlußdesNullpunktesanalytischenFunktionen43 Fγ, diederPotenzabscḧatzung:XX Fγ Y zZ XX P Cγ ρ R xγ

1 für ρ P 1 U (7.171)XX Fγ Y zZ XX P Cγ ρ R xγ
2 für ρ [ 1 U (7.172)

mit xγ
1 \ xγ

2, gen̈ugen.

Dementsprechendentsprichtnun die Klasse ] I I der Klasse ^ der in einemVertikalstreifen xγ
1 P x P xγ

2
analytischenFunktionenF̃γ, diederExponentialabscḧatzungderFormXX F̃γ Y sZ XX P Cγ eR ϑγ

1y für y _ 0 U (7.173)XX F̃γ Y sZ XX P Cγ eR ϑγ
2y für y \ 0 U (7.174)

mit ϑγ
1 \ ϑγ

2 gen̈ugen.

Die via der ` S η TI I -TransformationvermitteltereziprokenBeziehungzwischendenKlassenV I I und ] I I ent-
sprichtnuneinerdurchdie(verallgemeinerten)Mellin-Transformation44vermitteltenreziprokenBeziehung
zwischendenKlassenW und ^ : Wendenwir dieverallgemeinertenMellin-Transformation(7.168)aufeine
FunktionFγ a W an,so entstehteinevon ϑ unabḧangigeFunktionF̃γ a ^ , ausderwir Fγ durchdie kom-
plexe Umkehrformel(7.169)zurückgewinnenkönnen.Wendenwir, von der anderenSeiteher betrachtet,
die (verallgemeinerte)inverseMellin-Transformation(7.169)auf eineFunktionF̃γ a ^ an,soerhaltenwir
einevonx unabḧangigeFunktionFγ a W , ausderwir F̃γ durchdieTransformation(7.168)zurückgewinnen
können[Doe71, Tit67].

Diesesalleshat nun zur Konsequenz,daßwir überdenelegantenUmweg der (verallgemeinerten)zwei-
seitigenLaplace-Transformationsofortdie möglichenEigenschafteneinerMollifier-FunktionFγ respekti-
ve einesFilters F̃γ desauf der (verallgemeinerten)b -TransformationbasierendeRegularisierungsverfah-
rensangebenkönnen.Dafür müssenwir nur im Satz7.3 die Variablensubstitution(7.167)durchf̈uhren,
anstelleder Klassen V I I und ] I I die Klassen W und ^ betrachtenund die ` I I -Transformationdurch dieb -Transformationersetzen.Noch einfacherist esjedoch,denumgekehrtenWeg einzuschlagen,undden
folgenden,implizit bewiesenen,Satzzu formulieren:

Satz7.4
EsseiFγ a Wdc γ a9e Q�fhg 0 i . Erfüllt diedurchdieVariablensubstitution(7.167),

eR t O z O ρeiϑ U alsoeR ξ O ρ U/j η O ϑ U
ausFγ Y zZ gewonnenFunktion k γ Y t Z ,

Fγ Y zZ zl em tjon k γ Y t Z alsoFγ Y eR t ZpOqk γ Y t Z U (7.175)

43Damit es zu keinenVerwechslungenoder Irritationen kommt, werdenwir im weiterengenerellwieder mit Fγ die Mollifier-
Funktionundmit F̃γ denFilter, alsodie IntegraltransformiertevonFγ, bezeichnen,unabḧangigvon derverwendetenIntegraltransfor-
mation;dieseshabenwir bisherbereitssogehandhabt.

44EinehistorischeBemerkung:Tats̈achlichist die reziproke BeziehungzwischendenKlassenr I I und s I I in derLiteraturzuerstin
derGestaltderMellin-Transformationerwähntworden,wobeiderenscḧonenSymmetrieim GewandderMellin-Transformationgar
nichtzumVorscheinkommt;siehe[Doe71] unddendiesbez̈uglich dortigenReferenzen.
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dieEigenschaftenI bis VII desSatzes7.3,soist derdurch

Tγg t zuwv 1
2πi

xx i∞y
x z i∞

F̃γ t su
k̃ t su g̃ t su zz s ds (7.176)

v 1
2πi

xx i∞y
x z i∞

Φ̃γ t su g̃ t su zz s ds (7.177)

definierteOperatorTγ einRegularisierungs-Operatorder(Mellinschen)Integralgleichung

g t zupv ∞y
0

k { z
ζ | f t ζ u dζ

ζ } (7.178)

unddiedurch
fγ v Tγg (7.179)

definierteFunktion ist eineregularisierteLösungdesschlechtgestelltenProblems(7.178).Die regulari-
sierteLösung fγ könnenwir dannunterAnwendungdesFaltungssatzesder (verallgemeinerten)Mellin-
Transformationdurch

fγ t zupv ∞y
0

Φγ { z
ζ | g t ζ u dζ

ζ } (7.180)

wobeiΦγ durch

Φγ t zupv 1
2πi

xx i∞y
x z i∞

Φ̃γ t su zz s ds v 1
2πi

xx i∞y
x z i∞

F̃γ t su
k̃ t su zz s ds (7.181)

gegebenist, darstellen.

Besondershervorhebenwollen wir den Spezialfall, daßder Winkelraum,in dem Fγ ~�� analytischist,
symmetrisch zur reellenAchseliegt: �ϑγ �@� ϑγ

0 t ϑγ
1 v�� ϑγ

0 } ϑγ
2 v ϑγ

0 u . Danngen̈ugtdasFilter F̃γ in xγ
1 � x �

xγ
2 derAbscḧatzung ��

F̃γ t su �� � Cγ ez ϑγ
0 � y � } (7.182)

strebtalsofür � y �,� ∞ gleichm̈aßiggegen0, undzwarexponentiell[Doe71].

Entsprechendesgilt für eineFunktionFγ ~�� I I , die in einemsymmetrisch zur reellenAchseliegendenStrei-
fen analytischist. Danngen̈ugt F̃γ, wennwir mit ηγ

0 die Hälfte derStreifenbreitebezeichnen,derentspre-
chendenAbscḧatzung ��

F̃γ t su �� � Cγ ez ηγ
0 � y � } (7.183)

strebtalsoebensofür � y �@� ∞ gleichm̈aßigundexponentiellgegen0 [Doe71].

7.3 Bemerkungenund EigenschaftendesVerfahrensII

Basierendauf der Theorieder Distributionen,habenwir Eigenschaftender stabilisierendenFunktion F̃γ
ableitenkönnen,konkrethabenwir die Funktionenim Entfaltungsproblemals Distributionenaufgefaßt.
Diesesführt konsequenterWeiseauf eineApproximation,respektive Regularisation,dergesuchtenFunk-
tion f in demDistributionenraum��� . Rufenwir unsderStabilisierungeinesschlechtgestelltenProblems
durchdie Änderungder Topologie45 in Erinnerung,so erkennenwir, daßjeneebensoals Ausgangsbasis

45sieheAbschnitt4.2.5und[Lou89]
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für die ebenin diesemKapitel dargelegtenUntersuchungengedeutetewerdenkann,denntats̈achlichgilt
folgendes: �

f � ϕ ��� � A� 1g � ϕ �p� � g ��� A� 1 �J� ϕ ��� � g � Λ ��� (7.184)

mit
Λ ��� A� 1 � � ϕ � (7.185)

wobei ϕ ��� bzw. sogarϕ ������� I I gelte.Die obigenGleichungen(7.184)und (7.185),die wir offen-
sichtlich als einenAugangspunktder obigenUntersuchungeninterpretierenkönnen,entsprechengerade
denGleichungen(4.61) und (4.62) der Änderungder Topologie,konkretder Einführungeinergröberen
Topologie46 in X.

Desweiterengilt übrigensnochfolgendes:
Die regularisierteLösungfγ seialsodurch

fγ � t � � 1
2π

∞ 
� ∞

F̃γ � ω �
k̃ � ω � g̃ � ω � eiωt dω (7.186)

� 1
2π

∞ 
� ∞

F̃γ � ω � f̃ � ω � eiωt dω � (7.187)

gegeben47. Esgeltenunbez̈uglichderApproximativeng̃ε �¡��¢ dieDarstellung48

g̃ε � g̃T £ ν̃ � (7.188)

wobeiν̃ �5��¢ einestochastischeFunktionsei,undesgeltenfür ¤ω ¤¦¥ ∞ die(asymptotische)Abscḧatzungen
derForm ¤ ν̃ � ω � ¤)§ Cν � 1 £ ω2 � mν

2 (7.189)

und ¨¨¨¨ ν̃ � ω �k̃ � ω � ¨¨¨¨ § Cν © k � 1 £ ω2 � mν ª k
2 � (7.190)

wobeiCν undCν © k (positive)Konstantenundmν � mν © k �9« seien49. Dannist, gem̈aßderTheoriederDistri-
butionen,dieFunktion

f̃ ε � g̃ε

k̃
� f̃T £ ν̃

k̃
� (7.191)

unterBerücksichtigungdesPostulats2, einetemperierteDistribution,unddamit ist auchdie Fouriertrans-
formiertederenRegularisiertenf̃ ε

γ , durch
f̃ ε
γ � F̃γ f̃ ε (7.192)

gegeben,aufgrundderEigenschaftF̃γ �5��¬ γ ��­	®°¯
± 0 ² , einetemperierteDistribution.DanundieFourier-
Transformationebensoein Automorphismusin � ¢ ist50, sinddamitauchdie nicht-regularisiertef ε unddie
regularisierteLösungf ε

γ temperierteDistributionen51.

46Dieseswird, zur Erinnerung,erreicht,indemdie ForderungnachStetigkeit bez̈uglich derNorm in X dahingehendabgeschẅacht
wird, daßnurnochlineareFunktionaleauf dergesuchtenLösungbeschr̈anktseien.

47DasNachfolgendegilt, gem̈aßdenAusführungenderAbschnitte7.2.1und7.2.2,entsprechendim Fall Fourier-Laplace-respektive
Mellin-Transformation;sieheauch[BB93, Bre65].

48sieheAbschnitt5.3.2undbeispielsweise[AT77,Dav82, Iva76, LBP91]
49Ist ν̃ ³p´¶µ , soist auchdie Abscḧatzung(7.189)erfüllt; siehe[BB93, Wal94].

50sieheSatzB.11desAnhangsB.4.4.2und[BB93, Wal94]

51Wir habenbereitsim Abschnitt7.1 daraufhingewiesen,daßdie (reine)Regularisiertefγ aufgrunddesPostulates2 eineDistri-
bution ist. An dieserStellewollten wir aufzeigen,daßauchdie auf der stochastischgesẗortengε basierendeRegularisierte f ε

γ eine
Distribution ist.
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Gilt die Abscḧatzung(7.190)nicht, so könnenwir danneinerseitsaufgrundder in denvorangegangenen
Abschnitt 7.2 abgeleitetenEigenschaftendesFilters F̃γ und der Funktion Φ̃γ sagen,daßzumindestdie
Regularisiertef̃ ε

γ einetemperierteDistribution ist, denndanngilt einezu (7.190)analogeAbscḧatzungder
Form ···· F̃γ ¸ ω ¹ ν̃ ¸ ω ¹

k̃ ¸ ω ¹ ····@º ·· Φ̃γ ¸ ω ¹ ν̃ ¸ ω ¹ ··¼» CF̃γ ½ ν ½ k ¸ 1 ¾ ω2 ¹ 1
2mF̃γ ¿ ν ¿ k À (7.193)

respektivemit derVoraussetzung̃gε Á¡Â�Ã gilt dieAbscḧatzung···· F̃γ ¸ ω ¹ g̃ε ¸ ω ¹
k̃ ¸ ω ¹ ···· º ·· Φ̃γ ¸ ω ¹ g̃ε ¸ ω ¹ ·· » CF̃γ ½ g̃ε ¸ 1 ¾ ω2 ¹ 1

2mF̃γ ¿ g̃ε À (7.194)

also gilt auch f ε
γ
Á9Â�Ã , worausmit dem Automorphismusin Â�Ã das Behauptetefolgt, und andereseits

könnenwir dannnochsagen,daßzumindestf̃ ε ÁÅÄ Ã gilt. Es kannjetzt gezeigtwerden,daßdie Fourier-
Transformationin ÄÆÃ wohldefiniertist undausdemSatzB.12von PALYE-WIENER folgt dann,daßderen
FouriertransformierteebensoDistributionensind52.

Wasdie Regularisierte f ε
γ betrifft, könnenwir sogarerwarten,daß,je nachVerhaltender stochastischen

Funktionenν̃ undν unddemVerhaltenvon Φ̃γ (lokale Integrierbarkeit), f ε
γ einereguläreDistribution ist,

wohingegenaufgrundderstochastischenNaturvon ν̃ undν essehrwohl möglich ist, daß f ε keinereguläre
Distribution ist.

Was bedeutetall diesesnun zuammengefaßt?Dadurch,daßwir die Funktionenals Distributionenauf-
fasssen,habenwir also,wie obenbereitserwähnt,defactodie Topologiein X gëandert.Wir könntennun
theoretischmit derdurch(7.185)gegebenenFunktionΛ indirekt die Distribution f ε, genauerdasSkalar-
produkt(7.184),berechnenundwürdensoeinestabileLösungerhalten,bei derwir abernicht denFehler
begehendürfen,mit dieserdirekt auf physikalischeProzessezu schließen.Die so indirekt berechnetef ε

könntenwir höchstensals Basisfür weitereBerechnungenbenutzen.Die Änderungder Topologieneh-
menwir jedochalsAusgangspunktumdirekteApproximationenf ε

γ dergesuchtenFunktion fT zuerhalten,
indemwir Approximationenin dergëandertenTopologie,hier konkretin demDistributionenraumÂ�Ã , un-
tersuchen.Mit anderenWortenbetrachtenwir jetztnicht nur dasSkalarprodukt53Ç

f À ϕ È º Ç g À Λ ¸ ϕ ¹JÈ À
sondernzus̈atzlichnoch Ç

fγ À ϕ È º Ç g À Λγ ¸ ϕ ¹JÈ À (7.195)

unterderBedingung
lim
γ É 0

Ç
fγ Ê f À ϕ È º Ç g À ¸ Λγ Ê Λ ¹ ¸ ϕ ¹JÈ º 0 À (7.196)

wobeiesmöglich seinsoll, fγ auchdirekt zu bestimmen.Diesesentsprichtaber, jetzt andersinterpretiert,
genauder Vorgehensweise,die wir in diesemKapitel angewandthaben,um EigenschaftendesFilters F̃γ
abzuleiten.

52Genauersinddie Fouriertransformiertenin Ë�Ì Distributionenauf denDualraumeineshier nicht nähererläutertenGrundfunktio-
nenraumes,derzwargroßeÄhnlichkeitenmit denRaumÍ�ÎoÏ I I besitzt,jedochfür unsereZweckerestriktiver ist; siehe[Bre65, Roo69]

53Wir lassenandieserStelleirgendwelcheIndizesderFunktionenf undg betreffendweg, dadieGleichungendiegenerellenIdeen
undVorgehensweisenaufzeigensollen.
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Kapitel 8

Zur Wahl des
Regularisierungsparameters

In diesemKapitelwollenwir unsderKriterienzurWahldesRegularisierungsparametersγ zuwenden.Dabei
soll aberzuerstauf einequasischonausderDefinition derRegularisierungfolgendenEigenschaftdesRe-
gularisierungsparametersunddiedanndarausresultierendeProblematikzurdessenWahleingegangenwer-
den.Anschließendwerdenwir unsim wesentlichendrei verschiedenenKriterien, wobeieinesdavon kein
wirklich mathematischstrenges,aber, umersteErgebnissezuerziehlen,sehrnützlichesist, zuwenden:dem

”
Trial and Error“ -Verfahren, dem MOROZOVschen Diskrepanz-Prinzipund dessenModifikationen,und

wir wollen hier ein von unsentwickeltesneuesKriterium, welchesersteinmalnochals ein Vorschlagzu
betrachtenist, dasKonsistenzkriterium̈uberdieSchrankender integriertenDichtefunktion, vorstellen.

Wir solltenjedochbereitsamAnfangdiesesKapitelsbemerken,daßdie fundamentalenProblemebei der
RegularisierungderIntegralgleichung(2.13)bzw. (2.47)aufgrundderexponentiellenGradesderSchlecht-
gestelltheitnicht in der Wahl desRegularisierungsparametersliegen.Wir werdendementsprechenddie
allgemeinenBetrachtungenzur Wahl desRegularisierungsparameters,die mathematischbeliebigintensiv
durchgef̈uhrtwerdenkönnen1, relativ kurzhalten.

8.1 Vorbetrachtungenund das”Trial and Err or“ -Verfahren

Bevor wir konkreteKriterienzur WahldesRegularisierungsparametersγ Ð γ Ñ ε Ò gε Ó besprechen,wollenwir
auf eineseinerwesentlichstenEigenschafteingehen,die wir bereitsschonausder Definition 4.5 der Re-
gularisierungerahnenkönnen.DernunnachfolgendeSatzwurdevon TIKHONOV undARSENIN in [AT77]
urspr̈unglich für dasTikhonov-Phillips Verfahrenbewiesen,dochkannder Beweis ebensoallgemeinauf
eineRegularisierungTγ übertragenwerden.

Satz8.1
Mit fT seidieLösungderOperatorgleichungersterArt,

Af Ð g (8.1)

mit derrechtenSeiteg Ð gT bezeichnet;esseialsoAfT Ð gT . Dannexistiert für einebeliebigepositiveZahl
δ undfür alle in demIntervall Ô 0 Ò ε1 Õ stetigen,nicht-negativenundmonotonwachsendenFunktionenβ1 Ñ ε Ó

1Forschungverläuft, auchwennderEindruckentstehenmagoderdieserversuchtwird denAußenstehendenglaubenzu machen,
seltentats̈achlichgeradlinieg; so werdenwir auf die Pr̈asentationder theoretischenErgebnissezur Wahl desRegularisierungspara-
meters,die bez̈uglich derkonkretdurchgef̈uhrtenRegularisierungkeineodernur einesekund̈areRelevanzbesitzen,um denUmfang
dieserArbeit ertr̈aglichzu halten,verzichten.

127
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undβ2 Ö ε × , für die β2 Ö 0×�Ø 0 undε2 Ù β1 Ö ε ×ÛÚ β2 Ö ε × gelte,eineZahl ε0 Ø ε0 Ö δ Ü β1 Ü β2 × so,daßfür gε Ý Y
undε Ú ε0 ausderUngleichungÞ gε ß gT Þ Y Ú ε dieUngleichungÞ fT

ß fγ Þ X Ú δ folgt, wobei fγ Ø Tγgε für
alle γ, diedieUngleichung

ε2

β1 Ö ε × Ú γ Ú β2 Ö ε × (8.2)

erfüllen,gilt.

Die sofortvon ARSENIN undTIKHONOV aufgezeigtewichtigeKonsequenzdesSatzes8.1 ist [AT77]:

DerRegularisierungparameterγ Ø γ Ö ε Ü gε × ist einevieldeutige(mehrwertige)FunktiondesFehlersε der
vorgegebenenFunktiongε, undganzallgemeinderrechtenSeitederGleichung(8.1)!

Diesesist im denSinnezu verstehen,daßwir esmit einerMenge à γ Ö ε Ü gε ×¦á zu tun haben,dereneinzelne
ElementeeindeutigeFunktionenγ Ø γ Ö ε Ü gε × sind.DashatwiederumdieMöglichkeit verschiedenerStrate-
gienzur Wahl desParametersγ zur Konsequenz.

Rufenwir unsdieDefinition4.5 in dieErinnerungzurück2, sosehenwir denGrundfür dieVermutungder
ExistenzeinesSatzeswie Satz8.1:dieRegularisierungTγ desschlechtgestelltenProblems(8.1) ist in dem
Sinnenicht eindeutig,daßdie Möglichkeit verschiedenerRegularisierungenin derDefinition enthaltenist;
ebensowird dort die Möglichkeit verschiedenerFunktionenγ Ø γ Ö ε Ü gε × angedeutet,denneswird von der
Existenzeinermöglichen,undnicht einereinzigmöglichen,Abbildungγ : â	ãÅä Y åæâ	ã , für die

lim
ε ç 0

gε ç g

γ Ö ε Ü gε ×pØ 0 (8.3)

gilt, gesprochen3.

Nebender Fragenachder Wahl einesgeeigneteRegularisierungsverfahrensist somit die Fragenachge-
eignetenKriterien zur Wahl desRegularisierungsparametersdie nächstenicht triviale.Wie wir bereitsbei
der Darlegung der Regularisierungerwähnthaben,weist DAVIES4 daraufhin, daßdie Fragenachdem
optimalenRegularisierungs-Operatorfundamentalschwierigerzu seinscheintalsdie nachdemoptimalen
Parameterγ. Wir wollen deswegennun die einfachsteMethodezur Wahl desRegularisierunsparameters
vorstellen.

Das”Trial and Err or“ -Verfahren

DasKonzeptsiehtfolgendermaßenaus:Man löstbzw. regularisiertdasProblem(8.1),Af Ø g, für einige
ModellfälleundbenutztdanndendurchVergleichderResultategefundenenParameter. Hier würdedieses
u.a bedeuten,daßwir denParameterγ, beispielsweisein einemunsselbstvorgegebenIntervall, solange
verändern,bis in denregularisiertenLösungendieoszillatorischenAnteile,diedurchnumerischeEinflüsse
unddurchdenDatenfehlerbegründetsind,versẗarkt zunehmen.DiesesVerfahrenkanndannangewendet
werden,wennwir einenerstenÜberblick überdie möglicheFormender RegularisierteneinesProblems
erhaltenwollen.Wie wir im Kapitel9 sehenwerden,ist diese

”
Strategie“ beiderAnwendungderim Kapitel

5 beschriebenenRegularisierungsverfahrenaufunserProblem(2.13)respektive(2.47),insbesonderebeider
VerwendungGauß’scherstabilisierenderFunktionen,sogarschonausreichend,um akzeptable5 Ergebnisse
zuerziehlen.

2sieheebensodie diesbez̈uglichenBemerkungenundHinweisim Abschnitt4.2.4

3Die Vorderungnachder ExistenzgenaueinermöglichenFunktion γ è ε é gε ê würdeeinerseitsdemKonzeptder Regularisierung
eineunn̈otige Restringtionauferlegenund andererseitsim Kontext desobigenSatzes8.1 zu kaumlösbarenProblemenim Fall der
Tikhonov-Phillips Regularisierungführen.

4siehe[Dav82] unddie Fußnote12auf Seite71 im Abschnitt5.2

5Tats̈achlichliefert die AnwendungdernachfolgendenVerfahrenkeinebesserenErgebnisse;wennwir denGradderSchlechtge-
stelltheitundderengenVerwandtschaft,fastschoneinerÄquivalenz,diesesProblemsmit deranalytischenFortsetzungeinerFunktion
rekapitulieren,sokönntenwir schonerahnen,daßdie fundamentalenProblemehier woandersliegenwerden.
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8.2 DasMOROZOVscheDiskrepanz-Prinzip

8.2.1 Das(verallgemeinerte)Diskrepanz-Prinzip

In diesemAbschnitt soll die am intensivstenuntersuchte,und quasials
”
Standartverfahren“ zu bezeich-

nende,aposterioriWahldesRegularisierungsparametersvorgestelltwerden.Betrachtenwir nochmalskurz
ganzallgemeindieTikhonov-PhillipsRegularisierung6, undspezielldort derenFunktional(5.7),ë γ ì f í gî¶ïñð Af ò g ð 2 ó γ2Ω ì f îôí (8.4)

so sehenwir, daßwir denRegularisierungsparameterhier ebensoals Lagrange-Parameterinterpretieren
können.Demzufolgewürdenwir diesenjetzt,mit ð gT ò g ðöõ ε, überdie (Neben-)Bedingungð Afγ ò g ð�ï ε (8.5)

bestimmen.

Es ist nun naheliegend,die Diskrepanz(8.5) als generellesKriterium zur Wahl desParametersγ zu be-
nutzen,um so eine

”
Konsistenz“ von der durch die RegularisierteerzeugteFunktion gγ ÷ Afγ mit der

vorgegebeneng zu garantieren.Die Diskrepanzkannnunnochdahingehenderweitertwerden,indemwir
einezus̈atzlichemöglicheUnsicherheitbez̈uglich desOperatorsA annehmen,wasdannzu demverallge-
meinerten(quadratischen)Diskrepanz-Funktional[Mor84, TGSY95] führt:

ρη ø γ ùpïûúú Ah f η
γ ò gε úú 2 òýü ε ó h úú f η

γ úúLþ 2 í (8.6)

mit

η ï ø ε í hùNí (8.7)ð gT ò gε ðÿõ ε und (8.8)ð A ò Ah ðÿõ h � (8.9)

Als Regularisierungparameterist dannderjenigezu Wählen,der dasDiskrepanz-Funktional(8.6) mini-
miert.DiesesPrinzipzur Wahl desParametersγ wird nunentsprechend(VERALLGEMEINERTES) MORO-
ZOVschesDiskrepanz-Prinzipgenannt.Könnenwir denOperatorA alsexaktbekanntvoraussetzen,wie im
unserenFall desphänomenologischenAnsatzes7, danngehtdasDiskrepanz-Funktionalin dieurspr̈unglich
von MOROZOV vorgeschlageneForm8

ρε ø γ ùpï úú Af ε
γ ò gε úú 2 ò ε (8.10)

über, in derParameterγ dannalsoüber ð Af ε
γ ò gε ðhï ε (8.11)

zubestimmenist.

V INOKUROV konntenuneine,auchbez̈uglich derPraxisnützliche,a priori obereSchranke für dennach
demDiskrepanz-Prinzip(8.11)gewähltenParameterangeben9 [Gro84, Vin72]:

6sieheAbschnitt5.2unddie diesbez̈uglichenReferenzen.Mit
�����

seihier übrigenseinebeliebigeNorm bezeichnet.

7Würdedie Möglichkeit einesFehlersdesIntegralkerns(2.27)einger̈aumtwerden,sowäreespraktischunmöglich,die gesuchte
Dichtezu bestimmen.

8Aus denentsprechendenhistorischenAnmerkungenin dermathematischenLiteratur ist zu entnehmen,daßMOROZOV dasnach
ihm benanntePrinzipurspr̈unglichnicht in derFromdesFunktionals(8.10),sonderngleichals(8.11)formuliert hat;siehebeispiels-
weise[AT77,Gro84, Lav67, Mor84].

9Wir habendie Versionnach[Gro84] zitiert. Der Satzgilt strenggenommenfür kompakteOperatorenA. Den(Integral)-Oparator
in (2.13)respektive (2.47)könnenwir jedochausphysikalischenGründenalseinenpseudokompaktenOperator betrachten,d.h.wir
könntendieobereIntegrationsgrenzeaufeinemaximaleRelaxationszeitτmaxbeschr̈anken,wodurchdieKompaktheitdieses

”
neuen“

Operatorsgewährleistetseinwürde(siehe[Wer95].)
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Satz8.2
Ist γ � ε � gε � durch(8.11)gegeben,danngilt alsobereSchranke

γ � ε � gε �	� ε


A

 2


gε 
�� ε 
 (8.12)

Unabḧangigvon und zeitgleichzu MOROZOV veröffentlichteARCANGELI einezumobigenDiskrepanz-
Prinzip ähnlicheMethode,die wir, da dieseauchin der Praxisoftmalsangewandtwird, nicht unerẅahnt
lassenwollen.KonkretschlugARCANGELI in [Arc66] vor, denParameterγ überdieBedingung


Af ε
γ
�

gε 
�� ε�
γ

(8.13)

zubestimmen10.

Selbstversẗandlichkannsowohl beiderWahldesParametersγ überdasMOROZOVscheDiskrepanz-Prinzip
(8.11)alsauchbeiderWahl gem̈aßdesvon ARCANGELI vorgeschlagenenPrinzips(8.13)die Konvergenz
von γ � ε � gε � gegenNull und f ε

γ gegen fT für gε � gT undε � 0 bewiesenwerden.Für dieseBeweiseund
weitereDetailsder Diskrepanz-Prinzipienwollen wir auf die Literatur, undhier exemplarischauf [AT77,
Gro84, Lou89, Mor84], verweisen.

Wir wollen ebensonocherwähnen,daßdie Diskrepanzverfahrenin der Praxisauchnoch in einer leicht
modifiziertenForm angewandtwerden.So nimmt danndasMOROZOVscheDiskrepanz-Prinzip,für das
von ARCANGELI gilt dannentsprechendes,die folgendeGestalltan11:
Esseig ����� A� , undmanwähle1 � r � R.

1. Ist12 
 gε 
 � rε, dannseiγ
�

∞.

2. Ist


gε 
�� rε, dannseiγ sogewählt,daß

rε � 

Af ε

γ
�

gε 
 � Rε (8.14)

gelte.

DiesenAbschnittabschließend,wollen wir nochkurz einenweiterenZugangzu denDiskrepanzkriterien
wiedergeben.Betrachtenwir für einbeliebigesRegularisierungsverfahrenTγ : Y � X denAbstandvonTγgε

vondergesuchten(verallgemeinerten)LösungA†g desProblemsAf
�

g, wobeiwir voneinerZusatzinfor-
mationderForm f � Xν mit



f



ν
� ρ ausgehenundfür denDatenfehlerwiederum



gε � g


 � ε gelte.Der
Abstandseidannalsodurch

Eν � ε � ρ � Tγ
� � sup� 
 Tγg

ε � A†g



:


gε � g


 � ε � 
 A†g



ν
� ρ � (8.15)

gegeben.Der unvermeidbareFehlerbei der (regularisierten)LösungdesProblemsAf
�

g mit gesẗorten
DatenunddenZusatzinformationenin derobigenForm ist dann(bez̈uglichderRegularisierungTγ):

Eν � ε � ρ � � inf
Tγ

Eν � ε � ρ � Tγ
� 
 (8.16)

Kein Algorithmuskannim allgemeinenFall einehöhereGenauigkeit erreichen13. Im Lichte dessenwird
dann,allgemeingesprochen14, der Regularisierungparameterγo optimal für eine RegularisierungTγ ge-

10wiederumzitiert nach[Gro84]

11siehebeispielsweise[Lou89]

12DieseEigenschaftbedeutetin Worten,daßdieDatenhoffnunglosverrauschtsind.

13siehe[Lou89]

14LOUIS gibt in [Lou89] im FallekompakterOperatorenundderVerwendungderenSingul̈arwertzerlegung(sieheAbschnitt4.2.3)
Definitionenvon optimalen, ordnungsoptimalenundasymptotisch optimalenRegularisierungsverfahrenrespektive Regularisierungs-
parameternan.Wir habenunshier, wegenderschonerwähntenGründe,aufdieAngabedermehrallgemeinen,aberüblichenBezeich-
nungenfür optimaleundfast-bzw. quasioptimaleParameterbeschr̈ankt;siehedazuauch[AT77,Gro84, Mor84].
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nannt,für den
Eν � ε � ρ � Tγo ��� inf

γ
Eν � ε � ρ � Tγ � (8.17)

gilt, d.h.derdengesamtenRegularisierungsfehlerminimiert.Teilenwir jenenwiederin seinebeidenHaupt-
bestandteile15 auf,alsoeinmalin denEinflußdesDatenfehlersin derRegularisierungunddemreinenRe-
gularisierungsfehler(Gl. (4.48)), 

Tγg
ε ! A†g

 #"$ 
Tγg

ε ! Tγg

 &%' 
Tγg

! A†g

 � (8.18)

sowird derParameterγqo quasioptimaloderauchfastoptimalgenannt,für den 
Tγqog

ε ! Tγg

 
�
 
Tγqog

! A†g

 
(8.19)

gilt, d.h.beidenenderEinflußderbeidenFehlerquellenaufdenGesamtfehlergleichist.

Wird jetzt dersoeingef̈uhrteoptimalerespektive quasioptimaleWert desRegularisierungsparametersfür
ein gegebenesRegularisierungsvefahren,oder auchganzallgemein,untersucht,so hängendie gefunde-
nenAusdr̈ucke für γo und γqo u.a.einmal von demFehlerniveauε und zum anderenvon der Norm der
gesuchtenFunktion f und denNormendererAbleitungenab16. DieseNormenwerdenjedochallgemein
naẗurlich nicht bekanntsein17, so daßfür die Praxisdurchf̈uhrbareKriterien notwendigsind,die denop-
timalenrespektive quasioptimalenWertendesParametersnahekommen.Es hat sich nun herausgestellt,
undaufgrundderAusdr̈ucke(8.11)und(8.19)könnenwir diesesbereitsvermuten,daßdieebeneingef̈uhr-
tenDiskrepanz-PrinzipienzumindesteineQuasioptimaliẗat desRegularisierungsparametersgarantieren18.
Für weitereDetailsundZusammenḧangeseiwiederumausdenbekanntenGründenauf die Literatur, wie
beispielsweiseauf [AT77, Dav82, Gro84, Lou89, Mor84], verwiesen.

Abschätzung in der Supremumsnorm

ErsteeinfacheAbscḧatzungendesDiskrepanz-Prinzips(8.11),der OperatorA ist hier als exakt bekannt
vorausgesetzt,bei VerwendungstabilsierenderFunktionenzur RegularisierungdesEntfaltungsproblems,
könnenwir bei derVerwendungderSupremumsnormerhalten.Wie wir im Abschnitt5.3.3bereitsgezeigt
haben,ist diewiederumdurchdie Regularisiertefγ erzeugtegγ vermögederMollifier-FunktionFγ durch

gγ ( Afγ � Fγ ) gε (8.20)

gegeben.Für denBetragderDifferenz∆gγ zwischenVorgegebenerg undgγ folgt damitsofort:

** ∆gγ � t0 � ** �
******

∞+
, ∞

Fγ � t0 ! t � g � t � dt ! g � t0 �
******

�
******

∞+
, ∞

Fγ � t0 ! t � � g � t � ! g � t0 �-� dt

****** � (8.21)

wobeiwir dieEigenschaft
∞+

, ∞

Fγ � t � dt � 1 . γ /�021 (8.22)

15sieheAbschnitt4.2.4

16sieheauchdasBeispielder Differentiationin Kapitel 4.2.4(Gl. (4.58) und (4.59)) und essei bez̈uglich weitererDetailsnoch
auf[AT77,Lou89, Gro84, Mor84] verwiesen

17Oftmalswird auchnicht dergenaueDatenfehler, sonderneineAbscḧatzungdesselbigen,bekanntsein.

18Wir werdenhierim Abschnitt8.2.5aufdenZusammenhangdervonunsmodifiziertenDiskrepanz-Prinzipienmit derentsprechend
modifiziertenobigenRegularisierungsfehler(8.18)hinweisen.
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derMollifier-Funktionausgenutzthaben.Die Differenz(8.21)läßtsichbekanntermaßennundurch33 ∆gγ 4 t0 5 3376 ∞8
9 ∞

Fγ 4 t0 : t 5#; g 4 t 5<: g 4 t0 5=; dt (8.23)

abscḧatzen,wobei wir hier die Eigenschaft19 Fγ > 0 ? γ @BA2C der Mollifier-Funktionausgenutzthaben.
Desweiterengilt dieUngleichung20

; g 4 t 5D: g 4 t0 5=;; t : t0 ; 6 max
t0

; gE 4 t0 5F;HG (8.24)

mit derwir undderSubstitutiont : t0 I t unmittelbardieAbscḧatzung33 ∆gγ 4 t0 5 33J6 max
t0

; gE 4 t0 5=; ∞8
9 ∞

Fγ 4 t 5#; t ; dt (8.25)

erhalten.Berücksichtigenwir nochdie von unsangegebeneDarstellungderMollifier-Funktion,alsoGlei-
chung(7.20),unddasjeneFunktioneinegeradeFunktionfür alle γ sei,derenallgemeineEigenschaft21 V,
sogelangenwir letztendlichbeiderAbscḧatzung33 ∆gγ 4 t0 5 3376 max

t0
; gE 4 t0 5=; 2γ

∞8
0

F 4 t 5 t dt (8.26)

an.Führenwir jetzt nochdaserste
”
Betragsmoment“ derFunktionF als

m1 KF LNM ∞8
9 ∞

F 4 t 5�; t ; dt (8.27)

ein22 und Messendie Diskrepanz∆gγ in der Supremums-oder Maximumsnorm,so folgt ausdeneben
abgeleiteten(8.26) OO ∆gγ

OO
∞
6 γ m1 K F LQP gERP ∞ G (8.28)

unddarausfolgt seinerseitsunmittelbarfür dennachdemin derSupremumsnormformuliertenDiskrepanz-
PrinzipgewähltenParameterγ∞,P Af ε

γ∞ : gε P ∞ S OO ∆gγ∞

OO
∞ S ε∞ mit P g : gε P ∞ 6 ε∞ G (8.29)

dieAbscḧatzung

γ∞ > ε∞

m1 K F LQP gE P ∞ T (8.30)

Die problematischeGrößein (8.30)wird dieNorm P gE P ∞ sein,die in derPraxisnicht bekanntseindürfte.

8.2.2 Erste Modifikation des Diskrepanz-Prinzips: StochastischeFunktionen als
Distrib utionen

In den vorangegangenenKapitel 7, in dem wir Eigenschaftender stabilisierendenFunktion und deren
Mollifier-Funktionabgeleitethaben,wurdenvon unsdie Funktionenf undg derOperatorgleichung(vom
Faltungstyp)

Af S g

19Wir verwendendie hier von unsim Abschnitt7.2 bzw. 7.2.2abgeleitetenEigenschaftenderFunktionenF̃γ undFγ; desweiteren
seidiesbez̈uglich ebensoaufdie Kapitel 6f verwiesen.

20siehebeispielsweise[Doe71, Wal94]; desweiterengehenwir vonderExistenzderAbleitunggU undderenMaximummax V gUWV aus.

21sieheAbschnitt7.2

22Die Funktionm1 XF Y wird voneinigenAutorenauchalsmittlere Abweichung(derDichte)bezeichnte;siehe[Str63a].
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explizit alsDistributionen23 aufgefaßt.Dieseslegt nunnahe,dasMOROZOVscheDiskrepanz-Prinzipent-
sprechendzumodifizieren,d.h.aufdenSchwarz-RaumRaumZ respektivedessenDistributionenraum24 Z\[ ,
die für unsereUntersuchungendie geeignetstensind,zu formulieren.Bevor wir diesesim nachfolgenden
Abschnitt8.2.3puristischdurchf̈uhrenwerden,wollen wir zuerstdasfolgende,für die Praxis

”
naheliegen-

dere“ oder
”
relavantere“ , betrachten.NebendenSkalarproduktenauf Z wollenwir konkretnochzus̈atzlich,

dawir explizit stochastischeFunktionenber̈ucksichtigenwerden,einestatistischeMittelung durchf̈uhren,
in anderenWortennebeneinenMaßauf Z][ nocheinstatistischesMaßeinführen.

Im Faltungsproblem(wir werdenunsnur aufdieseProblemebeschr̈anken)

k ^ f _ gT (8.31)

seienk, f undgT reellwertige Funktionen25, die nochdie folgendenEigenschaftenerfüllenmögen:
Esseienk ` L2, gT ` L2 und f ` L1 und f ` L2. Die fehlerbehafteteFunktiongε ` L2 seiwiederumdurch

gε _ gT a ν b (8.32)

wobeiν einestation̈arestochastischeFunktionsei26, darstellbarundesgelteebensowiederc
gT d gε c

L2 e ε f (8.33)

Im folgendemnehmenwir der Einfachheitwegennochan,daßν einenverschwindenenErwartungswert
besitze,esmögesomitkonkret

E gih ϕ b ν jlkN_ 0 m ϕ ` L2 (8.34)

gelten27, wobeiwir hier mit E gon k allgemeindie statistischeMittelung bezeichnenwollen.Weitersetzenwir
dieExistenzdeszweitenMomentsderstochastischenFunktion,gegebendurch28

E prqsh ϕ b ν jDq 2 t e 0 m ϕ ` L2 b (8.35)

unddessenStetigkeit in ϕ voraus.Dannist

E guh ϕ b ν jvh ν b ψ jlk e 0 m ϕ b ψ ` L2 (8.36)

einestetige,symmetrische,nichtnegativeBilinearformüberL2, esexistiertalsoeinstetiger, linearer, selbst-
adjungierter, nichtnegativerOperator29

Rνν : L2 w L2 (8.37)

mit h Rννϕ b ψ j�_ E gih ϕ b ν j<h ν b ψ jlkxf (8.38)

DerOperatorRwird Kovarianzoperator genannt.

Als Regularisierungsverfahrensei selbstversẗandlichwiederdasauf denstabilisierendenFunktionenba-
sierendeverwendet,ebensoseidie Lösungder Integralgleichung(8.31)wiederals (inverse)Integraltrans-
formationdartstellbar. Speziellsetzenwir nochvoraus,daßwir dieseFaltungsgleichungmit der Fourier-
Transformationlösenkönnen.Demzufolgewählenwir als GrundfunktionenraumdenSchwarz-RaumZ ,

23siehePostulat2 aufSeite99

24sieheAnhangB.2.2undB.3.2und[BB93, Wal94]

25Die ErgebnissediesesAbschnittsgeltensomit strenggenommennicht für dasurspr̈unglicheProblemder komplexen Integral-
gleichung,sondernjeweils für derenReal-undImagin̈arteil, alseigensẗandigeIntegralgleichungenbetrachtet.Die Bemerkungenam
AnfangdiesesKapitelsunddie Ergebnissedersp̈aterenKapitel, besondersdesKapitels10, zeigenjedoch,daßdiesesfür unserPro-
blemkeinerelevanteEinschr̈ankungseinwird.

26siehebeispielsweise[Str63a]

27Diesesstellt keineEinschr̈ankungdar, dennansonstenkönnenwir, wenndieseBedingungnicht erfüllt ist, die Zufallsvariable
respektive stochastischeFunktionν y{z ν | E } ν ~ betrachten.

28siehe[Lou89, Str63a]

29siehe[Lou89, Str63a, Wer95]
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die Fourier-Transformationist ein Automorphismus30 in � , esgeltealsoϕ ��� . Betrachtenwir dasSkalar-
produkt � g � ϕ � , welcheswir bekanntlichfolgendermaßenabscḧatzenkönnen31:� � g � ϕ � �����

g
�
L2
�
ϕ
�
L2 � (8.39)

Esgilt alsoeinerseits � � gT � gε � ϕ � ���$�
gT � gε ��� ϕ � � (8.40)

Andererseitsgilt, wennwir die Darstellung(8.32)und die ebendargelegtenEigenschaftender stochasti-
schenFunktionber̈ucksichtigen:

E � � � gT � gε � ϕ � � 2 �x� E � � � ν � ϕ � � 2 �� E �u� ϕ � ν �v� ν � ϕ �l�� � Rννϕ � ϕ � ; (8.41)

letzteresfolgt perdefinitionemdesKovarianzoperators(Gl. 8.38).

Mit denebenwiedergegebenenEigenschaftendesOperatorsR, erhaltenwir weiter:� � Rννϕ � ϕ � � � � Rννϕ � ϕ � (8.42)� �
Rννϕ

���
ϕ
�

(8.43)� �
Rνν

���
ϕ
� 2 � σ2 � ν � � ϕ � 2 � (8.44)

BeimÜbergangvonUngleichung(8.43)zurUngleichung(8.44)wurdedieDefinitionderNormeinesOpe-
rators32 ausgenutzt,in der letztenZeile (8.44)habenwir ber̈ucksichtigt,daßdie Norm desKovarianzpe-
ratorsgleichderVarianzdesstochastischenProzessesist33:

�
Rνν

� � σ2 � ν � . Zusammengefaßtscḧatzenwir
alsodenFehlerderDatenmodifiziertdurch

E � � � gT � gε � ϕ � � 2 � � σ2 � ν � � ϕ � 2 (8.45)

ab.

Wie schonSTRATONOVICH in seinemBuch [Str63a] daraufhingewiesenhat, könnenwir stochastische
FunktionenebensoalsDistributionenauffassen34. Da wir in dieserArbeit von Daten,die ausMessungen
oderSimulationengewonnenwerdenausgehen,könnenwir nochzus̈atzlichdieBeschr̈anktheitderFunkti-
onν, �

ν
���

Cν
�$�

gT

�
∞ � (8.46)

fordern,dennansonstenwärendieDatenoffensichtlichhoffnunglosverrauscht,undausdieserEigenschaft
folgt somitsofortν �\�\� . Die (mathematische)ExistensderbisherigenAusdr̈ucke ist alsogesichert.

DenAusdruckdesFehlersrespektivedessenAbscḧatzungderVorgegebenengε habenwir, umdasDiskrepanz-
Prinzip(8.11)zu modofizieren,nunübertragen,undführenwir die entsprechendeModifikation bez̈uglich
desMaßesanderlinkenSeitedurch,sokönnenwir (offensichtlich)dasfolgendeaussprechen:
Die ersteModifizierung desDiskrepanz-Prinzipsseikonkretdurch

E ����W� gε
γ � gε � ϕ �v�� 2 � � σ2 � ν � � ϕ � 2 (8.47)

gegeben,mit gε
γ � Af ε

γ .

30sieheSatzB.10im AnhangB.4.4

31siehe[BB93, Doe71, Wal94, Wer95];im folgendemwerdenwir denIndex L2 anderNorm fortlassen.

32siehez.B. [Wer95]

33siehe[Lou89, Str63a]; wir benutzenals Notation die in der Funktionalanalysis̈ubliche und schreibenfür die Varianzσ2 der
Stochastischenν anstattσ2

ν entsprechendσ2 � ν � .
34Diesesist zwingendnotwendig,wie STRATONOVICH deutlichtmacht,wennwir dasSpektrum,dasnichtsanderesalsdie Fou-

riertransformierteder stochastischenFunktion ist, einführen,da dieseim herk̈ommlichenSinneoffensichtlichi.A. nicht existieren
würde.
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Untersuchenwir noch etwas die linke Seitedesdurch (8.47) eingef̈uhrten(modifizierten)Diskrepanz-
Prinzips.Dazuber̈ucksichtigenwir dasim Abschnitt5.3.3bereitsabgeleiteteErgebnis,daßdie durchdie
Regularisiertewiedererzeugtemit derMollifier-FunktionalsFaltungdarstellbarist:

gε
γ � Fγ � gε � (8.48)

die linkeSeitedesDiskrepanz-PrinzipsalsojetztebensodurchE �r s¡ Fγ � gε ¢ gε � ϕ £�  2 ¤ gegebenist. Mit den
allgemeinenEigenschaftenderMollifier-FunktionFγ ausdemAbschnitt7.2respektive7.2.2,besondersden
EigenschaftenFγ ¥§¦ undFγ ¨ t © � Fγ ¨ ¢ t © , unddenDefinitionenderFaltungzweierGrundfunktionenund
einerDistribution mit einerGrundfunktion35, erhaltenwir folgendes:¡ gε

γ
� ϕ £ � ¡ Fγ � gε � ϕ £ � ¡ gε � Fγ � ϕ £ � ¡ gε � ϕγ £ � (8.49)

wobeiwir analogdieBezeichnungϕγ � Fγ � ϕ eingef̈uhrthaben.Für dasunsinteressierendeSkalarprodukt
folgt damit,wobeidieLinearitätdesSkalarproduktesªs« � « ¬ ber̈ucksichtigtwordenist36:¡ gε

γ
¢ gε � ϕ £ � ¡ Fγ � gε ¢ gε � ϕ £ (8.51)� ¡ gε � Fγ � ϕ ¢ ϕ £ � ¡ gε � ϕγ

¢ ϕ £ � (8.52)

womit wir wiederumfür deneigentlichuntersuchtenMittelwert erhalten:

E ­�®® ¡ gε
γ
¢ gε � ϕ £ ®® 2 ¯ � E ­�®® ¡ gε � ϕγ

¢ ϕ £ ®® 2 ¯ (8.53)� E �°¡ gT ± ν � ϕγ
¢ ϕ £²¡ ϕγ

¢ ϕ � gT ± ν £ ¤ (8.54)� E �   ¡ gT
� ϕγ

¢ ϕ £   2 ± ¡ ϕγ
¢ ϕ � ν £&¡ ν � ϕγ

¢ ϕ £ ¤ (8.55)�  l¡ gT
� ϕγ

¢ ϕ £²  2 ± ¡ Rνν ¨ ϕγ
¢ ϕ © � ¨ ϕγ

¢ ϕ ©{£ ³ (8.56)

In derAbleitungderGleichungen(8.53)bis (8.56)habenwir nochdie Linearität desMittelwertsE ´o« µ und
wiederumdie Definition desKovarianzperatorsausgenutzt.Den Term mit demKovarianzperatorin der
Gleichung(8.56)könnenwir jetzt,analogzuderAbscḧatzungdesDatenfehlers,Ungleichung(8.44),durch¡ Rνν ¨ ϕγ

¢ ϕ © � ¨ ϕγ
¢ ϕ © £�¶ σ2 ´ ν µ�· ϕγ

¢ ϕ · 2 (8.57)

abscḧatzen,undfür dasBetragsquadratdesSkalarproduktesin (8.56)gilt nundie zu (8.39)entsprechende
Abscḧatzung  s¡ gT

� ϕγ
¢ ϕ £&  2 ¶ · gT · 2 · ϕγ

¢ ϕ · 2 ³ (8.58)

Die Abscḧatzungen(8.57)und(8.58)zusammenbildenalsoeineAbscḧatzungder linkenSeitedesmodi-
fiziertenDiskrepanz-Prinzips(8.47),die gem̈aßdiesemPrinzipsebensoeineAbscḧatzungdessenrechten

35siehehier generellAnhangB.4 undebenso[BB93, Wal94]

36Wir wollen nochaufdasfolgendehinweisen:Auchwenngε einestation̈arestochastischeFunktionist, sostellt dieDifferenz

gε
γ ¸ gε (8.50)

selberim allgemeinenkeinestation̈arestochastischeFunktiondar, weil aufgrundderRegularisierunggε
γ keinestation̈areStochastische

mehrseinmuß.Betrachtenwir die Funktionengε undgε
γ alsDistributionenundsetzenwir die hier gegebeneGültigkeit derDarstel-

lungen(8.32)und (8.48)voraus,wobei ν einestation̈arestochastischeFunktionsei,so folgt ausderTheoriederDistributionender
obigeAusdruck(8.49) ¹

gε
γ º ϕ »½¼ ¹ gε º ϕγ »¿¾

Wir könnendiesesSkalarproduktnochin ¹
gε

γ º ϕ » ¼ ¹ gT º ϕγ ¸ ϕ »JÀ ¹ ν º ϕγ ¸ ϕ »
aufspalten,worausdessenStation̈arität deutlicherfolgt. Der (statistische)Mittelwert (8.53),

E ÁÃÂÂ ¹ gε
γ ¸ gε º ϕ »�ÂÂ 2 Ä ¼ E ÁrÂÂ ¹ gε º ϕγ ¸ ϕ »=ÂÂ 2 Ä º

ist hier somit ebenso,wie gewünscht,eine station̈are Größerespektive in diesemSinnekönnenwir gε
γ ebensoals eine station̈are

Stochastischebetrachten.
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Seite,σ2 Å ν ÆÈÇ ϕ Ç 2, ist. Zusammengefaßtbedeutetdieses:wird derRegularisierungsparameterüberdasvon
unsmodifizierteDiskrepanz-Prinzip(8.47)gewählt,sogilt:

σ2 Å ν Æ�Ç ϕ Ç 2 É Ç ϕγ Ê ϕ Ç 2 Ë Ç gT Ç 2 Ì σ2 Å ν ÆÎÍ (8.59)

bzw.
σ2 Å ν ÆÇ gT Ç 2 Ì σ2 Å ν Æ É Ç ϕγ Ê ϕ Ç 2Ç ϕ Ç 2 Ï (8.60)

In denobigenAbscḧatzungen(8.59)und (8.60) ist esunsgelungenAusdr̈ucke zu vermeiden,die Ablei-
tungenderGesuchtenf oderderVorgegebeneng enthalten.Wie wir bereitsauf Seite131bemerkthaben,
enthaltendie Untersuchungenzur Wahl desRegularisierungsparametersoftmalsderartigeTerme37. Es ist
jedochein andereFrage,ob die Norm Ç gT Ç überhauptbekannt,respektive zug̈anglich ist. Bez̈uglich der
experimentellenPraxiswird mandieseswohl verneinenmüssen,sodaßeinepraktischeAnwendungdieser
Ungleichungzur AbscḧatzungrespektiveWahl desParametersγ nichtunbedingtgegebenist.

Esist jedochmöglich38, dasBetragsquadratdesSkalarproduktesin (8.56)alternativ (gröber)durchÐsÑ
gT Ò ϕγ Ê ϕ Ó Ð 2 É sup

Ð
gT

Ð 2 Ç ϕγ Ê ϕ Ç 2L2 (8.61)

abzuscḧatzen,womit wir alsAlternativezuderUngleichung(8.60)jetzt entsprechenddieUngleichung

σ2 Å ν Æ
sup

Ð
gT

Ð
2 Ì σ2 Å ν Æ É Ç ϕγ Ê ϕ Ç 2Ç ϕ Ç 2 (8.62)

angebenkönnen.In diesemAudruck findenwir, jedenfalls prinzipiell, nur bekannteGrößen.Um dieses
tats̈achlichzu erkennen,vergleichenwir die linke SeitederUngleichung(8.62)mit dendurchdie statisti-
schenMaximumsnormdefinierten39 quadratischenrelativenFehler:

σ2
rel
Å ν ÆvÔ E Å sup

Ð
gε Ê gT

Ð 2 Æ
E Å sup

Ð
gε Ð 2 Æ Õ σ2 Å ν Æ

sup
Ð
gT

Ð
2 Ì σ2 Å ν Æ Ï (8.63)

Der letzteTermin (8.63)folgt (offensichtlich)unmittelbarausderLinearität desstatistischenMittels E ÅoÖ Æ
undausderDarstellung(8.32)derFunktiongε. Wählenwir alsodenParameterγ gem̈aßdesmodifizierten
Prinzips(8.47),so ist der maximalerelative quadratischestatistischeFehlerσ2

rel
Å ν Æ eineuntereSchranke

für denrelativenquadratischenFehlerderregularisiertenGrundfunktionϕγ - verglichenmit denOriginal-
funktion ϕ. Wir habensomiteineeinfacheBestimmungsgleichungfür eine

”
quasioptimale“ 40 Wahl γ × des

Regularisierungsparamters,wennwir in derUngleichung(8.62)dasGleichheitszeichenansetzen:

σ2
rel
Å ν Æ Õ Ç ϕγ Ø²Ê ϕ Ç 2Ç ϕ Ç 2 Ï (8.64)

Esist unsalsodurchdieInterpretationderFunktionenf undg alsDistributionenundderdamitverbundene
AusweitungderUntersuchungenaufdenSchwarz-RaumÙ , unddurchdiezus̈atzlicheexplizite Berücksich-
tigungdesDatenfehlersdurchstochastischeFunktionenunddie damitverbundenezus̈atzlichestatistische
Mittelung,gelungeneinevonihrerStrukturhereinfachBestimmungsgleichungzur

”
quasioptimalen“ Wahl

γ × desRegularisierungsparameters,zumindestfür dessenStartwertbeiseinerWahlgem̈aßdesmodifizierten
Diskrepanz-Prinzips(8.47),abzuleiten,derenGrößenauchin derexperimentellenPraxisalsvorabbekannt
vorausgesetztwerdenkönnen.Unter demLichte desvon ARSENIN und TIKHONOV aufgestelltenSatzes
8.1 und dessenKonsequenz41, könnenwir ebensovorschlagen, die Gleichung(8.64) als direkteBestim-
mungsgleichungdesRegularisierungsparametersaufzufassen.

37Esseiwiederumauf dasBeispielderDifferentiationin Kapitel 4.2.4(Gl. (4.58)und(4.59))undauf die Literatur, wie beispiels-
weise[AT77, Lou89, Gro84, Mor84], verwiesen

38siehe[Doe71, Wal94,Wer95]

39Zur DefinitionunddenEigenschaftenderstatistischenMaximumsnormsiehe[AT77,Str63a].

40Inwiefern dieseWahl desRegularisierungsparameters mit einerquasioptimalenWahl tats̈achlich zusammenḧangt,werdenwir
im nachfolgendenAbschnitt 8.2.5 kurz untersuchen.Wir wollen jedochbereitsjetzt daraufhinweisen,daßjenseitsdieserArbeit
diesbez̈uglich nochweiterestrengemathematischeUntersuchungennotwendigsind.

41siehedie BemerkungenamAnfangdiesesKapitelsauf Seite128
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Die prinzipielle EignungdesDiskrepanz-Prinzips(8.47) respektive der Gleichung(8.64)zur Wahl von γ
wollenwir jetztkurzskizzieren.Erinnernwir unswiederumandieallgemeinenEigenschaftenderFunktion
Fγ, diewir im Abschnitt7.2dargelegt haben,insbesondereanderenEigenschaften,eineGrundfunktionund
eineApproximationderδ-Distributionzusein,d.h.esgilt

lim
γ Ú 0 Û Fγ Ü ϕ ÝßÞáà δ Ü ϕ âäã ϕ å�æ Ü (8.65)

worausseinerseitsunmittelbar42

lim
γ Ú 0 Û Fγ ç ϕ è ϕ Ü ψ Ý Þéà δ ç ϕ è ϕ Ü ψ â²Þ 0 ã ϕ Ü ψ å�æ Ü (8.66)

folgt, sosehenwir sofort,daßderlaut Definition4.5derRegularisierungunddesParametersγ geforderten
Limes(8.3),

lim
ε ê 0

gε ê gT

γ ë ε Ü gε ì Þ 0

gültig ist. Weiterist, dasowohl Fγ å]æíã γ åïî2ð undϕ å]æ geltensoll, gewährleistet,daßΩ ë γ ì Þéñ ϕγ è ϕ ñ 2
einestetigeFunktionin γ ist.

8.2.3 Zweite Modifikation desDiskrepanz-Prinzips:DasDiskrepanzprinzip auf ò
In diesemAbschnitt wollen wir dasMOROZOVscheDiskrepanz-Prinzip(8.11) quasipuristischauf den
Schwarz-Raumæ übertragen.Wir werdenhiergenerellsowohl aufdieDefinitionenundErgebnissedesAn-
hangsB, wobei wir entsprechendauf die Literatur überDistributionenwie beispielsweise[BB93, Bre65,
Lig66, Wal94] verweisenwollen, als auchauf die von uns im Kapitel 7 abgeleitetenEigenschaftender
stabilisierendenFunktionenund derenMollifier-Funktionenzurückgreifen- an denentsprechendenStel-
len werdenwir deswegenauf genaueQuerverweise,sodiesenicht zwingendnotwendigzu seinscheinen,
verzichten43.

Wir betrachtenalsowiederdieOperatorgleichungersterArt,

Af Þ g Ü
in derderOperatorA alsexaktbekanntvorausgesetztsei(h Þ 0 im Diskrepanz-Funktional(8.6)).Weitersei
g einereguläretemperierteDistribution44, alsog å�æ\ó undg å L1

LOC. In unseremFall könnenwir g zus̈atzlich
alseinestetigeund(sogar)analytischeFunktionvoraussetzen45.

Es sei gε die fehlerbehafteterespektive nur approximativ bekannteFunktionund ebenfalls einereguläre
temperierteDistribution: gε å�æ]ó undgε å L1

LOC.

Beschr̈ankenwir uns- jedenfall vorerst- nunin demnachfolgendenaufdie Norm46:

pmô l õ ϕ ö÷Þ supø�ù 1 ú x2 û m
2 üDαϕ üßýý x åþî N Ü üα ü�ÿ l � � (8.67)

Betrachtenwir nundieAbweichungderFunktiongε vonderFunktiong, gemessenauf æ respektive æ ó , um
diefür dieModifikationnotwendigeAbscḧatzungdesDatenfehlerszuerhalten.Dasowohl gε å]æ]ó alsauch
g å§æ\ó geltensoll, gilt offensichtlichauchgε è g å§æ\ó , undwir wissenausderTheoriederDistributionen
vonderExistenseinerAbscḧatzungder(allgemeinen)Formü à gε è g Ü ϕ â ü�ÿ εmô l pmô l õ ϕ ö Ü ϕ å æ Ü gε Ü g å�æ ó � (8.68)

42sieheallgemeinAnhangB unddie schonöfterserwähntenBücher[BB93, Wal94, Lig66]

43Entsprechendwerdenwir in dennachfolgendenAbschnittendiesesKapitelsverfahren.

44Soeszu keinenMißversẗandnissenführt,werdenwir denIndex
”
T“ andertheoretischen,exaktenFunktionin diesemAbschnitt

fortlassen,wie hierbereitsgeschehen.

45sieheAbschnitt2.1

46Ebenfalls werdenwir unsimplizit auf N � 1 beschr̈anken.Die nachfolgendenErgebnissesindjedochebensoim � N gültig.
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OhneEinscḧankungdeshierNotwendigen,könnenwir in (8.68)l � 0,alsoα � 0 in derNorm(8.67),setzen
- dasNachfolgendewird diesesnoch besẗatigen.Sehenwir uns jetzt die AbscḧatzungdesDatenfehlers
detailierteran: ���

gε � g 	 ϕ 
 � �� ������
∞�
 ∞ � gε � x� � g � x��� ϕ � x� dx ������ (8.69)

� ������
∞�
 ∞ � gε � x� � g � x��� � 1 � x2 � 
 m

2 � 1 � x2 � m
2 ϕ � x� dx ������ (8.70)� �

gε � g
�

∞ pm� 0 � ϕ � ∞�
 ∞

1� 1 � x2 � m
2

dx � ∞ für m � 1 	 (8.71)

wobeiwir in derAbscḧatzung(8.71)dieHÖLDERscheUngleichung47 angewandtunddanachdieDefinition
(8.67)derNorm pm� l ausgenutzthaben.Esseiwieder

�
gε � g

�
∞
� ε∞. DerVergleichderAbscḧatzung(8.71)

mit derallgemeingültigen(8.68)ergibt dannfür dieGrößeεm � εm� 0:

εm � ε∞

∞�
 ∞

1� 1 � x2 � m
2

dx für m � 1 � (8.72)

Wendenwir unsnundemIntegral in (8.72)zu: Esist offensichtlich

∞�
 ∞

dx� 1 � x2 � m
2
� 2

∞�
0

dx� 1 � x2 � m
2

� (8.73)

Die MellintransformiertedesIntegrandenin (8.73)ist wohlbekannt48:

∞�
0

xs
 1� 1 � x2 � m
2

dx � 1
2

B � 1
2
	 1
2 � m � s��� mit 0 ���! s � m 	 (8.74)

wobeiB � x 	 y� wiederdieBeta-Funktion49 ist. Für dieStelles � 1 erhaltenwir einmal,direktausdenEigen-
schaftenrespektivederDefinitionderBeta-Funktion,(nochmals)dieBedingungm � 1 undfür dasIntegral
(8.73)denAusdruck

2

∞�
0

dx� 1 � x2 � m
2
� Γ " 12 # Γ " 1

2 � m � 1� #
Γ " m2 # �%$ π

Γ " 12 � m � 1� #
Γ " m2 # 	 (8.75)

wobeiwir dieDarstellung50 derBeta-durchdieGamma-FunktionundΓ � 1 & 2�'� $ π ausgenutzthaben.So
erhaltenwir beispielsweisefür m � 2, wennwir nochdie bekannteEigenschaftΓ � n � 1�(� n! ber̈ucksich-
tigen,konkret:

2

∞�
0

dx� 1 � x2 � m
2
� $ π

Γ " 12 #
Γ � 1� � π 	 (8.76)

47Konkretwurdedie allgemeineVersionder HÖLDERschenUngleichungnach[Wer95]benutzt;sieheauchGl. (7.26)und (7.27)
aufSeite103.

48siehe[Tit67, EMOT54]

49siehe[AS68, EMOT53,JEL66] undhier auchAbschnitt3.3f

50sieheGleichung(3.25)aufSeite34und[AS68,EMOT53,WW69]
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also
ε2 ) π ε∞ * (8.77)

Zusammengefaßt erhaltenwir somit für die AbscḧatzungdesDatenfehlers,also der rechtenSeite des
Diskrepanz-Prinzips: +-,

gε . g / ϕ 0 +21
εm pm3 0 4 ϕ 5 (8.78)

mit εm ) ε∞ 6 π
Γ 7 12 8 m . 19�:

Γ 7 m2 : / (8.79)

undkonkretfür m ) 2 erhaltenwir: +-,
gε . g / ϕ 0 +;1 π ε∞ p2 3 0 4 ϕ 5 * (8.80)

Entsprechendzur Abweichung(8.69) transformiertsich jetzt die Diskrepanzvon gε
γ, die durchdie Regu-

larisiertegewonnene,zu gε. Daszweite modifizierteDiskrepanz-Prinzip, die puristischeÜbertragungauf
denRaum< respektiveauf derenDualraum<>= , lautetalsogenerell:??A@ gε

γ
. gε / ϕ B ?? ) εm pm3 0 4 ϕ 5C/ (8.81)

mit demdurch(8.79)gegebenenAusdruckfür εm, undfür m ) 2 erhaltenwir nochkonkret:??D@ gε
γ
. gε / ϕ B ?? ) π ε∞ p2 3 0 4 ϕ 5 * (8.82)

Die wiederdurchdieRegularisierteerzeugteFunktiongε
γ sei,wie schonin denvorangegangenenAbschnitt

8.2.2,vermögederMollifier-FunktionFγ durch

gε
γ E Af ε

γ ) Fγ F gε (8.83)

gegeben,worausmit Fγ G <IH γ GKJML undgε G < = unmittelbargε
γ G < = H γ GNJML folgt. Zus̈atzlichfolgt aus

denEigenschaftendesFaltungsprodukts51, dagε einereguläretemperierteDistribution seinsoll, daßdann
diedurch(8.83)gegebenegε

γ ebensoeinereguläretemperierteDistribution ist.

EntsprechendeszumSkalarprodukt(8.51)im vorangegangenenAbschnittgilt für dielinkeSeitedesDiskrepanz-
Prinzips(8.81),und gehenwir ebensowie ebenbei der AbscḧatzungdesDatenfehlersvor (Gleichungen
(8.69)bis (8.71)),dannerhaltenwir:+ @ gε

γ
. gε / ϕ B + ) + @ gε / ϕγ

. ϕ B + (8.84)) ?????? ∞OP ∞

gε 8 x9 8 1 Q x2 9 P m
2 8 1 Q x2 9 m

2 7 ϕγ 8 x9 . ϕ 8 x9 : dx

?????? (8.85)1 R
gε

R
∞ pm3 0 S ϕγ

. ϕ T ∞OP ∞

18 1 Q x2 9 m
2

dx U ∞ für m V 1 * (8.86)

Berücksichtigenwir jetzt,daßdie Integralein (8.71)bzw. (8.78)undin derobigenAbscḧatzung(8.86)die
gleichensindundbenutzendenAusdruck(8.72)für εm, soerhaltenwir alsAbscḧatzungdesDiskrepanz-
Prinzips(8.81)sofort:

ε∞ pm3 0 4 ϕ 5 1 R
gε

R
∞ pm3 0 S ϕγ

. ϕ T (8.87)

respektive

R
gε . g

R
∞

R
gε

R
∞

1
pm3 0 S ϕγ

. ϕ T
pm3 0 4 ϕ 5 / (8.88)

51siehehier AnhangB.4.1
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jeweils mit m W 1, wobeiwir in (8.88) X gε Y g X ∞ Z ε∞ angewandthaben- wasaberletztendlichnur eine
Geschmacksfrageist, um die letzteZeile in einemathematisch

”
eleganteren“ Form zu bringen.Bei einem

entsprechendenVorgehenerhaltenwir übrigens(ebensonicht überaschend)X gε Y g X ∞X gε X ∞ Z X ϕγ
Y ϕ X�[mX ϕ X [m mit m W 1 \ (8.89)

In Wortenbedeutendie Abscḧatzungen(8.88) respektive (8.89): wird der Parameterγ gem̈aßdesmodi-
fiziertenDiskrepanz-Prinzips(8.81) gewählt, so ist der relative Fehlerder regularisiertenGrundfunktion
größerodergleichdemrelativenDatenfehler.

Erinnernwir unsjetzt wiederan die Konsequenz52 desSatzes8.1, so könnenwir, entsprechendzur Vor-
gehensweiseim vorangegangenenAbschnitt,alternativ zur Wahl desParametersγ überdasDiskrepanz-
Prinzip (8.81)als Kriterium die obigenAbscḧatzungen(8.88) respektive (8.89)benutzen,indemwie die
GleichheitderbeidenSeitenansetzen.Wir postulierenalsoalsAlternativeunddirektesKriterium zurWahl
desParameters γ: X gε Y g X ∞X gε X ∞ ] pm̂ 0 _ ϕγ

Y ϕ `
pm̂ 0 a ϕ b (8.90)

bzw.
X gε Y g X ∞X gε X ∞ ] X ϕγ

Y ϕ X [mX ϕ X [m c (8.91)

jeweilsmit m W 1.

Bez̈uglichderprinzipiellenAnwendbarkeitdesDiskrepanz-Prinzips(8.81)unddesKriteriums(8.90)repek-
tive (8.91)gilt zu dendiesb̈uglichenBemerkungenauf Seite136im vorangegangenenAbschnittEntspre-
chendesundsoll deswegennicht nocheinmalexplizit wiederholtwerden.

Am EndediesesAbschnitteswollen wir nochauf den(Ordnungs-)ZusammenhangzwischenderNorm aufd
und der L1-Norm hinweisen.Betrachtenwir dazuwiederfolgendes:Es sei ϕ e d und g e d>f , wobei g

sogareinereguläretemperierteDistributionsei.Für denBetragdesSkalarproduktesgilt, nebendenobigen
Abscḧatzungen,offensichtlich53 ebenso:g�h

g c ϕ i
g
] jjjjjj

∞kl ∞

g m xn ϕ m xn dx jjjjjjZ X g X ∞ X ϕ X L1 \ (8.92)

Für jedesϕ e d gilt jetzt,dirketausderDefinitiondesRaumes
d

folgend54:g
ϕ m xn g Z sup

x oqp 1 r x2 s m
2

g
ϕ m xn gAtm 1 r x2 n m

2
\ (8.93)

SomitläßtsichdieNorm X ϕ X L1 durchdie Norm pm̂ l a ϕ b (Gl. (8.67))folgendermaßenabscḧatzen:X ϕ X L1 Z pm̂ 0 a ϕ b ∞kl ∞

dxm 1 r x2 n m
2

\ (8.94)

DasSkalarparodukt(8.92)läßtsichhierarchischalsoabscḧatzenzu:g�h
g c ϕ i

g Z X g X ∞ X ϕ X L1 Z X g X ∞ pm̂ 0 a ϕ b ∞kl ∞

dxm 1 r x2 n m
2

; (8.95)

52siehedie BemerkungenamAnfangdiesesKapitelsauf Seite128

53Diesesfolgt sofortausderHÖLDERschenUngleichung.

54Man erinneresichauchandieNorm pmu l (Gl. (8.67)).
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entsprechendesgilt für die Norm v ϕ vxwm. Die AbscḧatzungdesSkalarproduktes(8.92) in der L1-Norm ist
somit,bez̈uglich der Ordnungsrelationender Normen,einescḧarfereals die in der y -Norm. Wir können
jetzt die Norm auf y entsprechendder Relation(8.94) ersetzen,und so (beispielsweise)dasalternative
Kriterium (8.90)respektive(8.91)dementsprechendalsv gε z g v ∞v gε v ∞ { v ϕγ

z ϕ v L1v ϕ v L1
(8.96)

formulieren;dieseshättedie eventuellleichtereZugänglichkeit derL1-Norm gegen̈uberder y z Norm zum
(praktischen)Vorteil. Im folgendemwerdenwir unsweiterhaupts̈achlich(8.90)respektive (8.91)zuwen-
den.Die ErgebnisseundAussagengeltendannoffensichtlich,aufgrundderOrdnungsrelation(8.94),ent-
sprechendfür dasKriterium (8.96).

8.2.4 Kritik an denmodifizierten Diskrepanz-Prinzipien

AnknüpfendandenvorangegangenenAbschnitt,zuerstdiepostivenKritikpunkte55:
Wie wir bereitsbeidererstenModifikation desDiskrepanz-Prinzips8.2.2auf Seite136bemerkthaben,ist
einVorteil,wennwir dieFunktionenalsDistributionenauffassenunddannkonsequenterweisedieBetrach-
tungenaufeinemGrundfunktionen-unddessenDistributionenraum(Dualraum)ausweiten,dieVermeidung
von AbleitungenbeliebigerOrdnungder gesuchtenFunktion f oder der Dateng und derenNormen56.
Und wie aufgrundder Gemeinsamkeiten der Ansätzebei den Modifikationennicht anderszu erwarten
war, besitztdie obige Abscḧatzung(8.87) respektive (8.88) die gleicheStruktur wie die entsprechende
Abscḧatzungfür daserstemodifiziertePrinzip,Gleichung(8.59)respektive (8.60)oderGleichung(8.62):
derrelativeDatenfehler, in einemMaßgemessen,wird mit demrelativenFehlerderregularisiertenGrund-
funktion gegen̈uberderenUrspr̈unglichen,in einementsprechendenMaß gemessen,verglichen,d.h. wir
habenesnurmit alsgrunds̈atzlichbekanntvoraussetzbarenGrößenzutun.AusdiesenbeidenPunktenfolgt
weiterhin,wennwir anstelledermodifiziertenKriterien(8.47)und(8.81)dieausdiesengeborenenalterna-
tivenKriterien(8.64)und(8.90)respektive(8.91)anwenden,daßwir zurBestimmungdesParametersγ auf
mathematisch

”
einfache“ Gleichungenzurückgreifen,die esunssogarerlauben,nochvor dereigentlichen

Durchführungder Regularisierung,bei alleinigerKenntnisder Datenund derenrelativen (quadratischen)
Fehlers,γ zu bestimmen.Der numerischeAufwandwird selbstbei diesenbez̈uglich γ als nicht-linearzu
erwartendenGleichungen,im Vergleichzu derdirektenAnwendungeinesDiskrepanz-Prinzips,erheblich
niedrigersein.

Der wesentlichenegative Kritikpunkt an denmodifiziertenDiskrepanz-Prinzipien(8.47) und (8.81),der
ebensobeidenalternativenKriterien(8.64)und(8.90)respektive(8.91)greift, ist abergeradederenErwei-
terungauf einemGrundfunktionenraum, wodurchderParameterγ nicht mehrnur eineFunktionderDaten
und derenFehlerist, sondernzus̈atzlich nocheineFunktion,genauerein Funktional,der Grundfunktion
wird:

γ { γ | ε } gε; ϕ ~�� (8.97)

AusderGültigkeit von

lim
γ � 0 � Fγ � ϕ z ϕ } ψ � {�� δ � ϕ z ϕ } ψ � { 0 } Fγ � y�� γ �K�M� }�� ϕ } ψ � y } (8.98)

woraussich,wie implizit des̈ofterenbereitserwähnt,(unmittelbar)derLimes

lim
γ � 0 � Fγ � ϕ z ϕ � { 0 } Fγ � y�� γ �K� � }�� ϕ } ψ � y (8.99)

55Der Begriff Kritik wird von uns in seinerallgemeinenBedeutungverwendet.So bedeutetKritik u.a. die Hervorhebung und
Untersuchungsowohl derpositivenalsauchdernegativenEigenschaften.

56Überhauptermöglicht, wie schondie AusführungendesnachfolgendenAbschnitts8.2.5unddie desKapitels9 zeigenwerden,
die VerwendungderTheoriederDistributionen,eleganteAusdr̈ucke respektive Abscḧatzungen̈uberdie DifferenzzweieralsDistri-
butionenbetrachteterFunktionenabzuleiten.
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ergibt, folgt, daßder der laut Definition 4.5 der RegularisierungunddesParametersγ gefordertenLimes
(8.3),jetzt in seinerabgewandeltenForm,beiderAnwendungdermodifiziertenDiskrepanz-Prinzipienund
deralternativenKriteriengültig ist:

lim
ε � 0

gε � gT

γ � ε � gε; ϕ ��� 0 � ϕ ��� � (8.100)

DerLimes(8.100)gilt, wie wir deutlichdaraufhinweisenwollen,für jedesϕ �>� undim SinnederTheorie
derDistributionenauchunabḧangigvon derGrundfunktionϕ. Wir wollen auchdaraufhinweisen,daßaus
denEigenschaftenderFunktionenin � undderNormenpm� l � ϕ � bzw. � ϕ �x�m auf � die Stetigkeit bez̈uglich
γ der rechtenSeitederKriterien (8.64)und(8.90)respektive (8.91)folgt, esdurchdie neueAbhängigkeit
vonϕ ��� bei derWahl von γ somitzukeinenweiterenneuenSchwierigkeitenkommt.

Es stellt sich jetzt die Fragenachder weiterenNatur der Abhängigkeit desParametersγ von ϕ. Bei der
direktenAnwendungderModifizierten(8.47)und(8.81)ist eineschwerpunktm̈aßigexplizite Abhängigkeit
zu erwarten,wohingegenbeiderAnwendungderalternativenKriterien (8.64)und(8.90)respektive(8.91)
wir, weil dort relativeFehlerverglichenwerden,eineschwerpunktm̈aßigimplizite Abhängigkeit vermuten
- und erhoffen. Wir wollen an dieserStelle aucheingestehen,daßes uns bishernicht gelungenist, die
Abhängigkeitenvon derGrundfunktiondurcheine(geeignete)Mittelung überdenGrundfunktionenraum
zubeseitigen.DasgrößteProblemist,wiemanbereitserahnt,diekonkreteDurchführbarkeit57einersolchen
Mittelung.

Wir wollen im Hinblick dieserAbhängigkeit nochauf dasfolgendehinweisen: Daseinfachsteundwich-
tigsteBeispieleinerGrundfunktionϕ �q� ist die GaußartigeFunktion58

ϕ � x (� P � x  G � x (� P � x  e¡ αx2 �¢� (8.101)

wobeiP � x  einPolynomundα £ 0 sei.Darausfolgt, wenneineFunktionh polynomialabscḧatzbarist und
h � L1 gilt, daßfür dasProdukt

ϕ � x ¤� h � x  G � x (� h � x  e¡ αx2 ��� (8.102)

gilt. In diesemSinnekannmandie GaußartigenFunktionenals
”
Erzeugende“ von Grundfunktionen59 in �

betrachten,zumindestaberalseinen
”
typischenVertreter“ derFunktionenin � . In diesemSinne- undnurin

diesemSinne- könnenwir
”
typische“ Ergebnissebei demAnsetzenGaußartigerGrundfunktionenin dem

modifiziertenbzw. alternativenKriterien erhalten.Wir wollen derEhrlichkeit wegenerwähnen,daßneben
den in dieserArbeit insgesamtvorgestelltenUntersuchungennoch weiterebez̈uglich desEinflussesder
Grundfunktionbei der Wahl desRegularisierungsparametersgem̈aßder ebenvorgestelltenmodifizierten
und alternativenKriterien notwendigsind.Da, wie am AnfangdiesesKapitelsauf Seite127 bereitshin-
gewiesenwordenist, die Wahl desRegularisierungsparametersin unseremexponentiellschlechtgestellten
Fall nicht wirklich ein grundlegendesProblemist, habenwir auf weitereUntersuchungen,außerdenhier
insgesamtvorgestelltenunderwähnten,verzichtet.

8.2.5 Der Zusammenhangzwischenden modifizierten Diskrepanz-Prinzipienund
denRegularisierungsfehler

Bereitsauf Seite125 im Abschnitt7.3 habenwir daraufhingewiesen,daßdie Ausweitungder Untersu-
chungen,durchdie InterpretationderFunktionenalsDistributionen,auf einemdemProblemangemesse-
nenGrundfunktionen-unddessenDistributionenraum̈aquivalentmit derStabilisierungdesProblemsdurch

57Die MittelungenüberdenRaum ¥ beinhaltendentheoretischeAusdr̈ucke sind bisherfür einekonkretpraktischeAnwendung
leidernichtgeeignet.

58sieheAnhangB.2.2und[BB93, Wal94]

59Esist bishernicht bewiesenworden,daßdurchGaußfunktionentats̈achlichalle Funktionenϕ ¦¤¥ erzeugtrespektive dargestellt
werdenkönnen.
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ÄnderungderTopologie60 ist. Diesesber̈ucksichtigend,betrachtenwir die Diskrepanzder, auf der fehler-
behaftetenFunktiongε §q¨>© basierenden,regularisiertenf ε

γ
§>¨q© vonderexaktenLösungfT

§>¨q© - im Sinne
derDistributionentheorie:ª

fT « f ε
γ ¬ ϕ ­¯®±° fT « f ε ¬ ϕ ²�³ ª f ε « f ε

γ ¬ ϕ ­ ¬ ϕ §¢¨ ´ (8.103)

Hierbeiist f ε §q¨q© diemit gε gewonnene(formale)
”
Lösung“ , die,entsprechenddesAusdrucks(7.184)auf

Seite124respektivederTheoriederDistributionen,durch° f ε ¬ ϕ ²¤® ª Aµ 1gε ¬ ϕ ­¶® ª gε ¬¸· Aµ 1 ¹»º ϕ ­ (8.104)

definiertrespektive gegebenist61; ein entsprechenderAusdruckgilt offensichtlich62 für fT . Bei analogem
Vorgehenerhaltenwir für dasSkalarproduktderRegularisiertenmit einerGrundfunktion,wobeiwir mit Tγ
wiederdenRegularisierungs-Operatorbezeichnenwollen:ª

f ε
γ ¬ ϕ ­ ® ª Tγg

ε ¬ ϕ ­ ® ª gε ¬ T ºγ ϕ ­ ´ (8.105)

Mit denAusdr̈ucken (8.104)und (8.105)könnenwir daszu untersuchendeSkalarprodukt(8.103),unter
BerücksichtigungdessenLinearität, folgendermaßenumschreiben:ª

fT « f ε
γ ¬ ϕ ­ ® ª gT « gε ¬¸· Aµ 1 ¹»º ϕ ­ ³ ª gε ¬½¼¾· Aµ 1 ¹�º « T ºγ ¿ ϕ ­ ´ (8.106)

Führenwir jetzt noch,analogzur Gleichung(7.185)auf Seite124,dieGrößenΛ undΛγ durch

Λ ® À Aµ 1 Á º ϕ (8.107)

und Λγ ® T ºγ ϕ (8.108)

ein,soerhaltenwir letztendlichdas
”
elegantere“ Ergebnis:ª

fT « f ε
γ ¬ ϕ ­ ®�° gT « gε ¬ Λ ²�³ ª gε ¬ Λ « Λγ ­ ´ (8.109)

Wie wir bereitsan demAusdruck(8.103)hättenablesenkönnen,beschreibt,von seinemWesenher, der
ersteTerm der rechtenSeitevon (8.109)wiederdenEinfluß desDatenfehlersund der zweiteTerm den
reinenEinflußderRegularisierungTγ aufdemGesamtfehler, derlinkenSeitedesobigenAusdrucks.Ausder
Definition 4.5desRegularisierungs-OperatorsTγ undderStetigkeit desSkalarproduktsin ¨ folgt übrigens
unmittelbarderLimes63

lim
γ Â 0

ª
g ¬ Λ « Λγ ­¶® 0 ¬�Ã g §¢¨ © ´ (8.110)

BeimverschwindendemDatenfehler, alsogε Ä gT , unddendadurchimpliziertenLimesγ Ä 0, folgt somit
dasVerschwindenderrechtenSeitedesAusdrucks64 (8.109):

lim
ε Å 0

gε Å gT

ª
fT « f ε

γ ¬ ϕ ­ ® lim
ε Å 0

gε Å gT

À�° gT « gε ¬ Λ ²Æ³ ª gε ¬ Λ « Λγ ­ Á ® 0 ´ (8.111)

AusderHÖLDERschenUngleichung65 ergebensichnundirekt für dieTermederrechtenSeitevon (8.109)
diebeidenAbscḧatzungen ° gT « gε ¬ Λ ²ÈÇ É gT « gε É Lp É Λ É Lq (8.112)ª

gε ¬ Λ « Λγ ­ Ç É gε É Lp É Λ « Λγ É Lq ¬ (8.113)

60sieheAbschnitt4.2.5und[Lou89]

61Mit OÊ seihier wiederdasAdjungiertedesOperatorsO bezeichnet.

62sieheauchdie AusführungenaufSeite125im Abschnitt7.3

63Genauergilt, nachDefinition 4.5, limγ Å 0 Tγg Ë A†g, wobei A† die verallgemeinerteInversesei (siehegenerellKapitel 4). Wir
könnenhier jedochentwedergenerellden inversenOperatordurch dasentsprechendeverallgemeinerteInverseersetzen- und in
diesemSinnebeidekurz(undleichtfertig)alssynonym betrachten- oderber̈ucksichtigen,daßbeiEntfaltungsproblemen,wie wir hier
im Abschnitt5.3.1gezeigthaben,die beidenOperatorenidentischsind.

64DiesenLimeshättenwir selbstversẗandlichebensodirektaus(8.103)ableitenkönnen.

65siehe[Wer95, Doe71]
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mit 1 Ì p Ì ∞ Í 1
p Î 1

q Ï 1 undderKonvention 1
∞ Ï 0, wobeiwir naẗurlich nochgT Í gε Ð Lq undΛ Í Λγ

Ð
Lp voraussetzenmüssen.Aus der erstenAbscḧatzung,Gleichung(8.112), folgt übrigensdie Stetigkeit
desinversenOperatorsAÑ 1 bez̈uglich der schẅacherenTopologie66 in Ò , und mit der (vorausgesetzten)
Linearität und Stetigkeit desOperatorsTγ und ϕ Ð Ò folgt insgesamtdie Stetigkeit derSkalarproduktein
(8.103)und(8.109).

Die ersteAbscḧatzung(8.112)ist als eine(modifizierte)AbscḧatzungdesFehlersder Funktiongε inter-
pretierbar. Entsprechendzu der Vorgehensweisein denvorangegangenenAbschnitten8.2.2f,könnenwir
wiederumein (modifiziertes)Diskrepanz-PrinzipdurchÓ�Ô

gε Í Λ Õ Λγ Ö Ó ÏØ× gT Õ gε × Lp × Λ × Lq (8.114)

vormulieren,und ebensoentsprechendzu der vorangegangenenVorgehensweise,erhaltenwir für dieses
Diskrepanz-PrinzipdieAbscḧatzungderForm× gT Õ gε × Lp× gε × Lp

Ì × Λ Õ Λγ × Lq× Λ × Lq
; (8.115)

derrelative Datenfehlerist wiedereineuntereSchranke desrelativen,auf die FunktionΛ bezogenen,(ge-
samten)Regularisierunsgsfehlers.

Wir habenauf Seite131 nun die quasioptimaleWahl desRegularisierungsparameterseingef̈uhrt, indem
wir letztendlichdieGleichheitdesEinflussesderbeidenFehlerquellenin (8.109)geforderthaben,alsoÙ

gT Õ gε Í Λ Ú Ï Ô gε Í Λ Õ Λγ Ö Û (8.116)

Übertragenwir dieseVorderungdirektaufdieAbscḧatzungen(8.112)und(8.113),soführtunsdasaufeine
direkteBestimmungsgleichungdesParametersγ, mit derunsjetzt bereitsgel̈aufigenStruktur:× gT Õ gε × Lp× gε × Lp Ï × Λ Õ Λγ × Lq× Λ × Lq

Û (8.117)

Wir sehen,daßwir durch die Ausweitungder Untersuchungenauf den Raum Ò respektive ÒqÜ , die die
AnwendungderTheoriederDistributionenzur Konsequenzhat,einenZusammenhangzwischendenmo-
difiziertenDiskrepanz-Prinzipien(8.47)und (8.81)einerseitsund der Diskrepanzvon der regularisierten
f ε
γ zur exaktenLösung fT (Gl. (8.103))andererseitsin einerdirektenArt undWeiseableitenkonnten,ge-

nauereinenZusammenhangzwischendenbetreffendenAbscḧatzungender relativen Fehler:die Struktur
dieserAbscḧatzungen,die Gleichungen(8.59) respektive (8.60)oderGleichung(8.62) für daserstemo-
difizierte, und die Gleichungen(8.87) respektive (8.88) für daszweite modifizierteDiskrepanz-Prinzip,
ist mit der Strukturder Abscḧatzung(8.115)des- letztendlichausder Abweichung(8.103)geborenen-
Diskrepanz-Prinzips(8.114)identisch.Der relative Datenfehlerist hier jeweils eineuntereSchranke des
modifiziertenrelativen Regularisierungsfehlers.Offensichtlichkönnenwir sogardie gleichenNormenin
diesenAbscḧatzungenvoraussetzen,beispielsweisep Ï ∞ undq Ï 1. Wir habensoeinezus̈atzlicheMoti-
vationfür die modifiziertenDiskrepanz-Prinzipien.

Von größererBedeutungist die, durchdie ErgebnissediesesAbschnittsgewonnene,zus̈atzlicheMotivati-
on jedochfür die zu denDiskrepanz-Prinzipienalternativ postuliertendirektenKriterien (8.64)und(8.90)
respektive (8.91),in denenderParameterγ durchdie GleichsetzungdesmodifiziertenrelativenRegulari-
sierungsfehlersmit demrelativenDatenfehlerbestimmtwird, unddie dieselbeStruktur67 wie dasebenso
ausderdirektenAbweichung(8.103)geboreneKriterium (8.117)aufweist.Bei derBestimmungvonγ über
dieKriterien(8.64)und(8.90)respektive(8.91)könnenwir erhoffen,daßdersogewonneneWert für γ von
der (numerisch)gleichenGrößenordnungwie der durch(8.117)gegebene

”
quasioptimale“ Wert ist. Die

GleichheitderStrukturdieserKriterien ist, andersausgedr̈uckt,ein Indiz, naẗurlich nochkein Beweis,für

66sieheauchAbschnitt4.2.5und[Lou89]

67Die GleichheitdergenerellenStrukturenliegt selbstversẗandlichin denvonderenWesenheridentischenAnsätzenbeiderUnter-
suchungenderDiskrepanzenbegründet.



8.3. EIN KONSISTENZKRITERIUM 145

einetats̈achlichquasioptimaleWahldesParametersγ durchdiesealternativenKriterien.Wie wir bereitsbe-
merkt68 haben,mußderZusammenhangzwischenderquasioptimalenWahlundderWahlnachdensoeben
eingef̈uhrtenalternativenKriterien jedochnochweiterundgenauermathematischuntersuchtwerden.

Wir wollenabschließendnocherwähnen,daßwir einenzurAbscḧatzung(8.115)respektivezumKriterium
(8.117)korrespondierendenAusdruckableitenkönnen,wennwir wie im Abschnitt8.2.2denFehlervon
gε explizit durcheinestation̈arestochastischenFunktionν ber̈ucksichtigenund deswegenzus̈atzlich die
statistischeMaximumsnormeinbeziehen.Gehenwir alsoentsprechendwie im Abschnitt8.2.2vor, dann
erhaltenwir als direktes,durchstatistischeGrößenausgedr̈ucktes,Kriterium für eine

”
quasioptimalen“

Wahl desRegularisierungsparameters:

σ2
rel Ý ν ÞÆßáà Λ â Λγ à 2L2à Λ à 2L2 ã (8.118)

mit69

σ2
rel Ý ν Þ�ß σ2 Ý ν Þ

supä gT ä 2 å σ2 Ý ν Þçæ (8.119)

Für die anderenhier abgeleitetenGrößenerhaltenwir analogeAusdr̈ucke, die wir, da wir auf diesenicht
explizit zurückgreifenwerden,hier nichtwiedergebenwollen.

Wir wollenabschließenddaraufhinweisen,daßdieim direktvorangegangenenAbschnitt8.2.4aufgezeigten
Kritikpunkte, insbesonderedie negativen,entsprechendfür die ErgebnissediesesAbschnittsgelten.Wir
wollen jenedeshalbandieserStellenicht wiederhohlen.

8.3 Ein Konsistenzkriterium oder die Wahl desParametersüber die
Schranken der integrierten Dichtefunktion

In diesemAbschnittwollen wir ein bisherin derLiteraturnochnicht erwähntesVerfahrenvorstellen,das
unstheoretischzumindesteinenBereich

”
erlaubter“ WertedesRegularisierungsparametersγ liefert. Wie

wir im AnhangD kurz darlegen,könnenwir nebenderdirektennumerischenBehandlungderIntegralglei-
chung(2.13)bzw. (2.47) im SinneeinerRegularisierung,dieseauchnochauf eineralternativen Art und
Weisenumerischbehandeln:Basierendauf dem(allgemeinen)Markov-KreinTheoremausderTheorieder
Tchebycheff-Systeme[KS66] könnenrigoroseobere und untere Schranken, I è und I é , für die integrierte
VerteilungsdichteI derexaktenLösungpT, welchedurchdieGleichung

I ê τ0 ë ß ∞ì
0

Θ ê τ â τ0 ë pT ê τ ë dτ ß ∞ì
τ0

pT ê τ ë dτ (8.120)

definiertist, berechnetwerden.Die FunktionΘ ê τ â τ0 ë ist diebekannteTheta-Funktion(Stufenfunktion):

Θ ê τ â τ0 ë ßîí 1 für τ ï τ0

0 für τ ð τ0 æ (8.121)

AufgrundderSchrankeneigenschaftengilt unmittelbar

I é ê τ0 ëMñ I ê τ0 ëMñ I è ê τ0 ëCò τ0 óKôöõ æ (8.122)

Wichtig zu erwähnenist noch,daßbei derBerechnungderSchrankensowohl die NormierungderDichte-
funktionalsauchdasFehlerniveauderDatenüberNebenbedingungeneingehen.

68siehedie Fußnote40auf Seite136

69sieheauchdie Definition (8.63)desquadratischenrelativenFehlers
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Daessichbeiγ ÷ γ ø ε ù gε ú gem̈aßdesSatzes8.1umeinemehrdeutigeFunktionhandelt,könnendieSchran-
ken also prinzipiell benutztwerden,um den Wert bzw. dasIntervall desRegularisierungsparameterszu
bestimmen,in demdie integrierteregularisierteDichtefunktionIγ für fastalle τ0 innerhalbderSchranken
I û und I ü liegt unddiesenWert respektivediesesIntervall alszur Regularisierungzulässigbetrachten.Die
Grundideeist also die Forderungder Konsistenzvon integrierter regularisierterDichtefunktionmit den
Schrankender Integrierten,die jeweils auf derBasisdergleichenDatenbestimmtwerden.Ausformuliert
wärdieStrategiezur WahldesParametersγ alsowie folgt:

1. Ist die exakte,theoretischeFunktionbekannt,ist alsogε ý gT , ε ÷ 0, soführemanzur numerischen
Behandlungin derRegularisierungnumerischdenLimesγ þ 0 ausbzw.70 setzeγ ÷ 0.

2. Esgelte ÿ gε � gT ÿ � ε. Ist jetzt nochzus̈atzlich ÿ gε ÿ � ε erfüllt, dannseiγ ÷ ∞. Andernfalls,d.h.es
sei ÿ gε ÿ�� ε, seider Wert desParametersrespektive dasIntervall dermöglichenWertesogewählt,
daßfür die Integrierten

I ü ø τ0
ú � Iγ ø τ0

ú � I û ø τ0
ú für fastalleτ0 ����� ù (8.123)

wobeioffensichtlich

Iγ ø τ0
ú ÷ ∞	

τ0

pγ ø τ ú dτ (8.124)

sei,gelte.

Zu dembisherigenersteinmalnocheinigeBemerkungen: DasebenvorgestellteKonsistenzkriteriumist
insofernnochalsein Vorschlagzu betrachten,alsdaszu einemnochnäherzu klärenist, wasgenauunter

”
für fastalle τ0“ mathematischkonkretzu verstehenist. Sowohl die SchrankenI 
 �
� alsauchdie integrierte

Iγ werdennur numerisch(diskret)vorliegen.EineMöglichkeit wärebeispielsweise,um dasVerfahrenzu
testen,dieVorderung,daßmindestens90% derDatenpunktevon Iγ dieBedingung(8.123)erfüllenmögen.
Ein weitereoffeneFrageist zum anderemdie nachdenmöglichenFormender Schranken.So könntees
ohneweiteressein,daßkeinγ existiert,für dasdieBedingung(8.123)erfüllt ist. Dieseskönntegeradedann
der Fall sein,wennbeideSchranken I û und I ü sehrnahebeieinanderliegenodersich (numerisch)kaum
voneinanderunterscheidenwürden.In diesenFällenist esdenkbardie VorderungnachderKonsistenzder
integriertenFunktionenderartzu interpretieren,daßdieBedingungen

Iγ ü ø τ0
ú � I ü ø τ0

ú und I û ø τ0
ú � Iγ û ø τ0

ú für fastalle τ0 ����� (8.125)

geltenmögen,wobei dannals Regularisierungsparameter, um denstörenderenEinfluß desDatenfehlers
klein zu halten,dergrößerederbeidenWerteγ ����� zuwählenist.

Bei der Untersuchngder theoretischenEigenschaftendesKonsistenzkriteriumsist es,wie schonbei der
UntersuchungderRegularisierung,praktisch,die schonoftmalserwähnteVariablentransformationτ ÷ e� t

durchzuf̈uhren.Ebensowerdendie mathematischenAusdr̈ucke wiedereleganter, undso auchhandlicher,
wennwir wiederan StellederFunktion p die Funktionw betrachten.Für die Integrierte71 I � γ � derDichte
w � γ � ergibt sichsomit,mit I � γ � ø e� t ú ÷ Ī � γ � ø t ú undw � γ � ø e� t ú ÷ W� γ � ø t ú

I � γ � ø τ0
ú ÷ ∞	

τ0

w � γ � ø τ ú
τ

dτ τ � eü t� þ Ī � γ � ø t0 ú ÷ t0	
� ∞

W� γ � ø t ú dt � (8.126)

70WelcheVorgehensweisebeidernumerischenAuswertungmit exaktenDatendiesinnvollereist, hängtvondemGradderSchlecht-
gestelltheitdesProblemsundvondenverwendetenRegularisierungsverfahren ab. Diesesallessetztselbstversẗandlichvoraus,daßdie
LösungauchbeiVorliegeneinesexaktenanalytischenAusdrucksderFunktiong nurdurcheinenumerischenInversionzug̈anglichist.

71Die Bezeichnungf 
 γ � soll andeuten,daßessichsowohl um die theoretischealsauchum die Regularisierterespektive auf diese
Funktionenbasierendehandelt.
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Entsprechendergibt sichfür dieVerteilungsfunktion72 P� γ � , definiert73 durch

P� γ ��� τ0 ��� τ0�
0

p � γ � � τ � dτ � τ0�
0

w � γ � � τ �
τ

dτ ! (8.127)

dieentsprechendeTransformation

P� γ � � τ0 � τ " e# t$�% P̄� γ � � t0 ��� ∞�
t0

W� γ � � t � dt & (8.128)

Wir sehen,daßsichdieRollenderVerteilungsfunktionP� γ � undderIntegriertenI � γ � unterderTransformation
τ � e' t geradevertauschen.

Wir wollen andieserStellenochmalsdie Notwendigkeit weitererUntersuchungen,nebendenhier vorge-
stellten,bez̈uglich desKonsistenzkriteriumsbetonen,um weitereAussagen̈uberdessen(praktische)An-
wendbarkeitunddessenGütezuerhalten.EinigekonkretetheoretischeAussagenbeiderAnwendungdieses
Verfahrensauf unserProblemwerdenwir nochim Abschnitt9.5.2wiedergeben74.

AbschließendeBemerkungen

Wie wir bereitsdesöfterenerwähnthaben,ist dieBestimmungdesRegularisierungsparametersγ einesder
beidenfundamentalenProblemebei derRegularisierung.Ebensowie bei derFragenachdenRegularisie-
rungsverfahren75, wird sichbei denUntersuchungenzur Wahl desRegularisierungsparameters,besonders
in Hinblick aufdiePraxis,im FallederEntfaltungsproblemegrößenteilsaufdieAnwendbarkeitderFourier-
Transformation,beidenmetrischeRäumenX undY generellaufHilbert- oderBanach-Räumereellwertiger
Funktionenf undg undzus̈atzlichnochoftmalsauf die AnwendungeinesStabilisatorsp-ter Ordnungbe-
schr̈ankt. Dafür sind einige Methodenzur Wahl desRegularisierungsparametersentwickelt worden,die
ohnediegenaueKenntnisdesFehlersε derbekanntenFunktiongε oderderKenntnisderVarianzσ2 ( ν ) des
Rauschensν auskommen,wie z.Bdiecross-validationMethodevonWAHBA [BW82], aufdiewir aufgrund
derschonerwähntenGründenhiernichtnähereingehenwollen.Für WeiterführendesundDetailsseiwieder
aufdie Literatur, wie beispielsweiseauf [AT77, Dav82, Mar82, Mil74, RC82,BW82], verwiesen.

72I * γ + ist geradediezu P* γ + komplemenẗareFunktion,d.h.esgilt P* γ +-, τ .0/ I * γ +1, τ .32 1 4 τ 5�6�7 .

73Bez̈uglichderausderStatistikstammendenDefinitionenderBegriffe derVerteilungsfunktionP undderenkomplemenẗarenFunk-
tion I seibeispielsweiseauf [Str63a] verwiesen.

74Im Abschnitt9.5 sollengenerellkurz konkretethoeretischeund praktischeErgebnissëuberdie Anwendbarkeit der hier vorge-
stelltenStrategienzurWahl von γ auf dashier behandeltenProblemwiedergegebenwerden.

75siehedie diezbez̈uglichenKommentarein denKapiteln5 ff
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Kapitel 9

Zur konkretenRegularisierungund
derenEigenschaften

In demnunfolgendenKapitelwollenwir dasbisherabgeleitetenunkonkretzurRegularisierungderphäno-
menologischenIntegralgleichunganwenden.Dabeiwerdenwir unsnaẗurlich haupts̈achlichauf dasgenuin
auf stabilisierendenFunktionenbasierendeRegularisierungsverfahrenkonzentrieren,wobeidie im Kapitel
7 abgeleitetenSätze7.3und7.4die Kernpunktebildenwerden.Im RahmendieserAbschnittewerdenwir
jedoch,dadieAnwendungeinesSpezialfallesderMellin-Transformationzur Lösungmöglich ist, auchauf
die Anwendbarkeit derTikhonov-PhillipsRegularisierungunddesidealenTiefpasseseingehen,wobeiwir
dieDarstellungdieserRegularisierungsverfahrenüberderenFilter betrachtenwerden.

Generellwerdenwir unsmir der Wahl desRegularisierungsparametersrelativ kurz befassen,wobei das
vonunseingef̈uhrteKonsistenzkriteriumeineAusnahmebildetundwir diesesetwasausf̈uhrlicherbetrach-
ten werden.Der Grund,die Wahl desRegularisierungsparametersallgemeinkürzer zu behandeln,liegt
vorweggenommendarin,daßdaseinfache

”
Trial andError“ -VerfahrenrespektivedasDurchfahrendesRe-

gularisierungsparametersinnerhalbeinesIntervallsaufgrundderEinflüssedereinzelnenFehlerquellenauf
dasRegularisierungsverfahrenausreichendseinwird.

Zuerstsollenjedochdie, für die Regularisierungnicht geradeunwichtigen,EigenschaftenderIntegralglei-
chungzusammenfassendwiederholtwerdenundeinigekurzVorbetrachtung,durchdiedieRegularisierung

”
eleganter“ durchgef̈uhrtwerdenkann,durchgef̈uhrtwerden.

9.1 Vorbetrachtungenoder
Eigenschaftender Integralgleichung II

Fassenwir zuerstdiewesentlichenEigenschaftendesphänomenologischenAnsatzes(2.13),

E 8�9 ω :�; ∞<
0

1
1 = iτω

p 9 τ : dτ >
diewir bisherin denvorangegangenenKapitelnaufgezeigthaben,zusammen:

1. Die StrukturderIntegralgleichung(2.13)ist dieeinesFaltungsintegrals.

2. Da essichbei der Integralgleichung(2.13)um eineFredholmscheIntegralgleichungersterArt han-
delt,geḧort diesezu denschlecht gestellteninversenProblemen!

149
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3. In derLösungderIntegralgleichung(2.13)sinddie funktionentheoretischenEigenschaftendergege-
benenFunktionE ? undderenanalytischeFortsetzung(respektiveFortsetzbarkeit) implizit involviert!

4. Die ReziprokederMellintransformiertendesIntegralkernsK @ 1 divergiert exponentiellandenGren-
zender(komplexen)inversenMellin-Transformation(Gl. (2.98))!Gem̈aßdenAusführungenim Ab-
schnitt4.3zurKlassifizierungschlechtgestellterProblemebedeutetdieses,daßdieIntegralgleichung
(2.13)exponentiellschlecht gestelltist!

Für dasFilter F̃γ bedeutetdie exponentielleSchlechtgestelltheitdesProblems,daßdiesesfür s A i∞ und
s A i∞ für jedesγ B 0 derartexponentiellsẗarkeralsK @ 1 abfallenmuß,daßnotwendig1

F̃γ

K C L2 D c E i∞ F c G i∞ HJI γ C�K�LNMPO 0 Q (9.1)

gelte,einenichtgeradeunerheblicheBedingung.

Im Abschnitt2.4.2habenwir anStellevon p dieFunktionw durchdie Gleichung(2.46),

p D τ HSR w D τ H
τ

F
eingef̈uhrt,wodurchdie Integralgleichungnundie Form(2.47)

E ? D ω HSR ∞T
0

1
1 E iτω

w D τ H
τ

dτ (9.2)

annimmt,undgezeigt,daßdieBestimmungderFunktionw völlig äquivalentzurBestimmungderFunktion
p ist, dabeideFunktionenbez̈uglich derMellin-Transformationidentischsind,d.h.derenMellintransfor-
mierte funktional identischsind. Die Lösungder Gleichung(9.2) als inverseMellin-Transformationist
dementsprechenddurchdieGleichung(2.50)gegeben,

w D τ HUR 1
2πi

cL i∞T
c @ i∞

τ @ s Ẽ ? D E sH
K D E sH ds F (9.3)

einbez̈uglichderVariablenssymmetrischerund
”
eleganterer“ Ausdruck,beidembestimmteEigenschaften

aufgrundvonSymmetrienhiererstrichtig deutlichwerden;dazukommenwir in densp̈aterenAbschnitten.

Gem̈aßall desbisherErwähnten,suchenwir alsoregularisierteLösungenwγ der Integralgleichung(9.2),
und per definitionemdesRegularisierungsverfahrens(5.50)erhaltenwir diesedurchdasEinsetzeneines
Filters F̃γ, derdie BedingungendesSatzes2 7.3 respektive desSatzes7.4erfüllt, in die theoretische,durch
diekomplexeinverseMellin-Transformationdargestellte,Lösung3 (2.50):

wγ
D xHVR 1

2πi

cL i∞T
c @ i∞

x@ s F̃γ
D E sH Ẽ ? D E sH

K D E sH ds (9.4)

wγ
D xHVR 1

2πi

cL i∞T
c @ i∞

W
i
x X @ s

F̃γ
D sH sin D πsH

π
Ẽ ? D sH ds (9.5)

R 1
2πi

cL i∞T
c @ i∞

W
i
x X @ s F̃γ

D sH
Γ D sH Γ D 1 E sH Ẽ ? D sH ds Y (9.6)

1sieheAbschnitt7.2.2,Gleichung(7.129)

2Für dasnachfolgendeseiinsbesondereauf die Ausführungenim Abschnitt7.2.2f verwiesen.

3sieheauchGl. (2.45)undmanbeachtedenErgänzungssatz(3.27)
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UndwiederumSatz7.3respektiveSatz7.4folgend,könnenwir dieseRegularisiertenmit Hilfe desregula-
risierendenKernsΦγ in die für diePraxisrelevanteundanwendbareForm

wγ Z x[]\ ∞^
0

Φγ _ 1
xω ` E a Z ω [ dω

ω
(9.7)

mit Φγ Z z[]\ 1
2πi

cb i∞^
c c i∞

F̃γ Z s[
Γ Z s[ Γ Z 1 d s[ zc s ds (9.8)

bringen,wobeihier in (9.8)gem̈aßdesAusdrucks(9.6)konkretz \ ix zusetzenist4.

NebenderkomplexwertigenIntegralgleichung(9.2) wollen wir ebensoderenReal-undImagin̈arteil,also
dieGleichungen(2.53)und(2.55),

E1 Z ω [e\ ∞^
0

1
1 f Z ωτ [ 2 w Z τ [ dτ

τ
(9.9)

E2 Z ω [e\ ∞^
0

ωτ
1 f Z ωτ [ 2 w Z τ [ dτ

τ g (9.10)

alseigensẗandigeIntegralgleichungenbetrachtenundentsprechenddasbishervon unsadaptierteRegulari-
sierungsverfahrenanwenden.DerenRegularisiertenkönnenwir demnachalsoin derForm

wγ Z x[V\ 1
2πi

cb i∞^
c c i∞

xc s F̃γ Z d s[ Ẽ1 Z d s[
K1 Z d s[ ds (9.11)

und wγ Z x[V\ 1
2πi

cb i∞^
c c i∞

xc s F̃γ Z d s[ Ẽ2 Z d s[
K2 Z d s[ ds (9.12)

angebenrespektivemit dendazugeḧorendenregularisierendenKerneΦ1
γ undΦ2

γ , perdefinitionemwieder-
umals

Φ1
γ Z z[e\ 1

2πi

cb i∞^
c c i∞

F̃γ Z s[
K1 Z s[ zc s ds (9.13)

und Φ2
γ Z z[e\ 1

2πi

cb i∞^
c c i∞

F̃γ Z s[
K2 Z s[ zc s ds (9.14)

gegeben,durchdie praktischanwendbarenFormeln

wγ Z x[V\ ∞^
0

Φ1
γ _ 1

xω ` E1 Z ω [ dω
ω

(9.15)

wγ Z x[V\ ∞^
0

Φ2
γ _ 1

xω ` E2 Z ω [ dω
ω

(9.16)

4Offensichtlichkönnenwir in denhierbehandeltenProblemdurcheinegeeigneteVariablensubstitutiondieregularisierendenKerne
immerin die Form(9.8)bzw. in dienachfolgendenForm(9.21)bringen,sodaßwir unstats̈achlichnuraufdieseAusdr̈ucke für Φγ zu
beschr̈ankenbrauchen.
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darstellen,wobei die Mellintransformiertender Integralkerneexplizit durchdie Gleichungen(2.64) und
(2.65),

K1 h siej 1
2

π
sin k 1

2πsl 0 monqp s m 2 (9.17)

K2 h siej 1
2

π
cos k 1

2πsl r 1 msnqp s m 1 (9.18)

gegebensind5.

Die Gleichung(9.7) für die komplexe Integralgleichungund die Gleichungen(9.15) und (9.16) für die
IntegralgleichungendesReal-unddesImagin̈arteils,diedurchdieSätze7.3und7.4begründetsind,bilden
zusammengefaßtalso,zusammenmit denentsprechendenAusdr̈ucken für die regularisiertenKerne,die
wir offensichtlichin derallgemeinenForm (9.21)darstellenkönnen,die Ausgangsbasisfür die praktische
Anwendungdesvonunsvorgestellten,entwickeltenrespektiveadaptiertenRegularisierungsverfahrens.

Zus̈atzlichzu derAusgangsgleichung(9.16)zur Regularisierungder Imagin̈arteil-Integralgleichung, wer-
denwir beijenerebenso,aufgrundderDarstellung6 (2.72)derenLösung,dasaufderFourier-Transformation
basierendeRegularisierungsverfahren7 (5.47)anwenden,wodurchesunsu.a.möglich seinwird auf einer
einfachenArt undWeiseverschiedeneRegularisierungsverfahrenzuvergleichen8.

9.2 Filter zur Regularisierungder phänomenologischenIntegralglei-
chung

Wendenwir unsnundemkonkretenFilter F̃γ zur RegularisierungderIntegralgleichung(9.2),gem̈aßGlei-
chung(9.4) respektive derdurchΦγ dargestelltenregularisierten(9.7), zu. Dasnachfolgendegilt entspre-
chendübrigensselbstversẗandlich auchfür die IntegralgleichungendesReal- und desImagin̈arteils der
phänomenologischen,dieobigenGleichungen(9.9)und(9.10),sodaßwir jenenurdannexplizit erwähnen
oderbehandelnwerden,wenngesonderteoderabweichendeAussagenfür diesegelten,soinsbesondereim
Fall derIntegralgleichungendesImagin̈arteils9.

Wie wir obenbereitserwähnthabe,müssendiegeeignetenFilter dieexponentielleDivergenzderRezipro-
ken der Transformierteñk unterder Bedingung(9.1) kompensieren.Da wir denregularisierendenKern,
derperdefinitionemdurchdieuntenstehendenFormel(9.21)gegebenist, notwendigerweiseanalytischbe-
rechnen10 müssen,umdasRegularisierungsverfahrenentsprechenddesSatzes7.4respektive7.3anwenden
zu können,sind wir notwendigeroder gezwungenerWeiseauf GaußscheTermein F̃γ angewiesen,d.h.
GaußartigeFilter sinddie

”
einfachsten“ und

”
minimalsten“ Filter zur Regularisierung,auf derBasiseiner

komplexenUmkehrformel11, exponentiellschlechtgestellterProbleme,mit denenwir tats̈achlichanalytisch
denKernΦγ berechnenkönnen.

DenkbarwärennochFilter, derenMollifier-Funktionenauf dersogenanntenBeta-2Dichte12 basierenund

5An jenenkönnenwir unmittelbar, müßigzu erwähnen,die zu erwartendeexponentielleSchlechtgestelltheitderbeidenIntegral-
gleichungen(9.9)und(9.10)ablesen.

6sieheAbschnitt2.4.3,Seite19

7sieheAbschnitt5.3.2,Seite77

8Dieseswird im Kapitel 10durchgef̈uhrt werden.

9sieheauchdie Ausführungenim Abschnitt 2.4.3 zur Lösbarkeit der IntegralgleichungendesImagin̈arteils durch die Fourier-
Transformation

10DiesesschließtauchdenFall ein,daßwir Φγ zwar alseinen
”
geschlossenen“ Ausdruck,wie beispielsweisealsReihedargestellt,

angebenkönnen,diesenjedochbei derpraktischenRegularisierungselbstnochnumerischauswertenmüssen.

11Bei demauf derFourier-TransformationbasierendeVerfahren(5.47)ist das
”
einfachste“ Filter für die Behandlungvonexponen-

tiell schlechtgestelltenProblemenoffensichtlichderidealeTiefpaß(6.4).

12siehe[MS78, Str63a]
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dereneinfachstenVariantenim Fourier-Laplace-bzw. Mellin-RaumdieDarstellung

F̃γ t suSv C
mw

j x 1

Γ t α y jγsu Γ t α z jγsu (9.19)

besitzen,wobei α {q| ein ParameterundC die Normierungskonstante,die die NormierungderMollifier-
FunktionFγ sicherstellt,sei.Die ProblematikandieserStelleist jedoch,damitderobigeAusdruck(9.19)
tats̈achlichein Filter für ein exponentiellschlechtgestelltesProblemist, daßwir ein unendlichesProdukt
ansetzenmüssen,dennansonstenwürdedasIntegral für Φγ,

Φγ t zuUv C̄
1

2πi

c} i∞~
c � i∞

z� s

m�
j x 1

Γ t α y jγsu Γ t α z jγsu
Γ t su Γ t 1 y su ds � (9.20)

wobeiwir in C̄ alle verbleibendenKonstanteneinbezogenhaben,nicht für alle γ {�| }q�P� 0 � konvergieren,
sondernnur konvergentbis zueinemvonm abḧangendenWert γm {�| } , mit 0 � γm � γ, sein.Diesesfolgt
übrigensunmittelbarausdenExistenz-undKonvergenzeigenschaftenderMellin-BarnesIntegralerespek-
tive der FoxschenH-Funktion,und um ein solchesIntegral handeltessich bekanntlichbeim Ausdruck
(9.20),wie wir sieim AnhangA kurzwiedergegebenhaben13. Die AuswertungderkomplexenUmkehrfor-
mel (9.20)würdedannΦγ, entsprechendderReihendarstellungen(A.14) und(A.15) einesMellin-Barnes
Integralsbzw. der FoxschenH-Funktion14 quasidurcheine

”
unendlicheReihevon unendlichenReihen“

darstellen;wir müssenalso eine (unendliche)Reihevon Reihenüber die (unendlichen)Residuuender
Gamma-Funktionauswerten,derennumerischeBerechnung,nebenderFragederKonvergenzdesunendli-
chenProduktesin (9.20),ein weiteresgrößeresProblemdarstellenwürde15.

Ebensodenkbarwärejetzt zwar noch,Filter auf der BasisHöherTranszendenterFunktionenzu konstru-
ieren,doch würde dieseswiederumauf großeSchwierigkeiten bei der dannnotwendigennumerischen
Auswertungvon Φγ führen;der numerischeAufwandwärefür einepraktischeAnwendungschlichtund
ergreifendzu groß.Das Fazit ist, daßwir tats̈achlich für eine praktikableAnwendungdesvon uns un-
tersuchtenRegularisierungsverfahrensGaußscheAnteile in F̃γ ansetzenmüssen.Dem Rechnungtragend,
werdenwir im nochfolgendenAbschnitt9.2.2die

”
Multifilter“ oderregularisierendeFolgeneinführen,die

esunstheoretischerlaubenvon GaußfilterausgehendweitereFilter eines(exponentiell)schlechtgestellten
Problemszukonstruieren.

9.2.1 Gaußfilter

Dasin Hinblick auf dieMöglichkeit eineranalytischenBerechnungderFunktion

Φγ t zuSv 1
2πi

c} i∞~
c � i∞

Φ̃γ t su z� s ds v 1
2πi

c} i∞~
c � i∞

F̃γ t su
k̃ t su z� s ds (9.21)

als stabilisierendenKern und eineranschließendennumerischenRealisierung
”
einfachste“ und

”
minima-

le“ Filter, dasdie in denvorangegangenenAbschnitt7.2.2respektive 7.2.3ausgearbeitetenEigenschaften
erfüllt, ist alsoeinGaußfilterderForm

F̃γ t suUv exp � γ2s2 � � (9.22)

13Bez̈uglich Mellin-BarnesIntegraleundderFoxschenH-Funktionseiauch,nebendenAnhangA unddendortigenReferenzen,
hier aufdenAbschnitt3.4verwiesen

14sieheAnhangA aufderSeite341fund[MS78]

15Wir wollen auf die Bemerkungenzur NumerikhintereinandergeschachtelterReihenin [PTVF92,KF87] und insbesonderezur
NumerikderMellin-BarnesIntegralerespektive derFoxschenH-Funktionin [MS78,EMOT53] hinweisen.
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dessenMollifier-Funktionbez̈uglichderFourier-LaplaceTransformationals

Fγ � t ��� 1
2 � π

1
γ

exp �S� 1
4

t2

γ2 � ����� 1
I I F̃γ (9.23)

undbez̈uglichderMellin-Transformationals

Fγ � x�S� 1
2 � π

1
γ

exp ��� 1
4

ln2x
γ2 � ����� 1F̃γ (9.24)

gegebenist16 , alsowie erwartetselbstwiedereineGaußfunktionendarstellt.

Die im Satz7.3 gefordertenEigenschaftenI bis VI sind offensichtlicherfüllt: die Gaußfunktionist be-
kanntlichder typischeVerdrehtereiner Grundfunktion17 ϕ ��� und offensichtlichist dieseexponentiell
Abscḧatzbarundgeḧort zur Klasse18 �

I I , d.h.esgilt Fγ ����� �
I I � γ �N���¡ �¢ 0 £ ; entsprechendsindso-

weit die BedingungendesSatzes7.4 erfüllt. Wie wir ebensosofort sehenkönnen,erfüllt dasGaußfilter
tats̈achlichdieausI bisVI abgeleitetenEigenschaften(a)bis (d).

Genausoleichtsehenwir, daßdieBedingungVII.a desSatzes7.3erfüllt. DieFunktionΦ̃γ ist hierkonkret19:

Φ̃γ � s�e� exp ¤ γ2s2 ¥ sin � πs�
π� exp ¤ γ2s2 ¥ 1

π2i � exp � iπs�¦� exp � � iπs� � § (9.25)

Dieseist,mit s � x ¨ iy, in jedenendlichenVertikalstreifenxγ
1 © x © xγ

2 eineanalytischeFunktion,womit Φ̃γ
und Ẽ ª sichereinengemeinsamenVertikalstreifenbesitzenwerden,in demdieseanalytischeFunktionen
sind,underfüllt dortdie folgendeAbscḧatzung:«« Φ̃γ � s� «« © 1

2π
eγ2x2

e� γ2y2 «« ¤ e� πy � eπy ¥ «« (9.26)

Darausfolgt für ¬ y ¬®­ ∞ die (asymptotische)Abscḧatzung:«« Φ̃γ � s� «« © 1
2π

eγ2x2
e� γ2y2 � πy (9.27)

© Cγ e� γ2 ¯ y � π
2γ2 ° 2

(9.28)© Cγ e� γ2y ± (9.29)

mit Cγ � 1
2π

e
γ2x2 � π2

4γ4 §
AusdenAbscḧatzungen(9.26)bis (9.29)folgt bekanntlichunmittelbar, daß

F̃γ

K
� L2 � c � i∞ ± c ¨ i∞ � � γ ��� �  P¢ 0 £

gilt, undbereitsausderAbscḧatzung(9.26)könnenwir dieexponentielleAbscḧatzbarkeit ablesen,woraus
also

Φ̃γ �q² I I γ ��� �  P¢ 0 £
folgt.

16siehebeispielsweise[Doe71, EMOT53,Tit67]

17siehe[Bre65, Lig66, Wal94]

18siehe[Doe71]

19Wir haben,wie bereitsin (9.4) und (9.6) angedeutet,denTerm is zu x³ s in der komplexen Umkehrformelhinzugezogen;wir
müssensomittats̈achlichdie verallgemeinertenIntegraltransformationenmit derkomplexenVariablenz ´ i µ x verwenden.
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9.2.2 ”Multifilter “ oder die regularisierendeFolge

Die GaußschestabilisierendeFunktion(9.22)kannjetzt,zumindesttheoretisch,alsAusgangsbasisfür wei-
terestabilisierendeFunktionendesexponentiellschlechtgestelltenProblems(9.2) dienen.Betrachtenwir
dazuersteinmalganzallgemein,unabḧangigvom GradderSchlechtgestelltheit,dasfolgende:Wir führen
im Fourier-Laplace-bzw. Mellin-Raumfolgendermaßendie von unsso genannte

”
Multifilter Funktion“ ,

kurz
”
Multifilter“ oderauch

”
Multifilter Stabilisator“ , F̃γ ¶ n ein:

F̃γ ¶ n · şS¹ ϕ̃γ ¶ n · ş F̃γ · şS¹ ϕ̃ º γ
n

s» F̃ · γş½¼ (9.30)

Hierbei sei ϕ̃n ¾ n ¿ÁÀ ¾ die Fourier-Laplace-respektive MellintransformierteeinesElementeseiner aus
Grundfunktionenϕ ¿ÃÂ bestehendenregularisierendenFolge20 Ä ϕn Å n ÆÈÇ ¿�Â , die den Satz7.2 bzw. 7.3
respektive7.4erfüllen möge,undF̃γ seieinedie EigenschaftenI bis VI diesesSatzeserfüllendeFunktion,
das

”
eigentliche“ Filter; insbesonderegeltedemnach(mit k̃ seiwiederdieTransformiertedesIntegralkerns

bezeichnet):
ϕ̃γ ¶ n
k̃

¿ L2 · c É i∞ ¾ c Ê i∞ ¸ÌË n ¿�À und Ë γ ¿�Í�ÎqÏ Ä 0 Å ¼ (9.31)

In anderenWortenseiϕγ ¶ n respektiveϕ̃γ ¶ n einedenBedingungenI bisVII erfüllendeFunktion,wohingegen
F̃γ nur dieEigenschaftenI bis VI desbetreffendenSatzesaufweisenmuß.

Die zu F̃γ ¶ n korrespondierendeMollifier-Funktionkönnenwir nunalsFaltungderzu ϕ̃γ ¶ n undF̃γ geḧorenden
Originalfunktionenϕγ ¶ n undFγ darstellen21:

Fγ ¶ n · t0 ¸�¹ ∞ÐÑ ∞

ϕγ ¶ n · t0 É t ¸ Fγ · t ¸ dt ¼ (9.32)

Das Faltungsintegral (9.32) ist mit ϕγ ¶ n ¿ÃÂ und Fγ ¿ÒÂ , jeweils für alle γ ¿ÓÍ Î Ï Ä 0 Å und alle n ¿ÓÀ ,
wohldefiniertundesgilt [BB93, Wal94]:

Fγ ¶ n ¿ÔÂ Ë γ ¿�Í�ÎqÏ Ä 0 Å und n ¿�À ¼ (9.33)

Gehenwir jetztanalogwie im betreffendenBeweisim Kapitel 7.2vor, sokönnenwir sehen,daßdasobige
durch(9.32)gegebeneFγ ¶ n eineApproximationderDeltadistributiondarstellt:

lim
nÕ ∞
γ Õ 0 Ö Fγ ¶ n ¾ ϕ ×�¹ÙØ δ ¾ ϕ ÚÛË ϕ ¿ÔÂ ¾ (9.34)

wobei hier bei den Limites zu beachtenist, daßwir tats̈achlich zuerstn Ü ∞ und anschließendγ Ü 0
auszuf̈uhrenhaben;beideLimites müssenmathematischstrenggetrenntausgef̈uhrt werden.Dieseshängt
damit zusammen,daßdie Multiplikation zweierDistributionennicht definiert ist [BB93, Lig66, Wal94].
Nichtdestotrotzist der Limes (9.34), also die getrennteLimesbildungn Ü ∞ und γ Ü 0, im Sinneder
TheoriederDistributionenwohldefiniert,dasowohl ϕγ ¶ n ¿ÝÂ alsauchFγ ¿ÔÂ geltensoll.

Desweiterenläßtsichleichtzeigen,daßwir mit demsokonstruiertenF̃γ ¶ n unddessenMollifier-FunktionFγ ¶ n
approximative,regularisierteLösungenerhaltenkönnen,indemwir bei festgehaltenenRegularisierungspa-
rameterdenLimesn Ü ∞ bilden.DadieseLimesbildungnumerischimmernurapproximativ durchf̈uhrbar
seinwird, d.h.konkretnumerischwird n immerendlichbleiben,erhaltenwir sotats̈achlichauchfür jedes
endlichγ eineregularisierteLösung.

Offensichtlichkönnenwir
”
Multifilter“ für dasEntfaltungsproblem(2.50)konstruieren,wennwir für ϕ̃γ ¶ n

wiedereineGaußfunktionansetzen:

F̃γ ¶ n · şS¹ exp º γ
n

s» 2
F̃γ · ş½¼ (9.35)

20siehe[BB93, Wal94]undAnhangB.4.3

21Wir beschr̈anken unsim folgendemauf die Ausdr̈ucke bez̈uglich Fourier-LaplaceTransformation.Die Aufrücke für die Mellin-
Transformationergebensichdannwir gewohnt.
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Für F̃γ könnenwir jetzteinebeliebige,dieEigenschaftenI bisVI desbetreffendenSatzeserfüllende,Funk-
tion einsetzen22.

Ein BeispieleinerFunktionF̃γ, dieansonstennicht für alleγ einestabilisierendeFunktionseinwürde,wäre
dieausdersogenanntenBetaType-2Dichte[MS78] erzeugte23:

Fγ Þ t ßeà Γ Þ 2α ß
Γ2 Þ α ß 1

γ

exp áãâ α
γ t äá 1 å exp áãâ t

γ äæä 2α (9.36)

F̃γ Þ sß]à 1
Γ2 Þ α ß Γ Þ α å γsß Γ Þ α â γsßèç (9.37)

wobeiα é�ê�ë , α ì 0 zugeltenhabeundvor derRegularisierungalskonstantzuwählenist.

Desweiterenwäreesmit der
”
Multifilter Funktion“ möglich, Mollifier-FunktionenFγ zur Regularisierung

zubenutzen,dessenTransformiertenF̃γ analytischnicht odernurschwerzug̈anglichsind.Esseien

Φ̃γ í n Þ sßVà ϕ̃γ í n Þ sß
k̃ Þ sß (9.38)

g̃γ Þ sßVà F̃γ Þ sß g̃ Þ sß½ç (9.39)

sokönnenwir dieRegularisiertefγ í n durchdieFaltung

fγ í n Þ t0 ßeà ∞îï ∞

Φγ í n Þ t0 â t ß gγ Þ t ß dt ç (9.40)

mit gγ Þ t0 ßeà ∞îï ∞

Fγ Þ t0 â t ß g Þ t ß dt ç (9.41)

darstellen,wobeiwiederumdieFunktionenΦγ í n, Fγ undg dieOriginalfunktionenderTransformierteñΦγ í n,
F̃γ und g̃ sein.Wir sehenalsoan der Darstellung(9.40) und (9.41) der durchdas

”
Multifilter“ erzeugte

Regularisierten,daßdie analytischeKenntnisdesFilters F̃γ gar nicht notwendigist, sondernnur dessen
Existenzund Eindeutigkeit gewährleistetseinmuß.Ein Beispiel für einederartigeMollifier-Funktionen
wäredersogenannteFriedrichscheGlättungsoperator24:

Tγ f Þ t ß : à ∞îï ∞

f Þ t ß ργ Þ t0 â t ß dt ç (9.42)

dessenKern25 ργ durch

ργ Þ t ß�àJðññò ññó
Cexp ô�â 1

1 ï�õ t
γ ö 2 ÷ für øøø tγ øøøãù 1

0 für øøø tγ øøøãú 1

ç (9.43)

mit derNormierungskonstanteC, gegebenist. Esgilt26 ργ éÁû ü γ éNê�ëþý�ÿ 0 � undwie wir leicht sehen,

22Tats̈achlichkönnenwir die Bedingungenan die FunktionFγ und derenIntegraltransformiertenF̃γ sogardahingehendlockern,
daßwir die Eigenschaft,eineGrundfunktionzu sein,aufhebenkönnen;Fγ mußdie EigenschafteneinerDichtefunktionaufweisen,
die vermögederanzuwendendenIntegraltransformationeineindeutigmit F̃γ verbundenist unddie EigenschafteneinesFaltungsatzes
gen̈uge. Auch dann ist übrigensder Limes (9.34) im Sinneder Distributionentheoriewohl definiert; siehediesbez̈uglich [BB93,
Wal94].

23Zur Berechnungder Fourier-Laplace- respektive MellintransformiertenF̃γ der Beta-Dichtensiehe [Doe71, Tit67, MS78,
EMOT53]

24siehe[BB93, Wal94,Wer95]undAnhangB

25Der Integralkern desFriedrichschenGlättungsoperatorswird in der mathematischenLiteratur konventionellmit ργ bezeichnet;
siehe[BB93, Bre65, Wer95].Hier gilt also(trivial) Fγ � ργ.

26siehe[BB93, Bre65, Wal94] undhier AnhangB.2.1
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gen̈ugtργ einerExponentialabscḧatzung,esgilt alsoebensoργ ��� I I � γ ���	��

� 0 � .
Abschließendwollenwir jedochbemerken,daßderAnsatzüberden

”
Multifilter“ (9.35)zwargrunds̈atzlich

geeignetist, für dasexponentiellschlechtgestellteProblem(9.2) weiterestabilisierendeFunktionenzu
erzeugen,dochsehenwir bereitsandemkonkretenAusdruck(9.35),daßdasasymptotischeVerhaltender
FunktionF̃γ � n für γ � 0 undn � ∞ im wesentlichendurchdenGaußtermbestimmtseinwird. Wir werden
darauf,dieseswird auchdurchdie Numerik27 besẗatigt, in dennachfolgendenAbschnitt9.3 (zumindest
implizit) kurz eingehen.

9.3 DasasymptotischeVerhalten der Filter

In diesemAbschnittwerdenwir unsdemasymptotischenVerhaltenderFilter F̃γ respektivedesauf diesem
basierendenRegularisierungsverfahrenfür γ � 0 zuwenden.Wie wir bereitsim Abschnitt4.2.4dargelegt28

haben,könnenwir bei linearenRegularisierungs-OperatorenTγ - auf jenewollen wir unsin dieserArbeit
auchbeschr̈anken- dengesamtenRegularisierungsfehlerin einemAnteil, der denEinflußdesDatenfeh-
lers (auf die Regularisierung)undin einemAnteil, derden(reinen)FehlerdesRegularisierungsverfahren
beschreibt,aufteilen29: �

f ε
γ � fT

�������
Tγ � A† � g

�����
Tγ � gε � g� ���

(9.44)

oderkurzsymbolischals �
∆γ

�����
∆r

γ

�����
∆ε

γ

�
(9.45)

geschrieben.Dasgenerelle Verhaltenfür γ � 0 der beidenAnteile
�
∆r

γ

�
und

�
∆ε

γ

�
, respektive ∆r

γ und ∆ε
γ,

für einem
”
beliebigen“ linearenRegularisierungs-OperatorTγ, wurde in der Literatur bereitsausf̈uhrlich

diskutiert30 undvon unshier bereitsexemplarischam Beispielder Differentiationim Abschnitt4.2.4auf
derSeite60ff demonstriert.Wir wollendeswegendiebez̈uglichnurkurzdiewichtigstenErgebnissezusam-
menfassen.Generellgilt nunfür γ � 0 folgendes:�

∆r
γ

� � 0 (9.46)

und
�
∆ε

γ

� � C

�
(9.47)

allgemeingilt sogar

∆r
γ � 0 (9.48)

und ∆ε
γ � C

�
(9.49)

wobei in (9.47)bzw. (9.49)C jeweils ein konstanterWert odersogarunendlichseinkann.In Wortenheißt
das31: Der reine Regularisierungsfehlergeht für γ � 0 generellgegenNull, wobei der Einfluß desDa-
tenfehlersin der Regularisierungwennnicht divergiert, so abermindestensgegeneinenkonstantenWert
konvergiert.Die Funktionen∆r

γ und∆ε
γ sind,wennTγ linearundstetigist32, dannübrigensmonotoneFunk-

tionenin γ.

27Wir werdenunsdeshalbim Abschnitt10.2auf die WiedergabeeinestypischenErgebnissesderAnwendungeines
”
Multifilters“

beschr̈anken.

28sieheauchdie Bemerkungenzur Gleichung(4.48)aufSeite60

29A† bezeichnethier wiederdenOperatorderMoore-PenroseLösung,die im Fall von Faltunggleichungen,sieheAbschnitt5.3.1,
mit den

”
üblichen“ Lösungsbegriff identischist.

30Wir wollen diesbez̈uglich besondersauf [AT77, Iva76, Lav67, Lou89, Mor84], und insbesondereim Fall derTikhonov-Phillips
Regularisierungnochauf [Gro84],verweisen.

31DiesesgenerelleVerhaltender beidenFehlerquellenkönnenwir unsbereitsaufgrundder Definitionendes
”
schlechtgestellten

Problems“ undder
”
Regularisierung“ klar machen.Graphischhabenwir jenesübrigensschonin derAbbildung4.1 auf derSeite61

verdeutlicht.

32sieheauchdie BemerkungzurDefinition4.5derRegularisierungaufderSeite60
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Explizite Ausdr̈ucke für ∆r
γ und ∆ε

γ habewir schonim Abschnitt5.3.3,als wir überdie allgemeinenEi-
genschaftendesgenuinauf F̃γ basierendenVerfahrensgesprochenhaben,abgeleitet.Zwar habenwir dort
konkretnur die Ausdr̈uckt für dasauf der Fourier-TransformationbasierendeVerfahrenangegeben,doch
wie wir dort ebensobereitserwähnthaben,sinddie Regularisierungsverfahren(5.47),dasauf derFourier-
Transformation,dasVerfahren(5.49),dasauf derFourier-LaplaceTransformationund(5.50),dasauf der
Mellin-Transformationbasierende,bez̈uglich derenformalenStrukturvöllig äquivalent, sodaßfür die je-
weiligenRegularisierungsverfahrenentsprechendeAusdr̈uckeexistieren.Dawir im nachfolgendenexplizit
dasauf der Fourier-Laplace-bzw. auf der Mellin-TransformationbasierendeVerfahrenuntersuchenwer-
den,wollen wir andieserStellenundie entsprechendenAusdr̈uckefür ∆r

γ und∆ε
γ angeben.Esgilt alsofür

dasauf derFourier-LaplaceTransformationbasierendeVerfahren(5.49):

∆r
γ  t !#" 1

2πi

c$ i∞%
c & i∞ ' F̃γ  s!)( 1* f̃T  s! est ds + (9.50)

∆ε
γ  t !#" 1

2πi

c$ i∞%
c & i∞

Φ̃γ  s! ν̃  s! est ds + (9.51)

undentsprechendgilt für dasauf derMellin-TransformationbasierendeVerfahren(5.50):

∆r
γ  x!," 1

2πi

c$ i∞%
c & i∞ ' F̃γ  s!)( 1* f̃T  s! x& s ds (9.52)

∆ε
γ  x!," 1

2πi

c$ i∞%
c & i∞

Φ̃γ  s! ν̃  s! x& s ds - (9.53)

EineBemerkungzu denverwendetenBezeichnungen:Wir habenhier wiederdie NotationdesAbschnitts
5.3,die wir in dieserArbeit durchg̈angigverwendethaben,benutzt.Demzufolgebezeichnet̃Φγ die Trans-
formiertedesregularisierendenKernes,definiert33 durch

Φ̃γ  s!." F̃γ  s!
k̃  s! + (9.54)

wobei k̃ die Transformiertedes(Faltungs-)Integralkernesk sei. Die Funktion ν̃ symbolisierewiederdie
TransformiertedesDatenfehlers,wobeiwir die fehlerbehafteteFunktion,wie schonin denvorangegange-
nenUntersuchungen,wiederals

gε " gT / ν

darstellbarbetrachten.Dementsprechendwerdenwir für denEinfluß desDatenfehlersebensodie im Ab-
schnitt5.3.3eingef̈uhrteBezeichnung∆ν

γ verwenden,d.h.esgilt in dieserArbeit ∆ε
γ 0 ∆ν

γ .

Die Gleichungen(5.55) und (5.56) respektive (9.50) und (9.51) bzw. die Gleichungen(9.52) und (9.53)
bildenalsodie Ausgangsbasisfür dienunnachfolgendenUntersuchungen.

9.3.1 DasasymptotischeVerhalten von ∆r
γ

Bevor wir unsnunkonkretderAsymptotikvon∆r
γ für γ 1 0 zuwenden,wollen wir nochdaraufhinweisen,

daßwir in diesemunddennachfolgendenAbschnittenauf die schonbekanntenEigenschaftendesFilters
F̃γ respektive dessenMollifier-FunktionFγ, die wir im Kapitel 6 dargelegt haben,undauf die hier von uns
im Kapitel 7, und insbesonderedort im Abschnitt7.2, abgeleitetenEigenschaftenzurückgreifenwerden.

33sieheauchGleichung(5.53)unddie entsprechendenAusführungen
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Dementsprechendwerdenwir in diesenAbschnittenaufexplizite Querverweisebez̈uglichderverwendeten
Eigenschaften,esseidenn,daßjeneNotwendigzuseinscheinen,verzichten.

Im Abschnitt5.3.3habenwir aufgezeigt,daßwir denreinenEinflußdesvon unsbetrachtetenRegularisie-
rungsverfahrensalseineMittelung derexaktenLösungmit derMollifier-Funktionenbetrachtenkönnen34.
Esgilt demnach

f T
γ 2 t 3,4 ∞56 ∞

Fγ 2 t 7 t1 3 fT 2 t1 3 dt1 8 (9.55)

bzw. f T
γ 2 x3#4 ∞5

0

Fγ 9 x
ξ : fT 2 ξ 3 dξ

ξ 8 (9.56)

oder, in anderenWorten,esgilt im Fourier-Laplace-respektiveMellinraum

f̃ T
γ 4 F̃γ 2 s3 f̃T 2 s3<; (9.57)

In denAbschnitt(7.2.1)respektive(7.2.2)fhabenwir gezeigt,daßfür dasFilter dieDarstellung35

F̃γ 2 s3=4 F̃ 2 γs3 (9.58)

gilt. Desweiterenhabenwir gezeigt,daßF̃γ einegeradeFunktionist, F̃γ 2 s3�4 F̃γ 2 7 s3 unddasF̃γ 2 03>4 1 gilt.
Bedeutenderist allerdingsdieEigenschaftvon F̃γ, in einemVertikalstreifenxγ

1 ?A@CB s ? xγ
2 eineanalytische

Funktionzusein36. AufgrunddieserEigenschaftenmögealsodiefolgendeReihendarstellungdesFiltersF̃γ
gelten:

F̃γ 2 s3=4 ∞D
nE 0

cn 2 γs3 2n 4 1 F ∞D
nE 1

cn 2 γs3 2n 8 (9.59)

wobeicn GIHKJ n GML und(offensichtlich)speziellc0 4 1 sei.Zus̈atzlichsetzenwir dieabsoluteKonvergenz
derReihe(9.59) für N sNPO ∞ voraus.Setzenwir die Reihendarstellung(9.59)nun in (9.57)ein undbilden
die inverseMellin-Transformation,die wir unsnunzuerstzuwendenwollen,um einenweiterenAusdruck
für die (reine)regularisierteLösungzuerhalten:

f T
γ 2 x3#4 1

2πi

cQ i∞5
c 6 i∞

x
6 s R ∞D

nE 0

cn 2 γs3 2n S f̃T 2 s3 ds (9.60)

4 ∞D
nE 0

cnγ2n 1
2πi

cQ i∞5
c 6 i∞

x
6 s s2n f̃T 2 s3 ds 8 (9.61)

wobei wir bei demÜbergangvon (9.60) zu (9.61) die absoluteKonvergenzder Reihe(9.59) ausgenutzt
haben.Aus derTheoriederMellin-Tranformationkennenwir die folgendeZuordnung37:9 x d

dx : n

f 2 x3 TU�V 2 7 13 n sn f̃ 2 s3W; (9.62)

34sieheGleichung(5.61)undGleichung(5.62)auf Seite79f

35siehebeispielsweisedieAbleitungderGleichung(7.114)

36sieheEigenschafta) von F̃γ auf Seite113;wir wollen daraufhinweisen,hierbeixγ
1 undxγ

2 nicht mit derhiesigenVariablenx der
Mellin-Transformationzu verwechseln.

37Bez̈uglich weitereDetailsund
”
Rechenregel“ siehe[Doe71, Tit67]. Wir verwendenhier wiederdie folgendeNotation:X

x
d
dx Y n

f Z x[]\ x
d
dx

X
x

d
dx

X_^`^`^aX
x

d
dx

f Z x[ Y.Y=Yb ced f
n g mal h
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Wendenwir die obige
”
Rechenregel“ (9.62)auf die inverseMellin-Transformation(9.61)an,wir können

dortoffensichtlichdenTerm ikj 1l 2n ergänzen,dannerhaltenwir für f T
γ letztendlichdieReihendarstellung:

f T
γ i xl#m ∞n

no 0

cnγ2n p x d
dx q 2n

fT i xl
m fT i xlsr ∞n

no 1

cnγ2n p x d
dx q 2n

fT i xlWt (9.63)

Aus derobigenReihe(9.63)folgt somitunmittelbarder für γ u 0 und,strenggenommen38, x u 0 asym-
ptotischeAusdruck:

f T
γ i xl.v fT i xlsr mn

no 1

cnγ2n p x d
dx q 2n

fT i xlwr O x γ2 y mz 1{}| ~ (9.64)

wozuoffensichtlichim Mellin- respektiveFourier-LaplaceRaumderAusdruck

f̃ T
γ i sl=v f̃T i slsr mn

no 1

cn i γsl 2n fT i xlsr O x γ2 y mz 1{�| (9.65)

korrespondiert.Andersausgedr̈ucktheißtdieses:Existiertim Mellin- respektiveFourier-LaplaceRaumein
für γ u 0 asymptotischerAusdruckderForm (9.65),danngilt im urspr̈unglichemRaumeineAsymptotik
derForm (9.64).

Um einenasymptotischenAusdruckfür denFall der Fourier-LaplaceTransformationzu erhalten,gehen
wir entsprechendvor, wobeiwir jetzt dieZuordnung

dn

dtn f i t l � I I� u sn f̃ i sl (9.66)

verwenden.Basierendauf derReihendarstellung(9.59)erhaltenwir nun

f T
γ i t l�m 1

2πi

cz i∞�
c � i∞

est � ∞n
no 0

cn i γsl 2n � f̃T i sl ds (9.67)

m ∞n
no 0

cnγ2n d2n

dt2n fT i t l (9.68)

m fT i t lsr ∞n
no 1

cnγ2n d2n

dt2n fT i t l ~ (9.69)

woraussichentsprechendunmittelbardie für γ u 0 dieasymptotischenFormelpaare

f̃ T
γ i sl#v f̃T i slsr mn

no 1

cn i γsl 2n f̃T i slsr O x γ2 y mz 1{ |
und f T

γ i t l,v fT i t lsr mn
no 1

cnγ2n d2n

dt2n fT i t lsr O x γ2 y mz 1{ | ~ (9.70)

wobeibeiderletztenAsymptotik(9.70)nocht u 0 zuber̈ucksichtigenist, ergeben.

Bevor wir die asymptotischenFormelpaare(9.65)und (9.64)sowie (9.65)und (9.70)weiter untersuchen
bzw. für GaußscheFilter konkretisieren,wollen wir nochauf dasfolgendeaufmerksammachen:Im Ab-
schnitt5.3.3habenwir gezeigt,daßwir diewiederumdurchdie regularisierteLösungfγ gewonneneFunk-
tion gγ, definiertdurch

gγ m k � fγ
~ (9.71)

38Bez̈uglich desasymptotischenVerhaltensderFourier-Laplace-undMellin-Transformationenundderenkomplexen Umkehrfor-
melwollen wir insbesondereauf [Doe72], aberauchnochauf [Doe71, Tit67] verweisen.
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ebensoalsFaltungmit derMollifier-FunktionenFγ darstellenkönnen39:

gγ � t �,� ∞�� ∞

Fγ � t � t1 � g � t1 � dt1 � (9.72)

bzw. gγ � x�,� ∞�
0

Fγ � x
ξ � g � ξ � dξ

ξ � (9.73)

Darausfolgensofortdie für γ � 0 zuobigenentsprechendenasymptotischenFormelpaare:

g̃γ � g̃ � m�
n� 1

cn � γs� 2n g̃ � s�s� O � γ2 � m� 1�}� � (9.74)

für � I I : gγ � t � � g � t �s� m�
n� 1

cnγ2n d2n

dt2n g � t �w� O � γ2 � m� 1� � � (9.75)

für � : gγ � x� � g � x�s� m�
n� 1

cnγ2n � x
d
dx � 2n

g � x�s� O � γ2 � m� 1��� � (9.76)

Die ebenabgeleitetenasymptotischenAusdr̈uckegeltensicherlichfür GaußscheFilter 40F̃γ:

F̃γ � s�.� exp � γs� 2 � ∞�
n� 0

� γs� 2n

n! � (9.77)

Wie beispielsweiseDOETSCH in [Doe72] im Rahmender Untersuchungder Asymptotik der Fourier-
Laplace-undderMellin-Transformationscḧon darlegt, ist die obigeReihenentwicklung(9.77)derGauß-
funktion, die bekanntlichfür � s� � ∞ absolutkonvergiert, ein (wichtiges)Beispielfür eineGleichheitder
ReihendarstellungundeinerasymptotischenEntwicklung;(9.77)bildetalsoebensodieasymptotischeEnt-
wicklung für γ � 0. Darausfolgt dann- offensichtlich- die Gültigkeit respektive Existenzvon asymptoti-
schenFormelpaarenderForm (9.65)und(9.64)sowie (9.65)und(9.70),je nachanzuwendenderIntegral-
transformation.Konkreterhaltenwir alsofür GaußscheFilter die folgendenasymptotischenAusdr̈ucke:

f̃ T
γ � s� � f̃T � s�s� m�

n� 1

� γs� 2n

n!
f̃T � s�s� O � γ2 � m� 1�¡� (9.78)

für � : f T
γ � x� � fT � x�s� m�

n� 1

γ2n

n! � x d
dx � 2n

fT � x�s� O � γ2 � m� 1� � � (9.79)

für � I I : f T
γ � t � � fT � t �s� m�

n� 1

γ2n

n!
d2n

dt2n fT � t �w� O � γ2 � m� 1�}� � (9.80)

jeweils für γ � 0 undx � 0 bzw. t � 0. EntsprechendgeltendieobigenAsymptotischen(9.78)und(9.79)
bzw. (9.80)für diewiederumdurchdie regularisierteerzeugteFunktiong̃γ respektivegγ.

Betrachtenwir dieasymptotischenAusdr̈uckenungenauer. Wie wir sofortfeststellenkönnen,erhaltendie-
senichtnurdiegesuchteFunktion fT , sondernauchderenAbleitungenbeliebiger(endlicher)Ordnung- ein
generellerUmstand,aufdenwir bereitsdesöfterenhingewiesenhaben41. Die Ausdr̈ucke(9.78)und(9.79)

39sieheGleichung(5.73)aufSeite80

40sieheauchGleichung(9.22)unddie Gleichungen(9.23)und(9.24)für dessenMollifier-Funktionen.

41Diesbez̈uglichwollenwir insbesondereaufdieBemerkungaufSeite136zurerstenModifikationdesDiskrepanz-Prinzips,ebenso
auf die allgemeinenBemerkungenin denAbschnitten8.2.2bis 8.2.4unddendortigenQuerverweise,sowie auf die Literatur, [AT77,
Lou89,Gro84, Mor84], hinweisen.
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bzw. (9.80)sind alsodannmathematischsinnvoll42, wenn fT Ableitungenbis zur Ordnung2 ¢ m £ 1¤ be-
sitzt,wobeidieAbleitungenbiszur Ordnung2mstetigseinmüssen.Entsprechendesgilt selbstversẗandlich
bez̈uglichderAsymptotischenfür gγ. Im Abschnitt2.1amAnfangdieserArbeit habenwir wiedergegeben,
daßim unseremFall die Funktion43 gT ¥ E ¦ , die (entsprechendnormierte)Dielektrizitätsfunktion,in der
oberenkomplexen Halbebene,einschließlichder reellenAchse,eineanalytischeFunktion44 ist. Im Fall
dertheoretischenDielektrizitätsfunktionE ¦ geltendie asymptotischenAusdr̈ucke alsosogarfür beliebige
Ordnungenin m, esgeltensomit ebensoAusdr̈ucke der obigenFormen(9.63) respektive (9.69),dort fT

durchE ¦ ersetzt:

E ¦γ ¢ x¤#§ E ¦ ¢ x¤s£ ∞¨
n© 1

cnγ2n ª x
d
dx « 2n

E ¦ ¢ x¤ (9.81)

bzw. Ē ¦γ ¢ t ¤#§ Ē ¦ ¢ t ¤s£ ∞¨
n© 1

cnγ2n d2n

dt2n Ē ¦ ¢ t ¤W¬ (9.82)

wobeihierE ¦ ¢ x § e­ t ¤=§ Ē ¦ ¢ t ¤ sei.

Gehenwir jetzt in derAsymptotikbiszur niedrigstenOrdnungin γ, alsobis zurzweiten,dannerhaltenwir
sofort:

f̃ T
γ ¢ s¤#® f̃T ¢ s¤s£¯¢ γs¤ 2 f̃T ¢ s¤s£ O ° γ4 ± (9.83)

für ² : f T
γ ¢ x¤,® fT ¢ x¤s£ γ2 x ª d

dx
fT ¢ x¤s£ x

d2

dx2 fT ¢ x¤ « £ O ° γ4 ± ¬ (9.84)

für ³ I I : f T
γ ¢ t ¤,® fT ¢ t ¤s£ γ2 d2

dt2 fT ¢ t ¤s£ O ° γ4 ± ¬ (9.85)

mit x ¬ t ´ 0. Am asymptotischenAusdruck(9.84) für die Mellin-Transformationerkennenwir, waswir
ebensobereitsanderAsymptotik(9.79)beobachtenkönnen,nundeutlichdieprinzipielleReproduktionder
AsymptotikdergesuchtenfT für x ´ 0 unterderBedingung,daß(offensichtlich)γ2x µ 1 geltenmuß.Die
im Abschnitt3.6 bereitserwähntewichtigeFragestellungnachderAsymptotikderDichte p respektive w
für kleineRelaxationszeiten,diewie dort für diewesentlichstenModelldichtenuntersuchthaben,wird also,
andersausgedr̈uckt,durchdenreinenRegularisierungsfehler∆r

γ im FalledesaufderMellin-Transformation
basierendenVerfahrens(5.50)nicht odernurgeringbeeinflußt,solange,wie erwähnt,γ2x µ 1 gilt.

Aus (9.84) respektive (9.85) folgt nun unmittelbarfür ∆r
γ die Asymptotik in niedrigsterOrdnungin γ für

γ ´ 0 undx ´ 0 respektivet ´ 0:

für ² : ∆r
γ ¢ x¤#® γ2 x ª d

dx
fT ¢ x¤s£ x

d2

dx2 fT ¢ x¤ « £ O ° γ4 ± ¬ (9.86)

für ³ I I : ∆r
γ ¢ t ¤,® γ2 d2

dt2 fT ¢ t ¤s£ O ° γ4 ± ¶ (9.87)

Vorweggenommenwollen wir deshalbauf die Abbildung 9.27, in der wir die Cole-Davidson Dichte45

und deren,auf Gaußfilterbasierende,reine Regularisiertedarstellen,hinweisen,welchedie prinzipielle
Reproduktionder Asymptotik für verschwindendeRelaxationszeiten,alsofür τ ´ 0, exemplarisch46 de-
monstrieren.An derAsymptotik(9.86)könnenwir nunsofortablesen,daßfür den(reinen)Fehlerdesauf

42Diesesgilt, wie wir bereitserfahrenhaben,solangewir die Funktionennicht alsDistributionenauffassen.DenFall, daßwir die
FunktionenalsDistributionenauffassen,werdenwir im Anschlußbesprechen.

43sieheGleichung2.9auf derSeite9

44siehebeispielsweiseauch[Jac75, Roo69, Ell83]

45sieheAbschnitt3.3

46Die entsprechendenAbbildungenim nachfolgendenAbschnitt9.5 von Modelldichteundderen,auf der Mellin-Transformation
basierenden,reinenRegularisiertenwürdendie ReproduktionderAsymptotikebensodemonstrieren,wennwir dort nicht t ·�¸ lnx
gegenw ¹ eº t » · W ¹ t » aufgetragenhätten.
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derMellin-TransformationbasierendenRegularisierungsverfahrens(5.50),sowir die Stetigkeit derAblei-
tungenbis zur zweitenOrdnungdergesuchtenfT voraussetzen,für γ2x ¼ 0 zumindestgilt:

∆r
γ ½ x¾=¿ O À γ2 xÁ Â (9.88)

Erinnernwir unsjetzt aberan die im Abschnitt3.6 betrachteteAsymptotikder Dichten p der in der Pra-
xis zumeistangewandtenphänomenologischenModelle47 für E Ã , insbesonderedesCole-Cole-,desCole-
Davidson-unddes,diesebeidenModellebeinhaltende,Havriliak-NegamiModells,sosehenwir, daßder
Ausdruck(9.88)aufgrundder schwachenDivergenzdieserDichtenfür τ ¼ 0 nicht gültig seinkann.Be-
trachtenwir aberanStellederDichte p dieDichtew, die,zur Erinnerung,48 über

p ½ τ ¾.¿ w ½ τ ¾
τ

(9.89)

definiert ist, so sehenwir unmittelbar, daßfür jene Dichten der Ausdruck(9.88) gültig ist, denndiese
strebenjetzt für die betrachtetenModellenfür τ ¼ 0 offensichtlichgegenNull. Wie wir auchsp̈aterzur
Abbildung9.27hinweisenwerden,sindwir geradesobei derBerechnungder (reinen)Regularisiertenpγ
desCole-DavidsonModellsvorgegangen,d.h.wir habendie (reine)Regularisiertewγ bestimmtunddann
über

pγ ½ τ ¾.¿ wγ ½ τ ¾
τ

(9.90)

die Funktion pγ. DieseVorgehensweisebegünstigtschließlichnochdie Reproduktiondesasymptotischen
VerhaltensderDichte p für τ ¼ 0.

Wir wollen abernicht unerẅahntlassen,daßdie asymptotischenAusdr̈ucke (9.79)bzw. (9.84),undsomit
auch(9.86),auchim Fall derschwacheDivergenzenaufweisendephänomenologischenDichtenp gilt. In
diesemFall geltendie Ausdr̈ucke mit AußnamedesNullpunktes,denntats̈achlichmüssenwir bei diesen
Dichtenbereitsin derkomplexenUmkehrformelderMellin-Transformation,hierkonkretin denGleichun-
gen(9.52)oder(9.60),denPunktx ¿ 0 ausschließen- geradebegründetdurcheinemögliche(schwache)
Divergenz49 derUmkehrformelaufgrunddesTermsxÄ s für x ¼ 0.

Die ebenabgeleiteten,auf GaußschẽFγ respektiveFγ basierende,asymptotischenAusdr̈uckegeltenselbst-
versẗandlichauchdann,wennwir die FunktionenfT und g, entsprechenddesAnsatzesim Kapitel 7 zur
AbleitungderEigenschaftendesFiltersundderMollifier-Funktion,als(temperierte)Distributionen50 auf-
fassen,mehrnoch,jeneAusdr̈uckegeltendannsogarfür die

”
fehlerbehafteten“ (temperierten)Distributio-

nen f ε undgε. Im RahmenderDistributionentheoriegeltenfür diesesogardieReihendarstellungderForm
(9.68)respektive(9.63),genauergilt für jedetemperierteDistribution51 f ÅÇÆÉÈ :Ê

fγ Ë ϕ ÌM¿ÎÍÐÏ ∞Ñ
nÒ 0

γ2n

n!
D2n f Ó Ë ϕ Ô�¿ÕÍ f Ë Ï ∞Ñ

nÒ 0
½kÖ 1¾ 2n γ2n

n!
D2n ϕ Ó×Ô Ø ϕ ÅÉÆ Â (9.91)

47Esseiaufdie jeweiligenBemerkungenundQuerverweisederim Kapitel 3 behandeltenModelleverwiesen.

48sieheGleichung2.46auf Seite15

49Bez̈uglich desmöglichenAusschlussesdesNullpunktesin derkomplexenUmkehrformelderMellin-Transformationrespektive
desMellin-BarnesIntegralsseiauf [Doe71, MS78, Tit67, WW69], unddort besondersauf derenallgemeinenEigenschaften,verwie-
sen.Implizit wurdedieserAusschluß̈ubrigensbereitsbei derBerechnungderDichtenim Kapitel 3 getan.Desweiterenseihier noch
aufdenAnhang A Mellin-Bar nesIntegrale und die Fox’scheH-Funktion verwiesen.

50Zur TheoriederDistributionensiehedieVerweiseim Kapitel7 sowie AnhangB. Wir wollenandieserStellenochdaraufhinwei-
sen,daßdie Ausdr̈ucke im RahmenderDistributionentheoriewiederauf dert-Skalerzu betrachtensind,d.h. in denGleichungenfür
dieMellin-Transformationwiederumdie Substitutionx Ù eÚ t durchzuf̈uhrenist.

51AufgrundderInklusion ÛÝÜßÞ
N àâáÉã ÜßÞ N àâá L1

ÜäÞ
N à

gilt die folgendeReiheauchfür Distributionen f å Û	æ . Bez̈uglich der Definition der Ableitung einer (temperierten)Distribution
siehehier AnhangB und die dort angegebeneLiteratur. Letztlich wollen zus̈atzlich daraufhinweisen,daßaufgrundder absoluten
KonvergenzderReihendarstellungderExponentialfunktionderSatzB.6 gilt.



164 KAPITEL 9. ZUR KONKRETENREGULARISIERUNG

Wie angedeutet,könnenwir hier für f die fehlerlose,theoretischeLösung,alsDistribution betrachtet,fT ,
dieexaktenDatengT, die fehlerbehaftetLösungf ε, definiert52 durchç

f ε è ϕ é=êìë Aí 1gε è ϕ î�êìï gε èñð Aí 1 òaó ϕ ô (9.92)

undebensodie fehlerbehaftetenDatengε, aufderenBasisgem̈aßobigenAusdrucks(9.92)dieDistribution
f ε definiertist, einsetzen.Die Reihe(9.82)existiert respektive gilt somit - im diesenSinne- auchfür die
fehlerbehafteteFunktion Ē õMê Ē õT ö ν, auchwenndieses,wie wir gleich sehenwerden,ein vorwiegend
theoretischinteressantesErgebnisist.

Erinnernwir unsnun an dasim Kapitel 8.2 vorgestellteMOROZOVscheDiskrepanz-Prinzipsund dessen
Modifikationen,insbesonderedessenpuristischeAdaptionauf ÷ respektive ÷ùø im Abschnitt8.2.3.Auf der
Basisder Reihendarstellung(9.91)könnenwir jetzt sofort einenfür γ ú 0 asymptotischenAusdruckder
im jenemPrinzipzentralenDifferenzgε

γ û gε angeben.Für GaußscheFilter undderenGaußschenMollifier-
Funktiongilt alsodie Reihendarstellung

ï gε
γ û gε è ϕ ô êÕüþý ∞ÿ

n� 1

γ2n

n!
D2n gε

� è ϕ � êÕü gε è ý ∞ÿ
n� 1 � û 1� 2n γ2n

n!
D2n ϕ

� � è (9.93)

ausdersichunmittelbardieAsymptotik

ï gε
γ û gε è ϕ ô � γ2 ï D2 gε è ϕ ô ö ü×ý mÿ

n� 2

γ2n

n!
D2n gε

� è ϕ � ö O � γ2 � m� 1	�
 (9.94)

� γ2 ï gε è D2 ϕ ô ö ü gε è ý mÿ
n� 2

γ2n

n!
D2n ϕ

� � ö O � γ2 � m� 1	 
 (9.95)

für γ ú 0 ergibt.Wie nichtanderszuerwartenwar, beginntdieobigeasymptotischeEntwicklung,bez̈uglich
derniedrigstenOrdnungdesRegularisierungsparameters,mit γ2. Die Entwicklungen(9.94)und(9.95)ba-
sierenauf der asymptotischender Form (9.80), bei der wir noch korrekterweiset ú 0 ber̈ucksichtigen
müssen,sodaßwir alsKonsequenzdessendieEntwicklungnicht einfachmit derniedrigstenOrdnungin γ
beendendürfen,sondernfür γ ú 0 nochdiedortnachfolgendenSummenals

”
Korrekturterme“ ber̈ucksich-

tigenmüssen.Würdenwir dieSummenin (9.94)und(9.95)nichtmehrber̈ucksichtigen,wäredieGültigkeit
derdannresultierendenAusdr̈uckedurchdieForderungγt � 1 
 t ��� beschr̈ankt.

Die asymptotischeEntwicklung(9.94)bzw. (9.95)zeigtalso,daßdasim Abschnitt8.2.3untersuchte,auf÷ respektive ÷ ø adaptierteDiskrepanzprinzip,für γ ú 0, bei einemauf einemGaußfilterbasieredenRe-
gularisierungsverfahren,von derOrdnungO ð γ2 ò ist - ähnlichdemreinenFehlerdiesesRegularisierungs-
verfahrens.So liegt auchgeradedarin der Wert dieserasymptotischenEntwicklung, jenesVerhaltenfür
verschwindendenRegularisierungsparameteraufzuzeigen.Für einewirkliche praktischeAnwendungsind
beideEntwicklungen(9.94)und(9.95)denkbarungeeignet,dadiesezumeinenexplizit von einerGrund-
funktion53 ϕ abḧangenundzumanderennochAbleitungen,im günstigstenFall derGrundfunktion,bis zur
2m-tenOrdnungbeinhalten.

Als nächsteswollen wir unsdemidealenTiefpaß54,

F̃γ � ξ � ê�� 1 für � ξ ��� γ í 1

0 für � ξ ��� γ í 1
è (9.96)

52sieheauchGleichung(8.104)aufSeite143

53Wir wollen diesbez̈uglich aufdenAbschnitt 8.2.4Kritik an denmodifizierten Diskrepanz-Prinzipienhinweisen.Derwesent-
lichsteKritikpunkt ist geradedieexplizite Abhängigkeit jenerim RahmenderDistributionentheorieabgeleitetenAusdr̈ucke voneiner
Grundfunktion.

54sieheGleichung(6.4) im Abschnitt6.1;wir habenin (9.96)gegen̈uber(6.4)γ � γ � 1 gesetzt,damitwir derLimesγ � 0 für alle
verwendetenRegularisierungsparameternerhaltenbleibt.
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zuwenden,dessenMollifier-FunktionFγ für t ��� durchGleichung(6.8),

Fγ � t ��� sinγ  1t
πt ! (9.97)

gegebenist55. Im Abschnitt6.2 habenwir zwar gezeigt,daßwir denidealenTiefpaßnur unterstarkein-
schr̈ankendenBedingungenauf dasauf derFourier-Laplace-respektiveauf derMellin-Transformationba-
sierendeVerfahrenmathematiscḧubertragenkönnen,dochwollen wir diesenFilter aufgrunddessenBe-
deutungin der Anwendungdesauf der Fourier-TransformationbasierendenRegularisierungsverfahrens
(5.47) kurz behandeln,unssogarnur auf die Wiedergabeder wesentlichen,aberschonlangebekannten
Ergebnisse56, beschr̈anken.Zus̈atzlichseidaranerinnert57, daßwir die IntegralgleichungdesImagin̈arteils,
Gleichung58 (9.10),ebensounterAnwendungderFourier-Transformationlösenkönnenundsomitdortden
idealenTiefpaßdirekt anwendenkönnen- undsp̈aterauchwerden.

Betrachtenwir alsonunden,aufderFourier-Transformationbasierenden,Ausdruck(5.55)für ∆r
γ:

∆r
γ � x��� � 2π �  N " 2 #$ N

� F̃γ � ξ �&% 1� f̃T � ξ � ei ' x ( ξ ) dξ (9.98)

Es sei nun fT � Hβ * � N + , mit β , 0, wobei wir mit Hβ wiedereinenSobolev-Raum59 bezeichnenwol-
len. Danngilt für denreinenRegularisierungsfehler, genauerfür denFilterfehlerdesidealenTiefpasses,
gemessenin derL2-Norm: -- ∆r

γ

--
L2 . γβ / fT

/
Hβ 0 (9.99)

DerreineRegularisierungsfehlerist beimidealenTiefpaßalsoproportionalγβ, alsogilt, andersausgedr̈uckt,-- ∆r
γ

--
L2 � O * γβ + .

Vergleichenwir jetzt (9.99)mit denasymptotischenAusdruck(9.87)desGaußfilters,der ebensofür das
auf derFourier-Transformation60 basierendeRegularisierungsverfahrengilt. Stellenwir dafür nunanaloge
Voraussetzungwie zudenobigenandiegesuchtefT , konkretsei fT � H2 * � N + , undmessenwir ∆r

γ ebenso
in derL2-Norm,dannsehenwir unmittelbardieGültigkeit61 von:-- ∆r

γ

--
L2 1 γ2 / fT

/
H2 2 O * γ4 + 0 (9.100)

Der VergleichderAusdr̈ucke(9.99)und(9.100),diesebeidenkönnenwir nur sinnvollerweisemiteinander
vergleichen,zeigtalso,daßderFilterfehlerdesGaußfilters,wieauchnichtanderszuerwartenwar, asympto-
tischproportionalzu γ2 ist undderFehlerdesidealenTiefpasses,nicht nur asymptotischsonderngenerell,
proportionalzu γβ ist. JenachBetragvon β und der Norm / fT

/
H2 bzw. / fT

/
Hβ wird, offensichtlich,das

Gaußfilteralso in einemasymptotischenSinnebez̈uglich desreinenFilterfehlersgünstigersein als der
idealeTiefpaß.Bedenkenwir noch,daßwir denidealenTiefpaßim Falle derFourier-Laplace-respektive
Mellin-Transformation,wie obenbereitserwähnt,ohnegroßeRestringtionenbez̈uglich desinversenPro-
blemsanwendenkönnen,soscheintdasGaußfilternichtnurkeineschlechtereWahlzurRegularisierungzu
sein,sondernfür jeneVerfahrenein Art

”
Ersatz“ für denidealenTiefpaßdarzustellen.

55Zwargebenwir dienachfolgendenErgebnisallgemeinerfür t 3�4 N an,dochrichtetsichunserHauptinteresseauft 354 N, welches
für unserProblemrelevant ist.

56Die nunfolgendeundweitere,für dieseArbeit nur tertiär relevante,ErgebnisseundEigenschaftendesidealenTiefpasseswerden
beispielsweisein [AT77,Lav67,Lou89]diskutiert.Wir werdendeswegenauchkeineBeweiseangeben.

57sieheAbschnitt2.4.3

58sieheauchGl. (2.55)aufSeite16

59Zur Definition derSobolev-Räumeseiauf [Lou89, Iva76, Wer95]verwiesen;bez̈uglich derWahl f 3 Hβ 6 4 N 7 seiauchauf die
Bemerkungrespektive Fußnote37zur KlassifizierungschlechtgestellterProbleme- Abschnitt4.3- hingewiesen.

60Die kürzesteBegründungist hier, dieFourier-Transformation8 alseinenSpezialfall der(allgemeineren)Fourier-LaplaceTrans-
formation 9 I I zu interpretieren;diesbez̈uglich sieinsbesondereauf [Doe71] verwiesen.

61Diesesfolgt unmittelbarausder Definition desSobolev-Raumsund der Isometrieder 8 -Transformationin L2; siehe[Doe71,
Lou89,Wer95].
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Beendenwir dentheoretischenVergleichzwischenGaußfilterund idealenTiefpaß,indemwir die auf de-
renMollifier-FunktionenbasierendeDarstellungderreinenRegularisierung,alsodie Mittelung respektive
Faltung f T

γ : Fγ ; fT , in diesemKapitel Gleichung(9.55), betrachten,woraussich letztendlichein Ver-
gleichder Mollifier-Funktionen(9.23),die desGaußfilters,und (9.97),die desidealenTiefpasses,ergibt.
Wir sehensofort, da die Mollifier-FunktiondesGaußfiltersselberwiedereineGaußfunktionist, daßdie
auf diesebasierendereineRegularisiertef T

γ eineglatte,mitunter
”
verwaschene“ Funktionseinwird, wo-

hingegendie auf der Mollifier-Funktion(9.97)basierendeaufgrundderen,insbesonderefür γ < 0, stark
oszillierendenCharaktersselberoszillatorischeAnteile aufweisenwird, selbstwenndie theoretischexakte
Lösung fT selbstkeinesolchenAnteile aufweisenwürde.Der unbestreitbareVorteil desGaußfiltersge-
gen̈uberdesidealenTiefpassesist also,bez̈uglich der reinenRegularisierungglatteRegularisierte f T

γ zu
liefern.Die artefaktischoszillierendenAnteile in der(reinen)Regularisiertenf T

γ sind,andersausgedr̈uckt,
geradedergroßeNachteildesidealenTiefpasses.Dochsolangewir nochnicht denEinflußdesDatenfeh-
lersbei diesenbeidenFiltern untersuchtrespektivediskutierthaben,solltenwir nochkeineAussagen̈uber
eingrunds̈atzlichesAbratendesidealenTiefpassesunddemgegen̈ubereineEmpfehlungdesGaußfilterszur
RegularisierungunseresProblemstätigen.

Als nächsteswerdenwir dasim Abschnitt6.2.2in derGleichung(6.38)vorgestelltenFilter derTikhonov-
Phillips Regularisierung,

F̃γ = s> : ? k̃ = s> ? 2? k̃ = s> ? 2 @ γ2 ? b̃ = s> ? 2 A (9.101)

untersuchen.Wir habenin jenenAbschnittbereitsauf die Problematikenbei derdirektenAnwendungdes
Filters der Tikhonov-Phillips Regularisierunghingewiesen,insbesondereauf die Problematikder nume-
rischenAuswertungderkomplexenUmkehrformelnderFourier-Laplace-undMellin-Transformationund
aufderSchwierigkeit deranalytischenBerechnungderkomplexenUmkehrformel,dieAusdr̈uckederForm
desTikhonov-PhillipsFilters(9.101)beinhalten62, alsodie Gleichungenzur BerechnungderzumFilter F̃γ
korrespondierendenMollifier-FunktionFγ undzur BerechnungdesregularisierendenKernsΦγ. Aufgrund
dereinerseitsschonfundamentalzunennendenBedeutungderTikhonov-PhillipsRegularisierung63 undda
bez̈uglichderAnwendbarkeit diesesVerfahrensauf die IntegralgleichungdesImagin̈arteils(9.10)entspre-
chendesgilt wie bez̈uglich der obenerwähntenAnwendbarkeit64 desidealenTiefpasses,soll jenejedoch
trotzdemkurz untersuchtwerden.Konkretwerdenwir wiederumbekannteErgebnisseausder Literatur,
ohne(genaue)AngabederBeweise,wiedergeben.

Wir werdennundie hier interessierendenallgemeinenAussagen̈uber∆r
γ, gemessenin derL2-Norm, wie-

dergeben.Da die nun folgendenAussagen,genauerKolloras,auf der Darstellung65 (5.17)desTikhonov-
Phillips Funktionalsbasieren,geltendiesefür beliebigeHilberträume.Es könnendie nun folgendenKo-
rollarsüberdasglobaleKonvergenzverhaltenderreinenTikhonov-PhillipsRegularisierung,bez̈uglich des
Parametersγ, bewiesenwerden66:

Korollar 9.1
Essei67 für ein α BDCFE mit 0 G α H 1: A†g BJILK = AM A> α N . Danngilt:OO ∆r

γ
OO
L2 : O K γ2α N P (9.102)

Korollar 9.2
EsseiAE g BDI = AMQ> . Danngilt OO ∆r

γ
OO

L2 : O = γ > P (9.103)

62siehedie jeweilig entsprechendenAusführungenim Abschnitt6.2.2undnochdie Fußnote25auf derSeite93

63Wir wollen bez̈uglich der Tikhonov-Phillips Regularisierungwiederumauf die AusführungendesAbschnitts5.2 und dessen
Quellenangaben,insbesonderenochmalexplizit auf [AT77,Gro84, Lou89,TGSY95], verweisen.

64siehedie BemerkungaufdervorherigenSeiteundwiederumAbschnitt2.4.3

65sieheAbschnitt5.2,Seite71

66Die BeweisedieserbeidenKorollarssindbeispielsweisein [Gro84]zufinden.

67Mit f R A†g bezeichnenwir wiederdie Moore-PenroseLösung;siehediesbez̈uglich auchAbschnitt4.2.3und5.3.1



9.3. DAS ASYMPTOTISCHEVERHALTEN DERFILTER 167

Am Korollar 9.1 sehenwir, daßderFilterfehlerderTikhonov-Phillips Regularisierunghöchstensvon der
Ordnungγ2 seinkannundzwar auchnur dann,wennfür die Moore-PenroseLösungA†g S�T�U AV AW gilt.
Tats̈achlichkann jetzt gezeigt68 werden,daß,mit der notwendigenBedingungA†g SXT�U AV AW , maximal
tats̈achlich

”
nur“ YY ∆r

γ

YY
L2 Z O [ γ2 \ (9.104)

möglich ist. DerkonkreteWert desParameterα im Korollar9.102wird übrigens,wie wir nicht unerẅahnt
lassenwollen, in derPraxiszumeistunbekanntbzw. nur mit Mühezu ermittelnsein69. Ebensowollen wir
andieserStelledieGültigkeit derKorollars9.1und9.2für beliebigeStabilisatorenderOrdnungp betonen,
d.h.dieOrdnungin γ ist unabḧangigvonderOrdnungp derStabilisatoren.

9.3.2 DasasymptotischeVerhalten von ∆ν
γ

Wendenwir unsnundenEinflußdesDatenfehlers,∆ν
γ , in derRegularisierungzu. Wir wollen amAnfang

daraufhinweisen,daßin dennachfolgendenUntersuchungendasFehlerniveauderDatenalskonstantvor-
ausgesetztwird.

Bereitsin [Ros95] habenwir einenAusdruckderForm(9.53)untersucht,genauerhabenwir denfolgenden,
auf diesembasierendenAusdruckfür die Varianzσ2 ] νγ ^ des

”
regularisierten“ stochastischenProzessesνγ,

definiert70 durch
σ2 ] νγ ^ Z`_ [ ∆ν

γ
\ 2 a

ST b (9.105)

abgeleitet71:

σ2 ] νγ ^ Z πU 2πi W 2 cc d i∞e
ccgf i∞

ds

cc d i∞e
ccgf i∞

dsh�i F̃γ U sW F̃γ U sh W
k̃ U sW k̃ U sh W xfkj sd sc l S̃] ν;s m sh ^on p (9.106)

Die FunktionS] ν;ω ^ , definiert72 durch

S] ν;ω ^ : Z 2

∞ef ∞

ef iωτ q ν U 0W b ν U τ Wsr ST dτ Z 2

∞ef ∞

ef iωτ t ] ν;τ b 0̂ dτ b (9.107)

ist diespektraleDichtederwiederumalsstation̈ar vorausgesetztenstochastischenFunktionν, mit S̃] ν; ŝ sei
derenMellintransformiertebezeichnet,weiterbezeichnet ] ν;τ1 b τ2 ^ Z t ] ν;τ1 u τ2 ^ dieKorrelationsfunktion
derstation̈arenStochastischenundmit qwv r ST seidiestochastischeMittelungbezeichnet.

Mit (9.106)besitzenwir zwar einenkonkretenAusdruckdesEinflussesdesDatenfehlersin derRegulari-
sierung,gemessenin einerexperimentellabscḧatzbarenstochastischenNorm,dochbeinhaltetdieseroffen-
sichtlichebensoeinige

”
Schwierigkeiten“ . Um diesenAusdrucksowohl für theoretischealsauchpraktische

68siehe[Gro84, Mor84]

69Diesbez̈uglich seiauchauf die theoretischenUntersuchungenin [Gro84, Mor84] verwiesen,woraussichdieserUmstandunmit-
telbarergibt.

70siehebeispielsweise[Lou89, Str63a, Str63b] und hier die Bemerkungenund Ausführungenzu stochastischenFunktionenim
Abschnitt8.2.2

71Die Ableitung des Ausdrucks(9.106) ist bereits aus den entsprechendenDarstellungenin [AT77], unter Verwendungder
Ausführungenin [Str63a] bez̈uglichstation̈arerstochastischerFunktionen,abzulesen,wennwir anStellederdortverwendetenFourier-
Transformationdie Mellin-Transformationansetzen.

72Wir wollen daraufhinweisen,daßin der Literatur verschiedeneDefinitionender spektralenDichte existieren,die sich jedoch
lediglich im VorfaktordesFourierintegralsrespektive derFourier-Transformationunterscheiden;so

”
fehlt“ in einigenderFaktorzwei.

Wir verwendenhier, wie auchin [AT77], die in [Str63a] angegebeneDefinition. Für weiteregenerelleEigenschaftenderspektralen
DichteSx ν;ω y , wie auchstation̈arerstochastischenFunktionenν undderenAutokorrelationsfunktionen zkx ν;τ1 { τ2 y seiwiederumauf
[Str63a, Str63b] verwiesen.
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Aussagenauswertenzu könnenmüssenVoraussetzungenandie stochastischeν respektive derenspektrale
DichteS| ν;ω } respektivederenMellintransformierteñS| ν;s} aufgestelltwerden,diemeistensexperimentell
nichtzug̈anglichsind,undeinigesogarzurestringtiv seinwürden.Ebensoseinichtunerẅahnt,daßdiedann
aufderBasisvon(9.106)erhaltenenAusdr̈uckeanalytischnurmit großemAufwand,soüberhaupt,auswert-
barsind.DieseanalytischenAusdr̈ucke,die dann- wie zu erwarten- explizit Eigenschaftenderspektralen
Dichte,wie beispielsweisederenasymptotischenVerhalten,beinhalten,besẗatigendannletztendlichnurdas
generelleVerhaltenvon∆ν

γ respektive ~~ ∆ν
γ ~~ , mit einergeeignetgewähltenNorm.BeeindruckendeBeispiele,

die dasebenerwähntebesẗatigen,gebendie entsprechendenUntersuchungenvon ARSENIN und TIKHO-
NOV in [AT77], wobei sie konkretdie denEinfluß desDatenfehlersim, auf der Fourier-Transformation
basierendem,Verfahren(5.47)betrachten.Zus̈atzlichzu dengenerellenBemerkungenzur Wahl desRegu-
larisierungsparametersim Kapitel8 aufderSeite127,sehenwir jetzteinenzus̈atzlichenGrund,Ausdr̈ucke
derForm (9.106)nicht unbedingtdetailierterzu betrachten- solangediesesnicht, um wesentlicheErgeb-
nisseundEigenschaftenzuerhalten,zwingendnotwendigzuseinscheint.

Tats̈achlichgen̈ugenim unserenFall desexponentiellschlechtgestelltenProblems(9.2) die Betrachtung
weit weniger

”
komplizierter“ Ausdr̈uckealssolcherwie derGleichung(9.106),umdasrelevanteVerhalten

von∆ν
γ , insbesonderebez̈uglichderNumerik,zuerhalten.Betrachtenwir deswegenzuerstfolgendes,ohne

einenkonkretenFilter F̃γ oderKernk̃ anzusetzen,sondernnurderenallgemeinenEigenschaftenausnutzend,
umersteallgemeineAussagen̈uberdasVerhaltendesDatenfehlerszuerhalten:Im Fourier-Laplace-respek-
tiveMellinraumgilt für denDatenfehler, entsprechenddenAusdr̈ucken(9.51)und(9.53),offensichtlichdie
Darstellung

∆̃ν
γ � Φ̃γ � g̃ε � g̃T � � (9.108)

wobeiΦ̃γ wiederdurch(9.54)gegebenseiundwir diesmalν̃ � g̃ε � g̃T angewandt73 haben.Betrachtenwir
nurdieL2-artigeAbweichung74 derForm~~ ∆ν

γ � x0 � ~~ 2 � 1
2π

∞�� ∞ �� ∆̃ν
γ � x0 � iy � �� 2dy � (9.109)

AusderDreiecksungleichungundderParsevalschenFormel75 für die � I I -Transformation,diesewollenwir
jetztwiederumzuerstbetrachten,folgt direkt,mit s � x � iy:~~ ∆ν

γ � x0 � ~~ 2 � 1
2π

∞�� ∞ �� Φ̃ � x0 � iy � �� 2 dy

� ∞�� ∞ � g̃ε � x0 � iy � � g̃T � x0 � iy � � 2 dy (9.110)

� ∞�� ∞ �� Φ̃ � x0 � iy � �� 2dy

∞�� ∞

e
� 2x0t � gε � t � � gT � t � � 2dt � (9.111)

EsgeltenundieAbscḧatzung
∞�� ∞

e
� 2x0t � gε � t � � gT � t � � 2dt

� ε2 � x0 ��� (9.112)

mit derwir alsodie rechteSeitevon (9.111)ihrerseitszu
∞�� ∞ �� Φ̃ � x0 � iy � �� 2dy

∞�� ∞

e
� 2x0t � gε � t � � gT � t � � 2dt

� ε2 � x0 � ∞�� ∞ �� Φ̃ � x0 � iy � �� 2dy (9.113)

73Genauerbenutzenwie anstelledersymbolischenSchreibweisẽν für die TransformiertedesDatenfehlersjetzt die mathematisch

”
korrektere“ g̃ε � g̃T .

74Die Normzeichengeltenin mathematischerStrenge,wennin denfolgenden,betrachtetenGleichungenx0 identischgleichist.

75sieheGleichung(7.128)aufSeite116undbez̈uglich desParsevalschenTheorems[Doe71, Tit67]
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abscḧatzenkönnen.Für transformierteΦ̃γ desregularisierendenKernesgilt nunΦ̃γ ��� I I , jenegen̈ugtsomit
perdefinitionemeinerExponentialabscḧatzung,unddajetztebensosowohl F̃γ ��� I I alsoauchk̃ ��� I I gelten
soll, wird für dieTransformierteΦ̃γ eineExponentialabscḧatzungderForm���� F̃γ � s�

k̃ � s� ������ Ce�k� η � γ � � ρ ��� y � (9.114)

gelten,wobeiwir, derEinfachheitwegenundohnedieAllgemeinheittats̈achlichwesentlicheinzuschr̈anken,
diesymmetrischenExponentialabscḧatzungen�� F̃γ � s� �� � C1 e� η � γ ��� y � (9.115)�� k̃ � s� �� � C2 e� ρ � y � (9.116)

vorausgesetzthaben- ansonstengeltenentsprechendeExponentialabscḧatzungenfür y � 0 und y � 0 -
wobei ρ ��� einepositive Konstantesei und η   η � γ � einereelle,nicht negative Funktiondes(reellen)
Regularisierungsparametersγ sei.Mit all demerhaltenwir nunzusammengefaßtfür denEinflußdesDaten-
fehlersdie Abscḧatzung ¡¡

∆ν
γ � x0 � ¡¡ 2 � C ε2 � x0 � ∞¢

0

e� 2 � η � γ � � ρ ��� y �¤£ (9.117)

worausunmittelbarundletztendlich ¡¡
∆ν

γ � x0 � ¡¡ 2 � C
ε2 � x0 �

η � γ �¦¥ ρ
(9.118)

folgt. Natürlich gilt dieebenhergeleiteteAbscḧatzung(9.118)nur unterderBedingung

η � γ �F§ ρ ¨ γ ���F©�ª¬« 0 ­ £ (9.119)

die jedochper definitionem76 desregularisierendenFilters F̃γ erfüllt sein wird; ansonstenwäre F̃γ kein
regularisierendesFilter bez̈uglich destransformiertenKernsk̃. Wie wir im Abschnitt7.2.2gezeigthaben,
weistdasFilter F̃γ die folgendenEigenschaftenauf:

i) Esgilt F̃γ ® 0   1.

ii) DerLimes lim
γ ¯ 0

  1 ist stetig.

Aus diesenbeidenEigenschafteni) und ii) und weil per definitionemeinerstabilisierendenFunktiondie
Bedingung(9.119)erfüllt ist folgt nun,daßin einemasymptotischenSinnderLimes

η � γ ��° ρ für γ ° 0© (9.120)

geltensollte,wasin Wortenbedeutet,daßη � γ � für beliebigkleine,aberendliche,Wertevonγ beliebignahe
anρ kommt,jedochimmergrößeralsρ ist:

η � γ �¦¥ ρ � δ für γ ° 0© mit 0 � δ ��� ± (9.121)

Die Konsequenzausdemist nunoffensichtlichderasymptotischeLimes:¡¡
∆ν

γ � x0 � ¡¡ 2 � C
ε2 � x0 �

η � γ �¦¥ ρ ² ∞ für γ ° 0© ± (9.122)

Aufgrund der allgemeinenEigenschaftender hier relevantenFunktionen,besondersder exponentiellen
Abscḧatzbarkeit respektiveSchlechtgestelltheitvon k̃, könnenwir demnach,im asymptotischenSinne,eine
Divergenzvon

¡¡
∆ν

γ � x0 � ¡¡ für γ ° 0© , denEinflußdesDatenfehlers,erwarten.

76An dieserStelltewollen wir auf die Definition 4.5 derRegularisierungundauf die im Kapitel 7 abgeleitetenEigenschaftenvon
F̃γ hinweisen.
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Natürlich sind die Ausführungenzum (asymptotischen)Limes (9.122)jetzt nicht als Beweiseim mathe-
matischstrengenSinn zu verstehen,sondernsollten,wie an derenAnfang erwähnt,dazudienen,erste
allgemeinerespektivezuerwartendenEigenschaftenvon∆ν

γ zuerhalten.Betrachtenwir jetzt,umkonkrete-
reErgebnissezu erhalten,denndieFunktionη ³ γ ´ im Limes(9.122)ist i.A. unbekannt,GaußscheFilter 77

respektive für γ µ 0¶ asymptotisch GaußscheFilter78, esmögenunalsodie,bei asymptotischGaußschen
somitim zumindestfür γ µ 0¶ asymptotischenSinnegültige,Abscḧatzung·· F̃γ ³ ś ··�¸ e¹ γ2y2

(9.123)

für dasFilter F̃γ gelten.Für die TransformierteΦ̃γ folgt daraus,wennwir für k̃ wiederdie Exponential-
abscḧatzung79 (9.116)annehmen,dieAbscḧatzung:···· F̃γ ³ ś

k̃ ³ ś ···· ¸ C e¹ ³ γ2y2 ¹ ρ º y º ´¼» (9.124)

Analog zur Gleichung(9.117),erhaltenwir jetzt für ½½ ∆ν
γ ³ x0 ´¾½½ , die wir wiederumbetrachtenwollen, den

Ausdruck: ½½ ∆ν
γ ³ x0 ´ ½½ 2 ¸ 2 C ε2 ³ x0 ´ ∞¿

0

e¹ 2 ³ γ2y2 ¹ ρ º y º ´ dy » (9.125)

Das Integral in (9.125) ist nun wohlbekannt80 und unter Berücksichtigungder Definition81 der Error-
FunktionErf ,

Erf ³ x́�À 2Á
π

x¿
0

e¹ t2 dt Â (9.126)

erhaltenwir dannletztendlichdieAbscḧatzung:½½ ∆ν
γ ³ x0 ´ ½½ 2 ¸ C Ã π

2
ε2 ³ x0 ´

γ
exp Ä ρ2

2γ2 ÅÇÆ 1 È Erf Ä ρÁ
2γ ÅÊÉ » (9.127)

Bereitsjetztkönnenwir anderobigenAbscḧatzungdieDivergenzvon ½½ ∆ν
γ ³ x0 ´ ½½ für γ µ 0 ablesen.Berück-

sichtigenwir jetztnochdenLimes82

lim
γ Ë 0

Erf Ä ρÁ
2γ ÅÍÌ 1 Â (9.128)

soerhaltenwir dieasymptotischeAbscḧatzung,½½ ∆ν
γ ³ x0 ´ ½½ 2 Î C

Á
2π

ε2 ³ x0 ´
γ

exp Ä ρ2

2γ2 Å für γ µ 0¶ Â (9.129)

ausderwir dasdivergenteVerhaltennochdeutlicherablesenkönnen.Im Fall unsererphänomenologischen
Gleichung(9.2)könnenwir übrigensnochkonkretangeben:

C Ì ³ 2π ´ ¹ 1

ρ Ì 3
2

π

77sieheauchGleichung(9.22)

78Somit schließenwir in dennachfolgendenBetrachtungimplizit die im Abschnitt9.2.2vorgestellten
”
Multifilter“ oderregulari-

sierendenFolgenmit ein.

79Wir wollen nochmalsdaraufhinweisen,daßaufgrundder implizit vorausgesetztenexponentiellenSchlechtgestelltheit k̃ so per
definitionemexponentiellabscḧatzbarist.

80DadieBerechnungdesIntegralsin (9.125)im wesentlichen
”
elementar“ ist, wollenwir aufderenDetailsverzichtenundstattdes-

senaufbeispielsweise[AS68,BS76, EMOT54,WW69] sowie sogaraufStandardwerke zur Integrationverweisen.

81siehe[AS68, EMOT54]; in derLiteraturwird die Error-FunktionErf undderenkomplemenẗarenErfc (sieheSeite191)ebenso
auchohnedenVorfaktor2ÏÑÐ π eingef̈uhrt,wie beispielsweisein [EMOT53].

82sieheauch[AS68, EMOT54]



9.3. DAS ASYMPTOTISCHEVERHALTEN DERFILTER 171

Als asymptotischeAbscḧatzungfür denEinflußdesDatenfehlerserhaltenwir für diehier behandelteGlei-
chung(9.2)somitkonkret:ÒÒ

∆ν
γ Ó x0 Ô ÒÒ 2 Õ Ó 2π ÔwÖ 1× 2 ε2 Ó x0 Ô

γ
exp Ø 9π2

8γ2 Ù für γ Ú 0Û Ü (9.130)

Wir könnenalsozusammenfassen:AnhandderAbscḧatzung(9.127),undnochdeutlicheranhandderasym-
ptotischenAbscḧatzung(9.129)bzw. (9.130),erkennewir ein exponentielldivergentesVerhaltendesEin-
flussesdesDatenfehlersfür γ Ú 0Û bei Gaußartigerespektive asymptotischGaußartigeF̃γ, so k̃ exponen-
tiell abscḧatzbarist. In anderenWorten bedeutetdieses,da wir in der praktischenAnwendungzur Re-
gularisierungexponentiellschlechtgestellterProbleme,so wir die auf der Fourier-Laplace-bzw. auf der
Mellin-Tranformationbasierenden(5.49)bzw. (5.50)anwendenmüssen,aufeinenGaußartigenTermin F̃γ
angewiesensind83, dennansonstenwürdesich die analytischeBerechnungdesregularisierendenKernes
Φγ eventuellals praktischschwerodersogarunmöglich erweisen,daßder Einfluß desDatenfehlersein
kontrolliertesexponentielldivergentesVerhaltenfür γ Ú 0Û aufweisenwird; einUmstand,derletztendlich
dieManifestationderexponentiellenSchlechtgestelltheitdesProblemsin dengenuinaufFilter basierenden
Verfahrenist, dennderUrsprungdesFaktors

exp Ø ρ2

2γ2 Ù (9.131)

in denasymptotischenAbscḧatzungenist geradedie exponentielleAbscḧatzung(9.116)derTransformier-
tenk̃. Ein FaktorderobigenForm(9.131)werdenwir, wasnichtunerẅahntbleibensoll,auchdannerhalten,
wennwir ∆ν

γ unterBeinhaltungderübrigenVoraussetzungenin derSupremumsnormmessenwürden.

Dieseshat jetzt offensichtlichbei derAnwesenheitvon Datenfehlern84 zur Konsequenz,daßdasasympto-
tischeVerhaltendergesuchtenDichtew, respektive p, für x Ú 0, obwohl jenesdurchdasreineRegularisie-
rungsverfahrenprinzipiell reproduziert85 wird, nundurchebenjenenFehlerüberlagertwird, wodurchjene
Asymptotik nicht nur eventuellverfälscht,sondernim ungünstigstenFall in der Regularisiertengar nicht
mehrablesbarseinwird. Wir werdendarauf,nebenweiterenAspektenderNumerikdesgenuinauf Filter
basierendenRegularisierungsverfahrens,näherim Kapitel 10 eingehen.

Wendenwir unsjetzt demidealenTiefpaß, Gleichung(9.96),unddendortigenEinflußdesDatenfehlers,
wiederuminsbesonderebei exponentiellschlechtgestelltenProblemen,zu. Betrachtenwir demnachden
aufderFourier-TransformationbasierendenAusdruck86 (5.56),derjetzt diekonkreteForm

∆ν
γ Ó xÔÞÝ Ó 2π Ô Ö N × 2 ßà

ξ
à á

γ â 1

1

k̃ Ó ξ Ô Ó g̃ε Ó ξ Ô¦ã g̃T Ó ξ ÔwÔ ei ä x å ξ æ dξ (9.132)

annimmt.Weiter setzenwir voraus,daßgε ç L2 è�é N ê sei, so daß ë gε ã gT ë L2 ì ε gelte.Wegender Iso-
metrie87 derFourier-Transformationin L2, erhaltenwir für denEinflußdesDatenfehlers,gemessenin der
L2-Norm,offensichtlichdiegenerelle(triviale)AbscḧatzungÒÒ

∆ν
γ

ÒÒ
L2 ì supà

ξ
à á

γ â 1 íí k̃ Ó ξ Ô íí Ö 1 ε î (9.133)

woraussichunmittelbarmit dervorausgesetztenexponentiellenAbscḧatzbarkeit derReziprokenderTrans-
formiertenk̃, íí k̃ Ó ξ Ô íí Ö 1 ì C eρ

à
ξ
à î ρ ç�é Û (9.134)

83siehedie AusführungenamAnfangdiesesAbschnitts9.2,Seite152f

84Wir wollenbemerken,daßwir andieserStellekeinerleiAussagen̈uberdieNaturderDatenfehlergemachthaben,d.h.diesersich
bereitsin einerreinennumerischenDiskretheiterscḧopfenkann.

85siehediesbez̈uglich Seite161ff

86sieheAbschnitt5.3.3aufSeite78

87siehe[Doe71, Tit67, Lou89, Wer95]
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letztendlich ïï
∆ν

γ

ïï
L2 ð ε C exp ñ ρ

γ ò (9.135)

ergibt88. Ebensowie im Fall desGaußfilters,divergiert derEinflußdesDatenfehlersexponentiellbeikleiner
werdendenRegularisierungsparameterγ, wasletztendlichoffensichtlichwiederumeineManifestationder
unterliegendenexponentiellenSchlechtgestelltheitdesinversenProblemsist.

Wendenwir unsjetztderTikhonov-Phillips Regularisierungzu.Wie im vorangegangenenAbschnitt,auf
derSeite166,werdenwir unsmehrdenallgemeinen,globalenAussagen̈uberdenEinflußdesDatenfehlers
zuwenden.Wie schondie Korollars9.1 und9.2 im vorangegangenenAbschnitt,basiertdasnachfolgende
wiederumauf derDarstellung89 (5.17)desTikhonov-PhillipsFunktionals- undsomitfür beliebigeHilber-
träume.

Es sei wiederumgε die fehlerbehafteteFunktionund esgelte ó gε ô gT ó ð ε, wobei wir mit óöõ÷ó hier, wie
im vorangegangenenAbschnitt,wiedereine(beliebige)HilbertraumNorm bezeichnenwollen. Über den
Datenfehlereinflußgibt nundasfolgendeKorollarAuskunft90:

Korollar 9.3
Essei,wie ebenerwähnt, ó gε ô gT ó ð ε undγ derRegularisierungsparameter. Danngilt für denEinflußdes
DatenfehlersdieAbscḧatzung: ïï

∆ν
γ

ïï ð ε
γ ø (9.136)

Ist jetztAù g úJû�ü AýÑþ undexistierteinA ú�ÿFù���� 0 � derart,daßγ � Aε gilt, danngilt für denGesamtfehler
derRegularisierung∆γ: ïï

∆γ

ïï � O ü ε þ ø (9.137)

Ebensowie der Gaußfilterund der idealeTiefpaß,divergiert im Tikhonov-Phillips Verfahrender Daten-
fehlereinflußentsprechenddesobigenKorollars91 9.3 für γ � 0ù , jedochnicht exponentiell,sondernwie
O ü 1 � γ þ . Diese

”
globale“ Divergenzist jedoch,worauf wir hinweisenwollen, unabḧangigvon Grad der

SchlechtgestelltheitdesinversenProblemsund,wie im Fall desreinenFehlersdesRegularisierungsverfah-
rens92, ebensounabḧangigvonGradp desverwendetenStabilisators(mit konstantenKoeffizienten).

Eine weitereAbscḧatzungdesGesamtfehlers der Tikhonov-Phillips Regularisierung, die wir nicht un-
erwähntlassenwollen, liefert dasnunfolgendeKorollar93:

Korollar 9.4
Essei,für ein α ú�ÿ ù mit 0 � α ð 1, A†g úDû
	wü Aý Aþ α � undessei

γ2 � A ε
2

2α � 1 ø (9.138)

Danngilt für denGesamtfehler: ïï
∆γ

ïï � O 
 ε 2α
2α � 1 � ø (9.139)

Die schnellsteKonvergenzratefür denGesamtfehlerderTikhonov-PhillipsRegularisierung,diealsodurch
dasKorollar9.4garantiertwird, ist somit ïï

∆γ

ïï � O 
 ε2� 3 � ø (9.140)

88Am Ausdruck(9.132)erkennenwir übrigenssofort,daßwir eineentsprechendeAbscḧatzungerhaltenwerden,wennwir ∆ν
γ in

derSupremumsnormmessenwürden.

89sieheAbschnitt5.2,Seite5.17

90siehebeispielsweise[Gro84,Mor84]

91Wir wollen auf diediesbez̈uglichenDiskussionenin [AT77, Gro84,Mor84] hinweisen.

92siehedie Bemerkungenzu denKorollars9.1und9.2,Seite167

93siehewiederum[Gro84,Mor84]; mit f � A†g bezeichnenwir wiederdie Moore-PenroseLösung.
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Wie wir bereitsbez̈uglich desKorollars9.1 erwähnthaben,wird in derPraxisderWert desParametersα
unbekanntodernur mit Mühezu ermittelnsein.Nichtsdestotrotzsinddie hier wiedergegebenenKorollars
aufgrundihrer Aussagen̈uberdasmaximalmöglicheFehlerverhaltenvon großenWert.

Ein weiterer
”
Nachteil“ derbeidenKorollars9.3und9.4sindderenAnnahmen̈uberdie funktionaleBezie-

hungzischendenRegularisierungsparameterγ unddenDatenfehlerε. Fassenwir jedochdie Aussagender
Korollare9.2und9.3 zusammen,undsetzendafür die Gültigkeit von A� g ����� A��� voraus,soergibt sich
für denGesamtfehlerderTikhonov-PhillipsRegularisierung,bei0 � γ, dasfolgendeBild:�� ∆γ

���� Cγ � ε
γ � (9.141)

wobeiC wiedereinepositive,von Null verschiedene,Konstantesei.

9.3.3 Zusammenfassungund Resumeezum asymptotischenVerhalten

Den Abschnitt über dasasymptotischeVerhaltenabschließend,wollen wir, trotz der Redundantz94, die
wichtigstenErgebniskurz zusammenfassenundResumeeziehen,insbesonderebez̈uglich Asymptotikder
Gaußfilterund insbesonderebez̈uglich derAnwendungder Filter auf exponentiellschlechtgestelltenPro-
blemen.

Die Ergebnissezum idealenTiefpaßsind,dieGleichungen(9.99)und(9.135)zusammengefaßt:
Sei fT � Hβ �! N " , mit β # 0, undgε � L2 �! N " so,daß $ gε % gT $ L2 � ε gelte.Danngilt für denGesamt-
fehler: �� ∆γ

��
L2
� γβ $ fT $ Hβ � ε C exp & ρ

γ ' ( (9.142)

Die Ergebnissefür die Tikhonov-Phillips Regularisierung habenwir bereitsin der obigenGleichung
(9.141)auf dieserSeitezusammengefaßt: �� ∆γ

��
L2
� ε

γ
� O � γ � ( (9.143)

Und letztendlich,erhaltenwir für denGesamtfehlereinesGaußfilters respektive GaußartigenFilters,die
Gleichungen(9.80),(9.99)und(9.127)zusammengefaßt:�� ∆γ � x0 � �� � m)

n* 1

γ2n

n!

�� D2n fT � x0 � �� � O + γ4 , m� 1-/.
� 0 C + π

2
. 1

4 ε � x0 �0 γ
exp & ρ2

4γ2 '21 3 1 � Erf & ρ0 2γ '�4 � (9.144)

woraussichdie in kleinsterOrdnungin γ asymptotischeEntwicklung95�� ∆γ � x0 � ��65 γ2
��� f 7 7T � x0 � ��� �80 C � 2π � 1

4
ε � x0 �0 γ

exp & ρ2

4γ2 ' für γ 9 0� (9.145)

ergibt.

Die Ausdr̈ucke für denidealenTiefpaßundderTikhonov-PhillipsRegularisierunggeltenfür alle γ �  �;:<
0 = , wohingegendie Ausdr̈ucke für dasGaußfilter, insbesonderederAusdruck(9.145),alsasymptotische

(Entwicklungen)für γ 9 0� zu interpretierensind.

94DieserAbschnittist für all diejenigengedacht,dieohneDetailsandenwesentlichenErgebnisseninteressiertsind.

95sieheauchdie Gleichungen(9.85),Seite162und(9.129),Seite170
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Wir könnenaufgrundderobigenAusdr̈ucken(9.142)bis (9.145)nunfolgendesfesthalten:
Der größteEinflußdesDatenfehlersweist in diesenAbscḧatzungenderGaußfilterauf, gefolgtvom idea-
len Tiefpaß.Da diesebeidenFilter exponentiellanwachsendeTermefür γ > o? aufweisen,wohingegen
derenreineFilterfehlerasymptotischproportionalγ2 bzw. γβ sind, könnenwir erwarten,daßder Daten-
fehlereinflußbei einerVariationdesRegularisierungsparameters,beispielsweisegem̈aßdes

”
Trial andEr-

ror“ -Verfahrens96, sobalddieserin der GrößenordnungdesreinenFilterfehlerskommt, sich deutlich im
Graphender Regularisiertenbemerkbarmachenwird. Bei der Bewertungder Tikhonov-Phillips Regula-
risierungsolltenwir bedenken,daßderAusdruck(9.143)von seinemWesenher das

”
globale“ Verhalten

in einemHilbertraumdiesesVerfahrensbeschreibt97. Der EinflußdesreinenFilterfehlersunddesDaten-
fehlersscheinenalsoentsprechenddenobigenAusdr̈uckenvon dergleichenGrößenordnungzu sein.Wir
werdensp̈aterim Kapitel 10 jedochsehen,daßdas

”
Trial andError“ -VerfahrenzurWahlvon γ im unserem

Fall auchbeiderTikhonov-PhillipsRegularisierungausreichenwird.

Abschließendist es,nachden bisherigenAusführungen,müßig zu erwähnen,daßdie in den gesamten
Abschnitt9.3abgeleiteten(asymptotischen)Ausdr̈uckezueinerpraktischenWahl desRegularisierungspa-
rametersnicht respektivenursehreingeschr̈anktverwendetwerdenkönnen,insbesondereaufgrundderdie
Funktion fT beinhaltendenTerme,die in derPraxisunbekanntseindürften.

9.4 Die regularisierendenKerne

Nachdemwir unsdenkonkretenFilternzurRegularisierungderIntegralgleichungen(9.2),(9.9)und(9.10)
gewidmethaben,wendenwir unsjetztderen,aufdiesenFilternbasierendenrespektivedurchdieseFilter er-
zeugten,regularisierendenKerne,die,zur Erinnerung,beidemauf derMellin-Transformationbasierenden
Regularisierungsverfahren(5.50)allgemeindurchdieGleichung(9.21),

Φγ @ xACB 1
2πi

c? i∞D
c E i∞

Φ̃γ @ sA xE s ds B 1
2πi

c? i∞D
c E i∞

F̃γ @ sA
k̃ @ sA xE s ds F (9.146)

definiert98 sind,zu.

Berechnen99 wir zuerstdenregularisierendenKern für unsererAusgangsgleichung,die (komplexwertige)
phänomenologischenIntegralgleichung (2.47)derDichtefunktionw. Die MellintransformierteK deren
Integralkernsk ist, zur Erinnerung,durchdenAusdruck100 (2.40),alsodurch

is
π

sin @ πsA B is Γ @ sA Γ @ 1 G sAHF mit 0 IKJML s I 1 F (9.147)

analytischgegeben.Als Filter F̃γ setzenwir, gem̈aßderbisherigenAusführungen,dasGaußfilter(9.22),

F̃γ @ sACB exp N γ2s2 O F (9.148)

an,wodurchwir alsounmittelbarfür dieMellintransformierteΦ̃γ

Φ̃γ @ sACB F̃γ @ sA
K @ sA B i E s exp N γ2s2 O sin @ πsA

π
(9.149)

96sieheAbschnitt8.1

97Entsprechendesgilt zwar formal auchfür denAusdruck(9.142)desidealenTiefpasses,docherkennenwir ohneProbleme,auf-
grundder Darstellungenim vorangegangenenAbschnitt,daßeineAbscḧatzungin der Supremumsnormfür denDatenfehlereinfluß
ebensoeinenexponentiellenFaktorderForm exp P ρ Q γ R liefernwürde.

98siehein diesemKapitel Seite153,aberauchAbschnitt5.3.3undinsbesondereKapitel 7

99Aufgrund der fundamentalenBedeutungdesregularisierendenKernsΦγ in denvon unshier abgeleitetenRegularisierungsver-
fahren,wollen wir übrigensdessenBerechnungetwasausf̈uhrlicherwiedergeben,obwohl wir letztendlichwiederumaufschonin der
LiteraturbekannteIntegralerespektive inverseTransformationengeführt werden.

100sieheauchGleichung(9.6) im Abschnitt9.1unddie Ausführungenzur LösungderIntegralgleichungim Abschnitt2.4.2
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erhalten,alsoderregularisierendeKerndurch

Φγ S xTCU 1
2πi

cV i∞W
c X i∞

S ix T X s exp Y γ2s2 Z sin S πsT
π

ds (9.150)

gegebenist. Setzenwir in diesenAusdrucknunz U ix undtransformieren,derEinfachheitwegen,Φγ S xT\[
Φγ S zT und nutzendenZusammenhangzwischender Sinus-und der Exponentialfunktion,respektive die
Definition101 derSinusfunktion,

sinS zTCU eiz ] eX iz

2i ^ (9.151)

aus,soerhaltenwir:

Φγ S zT_U 1S 2πi T 2 cV i∞W
c X i∞

zX s exp Y γ2s2 Z S exp S iπsT ] exp S ] iπsT`T ds a (9.152)

EsseiaufdennichtunwesentlichenUmstandhingewiesen,daßwir mit derSubstitutionx bdce[ z bgf den
Übergangvonder

”
herkömmlichen“ Mellin-Transformationmit derreellenVariablenx zuderverallgemei-

nertenMellin-Transformation102,hjilk
ϑ m f n S sTpo ∞

k
ϑ mW

0

zsX 1 f S zT dz U f̃ S sT ^ (9.153)

zuderdie (verallgemeinerte)komplexeUmkehrformel

f S zTpU 1
2πi

cV i∞W
c X i∞

zX s f̃ S sT ds (9.154)

geḧort, vollzogenhaben.Hierbeiist jetztargz U ϑ in demWinkelraumϑ1 q ϑ q ϑ2, in dem f eineanalyti-
scheFunktionist,einfür allemalstetigfestzulegenundin (9.153)und(9.154)dementsprechendz U elnρ V iϑ,
also

zsX 1 U e
k
sX 1m k lnρ V iϑ m ^ zX s U es

k
lnρ V iϑ m ^ (9.155)

zu setzen.Der Grundfür denÜbergangzur verallgemeinertenMellin-Transformationist übrigens,daßso
eineelegantere,analytischeBerechnungderregularisierendenKernemöglich ist.

Betrachtenwir jetztdieExponentialfunktionen:mit einer(einfachen)quadratischenErgänzungkönnenwir
diesesofortzu

exp r S γsT 2 s iπstuU exp v π2

4γ2 w exp xzy γs s iπ
2γ { 2|

(9.156)

zusammenfassen,d.h.wir müssendie inverseMellin-TransformationderForm

I } S zT_U 1
2πi

cV i∞W
c X i∞

zX s exp x γ2 y s s iπ
2γ2 { 2 |

ds (9.157)

berechnen.Substituierenwir nun in den obigen Ausdruck (9.157) s̃ U s s iπ
2γ2 und nutzendie Formel

z} a U e} alnz aus,so erhaltenwir als zu invers-transformierendeFunktioneineGaußfunktionder Art des

101siehebeispielsweise[AS68, BS76,Tit86]; esexistierenje nachKontext in dermathematischenLiteratur bekanntermaßenauch
alternative DefinitionenderSinusfunktion

102Die verallgemeinerteMellin-Transformationhabenwir bereitsim Abschnitt7.2.3,Seite121,eingef̈uhrt. Detailiertwird jenein
[Doe71] behandelt,wobeiwir ebensonochauf [Tit86, Tit67] verweisenwollen.
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Filters (9.148).DieseverallgemeinerteinverseMellin-Transformationmit der komplexen Variablenz ist
(selbstversẗandlich)ebensowohlbekanntundsoll deswegenauchnichtdetailiert103 vorgeführtwerden.Für
die inverseMellin-Transformation(9.157)erhaltenwir so,analogzur Mollifier-FunktiondesGaußfilters,
Gleichung(9.24)aufSeite154:

I ~u� z�_� 1

2γ � π
exp ��� iπ

2γ2 lnz� exp ��� 1
4γ2 ln2 � z��� � (9.158)

Setzenwir jetztdasobigeErgebnis(9.158)in dieGleichung(9.152)für Φγ einundber̈ucksichtigenwieder
dieFormel(9.151),soerhaltenwir zusammengefaßt:

Φγ � z�p� 1

2γπ
3
2

exp � π2

4γ2 � exp � � 1
4γ2 ln2 � z� � sin � π

2γ2 ln � z� � � (9.159)

Für die numerischeAnwendungben̈otigenwir denAusdruck(9.159)in der reellenVariablenx. Beachten
wir, daßfür denLogarithmusmit z ��� bekanntlich

ln � z�C� ln ��� z� eiθ � � ln � z��� i � θ � 2kπ � (9.160)

gilt104, undbeschr̈anken105wir unsaufdenHauptzweigderLogarithmusFunktion, alsoaufk � 0 in (9.160),
soerhaltenwir mit z � ix jetzt konkret:

ln � ix �C� ln � x ��� i
π
2

� (9.161)

Setzenwir diesesjetzt in (9.159)ein, soerhaltenwir für denauf Gaußfilterbasierendenregularisierenden
Kern der (komplexwertigen)Integralgleichung(2.47)letztendlich:

Φγ � x�C� 1

2γπ
3
2

exp � π2

4γ2 � exp ��� 1
4γ2 � ln � x�z� i

π
2
� 2 � sin � π

2γ2 � ln � x��� i
π
2
� �e� (9.162)

Als nächsteswerdenwir unsdenregularisierendenKern Φ1
γ der Integralgleichung desRealteils, Glei-

chung(9.9)auf Seite151,zuwenden.Die MellintransformierteK1 desIntegralkernsk1 dieserIntegralglei-
chungist, wie bereitsmehrfacherwähnt,durchdenAusdruck106 (9.17),

K1 � s�C� π
2

1

sin � 12πs� 0 ���M� s � 2 � (9.163)

gegeben.Wir erhaltenalsoalsAusgangsgleichungfür Φ1
γ , wobeiwir selbstversẗandlichwiederdenGauß-

filter (9.148)anwenden:

Φ1
γ � x�C� 1

2πi

c� i∞�
c � i∞

x� s exp � γ2s2 � 2
π

sin � 1
2

πs� ds � (9.164)

Ersetzenwir jetztwieder, wie eben,die SinusfunktiondurchdieGleichung(9.151),sogelangenwir zu

Φ1
γ � x��� 1

2πi

c� i∞�
c � i∞

x� s exp � γ2s2 � 1
iπ

� exp � i 1
2

πs� � exp � � i
1
2

πs� � ds (9.165)

� 1
iπ

1
2πi

c� i∞�
c � i∞

exp � γ2s2 � � � x
i
� � s �K� ix � � s� ds � (9.166)

103siehedazu[Doe71, Tit67, EMOT54]

104siehebeispielsweise[AS68,BS76, Tit86]

105siehediesbez̈uglich auchdie obigenBemerkungzurGleichung(9.155)

106sieheauchGleichung(2.64)aufSeite17
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undmit derVariablensubstitutionz1   x
i undz2   ix, wobeiwir denKern(zwischenzeitlich)zu Φ1

γ ¡ x¢�£
Φ1

γ ¡ z1 ¤ 2 ¢ transformieren,erhaltenwir alsdanndaswichtigeZwischenergebnis:

Φ1
γ ¡ z1 ¤ 2 ¢   1

iπ
1

2πi

c¥ i∞¦
c § i∞

exp ¨ γ2s2 © ¨ z§ s
1 ª z§ s

2
© ds « (9.167)

d.h. wir wendenzur Berechnungwiederumdie verallgemeinerteMellin-Transformationan. Die obigen
Gleichung(9.167)ist wiederdiealtbekannteinverseMellin-Transformationeiner(reinen)Gaußfunktion107

undsoerhaltenwir alsozusammengefaßt:

Φ1
γ ¡ z1 ¤ 2 ¢   1

iπ
1

2γ ¬ π ­ exp ® ª 1
4γ2 ln2 ¡ z1 ¢�¯ ª exp ® ª 1

4γ2 ln2 ¡ z2 ¢°¯�± ² (9.168)

Wiederumben̈otigenwir für einenumerischeAnwendungdenobigenAusdruck(9.168)desKernsΦ1
γ in

der reellenVariablenx. Wir gehenjetzt ebensowie ebenvor, d.h. wir wendendie Formel (9.160)unter
Berücksichtigungder Gleichung(9.155)an, um den Logarithmusmit komplexen auf einenmit reellen
Argumentenumzuschreiben.Beschr̈ankenwir unsdementsprechendwiederaufdenHauptzweigderLoga-
rithmusfunktion,alsoaufk   0 in (9.160),soerhaltenwir diesmal:

ln ¡ z1 ¢   ln ¨ xi ©   ln ³ x ³ ª i
π
2

(9.169)

und ln ¡ z2 ¢   ln ¡ ix ¢   ln ³ x ³�´ i
π
2

² (9.170)

Setzenwir abschließend(9.169)und(9.170)in (9.168)ein,bildendanndasQuadratim ArgumentderEx-
ponentialfunktionen,fassendiegeeignetenTermezusammenundber̈ucksichtigenanschließendwiederdie
Definition (9.151),soerhaltenwir für denauf GaußfilterbasierendenregularisierendenKern der Integral-
gleichungdesRealteilsletztendlich:

Φ1
γ ¡ x¢   1

γπ
3
2

sin ® π
4γ2 ln ¡ x¢ ¯ exp ® ª 1

4γ2 µ ln2 ¡ x¢ ª π2

4 ¶ ¯ ² (9.171)

Zum Schlußwendenwir uns den regularisierendenKern Φ2
γ der Integralgleichung des Imaginärteils,

Gleichung(9.10)aufSeite151,zu.Die MellintransformierteK2 ihresIntegralkernsist durchdieGleichung
(9.18),

K2 ¡ s¢   1
2

π
cos ¨ 12πs© ª 1 ·K¸M¹ s · 1 « (9.172)

gegeben.Mit demGaußfilter(9.148)erhaltenwir alsoalsAusgangsgleichungfür Φ2
γ :

Φ2
γ ¡ x¢   1

2πi

c¥ i∞¦
c § i∞

x§ s exp ¨ γ2s2 © 2
π

cos µ 1
2

πs¶ ds ² (9.173)

Gehenwir jetzt entsprechendwir bei derBerechnungdesKernsΦ1
γ vor: Benutzenwir diesmaldie Defini-

tion108 derCosinusfunktion,

cos¡ z¢   1
2
¨ eiz ´ e§ iz © « (9.174)

107siehewiederumGleichung(9.24)aufSeite154und[Doe71, EMOT53, Tit67]

108siehebeispielsweisewiederum[AS68, BS76, Tit86]; ebensowie im Fall der Sinusfunktion,existierenin der mathematischen
Literaturbekanntermaßenkontextabḧangigalternative DefinitionenderCosinusfunktion.
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um denCosinus-Termin (9.173)wiederauf Exponentialfunktionenumzuschreiben,soerhaltenwir sofort:

Φ2
γ º x»H¼ 1

2πi

c½ i∞¾
c ¿ i∞

x¿ s exp À γ2s2 Á 1
π Â exp Ã i 1

2
πsÄÆÅ exp ÃÈÇ i

1
2

πsÄ�É ds (9.175)

Φ2
γ º z1 Ê 2 »H¼ 1

π
1

2πi

c½ i∞¾
c ¿ i∞

exp À γ2s2 Á º z¿ s
1 Å z¿ s

2 » ds Ë (9.176)

Beim Übergangvon Gleichung(9.175)zur Gleichung(9.176)sindwir ebensowie geradebeimÜbergang
vonderGleichung(9.165)biszur Gleichung(9.167)zur BerechnungdesKernsΦ1

γ vorgegangen:wir habe
also wiederumdie Variablensubstitutionz1 ¼ x

i und z2 ¼ xi und die TransformationΦ2
γ º x»ÍÌ Φ2

γ º z1 Ê 2 »
durchgef̈uhrt.

Der ebenabgeleiteteAusdruck(9.176)unterscheidetsich von denentsprechendenAusdruck(9.167)nur
durchdasPluszeichenin denKlammerausdruckderVariablenz1 undz2, d.h.wir erhaltensofortalswichti-
gesErgebnis:

Φ2
γ º z1 Ê 2 »\¼ 1

π
1

2γ Î π Ï exp Â Ç 1
4γ2 ln2 º z1 »�ÉÐÅ exp Â Ç 1

4γ2 ln2 º z2 »°É�Ñ Ò (9.177)

worausbei zur obigeranalogenVorgehensweisebeim Umschreibenauf die reelleVariablenx, wobeiwir
anschließendentsprechendieDefinition(9.174)derCosinusfunktionanwenden,sichfür denaufGaußfilter
basierendenregularisierendenKern der IntegralgleichungdesImaginärteils letztendlich

Φ2
γ º x»p¼ 1

γπ
3
2

cos Â π
4γ2 ln º x» É exp Â Ç 1

4γ2 Ã ln2 º x»ÓÇ π2

4
Ä�É (9.178)

ergibt.

Unterziehenwir nun die ebenabgeleiteten,auf Gaußfilterbasierenden,Ausdr̈ucke der regularisierenden
Kerne,alsoderGleichung(9.162)für Φγ, derGleichung(9.171)für Φ1

γ undderGleichung(9.178)für Φ2
γ ,

einerkritischen Betrachtung:
Als erstesfällt auf,daßderGaußfilter, wie nicht anderserwartet,im Mellin-Raumsichin einemGaußterm
in denKernenniederschl̈agt.Desweiterenerkennenwir, daßsichdie exponentielleSchlechtgestelltheitder
Integralgleichungenebensoin denKernenmanifestiert- die regularisierendenKernehängenschließlich
von denTransformiertender Integralkerneab- undzwar in Form deroszillierendenTerme. DiesenSach-
verhalterkennenwir sofort,wennwir unsdieebendurchgef̈uhrteAbleitungderKernenochmalsvor Augen
führenunddabeiinsbesondereauf denUrsprungderSinus-bzw. Cosinustermeachten,welchergeradedie
MellintransformiertenderKernederIntegralgleichungenist. Weitersehenwir, daßwir für γ Ì 0 aufgrund
derGaußtermezwar immerschmalerwerdendenRegularisierendeerwartenkönnen,dochdaßdanneben-
sodie oszillierendenTermeanDominanzgewinnenwerden,undzwar zumeinenaufgrundder für γ Ì 0
sẗarker werdendenOszillationen,die

”
Frequenz“ der oszillierendenTermenimmt dannoffensichtlichzu,

zumanderenaufgrunddesfür γ Ì 0 divergierendenFaktorsexp Ô π2

4γ2 Õ in (9.162)bzw. exp Ô π2

16γ2 Õ in (9.171)

und(9.178),worausalsounmittelbardie DivergenzderRegularisierendenfür γ Ì 0 folgt.

Als Konsequenzall dessenerwartenwir beidernumerischenRealisierungdesgenuinaufFilter basierenden
Regularisierungsverfahrensdie fundamentaleProblematik109 dernumerischenIntegrationüber(stark)os-
zillierendenFunktionen.Auf diesesundweitereProblemein derNumerikdesRegularisierungsverfahrens
werdenwir detailierterim aufdiesemnachfolgendenKapitel 10Zur numerischenRealisationund deren
Ergebnisseeingehen.

109Bez̈uglich der Problematikder numerischenIntegration über(stark)oszillierendenFunktionensei bereitsan dieserStellebei-
spielsweiseauf [DR84, KF87, PTVF92]verwiesen.



9.5. DIE WAHL DESREGULARISIERUNGSPARAMETERS 179

9.5 Die Wahl desRegularisierungsparameters

In diesemAbschnittwerdenwir unsderAnwendungderim Kapitel8 vorgestelltenMethodenzurWahldes
Regularisierungsparametersauf unserProblemzuwenden.Entsprechendden einleitendenBemerkungen
diesesKapitels,aufderSeite127,werdenwir unsgenerellkurzhalten,obwohl wir aucheinigeinteressante
Ergebnisse,die in derPraxisnichtunbedingteinedirekteAnwendungbesitzen,erwähnenwerden.

9.5.1 DasMOROZOVscheDiskrepanz-Prinzip

Bevorwir aufdiepraktischeAnwendungderin denAbschnitten8.2.2ff vorgestelltenmodifiziertenDiskrepanz-
Prinzipieneingehenwerden,wollen wir noch kurz eine Abscḧatzungdes MOROZOVscheDiskrepanz-
Prinzips,wie wir esim Abschnitt8.2 vorgestellthaben110, bei VerwendungeinesGaußfilterszur Regula-
risierungexponentiellschlechtgestellterProbleme,angeben.Entsprechendzu denBetrachtungendesEin-
flussesdesDatenfehlersim vorangegangenenAbschnitt9.3.2,wir verwendenauchhier die dortigenBe-
zeichnungen,wurdedasDiskrepanz-Prinzip,mit derin derGleichung(9.109)eingef̈uhrtenNorm Ö f × x0 Ø Ö ,
konkretals ÙÙ × gε

γ Ú gε Ø × x0 Ø ÙÙ 2 Û ε2 × x0 ØÝÜ (9.179)

wobei ÖÞ× gε Ú gT Ø × x0 Ø Ö 2 Û 1
2π

∞ßà ∞ á g̃ε × x0 â iy Ø Ú g̃T × x0 â iy Ø á 2 dy (9.180)ã ε2 × x0 Ø (9.181)

und Af ε
γ
Û

gε
γ geltensoll, formuliert. Die linke Seitedesso formuliertenPrinzips(9.179)läßt sich jetzt

ersteinmaldurch ÙÙ × gε
γ Ú gε Ø × x0 Ø ÙÙ ã ÙÙ × gε

γ Ú gT Ø × x0 Ø ÙÙ â Öä× gT Ú gε Ø × x0 Ø Ö (9.182)ã ÙÙ × gε
γ Ú gT Ø × x0 Ø ÙÙ â ε × x0 Ø (9.183)

abscḧatzen.Erinnernwir unsjetzt andieDarstellungim Fourier-Laplace-respektiveMellin-Raum,

g̃ε
γ × sØ Ú g̃T × sØ Û k̃ × sØMå f̃ ε

γ × sØ Ú f̃T × sØ`æ Ü (9.184)

undsetzendiesein die Norm gem̈aßder Gleichung(9.180)ein, so könnenwir die Norm auf der rechten
SeitederAbscḧatzung(9.183)ihrerseitsdurchÙÙ × gε

γ Ú gT Ø × x0 Ø ÙÙ ãeç 2π Ö k × x0 Ø Ö ÙÙ × f ε
γ Ú fT Ø × x0 Ø ÙÙ (9.185)

abscḧatzen,womit zusammengefaßtdieUngleichungenÙÙ × gε
γ Ú gε Ø × x0 Ø ÙÙ ã ç

2π Ö k × x0 Ø Ö ÙÙ × f ε
γ Ú fT Ø × x0 Ø ÙÙ â ε × x0 Ø (9.186)

und
ÙÙ × gε

γ Ú gε Ø × x0 Ø ÙÙ ã ç
2π Ö k × x0 Ø Ö6è ÙÙ ∆r

γ × x0 Ø ÙÙ â ÙÙ ∆ν
γ × x0 Ø ÙÙêé â ε × x0 Ø (9.187)

folgen;in denSchrittzurUngleichung(9.187)habenwir nochdieGleichungen(9.44)und(9.45)verwendet.
Auf derBasisderDarstellung(9.184)könnenwir denreinenRegularisierungsfehler∆r

γ aufdie theoretische
gT umschreiben,so daßwir mit denErgebnissendesvorengegangenenAbschnitts9.3, insbesondereder
zusammenfassendenGleichung(9.144)respektive (9.145),letztendlichals Abscḧatzungder linken Seite

110Wir wollen nochmalsdaraufhinweisen,daßes sich bei dendort benutztenNorm prinzipiell um beliebigehandelt;historisch
wurdedasDiskrepanz-Prinzipauf Hilberräumenformuliert [AT77,Lou89, Mor84].
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desPrinzips(9.179)ëëíì
gε

γ î gε ï ì x0
ï ëëñð

∞ò
nó 1

γ2n

n!

ëë
D2ngT

ì
x0
ï ëëô ε

ì
x0
ïÍõ 1

ô
C̃ ö k ì x0

ï ö÷
γ

exp ø ρ2

4γ2 ù2ú û 1 ô Erf ø ρ÷
2γ ù�üzý (9.188)

undanalogdie für γ þ 0ÿ asymptotischeëë ì
gε

γ î gε ï ì x0
ï ëë��

γ2

ëëë
g� �T ì x0

ï ëëëô
2 ε

ì
x0
ï C̃ ö k ì x0

ï ö÷
γ

exp ø ρ2

4γ2 ù (9.189)

erhalten,wobeiwir in C̃ die konstantenVorfaktorenzusammengezogenhaben.In denobigenAbscḧatzun-
gen(9.188)und(9.189)weistalsoderEinflußdesDatenfehlersdasselbeGewichtwie in denAbscḧatzungen
zumGesmatregularisierungsfehlerauf, wasletztendlichein Hinweis daraufseindürfte, daßbei der Wahl
desRegularisierungsparametersnachdemDiskrepanz-Prinzip(9.179)derDatenfehlereinenanalogenEin-
flußhabensolltewie in derRegularisierung.Diesesist übrigensauchdieKernaussagejenerAbscḧatzungen,
und in jenerAussageliegt auchdie Bedeutungder Abscḧatzungen,dennfür einepraktischeAnwendung
sinddieseaufgrundderUnkenntnisderAbleitungenderFunktiongT denkbarungeeignet.

Setzenwir nun in denbeidenAbscḧatzungen(9.188)und (9.189)dasDiskrepanz-Prinzip(9.179)ein, so
erhaltenwir sofort für dennachdiesemPrinzipgewähltenWert γ0, wobeiwir unsauf denasymptotischen
Ausdruckbeschr̈ankenwollen:

ε

ì
x0
ï � γ2

0

ëëë
g� �T ì x0

ï ëëë ô 2 C̃ ε

ì
x0
ï ö k ì x0

ï ö÷
γ0

exp ø ρ2

4γ2
0
ù für γ0 þ 0ÿ � (9.190)

Nicht erstaufgrunddesobigenAusdrucks(9.190)könnenwir vermuten,daßessich bei denebenabge-
leitetenAusdr̈ucken(9.188)und (9.189)um Überabscḧatzungender linken SeitedesDikrepanz-Prinzips
handelndürfte.Tats̈achlichhabenwir bereitsbeiderVorstellungdesDiskrepanz-Prinzipsim Abschnitt8.28
mit derGleichung(8.28),

ëë
gε

γ î gε

ëë
∞

ð
γ m1 � F � ö gε � ö ∞ �

essei ö gε î gT ö ∞ ð ε∞, eineformal
”
einfachere“ Abscḧatzungin derSupremumsnormabgeleitet.Im Falle

deshier verwendetenGaußfilters111 nimmtdieFunktion112 m1 � F � diekonkreteForm

m1 � F �	� ∞
� ∞ � t � exp ø 1
4

t2 ù dt � 2÷
π

(9.191)

an,sodaßwir hier diekonkreteAbscḧatzungëë
gε

γ î gε

ëë
∞

ð
γ

2÷
π

ëë
gε � ëë

∞ (9.192)

erhalten.Für dennachdemin derSupremumsnormformuliertenDiskrepanz-PrinzipgewähltenParameter
γ∞ folgt somit,gem̈aßderGleichung(8.30)auf derSeite132:

γ∞ 
 ÷
π

2
ε∞ö gε � ö ∞ � (9.193)

111EsseiaufAbschnitt9.2.1,besondersGleichungen(9.22)und(9.23)undinsbesonderenochaufdie DarstellungendesFiltersund
dessenMollifier-Funktionim Kapitel 7 hingewiesen.

112sieheauchGleichung(8.27)aufSeite132und[Str63a].
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Die Abscḧatzung(9.192)desin der SupremumsnormformuliertenDiskrepanz-Prinzipsscheintnur mit
der Abscḧatzung(9.188)bzw. mit der asymptotischenAbscḧatzung(9.189)nicht konsistentzu sein.Wir
solltenbeieinenVergleichdieserAusdr̈uckeaberdieVerwendungzweierhöchstunterschiedlicherNormen
bedenken,sodaßunsnicht derFehlerunterl̈auft, hier

”
Äpfel mit Birnen“ zu vergleichen.Auch wennder

Parameterγ in denAusdr̈uckenrechtunterschiedlichvorkommt,dasVorgehenin denbeidenAbscḧatzungen
ist ebensorechtunterschiedlichgewesen,sohängendiesedochähnlichsensitiv vom Datenfehlerab,denn
je nachNivau desDatenfehlers,wird die Norm �� gε � �� ∞ entsprechendstark variieren113. Ebensosollten
wir bedenken,setzenwir die Gültigkeit der Darstellungder FunktiongT überein (exponentiell)schlecht
gestelltesProblemvoraus,so ist dieseSchlechtgestelltheitentsprechendimplizit114 in der (Supremums)-
Norm,genauerin derAbleitungdervorgegebenenFunktion,enthalten.

9.5.1.1 Die Modifikationen desDiskrepanz-Prinzips

In denAbschnitten8.2.2f habenwir unsModifikationendesMOROZOVschenDiskrepanz-Prinzipszuge-
wandt,genauerhabenwir diesesPrinzipaufdemSchwarz-Raum� respektivedessenDualraum� � übertra-
gen,wobeiwir in 8.2.2nochzus̈atzlicheinestatistischeMittelung,um die stochastischeNaturderDaten-
fehlerRechnungzu tragen,eingef̈uhrt haben,undim darauffolgendenAbschnitt8.2.3habenwir danndas
Diskrepanz-Prinzipspuristischauf � respektive � � übertragen.Dementsprechendwollenwir unszuerstder
erstenModifikationzuwenden.

Im Abschnitt8.2.2habenwir alsogezeigt,daßwir dasmodifiziertePrinzip(8.47)

E ������ gε
γ � gε � ϕ ���� 2 ��� σ2 � ν � � ϕ � 2 � (9.194)

wobeiwiederummit gε
γ ! Af ε

γ , ϕ "#� gelteundmit E �%$ � die stochastischeMittelung bezeichnetsei,durch
dieUngleichung(8.60)respektive(8.62)abscḧatzenkönnen:

σ2 � ν �� gT � 2L2 & σ2 � ν ��' � ϕγ � ϕ � 2
L2� ϕ � 2

L2

� (9.195)

respektive σ2
rel
� ν � ' � ϕγ � ϕ � 2

L2� ϕ � 2
L2

� (9.196)

wobeiσ2
rel
� ν � derrelativestochatischeFehlerdervorgegebenengε sei115.

Im Abschnitt8.2.4habenwir bereitsdeutlichdie explizite Abhängigkeit der Abscḧatzungen,die wir für
dieaufdenRaum� respektive � � übertragenenePrinzipienerhalten,wie beispielsweisedieobigen(9.195)
und(9.196),von derGrundfunktionkritisiert. Ebensohabewir dort jedochdaraufhingewiesen116, daßdie
Gaußfunktionbzw. GaußartigeFunktionenals

”
typische“ Funktionin � betrachtetwerdenkann;so kann

dieGleichung(8.102)als,aufGaußfunktionenbasierende,
”
erzeugendeGleichung“ 117 fürGrundfunktionen

ϕ "(� betrachtetwerden.Um alsoin diesenSinne
”
typische“ Ergebnissezu erziehlen,werdenwir in den

Abscḧatzungenwie denobigenbeidenGaußartigeϕ ansetzen.

Wendenwir alsojetzt dem
”
typischen“ Ausdruckfür die rechteSeitederAbscḧatzung(9.195)respektive

(9.196)zu,naẗurlichbeiderAnwendungeinesGaußfilters.AufgrundderIsometrie118der ) -Transformation

113Wir solltennicht vergessen,daßdie Differentiationzu denschwachschlechtgestelltenProblemengeḧort; siehedie Abschnitte
4.2.4und4.3und[Lou89].

114Wir verweisendiesbez̈uglich auf die Bemerkungenin dermathematischenLiteratur, insbesonderewiederumauf [AT77, Gro93,
Gro84,Iva76, Sab90, TGSY95], verweisen.

115sieheauchGleichung(8.63)aufSeite136

116siehedie BemerkungenabSeite142f

117Wir wollen auf dieBemerkungenzumWesendieser
”
Erzeugenden“ auf derSeite142hinweisen.

118siehe[Doe71, Lou89,Wer95]
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in L2, und insbesondereweil die Fourier-Transformationein Automorphismus119 in * ist, werdenwir, der
Vereinfachungwegen,dieNormen + ϕ + L2 undinsbesondere,, ϕγ - ϕ

,,
L2 . ,, ϕ / Fγ - ϕ

,,
L2

im Fourierraumberechnen.Der Gaußfilter(9.22)nimmt im Fourier-Raum,manerinneresichauchandes-
senMollifier-Funktion(9.23),offensichtlichdieGestallt

F̃γ 0 ω 1 . exp 2 - γ2ω2 354 (9.197)

wir beschr̈ankenunshier auf die ein-dimensionaleFourier-Transformation,alsoauf t 4 ω 687 , an.Die Fou-
riertransformiertẽϕ derGaußschenGrundfunktion,diebekanntermaßenselbstwiederumeineGaußfunkti-
on ist, mögejetztdie konkreteForm

ϕ̃ 0 ω 1 .:9 2
π ; 1

4

exp 2 - ω2 3 (9.198)

annehmen.Wir habedie Grundfunktionϕ̃ 6<* alsoderartangesetzt,daß+ ϕ + L2 . + ϕ̃ + L2 . 1 (9.199)

gilt. Für diezweiteNorm,dieDifferenzvonϕγ zu ϕ, erhaltenwir, wie diegradlinigeRechnungzeigt120:,, ϕγ - ϕ
,, 2 . ∞=> ∞ ?? ϕ̃ 0 ω 1 F̃γ 0 ω 1 - ϕ̃ 0 ω 1 ?? 2 dω (9.200)

. @ 2
π

∞=> ∞ A e>CB γ2 D 1E ω2 - e
> ω2 F 2

dω (9.201)

. 1 G 1H
γ2 G 1

- 2
3
2H

γ2 G 2 I (9.202)

Zusammengefaßterhaltenwir alsodie konkreteAbscḧatzung,respketive wennwir daszum Diskrepanz-
Prinzip (9.194)alternative Kriterium (8.64),die sozusagen

”
quasioptimalen“ Wahl γqo desRegularisie-

rungsparameters121 anwenden:

σ2
rel J ν KML 1 G 1H

γ2 G 1
- 2

3
2H

γ2 G 2
(9.203)

σ2
rel J ν K . 1 G 1N

γ2
qo G 1

- 2
3
2N

γ2
qo G 2 I (9.204)

Die Gleichung(9.202)stellt alsoin einemgewissenSinne,nachdembishererwähnten,eine
”
universelle“

rechteSeitederobigenAbscḧatzungenrespektive der
”
quasioptimalen“ Wahl bei GaußschenGrundfunk-

tionenϕ undGaußfilternF̃γ dar, dennoffensichtlichkönnenwir mit geeignetenSkalierungendie entspre-
chendenAusdr̈ucke auf einen

”
universellen“ Graphenabbilden.Diese

”
Universaliẗat“ ist naẗurlich keine

wirkliche, da jenesich nur auf reineGaußfunktionenbezieht.In SinneeinerAsymptotik, gilt die Norm
(9.202),und somit die Gleichungen9.203)und (9.204),auchdann,wennwir esmit asymptotischGauß-
schenFiltern,wie beispielsweisebei Gaußtermenin den

”
Multifiltern“ , zu tun haben.

Betrachtenwir alsodiese
”
Universaliẗat“ bez̈uglich der reinenGaußartigenAnsätze,die wir in derAbbil-

dung9.1aufdernächstenSeitevisualisierthaben;genauerhabenwir dortdieGleichung(9.204)graphisch

119sieheSatzB.10im AnhangB, auf Seite366

120SolangeeszukeinenMißversẗandnissenkommenkann,werdenwir im folgendemdenIndex
”
L2“ andenNormsymbolforlassen.

121sieheSeite136unddie betreffendenAusführungendesAbschnitts8.2
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Abbildung9.1:Das
”
universelle“ VerhaltenbeiGaußschenϕ undF̃γ.
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dargestellt,d.h.denrelativen(quadratischen)Datenfehlerσ2
rel [ ν \ gegendenParameterγ aufgetragen:

Als erstesfällt unsnaẗurlich bereitsan denAusdr̈ucken (9.203)und (9.204)die in hohemMaßeNicht-
Linearitätbez̈uglichdesRegularisierungsparametersauf.Wesentlicherist jedochdieTatsache,daßdierech-
teSeitedieserGleichungeneinemonotone,bijektiveFunktionin γ ist, undsetzenwir in diesenAusdr̈ucken
γ ] 0, soerhaltenwir für die rechtenSeitentats̈achlichdenWert Null, sodaß,nachderDefinition 4.5 der
Regularisierung,dieVorderungderGültigkeit desLimes(8.3),

lim
ε ^ 0

gε ^ gT

γ _ ε ` gε a ] 0 `
erfüllt ist; genauergilt jetztdie erweiterteVorderung(8.100),

lim
ε ^ 0

gε ^ gT

γ [ ε ` gε; ϕ \�] 0 b ϕ c<d e
Der Vollständigkeit halberwollen wir nocherwähnen,daßnachdenAusdr̈ucken(9.203)und (9.204)der
Limes σ2

rel [ ν \gf 1 für γ f ∞ gilt; die Abscḧatzung(9.203) liegt also genauin der Größenordnungdes
relativenFehlers.

Das nächste,dasuns an den Graphen9.1 aufällt, ist, daßder größteTeil desIntervalls der (praktisch)
möglichenWertebereitsbei γ ] 20, wobei dieserWert zu σ2

rel [ ν \h] 0 e 9 korrespondiert,endet122, d.h. die
VariationdesParameterswird praktischbereitsvollständigin denIntervall [ 0 ` 20\ liegen.Bei einemWert
vonγ ] 3 e 5 ist σ2

rel [ ν \i] 0 e 5,undfür γ ] 10ist bereitsσ2
rel [ ν \i] 0 e 8,worausfolgt, daßim Intevall [ 0 ` 10\ die

vergleichsweisegrößteVariationvon γ stattfindet.Gehenwir davonaus,daßin derPraxisDatenmit einem
Fehlervon σ2

rel [ ν \j] 0 e 5 von vornhereinverworfen123 werden,sokönnenwir demnachalsoerwarten,daß
für denWert desRegularisierungsparameters,sowir diesengem̈aß(9.204)wählen,γ k 3 e 5 geltenwird.

NebendenAusdr̈ucken(9.203)und(9.204)solltenwir somitauchderenAsymptotikfür γ f 0 untersuchen,
wobeiwir unsjetztexplizit aufdenAusdruckfür den

”
quasioptimalen“ Wertbeschr̈ankenwollen;dieAus-

drückefür dieAbscḧatzungfolgendanntrivialerweise.EineMöglichkeit124 ist jetzt,umeineasymptotische
EntwicklungderrechtenSeitedieserAusdr̈uckezuerhalten,(wiederum)dieentsprechendeasymptotische,
auf derReihendarstellungderGaußfunktionbasierende,Entwicklungim Fourier-Raumauszuwerten.Der
naheliegendereWeg ist jetzt jedoch,alternativ (9.203),respektive (9.204),nachγ zu entwickeln125. Be-
trachtenwir zuerstdie niedrigsteOrdnungder (asymptotischen)Entwicklungfür (9.204)in γ, entwickeln
wir alsodessenWurzeltermeundfassendiesoerhaltenenTermeinklusiveO l γ4 m zusammen,dannerhalten
wir:

σ2
rel [ ν \on 3

16
γ4 p o q γ6 r für γ f 0 e (9.205)

Die ebenhingeschriebeneAsymptotik(9.205)wird aufgrundderNaturdieserEinwicklungfür γ s 1, ma-
ximal jedochfür γ t 1 gelten126. Tats̈achlichgilt für diesenasymptotischenAusdruckbeiγ ] 1 (offensicht-
lich) σ2

rel [ ν \u] 3
16 ] 0 e 1875,wohingegenderexakteAusdruck(9.204)σ2

rel [ ν \u] 0 e 0741liefert. Gehenwir
alsoin derasymptotischenEntwicklungnocheineOrdnungin γ höher, entwickelnwir alsodieWurzelterme
derrechteSeitevon(9.204)bis zuO l γ6 m , soerhaltenwir nunzusammengefaßt:

σ2
rel [ ν \�n 3

16
γ4 v 1 w 5

4
γ2 xyp o l γ8 m für γ f 0 e (9.206)

In derAbbildung9.2aufdernächstenSeitevergleichenwir graphischdiebeidenasymptotischenEntwick-
lungen(9.205)und(9.206)mit denexaktenAusdruck(9.204).Wie erwartet,weichendieseschondeutlich

122Genauerkorrespondiertγ z 20 hier zu σ2
rel { ν |}z 0 ~ 908869.Da esunsaberum die GrößenordnungderbetreffendenWertegeht,

werdenwir im folgendemauf dieAngabedergenauenNachkommestellenverzichten.

123Wir wollen daraufhinwiesen,daßdannderrelative statistischeDatenfehlerca.70%betr̈agt.

124siehebeispielsweisedieallgemeinenAusführungenzu asymptotischenEntwicklungenin [Doe72]

125sieheentsprechenda.a.o.

126Diesesfolgt unmittelbarausderEntwicklungderWurzelterme.
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”
quasioptimale“ Wert unddessenAsymptotik
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vor γ � 1 von denexaktenAusdruckab127. Währenddie Entwicklung in der niedrigstenOrdnungin γ,
nachderenÜbereinstimmungmit denexaktenAusdruck,generellüberdiesenliegt, liegt dienächsthöhere
anschließendunterdenexaktenundabγ � 0 � 895nimmtdieserAusdrucksogarnegativeWertean;dieseasy-
mototischeEntwicklungbrichthieralsozusammen.Gestehenwir jetztdenasymptotischenEntwicklungen
biszur ihrerVerwerfungeineAbweichungvonδ � 10� 3 vondenexaktenAusdruckzu,sogilt dieEntwick-
lung (9.205),die niedrigsteOrdnungin γ, für γ � 0 � 4, waszu σ2

rel � ν ��� 0 � 004korrespondiert,unddie in γ
nächsthöhere(9.206)gilt dannfür γ � 0 � 52,wozuσ2

rel � ν �	� 0 � 01geḧort. In anderenWortenbedeutetdieses,
daßwir, unterder obigenVoraussetzung,die Asymptotik (9.205)für relative Datenfehlerσrel � ν �g� 6 � 0%
unddie Asymptotik(9.206)für relative Fehlerσrel � ν ��� 10%,anstelledesexaktenAusdrucks(9.204),be-
nutzenkönnen- undwir deswegenauchkeinehöherenOrdnungenin γ in derasymptotischenEntwicklung
betrachtenwerden.

Wir wollen nochmalsbemerken:Die ebenangegebenWertevon γ und die gem̈aßder Gleichung(9.204)
dazukorrespondierendenWertevon σ2

rel � ν � bez̈uglich der Variations-und Gültigkeitsbereichesind nicht
absolut,sondernalsGrößenordnungenzu betrachten,denn,wie wir bereitszur Gleichung(9.202)bemerkt
haben,werdensich diese

”
absoluten“ Werteändern,so wir die GaußschenGrundfunktionenϕ andersals

durch(9.198)ansetzen.Wie derLesersichaberleichtselbstklarmachenkann,wird esdabeijedochnichtzu
(wesentlich)qualitativ anderenErgebnissenkommen.Günstigerwärennaẗurlich überdenRaum� gemit-
telteAusdr̈ucke,diebisherjedoch,wie bereitszur Kritik 128 anderexplizitenAbhängigkeit vonϕ bemerkt,
für einepraktischeAnwendungungeeignetsind.Letztendlichsind,wie ebensodortbereitserwähnt,weite-
reUnersuchungenderhier vorgestelltenModifikationennotwendig.Desweiterensolltenwir unsnochmals
dieBemerkungenauf derSeite127amAnfangdesKapitels8 in dasGed̈achniszurückrufen,daßdieWahl
desRegularisierungsparameters,wie wir jetzt bereitsdeutlichgezeigthabendürften,nicht daswesentliche
Problembei derRegularisierungunserexponentiellschlechtgestelltenProblems(2.47)respektive dessen
Real-(9.9) und Imagin̈arteil-Integralgleichungen (9.10) ist. Die numerischenErgebnissedesKapitels10
scheinen,vorweggenommen,zu demonstrieren,daßdie obigequasi

”
adhoc“ Wahl derFunktionϕ unddie

aufdieserbasierendenkonkretenAusdr̈uckezu
”
quasioptimalem“ Wahl (9.204)undderenasymptotischen

Entwicklungen(9.205)und(9.206)tats̈achlichakzeptableundausreichendeErgebnisse129beiderWahldes
Parametersγ liefernwürden.

Mehr derVollständigkeit, dennaufgrundeinerpraktischenAnwendungwegen,wollen wir unsjetzt recht
kurz demim Abschnitt8.2.3vorgestellten,auf � respektive ��� puristischadaptiertenDiskrepanz-Prinzip
zuwenden.Konkret betrachtenwir das,aufgrundder leichterenZugänglichkeit der L1-Norm, durch die
Gleichung(8.96), �

gε � g
�

∞�
gε
�

∞
� �

ϕγ
� ϕ

�
L1�

ϕ
�
L1 � (9.207)

formuliertePrinzip,wobeiwir daranerinnernwollen,daßwir dieL1-NormdurchdieNorm pm� 0 � ϕ � respekti-
ve

�
ϕ
���
m auf � entsprechenddesAusdrucks(8.94)abscḧatzen130 können,bez̈uglichdieserOrdnungrelation

derNormendieAbscḧatzungenin derL1-Norm alsosogarscḧarferesind.

Betrachtenwir diesmalals
”
typischen“ Repr̈asentantenderFuntionenϕ ��� dieGaußfunktionderkonkreten

Form

ϕ � t �g� 1�
π

e� t2 � (9.208)

die wir alsoananlogzur Mollifier-Funktion (9.23) desvon uns konkretangesetztenGaußfiltersgewählt
haben,undfür die

�
ϕ
�
L1 � 1 gilt. Mit demGaußfilter(9.22)bzw. dessenMollifier-Funktion,erhaltenwir

127Die Bemerkungvon γ � 1 bezogsichnur auf dengrunds̈atzlichmaximalmöglichenGültigkeitsbereichderasymptotischenEnt-
wicklungen.

128sieheAbschnitt8.2.4,Seite141

129Wir wollen daraufhinweisen,daßwir in demKapitel 10 die Wahl desRegularisierungsparameters, ausdenbekanntenGründen,
nur amRandebehandelnwerden,auchum denUnfangdieserArbeit in einemnochertr̈aglichenRahmenzu halten;weitereUntersu-
chungenwärendeswegennochvonNöten.

130sieheAbschnitt8.2.3,Seite140
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für die regularisierteGrundfunktionϕγ denkonkretenAusdruck131:

ϕγ � t � � 1�
π

1 
1 ¡ 4γ2

exp ¢ £ t2

1 ¡ 4γ2 ¤ ¥ (9.209)

Auf derBasisderAusdr̈ucke (9.208)und (9.209)läßtsich jetzt die Norm ¦¦ ϕγ £ ϕ ¦¦ L1 explizit berechnen,
undwir erhaltenletztendlichfür das

”
quasioptimale“ Prinzip(9.207):§

gε £ g
§

∞§
gε §

∞
� 2 ¨ Erf © 1�

2 ª ¢ ln � 1 ¡ 4γ2 � ¤ ¢ 1
4γ2 ¡ 1¤8«£ Erf © 1

γ ¬ ln � 1 ¡ 4γ2 �
8 «®­ (9.210)

Hierbeiist Erf die Error-Funktion132, diebekanntlicheine(streng)monotoneFunktionist. Die Argumente
derbeidenError-Funktionenin (9.210)sindoffensichtlicheebensomonotoneFunktionenin γ unddadas
Argumentdererstenstetsgrößerodergleichdasderzweitenist, ist derobigeAusdruckalsoinsgesamteine
monotoneFunktionin γ.

Die obigeimplizite, nichtlineareBestimmungsgleichung(9.210)desParametersγ ist für einepraktische
Anwendungjedochnur bedingtgeeignet,insbesondereaufgrundder Error-Funktionen,undaufgrundder
ebenwieder in die ErinnerungzurückgerufeneBemerkungzur Wahl desParametersγ, habewir darauf
verzichtet,dieseBestimmungsgleichungfür einepraktischeWahl tats̈achlichanzuwenden.Hinzu kommt
noch,weil die ersteModifikation desDiskrepanz-Prinzipsden(relativen) Datenfehlerin der experimen-
tell zug̈anglichenstochastischenNorm133 ausdr̈uckt, daßwir bez̈uglich einerpraktischenAnwendungim
RahmendieserArbeit unserHauptaugenmerkt(ersteinmal)auf jenesPrinzipbeschr̈ankthaben.

Wir habenallerdingsnochkurz dasfür γ ¯ 0 asymptotischeVerhaltendesobigenAusdrucks(9.210)un-
tersucht.Gehenwir zur GewinnungeinerasymptotischenEntwicklungnunanalogwie bei denenderFil-
terfehler134 vor, setzenwir alsoim Fourier-LaplaceRaumdie EntwicklungdesGaußfiltersein undbilden
die inverseTransformation,soerhaltenwir letztendlichalsAusgangsgleichung:¦¦ ϕγ £ ϕ ¦¦ L1 � ∞°± ∞ ²²²²²

∞³
ń 1

γ2n

n!
ϕ µ 2n¶ � t � ²²²²²

dt ¥ (9.211)

Mit demGaußschenϕ aus(9.208),erhaltenwir jetzt in niedrigsterOrdnungin γ dieasymptotische135:§
gε £ g

§
∞§

gε §
∞ · 2

5
2�
eπ

γ2 ¡ O ¸ γ4 ¹ für ¥ (9.212)

DerobigeasymptotischeAusdruck(9.212)gilt für γ ¯ 0, undinsbesondereunterderBedingungγ º 1.

9.5.2 DasKonsistenzkriterium

Wendenwir unsjetzt demvon unsim Abschnitt8.3eingef̈uhrtenKonsistenzkriteriumzu.Um einenersten
Eindrucküberdie möglichenFormenunddie im jenenAbschnittbereitserwähntendarausresultierenden

131Da essichbei dennachfolgendenBerechnungenum elementare,unddementsprechendauchum bekannte,handelt,wollen wir
aufderenDetailsverzichten;ansonstenseibsplw. auf [BS76, CH68a, CH68b, WW69] verwiesen.

132zur DefinitionsieheGleichung(9.225)auf Seite191undzus̈atzlichbez̈uglich derenEigenschaften[AS68,EMOT54]

133Zumindestist experimentelleineAbschätzungdesstatistischen,stochastischenFehlerszug̈anglich;siehebsplw. [Str63a, WW99]

134sieheAbschnitt9.3

135Hierbeiist tats̈achliche » e1.
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möglichenProbleme136 zu erhalten,zeigenwir in derAbbildung9.3auf dernächstenSeitedie Schranken
I ¼ ½¿¾ derintegriertenDichtefunktionfür dieDelta-DichtedesDrudemodells137

p À τ Á Â w À τ Á
τ

Â δ À τ Á
τ Ã

wobei die einzigenFehlerquellenin denDatenderen(numerische)Diskretheitund derenendlicheDar-
stellbarkeit auf einemComputerseinmögen.Konkretbasierendie Schranken I ¼ ½¿¾ auf denReal-undIma-
ginärteil der urspr̈unglichenIntegralgleichung(Gl. (2.17)und Gl. (2.18))und einemDatensatzvon 1024
in demIntervall t ÄÆÅÈÇ 10Ã 10É gleichdistanzierteDatenpunkten,wobei wir die schonöftersdurchgef̈uhr-
te Variablensubstitutionτ Â eÊ t respektive t ÂËÇ lnτ zur Erhöhungder numerischenStabiliẗat138 bei der
Berechnungder Schrankendurchgef̈uhrt haben.Da sich die auf denReal-oderImagin̈arteil basierenden
Schrankennumerischkaumvoneinanderunterscheiden,zeigenwir im nachfolgendennurdieaufdenReal-
teil basierenden.

Die IntegrierteI À τ0 Á respektivedieauf die Variablet0 substituierteIntegrierteĪ À t0 Á Â I À eÊ t0 Á ist gem̈aßder
TheoriederDistributionendurch

Ī À t0 ÁgÂ Θ À t0 Á (9.213)

gegeben139. Dort wird gezeigt,daßdie AbleitungderTheta-Funktion,die ihrerseitseineDistribution dar-
stellt,dieDelta-Funktionist140. Dementsprechendwird dasIntegral

I À τ0 ÁgÂ ∞Ì
τ0

δ À τ Á
τ

dτ τ Í eÎ tÇhÏ Ī À t0 ÁgÂ t0ÌÊ ∞

δ À t Á dt Ã (9.214)

alsdieTheta-Funktioninterpretierbar.

Betrachtenwir alsodie Abbildung 9.3. Wir habendort Ç t0 anstattt0 gegenI À t0 Á aufgetragenum denur-
spr̈unglichenCharakterder IntegriertenI visuell zu erhalten141. Es ist alserstesfestzuhalten,daßwie er-
wartettats̈achlichGleichung(8.122),

I Î À t0 ÁÑÐ I À t0 ÁÒÐ I ÓhÀ t0 ÁMÔ t0 Ä8Õ Ã (9.215)

gilt.

Als nächstessehenwir, daßdie Schranken,andersalsvielleicht erwartet,trotz fehlerloseDaten,außerden
obenerwähntenFehlerquellen,nicht übereinanderliegenundmit derexaktenIntegriertenübereinstimmen.
Auchmit einerErhöhungderDatendichteundVergrößerungdesDatenintervallserhaltenwir keineanderen
Schranken; tats̈achlichunterscheidendiesesichnumerischnur minimal, quasiinnerhalbdernumerischen
(Maschinen-)Genauigkeit.Ziehenwir dieallgemeinenErgebnissedernumerichenRegularisierungexakter
Daten142 hinzu,so könnenwir vermuten,daßdie exponentielleSchlechgestelltheitder Integralgleichung
(2.13)sichebensoin derBerechnungderSchrankenauswirkt.Zus̈atzlichmüssenwir andieserStellejedoch
auchnoch ber̈ucksichtigen,daßes sich bei den Distributionenδ und Θ um numerisch

”
pathologische“

Funktionenhandelt,sodaßesallein aufgrunddessenauchnicht verwunderlichist, daßdie Schrankenhier

136sieheSeite146ff

137sieheAbschnitt3.1

138Es ist bishernur ein Erfahrungswert,daßdie Berechnungder Schranken in der Variablent numerischstabiler ist als in der
Variablenτ. BeiderAnwesenheit

”
realer“ (stochastischer)Datenfehlerist abeinerGrößenordnungdesrelativenFehlersvonσrel Ö 1%

derUnterschiedin derStabiliẗat jedochnurnochmarginal.

139Soweit eszu keinenMißversẗandnissenführt, werdenwir im folgendemin diesemAbschnittanstattĪ × t Ø ebensoI × t Ø , für andere
Funktionengelteentsprechendes,schreiben.Sosindwir auchschonstillschweigendin derBeschriftungderAbbildung9.3verfahren.

140siehe[BB93, Bre65, Lig66, Wal94]

141siehedie BemerkungzumVerhaltenderIntegriertenI unterderobigenVariablensubstitutionaufSeite147(Abschnitt8.3)

142sieheKapitel 10
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Abbildung9.3:SchrankenderIntegriertenI desDrudemodells

nicht mit derexaktenIntegriertenübereinstimmen;die δ-Distribution selberist bekanntlichkeinereguläre
Distribution,worausderenNichtdarstellbarkeit durchherkömmlicheFunktionenfolgt143.

Da nundie Schrankennicht übereinanderliegen,könnenwir ausjenennur, wie im AnhangD daraufhin-
gewiesenwird, sowir die exakteLösungnicht kennenwürden,indirekteInformationenüberdie gesuchte
Dichteerhalten.EineAbleitungderSchrankenselberist nur bedingthilfreich, dadie sogewonnen

”
Dich-

ten“ selberselbstversẗandlichallgemeinkeineSchrankeneigenschaftenaufweisenwerden.Dieseswollen
wir kurzmit derAbbildung9.4auf dernächstenSeiteverdeutlichen144.

In dieserAbbildung bezeichnetwT Þ δ, die theoretischeDeltadichte,wß ist die Ableitung der oberen
Schranke I ß undentsprechendist wà die AbleitungderFunktionI à , esist also

w áãâhä�å t0 æçÞ dI áãâhä å t0 æ
dt0

; (9.216)

dieBezeichnungw áèâéä soll jedochkeineSchrankenderFunktionw suggerieren,sondernaufderenUrsprung
hinweisen.Konkretwurdendie Ableitungennumerischgem̈aßdeszentralenDifferenzquotienten(4.51)

DhI áãâéäêå t0 æ Þ I áãâhä å t0 ë hæhì I áãâhä å t0 ì hæ
2h í h î 0 í (9.217)

wobeih hier, derEinfachheitwegen,derAbstandderdiskretenDatenpunktevon I áèâéä ist.

Bei nähererBetrachtungder Abbildung 9.4 sehenwir, daßdie Ableitung der Schranken in dem Sinne
hilfreichseinkönntengrobdenBereich,indemdiegesuchteFunktionvonNull verschiedenist,zuermitteln;

143siehe[BB93, Wal94]undAnhangB

144Wir solltendaraufhinweisen,daßdie AbleitungderSchranken I ï ðêñóò t0 ô selbstversẗandlichzur Dichtew ò t0 ô undnicht zur Dichte
p ò t0 ô korrespondiert;diesesfolgt unmittelbarausderDefinition (2.46)vonw undderVariablensubstitutionτ õ eö t .
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Abbildung9.4:AbleitungderSchranken

eineInformation,diewir jedochbereitsebensogrobausdenSchrankenablesenkönnen.ÜberdieLagevon
ExtremakönnendieseAbleitungaufgrundihresUrsprungsnaẗurlich keineverlässlichenAussagentreffen
- soferndie Schranken sich nicht marginal unterscheiden.So ist die numerischeÜbereinstimmungdes
ZentrumsderFunktionwü mit denderDeltadichtewT hier nuralspurerZufall zubewerten.

Wendenwir unsnun,dawir dievorgebeneFunktionalsprinzipiell exakt bekanntvorausgesetzthaben,der
reinenRegularisisierungzu. Aus denbekanntenGründenwählenwir wiederumals Filter denGaußfilter
(9.22)unddessenMollifier-Funktion(9.23)

Fβ ý t þgÿ β�
π

exp ��� β2t2 ��� (9.218)

wobeiwir bez̈uglichdesRegularisierungsparametersdieoffensichtlichsichhier anbietendeSubstitution

β ÿ 1
2γ

(9.219)

durchgef̈uhrthaben.Die (reine)Regularisierteist, zur Erinnerung145 im allgemeinendurch

wβ ý t0 þ ÿ ý w � Fβ þ ý t0 þgÿ ∞�	 ∞

w ý t þ Fβ ý t0 � t þ dt (9.220)

undim speziellenFall derobigenDelta-Dichte(offensichtlich)durch

wβ ý t0 þgÿ ý δ � Fβ þ ý t0 þgÿ ∞�	 ∞

δ ý t þ Fβ ý t0 � t þ dt ÿ Fβ ý t0 þ (9.221)

145sieheAbschnitt5.3.3undKapitel 6f
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gegeben,sodaßwir mit derGaußschenMollifier-Funktionletztendlichbei

wβ 
 t0 �
� β�
π

exp ��� β2t2
0 � (9.222)

angelangen.Somitist die IntegrierteIβ, im allgemeinenFall derreinenRegularisierungdurch

Iβ 
 t0 ��� t0�� ∞

�� ∞�� ∞

w 
 t1 � Fβ 
 t � t1 � dt1 �� dt (9.223)

gegeben,hiersofortals

Iβ 
 t0 ��� t0�� ∞

Fβ 
 t � dt � t0�� ∞

β�
π

exp � � β2t2 � dt (9.224)

gegeben.UnterBerücksichtigungderDefinitionderkomplemenẗarenError-Funktion,

Erfc 
 x��� 1 � Erf 
 x��� 2�
π

∞�
x

e
� t2 dt � (9.225)

wobeiErf wiederdieError-Funktion,definiert146 durchdie Gleichung(9.126),

Erf 
 x��� 2�
π

x�
0

e
� t2 dt � (9.226)

ist, erhaltenwir nacheinereinfachenRechnungfür die Integrierte(9.224)

Iβ 
 t0 �
� 1
2

Erfc 
 � βt0 ��� 1
2 
 1 � Erf 
 βt0 ��� � (9.227)

Ausdr̈ucke wie (9.227),in denendie Error-Funktionunddie komplemenẗareError-Funktionvorkommen,
sindin derStatistikwohlbekannt[Str63a, AS68].Sofolgt bereitsunmittelbarausdenDefinitionen(9.225)
und(9.226)dieEigenschaft

lim
t0 � ∞

Iβ 
 t0 ��� 1  β !#"%$ � (9.228)

Ein weitere,geradeim RahmenderDistributionentheorieleichtnachzuweisende,EigenschaftderIntegrier-
ten(9.227)derreinenRegularisiertendesDrude-Modellsist

lim
β � ∞

Iβ 
 t0 ��� Θ 
 t0 � � (9.229)

dennesgilt bekanntlich

lim
β � ∞

Iβ 
 t0 �&� lim
β � ∞

t0�� ∞

β�
π

exp ��� β2t2 � dt

� t0�� ∞

δ 
 t � dt �
In dennunnachfolgendenAbbildungenwollen wir denAusdruck(9.227)für Iβ für einigeWertedesPara-
metersβ mit denSchrankenvergleichen.

146sieheSeite191und[AS68, EMOT54]
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Abbildung9.5: Iβ für β - 4 . 0
Die Abbildung 9.5 auf dieserSeite ist an dieserStelle ersteinmalnur als eine zus̈atzlicheInformation
zu verstehen,doch markiert der Wert β - 4 . 0 geradeden maximalenWert desParametersbis zu dem
numerischeStabiliẗatbeiderAnwendungdesGaußfilters(9.22)unddessenMollifier-Funktion(9.23)bzw.
(9.218)vorliegt - unabḧangigvon derArt dernumerischenImplementierung147.

Die Abbildung9.6aufdernächstenSeiteundbesondersdieAbbildung9.7aufSeite194demonstrierennun
die prinzipielleAnwendbarkeit desKonsistenzkriteriumsbei derKenntnisderexaktenVorgegebenen.Bei
einemWert vonβ - 10. 0 seidasKriterium derKonsitenzvonSchrankenI / 021 undintegrierterIβ nochnicht
zufriedenstellenderfüllt - die Flankender Integriertenliegennochaußerhalbder Schranken,wohingegen
wir beieinemWert abβ - 15. 0 schondieBedingungvon

”
fastallent0’s“ alsgegebenbetrachtenkönnen.

Ab einenWert von β - 20. 0 ist die ForderungnachKonsistenzauchnumerischtats̈achlich für alle t0’s,
soweit numerischverfügbar, erfüllt. Die zu diesenWertendesParametersβ respektive Integriertenkor-
respondierenden(reinen)Regularisiertenwβ (Gl. (9.222))sind in der Abbildung 9.8 auf Seite194 kurz
wiedergegeben.

Kritisch sollte an dieserStellebemerktwerden,daßwir alleineausdenbisherigenKenntnissen̈uberden
SchrankenI / 031 undder integriertenIβ derregularisiertenLösung,bei denbisherigenWertendesRegulari-
sierungsparametersβ, nochnicht auf daseigentlicheWesenderexaktenDichtewT schließenkönnten;die
Frage,ob essichbei dieserFunktionum eineschmaleGaußdichteodertats̈achlichum eineDelta-Dichte
handelt,ist mit denbisherigenWissenoffensichtlichnicht zu klären,ein Umstand,derim Hinblick auf die
numerischen

”
pathologischen“ EigenschaftenderDelta-DichteundderschmalenGaußdichte,die ihrerseits

eineApproximationder Delta-Funktionist, auchnicht wirklich verwundert.Ein wichtigesKriterium zur
BeantwortungdieserFragewärehierzwardiereineRegularisiertewβ, diein derPraxisaberunbekanntsein

147Diesesgilt strenggenommennursolangewir nichtaufsogenannte
”
Multiprecision-Routinen“ zurückgreifen.In derPraxiswerden

jedochMeßwerteselltenmehrals
”
doppeltgenaueZahlen“ vorliegen;sieheauchKapitel 10
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Abbildung9.6: Iβ für β 4 105 0 undβ 4 155 0
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Abbildung9.7: Iβ für β 6 207 0
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dürfte.

Dochsolltenwir aberebensobereitsandieserStelleerwähnen,daßdieFragenachdemmathematischexak-
tenWesen148 dergesuchtenDichtenicht nur aufgrundjenereventuellenmahematischenundnumerischen

”
patologischen“ EigenschaftensondernschonwegenderexponentiellenSchlechtgestelltheitderAusgangs-

gleichungund desdarausfolgendengenerellenEinflussesdesDatenfehlersin der Regularisierungselbst
beieinemrelativenmittlerenDatenfehlervonσrel > 1%kaummöglichseinwird149.

Wendenwir unsnunalsnächstesBeispieleinerwenigerpathologischenDichtezu,derGaußdichterespek-
tivederdesGauß-Modells,

wT ? t @
A αB
π

exp C�D α2 ? t D t1 @ 2 E�F (9.230)

diewir o.B.d.A.entsprechendderGaußschenstabilisierendenFunktiongewählt haben.Hierbeisindα und
t1 Modellparameter, wobei wir, vorweggenommen,hier in der numerischenAuswertungt1 A 0 gesetzt
haben.

Zuerstwollenwir unsjedochnochkurzeinigen(einfachen)theoretischenErgebnissenzuwenden.Die reine
Regularisiertewβ, wiederauf denGaußschenFilter und dessenMollifier-Funktion(9.218)basierend,ist
durch(9.220)gegeben:

wβ ? t0 @�A ∞GH ∞

αβ
π

exp C�D α2 ? t D t1 @ 2 E exp C�D β2 ? t D t0 @ 2 E dt ; (9.231)

hierseiwiederumβ A 1 I ? 2γ @ der(reziproke)Regularisierungsparameter. DenAusdruck(9.231)zuberech-
nenist einerelativ einfacheÜbung,undsoerhaltenwir für die Regularisierte:

wβ ? t0 @�A 1B
π

αβJ
α2 K β2

exp L
D ? αβ @ 2
α2 K β2 ? t0 D t1 @ 2 M (9.232)

bzw. mit derSetzung

α ? β @�A αβJ
α2 K β2

(9.233)

erhaltenwir letztendlichdennicht überaschendenAusdruck

wβ ? t0 @
A α ? β @B
π

exp C�DONα ? β @QP 2 ? t0 D t1 @ 2 ESR (9.234)

Entsprechendzur Integrierten(9.227)der regularisiertender Delta-Dichte,ergibt sich die Integierteder
Gaußdichte(9.230)zu

I ? t0 @
A 1
2

Erfc NTD α ? t0 D t1 @UP%A 1
2 ? 1 K Erf Nα ? t0 D t1 @�@UPV@ R (9.235)

Ebensoentsprechenderhaltenwir für die IntegrierteIβ der(reinen)Regularisierten(9.234)die Ausdr̈ucke:

Iβ ? t0 @WA t0GH ∞

α ? β @B
π

exp C�DON α ? β @QP 2 ? t0 D t1 @ 2 E dt (9.236)

A 1
2

Erfc NXD α ? β @ ? t0 D t1 @UP (9.237)A 1
2 ? 1 K Erf Nα ? β @ ? t0 D t1 @�@QPY@ R (9.238)

148Ein anderesWesenist auchnichtmöglich zuergründen;siehe[Haa83]

149DetailssieheAbschnitt9.3undKapitel 10
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In denAbbildungen9.9bis9.11zeigenwir die Integrierte(9.235)desGauß-ModellsundderenSchranken,
wobeiwir alsModellparameterjeweilsα Z 1 [ 0 (Abbildung9.9aufdernächstenSeite),α Z 3 [ 0 (Abbildung
9.10aufSeite198)undα Z 10[ 0(Abbildung9.11aufSeite199)sowie - wiebereitserwähnt- t1 Z 0 gewählt
haben.Wiederumseiendie FunktionenE1 undE2 desGauß-Modellsalsprinzipiell exakt bekanntvoraus-
gesetztgewesen,d.h.die einzigenFehlerquellenbei derBerechnungder Schrankenseiendie numerische
DiskretheitderDatenunddieendlicheDarstellungderZahlenin denComputer. Desweiterengilt bez̈uglich
derBerechnungderSchrankendasselbewie bei derBerechnungjenerdesDrude-Modells.Wir habenhier
sowohl die auf denReal- (2.17) als auchdie auf denImagin̈arteil (2.18)basierendenSchranken wieder-
gegebenum zu demonstrieren,daßsich die so gewonnenhier tats̈achlichnur geringf̈ugig unterscheiden.
Ebensohabenwir unsentschieden,sowohl τ gegenI \ τ ] , alsodie urspr̈unglicheSkalierungdesProblems,
alsauch ^ t0, um dieCharakteristikvon I visuell zuerhalten,gegenI \ t0 ] aufzutragen150.

Wie schonim BeispielderDelta-Dichte,fallenauchhier trotzfehlerloserDatendieSchrankennichtmit der
exaktenIntegriertenzusammen.Die Form undLagederSchrankenerinnernauf der t0 SkalaaneinerArt
ParallelverschiebungderexaktenIntegrierten.Ebensosehenwir, daßdieSchrankenmit wachsendemPara-
meterα sichderexaktenIntegriertennähern,diesequasi

”
immerengerumschließen“ . Vergleichenwir jetzt

die Abbildung9.11mit derentsprechenden9.3 derDelta-Dichte,wie in derAbbildung9.12auf Seite200
verdeutlichtdurchgef̈uhrt,sokönnenwir einennumerischenTrendzur KonvergenzderjeweiligenSchran-
kenvermuten- wie alsodie Gauß-Dichtefür α _ ∞ bekanntermaßenim SinnederDistributionentheorie
gegen die Delta-Distribution konvergiert, so scheinteine entsprechendeKonvergenzbei den Schranken
vorzuliegen151.

Wir wollen nunanhandderAbbildung9.13auf Seite201die AbleitungderSchrankendesGauß-Modells
diskutieren.Bez̈uglich derBezeichnungengilt dasentsprechendewie bei derAbleitungderSchrankenim
FallederDelta-Dichte(Abb. 9.4aufSeite190).Wiebeijenen,gebendieAbleitungen(grob)denBereichan,
indemdie exakteDichte liegt - eineInformation,die wir aberwiederumbereitsvon denSchrankendirekt
erhaltenkönnen.Ebensowie im Beispielder Delta-Dichte,ist die Form der Ableitungenein vagesBild
der tats̈achlichenLinienform - wasunsaufgrundder Schrankennaturauchnicht verwundert.Am ehesten
könnenwir die GaußformderDichtebei demModellparameterα Z 3 [ 0 erahnen,die Ableitungenfür den
Modellwert α Z 1 [ 0 sindtats̈achlichnur ein vagesAbbild einerGaußkurve undfür denWert α Z 10[ 0 ist
eineInformationüberdie Kurvenformehrlicherweisekaumerḧaltlich. Es ist müßigzu erwähnen,daßdie
Abbleitungenselbstversẗandlichkeine Informationenüberdie Lageder Extremabeinhaltenkönnen.Sie
beinhaltenalsonurbedingtmehr(direkte)InformationenüberdiegesuchteDichtealsdieSchrankenselber
undsindsogesehen(bisher)einnetterZusatz.

Ziehenwir alsoin derBetrachtungderAbbildungen9.9bis9.11unddenAbleitungenderSchranken(Abb.
9.13)nochdie obigenSchrankenderDelta-Dichte(Abb. 9.3) undderenAbleitungen(Abb. 9.4) hinzu,so
erkennenwir, daßdieSchrankenderungesẗortenDatenimplizit Informationen̈uberdieKurvenformenthal-
ten;diesesläßtsichebenso,wie ebenerwähnt,andenAbleitungenderSchrankenablesen.Jedochsehenwir
auchandenVergleichderSchrankenderDelta-DichteundderGauß-Dichtefür α Z 10[ 0, Abb. 9.12,daß
die alleinigeKenntnisder Schranken trotz Fehlerlosigkeit der eingebrachtenFunktionenkeineEntschei-
dungermöglicht,ob essichum einerelativ schmaleGauß-Dichte,wie jeneesfür denParameterα Z 10[ 0
ist, oder tats̈achlich um eine Delta-Dichtehandelt.Ein Umstand,der uns aufgrundder mathematischen
Verwandtschaftvon Delta-undGauß-Dichtenauchnicht verwundert.

Wendenwir unsnunden(reinen)Regularisierten,genauerderenIntegriertenIβ (Gl. 9.238)zuundverglei-
chendiesemit denzudenModellengeḧorendenSchrankenumwiederumzuuntersuchen,obundwennfür
welcheWertedesRegularisierungsparametersβ dasKonsistenskriteriumanwendbarseinwird.

Im Fall desGauß-Modellsmit α Z 1 [ 0 sehenwir in derAbbildung9.14auf Seite202,daßzwar bei dem
Wertβ Z 1 [ 0 desRegularisierungsparametersdie IntegrierteIβ derregularisiertenLösungdieBedingungen

150zur Erinnerung:I ` τ a eb t0 ced I ` t0 c
151Dasdie IntegriertenIα respektive Pα desGauß-Modellsfür α d ∞ gegendie IntegriertenderDelta-Funktionkonvergieren,folgt

ausderEigenschaftder Gaußfunktion,eineApproximationder Delta-Funktionzu sein.Die numerischeKonvergenzderSchranken
habenwir jedoch,dajenezwarein interessantesNebenergebnisdieserArbeit ist, für daseigentlichenThemaabernurbedingtwichtig,
nichtweiteruntersucht.
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Abbildung9.9: IntegrierteIα undderenSchrankenfür α r 1 s 0
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desKonsistenzkriteriumsnochnicht zufriedenstellenderfüllt sind,beieinemWert vonβ } 2 ~ 0 jenejedoch
schonvollständigerfüllt sind; esgilt sogartats̈achlichdie Ungleichung(8.123)desKonsitenzkriteriums.
Für dasGauß-Modellmit α } 3 ~ 0 ergibt sichein,gem̈aßderAbbildung9.15auf Seite203,analogesBild
beidenWertenβ } 2 ~ 0 undβ } 3 ~ 0: beiersterenist dasKonsistenzkriteriumnochnichtvollständig,abdem
letzterenfür alle (verfügbaren)Wertevon t0 vollständigerfüllt.

Wie wir bereitsim Beispielder Delta-Dichtean dieserStellebemerkthaben,markiertder Wert β } 4 ~ 0
für GaußschestabilisierendeFunktionendasEndedernumerischenStabiliẗat derRegularisierung152. Wir
stellensomit fest, daßdashier vorgestellteKonsistenzkriteriumfür diesebeidenGauß-Modelleim Fall
fehlerloserDatenim BereichdernumerischenAnwendbarkeit liegt153. In derAbbildung9.17aufSeite205
zeigenwir die zu diesenRegularisierungsparameterkorrespondierendenregularisiertenLösungen,wobei
wir ebensodie Regularisiertefür denWert β } 4 ~ 0 in dieGraphenaufgenommenhaben.

Die Abbildung9.16auf Seite204zeigtnundie EntwicklungderIntegriertenIβ im Fall desGauß-Modells
mit α } 10~ 0 beiwachsendenβ : erstabβ } 6 ~ 0 ist dasKonsistenzkriteriumfür

”
fastalle t0“ erfüllt; nur in

denFlanken liegt die IntegrierteIβ etwasjenseitsderSchranken.Bei einemWert von β } 8 ~ 0 ist dasKri-
terium(8.123)numerischfür alle t0-Wertefollständigerfüllt. Zus̈atzlichhabewir nochdie Integriertefür
β } 10~ 0 angegeben,einenWert,beiderdieentsprechendeIntegriertederDelta-DichtedasKonsistenzkrite-
rium nichterfüllt hat154. Die zudenRegularisierungsparameternβ } 6 ~ 0 � 8 ~ 0 und10~ 0 korrespondierenden
Lösungenhabenwir, derVollständigkeit wegen,in derAbbildung9.18auf Seite205wiedergegeben.

DieseAbbildungenzusammengefaßtdemonstrierensomitauchim Fall desGauß-Modellsdie prinzipielle

152für DetailssieheKapitel 10

153Da wir jedochdie DichtedesGauß-Modellsexakt berechnenkönnen,stellendie GrenzendernumerischenStabiliẗat keineEin-
schr̈ankungendar.

154sieheAbbildung9.6aufSeite193
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Anwendbarkeit desKonsistenzkriteriumszur Wahl desRegularisierungsparameters- bei exakt vorgegebe-
nenDaten.

−2� −1 0
�

1� 2�
−t� 00

0.5

1

I(
t� 0

)

α = 10.0�
I
�

α
I
� −
I
� +
I
�

β; β=4.0

−2� −1 0
�

1� 2�
−t� 00

0.5

1

I(
t� 0

)

α = 10.0�
I
�

α
I
� −
I
� +
I
�

β; β=6.0

−2� −1 0
�

1� 2�
−t� 00

0.5

1

I(
t� 0

)

α = 10.0

I
�

α

I
� −
I
� +
I
�

β; β=8.0

−2� −1 0
�

1� 2�
−t� 00

0.5

1

I(
t� 0

)

α = 10.0

I
�

α

I
� −
I
� +
I
�

β; β=10.0

Abbildung9.16:Iβ für dasGauß-Modell;α � 10� 0



9.5. DIE WAHL DESREGULARISIERUNGSPARAMETERS 205

−4 −3 −2 −1 0� 1� 2� 3� 4�
t0�0

0.2

0.4

0.6

w
(t

� 0)

α = 1.0

wT

β=2.0
�
β=4.0
�

−1 −0.5� 0� 0.5 1�
t0�0

0.5

1

1.5

2
α = 3.0

wT

β=3.0
�
β=4.0
�

Abbildung9.17:GaußdichtenundderenreineRegularisierten,für α   1 ¡ 0; 3 ¡ 0

−1 −0.5¢ 0¢ 0.5 1£
t0
¤0

2

4

6

w
(t

¥ 0)

α = 10.0¦
w§ T

β=6.0
¨
β=8.0
¨
β=10.0
¨

Abbildung9.18:GaußdichteundderenreineRegularisierten,für α   10¡ 0



206 KAPITEL 9. ZUR KONKRETENREGULARISIERUNG

DasletzteModell, andemwir die grunds̈atzlicheAnwendbarkeit undeinigegrunds̈atzlicheEigenschaften
desKonsistenzkriteriumsuntersuchthaben,ist dieDichtedesCole-DavidsonModells (Gl. 3.33)155:

pCD © τ ª�«­¬® ¯ sin ° πα ±
π

1
τ ² τ

τCD ³ τ ´ α
für 0 µ τ

τCD
µ 1

0 für 1 µ τ
τCD

µ ∞ ¶ (9.239)

mit ·¹¸ α µ 1.Für α º 1 konvergiertdasCole-DavidsonModell gegendasDrude-Modellundentsprechend
konvergierenauchderenDichten.Wir wir im Abschnitt3.6 dargelegt haben,weist die Dichte desCole-
DavidsonModellssowohl für τ º 0 alsauchfür τ º τ0 eineschwacheDivergenzauf156:

pCD © τ ªW« O » τα ³ 1 ¼ für τ º 0

und pCD © τ ªW« O » © τ0 ½ τ ª ³ α ¼ für τ º τ0 ¾
DiesesasymptotischeVerhaltenundvor allemderUmstand,daßdasModell in derPraxiszurInterpretation
vonMeßdatenbenutztwird157, habenunsbewogen,nebenderDelta-undderGauß-Dichtezus̈atzlichnoch
dieDichtediesesModellsin denUntersuchungenaufzunehmen.

Die VerteilungsfunktionPCD derCole-DavidsonDichteist perdefinitionemdurch

PCD © τ0 ª&« τ0¿
0

pCD © τ ª dτ

« τ0¿
0

sin À πα Á
π

1
τ Â τ

τCD ½ τ Ã α
dτ (9.240)

gegeben.UnterBerücksichtigungderunvollständigenBeta-FunktionBx © a ¶ bª , definiertdurch

Bx © a ¶ bª
« x¿
0

ta ³ 1 © 1 ½ t ª b ³ 1 dt ¶ (9.241)

undderenEigenschaften158, erhaltenwir nacheinigeneinfachenUmformungensofort159:

PCD © τ0 ª
«ÅÄ sin ° πα ±
π Bτ0 Æ τCD © α ¶ 1 ½ α ª für τ µ τCD

1 für τ Ç τCD ¾ (9.242)

Die IntegrierteICD ist dannperdefinitionemdurchICD « 1 ½ PCD gegeben.Die unvollständigeBeta-Funktion
in (9.242)läßtsichnunproblemlos160 numerischberechnen.

EsfolgennundieSchrankenfür dieIntegriertedesCole-DavidsonModells.Als WertederModellparameter
habenwir hier α « 0 ¾ 25, α « 0 ¾ 5 und α « 0 ¾ 9 und τCD « 1 ¾ 0 gewählt. Bez̈uglich der Berechnungder
Schrankengilt dasselbewie bei derBerechnungderVorangegangenen;entsprechendwurdendieDatenals
fehlerlosvorausgesetzt,wennwir vondenbereitsobenmehrfacherwähntenFehlerquellenabsehen.Dieses
schließt,wir wollenesandieserStelleausdr̈ucklicherwähnen,auchdievollständigeKenntnisdesVerlaufs
derFunktionE È ein.

155sieheAbschnitt3.3und[DC51]

156sieheGleichungen(3.72)und(3.73)

157siehebeispielsweise[Bec88, DC51]

158siehe[AS68, EMOT53]

159Tats̈achlich wurde die VerteilungsfunktionPCD der Cole-Davidson Dichte pCD von COLE und DAVIDSON berteitsin [DC51]
angegeben.

160Es exisitieren (schonlänger)ausgereifteRoutinenzur numerischenBerechnungder Funktion Bx É a Ê bË ; siehebeispielsweise
[PTVF92].
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Bei denSchrankenfür dieModellparameterwerteα â 0 ã 25undα â 0 ã 5,dieAbbildungen9.19aufSeite207
und9.19auf Seite207,habenwir sowohl die auf denReal-alsauchdie auf denImagin̈arteil basierenden
wiedergegeben.Im Gegensatzzu denSchrankenderDelta-undderGauß-Dichte,unterscheidensich jene
sogewonnenhier numerichgenerellgeringf̈ugig,abgesehenvon derStellebei τ ä τCD å 0 ã 5 in denunteren
Schranken I æ bei α â 0 ã 25, die sichhier wesentlichunterscheiden.Vermutlichhandeltessichbei diesem
Punktin derauf denRealteilbasierendenSchranke um einen

”
numerischenAusreißer“ . In derAbbildung

9.21 auf der vorherigenSeite,die Schranken bei α â 0 ã 9, habenwir nur die auf den Realteil beruhen-
denwiedergegeben,da sich hier die beidenSchrankenpaarewiederüberaschenderweisenumerischnicht
unterscheiden.Ebensohabenwir die Schranken sowohl auf der urspr̈unglichenτ-Skalarals auchauf der
t âèç ln é τ ä τCD ê -Skalarwiedergegebenund bei letzterem,um wiederumdenCharakterder Funktion I zu
erhalten, ç t gegendie Integrierteaufgetragen.Bei α â 0 ã 25 und α â 0 ã 5 wird auchder möglicheNut-
zen,beideSkalenzu betrachten,deutlich:erstauf der t-Skalarsehenwir, daßwir bei derBerechnungder
Schranken nochnicht dengesamtenBereichder Integriertenabgedeckthaben.Wir habenjedochdarauf
verzichtetdenBereichdieserSchrankenzu vergrößernum zu untersuchen,ob die Kenntnisderabgebilde-
tenSchrankenfür eineAnwendungbereitsausreicht.Die wesentlichenCharakteristikaderIntegriertenICD

werdenim übrigenbereitsdurchdieseSchrankeneingeschlossen.

Wie manaufgrunddervorangegangenenSchrankenbereitsvermutenkönnte,fallen auchhier beidenicht
mit derexaktenIntegriertenICD zusammen.Desweiternsehenwir andenAbbildungen9.19bis 9.21,daß
dieunterliegendeFormderSchranken,im Gegensatzim Fall derGauß-Dichte161, beiprinzipiell exaktvor-
gegebenenDatennicht mit derForm der theoretischenIntegriertenidentischist, die Schrankenalsonicht
vermögegeeigneterTransformationenund Umskalierungenauf die exaktekonkruentabgebildetwerden
können;die oberenSchranken für α â 0 ã 25 sind sogarmerklich keineglattenFunktionen.Ein weiterer
Gegensatzzur Gauß-Dichteist, daßwir bei denSchrankenfür ICD bei steigendemModellparameterα kei-
negenerelleTendenzfür ein engeresEinschließenderexaktenIntegriertendurchdie Schrankenerkennen
können162. Wir hättenein derartigesgenerellesVerhaltenerwartet,dabeideModellemit wachsendemPa-
rametergegendie Delta-Dichtekonvergieren,genauerdasCole-Davidson Modell für α ë 1 gegendas
Drude-ModellrespektivedieDichtegegendieDelta-Dichtekonvergiert163.

SinddieAbleitungenderSchrankenderDelta-undderGauß-Dichtennoch(eventuell)vonNutzen,sosehen
wir bereitsan der Form der Schrankender Cole-DavidsonDichte,daßderenAbleitungenkeineweiteren
Informationenenthaltenwerden.Diesessollenauchexemplarischdie Abbildungen9.22auf dernächsten
Seiteund9.23auf dernächstenSeitederAbleitungderSchrankenfür die Modellparameterα â 0 ã 25 und
α â 0 ã 9 zeigen.

Wir habenunsentschieden,sowohl die
”
urspr̈ungliche“ Funktionp auf derτ-Skalaralsauchdie Dichtew

auf der t-Skalarabzubilden.Wir wollen nochmalsdaranerinnern,daßdie Bezeichnungenp ìîíðï respektive
w ìîíñï keineSchrankeneigenschaftensuggerierensollen,sondernderenUrsprungalsAbleitungderFunkti-
on I ò ó2ô kennzeichnen.Bei demParameterα â 0 ã 25 wurdenkonkretdie auf denImagin̈arteil basierenden
Schrankenabgeleitet,beiα â 0 ã 9 dieaufdenRealteilbasierenden.Auf dieWiedergabederentsprechenden
Ableitungbeiα â 0 ã 5 wurdeverzichtet,weil derenQualiẗatzwischendenenvonα â 0 ã 25undα â 0 ã 9 liegt,
dieletzterenalsogeradediebeiden

”
Endpunkte“ in FormundQualiẗat,in RahmenunsererUntersuchungen,

repr̈asentieren.

Bei denSchranken für α â 0 ã 25, Abbildung 9.19, lassenbereitsaufgrundderenmerklichennichtglatten
Form erahnen,daßdie entsprechendennumerischenAbleitungenkeineweiterenInformationenüberdie
gesuchteDichteenthaltenundselberdurchunterliegendes

”
numerischesRauschen“ dominiertwerden164.

Würdenwir die theoretischeDichte für α â 0 ã 25 nicht kennen,so könntenwir alsoausdenAbleitungen

161sieheAbbildungen9.9bis 9.11

162Esist jedochnicht auszuschleißen,daßin einemBereich0 õ 9 ö α ÷ 1 einederartigeTendenzzu erkennenseinkönnte;wir haben
diesesjedochaufgrunddernichtallzugroßenRelevanzbez̈uglichdereigentlichenZieleunsererUntersuchungennichtweiterverfolgt.

163sieheauchAbschnitt3.3

164Wie wir bereitsauf Seite64 erwähnthaben,geḧort die AbleitungeinerFunktionzu denschwachschlechtgestelltenProblemen;
sieheauchdie Abschnitte4.1.1.1und 4.2.4.Wir habenhier, wie erwähnt,die einfachsteStrategie zur Regularisierungbei diskret
gegebenenDatengewählt undgem̈aßdeszentralenDifferenzquotienten(4.51)die reinenDatenpunktederSchrankeneingesetzt.
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überhauptkeineAussagen̈uberdie möglicheForm tätigen- im Gegensatzzu denentsprechendenAblei-
tungendesGauß-Modells(Abb. 9.13auf Seite201),bei denenwir die Linienform der Dichte zumindest
ansatzweiseerahnenkönnen.

Etwashilfreichersind,gem̈aßAbbildung9.23,die Ableitungenfür α 
 0 � 9. Ebensowie die vorangegan-
genenAbleitungen,markierendiesehier, bis auf die Stelleτ 
 τCD, an der die theoretischeDichte eine
schwacheDivergenzaufweist,grobdenBereich,in demdiegesuchteDichteliegt. ÜberdieLinienformlas-
sensichhier jedochebensokeineklarenAussagentreffen.Auf die (schwache)Divergenzläßtsich,selbst
beigroßz̈ugigerInterpretation,nicht schließen.

Fassenwir die AbbildungenderSchranken9.19bis 9.21unddie Ableitungenfür dasCole-DavidsonMo-
dell zusammen,so sehenwir, daßdiesetrotz fehlerloserDatenwenigerInformationenüberdie exakten
Funktionenbeinhaltenals die entsprechendenin den vorangegangenenFällen. Diesesist insofernauch
nicht verwunderlich,als daßdie Dichte pCD und somit auchderenIntegriertenICD bei τ 
 0 und τ 
 τCD

keineanalytischeFunktionensindunddie Numerik,auchwennessichhier um schwache,integrableDi-
vergenzenin pCD handelt,diesesVerhaltennicht zufriedenstellendrespektive ohnegrößerenAufwand165

erkannbarnachbildenkann.Die Schranken alleine,und derenAbleitungenschongar nicht, lassenzwar
die Vermutung,insbesonderebei α 
 0 � 9, aberkeineneindeutigenSchlußzu,ob essichbei dergesuchten
Funktiontats̈achlichum eineCole-DavidsonDichtehandelt.

Nichtdestotrotzbeinhaltendie Schranken,so wir (ausanderenQuellen)wüßten,daßessich um die des
Cole-DavidsonModellshandeln,bez̈uglichdesParametersτCD, dermaximalenRelaxationszeitim Modell,
einewesentlicheInformation:derNulldurchgangτ �CD derunterenSchranke I � , also

τ �CD 
 inf
τ



τ ����� : I ��� τ ��
 0 �

ist offensichtlich166 eineuntereSchrankefür τCD:

τ �CD � τCD � (9.243)

Als nächsteswollen wir unsder reinenRegularisiertender Cole-DavidsonDichte und derenIntegrierten
zuwenden.Wiederumbenutzenwir dieGaußscheMollifier-Funktion(9.218)zurRegularisierung.Die reine
Regularisiertewβ wurdenungem̈aßderallgemeinenGleichung(9.220),

wβ � t0 ��
 ∞�� ∞

wCD � t � Fβ � t0 � t � dt �
undanschließendderenIntegrierteIβ gem̈aß(9.223),

Iβ � t0 ��
 t0�� ∞

�� ∞�� ∞

wCD � t1 � Fβ � t � t1 � dt1 � dt �
numerischberechnet,wobeihier dieFunktionwCD nach(9.239)offensichtlichdiekonkreteForm

wCD � t ��
"!# $ sin % πα &
π ' e( t

τCD � e( t ) α
für 0 * e( t

τCD
* 1

0 für 1 * e( t

τCD
* ∞ � (9.244)

annimmt.

165Wir wollen an dieserStelleeingestehen,daßesunsbishernicht gelungenist, mit größerenDatens̈atzenals 1024Datenpunkte
qualitativ andereSchranken zu erhalten.Wir habendiesesaberaufgrunddesvermutetenEinflussesder exponentiellenSchlechtge-
stellheitderIntegralgleichungauf die BerechnungderSchrankennicht weiterverfolgt, dadannbei derAnwesenheitvon Fehlernein
höherernumerischenAufwandkeineverbessertenErgebnisseliefernwürde.

166Diesesfolgt direkt ausderSchrankeneigenschaftvon I ( .
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In derAbbildung9.24aufdernächstenSeite,in derwir die IntegrierteIβ mit denaufdenRealtailbasieren-
denSchrankenvergleichen,zeigenwir dieErgebnissefür denModellparameterα + 0 , 25.Bei denWert1 , 0
desRegularisierungparametersβ liegt die IntegrierteIβ für t - 0 jenseitsderSchranken167, sodaßwir in
diesemFall dasKonsistenzkriteriumalsnochnicht hinreichenderfüllt betrachtenkönnen.Esfällt aberdie
jetzt schonminimaleAbweichungderIntegriertenIβ von dertheoretischenIntegriertenICD für t . 0 , 5 auf.
Bei einemWert von β + 2 , 0 ist dasKonsistenzkriteriumbereitsfür fastalle t-Werteerfüllt, bei α + 3 , 0 ist
estats̈achlichfür alle t-Werteerfüllt. Bei denletztenbeidenWertenist ein UnterschiedzwischenICD und
Iβ, außerin demerwartetenBereichumdennichtanalytischenPunktt + 0, visuellkaumnochzuerkennen.

Die Abbildung9.25auf Seite215zeigtdie entsprechendenErgebnissefür denModellparameterα + 0 , 5.
Als Schrankenhabenwir wiederumdie auf denRealteilbasierendengewählt.Hier könnenwir für β + 2 , 0
dasKonsistenzkriterium,da auchhier (grob) für negative t-Werte Iβ jenseitsder FunktionenI / liegt, als
nochnicht zufriedenstelltenderfüllt betrachten.Bei β + 3 , 0 ist jenesfür fastalle, undbei β + 4 , 0 für alle
t-Werteerfüllt. Zus̈atzlichsehenwir dasVorliegeneinergenerellengrößerenAbweichungderFunktionen
ICD undIβ voneinander.

DendirektenVergleichvon IntegriertenundSchrankenabschließend,zeigenwir in derAbbildung9.26auf
Seite216die Ergebnissefür denModellparameterα + 0 , 9. Bei β + 2 , 0 liegt wiederderFall vor, bei den
wir dieBedingungendesKonsistenzkriteriumsalsnochnichthinreichenderfüllt betrachtenkönnen.Für die
Werteβ + 3 , 0 undβ + 4 , 0 ist dasKriterium bereitsfür allet-Werteerfüllt. Die AbweichungderFunktionen
ICD undIβ voneinanderist erwartungsgem̈aßin denBereichum t + 0 amgrößten.

Die Abbildungen9.24bis 9.26demonstrierenalsodie prinzipielle Anwendbarkeit desKonsistenzkriteri-
ums,bei exakt vorgegebenenDaten,selbstbei

”
pathologischenDichten“ wie der Cole-DavidsonDichte

pCD, einerDichtemit schwachenDivergenzen.Ebensolegendie AbbildungendenSchlußnahe,daßnicht
die Notwendigkeit der Kenntnissder Schranken überdenvollständigenVerlauf der Integriertenbesteht,
sonderndaßesauszureichenscheint,daßjenediewesentlichenCharakteristikadertheoretischenIntegrier-
teneinschließenmüssen,wie hier beidenModellparameternα + 0 , 25 undα + 0 , 5.

DieseUntersuchungensoweit nunabschließend,wollen wir nochin derAbbildung9.27auf Seite217,in
der wir τ gegendie urspr̈unglichenDichte p aufgetragenhaben,die zu diesenRegularisierungsparame-
tern korrospondierenden(reinen)Regularisiertenwiedergeben,wobei wir daraufhinweisen,daßwir die
Funktionwβ berechnethabenunddiedazugeḧorenderegularisierteDichte pβ danndurch

pβ 0 τ 1�+ wβ 0 τ 1
τ

gegebenist. Dementsprechendverwundertesauchnicht,daßdie regularisierteLösungzwar die schwache
Divergenzfür τ 2 0 derCole-DavidsonDichte pCD reproduzierenkann,die FunktionwCD strebtfür τ 2 0
gegenNull, nichtaberdieschwacheDivergenzfür τ 2 τCD.168. Letzterewird mathematischnurdurchβ 2
∞ vollkommenkorrektreproduziert,einenumerischnicht respektiveschlechtdurchf̈uhrbareLimesbildung.

9.5.2.1 Zusammenfassungder Untersuchungenzum Konsistenzkriterium

Wir habenhierdasvonunsim Abschnitt8.3eingef̈uhrteKonsistenzkriterium,dieKonsistenzvonIntegrier-
ter Iβ der Regularisiertenmit denSchranken I 3 465 der theoretischenIntegriertender gesuchtenDichte,zur
Wahl desRegularisierungsparametersγ respektive β, bei exakt vorliegendenDatenamBeispielderDelta-
Dichte (DrudeModell), der Gauß-DichteundderCole-DavidsonDichte,bei der VerwendungGaußscher
stabilisierenderFunktionen,untersuchtunddabeifestgestellt,daßdasKriterium prinzipiell tats̈achlichan-
wendbarist. Wesentlichist bei allenModellendie Beobachtung,daßdasKriterium selbstbei exaktenDa-
ten nicht einen(eindeutigen)Wert für denRegularisierungsparameterliefert, sonderneinenBereichder
möglichenund im SinnedesKriteriums zulässigenWertefür β. Rekapitulierenwir die Abbildungen,die

167DerLesermögebeachten,daßwir ausdenbekanntenGründenwieder 7 t gegenI 8 t 9 aufgetragenhaben.

168NäherszudenEigenschaftenderreinenRegularisierung,insbesonderebei GaußartigeñFγ, sieheAbschnitt9.2f.
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die Schranken I V W6X mit der IntegriertenIβ vergleichen,so liefert offensichtlichunserKriterium bei exak-
ten DateneinenunterenWert β Y desRegularisierungsparameters,ab demdasKriterium gilt. Dieses,zu
erwartende,Ergebnisunterstreichtnochmalsdie prinzipielle,oderandieserStellebessertheoretische,An-
wendbarkeit desKriteriums.

Wir wollen auchnicht unerẅahnt lassen,daßdie Untersuchungenan den im Rahmender Numerik ex-
aktenDatennicht nur von rein theoretischerNatur sein müssen,dennin denhier behandeltenProblem
derIntegralgleichung(2.13)bzw. (2.47)bedeutenexakteDatenstrenggenommentats̈achlichdie Kenntnis
der Funktion E Z an beliebigenStellenauchnumerischbeliebiggenau!Letztendlichhat diesesdie Not-
wendigkeit desVorliegenseinesmathematischanalytischenAusdrucksderFunktionE Z zur Konsequenz,
um in SinnederRegularisierungkorrektvon exaktenDatensprechenzu können.Darausfolgt also,wenn
wir beispielsweisedie DichtedesGauß-Modellsnicht exaktausrechnenkönntenoderdie FunktionE Z aus
Simmulationennumerischbeliebiggenaubekanntseinwürde169, somüsstenwir zurnumerischenRegulari-
sierungderim diesenSinneexaktenDatentats̈achlichStrategienzurWahldesRegularisierungsparameters
anwenden,einUmstand,denwir erstim Kapitel 10aufzeigenwerden.

Die wesentlichKritik an dem Konsistenzkriterium,die wir nicht unerẅahnt lassenwollen und die wir
eigentlichbereitsschonnachdessenPräsentationhättenformulierenkönnen,ist abergeradedessenEi-
genschaft,selbstbei exaktenDatenkeineneindeutigenWert desRegularisierungsparameterszu liefern,
wie diesesi.A. die übrigenStrategien gewärleisten,sonderneinenBereich,nur im SinnedesKriteriums,
zulässigerWerte.Die Schranke alleinegarantieren,gem̈aßdenebenpräsentiertenUntersuchungen,somit
nichtdenlautDefinition 4.5gefordertenLimes

lim
ε [ 0

gε [ gT

γ \ ε ] gε ^�_ 0 ] (9.245)

derZusatzim Konsistenzkriterium170,

”
Ist dieexakte,theoretischeFunktionbekannt,ist alsogε ` gT , ε _ 0, soführemanzur nume-

rischenBehandlungin derRegularisierungnumerischdenLimesγ a 0 ausbzw. setzeγ _ 0.“ ,

ist alsoein notwendiger. DieseErgebnissebedenkendsindwir fern davon,daßvon unspräsentierteKonsi-
stenzkriteriumalseine

”
überlegende“ Alternative odergaralseine

”
Revolution“ bei derWahl desRegula-

risierungsparameterszuproklamieren.

Nichtsdestotrotzsind,unddaszeigenebensodie obendargelegtenUntersuchungen,sowohl die Schranken
selberalsauchderVergleichvon integrierterIβ mit denSchranken I V W6X von Nutzen.Die Schrankenselbst
beinhalten,je nachderenQualiẗat, wertvolle Informationenüberdie gesuchteDichte, zumindestkönnen
diesedenBereich(grob)abstecken,in demdieGesuchtevonNull verschiedenist, undderVergleichselber
könntealsKriterium überdieQualiẗat dergewonnenregularisiertenLösungdienen,besondersdann,wenn
dieFunktionenbez̈uglich ihrer Kurvenformenvergleichbar171 sind,wie in denhier gebrachtenBeispielen.

Abschließendwollen wir nocheineVermutung,die ausder Betrachtungder Abbildungender Ableitun-
gender Schranken,besondersdiejenigendesGauß-Modells(Abb. 9.13auf Seite201),beruht,wobei die
Ableitungenbeim Cole-DavidsonModell außerfür α _ 0 b 9 eineAußnahmedarstellen,wiedergeben:die
Abbildungenlegendie Möglichkeit der Berechnungvon Schranken p cedgf für die gesuchteDichtefunktion
ausdenSchranken I V W6X nahe,wobei Stellen,an denendie gesuchteFunktionkeineanalytischeFunktion
ist, Ausnahmenbilden.Wie SIMON in [Sim93] darlegt, lassensichderartige(rigorose)Schrankenfür die
unterliegendeDichtefunktionausden(rigorosen)Schranken der Verteilungs-bzw. integriertenFunktion
dannberechnen,wennjenestricktkonvex sind,eineBedingung,diedieSchrankenhieroffensichtlichnicht

169Diesewirklich rechtkonstruiertwirkendeBeispielesolleneinewesentlichenProblematikexponentiellschlechtgestellterProbleme
verdeutlichen,daß

”
exakteDaten“ synonym mit

”
analytischenAusdruck“ ist.

170sieheAbschnitt8.3

171Ein GegenbeispielwäreeineoszillierendeFunktion Iβ, wie jenebei der VerwendungdesidealenTiefpassesentstehenkönnen,
manerinneresichandessenMollifier-Funktion(6.8),innerhalbkeineOszillationenaufweisendenSchranken.
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erfüllen.Bisherist esunsabernichtgelungeneinenAusdruckderartigauf I h i6j basierendenSchrankenp kelnm
abzuleiten;weitereUntersuchungendiesbez̈uglich und bez̈uglich desKonsistenzkriteriumssind alsovon
Nöten.
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Kapitel 10

Zur numerischenRealisationund deren
Ergebnisse

Nachdemwir bisherdasgenuinauf Filtern basierendeRegularisierungsverfahrenrein theoretischunter-
suchthaben,wollenwir unsin diesemKapitel jetztderPraxis,genauerdernumerischenRealisationdieses
Verfahrens,zuwenden.Hierbei sollenzum einennaẗurlich dessengenerellnumerischEigenschaftenund
Grenzenan“ kontinuierlichenModellen“ , d.h.die vorgegebeneFunktionseiprinzipiell an beliebigvielen
Stellenbekannt,undzumanderendie numerischenEigenschaftenundGrenzenim praktischenFall endli-
cherDatens̈atze,wobeidieDatensowohl fehlerlosalsauchfehlerbehaftetseinkönnen,untersuchtwerden.
Wir werdenuns,wie des̈ofterenbereitserwähnt,dabeisowohl der(komplexwertigen)phänomenologischen
Integralgleichung(9.2)alsauchderenReal-undImagin̈arteilalseigensẗandige,separateIntegralgleichung,
alsodenGleichungen(9.9) und (9.10),zuwenden.Ebensowerdenwir in dennumerischenUntersuchun-
gen verschiedenModelldichtenbetrachten,wobei wir insbesondereauf die Delta-, die Cole-Davidson-,
aberauchauf keinemathematischenPathologienaufweisendewie die Cole-Cole-und die Gauß-Dichte,
zurückgreifen1 werden.

InnerhalbderDarlegungdernumerischenEigenschaftendeshieruntersuchtenRegularisierungsverfahrens,
soll diesesebensomit denenim Kapitel 5 vorgestelltenverglichenwerden,inbesonderemit derTikhonov-
Phillips Regularisierung.Dabeiwird, vorweggenommen,haupts̈achlichdie Regularisierungder Integral-
gleichungdesImagin̈arteils,die durchdasauf der Fourier-TransformationbasierendeVerfahren2 (5.47),
welchesseinerseitsdurchdie LösungjenerGleichungals inverseFourier-Transformationbegründetist3,
gewonnenwird, herangezogenwerden.

Wie wir bereitsamAnfangdesKapitels8 bemerkthaben4 undwie die AusführungenderAbschnitte9.3,
jene bez̈uglich desfür γ o 0 asymptotischenVerhaltensder (Gauß-)Filter, und 9.5, jene bez̈uglich der
KonkretisierungderWahl desRegularisierungsparametersauf unseremEntfaltungsproblem,schongezeigt
habenkönnten,bestehendie fundamentalenSchwierigkeit (derNumerik) nicht in der angemessenen,ge-
eignetenWahl desRegularisierungsparameters.Die nachfolgendennumerischenErgebnissewerdendieses
noch besẗatigen,doch werdenwir nichtsdestotrotzkurz auf einenVergleich zwischenden im Kapitel 8
vorgestelltenverschiedenenStrategienzurParameterwahleingehen.

1Bez̈uglich derModelldichtenundderenEigenschaftenseiauf dasKapitel 3 verwiesen.

2sieheAbschnitt5.3.2

3sieheAbschnitt2.4.3,Gleichung(2.72)aufSeite19unddieBemerkungendazuim Abschnitt9.1,Seite152

4sieheSeite127
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10.1 Zusammenfassungoder Die Ausgangsgleichungen

Wendenwir uns jetzt den Ausgangsgleichungenfür die numerischeRealisierungdesgenuinauf Filter
unddurchregularisierendeKernedarstellbarenRegularisierungsverfahrenszu, sowie wir esim Kapitel 9
speziellauf die hier behandelteIntegralgleichungkonkretisierthaben,wobeiwir ebensoauf die Verweise
undZitatejenesKapitelsverweisen5 wollen.

Die konkreteAusgangsgleichungzur Regularisierungderphänomenologischen6 (9.2), ist, gem̈aßdesbis-
herigen,durchdenAusdruck(9.4)gegeben,wobeiderregularisierendeKernΦγ bei dernotwendigenVer-
wendungGaußscherstabilisierenderFunktionen7 seinerseitsdurchdenAusdruck(9.162)gegebenist. Dem
entsprechendsinddie regularisiertenLösungender Integralgleichung8 desRealteils,Gleichung(9.9),und
die desImagin̈arteils,Gleichung(9.10), durchdie Ausdr̈ucke (9.15) bzw. (9.16) gegeben,wobei deren,
ebensonotwendigerweiseaufGaußfilternbasierende,regularisierendenKernekonkretdurchdieGleichung
(9.171)für denKernΦ1

γ desRealteilsunddurchdie Gleichung(9.178)für denKernΦ2
γ desImagin̈arteils

gegebensind.Fassenwir dieseAusdr̈uckealsoexplizit zusammen,soerhaltenwir als,im Sinnedesnotwen-
digenGaußfilters,einfachsteregularisierteLösungfür diephänomenologischeIntegralgleichungkonkret

wγ p 1
x̃ q r ∞s

0

Φγ p x̃
ω q E tnu ω v dω

ωr 1

2γπ
3
2

exp w π2

4γ2 x ∞s
0

y
exp z|{ 1

4γ2 p ln p x̃
ω q~} i

π
2 q 2�

� sin w π
2γ2 p ln p x̃

ω q } i
π
2 q x E tnu ω v�� dω

ω � (10.1)

für die IntegralgleichungdesRealteilserhaltenwir dannkonkret

wγ p 1
x̃ q r ∞s

0

Φ1
γ p x̃

ω q E1 u ω v dω
ωr 1

γπ
3
2

∞s
0

sin w π
4γ2 ln p x̃

ω q x exp w { 1
4γ2 p ln2 p x̃

ω q { π2

4 q x E1 u ω v dω
ω � (10.2)

undfür die IntegralgleichungdesImagin̈arteilserhaltenwir entsprechendkonkretdieGleichung

wγ p 1
x̃ q r ∞s

0

Φ2
γ p x̃

ω q E2 u ω v dω
ωr 1

γπ
3
2

∞s
0

cos w π
4γ2 ln p x̃

ω q x exp w�{ 1
4γ2 p ln2 p x̃

ω q { π2

4 q x E2 u ω v dω
ω � (10.3)

In denobigenGleichungen(10.1)bis (10.3) für die Regularisiertenhabenwir, um denMellinschenFal-
tungscharakterzubewahren,τ r 1 � x̃ gesetzt.

5Insbesondereseiandie AusführungenderKapitel 5ff erinnert.

6sieheauchGleichung(2.47),Seite15

7siehediesbez̈uglich die AusführungendesAbschnitts9.2

8sieheauchdie Gleichungen(2.53)und(2.55),Seite16 und16
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10.2 Vorbetrachtungenzur Numerik

VordereigentlichennumerischenRealisierung,solltenwir dieobigenGleichungen(10.1)bis(10.3)bez̈uglich
dernumerischenIntegrationeinerkritischenBetrachtungunterziehen:
Wir könntenjetzt jeneGleichungenohneweitereVeränderungennumerischimplementieren,dochwürden
wir dannauf einederSchwierigkeitendernumerischenIntegrationMellinscherFaltungsgleichungen9 sto-
ßen:bei derDiskretisierunggilt für dasDifferentialderobigenGleichungenoffensichtlich:

dω
ω � ∆ωi

ωi � (10.4)

wobei∆ωi die i-te SchrittweitedernumerischenIntegrationundωi deni-tenω-Wert bedeutenmöge.Wir
erkennensofortdieProbleme,diewir beidernumerischenIntegrationderobigenAusdr̈uckeanderunteren
Integralgrenzeunzweifelhaftbekommenwürden:dieωi-WertewerdengegenNull streben,wohingegendie
Schrittweite∆ωi endlichbleibenwird. Zwarist esjetztprinzipiell möglich,dieNumerikderartauszuf̈uhren,
daßdie DivergenzdesAusdrucks(10.4) für ωi � 0 durchdasgegenNull strebender regularisierenden
KernebeigleichenLimeskompensiertwird, undwir soeinenumerischstabileIntegrationerhalten10, doch
könnenwir in diesenFällen sogarohneeinensolchenprogrammiertechnischgrößerenAufwandeinenu-
merischeStabiliẗat erreichen,in demwir die hier nun schonroutiniert eingesetzteVariablensubstitution
ω � e� t und x̃ � e� t0 durchf̈uhren,wodurchwir die Gleichungen(10.1)bis (10.3)nunbekanntlichin die,
numerischstabilere,bekannteFaltungsstruktur

Wγ � t0 � � ∞�� ∞

Φ̂1 � 2
γ � t0 � t � Ê �1 � 2 � t � dt � (10.5)

mit den(offensichtlichen)Substitutionenw � e� t � � W � t � , Φ1 � 2
γ � e� t � � Φ̂1 � 2

γ � t � undE �1 � 2 � e� t � � Ê �1 � 2 � t � , trans-
formierenkönnen.Esist müßigzu erwähnen,daßin derForm (10.5)die obigenRegularisierten(10.1)bis
(10.3)subsumiertsind,d.h. mit Φ̂1 � 2

γ und Ê �1 � 2 seiendie jeweilig entsprechendenregularisierendenKerne
undvorgegebenenFunktionenbezeichnet.

Beispielsweisenimmt jetzt die derarttransformierteregularisierteLösungdeskomplexwertigenphänome-
nologischenAnsatzes(9.2)diekonkreteGestalt

Wβ � t � � β

π
3
2

exp � β2π2 � ∞�� ∞ � exp � � β2 � � t � t0 ��� i
π
2 � 2 �

� sin � 2πβ2 � � t � t0 ��� i
π
2 �n� Ê � � t � � dt � (10.6)

an,wobeiwir zus̈atzlichbez̈uglichdesRegularisierungsparametersdieSubstitution

β � 1
2γ � (10.7)

die einebequemere11 numerischeUntersuchungermöglicht, durchgef̈uhrt haben.Die transformiertenRe-
gularisiertender IntegralgleichungdesReal-und desImagin̈arteilsfolgen jetzt entsprechend,so daßwir
jenejetztnicht explizit angebenwollen.

Desweiterenist zu bemerken:Der Integrandin (10.6) ist längsdesIntegrationsintervalls eineanalytische
Funktion12, diesesgilt hier generellfür denallgemeinenAusdruck(10.5), so daßes also diesbez̈uglich

9Auf dieseundandereProblemebei dernumerischenIntegrationMellinscherFaltungsgleichungseiauf [DR84,PTVF92,Sto99,
SB00]undallgemeinaufdenBand[KF87] verwiesen

10siehea.a.O.

11Wir wollen eingestehen,daßdieseSubstitutionmehreineGeschmacksfrageist.

12Bez̈uglichderAnalytizitätseigenschaften derFunktionE ¡ seiaufdenAbschnitt2.1undbeispielsweiseauf[AM76, Jac75, Roo69]
verwiesen.
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in der numerischenIntegrationkeineProblemegebenwird. Wie wir jedochbereitsim Abschnitt9.4 auf
Seite178kritisch angemerkthaben,erwartenwir aufgrundderoszillatorischenAnteile in denregularisie-
rendenKernen,diefür γ ¢ 0,alsoβ ¢ ∞, anDominanzzunehmenwerden,Problemebeieinernumerischen
Integration,denntats̈achlichist die IntegrationüberstarkoszillierendenFunktionenein aktuellesProblem
dernumerischenMathematik13.

Tats̈achlich handeltes sich hier bei der Integration über die oszillierendenTermeum ein nicht zu ver-
nachl̈assigendesundsogarschwerwiegendesProblem.Dieseswollen wir mit der Abbildung 10.1auf der
nächstenSeiteverdeutlichen,in derwir exemplarischdie GraphenderKerneΦ̂1

β undΦ̂2
β für verschiedene

β-Wertezeigen14. In der linkenSpaltehabenwir die GraphendesKernsΦ̂1
β, in der rechtendie desKerns

Φ̂2
β aufgetragen,jeweils für die Parameterwerteβ £ 1 ¤ 0 ¥ 2 ¤ 0 ¥ 3 ¤ 0 ¥ 4 ¤ 0. Wie aufgrundder Ausdr̈ucke für

jeneKerneauchnicht anderserwartet,nehmendie Oszillationenmit wachsendemWert für β zu. Es ist
jetzt zus̈atzlich nochbesondersauffällig, daßaufgrunddesGaußtermsder Bereichbzw. dasIntervall der
Oszillationenmit wachsendemParameterzwar kleiner wird, die Amplitude dafür aber(ebensoaufgrund
jenesTerms)exponentiellansteigt- waswir wiederumaufgrundderGleichungen(10.1)bis (10.3)erwar-
tet haben.Wir sehenjedoch,daßselbstbei einerVariationdesParametersβ innerhalbdesrelativ kleinen
Intervalls ¦ 1 ¥ 4§ , dasEndediesesIntervalls liegt selbstnumerischnochjenseitsdes

”
Wertes“ Unendlich15,

eszu sehrgroßenVariationender GraphenderKernekommt.Tats̈achlichzeigendie Graphender Abbil-
dung10.1,daßessogarbereitszu großenVariationeninnerhalbderSchrittweiteeins,alsobeispielsweise
zwischenβ £ 1 undβ £ 2, kommt.

In derAbbildung 10.2auf Seite226habenwir noch,um die Graphenzu vervollständigen,die Kernefür
β £ 5 und β £ 10 abgebildet.DieseAbbildung demonstriertwiederumdie starke Variationder Graphen
der KerneΦ̂1

β und Φ̂2
β bei einerkleinenVariationdesParameters,wennwir die Graphenfür β £ 4 und

β £ 5 vergleichen.Der Graphfür den Wert β £ 10, der zu γ £ 0 ¤ 05 korrespondiert,soll zus̈atzlich die
großeSchwierigkeit, diewir bei einernumerischenIntegrationüberdieseFunktionenerhaltenwerden,de-
monstrieren,insbesondereunterBerücksichtigungdesLimesβ ¢ ∞ (γ ¢ 0) bei derBereitstellungimmer
exaktererDaten.BesondersandiesemGraphenwird nochmalsdeutlich,daßwir nichtnuraufdieProblema-
tik, überstarkoszillierendeFunktionenzu integrieren,stoßen,sonderndaszus̈atzlichdie Amplitudejener
Oszillationenstarkzunimmt,in anderenWortenderWert derIntegrandenin (10.1)bis (10.3)respektive in
(10.6)sehrstarkeoszillatorischeSchwankungen,undje nachWert vonβ sogarüberDekaden,unterworfen
ist - unabḧangigvon denWert derDaten.

Erinnernwir unsjetztandenUrsprungderoszillatorischenTerme16 in denregularisierendenKernen.Jener
liegt geradein derVerwendungeinesGaußfilterszur KompensierungderexponentiellenDivergenzender
Funktionk̃ ¨ 1. Esist alsokonkretdie inverseMellin-TransformationderForm17

I ©«ª z¬�£ 1
2πi

c­ i∞®
c ¨ i∞

z̈ s exp ¯ γ2 ª s ° iα ¬ 2 ± ds (10.8)

der UrsprungjenerTerme.Wir wollen daraufhinweisen,daßwir die als inverseMellin-Transformation
dargestelltenKerneΦ1

γ undΦ2
γ ebensoauf derBasisderallgemeinenForm (10.8)berechnenkönnen- was

an denAusdr̈ucken (9.166)und (9.175)unmittelbarablesbarist. Die Notwendigkeit, Gaußfilterrespek-
tive Filter mit GaußartigenTermenzur RegularisierungdesexponentiellschlechtgestelltenProblemszu
verwenden,führt somit in denregularisierendenKernenzu oszillatorischenAnteilen,die ihrerseitszu nu-
merischenProblemenführendürften.Demzufolgewerdenwir auchdannmit Oszillationenin denKernen
zurechnenhaben,wennsichdasFilter für β ¢ ∞ (γ ¢ 0) asymptotischGaußartigverḧalt.Wir werdendiese

13Für allgemeineDarstellungensiehebeispielsweise[DR84, KF87,Sto99, SB00].

14Für die GraphendeskomplexwertigenKernsΦ̂β gilt bez̈uglich dessenReal-undImagin̈arteilsentsprechendes.

15DerWertβ ² 4 ³ 0 korrespondiertzu γ ² 0³ 125,welchernumerischnochweit vonNull entferntliegt.

16Esseiaufdie AusführungendesAbschnitts9.4verwiesen.

17sieheauchGleichung(9.157),Seite175
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Oszillationensomit auchbei der Verwendungeines
”
Multifilters“ 18 nicht umgehenkönnen,sondernjene

höchstens
”
dämpfen“ : diehierzuverwendendekonkreteFormeines

”
Multifilters“ ist im Mellin- respektive

Fourier-LaplaceRaumdurchdenAusdruck(9.35),

F̃γ Ç n È sÉ�Ê exp Ë γ
n

sÌ 2
F̃γ È sÉÎÍ (10.9)

gegeben,andenwir dasDilemmaablesenkönnen,daßzwar für kleinen ÏÑÐ die Oszillationendurchdas
Filter F̃γ quasigeglättetwerden,wohingegenfür n Ò ∞ jeneTermewiederan Dominanzgewinnen.Die
Anwendungdes

”
Multifilters“ (10.9)kannsozueinernumerischenStabilisierungunterInkaufnahmeeiner

eventuellschlechterenregularisiertenLösungführen.Entsprechendeswürdenwir aberschonbei derWahl
eineskleinerenWertesfür β - respektiveeinesgrößerenfür γ - erreichen.Diesesseihier, die numerischen
Ergebnissevorweggenommen,exemplarischmit der Abbildung10.3auf dernächstenSeitedemonstriert,
in der wir die Ergebnisseder Anwendungeinesauf demFriedrichschenGlättungsoperator19 basierenden

”
Multifilters“ dargestellthaben,angewandtauf die IntegralgleichungdesReal-unddesImagin̈arteils.Als

Modell habenwir die Cole-DavidsonDichte20 angesetzt,die AnzahlMD derdiskretenDatenbetrug2048
in demIntervall ÓÕÔ 30; 30Ö und der mittlere relative Datenfehlerwar σrel Ê È 1 × 5 Ø 0 × 9É %. Der Wert des
RegularisierungparametersdesFriedrichschenOperatorswarγ Ê 0 × 5. In derTabelle10.1sinddiejeweiligen
Regularisierungs-undderDatenfehler, beidein derL2-Normausgedr̈uckt21, aufgelistet.

n Ù WCD Ô W1
β Ç n Ù 2L2 Ù WCD Ô W2

β Ç n Ù 2L2 ε2
1 ε2

2

1 0 × 0144 0 × 0145

2 0 × 0109 0 × 0114 5 × 6 Ú 10Û 05 9 × 0 Ú 10Û 05

2 0 × 0114 0 × 0114

Tabelle10.1: Fehlerder auf den FriedrichschenGlättungsoperatorbasierendeMultifilterregularisierung:
β Ê 0 × 5; MD Ê 2048,σrel Ê È 1 × 5 Ø 0 × 9É %
In derAbbildung10.3,undsoauchin derTabelle10.1,sindnur die Ergebnisseder regularisiertenFolge
bis n Ê 3 wiedergegeben,dabei 4 Ü n die Numerikbereitswiederzusammengebrochen22 ist. Der Beginn
desZusammenbruchsdeutetsichbereitsin denGraphenderregularisiertenW1

β Ç n derIntegralgleichungdes
Realteilsbei n Ê 3 an.Vergleichenwir jetzt die Graphenmit denentsprechenden,nochvorzustellenden,
derAbschnitten10.4.2und10.5.2,sobesẗatigt23 sichdieobigepessimistischeBemerkungzurAnwendung
eines

”
Multifilters“ . Wir haltenestrotzdemfür angebracht,die

”
Multifilter“ nochweiter zu untersuchen,

insbesonderebez̈uglich derenAnwendungauf andereschlechtgestellteProblemederPhysik,derenGrad
derSchlechtgestelltheitnicht exponentiellsonderengeringerist.

Beendenwir jetzt die eingeschobenenErgebnisseder
”
Multifilter“ und führendie vorherigenBetrachtun-

genfort. Im Sinnedesebendargelegtenkönnenwir somitzusammenfassendsagen,daßdie Oszillationen
in denregularisierendenKerneneineweiterManifestationderexponentiellenSchlechtgestelltheitdesAus-
gangsproblemsist. Diesesgilt, wiederumin Sinnedesebengesagten,strenggenommennursolangewie wir
Gaußanteilein denFiltern F̃γ verwenden,dochwie wir im Abschnitt9.2bereitsdargelegt haben,führt zu-
mindestbez̈uglicheinerpraktischenAnwendung24 keinWeg andiesenTermevorbei.Wir wollen andieser

18sieheAbschnitt9.2.2

19a.a.0.Gleichungen(9.42)und9.43;sieheauch[BB93, Wal94, Wer95]

20Die Gründefür dieBetrachtungdeseineschwachenDivergenzaufweisendenCole-DavidsonModellswerdenin folgendengekl̈art
werden.

21siehediesbez̈uglich Fußnote56auf Seite242

22DasZusammenbrechenderNumerikunddenDatenfehlereinflußwerdenwir in folgendendetailierteruntersuchen.

23Eswurdedeswegendie Anwendungder
”
Multifilter“ numerischnichtweiterdetailierteruntersucht.

24Wir wollen in diesemZusammenhanginsbesondereauf die Darlegungzu demauf derBeta-2Dichte basierendenFilter (9.19),
Seite153,hinweisen.
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Abbildung 10.3:Ergebnissedesauf demFriedrichschenGlättungsoperatorbasierendenMultifilters: β ä
0 å 5; MD ä 2048,σrel äçæ 1 å 5 è 0 å 9é %
Stellebereitsdaraufhinweisen,daßwir auchin derTikhonov-PhillipsRegularisierungOszillationenerhal-
tenwerden,wobeisich jenedirekt in der regularisiertenLösungmanifestierten,d.h.bertreitsein Artefakt
desreinenRegularisierungsferfahrensind.

Wie ebenschonerwähnt,ist dienumerischeIntegrationüber(stark)oszillierendenFunktioneneinaktuelles
ProblemdernumerischenMathematikundesexistiereneinigeAnsätze,diesesProblemzubehandeln.All-
gemeineAnsätzewerden,wie bereitsverwiesen,in [DR84, KF87, PTVF92, Sto99] erläutert,derenAnwen-
dungin unseremFall jedochnureinengeringenErfolg bringt.OhnejetztaufDetailseinzugehen,brichtdie
NumerikbeieinerVariationdesParametersβ beiAnwendungjenerVerfahrenleidernurgeringf̈ugigsp̈ater
zusammenalsbei derAnwendungeiner

”
herkömmlichen“ Integrationsroutine,insbesondereim Vergleich

mit demTrapezverfahrenoderdemGaußverfahren25. Ein vielversprechendesVerfahrenwird übrigensvon
HSU und ZHOU in [HZ87] vorgeschlagen.Die Nachteile,oderbesserdie Schwierigkeiten,diesesVerfah-
rensbei dessenkonkretenAnwendungauf unsereGleichungensind jedochzumeinen,die Gültigkeit der
VoraussetzungendesVerfahrensimmerzu garantierenundzumanderenein nicht unerheblicherAufwand
bez̈uglicheinertats̈achlichen,programmiertenRealisierung.

Es hat sich aberfür uns überraschendgezeigt,und dasist auchder eigentlicheGrund,daßwir hier das
von HSU undZHOU vorgestellteVerfahrenbez̈uglicheinerAnwendungnicht weiteruntersuchthaben,daß
wir dienumerischeIntegrationohneeinenweiterengrößeren,programmiertechnischenAufwanddurchdie
Verwendungsogenannter

”
multiprecision“ Algorithmenstabilisierenkönnen26. Konkretwird, von derpro-

grammiertechnischenSeiteher, durchdie EinbindungentsprechenderBibliotheken nur der Datentypzu

”
Multipräzisionszahl“ gëandertundaufdie

”
herkömmlichen“ Integrationsroutinenzurückgegriffen.Beson-

25Diesesindbeispielsweisein [PTVF92,Sto99, SB00] hervorragenddargestellt.

26Wir wollen an dieserStelleauf eineDarstellungder verwendeten
”
multiprecision“ Algorithmenverzichten,dieseswürdeden

RahmendieserArbeit bei weitemsprengen,undstattdessenauf die allgemeinenDarstellungenin derLiteratur, wie beispielsweisein
[DR84,PTVF92, Sto99, SB00], verweisen.
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Name Description Type Dynamic? Default

mpipl Maximumandinitial precision,in digits int no 100

mpiou Initial outputprecision,in digits int no 56

mpiep log10 of initial MP epsilon int no 10ê mpipl
mpwds Maximumandinitial precision,in words int no mpipl

7 ë 227472 ì 1

mpoud Currentoutputprecision,in digits int yes mpiou

mpeps CurrentMP epsilonvalue mp_real yes 10mpiep

mpl02 log2 mp_real no log2

mpl10 log10 mp_real no log10

mppic π mp_real no π
idb MPFUN debug level int yes 0

mcr Crossoverpoint for advancedroutines int yes 7

Tabelle10.2:Tunableparametersfor theMP package.

derselegantund ohnegrößerenProblemekönnenwir diesesübrigensin der Programmiersprache27 C++

realisieren,wobei, was wir am Randenotierenwollen, eine objektorientierteProgrammierungauchbei
dernumerischenRealisierungderIntegrale(10.1)bis (10.3)respektiveder IntegralezumAusdruck(10.6)
entsprechend,von Vorteil und Nutzenist. Dementsprechendwurde in dieserArbeit denvon SIDDHAR-
THA CHATTERJEE geschriebeneC++Aufsatzmpfun++ zur

”
Multipräzisionbibliothek“ MPFUN von DAVID

H. BAILEY, derjeneBibliothek urspr̈unglichin Fortran-77 programmierthat,verwendet28.

Die wichtigsteneinstellbarenParameterjener Bibliothek sind, zur Information, in der Tabelle10.2,die
wir ausder Dokumentation[Cha94] desC++Aufsatzes(direkt) zitiert29 haben,zusammengefaßtwieder-
gegeben.So wir nicht daraufexplizit hinweisen,verwendenwir die Bibliothek mit derenurspr̈unglichen
(
”
default“ ) Parametereinstellungenverwenden,d.h. insbesondere,daßfür dembez̈uglich unsererAnwen-

dungrelevantesteParametermpipl , die (interne)Rechengenauigkeit,mpipl í 100geltenwird30.

10.3 Der numerischeEinfluß desDatenfehlers

Im Abschnitt9.3.2habenwir denEinflußdesDatenfehlers∆ν
γ beiVerwendungeinesGaußfilterstheoretisch

untersucht.Die zentralenAusdr̈uckefür denDatenfehlersind,zurErinnerung,dieAbscḧatzung(9.127)auf
Seite170undderenAsympotikfür γ î 0, Gleichung(9.129)auf Seite170bzw. derhier für die phänome-
nologischeGleichungkonkreteasymptotischeAusdruck(9.130),ïï ∆ν

γ ð x0 ñ ïï 2 ò ð 2π ñ|ó 1ô 2 ε2 ð x0 ñ
γ

exp õ 9π2

8γ2 ö für γ î 0÷ ø (10.10)

Untersuchenwir jetzt numerischdenEinfluß desDatenfehlers,indemwir quasidenAusdruck(9.51) re-
spektive(9.53)für ∆ν

γ in die t-Domänetransferieren,odermit anderenWortengleichaufdieDarstellungen
(10.1)bis (10.3)bzw. aufdieallgemeinenDarstellung(10.5)zurückgreifenundaufderenBasisdenDaten-

27Die ProgrammierspracheC++ wird beispielsweisevonderenErfinderSTROUSTRUP in [Str91] dargelegt.

28Bez̈uglich Detailsderkonkretvon unsverwendeteBAILEYschenProgrammbibliothekMPFUN seiauf [Bai90, Bai93] verwiesen.
Die Bibliothekselberist unterhttp://www.netlib.org öffentlich zug̈anglich.

29Wir habenuns deswegen eine Übersetzungder Tabelleverzichtet.Die Informationenin der Tabellesind implizit ebensoin
[Bai90, Bai93] enthalten.

30siehea.a.O.
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fehlereinflußnumerischberechnen.Wir untersuchenalsonumerischdieAusdr̈uckederallgemeinenForm

∆ν
β ù t0 ú�û ∞üý ∞

Φ̂1 þ 2
β ù t0 ÿ t ú ν ù t ú dt � (10.11)

wobei hier ν wiederumder Datenfehlerseinmöge,d.h. die fehlerbehaftetenVorgegebenenwiederdurch
Ê û ÊT

� ν darstellbar31 seinmögen.Entsprechenddesim vorangegangenenAbschnittsDargelegten,wurde
derAusdruck(10.11)numerischunterAnwendungderBAILEYschen

”
Multipräzisionbibliothek“ MPFUN bei

VerwendungeinerTrapezroutinezur numerischenIntegrationrealisiert.Der stochastischeFehlerν wurde
auf derBasisdesin [PTVF92] beschriebenenZufallszahlengenerators32, dergleichverteilteZufallszahlen
liefert, numerischrealisiert.

Die Abbildung10.4auf dernächstenSeitezeigtexemplarischdie auf derBasisderGleichung(10.11)mit
demKernΦ̂2

β desImagin̈arteilserzieltennumerischenErgebnisse33. Wir habendort nunexemplarischdie
Ergebnissefür ∆ν

β ù t0 ú bei t0 û 0 alsFunktiondesParametersβ aufgetragenundvergleichenjenemit den
entsprechendzu (10.10)gegebenenasymptotischenAusdruck.

Dabei ist zu bemerken, daßwir im gewissenSinneso naẗurlich
”
Äpfel mit Birnen“ vergleichen,da wir

dennumerischenDatenfehlerin der Supremumsnormmessen,wohingegender Fehlerin (10.10)in einer
L2-artigen34 Normgemessenwird. Tats̈achlichhabenwir auchfür dieGegen̈uberstellungjeneNorm(grob)
durchdieSupremumsnormabgescḧatztunddieseAbscḧatzungin denasymptotischenAusdruckeingesetzt,
wodurchsich so selbstversẗandlichzus̈atzlichekonstanteFaktoren35 ergeben.DasWesentlichebei dieser
Untersuchungist abernichtdieFragenacheinertats̈achlichennumerischen̈UbereinstimmungvonNumerik
mit derasymptotischenAbscḧatzung(10.10)respektivederAbscḧatzung(9.127),dieseFragehabenwir so
auchgar nicht betrachtet,sonderndaßdie numerischenUntersuchungendengrunds̈atzlichkontrollierten
exponentielldivergentenEinflußdesDatenfehlers in der Regularisierungbesẗatigen! DiesesResultatwird
durchdie Abbildung10.4offensichtlichmehralsdrastischdemonstriert:bei einemWert von β û 1 � 5 wird
derDatenfehlerbeispielsweisebereitsaufca.seinenfünffachenWert

”
versẗarkt“ , undbeiβ û 2 � 0 (γ û 0 � 25)

ist derDatenfehlereinflußbereitsca.4222-malsogroßalsderurspr̈unglicheFehler36.

Wie wollen nicht unerẅahnt lassen,daßder Unterschiedzwischendem numerischenErgebnisund der
asymptotischerAbscḧatzungim unterenTeil derAbbildung10.4nichtverwunderlichist, dahierdieAsym-
ptotik (10.10)nochnicht geltensollte.Der obereTeil derAbbildungweist jedochbereitsauf die Überein-
stimmung- innerhalbdernumerischenGenauigkeit - von NumerikundAbscḧatzungfür β � ∞ hin.

Die numerischenErgebnissefür ∆ν
β bekr̈aftigenalsodie theoretischenUntersuchungenzum Datenfehle-

reinflußauf derRegularisierungundsowundertesunsauchnicht, entsprechenddenzusammenfassenden
Ausführungenim Abschnitt9.3.3zu ∆ν

β, daßdas
”
Trial andError“ -Verfahrens37 zur Wahl desParameters

β bereitsausreichendseinwird um akzeptableundgeeigneteRegularisiertezu erhalten.Wie die Untersu-
chungenin dennachfolgendenAbschnittenbesẗatigenwerden,könnenwir erwarten,dieDominanzvon∆ν

β
bereitsandenGraphenderRegularisiertenablesenzu könnenunddementsprechenddanndie Regularisie-
rungzubeendenrespektivedenParameterβ zubestimmen.

31sieheAbschnitt5.3.2undbeispielsweise[AT77,Dav82, Iva76, LBP91]

32sieheauch[Sto99, SB00]

33Die Ergebnisse,die mit denKern Φ̂β derkomplexwertigenundmit denKern Φ̂1
β derRealteilgleichunggewonnenwerden,sind

vollkommenäquivalentund sollendeswegenhier nicht explizit wiedergegebenwerden.Die einzigenUnterschiedeliegenhier, wie
erwartet,nur in dengenauenAbsolutbetr̈ageder einzelnenDatenpunkte,jedochnicht in derenrelativen Größenordnung;die Gra-
phensind übrigensvisuell kaumvoneinanderzu unterscheidenundeshat nur historischeGründe,daßwir die auf denImagin̈arteil
basierendenDatenzeigen:jenesinddieersten,die berechnetwordensind.

34siehedie diesbez̈uglichenHinweiseim Abschnitt9.3.2,Seite168

35Wir wolleneingestehen,daßeinesolcheAbscḧatzungnochbez̈uglichderzus̈atzlichenVorfaktoreneinegewisseFreiheiteinr̈aumt.

36DerAbsolutwertderangegebenenZahlenhatkeinerleiBedeutung,sondernnurderenGrößenordnung.

37sieheAbschnitt8.1
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Wir wollen an dieserStelle jetzt daranerinnern38, daßder UrsprungdesExponentialfaktorsin der obi-
gen asymptotischenAbscḧatzung(10.10),der Exponentialtermist ebensoBestandteilder Abscḧatzung
(9.127),die Verbindungvon GaußfilterundexponentiellerDivergenzderFunktionk̃ 
 1 ist. Die Urspr̈unge
derOszillationenin denregularisierendenKernenunddeskontrolliert exponentielldivergentenDatenfeh-
lereinflussessind alsoidentisch;beidehängen,als Konsequenzdessen,alsoin diesemSinnemiteinander
zusammen.

Abschließendseinochdasfolgendebemerkt:NebendemeigentlichenDatenfehler, ist eineweitereFehler-
quellenaẗurlich derFehlerdesnumerischenIntegrationsverfahrens,dersich in den(numerischen)Ergeb-
nissender Abbildung 10.4 ebensoniederschl̈agt,und trotz Verwendungeiner

”
Multipräzisionbibliothek“

solltenwir nicht vergessen,daßauchhier die numerischeIntegrationüberdie bei wachsendemβ immer
sẗarker werdendenOszillationenirgendwannzusammenbrechenwird. DiesesZusammenbrechenkönnen
wir, waswir in dennachfolgendenAbschnittendemonstrierenwerden,durcheineVergrößerungder in-
ternenRechengenauigkeit der Multipräzisionszahlenerreichen,jedochhat dieseseine Verlangsamung39

derProgrammezur Konsequenz.Essoll auchnicht unerẅahntbleiben,daßwir diesesZusammenbrechen
derNumerikanhandderErgebnissefür ∆ν

β nur schwerbis garnicht ablesenkönnen;bei dernumerischen
IntegrationüberZufallszahlenist esletztendlichkaummöglich dieseszu entscheiden.Die FragedesZu-
sammenbrechensläßtsich nur anhandvon Modellrechnungenklären.Diesessoll nun im nachfolgenden
AbschnitteinerderSchwerpunktederUntersuchungensein.

10.4 Die Regularisierungkontinuierlicher Daten

Untersuchenwir alsoalsnächstesdieRegularisierungkontinuierlicherDaten,d.h.dievorgegebeneFunkti-
onwird anbeliebigvielenStellenalsbekanntvorausgesetzt,wobeijenefehlerbehaftet40 oderfehlerlossein
kann.Die Kerneunddie Datenselberwerden,wie schonbei derUntersuchungdesDatenfehlereinflusses,
sofortalsMultipräzisionszahlenbereitsgestellt.Wir wollen andieserStellebemerken,daßdie Trapezrou-
tine zur Integrationtats̈achlichbereitsausreichtund wir auf die AnwendungdesaufwendigerenGaußal-
gorithmusesverzichtenkönnen.Letztererbringt in denhier untersuchtenFällen bei der Verwendungder
mpfun++ Bibliothek insgesamtkeineVerbesserungdernumerischenErgebnisse;genauererziehenwir mit
beidenVerfahrendiegleichenErgebnisse,derUnterschiedliegt selbstbeiderVerwendungder

”
Multipräzi-

sionszahlen“ im Rahmender(numerischen)Rechengenauigkeit.

10.4.1 DasDrudemodell

Als erstesModell wollen wir uns dem Drudemodell41 zuwenden,dessenDichte durch den Ausdruck42

(3.6),

pD � τ ��
 wD � τ �
τ


 1
τ

δ
�
ln

τ
τ0 � � (10.12)

alsoim wesentlichendurcheineDelta-Distribution,gegebenist, wobeiτ0 ein (Modell-)Parametersei.Die
entsprechendauf dieVariablet substituierteDichteW ist dannalsodurch

WD � t ��
 δ � t � t0 � (10.13)

gegeben.Die Dichte(10.12),respektive (10.13),stellt somiteinennumerischpathologischenFall dar;die
Delta-Distribution ist, zur Erinnerung,keinereguläreDistribution und kannnicht durch

”
herkömmliche“

38sieheAbschnitt9.3.2,Seite171

39Die Geschwindigkeit bzw. die Effektivität derProgrammmebez̈uglich Laufzeitwird kein ThemadieserArbeit sein.Wir haben
unsnuraufdie grunds̈atzlichennumerischenEigenschaftenkonzentriert.

40Tats̈achlichwird jedochin diesemAbschnittdereinzigeFehlerdie endlichenumerischeDarstellungderVorgegebenensein.

41sieheAbschnitt3.1

42sieheauchAbschnitt3.1,Seite32
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Funktionendargestelltwerden43. Dieseshatzur Konsequenz,daßesjetzt selbstversẗandlichnicht möglich
ist, die regularisierteLösungWβ numerischdirektmir derDichte(10.13)desDrudemodellszuvergleichen.
Stattdessenist esjetzt naheliegender, quasials

”
einfachste“ und

”
bequemste“ Möglichkeit, die numerisch

erhaltenemit dertheoretischen,reinenregularisiertenLösungzu vergleichen.Die reineRegularisierteWth
β

desDrudemodellsist bei VerwendungderMollifier-FunktionFβ desGaußfilters44 durch45

Wth
β � t0 ����� WD � Fβ � � t0 ��� β�

π
exp ��� β2t2

0 � (10.14)

gegeben,alsoperdefinitionemderδ-DistributiondurchdieMollifier-Funktionselbst.

Bevor wir unsaberdenmit denMultipräzisions-AlgorithmengewonnenErgebnissenzuwenden,wollen
wir zum einendemonstrieren,daßdie Verwendungvon Multipräzisionszahlen46 in denIntegrationsrouti-
nen,wenndie Datenalsdouble-Zahlen47 bereitgestelltwerden,tats̈achlichbereitszu einerStabilisierung
führt. Dabeiwerdenwir ebensosehen,wannbei “ doppeltgenauen“ Datendie Numerikzusammenbricht.
Wir wollen aberdaraufhinweisen,daßdiesesZusammenbrechenwenigervon derverwendetenDichteals
von derzu regularisierendenAusgangsgleichungabḧangigseinwird. In diesemSinnesind die folgenden
Ergebnisseauchalsexemplarischzubetrachten.

Bescḧaftigenwir unszuerstmit derkomplexwertigenGleichung,alsomit derexplizit durch(10.6)gege-
benenregularisiertenLösung.Der IntegralkernΦ̂γ sei in derNumerik sofort durchMP-Zahlendargestellt,
ebensomögederIntegrationsalgorithmusaufMP-Zahlenbasieren.Lediglich die vorgegebeneFunktionÊ �
in (10.6)seials“ doppeltgenau“ , dafür aberanbeliebigvielenStellenbekannt,vorausgesetzt.Esseinoch
erwähnt,daßdie nicht BereitstellungdervorgegebenenalsMP-Zahl bei derVerwendungdermpfun++ Bi-
bliothek zu keinen(programmiertechnischen)Problemenführt, da jene Bibliothek Konversionsroutinen
der“ herkömmlichen“ DatentypenzumMP-Datentypbeinhaltet.RealeMeßwertekönntensomitebensooh-
neweiterenProgrammier- oderalgorithmischenAufwandalsVorgegebenebzw. Eingabedatenverwendet
werden.

In der Abbildung10.5auf dernächstenSeitesind nundie Ergebnisseder Numerik für die Regularisierte
(10.6)wiedergegeben.Wir vergleichendort, wie obenerwähnt,die durch(10.14)gegebene(reine)theo-
retischeregularisierteWth

β mit dernumerischenWβ; genauerhabenwir in der linkenSpalte�! Wβ und in
der rechtenSpalteder Abbildung "$# Wβ desErgebnissesder numerischenIntegrationvon (10.6) für Wβ
angegeben.DenRegularisierungsparameterhabenwir insgesamtim Intervall % 3 & 5 ' 4 & 0( mit derSchrittweite
∆β � 0 & 1 variiert,wobeiwir abernur die Ergebnissebis β � 0 & 7 angegebenhaben;jenseitsdiesesParame-
terwertesbestehtdie numerischeLösungde factonur nochaus

”
numerischemRauschen“ . Wir wollen an

dieserStellebereitsdaraufhinweisen,daßaufgrundderprinzipiellenFehlerlosigkeit von Ê � die numeri-
schemit dertheoretischenRegularisierten̈ubereinstimmensollte.

Die theoretischenUntersuchungenim Abschnitt48 9.3 habejetzt gezeigt,und wir wollen an dieserStelle
explizit daraufhinweisen,daßdieregularisierteLösungWβ derkomplexwertigenIntegralgleichungvonder
SeitedesVerfahrenshernuraufgrunddesDatenfehlerseinenvonNull verschiedenenImagin̈arteilbesitzen
kann;derreineFehlerdesRegularisierungsverfahrens,alsoderFilterfehler, kannkeinen"$# Wβ erzeugen49

- sowir die Gesuchtealsrein reell voraussetzen.EineweiterQuellefür einennichtverschwindenen"$# Wβ
wird ebensodergesamtenumerischeFehlersein.Der Imagin̈arteil derRegularisierten(10.6)ist somitein
weiteresMaßrespektiveIndiz für dengesamtenRegularisierungsfehler, wobeijetztderFehlerderNumerik
mit enthaltenist.

43sieheAbschnittB.3, Seite355undbeispielsweise[BB93, Bre65, Wal94]

44sieheGleichung(9.24),Seite154

45sieheauchAbschnitt9.5.2,Gleichung(9.222)aufSeite191

46Wir werdenim folgendendie
”
Multipräzisionszahlen“ alsMP-Zahlenbezeichnen.

47Die Größederdouble-Zahlenbei dervonunsverwendetenHardware(Prozessoren)betrug64Bit.

48sieheauchAbschnitt5.3.3und6.2
49sieheauchbeispielsweiseGleichung(5.55),Seite78undGleichung(9.50)bzw. (9.52),Seite158
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Betrachtenwir nundieGraphenderAbbildung10.5,sostellenwir fest,daßin derTat HJI Wβ mit wachsen-
demFehlerin der (eigentlichinteressierenden)RegularisiertenKML Wβ zunimmt.Der oszillatorischeCha-
raktervon H$I Wβ läßtvermuten,daßdie Fehlerquellehaupts̈achlichein numerischsystematischerFehler
seinwird. Obwohl die Datenprinzipiell als fehlerlos,bis auf die Tatsache,daßjeneals

”
doppeltgenaue“

Zahlenvorliegen,betrachtetwerdenkönnen,reichtderennumerischeGenauigkeit offensichtlichnicht aus,
um systematischeFehlerbeidernumerischenIntegrationüberdenoszillierendenKernin (10.6)zuverhin-
dern,und diesesgilt bereitsbei einemWert von β N 0 O 5. Daßder Fehlerhaupts̈achlichein numerischer
seindürfte,wird zus̈atzlichdurchdieGraphenvon KML Wβ gesẗutzt:abβ N 0 O 6 nehmendie(systematischen)
Oszillationenin derRegularisiertenzu,undbeiβ N 0 O 7 bestehtderGraphquasinurnochausOszillationen.
Desweiteren̈andertsich die Gestaltder Graphenvon β N 0 O 6 auf β N 0 O 7, aufgrunddesEinflussesjenes
Fehlers,betr̈achtlichundzwaranalogzumDatenfehlereinfluß,einUmstand,deraufgrundderGraphendes
KernsΦ̂γ in der Abbildung 10.1auf Seite225 schonzu vermutenwar. Die Abbildung 10.6auf der vor-
herigenSeite,in der wir die Graphender Regularisiertenfür denParameterbereichP 0 O 6 Q 0 O 7R , quasiden

”
Weg in die Oszillationen“ , detailierterwiedergegebenhaben,verdeutlichendiesenSachverhalteindrucks-

voll: sobaldderEinflußdesnumerischsystematischenFehlersanBedeutunggewinnt, reichthierbereitsdie
minimaleVariationvon ∆β N 0 O 02aus,bis dieserFehlerdieGraphenabsolutdominiert.

In der Abbildung 10.7 auf der nächstenSeitesind jetzt die Ergebnisseder auf der BasisdesDatentyps
double gewonnenregularisiertenLösungender IntegralgleichungdesReal-unddesImagin̈arteils,Glei-
chungen(10.2) und (10.3), auf die Variablet substituiert,zusammengefaßt dargestellt.Wir habendort
wiederumdie Graphender theoretischenregularisiertenWth

β mit den numerischenErgebnissenW1
β der

Real-undW2
β der Imagin̈arteilgleichung,bei derVariationdesParametersβ im Intervall P 3 O 5 Q 4 O 0R mit der

Schrittweite∆β N 0 O 1, verglichen.

Als erstesFällt unsauf, sowir dieseErgebnissemit jenendeskomplexwertigenAnsatzesvergleichen,daß
die Numerikerstsehrviel sp̈aterbei einemWert von β N 4 O 0, im Gegensatzzu β N 0 O 64,zusammenbricht
respektive der Einfluß desnumerischenFehlersbei diesemWert merklich an Dominanzgewinnt. Dieses
Zusammenbrechenläuft jedochanalogwie im obigenFall ab: sobaldder Einfluß desGesamtfehlersin
denGraphensichbarwird, gen̈ugteinevergleichsweisekleineVariationdesParametersβ, bis jenerFehler
(absolut)dominiert,waswiederumeinHinweisaufeinenexponentiellansteigendeEinflußfür wachsendes
β ist. DieserHinweisbzw. dieseVermutungwird durchdie Abbildung10.8auf Seite238untermauert,in
der wir die Graphenfür die Parameterwerteβ N 3 O 9 Q 4 O 0 und β N 4 O 1 wiedergegebenhaben:wärenddas
Ergebnisfür β N 4 O 0 fastnochalsakzeptabelbetrachtetwerdenkönnte,bestehendie Graphenbei β N 4 O 1
nur nochausOszillationen,ausdenenwir keinerleiInformationenüberdie gesuchteDichtemehrablesen
können.

Weiter fällt auf,daßdie Oszillationenweniger
”
systematisch“ als in denobigenFall deskomplexwertigen

Integrals(10.6)zu seinscheinen.Ein Grunddafür wird die (notwendige)Konversionderdouble-Zahlen
zu MP-Zahlenin der Integrationsroutinesein,in der die

”
restlichen“ Zif fern der MP-Zahlenu.U.

”
zufällig

aufgef̈ullt“ werdenund der dadurchentstehendezus̈atzliche
”
stochastische“ Fehlerentsprechenderstbei

höherenParameterwertenmerkbarwird, so daßjener Fehleranteilim obigenFall der komplexwertigen
Gleichungbei denParameterwerten,für die die eigentlicheNumerik,alsodie Integrationüberdie Oszilla-
tionen,zusammenbricht,nochnicht sichbarist.

Mit derAbbildung10.9auf Seite240seinundie stabilisierendeEigenschaftderMP-Zahlendemonstriert,
selbstwenndieDatenselberalsdouble-Zahlenvorliegen.Wir vergleichenin derAbbildung10.9wiederum
dietheoretischeRegularisierteWth

β mit dennumerischenErgebnissenWβ, wobeidievorgegebeneFunktion,
wie bisher, an beliebig vielen Stellen in Form von double-Zahlenvorlagen.Die mit den Kreisen

” S “
dargestelltenErgebnissewurdenmit einem

”
doppeltgenau“ bekanntenKern Φβ (double)berechnet,die

mit denQuadraten
” T “ symbolisiertenmit einem,wie bereitsbei denbisherigenErgebnissen,durchMP-

ZahlendargestelltenKernΦβ (MP), wobeidie numerischenAlgorithmendannwie obendementsprechend
ebensoaufMP-Zahlenbasieren.Wir wollennichtunerẅahntlassen,daßwir exemplarischnurdieErgebnisse
derRegularisierung(10.3)der Imagin̈arteilintegralgleichungwiedergegebenhaben,da die Ergebnissefür
dieRealteil-unddiephänomenologischeIntegralgleichungvöllig analogzudenhierdargestelltensind,mit
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AusnahmedesParameterbereichs50 beiderphänomenologischen.

Bei β e 3 f 9 sinddieoszillatorischenAnteilemit dendurchdouble-ZahlendargestelltenKernbereitsdeut-
lich sichbar, wohingegendiedazukorrespondierendenErgebnissemit den

”
MP-Kern“ nochkeinederartigen

Anteile aufweisen.Besondersdeutlichist die Stabilisierungdurchdie MP-Zahlenjedochbei β e 4 f 0: bei
denrein aufdouble-ZahlenbasierendenErgebnisdominierenhier bereitsdie Oszillationenabsolut,Infor-
mationenüberdie gesuchteDichte könnenhier nicht mehrabgelesenwerden,wohingegenjeneAnteile
bei denmit dem

”
MP-Kern“ erzieltenErgebnissennochverḧaltnism̈aßiggeringsind;hier könnenwir noch

einigeInformationenüberdieDichteableiten.Obwohl wir bereitsandervorangegangenenAbbildung10.8
abgelesenhaben,daßbeiden

”
MP-Kernen“ dieNumerikdanndochbereitsbeiβ e 4 f 1 endg̈ultig zusammen-

bricht, könnenwir als Fazit ziehen,daßdie Verwendungder MP-ZahlennichtsdestotrotzeinenVorteil, in
FormeinermitunterauchnurkurztragendenstabilisierendenWirkung,gegen̈uberderVerwendung(reiner)
double-Zahlenhat.

Nachdemwir uns nun mit dem Zusammenbruchder Numerik bei der Bereitstellungder Daten durch
double-Zahlenundder, zumindestprinzipiellen,stabilisierendenEigenschaftderMP-Algorithmenrespek-
tive -Zahlenbescḧaftigt haben,wollen wir unsjetzt sozusagendergrunds̈atzlichennumerischenAnwend-
barkeit derdurchdie Gleichungen(10.1)bis (10.3),respektive jeneauf t transformiertenundsomit in die
allgemeineForm (10.5)gebrachten,gegebenenregularisiertenLösungenzuwenden.Wir stellenuns,mit
anderenWorten,alsodie Frage,ob die DarstellungderRegularisiertendurchstabilisierendeKerne,insbe-
sonderemit denhier explizit angegebenenKernen51 (9.10),(9.15)und(9.16),für einepraktischeAnwen-
dungim denSinneüberhauptgeeignetsind,daßauchnumerischtats̈achlichfür γ g 0 (β g ∞) derLimes
Wβ g W gilt. Dabeimüssenwir naẗurlich, entsprechendenAusführungenamAnfangdesAbschnitts10.4,
die prinzipielleFehlerlosigkeit derDatenvoraussetzen,ausgenommender intrinsischennumerischenFeh-
ler aufgrundderendlichennumerischenDarstellbarkeit undendlichenRechenzeit.Konkretbedeutetdieses,
daßwir jetzt nicht nur die KerneΦ̂1 h 2

β , sondernauchdie vorgegebenenDatenÊ i1 j 2 durchMP-Zahlendarstel-

len - die Algorithmenzur Integrationsind selbstversẗandlichentsprechendauf MP-Routinenadaptiert52 -
undjeneDatenwiederumalsquasikontinuierlichbekanntvoraussetzen.

Die Abbildung10.10auf Seite241zeigt jetzt die ErgebnissedersonumerischintegriertenRegularisierten
(10.6)deskomplexwertigenphänomenologischenAnsatzes.Ebensowie bereitsin denAbbildungen10.5
und 10.6 habenwir hier sowohl k!l Wβ als auch m$n Wβ wiedergegeben53. Die internePräzisionder MP-
ZahlenbetrugbeidiesenErgebnissenmpipl = 100,alsodenstandardm̈aßigenWert54.

Bisβ e 3 f 1könnenwir keinemerklichenAbweichungenzwischenWth
β undWβ (visuell)erkennen;tats̈achlich

weichenbeideFunktionennur in denBereichen,in denendiesegegenNull streben,bei diesenParameter-
wertnumerischvoneinanderab. DieErgebnissefür β e 3 f 2sindmehrderVollständigkeitwegenangegeben:
hier bricht selbstbei derVerwendungderMP-Zahlendie Numerikzusammenunddie FunktionWβ besteht
vollständigausnumerischenRauschen.Im Gegensatzzu einemWert von ca.β e 0 f 62, bei denendie auf

”
doppeltgenaue“ DatenbasierendeNumerik zusammenbricht,sind wir mit β e 3 f 1 schoneinengroßen

Bereichfür β weitergekommen,was die Vermutungnahelegt, daßmit einer Erhöhungder Genauigkeit
mpipl derMP-ZahlenderWert für β, bei denendie Numerikdannzusammenbrechenwird, erhöht werden
kann,wobeiwir dabeijedochmit einerlängerenRechenzeitrechnenmüssen;dazusp̈atermehr.

Wie schonim Fall
”
doppeltgenauer“ Daten55, ist hier der Imagin̈arteil der (numerischen)Regularisierten

wiederumein Maß für dennumerischenFehler:bei β e 3 f 0 ist mJn Wβ zwar nicht mehr für alle t-Werte
tats̈achlich Null, diesesgilt im Rahmender Numerik für kleinere β-Werte, doch mit opm$n Wβ q 3 r 0 o ∞ s
2 10t 9, numerischermittelt, noch in einemgeeignetenAkzeptansrahmen.Der entsprechendeWert bei

50sieheobigeAusführungenzurAbbildung10.5f

51sieheAbschnitt9.4,Seite174ff

52Esseiandie BemerkungenaufSeite228zurmpfun++ Bibliothekerinnert.

53Esseiandie diesbez̈uglichenBemerkungenauf Seite233verwiesen.

54sieheTabelle10.2aufSeite229

55sieheAbbildung10.5und10.6
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β � 3 � 1 ist übrigens ���$� Wβ � 3 � 1 � ∞ � 0 � 0018.DieserWert, und insbesondereder Graph �$� Wβ � 3 � 1, weist
bereitsauf einengrößerwerdendenEinflußdesgesamtennumerischenFehlershin. Desweiterenlegendie
Graphenvon �$� Wβ insgesamtdie Vermutungnahe,da jene im Gegensatzzu denauf

”
doppeltgenaue“

DatenbasierendeErgebnissenkeinereinensystematischen,oszillatorischenStrukturenaufweisen,daßhier
der größteEinfluß im numerischenFehlerdochdie endlicheZahlendarstellungseindürfte, derenFehler
sichmit densystematischenFehlerndernumerischenIntegration,diemaninsbesonderein denGraphenbei
β � 3 � 0 undβ � 3 � 1 erkennenkann,überlagert.

UmdasAnwachsendesnumerischen(Gesamt-)Fehlersauchquantitativ zucharakterisieren,undderVollständig-
keit halber, habenwir in derTabelle10.3die in derL2-Norm,entsprechendnumerisch56 approximiert,ge-
messeneDifferenzzwischenWth

β undWβ für die in derAbbildung10.10wiedergegebenenParameterwerte
angegeben.

β � Wth
β � Wβ � 2L2

3 � 0 9 � 2 � 10� 19

3 � 1 2 � 0 � 10� 06

3 � 2 7 � 3 � 1007

Tabelle10.3:DifferenzzwischenWth
β undWβ beimpipl � 100

Wie anhandderebenbesprochenenAbbildungauchnicht anderszu erwartenist, liegt derBetragderDif-
ferenzbei β � 3 � 1 in einemnochakzeptablenRahmen,insbesonderewennwir unsandenzu diesemWert
korrespondierendenGraphenvon �$� Wβ erinnern,wohingegender Wert für β � 3 � 2 entsprechenderwar-
tungsgem̈aßweit jenseitsallerakzeptablenGrenzensichbefindet.

In derAbbildung10.11aufdernächstenSeitesindjetzt dienumerischenErgebnissederAuswertung57 der
Gleichungen(10.2)und(10.3),aufdieVariablet substituiert,wiedergegeben,wobeiwir, wie beidenvoran-
gegangenenAbbildung,jeneErgebnissemit dertheoretischenRegularisierten(10.14)vergleichen.Wie die
LegendederAbbildung10.11zeigt,habenwir nurdieErgebnissederregularisiertenImagin̈arteilgleichung
explizit angegeben.Diesesind wiederumals exemplarischzu betrachten,und tats̈achlich unterscheiden
sichjetztdieErgebnissefür dieReal-vonderImagin̈arteilgleichungselbstim RahmenderMP-Algorithmen
nicht odernur derartgering- für diemaximaleAbweichungderRegularisiertengilt � W1

β � W2
β � ∞ � 10� 16

- daßdieseim RahmeneinerGrafik visuell nicht darstellbarsind.

Konkrethabenwir in der Abbildung 10.11die Ergebnissefür die WertedesRegularisierungsparameters
im Bereich4 � 0 � β � 9 � 0 angegeben,beginnensomitanderStelle,beiderdie auf

”
doppeltgenaue“ Daten

basierendeRegularisierungzusammenbricht58. Selbstbei β � 9 � 0 könnenwir nochkeinemerklicheAb-
weichungzwischenWth

β undWβ ausmachen.Anhandder Abbildung 10.8auf Seite238, in der wir quasi
denWeg desZusammenbrechensderNumerikdokumentierthaben,erkennenwir, daßtats̈achlicherstbei
β � 9 � 4 sichnumerischeFehlerbemerkbarmachen;bei β � 9 � 3 sindvisuell nochkeineFehlerin Wβ aus-
zumachen,sonderntats̈achlichnur bei einem(numerischen)Vergleichmit Wth

β , wobeisichjeneFehlerauf
denBereichderDichtenbeschr̈anken,in denendiesegegenNull gehen.

Wie in denvorangegangenenAbbildungen,sofällt auchhier auf,daßinnerhalbeinerkleinenVariationdes

56Die L2-Norm wurdegem̈aßdereinfachennumerischenQuadraturformeldurch��� Wth
β � Wβ

��� 2
L2 ���

i

∆xi    Wth
β ¡ xi ¢ � W ¡ xi ¢£    2

approximiert,wobei (offensichtlich)xi die Stellensind, an denenWβ numerischbestimmtwordenist und ∆xi die entsprechende
Schrittweiteist; siehe[Sto99, PTVF92]. Ebensowollen wir daraufhinweisen,daßwir in dieser, wie auchin den nachfolgenden
Tabellen,tats̈achlichdenquadratischenFehler, also ¤¦¥§¤ 2L2, angegebenhaben.

57Für die interneGenauigkeit derMP-Zahlengaltwiederummpipl ¨ 100.

58siehedie entsprechendeAbbildung10.7
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Parametersβ die Fehlerin der Numerik starkzunehmen:könntenwir dasErgebnisfür β º 9 » 4 als noch
geradeakzeptabelim SinnederMöglichkeit, Informationenüberdie Gesuchtezu erhalten,betrachten,so
ist dasErgebnisfür β º 9 » 45,ebensoin diesemSinne,größtenteilsnichtmehrbrauchbar, unddasErgebnis
für β º 9 » 5 ist offensichtlichzuverwerfen.Die GraphenderAbbildungen10.10bis10.12sindsomit,alsein
(vorläufiges)Fazit,weitereIndizienfür einenexponentielldivergentenEinflußdesnumerischenFehlers.

β ¼ Wth
β ½ W2

β ¼ 2L2

9 » 3 1 » 8 ¾ 10¿ 05

9 » 35 0 » 0015

9 » 4 0 » 16

9 » 45 14» 56

9 » 5 1665» 55

Tabelle10.4:DifferenzzwischenWth
β undW2

β beimpipl º 100

In derTabelle10.4habenwir wiederumdie in derL2-Norm,entsprechendnumerischapproximiert,gemes-
seneAbweichungzwischenWth

β undW2
β für denebenbesprochenenParameterbereich(Abb. 10.12)ange-

geben.DerWert für β º 9 » 3 weißtbereitsauf denbeginnendenEinflußdesnumerischen(Gesamt-)Fehlers
hin. Insgesamtsind dieseWerte,wie auchdie der entsprechendenTabelle10.3 für die komplexwertigen
Gleichung,ein weiterer, undgewissermaßenfundierterer, quantitativerHinweisauf einenwiederumexpo-
nentiellenEinflußdesgesamtnumerischenFehlers.

Wie wir bereitsauf Seite239bei derBesprechungderAbbildung10.10bemerkthaben,werdenwir durch
eineErhöhungderGenauigkeitmpipl derMP-ZahlendenParameterbereich,in dendieNumeriknochnicht
zusammengebrochenist, erhöhenkönnen.Daßdiesestats̈achlichderFall ist, demonstrierendie Abbildun-
gen10.13auf Seite247 und10.14auf Seite248, in denenErgebnissefür die Genauigkeit mpipl º 200
dargestelltsind.

In derAbbildung10.13sinddieErgebnissederNumerikderRegularisierten(10.6),alsodeskomplexwerti-
genAnsatzes,für denParameterbereich4 » 3 À β À 4 » 5 wiedergegeben,wobeihier, wie in denentsprechen-
denvorangegangenenAbbildungen,wiederumsowohl Á!Â Wβ alsauchÃ$Ä Wβ desnumerischenErgebnisses
aufgetragensind. Durch die Verdopplungder Rechengenauigkeit59 ist esunsalsogelungen,die Regula-
risierungderMP-Datenjetzt bis zu β À 4 » 5 zu betreiben.DasErgebnisbei β º 4 » 6 habenwir nicht mehr
wiedergegeben,weil hierdieNumerikbereitsvollkommenzusammengebrochenist; im betreffendenGraph
dominierendieFehleranteile.

β ¼ Wth
β ½ Wβ ¼ 2L2

4 » 3 1 » 3 ¾ 10¿ 36

4 » 4 2 » 0 ¾ 10¿ 19

4 » 5 0 » 1
4 » 6 7 » 2 ¾ 1016

Tabelle10.5:DifferenzzwischenWth
β undWβ beimpipl º 200

Wie nicht anderszu erwarten,ist wiederum ÃJÄ Wβ ein Maß für dennumerischenFehler. Etwas überra-
schend,beimVergleichmit denErgebnissenin derAbbildung10.10bei mpipl º 100, ist jetzt aber, daß
wir in jenenGrapheneinengrößerenEinfluß einessystematischennumerischenFehlersgegen̈ubereines

59Tats̈achlichhabenwir die numerischeDarstellungderZahlen
”
verdoppelt“ .
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numerisch
”
stochastischen“ Fehlers,begründetdurchselbstversẗandlichnochimmerendlichenZahlendar-

stellung,erkennenkönnen.In der Abbildung 10.15auf Seite249 habenwir deswegendenMittelteil des
Graphenvon Å$Æ Wβ bei β Ç 4 È 5 vergrößertwiedergegeben:wir könnenhier deutlichdie Überlagerungei-
nessystematischenundeinesdurchdie Endlichkeit derZahlendarstellungresultierenden

”
stochastischen“

numerischenFehlersbeobachten,d.h.beideFehleranteilesindhier präsent.

In derTabelle10.5ist nun(wiederum)die in derL2-Norm,naẗurlich entsprechendnumerischapproximiert,
gemesseneAbweichungder FunktionenWth

β und Wβ voneinanderaufgelistet.Wir habendort auchdie
Abweichungfür β Ç 4 È 6 angegeben,die daraufhinweist,daßder entsprechendeGraphtats̈achlichdurch
denFehlereinflußdominiertseinwird. Die Wertebesẗatigenwiederum,ebensowie vorangegangenen,den
HinweisdesexponentiellanwachsendenEinflussesdesnumerischenFehlers- bei einervergleichsweisen
minimalenVariation∆β Ç 0 È 1 desRegularisierungsparameters.

DiesenTeil desAbschnittesabschließend,wendenwir unsnochkurz derDiskussionderAbbildung10.14
auf Seite248zu, in derdie entsprechendenErgebnissederRegularisierungderIntegralgleichungdesIma-
ginärteils60 für denParameterbereich13È 0 É β É 13È 6 wiedergegebensind.

β Ê Wth
β Ë W2

β Ê 2L2

13È 0 9 È 7 Ì 10Í 32

13È 4 1 È 2 Ì 10Í 08

13È 5 0 È 007

13È 6 3506È 05

13È 7 1 È 4 Ì 1009

Tabelle10.6:DifferenzzwischenWth
β undW2

β beimpipl Ç 200

Die Tabelle10.6listet wiederdie in derL2-Norm gemesseneAbweichungvon Wβ zuWth
β in jenemPara-

meterbereichauf, wobei wir, entgegender Abbildung,nochzus̈atzlich denWert bei β Ç 13È 7 angegeben
haben.

Sowohl ausderAbbildungwie auchausderTabellekönnenwir ablesen,daßwir beieinerGenauigkeit von
mpipl Ç 200 denRegularisierungsparameterbis zum Zusammenbrechender Numerik bis auf β Ç 13È 5
erhöhenkönnen,wobeiwir danneinenquadratischenFehlervon 0 È 007gegen̈uberdertheoretischenRegu-
larisiertenerhalten.Die Abbildung10.14besẗatigt die bisherigenBeobachtungenzumVerhaltenderGra-
phen,insbesonderedesstarkanwachsendenFehlereinflussesbei einerminimalenVariation∆β Ç 0 È 1 des
Parameters.Esfällt jedochzus̈atzlichauf,unddieseskönnenwir ebenso(implizit) anderAbbildung10.13
beobachten,daßdasZusammenbrechender Numerik, alsoder Fehlereinfluß,bei Variationvon β sẗarker
ansteigtrespektivezunimmtalsbeidenzumpipl Ç 100entsprechendkorrespondierendenErgebnissen61,
wasletztendlichein weitererGrundfür die HypotheseeinesexponentiellenEinflussesdes(gesamten)nu-
merischenFehlersdarstellt.Es ist übrigensmüßigzu erwähnen,daßdie WertedesquadratischenFehlers
jeneHypothesezus̈atzlichuntermauern.

60Es geltenhier die entsprechendenBemerkungenauf Seite242 überdie Wiedergabeder Ergebnissefür die Gleichungen(10.2)
und(10.3)wie zur Abb. 10.11.

61sieheAbb. 10.10fund10.11f
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10.4.2 DasCole-DavidsonModell

NachdemDrudemodell,wollen wir unsnundemCole-DavidsonModell zuwenden,dessenDichte62 wCD

durch

wCD í τ î�ìðïñ ò sin ó πα ô
π õ τ

τCD ö α õ 1
τCD ÷ τ ö α

für 0 ø τ
τCD

ø 1

0 für 1 ø τ
τCD

ø ∞ ù ù (10.15)

mit 0 ø α ú 1, gegebenist, unddiedazukorrespondierendeDichteWCD ist dann63 durch

WCD í t î�ì ïñ ò sin ó πα ô
π e÷ α û t ÷ tCD ü õ 1 ý e÷ û t ÷ tCD ü ö ÷ α

für 0 ø e÷ û t ÷ tCD ü ø 1

0 für 1 ø e÷ û t ÷ tCD ü ø ∞ ù (10.16)

gegeben,wobei τCD ì e÷ tCD gesetztwordenist. Wir erkennenam Ausdruck(10.15),daßdie Dichte wCD

gegen̈uberpCD zwarnichtmehrdieschwacheDivergenzfür τ þ 0 aufweist,abernochdieebensoschwache
für τ þ τCD, welchesich(selbstversẗandlich)bis in dieDichteWCD fortpflanzt,d.h.esgilt64

WCD í t îÿì O � õ 1 ý e÷ û t ÷ tCD ü ö ÷ α �
für t þ tCD í t � tCD î�� (10.17)

Wie wir bereitsim Abschnitt9.5.2auf derSeite206bemerkthaben,ist geradediesesasymptotischeVer-
haltenundderUmstand,daßdieCole-DavidsonDichtezur InterpretationvonMeßdatenverwendet65 wird,

62sieheAbschnitt3.3und[DC51]

63sieheauchAbschnitt9.5.2,Gl. (9.244)auf Seite212

64sieheauchAbschnitt3.6,Gl. 3.73aufSeite45

65siehewiederumz.B. [Bec88, DC51]
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derGrundauchjeneDichtezumTestenderNumerikheranzuziehen.

Wie bei der Behandlungder Drudedichteim vorangegangenenAbschnitt 10.4.2,werdenwir zuerstdas
Zusammenbrechenden Numerik bei der Bereitstellungder Datendurch den Datentyp

”
doppeltgenau“

untersuchen,wobei,denobigenUntersuchungenentsprechend66, derregularisierendenKerneunddie Inte-
grationsroutinedurchMP-Zahlendargestelltwordenist.

Betrachtenwir wiederzuerstdie Regularisierung(10.6)derkomplexwertigenIntegralgleichung.Wir wer-
denunsdabeiaufα � 0 � 5 alsWertdesModellparameterdesCole-DavidsonModellsbeschr̈anken,alsquasi
exemplarischfür dengesamtenParameterbereichvonα, denntats̈achlichweichendieErgebnissebez̈uglich
der WertedesRegularisierungsparametersβ, an denendie Numerik zusammenbricht,bei einerVariation
desModellparametersα nur derartvoneinanderab, daßjenesich erst ab der zweitenNachkommastelle
bemerkbarmachenundsopraktischmarginalundirrelevantseindürften.

Bevor wir unsdieGraphenansehen,seiaufdieTabelle10.7verwiesen,in derwir diesmaldieAbweichung
der RegularisiertenWβ von der Cole-DavidsonDichte (10.16)aufgelistetist, wobei jenewieder in der,
numerischapproximierten67, L2-Normgemessenwordenist.

β � WCD � Wβ � 2L2

1 � 0 0 � 078

1 � 1 0 � 090

1 � 2 0 � 092

1 � 3 0 � 093

1 � 35 0 � 548

1 � 4 170� 77

Tabelle10.7:DifferenzzwischenWCD undWβ bei
”
double-Daten“ ; α � 0 � 5

Wie schonbei denUntersuchungenzur Drudedichte,so fällt der sprunghafteAnstieg desquadratischen
Fehlersbei einerkleinenVariationdesParametersβ auf, insbesonderebei demÜbergangvon β � 1 � 35 zu
β � 1 � 4, bei der der quadratischeFehlervon 0 � 548auf 170� 77 ansteigt,wodurchwiederein exponentiell
steigenderFehlereinflußnahegelegt wird.

Dementsprechendsehendie Graphender regularisiertenWβ aus,die wir in der Abbildung 10.16auf der
nächstenSeite,in der wir denParameterbereich1 � 0 	 β 	 1 � 2 wiedergegebenhaben,undder Abbildung
10.17auf Seite252, in der der Bereich1 � 3 	 β 	 1 � 4 wiedergegebenist, abgebildethaben.Ebensowie
in denentsprechendenAbbildungendesvorangegangenenAbschnitts,habenwir in der linken Spalteder
Abbildungen
�� Wβ undin derrechten
�� Wβ wiedergegeben.DerImagin̈arteilderregularisiertenWβ ist of-
fensichtlichwiederein Maßfür dengesamtennumerischenFehler. Erwartungsgem̈aßwächstder(absolut)
Betragvon 
�� Wβ mit steigendemβ, undwir könnennebenoszillatorischenAnteile, die auf einensyste-
matischennumerischenFehlerhindeuten,ebensoeineÜberlagerungmit stochastischartigenFehleranteilen
erkennen.Die letzterenkönnenwir wiederdadurcherklären,daßbeiderKonversionderdouble-Zahlenzu
MP-Zahlendie letztenZif fernquasizufällig aufgef̈ullt werden.

Der Einfluß einessystematischennumerischenFehlerskönnenwir insbesonderenochbei β � 1 � 3 in der
Abbildung10.17erkennen:in denGraphenderRegularisiertensinddeutlichoszillatorischeSchwebungen
in denBereich,in denWCD identischNull ist, zu erkennen.DieseSchwebungenund der

”
stochastische“

numerischeFehlernehmenbereitsbei einerVariationvon ∆β � 0 � 05 deutlichzu. Aus der regularisierte
Lösungbei β � 1 � 35 kannmanaufgrunddesstarkangewachsenemFehlereinflussesnur nochmit gutem
Willen auf die zugrundeliegendeDichteWCD schließen,ganzim Gegensatzbei demWert β � 1 � 3, wo wir
trotzt desBeginnensdesAnwachsendesFehlersnochdie reine,mit einemGaußfiltergewonnenetheoreti-

66sieheauchdie Bemerkungenauf Seite233

67sieheFußnote56aufSeite242
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scheRegularisierte68 erkennenkönnen.

Wendenwir uns jetzt der auf
”
double-Daten“ basierenden,wiederumin der Form (10.5) dargestellten,

Regularisierungder Realteil-und Imagin̈arteilintegralgleichungzu. Generellsei jetzt - wie in denvoran-
gegangenenAbschnitt- mit W1

β die regularisierteder Realteil-undmit W2
β die der Imagin̈arteilgleichung

bezeichnet.

β 0 WCD 1 W1
β 0 2L2 0 WCD 1 W2

β 0 2L2

3 2 0 0 2 070 0 2 070

3 2 5 0 2 072 0 2 072

3 2 8 0 2 073 0 2 073

3 2 9 0 2 118 0 2 076

4 2 0 2 2 481 0 2 222

4 2 1 1382 0 7 2 934

Tabelle10.8:DifferenzzwischenWCD undjeweilsW1
β undW2

β bei
”
double-Daten“ ; α 3 0 2 5

In der Tabelle10.8habenwir wiederdie in der numerischapproximiertenL2-Norm gemessenenAbwei-
chungderregularisiertenvon derexaktenLösungaufgelistet.Die Fehlerverhaltensichjetzt genauso,wie
wir esaufgrunddervorangegangenenUntersuchungenerwarten:übereinenweitenBereichsteigtdieserbei
einerkleinenVariationdesRegularisierungsparametersgeringf̈ugiganbiszudemWert,abdemderEinfluß
desgesamtennumerischenFehlersdominantwird; anschließendsteigtderFehlerbeieinerkleinenVariati-
on,hier konkretvon ∆β 3 0 2 1, drastischan- waswiederdie VermutungdesexponentiellenEinflussesdes
numerischenFehlersbesẗarkt.

Wendenwir uns jetzt einemanderenPunkt zu, dennwie bereitsbei der entsprechendenUntersuchung
desZusammenbrechensderRegularisierungim Modellfall derDeltadichte69, sokönnenwir schonanhand
der Tabelle10.8ein leicht graduellunterschiedlichesVerhaltenbei der Regularisierungder Realteil-und
der Imagin̈arteilintegralgleichungbeobachten:die RegularisierungdesImagin̈arteilsbricht graduellsp̈ater
zusammenals die desRealteils,genauernimmt derFehlereinflußentsprechendgraduellsp̈aterin der be-
obachtetendrastischenForm zu. Visuell besẗatigt wird dieseBeobachtungin derAbbildung10.18auf der
nächstenSeite,in der wir denBereich3 2 0 4 β3 2 8, und in der Abbildung 10.19auf Seite255, in der wir
denParameterbereich3 2 9 4 β 4 4 2 1 wiedergegebenhaben.In der linkenSpaltejenerbeidenAbbildungen
habenwir W1

β undin derrechtenW2
β , jeweilsverglichenmit derexaktenDichteWCD für α 3 0 2 5,abgebildet.

Wir erkennenin der Abbildung 10.18in der regularisiertenW1
β bei β 3 3 2 8 bereitsdie erstenoszillatori-

schenÜberlagerungen,die wir in W2
β zwar bei diesemParameterwertbereitserahnenkönnen,dochder in

dieserDeutlichkeit erstbei β 3 3 2 9, in der Abbildung 10.19,zu beobachtenist, bei demin denGraphen
von W1

β die Oszillationenbereitsdeutlichan Dominanzgegen̈uberdenFilterfehlergewonnenhaben.Bei

β 3 4 2 0 wird derGraphvonW1
β praktischvollkommenvon dennumerischenFehlerdominiert,wobeiwir

im GegensatzdazuamentsprechendenGraphenvonW2
β die zugrundeliegendeDichteWCD, genauerderen

theoretischereineRegularisierte,nocherahnenkönnen.Ab β 3 4 2 1 sinddieGraphenbeiderRegularisierten
vollkommenvondennumerischenFehlerdominiert.

Desweiterenkönnenwir, wasnicht unerẅahntbleibensoll, in denGraphender Abbildungen10.18und
10.19,wie beiderkomplexwertigenIntegralgleichung,dieÜberlagerungeinessystematischennumerischen
Fehlers,dersichdurchoszillatorischeSchwebungenbemerkbarmacht,undeinesnumerischen

”
stochasti-

schen“ Fehlers,derwiederdurchdie Konversionderdouble- zuMP-Zahlenerklärbarist, erkennen.

DasFazit derbisherigenUntersuchungendiesesAbschnittesist also:

68sieheauchAbschnitt9.5.2,Seite9.244

69sieheAbb. 10.7f
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Regularisierenwir auf derBasis
”
doppeltgenauer“ Daten,sobricht im Fall desCole-DavidsonModells70

die Numerik für denkomplexwertigen,phänomenologischenAnsatznach71 β E 1 F 3, die Numerik für die
Realteilintegralgleichungnachβ E 3 F 8 unddiederImagin̈arteilgleichungnachβ E 3 F 9 zusammen.

Nachdemwir die Grenzender Numerik bei der auf
”
doppeltgenaue“ DatenbasierendeRegularisierung

ausgelotethaben,wollen wir unsnun,wie im vorangegangenenAbschnitt,derRegularisierungreiner
”
MP-

Daten“ zuwenden,d.h. sowohl der regularisierendeKern Φ1 G 2
β als auchdie VorgegebeneE H1 G 2 sind durch

MP-Zahlennumerischdargestellunddementsprechendist dienumerischeIntegrationsroutineaufMP-Zahlen
respektive-Algorithmenumgeschrieben72. Für dieGenauigkeitderMP-Zahlengeltezuerstwiedermpipl E
100.Wendenwir unszuerstwiederderRegularisierungdeskomplexwertigenAnsatzeszu.

β I WCD J Wβ I 2L2

2 F 0 0 F 070

2 F 5 0 F 091

3 F 0 0 F 098

3 F 1 0 F 099

3 F 15 50F 70

3 F 2 3 F 1 K 108

Tabelle10.9:DifferenzzwischenWCD undWβ bei
”
MP-Daten“ ; α E 0 F 5, mpipl E 100

In der Tabelle10.9 ist nun wiederumdie in der, numerischapproximierten,L2-Norm gemesseneAbwei-
chungderregularisiertenWβ vonderexaktenWCD aufgelistet,wobeiwir unsnichtnuraufdenin derAbbil-
dung10.20auf dernächstenSeitewiedergegebenParameterbereichbeschr̈ankthaben.Die Wertein jener
TabellebesẗatigendiebisherigenUntersuchungen,insbesonderedasrapideAnwachsendes(quadratischen)
gesamtenFehlers,sobaldder(gesamte)numerischeFehleranDominanzgewinnt.

Betrachtenwir jetzt die GraphenderAbbildung10.20,in derwir konkretdie wesentlichenEntwicklungen
im Parameterbereich3 F 0 L β L 3 F 15aufgetragenhaben,sobesẗatigenjeneGraphendieaufgrundderTabelle
10.9gewonnenVermutung,daßbeiβ E 3 F 1 dieregularisierteWβ, genauerderenRealteil,alsapproximative
Lösungnochvöllig geeignetist, wohingegenbei β E 3 F 15 die Regularisiertevon dennumerischenFehler
völlig dominiertwird undletztendlichzuverwerfenist.

Desweiterenerkennewir in derAbbildungwiederum,daßM�N Wβ alsMaßfür den(numerischen)Fehlerbe-
trachtetwerdenkann.Etwasüberraschendist jetztallerdingsdieFestellung,selbstbeikleineren73 β-Werten
wenigerreinesystematischeOszillationenoderSchwebungenim Imagin̈arteil ausmachenzu können,son-
derndaßquasisoforteineÜberlagerungvonsystematischenund

”
stochastischen“ numerischenFehlerquel-

lenzubeobachtenist; systematischeEinflüsselassensichinsbesondersbei β E 3 F 0 beobachten.

Als nächsteswollen wir uns der Regularisierungder Real- und der Imagin̈arteilintegralgleichungen zu-
wenden,wobeiwir nur exemplarischdie Ergebnissefür W2

β , alsoderRegularisiertendesImagin̈arteils74,
angebenwollen.

70Esseidaranerinnert,daßwir die Ergebnissefür denModellparameterwertα O 0 P 5 desCole-DavidsonModellsalsexemplarisch
für denGesamtparameterbereichdesModellsangegebenhaben.

71Wir wollen daraufhinweisen,daßdie nachfolgendenWertefür β alsRichtwertezu verstehensind.SokönntederWert β O 3 P 9
beiWrb nochalsgeradeakzeptabelbetrachtetwerden.

72Esseidiesbez̈uglich wiederumauf die Bemerkungzur Multipräzisionsbibliothek mpfun++ undderenVerwendung,insbesondere
im RahmenderProgrammierspracheC++ aufderSeite228hingewiesen.

73Diesesgilt auchfür die kleinerenβ-Werte,die wir nicht grafischwiedergegebenhaben,wie bsplw. β O 1P 0 undβ O 2P 0.

74Es sei auf die Bemerkungauf Seite242 bez̈uglich der exemplarischenWiedergabevon W2
β hingewiesen.Im weiterendieser

Arbeit werdenwir nur dannexplizit die FunktionenW1
β undW2

β . alsodie Regularisiertender Real-und der Imagin̈arteilgleichung,
wiedergeben,sodiesesichsignifikantundnichtnurmarginal voneinanderunterscheiden.
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β a WCD b W2
β a 2L2

8 c 0 0 c 095

9 c 0 0 c 103

9 c 1 0 c 114

9 c 2 0 c 116

9 c 3 0 c 119

9 c 4 29c 45

9 c 5 115601

10c 0 5 c 9 d 1024

Tabelle10.10:DifferenzzwischenWCD undW2
β bei

”
MP-Daten“ ; α e 0 c 5, mpipl e 100

Wie bisherüblich, wurdein derTabelle10.10die in der(numerischapproximierten)L2-Norm gemessene
Abweichungvon W2

β zu WCD aufgelistetund wir könnenausder Tabellesofort wiederumdie bisherigen
Beobachtungenablesen,sodaßwir auf eine(weiteren)Wiedergabejenerverzichtenwollen. Nur kurz sei
erwähnt,daßwir, wie in dervorangegangenenTabellezur RegularisierungderPḧanomenologischen,hier
nicht nur denin der Abbildung 10.21auf der nächstenSeitegrafischwiedergegebenenParameterbereich
angegebenhaben.

Auch die in jenerAbbildung wiedergegebenenGraphender regularisiertenW2
β besẗatigendie bisherigen

Untersuchungen:sobaldder Einfluß des(gesamten)numerischenFehlersim Graphender Regularisier-
ten bemerkbarist, reicht eine kleine Variation desRegularisierungsparameters,hier ∆β e 0 c 1, bis die-
ser FehlerdenGraphenvollständig dominiert und so die Numerik zusammenbricht.Und tats̈achlich ist
die Regularisiertefür β e 9 c 3 trotz beginnendenEinflussesdesNumerikfehlersnochvollständigakzep-
tabel,wir könnenhier sogarnoch die theoretischeregularisierteder Dichte WCD erkennen,doch bereits
bei β e 9 c 4 ist die Numerikzusammengebrochen,derGraphvonW2

β wird vom
”
Rauschen“ desNumerik-

fehlersvollständigbestimmt.Ein Rückschlußauf die zugrundeliegendeexakteDichte ist hier, eigentlich
überflüssig75 zu erwähnen,nicht mehrmöglich.

DieseUntersuchungenzur Cole-DavidsonDichte10.16abschließend,wollen wir kurz die Ergebnisseder
Regularisierungangeben,wennwir für dieGenauigkeit derMP-Zahlenmpipl e 200ansetzen.

β a WCD b Wβ a 2L2

4 c 4 0 c 081

4 c 5 5 c 38

4 c 6 2 c 7 d 1019

Tabelle10.11:DifferenzzwischenWCD undWβ bei
”
MP-Daten“ ; α e 0 c 5, mpipl e 200

Und soist in derTabelle10.11die AbweichungderRegularisiertenWβ von derexaktenWCD wiederange-
geben,wobeiwir unshier auf dasEndedesParameterbereichsbeschr̈ankthaben,d.h.denÜbergangzum
ZusammenbrechenderNumerikangegebenhaben.Wie bisher, wurdein derAbbildung10.22aufSeite261f�g

Wβ und hji Wβ grafischdargestellt,jetzt für dieParameterwerteβ e 4 c 4 undβ e 4 c 5: erstererkennzeich-
netdenletztenWert für β, beidemdieNumerikstabil,alsonochnichtvom(gesamten)numerischenFehler
dominiertwird, ist, letztererkennzeichnetdasendg̈ultigeZusammenbrechenderNumerik.Erwähnenswert
wärennurnochzumeinen,daßderEinflußdesnumerischenFehlersgem̈aßderTabelle10.11mit wachsen-
demβ jetzt sẗarker zunimmtalsim vergleichbarenFall mit mpipl e 100;dieseshabenwir bereitsbei der

75Esgibt abertats̈achlichnoch
”
Wissenschaftler“ , die ausderartigenRegularisiertenauf die exakteLösungschließenwollen.Aus

Pieẗatsgr̈undenwollen wir dieseabernichtnamentlicherwähnen.
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Drudedichtebeobachten76 können.JenesVerhaltenbesẗarkt nochmalsdie Hypotheseeinesanalogenzur
Abscḧatzung77 (9.127)exponentiellsteigendemEinflussesdesnumerischenFehlers,dereinderartigesVer-
haltenerklärenwürdeundwir hierbeihöherenWertefür β sindalsim Fall mpipl t 100.Zumanderenist
kurzerwähnenswert,daßwir jetzt deutlicheralsin dervergleichbarenAbbildung10.20einesystematische
Signaturin ujv Wβ, alsoeinensystematischennumerischenFehler, erkennenkönnen.

Wendenwir unsjetzt,wie üblichandieserStelle,denexemplarischenErgebnissenderRegularisierungder
Imagin̈arteilintegralgleichung, beidemParametermpipl t 200,zu.

β w WCD x W2
β w 2L2

13 0 y 272

13y 1 0 y 329

13y 2 0 y 342

13y 3 0 y 347

13y 4 0 y 350

13y 45 1 y 010

13y 5 92y 835

13y 6 8 y 199 z 1006

13y 7 7 y 398 z 1011

Tabelle10.12:DifferenzzwischenWCD undW2
β bei

”
MP-Daten“ ; α t 0 y 5, mpipl t 200

Die Tabelle10.12listet die Entwicklungder, wiederumin dernumerischapproximiertenL2-Norm gemes-
senen,Abweichungder regularisiertenW2

β von derexaktenWCD auf. Wie bisher, sokönnenwir auchhier
ein dramatischesAnwachsendesFehlersbeobachten,sobaldder(gesamte)NumerikfehleranEinfluß,und
demzufolgeletztendlichanDominanz,gewinnt.

In derAbbildung10.23auf Seite262sindjetzt diewesentlichstenErgebnissedesin derTabellewiederge-
gebenenParameterbereichsgrafischwiedergegeben:wie die WertejenerTabellebereitsvermutenlassen,
ist β t 13y 4 derletzte,beidemwir nochkeinenmerklichenEinflußdesNumerikfehlersin denGraphender
Regularisiertenerkennenkönnen,und entsprechendjenerWerteist bei β t 13y 5 die Numerik tats̈achlich
bereitsvöllig zusammengebrochen.Wir erkennenandenGraphenderAbbildung10.23jedochauchetwas
überraschendeinenanderenVerlaufundSignaturdesZusammenbrechensderNumerik:wie sichbereitsim
Graphenbei β t 13y 45 andeutet,wird die SignaturdesZusammenbrechenshier nicht durchOszillationen
und

”
quasistochastische“ Fluktuationenbestimmt,sonderndurch phantom-und karrikaturhafteRepro-

duktionder für die theoretischeRegularisiertenWCD
β , die wir nachfolgendnochkurz kritisch untersuchen

werden,typischenSignaturanderStelle,bei derWCD ihre schwacheDivergenzaufweist.DiesesVerhalten
ist auchder Grunddafür, daßwir denGraphenbei β t 13y 5 in derAbbildung 10.25auf Seite263noch-
malsdetailierter, genauerin einemAusschnitt,wiedergegebenhaben:wir erkennenhiersogar, daß,wie bei
β t 13y 45, jenetypischeSignaturvonWCD

β bei derschwachenDivergenzin einemkleinenIntervall sogar
nocherkennbarnachgebildetwird. Dieseskannjetzt,ehrlicherweise,eherZufall sein,docherkennenwir an
denGraphenbeiβ t 13y 45undβ t 13y 5 deutlichdieDominanzeinessystematischennumerischenFehlers,
gegen̈ubereinessich mehr

”
stochastisch“ auswirkenden,der sich durchdie Erzeugungvon

”
Phantomen“

dererwähntentypischenSignaturauszeichnet.Wir wollenerwähnen,daßdiese
”
Phantome“ , sobaldsiebe-

obachtetwerden,auchbei einerErhöhungderStützstellenbei gleichzeitigerVerringerungderSchrittweite
in dernumerischenIntegrationnichtprinzipiell verschwinden,sondernnurFormundLageverändern.Die-
seshabenwir, letztendlichwiederexemplarisch,in der Abbildung 10.24auf Seite263 dokumentiert,in
derwir die Regularisiertebei β t 13y 45 für zwei verschiedeneWertederStützstellenN dernumerischen
Integrationwiedergegebenhaben.DasIntegrationsintervall I warbeibeiden{ x 20y 0; 20y 0| . Bemerkenswert

76siehedie Ausführungen246

77sieheAbschnitt9.3.2,Seite170
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andieserAbbildungist übrigens,daßhier die Phantombilder, bei denhier wiedergegebenenWertenfür N,
gespiegeltundvergrößertwerden.

Bevorwir mit denUntersuchungenaneinemweiterenModell fortfahren,soll,wieobenbereitsangek̈undigt,
dieRegularisierungderCole-DavidsonDichtekritischbetrachtetwerden.Konkretist diereine,theoretische
RegularisierteWCD

β , diegem̈aßderallgemeinenGleichung78 (5.61)durch

WCD
β ª t0 «­¬ ∞®

¯ ∞

WCD ª t « Fβ ª t0 ° t « dt ±
wobeiFβ wiederkonkretdiegem̈aß(9.23)bzw. (9.218)gegebeneGaußscheMollifier-Funktion79,

Fβ ª t «²¬ β³
π

exp ´ ° β2t2 µ ±
sei,gegeben.An demobigenAusdruckfür Fβ unddenAusdruck(10.16)fürWCD könnenwir ohneSchwie-
rigkeitendie ExistenzvonWCD

β für alle t ablesenrespektive die ExistenzundKonvergenzdesobigenFal-

tungsintegrales.Ebensosehenwir anjenenAusdr̈ucken,daßdie reineregularisierteWCD
β einestetigeFunk-

tion sein mußund insbesonderekeineschwachenDivergenzenaufweisenwird. Dieseswird auchdurch
die Graphender Abbildung 10.27auf Seite266 besẗatigt, in der wir einenÜberblick überdie Funktion
WCD

β im Parameterbereich3 ¶ β ¶ 100 geben.Bis zu β ¬ 10 sind wir, grob gesprochen,schonbei unse-

rembisherigenUntersuchungenvorgedrungen.Wir habeWCD
β für jenenWert nochmalsdetailierterin der

Abbildung 10.28auf Seite267 wiedergegeben.Wir könnenhier noch immer einedeutlicheDiskrepanz
zwischender theoretischexaktenWCD undder theoretischregularisiertenWCD

β erkennen.Erinnernwir uns
jetzt nochandie GraphendesHavriliak-NegamiModells,Abbildung3.2auf Seite41,soerkennenwir so-
fort, daßwir, nicht nur in demParameterbereichβ ¶ 50,auf derBasisdertheoretischenregularisiertendas
Cole-Davidson-nicht von einemHavriliak-NegamiModell, mit dengeeignetenParametern,unterscheiden
können.WeitereZweifel andergrunds̈atzlichenMöglichkeit dieserUnterscheidungauf derBasisregula-
risierteLösungenliefert nochderdetailierterGraphfür β ¬ 100, in derAbbildung10.28wiedergegeben:
wir erkennenan dembetreffendenTeil dieserAbbildung, daßdie Singulariẗat von WCD selbstbei jenem
Parameterwertrelativ schwachwiedergegenwird. Selbstversẗandlichist unsklar, daßwir bei jedemendli-
chenβ-WertnumerischkeineSingulariẗatwerdenbeobachtenkönnen,dochliegt derWert β ¬ 100,wie wir
jetzt aufgrundderbisherigenUntersuchungensagenkönnen,bereitsweit jenseitsder in einerpraktischen
RegularisierungmöglichenWerte.

Undsowird jetztnochjeneSkepsisbez̈uglichderUnterscheidungzus̈atzlichdurchdieAbbildung10.26auf
dernächstenSeitebekr̈aftigt, in derwir die DichteWHN desHavriliak-NegamiModells,für die Parameter
α ¬ 0 · 5 undjeweils γ ¬ 0 · 99 undγ ¬ 0 · 999,mit denRegularisiertenWCD

β für β ¬ 10± 50± 100verglichen
haben.Geradehier wird dieSchwierigkeit derUnterscheidungbeiderModelleauf derBasisregularisierter
Lösungenbesondersdeutlich80 undesbedarfwohl keinerweiterenDiskussionüberdie dort abgebildeten
Graphen.Betrachtenwir jetzt nochzus̈atzlich die Regularisiertenfür β ¬ 4 · 0, die wir in der Abbildung
10.28auf Seite267aufgrundihrer Relevanzbez̈uglich derpraktischenRegularisierung81 ebensonochmal
wiedergegebenhaben,so kommenwir, die Abbildung 3.2 der Dichte desHavriliak-NegamiModells mit
einbeziehend,zu denpessimistischenUrteil derUnmöglichkeit der auf RegularisiertebasierendenUnter-
scheidungderCole-Davidson-vonderHavriliak-NegamiDichte.

78sieheAbschnitt5.3.3undKapitel 6f

79sieheAbschnitt9.2.1und9.5.2

80JeneSchwierigkeit bleibt somitsogarin einemParameterbereichbestehen,derin derPraxiskaumerreichbarseindürfte,wie die
Regularisierung

”
doppeltgenauer“ Datengezeigthat.

81JenenWertkönnenwir GrobalsGrenzedernumerischenRegularisierungbei
”
doppeltgenauen“ Datenundalsoauchfür gesẗorte,

”
reale“ Datenbetrachten.
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10.4.3 DasCole-ColeModell

Die letzteDichte,diewir im RahmenderUntersuchungderRegularisierungkontinuierlicherDatenbetrach-
ten wollen, ist die desCole-ColeModells82, dasnebendemCole-Davidson-und demHavriliak-Negami
Modell83, wobei letztersdie beidenerstenals Spezialf̈alle84 beinhaltet,als phänomenologischesModell
für E Ô zur Beschreibungvon Messungenherangezogenwird. DieserUmstandundderTatsache,daßwir,
im Gegensatzzu der auchvon unsals

”
Testdichte“ gerneverwendetenGaußdichte,die

”
Daten“ E Ô be-

reitsdurcheinenanalytischenAusdruck85 vorliegenhaben,bewogenuns,jeneDichtehier zu untersuchen.
Andersals in denbeidenvorangegangenenAbschnitten10.4.1f,wollen wir die Ergebnisse,um (weitere)
Redundanzzuvermeiden,nurkurzpräsentierenundnur dieneugefundenendetaillierterdiskutieren.

Wie die DichteWCD desCole-DavidsonModells, ist die DichteWCC desCole-ColeModells schonlänger
bekanntunddurchdenAusdruck86

WCC Õ t Ö­× sinÕ απ Ö
2π Ø coshÕ αt Ö�Ù cosÕ απ ÖÛÚ mit 0 Ü α Ü 1 (10.18)

gegeben.

Vergleichenwir alsodie regularisierteWβ mit demobigenAusdruck(10.18)für WCC. In derTabelle10.13
habewir die in der, naẗurlich numerischapproximierten,L2-Norm gemessenenAbweichungderRegulari-
siertenvonderExaktenangegeben,wobeiwir für denModellparameterα × 0 Ý 5 gewählthaben.

β Þ WCC ß Wβ Þ 2L2

1 Ý 25 8 Ý 77 à 10á 5

1 Ý 3 0 Ý 002

1 Ý 31 0 Ý 005

1 Ý 32 0 Ý 016

1 Ý 33 0 Ý 052

1 Ý 34 0 Ý 1699

Tabelle10.13:DifferenzzwischenWCC undWβ bei
”
double-Daten“ ; α × 0 Ý 5

DieseAbweichungverḧalt sichhiergrunds̈atzlichgenauso,wie bereitsbeidenvorherbehandeltenModel-
lenbeobachtet.AufgrundderWertefür denquadratischeFehlerkönnenwir vermuten,daßdieRegularisier-
te bei β × 1 Ý 3 die erstenEinflüssedesnumerischenFehlersaufweisendürfte undsp̈atestensbei β × 1 Ý 33
dieserFehlerdominiert.Tats̈achlichzeigendie GraphenvonWβ in derAbbildung10.29auf dernächsten
Seite,daßdernumerischeFehlerbereitsbeiβ × 1 Ý 31rechtdominantist; dieseRegularisiertemögehierals
geradenochakzeptabelgelten.In der Abbildung 10.30auf Seite270 habewir, mehrder Vollständigkeit
halber, die weitereEntwicklungvonWβ bis β × 1 Ý 34wiedergegeben.SicherlichsolltendieRegularisierten
abβ × 1 Ý 32, so essich jetzt um einepraktischehandelnwürde,verworfenwerden.Wir wollen jedochin
diesemZusammenhangnocherwähnen,daßwir beiβ × 1 Ý 25für diesenModellparameterbereitseinerecht
brauchbareApproximationderexaktenWCC erhalten.

NebendenobigenModellparameter,habenwir dasCole-ColeModell beimModellparameterα × 0 Ý 9 unter-
sucht.In derTabelle10.14sindwiederdieAbweichungenderRegularisiertenvon derExaktenaufgelistet,
und in der Abbildung 10.31auf Seite271 habenwir die Grapheneinschließlichder letztennochgerade
akzeptablenRegularisiertenbei β × 1 Ý 35wiedergegeben.

82siehe[CC41]

83siehe[HN66]

84sieheAbschnitt3.4,im welchemwir diesesausf̈uhrlicherdargelegt haben

85siehe[CC41] undhier Abschnitt3.4,Gleichung(3.35)aufSeite36

86a.a.0.undsiehe[Bec88]
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β � WCC 
 Wβ � 2L2

1 � 25 0 � 123

1 � 3 0 � 115

1 � 33 0 � 124

1 � 35 0 � 169

Tabelle10.14:DifferenzzwischenWCC undWβ bei
”
double-Daten“ ; α � 0 � 9

Die Graphender Regularisiertenfür β � 1 � 35 ersparenwir unswiederzugeben,da dieseder Qualiẗat der
Graphenin derAbbildung10.30entsprechenund in diesemSinnekeineweiterenInformationenoderEr-
kenntnisseliefern.

Es fällt hier auf, daßsich der Wert desParametersbis zum Zusammenbrechender Numerik geringf̈ugig
erhöht hat: bei demModellparameterα � 0 � 5 war bei β � 1 � 32 Schluß,jetzt hat sich der Parameterauf
β � 1 � 35

”
erhöht“ ; die GrößenordnungdesParametersverändertsichbei einerVariationdesModellpara-

metersalsonicht,derabsoluteWertnurgeringf̈ugig- undfür diePraxissicherlichvernachl̈assigbar87. Was
sich jetzt erwartungsgem̈aßgëanderthat, ist die Qualiẗat der approximativenLösung.Betrachtenwir die
Regularisiertenin derAbbildung10.31insgesamt,sogebendieseein

”
verwaschenes“ Bild derzugrunde-

liegendenExaktenwieder, im GegensatzzumFall α � 0 � 5. Wir könnenhierbereitstendenziellbeobachten,
daßdasRegularisierungsverfahren

”
breite“ Dichtenwie bei α � 0 � 5 eherreproduzierenwird könnenals

”
schmale“ Dichtenwie bei α � 0 � 9. Dieseswerden,vorweggenommen,die Untersuchungenin dennach-

folgendenAbschnittenbesẗatigen.

Wie in denbisherigenAbschnittenüblich, folgen jetzt die Ergebnisseder Regularisierungder Real-und
Imagin̈arteilintegralgleichung, naẗurlich auf

”
doppeltgenauen“ Datenbasierend.

β � WCC 
 W1
β � 2L2 � WCC 
 W2

β � 2L2

3 � 0 2 � 2 � 10� 6 2 � 2 � 10� 6

3 � 5 1 � 2 � 10� 6 2 � 2 � 10� 6

3 � 8 0 � 0002 5 � 9 � 10� 5

3 � 9 0 � 0098 0 � 0031

4 � 0 0 � 5138 0 � 1517

4 � 1 28� 9294 6 � 96418

Tabelle10.15:DifferenzzwischenWCC undjeweilsW1
β undW2

β bei
”
double-Daten“ ; α � 0 � 5

Betrachtenwir zuerstwiederdenFall desModellparametersα � 0 � 5. In der Tabelle10.15ist wiederdie
jeweiligeAbweichungderregularisiertenW1

β undW2
β vonderexaktenWcc, in dernumerischapproximier-

tenL2-Normgemessen,aufgelistet.Ergänzendzudenin denAbbildungen10.32aufdernächstenSeiteund
10.33auf Seite274aufgetragenenGraphenim Parameterbereich3 � 5 � β � 4 � 0, habenwir in derTabelle
nochzus̈atzlichdie Wertefür β � 3 � 0 undβ � 4 � 0 angegeben:Bei denÜbergangvon β � 3 � 0 zu β � 3 � 5
nimmt der(quadratische)Fehlerab,dahier derFilterfehler, alsoderreineFehlerdesRegularisierungsver-
fahrens,gegen̈uberdemnumerischenFehlernochdominiert.Aus derTabellekönnenwir ablesen,daßab
ca.β � 3 � 8 derEinflußdes(gesamten)numerischenFehlersanDominanzgewinnt.

Wie bereitsbei der entsprechendenRegularisierungdesphänomenologischenAnsatzes,erhaltenwir für
die beidenIntegralgleichungensehrguteApproximationenderexaktenDichte,hier bei β � 3 � 5. Ab (ca.)
β � 3 � 8 nimmt,wie ausderTabelleabgelesen,derEinflußdesnumerischenFehlersin denGraphendeutlich

87DiesesVerhaltenkönnenwir bei jedenderhierbehandeltenModellenbeobachten;sieheauchdienachfolgendenUntersuchungen.
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Abbildung10.33:WCC: ZusammenbruchderReal-und Imagin̈arteilgleichungendouble-Zahlen;α & 0 ' 5,
β & 4 ' 0
zu.Wennwir dieGraphenderregularisiertenW1

β undW2
β beiβ & 3 ' 8alsnochakzeptabelbetrachtenkönnen,

sosind jeneGraphenbei β & 3 ' 9, strenggenommen,schonzu verwerfen:bei diesenkönnenwir nur noch
rechtvageauf die zugrundeliegendenExaktenschließen.Die Graphender Abbildung 10.33bei β & 4 ' 0
sollenwiederdasdramatischeAnwachsendesFehlereinflussesdemonstrieren.

Wie in denentsprechendenAbbildungen10.18und10.19im Fall desCole-DavidsonModells,könnenwir
hierein leichtunterschiedlichesVerhaltenderregularisiertenW1

β undW2
β bez̈uglichdesFehlereinflussesbe-

obachten:in derregularisiertenW2
β gewinnt dernumerischeFehlererstsp̈ateranEinfluß88, einenUmstand,

dendie WertederTabelle10.15ebensodeutlichwiedergeben:wir sehen,daßderFehlerfür W2
β marginal

sp̈aterzunimmtalsderFehlerfür W1
β .

β ( WCC ) W1
β ( 2L2 ( WCC ) W2

β ( 2L2

3 ' 0 0 ' 0161 0 ' 0161

3 ' 5 0 ' 0106 0 ' 0106

3 ' 7 0 ' 0090 0 ' 0091

3 ' 8 0 ' 0083 0 ' 0086

3 ' 9 0 ' 0114 0 ' 0122

4 ' 0 0 ' 2561 0 ' 2233

4 ' 1 16' 972 9 ' 22801

Tabelle10.16:DifferenzzwischenWCC undjeweilsW1
β undW2

β bei
”
double-Daten“ ; α & 0 ' 5

88DerLeserbeachtedie leichtunterschiedlicheSkalierungderGraphenbei β * 3+ 9.
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Wendenwir unsjetzt derFunktionWCC bei α , 0 - 9 zu. In derTabelle10.16habenwir wiederdenVerlauf
denin der numerischapproximierten,L2-Norm angegebenen,jeweiligen Abweichungder regularisierten
W1

β und W2
β von WCC aufgelistet.Das Minimum des(quadratischen)Fehlersliegt hier bei β , 3 - 8. Das

FallendesFehlersbei derVariationvon β im Bereich3 - 0 . β . 3 - 8 könnenwir, analogwie oben,durch
die DominanzdesFilterfehlersin diesemParameterbereichgegen̈uberdesgesamtennumerischenFehlers
erklären.In der Abbildung 10.34auf dieserSeitehabewir die Graphenbei β , 3 - 7 aufgetragen;jener
Wert markiert dasEnde,bei demwir in denGraphen(visuell) keinenEinfluß desnumerischenFehlers
entdeckenkönnen.Wendenwir unsnunderAbbildung10.35aufdernächstenSeitezu.Obwohl β , 3 - 8 das
Minimumin derL2-Normist,erkennenwir in demGraphvonW1

β dieersten,nochschwachenOszillationen:
abhier beginnt somitderEinflußdesNumerikfehlerszuzunehmen.Sokönnenwir die Regularisiertenbei
β , 3 - 9 alsnochakzeptabelbetrachten,wohingegenjenebei β , 4 - 0 aufgrundderdesnundominierenden
Numerikfehlersbereitswiederzuverwerfensind.

Wir wollennocherwähnen,daßwir zwarandenGraphenderAbbildung10.35wiederumerkennenkönnen,
daßin W2

β derNumerikfehlermarginal sp̈aterEinflußgewinnt, jenesVerhaltendiesmaljedochalleinean-
handderin derTabelle10.16aufgelistetenFehlernichtsoforterkennbarist; abβ , 4 - 0 wird jenesdeutlicher
durchdenFehlerwiedergegeben.Da jedochdie beidenFehlerbis dahinvon dergleichenGrößenordnung
sindundsichnurgeringf̈ugigunterscheiden,könnenwir dieseAbweichungaufdienumerischeGenauigkeit
derapproximiertenL2-Normzurückführen.
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Abbildung 10.34:WCC: Zusammenbruchder der Real-und Imagin̈arteilgleichungendouble-Zahlen;α ,
0 - 9, β , 3 - 6
NachderUntersuchungderauf

”
doppeltgenauen“ DatenbasierendenRegularisierung,werdenwir unsjetzt

wiederderauf MP-Zahlenbasierendenzuwenden.Dabeiwollen wir unsauf denModellparameterα , 0 - 9
in (10.18)beschr̈anken,dennwie ebengesehen,könnenwir bereitsmit

”
doppeltgenauen“ Datendieexakte

WCC, beidemModellparameterα , 0 - 5, sehrgut approximieren;bereitsin denGraphenderregularisierten
W1

β undW2
β könnenwir, bei einemquadratischenFehlervon 55 ∆Wβ 55 2L2 , 1 - 2 6 107 6 bei β , 3 - 5, keinen

UnterschiedzuWCC mehrausmachen.Desweiterenwerdenwir unsauchaufmpipl , 100alsPräzisionder
MP-Zahlenbeschr̈anken,daeineErhöhungderGrößederMP-ZahlenkeineneuenErgebnisseliefert, wobei
wir insbesonderenur eineErhöhungdesParametersβ, abdemdieNumerikzusammenbricht,beobachten.

Die Tabelle10.17listetwiederden,numerischapproximierten,in derL2-NormgemessenenFehlerderRe-
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β ? WCC @ Wβ ? 2L2 β ? WCC @ Wβ ? 2L2

3 0 A 0191265 3 A 11 0 A 0215382

3 A 01 0 A 0192116 3 A 12 0 A 0970841

3 A 02 0 A 0196898 3 A 13 2 A 0575

3 A 0 0 A 0196481 3 A 14 49A 07

3 A 04 0 A 0195039 3 A 15 1265A 69

3 A 05 0 A 0193405 3 A 16 30316A 7
3 A 06 0 A 0191747 3 A 17 742711

3 A 07 0 A 0190091 3 A 18 1 A 67458B 107

3 A 08 0 A 018844 3 A 19 3 A 98795B 108

3 A 09 0 A 0186709 3 A 2 8 A 84619B 109

3 A 1 0 A 0185581

Tabelle10.17:DifferenzzwischenWCC undWβ bei
”
MP-Daten“ ; α C 0 A 9, mpipl C 100

gularisiertenbez̈uglichderExaktenauf.Dabeiwurden,umdieEntwicklungdesFehlersdiesmaldetailierter
zudokumentieren,dieserfür denBereich3 A 0 D β D 3 A 2 aufgelistet,wobeiwir unsin derzur Tabelle10.17
korrespondierendenAbbildung 10.36auf der nächstenSeiteversẗandlicherweisenur auf die für diesem
ParameterbereichwesentlichenGraphenbeschr̈ankt haben.DasMinimum in der Tabellebei β C 3 A 1 ist,
wie wir ausder Abbildung 10.36ablesenkönnen,tats̈achlichder letzteβ-Wert, bei demwir in denGra-
phenderRegularisiertennochkeinenEinflußdesNumerikfehlerserkennenkönnen.Bei β C 3 A 12,beidem
derFehlerbereitsum (fast)einerGrößenordnungangestiegenist, könnenwir deutlichdie beginnendeDo-
minanzdesNumerikfehlerserkennen,die bei dem,nachfolgendenWert bereitsrechtdeutlichausgepr̈agt
ist. Zu erwähnenseinoch,daßsich EGF Wβ genausowie bei denbisherbetrachtetenModellenverḧalt, ins-
besonderedaßwir eine Überlagerungeinessystematischenmit einem,hier wenigerstarkausgepr̈agten,

”
stochastischen“ numerischenFehlerserkennenkönnen.

β ? WCC @ W2
β ? 2L2 β ? WCC @ W2

β ? 2L2

8 0 A 000742171 9 A 5 92580A 8
9 0 A 000486601 9 A 6 7 A 64351B 107

9 A 1 0 A 000564842 9 A 7 2 A 73913B 1013

9 A 2 0 A 000562573 9 A 8 6 A 68297B 1017

9 A 3 0 A 00228653 9 A 9 4 A 95671B 1021

9 A 35 0 A 00855614 10 6 A 83562B 1024

9 A 4 23A 2174

Tabelle10.18:DifferenzzwischenWCC undW2
β bei

”
MP-Daten“ ; α C 0 A 9, mpipl 100

Die Tabelle10.18listet nunendlich,zumAbschlußdieserUntersuchungen,denFehlerder regularisierten
W2

β zu derexaktenWCC für denParameterbereich8 A 0 D β D 10A 0 auf, und war somit,wie im obigenFall
derPḧanomenologischen,die EntwicklungdesFehlersdetailierteralssonstdokumentierenwollen. In der
Abbildung10.37aufSeite279sindjetztdiewesentlichenGraphendiesesParameterbereichs9 A 0 D β D 9 A 4
wiedergegeben.Hier machtsich der Numerikfehlerzuerstsehrschwachbei β C 9 A 3, demMinimum des
Fehlersgem̈aßderTabelle,bemerkbar89 unddominiertbereitswiedernicht unerwartetvollständigbei β C
9 A 4.

89Würdenwir tats̈achlich nicht die exakte LösungWCC kennen,so könntenwir bei β H 9 I 3 eigentlichnoch gar nicht auf eine
beginnendenEinflußnahmedesnumerischenFehlersschließen.
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In der Abbildung 10.38auf der vorherigenSeitehabenwir nun die Tabellen10.17und 10.18grafisch
wiedergegeben,um der Hypothesedes(vermutlichanalogzu der Abscḧatzung90 (9.127))Einflussesdes
(stochastischen)Datenfehlers,exponentiellanwachsendenNumerikfehlerseineweitereGrundlagezu ge-
ben;und mehrals einenweiterenHinweis bzw. weitereGrundlagefür ein solchesVerhaltendesNume-
rikfehlerskanndie Abbildung aufgrundder kleinenParameterbereiche91, die dort jeweils wiedergegeben
werden,auchnichtsein.Konkrethabenwir in derAbbildung10.38jeweilsdenRegularisierungsparameter
β gegenden,auf einerlogarithmischenSkalerabgebildeten,(quadratischen)Fehleraufgetragen,wobei in
der obigenAbbildung die Fehlerder Regularisiertender phänomenologischenund in der unterendie der
Imagin̈arteilgleichungdargestelltsind.Wir lesenausderAbbildung10.38ab,daß,sobaldderEinflußdes
Numerikfehlersan Dominanzgewinnt, der quadratischeFehlerin den abgebildetenParameterbereichen
tats̈achlichexponentiellanwächst,welchesinsbesonderein demoberenGraphenderAbbildungdeutlichzu
erkennenist, undsomitdieHypothesedurchdiebisherigenErgebnisseuntersẗutztwird. Kritischerbetrach-
tet zumindestkeinedeutlichenZweifel an jenerHypotheseaufgeworfen.EinenBeweis in strengenSinne
könnendiebisherigenUntersuchungenselbstversẗandlichnicht geben.

10.4.4 Fazit der Numerik kontinuierlicher Daten

An dieserStelle wollen wir ein erstes,auf den bisherigengesamtenUntersuchungenbasierendes,Fazit
bez̈uglichdernumerischenRegularisierungziehen.Vorabwollenwir folgendesbemerken:
Sicherlichist die Drudedichte(10.13)ein numerischrechtpathologischesProblem,welcheseventuellbe-
sondereEigenschaftenin dernumerischenBehandlungaufweisenwird. JedochsolltejeneDichtetrotzdem
in dennumerischenUntersuchungenbetrachtetwerden,insbesondereaufgrunddesUmstandes,daßwir
sofort auf Deltadichtengeführt werden,falls diskreteDichten92 betrachtetrespektive eingef̈uhrt werden.
Desweiterenerḧalt die Deltadichteihre Relevanzund Bedeutungals LösungdesDrudemodells,dasauf
reinenexponentiellenZerfälleberuht93.

Die Begründungfür dieBetrachtungdesschwacheDivergenzenaufweisendesCole-DavidsonModell wur-
de ja bereitsmehrfache94 gegeben.Desweiterensei zu bedenken, daßdas von uns vorgestellte,durch
die FoxscheH-Funktiondargestellte,verallgemeinerteModell95 (3.63) bei einemgeeignetenParameter-
satzebensoschwacheDivergenzenaufweisenwird, und da diesesModell als eine

”
allgemeine(Modell-

)Lösung“ interpretiertwerdenkann,die als Grenzfall sogardie Deltafunktionbeinhaltet,ist die Untersu-
chungeinerschwachenDivergenzenaufweisendenModelldichtenaheliegend- undratsam.

DasbesondersInteressantedesCole-ColeModells ist, wie ebensobereitserwähnt,daßwir nicht nur die
Dichte,sondernauchdie VorgegebenenalsanalytischeAusdr̈ucke vorliegenhaben,wodurchdie numeri-
scheUntersuchungbequemerwird als im Fall einerGaußdichte;beideDichtenweisenbekanntlichkeine
irgendwiegeartetenPathologienauf.

Nachdemwir unsdie Gründefür die Wahl der Dichten,die wir in denhinter unsliegendenAbschnitten
10.4.1bis 10.4.3untersuchthaben,nochmalkurz bewußtgemachthaben,wollen wir auf die interessante-
stenundrelevantesteErgebnissedieserAbschnittezu sprechenkommen.Als erstes,undwohl wichtigstes
Ergebnis,fällt auf, daßwir zwar prinzipiell numerischdie exakte Lösungbei numerischexaktenDaten
reproduzierenkönnen,dochmüssenwir dafür letztendlichdie numerischeDarstellungderZahlenbis zur

90sieheAbschnitt9.3.2,Seite170

91Der Grund,daßwir hier keinegrößerenParameterbereichewiedergegebenhaben,liegt andemnumerischenAufwand,genauer
der Rechenzeit,die die auf Multipräzisionsalgorithmen basierendenProgrammeben̈otigen.Es sei aberauchbedacht,daßaufgrund
desstarkenAnwachsensdesFehlersjenekleinenParameterbereichein derPraxisrelevanterseinwerden,alsdie VariationdesRegu-
larisierungsparametersübergrößereBereiche.

92siehebeispielsweise[Bec88]; esseibemerkt,daßmanchmalkontinuierlicheDichtendurchdiskreteDichtenin Formeinerunend-
lichenReihevon Deltafunktionenapproximiertwerden.Aus derDistributionentheoriefolgt aber, daßdieseReihenimmerdivergent
sind[BB93, Wal94],

93sieheAbschnitt3.1undbeispielsweise[AM76, Jac75, Roo69]

94sieheSeite206unddie BemerkungenamAnfangdesAbschnitts10.4.2

95sieheAbschnitt3.5,Seite43;siehein jenemAbschnittauchdieGleichungen(3.61)und(3.62)
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einerbeliebighohenOrdnungdurchf̈uhren.Mit anderenWortenbedeutetdieses,in einem
”
Korollar“ verbal

ausgedr̈uckt:

Korollar 10.1
ExakteDatensindim Fall einesexponentiellschlechtgestellten(Entfaltungs-)Problems,desseneinfachste
stabilisierendeFunktioneineGaußfunktionist, einSynonym für einenanalytischenAusdruck.

Insbesonderebedeutetdas
”
Korollar“ 10.1,daßesnicht ausreicht,dieFunktionE l zwar anbeliebigvielen

Stellenundnumerischexakt,d.h.im RahmeneinerimmerendlichennumerischenGenauigkeit, zukennen,
sonderntats̈achlichauchanjedemPunktnumerischbeliebig,also

”
unendlich“ genau,um von ungesẗorten,

exaktenDatensprechenzu können.Essollteklar sein,daßdiesesnumerischtats̈achlichniemalserfüllbar
ist, dochzeigt dasBeispielder Cole-ColeDichte, bei demModellparameterα m 0 n 5, daßwir dieseEx-
aktheitbereitsmit

”
doppeltgenauen“ Datenrechtgut approximierenkönnen,dajetzt die Exaktedurchdie

Regularisiertemit einemquadratischenFehlervon oo ∆Wβ oo 2L2 m 8 n 77 p 10q 5 im Fall deskomplexwertigen
phänomenologischenAnsatzesapproximiertwird, wobei nur ein kleiner Unterschiedin denGraphender
Funktionenzu erkennenist, und oo ∆Wβ oo 2L2 m 2 n 2 p 10q 6 im Fall derreal-und imagin̈arteiligenIntegralglei-
chungen,wobei wir hier insbesonderevisuell keineUnterschiedein denbetreffendenGraphenerkennen
können.

Vergleichenwir dieseResultatemit denentsprechendenim Fall desModellparameterα m 0 n 9, der eine
schmaleDichte beschreibt,so erkennenwir desweiteren,da jetzt die Graphender Regularisiertenimmer
deutlicheUnterschiedezu den Graphender Exaktenaufweisen,daßhier zum einensicherlich

”
doppelt

genaue“ DatennochkeinehinreichendguteApproximationzu exaktensind,und zum anderen,daswohl
wichtigereErgebnis,daßbreite Dichten,die sich auf der τ-Skalar über mehrereDekaden96 erstrecken,
einfacherzu approximierensind respektive durch die Regularisiertenreproduziertwerden,als schmale
Dichten.Diesesbelegenauchdie rein auf MP-ZahlenbasierendenErgebnisse,dennersthier könnenwir
die Cole-ColeDichte, bei demParameterα m 0 n 9, bis auf einemquadratischenFehlervon hier minimaloo ∆Wβ oo 2L2 m 0 n 00049,bei derRegularisierungdesImagin̈arteils,approximieren.Essinddabeinur geringe
Unterschiedezur Exaktenzuerkennen.

Dasnächstewichtige Ergebnisist der Umstand,daßwir auf der Basisder Regularisiertenaufgrundder
Manigfaltigkeit derHavriliak-NegamiDichte,und insbesonderedesverallgemeinertenModells,die Cole-
DavidsonDichtenur schwerseparierenkönnen,d.h.zu entscheiden,ob die zugrundeliegendeExakteeine
schwacheDivergenzbesitztoder nur eine besondersscharfeStruktur. Um die schwacheDivergenzdes
Cole-Davidson Modells in der Regularisiertentats̈achlich zweifelsfrei identifizierenzu können,müssen
wir mit dem Regularisierungparameterin die Größenordnungβ m 100 oder höher gelangen.Bedenken
wir jetzt jedochdie GrenzendesParametersβ, bis zu denendie Numerik stabil ist, bei der auf

”
doppelt

genaue“ DatenbasierendeRegularisierung,soerkennenwir sofortdie Unmöglichkeit derzweifelsfreien97

UnterscheidungjenerModelle.

JeneGrenzwertehabenwir jetzt in derTabelle10.19,einzelnfür jedesderbetrachtetenModelle,derÜber-
sichthalberzusammengefaßt.HierbeisollendiePunktebeieinigenWertenandeuten,daßdieRegularisier-
ten deszuletztangegebenenWertes,trotz merklichenEinflussesdesNumerikfehlers,nochals akzeptabel
betrachtetwerdenkönnten.Betrachtenwir nundie Wertein derTabelle,sokönnenwir alsgenerellepessi-
mistische98 Grenzenfür β bei derRegularisierungderkomplexwertigenIntegralgleichungβ r 1 n 3, wobei
dieDeltadichtehiereineAußnahmebildet,undbeiderRegularisierungderreal-undimagin̈arteiligenInte-
gralgleichungβ r 4 n 0 angeben99. Wir wollenderEhrlichkeit wegenerwähnen,daßwir bisherkeineplausi-
bleErklärung100 für dengeringerenmaximalenWert desRegularisierungparametersbei derDeltadichtein

96Daswesentlichehier ist dieErstreckung̈uberDekaden.

97Von einereindeutigenUnterscheidungwagenwir aufgrundderbisherdargelegtenErgebnissebereitsnichtmehrzusprechen.

98Pessimismusist hier in der(eigentlichen)BedeutungdesmaximalMöglichenzu verstehen.

99DieseGrenzenkönnenu.U. tats̈achlichbei diskretenDatenerreichtwerdenjedochmit einementsprechendgrößerenFehlerals
im Fall reinerMP-Daten.

100EineVermutungist dasfür die Numerikungl̈ucklicheZusammenspielvon regularisieredenKernundderVorgegebenen,wobei
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derRegularisierungderkomplexwertigenIntegralgleichunghaben.

DeltaDichte

Komplexwertige Real-/Imagin̈arteil

0 s 6 3 s 9
Cole-DavidsonDichte

Komplexwertige Real-/Imagin̈arteil

1 s 2 tusbsvsbt 1 s 3 3 s 5 twsbsvsvt 3 s 8
Cole-ColeDichte

Komplexwertige Real-/Imagin̈arteil

1 s 25 3 s 5 twsvsbsxt 3 s 8 y α z 0 s 5{
1 s 3 3 s 8 y α z 0 s 5{

Tabelle10.19:GrenzendesRegularisierungsparametersβ bei
”
doppeltgenauen“ Daten

Die verschiedenenGrenzender Regularisierungder komplexwertigeneinerseitsund der real- und ima-
ginärteiligenIntergralgleichungandererseitsspiegelnjetztquantitativ wider, waswir bereitsdeutlichquali-
titiv andenbetreffendenGraphenbeobachtethaben:die Regularisierungdesurspr̈unglichenkomplexwer-
tigen,phänomenologischenAnsatzesist numerischschwieriger, d.h.bricht schnellerzusammen,alsdie je-
weiligeeinzelneRegularisierungendesReal-unddesImagin̈arteilsdesAnsatzes.Obwohl die Behandlung
desgesamtenkomplexwertigenAnsatzes,um analytischeAussagenzu gewinnen,von Vorteil war, denn
sostandunsdafür beispielsweiseauf naẗurlicherWeisedie Funktionentheoriezur Verfügung,unterderen
Berücksichtigungdannebensodie Mellin-Transformationenelegantergelöst101 werdenkönnen,ist esbei
der numerischenBehandlungoffensichtlichjedochgünstigerund sinnvoll, die Real-und Imagin̈arteilin-
tegralgleichungenals eigensẗandigeGleichungenzus̈atzlich zu der komplexwertigenzu betrachten;denn
schließlichkönnenwir kaumdamitrechnen,daßwir diesesunterschiedlichVerhalten,bis dieNumerikzu-
sammenbricht,nicht bei dernumerischenRegularisierungdiskreterDatenbeobachtenwerden.Ein Grund
für dieseswird geradederUmstandsein,daßwir auskomplexenFunktioneneineDichte,alsoperdefinitio-
nemeinereelleFunktion,berechnen,derImagin̈arteildesIntegrals(10.6),derentsprechendoszillatorische
Anteileaufweisenwird, alsoNull seinmuß.Esist somitnicht wirklich verwunderlich,daßwir ein derarti-
gesunterschiedlichesKonvergenzverhaltenderNumerikbeobachten.

Abschließendwollen wir nochhaufdasfolgendehinweisen:
AusdenschongenanntenGründen,ist esnaẗurlich nichtmöglich,eineDeltadichtenumerischdarzustellen,
sondernbestenfallsnumerischdurcheineherkömmlicheFunktionzuapproximieren.Erinnernwir unsjetzt
daran,daßdietheoretischenRegularisiertensowohlderDelta-alsauchderGaußdichte,beiderVerwendung
einesGaußfiltersund somit einerGaußschenMollifier-Funktion,selbstwiederGaußfunktionensind. Im
erstenFall wird die Mollifier-Funktionselbstreproduziert102, im zweitenFall erhaltenwir die Gaußsche
Mollifier-Funktion mit einem

”
renormierten“ Regularisierungsparameter, wie bereitsim Abschnitt 9.5.2

dargelegt haben103. Betrachtenwir, diesesmit bedenkend,nocheinmaldie GrenzwertedesParametersβ
in der Tabelle10.19 für dasDrudemodell,so erkennenwir die weitere,nebender bez̈uglich desCole-
DavidsonModells, Unmöglichkeit der UnterscheidungeinerapproximiertenDeltadichtevon einer, vom
Wesenherebensoapproximierten,schmalenGaußdichte.Esist, aufgrunddes

”
niedrigen“ Maximalwertes

desParametersbei der Regulasrisierungder Real-und Imagin̈arteilintegralgleichungen, pessimistischzu
bemerken,daßwir Problemehabendürften,einezugrundeliegendeDelta- von einernur relativ schmalen

ersterevonderletzterenabḧangt;sieheinsbesonderedieDarstellungin denKapiteln6ff

101Wir wollen diesbez̈uglich insbesondereauf dasdreib̈andigeWerkvon DOETSCH [Doe71, Doe72, Doe73] verweisen.

102sieheGleichung(10.14)im diesemKapitel

103sieheGleichungen(9.232)und(9.233),Seite195
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Gaußdichte,auf derBasisderRegularisierten,unterscheiden104 zukönnen.

10.5 Die Regularisierungdiskreter Datenoder Simulierte Meßwerte

Nachall denhinterunsliegendenunerl̈aßlichenUntersuchungen,wendenwir unsnundenmehrderPraxis
bezogenenzu: derUntersuchungder (numerischen)RegularisierungdiskreterDaten.In diesemAbschnitt
werdenwir ebensoMeßwertesimulieren,indemwir dendiskretenDatenzus̈atzlich einenstochastischen
Fehler, generiertdurchgleichverteilteZufallszahlen,aufpr̈agenwerden,unddieRegularisierungdieserDa-
tenuntersuchen.Nebendenim vorangegangenenAbschnitt10.4untersuchtenDichten,werdenwir zus̈atz-
lich nochdieGaußdichteunddenFriedrichschenGlättungoperatoralsModelldichtenbetrachten.

Zuerstaberein paarBemerkungenrespektive Erläuterungenzur numerischenRealisierung:Wie in den
vorangegangenenAbschnitt,wird auchhier prinzipiell die Numerik auf der Basisder Multipräzisionsbi-
bliothekmpfun++ durchgef̈uhrt.Diesesbedeutetkonkret,daßdie regularisierendenKerne105 Φ1 | 2

β wieder

durchMP-Zahlen,aufgrundder numerischstabilisierendenEigenschaften106 der Multipräzisionsalgorhit-
menbeiderIntegrationüberdiestarkoszillierendenKerne,dargestelltwerden.Die diskretenDatenwerden
zur numerischenIntegrationlinear interpoliert,und anschließendwerdendie interpoliertenzu MP-Zahlen
konvertiert.Bez̈uglichdesIntegrationsverfahrensist zuerwähnen,daßwiederumdieTrapezroutineunddie
Gaußintegrationdie selbenErgebnisseliefern. Tats̈achlichist numerischzwischendiesenbeidenIntegra-
tionsverfahrenkein Unterschiedzu erkennen;genauerliegt die relative Abweichungσnum

rel , unabḧangig

vonderbetrachtetenModelldichte,beiσnum
rel } 10~ 14%. Wir wollen nochdaraufhinweisen,daßdurchdie

Konversionder Datenzu MP-ZahlenkeineweitereFehlerquellehinzukommt.Vergleichenwir denDaten-
fehlerderauf den

”
doppeltgenauen“ DatentypbasierendenDaten,denFehleralsobez̈uglich der

”
doppelt

genauen“ ungesẗortenFunktion,mit denFehler, bezogenauf die ungesẗorteMP-VersionderVorgegebenen,
derkonvertiertenDaten,sosinddieseFehlernumerischexaktgleich107. Untersuchenwir jetztwiedereinige
Modelldichten.

NocheineBemerkungzuderweiterenVorgehensweisein dennunfolgendenUntersuchungen:Wie wir zur
Tabelle10.19bemerkthaben108, ist esbeiderNumeriksinnvoll, diereal-undimagin̈arteiligenGleichungen
als eigensẗandigezus̈atzlich zu - oderan Stellevon - der komplexen zu betrachten.Andersausgedr̈uckt
ist derbei kontinuierlichen

”
doppeltgenauen“ DatenerreichbareMaximalwert desParametersβmax von

1 � 3 geradeim Hinblick einerpraktischenAnwendungrechtgering,und so wird die Regularisiertejener
IntegralgleichunggenerelleinnursehrverschwommenesBild derzugrundeliegendenexaktenLösungsein.
Dieseshatzur Konsequenzderschwerpunktm̈aßigenUntersuchungderIntegralgleichungendesReal-und
desImagin̈arteilsgegen̈uberdes(gesammten)komplexwertigenAnsatzes.Diesesbedeutetu.a.,daßwir uns
aufdiewesentlichennumerischenErgebnisse109 beiderRegularisierungderkomplexwertigenbeschr̈anken
werden.

104EinephilosophischeBemerkungdazu:Esistnaẗurlich fraglich,obessichbeidieserUnmöglichkeit derUnterscheidungtats̈achlich
um ein wesentlichesProblemhandelt,da hier die Fragenachder Existensvon Deltadichtenin der Natur ber̈uhrt wird. Wir wissen
aberseit KANT (siehe[Kan95]), daßExistenzkein realesPr̈adikatist, und zum anderensolltenwir uns,sp̈atestensseit derProble-
matik der InterpretationderQuantenmechanik,hütenaufgrundderLösungdesmathematischenphänomenologischenAnsatzeseine
ontologischeAussagebez̈uglich der Lösungzu treffen. Es sollte somit klar sein,da es sich bei der Deltadichtein Rahmeneiner
mathematischen,physikalischenBeschreibung ebensoum ein Idealisierunghandelt,daßwir tats̈achlichniemalsexperimentellreine
Deltadichtenwerdenbeobachtenkönnen.Für weiteressei,nebenKANT, auf beispielsweiseauf die entsprechendenDarlegungenzur
Wissenschafts-undErkenntnistheorievon HAAG in [Haa83] hingewiesen.

105sieheauchdie Gleichungen(9.162),(9.15)und(9.16)

106siehedie AusführungenzurAbbildung10.9aufSeite240

107Natürlich unterscheidensichdie Fehlernachdemdurchden
”
doppeltgenauen“ Datentypnicht mehrdargestelltenNachkomme-

stellen.Ansonstenist abertats̈achlichkeineAbweichungdieserDatenfehlervoneinandervonunsbeobachtetworden.

108sieheamEndedesvorangegangenenKapitels,Seite283

109AufgrundderErgebnissedesAbschnitts10.4gilt jeneBeschr̈ankungsoin gewisserWeisegenerell,alsoauchfür die Integralglei-
chungenfür E1 undE2.



10.5. DIE REGULARISIERUNG DISKRETERDATEN 285

10.5.1 DasDrudemodell

Als ersteswollen wir unswiederdemDrudemodell,alsodenDeltadichten,zuwenden.Die Regularisie-
rung der komplexwertigen Integralgleichung, gem̈aßGleichung(10.6),wollen wir, entsprechenddem
ebenerwähnten,alsonur kurz abhandeln.Hier gilt jenessogarnoch in verscḧarfter Form, da der maxi-
mal möglicheRegularisierungparameter110 βmax � 0 � 6 betr̈agt;dasBild derRegularisiertenWβ wird so
grunds̈atzlichnureine

”
starkverwaschene“ ApproximationdertheoretischenWD sein.Die komplexwertige

Integralgleichungist alsofür dieRegularisierungvon Deltadichtengenerellbesondersschlechtgeeignet.

Wendenwir unsalsonun kurz der Regularisierten(10.6)zu. Untersuchenwir zuerstdie Regularisierung
reinerdiskreterDatens̈atze,d.h.nebendernumerischenDiskretheitundderEndlichkeit derZahlendarstel-
lung,konkretdurchdenDatentyp

”
doppeltgenau“ , mögedie FunktionE � keineweiterenFehlerbesitzen.

Die Abbildung10.39auf dernächstenSeitezeigt jetzt die ErgebnissederRegularisierungeinesDatensat-
zes,dessenAnzahlderDatenpunkteMD, in denIntervall ��� 10; 10� , 1024betrug.Wir habenunsin jener
Abbildungauf die WiedergabederErgebnissefür die maximalmöglichenParameterbeschr̈ankt.Die Gra-
phen,in denender Fehlereinflußdominiert,entsprechendemFall kontinuierlicher

”
doppeltgenauer“ E � ,

wie in denAbbildungen10.5aufSeite234und10.6aufSeite235dargestellt.Wie erwartetist �G� Wβ wieder
ein Maßfür denFehlerderRegularisierten,undwir erkennendeutlichdie Dominanzeinessystematischen
numerischenGesamtfehlers,derjedocheineandereStrukturbesitztalsim Fall kontinuierlicherDaten.

β � Wth
β � Wβ � 2L2 ε2

0 � 5 7 � 40372� 10� 09

0 � 6 1 � 47847� 10� 07 1 � 06754� 10� 10

Tabelle10.20:DifferenzzwischenWth
β undWβ undDatenfehler:MD � 1024

In derTabelle10.20sindwiederdie in der, numerischapproximierten,L2-Norm gemessenenAbweichun-
genwiedergegeben.Wie wollen daraufhinweisen,daßwir jetzt wiederdenFehlerdernumerischenregu-
larisiertenWβ gegen̈uberder theoretischenregularisiertenWth

β angegebenhaben111. Desweiterenhabewir

jetzt auchden(quadratischen)Datenfehlerε2, gegebendurchε2 � � E �T � E ��� 2
L2, angegeben;genauerhan-

delt essichhier um denFehlerderlinearinterpoliertenDaten112. Esist bemerkenswert,daßwir wiederum
als maximalmöglichenParameterβmax � 0 � 6 erhaltenund Datens̈atzemit einemgrößerenDateninter-
vall und einergrößerenDatenzahlnaẗurlich keineVerbesserungbringen.Entgegengesetztwürdesich die
QualiẗatderRegularisiertenbei einerVerringerungderAnzahlderDatenpunkteverschlechtern.

Betrachtenwir nun die RegularisierungfehlerbehafteterDaten,d.h. wir habendemDatensatz,auf dem
die Ergebnisseder geradediskutiertenAbbildung 10.39basieren,noch ein numerisches,stochastisches
Rauschenaufgepr̈agt.KonkretwurdediesesRauschendurchdie ErzeugunggleichverteilterZufallszahlen,
wie es in [PTVF92, Sto99] beschriebenund erklärt wird, realisiert.Wir wollen an dieserStelle darauf
hinweisen,daßdie soerzeugtenZufallszahleneineFunktionderVariablent sind,d.h.daßwir tats̈achlich
einestochastischeFunktion ν � t � numerischrealisierthaben.Diesesist deswegenvon Vorteil, da wir so
verschiedeneDatens̈atze,die sichzwar bez̈uglichderLängederenDatenintervallsundderAnzahlMD der
Datenunterscheidenmögen,ansonstenjedochdasgleicheFehlerniveaubesitzenmögen,also durchdie
gleichestochastischeFunktionν gesẗort seinmögen,ohneProblemevergleichenkönnen.

In der Abbildung 10.39auf der nächstenSeitezeigenwir nun die Ergebnissefür einenDatensatzmit
MD � 1024, ��� 10;10� und einenrelativenmittleren Fehler σrel � � 0 � 04 � 0 � 02� %. Zu diesenDatensatz

110sieheTabelle10.19aufSeite283

111siehedie diesbez̈uglichenBemerkungenamAnfangdesAbschnitts10.4.1

112Offensichtlichist derFehlerderinterpoliertenvondergleichenGrößenordnungwie derFehlerder
”
reinen“ diskretenDaten.
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ist zu bemerken, daßdieserbereitseine optimistischenSimulationeinesexperimentellaufgenommenen
Datensatzesverkörpert:wennauchdie Zahl der Datenpunkteexperimentellnochrealisierbarist, obwohl
jene bereitseine

”
obereSchranke“ darzustellenscheint,ist der relative Datenfehlerim Promillebereich

praktischsicherlichkaumrealisierbar113. Wie bisherüblich,habenwir die relevantenFehlerin derTabelle

β ± Wth
β ² Wβ ± 2L2 ε2

0 ³ 5 4 ³ 20977́ 10µ 05

0 ³ 55 0 ³ 00059 1 ³ 95 ´ 10µ 06

0 ³ 6 0 ³ 00501

Tabelle10.21:DifferenzzwischenWth
β undWβ undDatenfehler:MD ¶ 1024,σrel ¶�· 0 ³ 04 ¸ 0 ³ 02¹ %

10.21,wobeiwir ebensodenin der L2-Norm gemessenenquadratischenDatenfehlerε2, nebendemeben
bereitsangegebenenrelativenFehlerσrel, aufgelistethaben.

Sowohl dieWertederTabelle10.21alsauchdiein 10.40abgebildetenGraphenbesẗatigendasschonerwar-
teteErgebnis:dermaximalerreichbareWert βmax ist jetzt nicht mehrder, denwir bei denprinzipiell als
fehlerlosbetrachtetenDatenerhalten,sondernverringertsich.Wir könnenandemGraphenderRegulari-
siertenbeiβ ¶ 0 ³ 5 bereitsdieerstenoszillatorischenStörungen,derhinweistaufdenBeginnderDominanz
desNumerik- und Datenfehlers,beobachten,die bei β ¶ 0 ³ 55, also nachder minimalenVariation von
∆β ¶ 0 ³ 05,bereitsdeutlicherausgebildetsindundletztendlich,nachdererneutenminimalenVariationum
∆β ¶ 0 ³ 05, bei β ¶ 0 ³ 6 die Regularisiertebereitsin einerverfälschendenArt undWeisebeeinflußt,denn
währenddieOszillationenbeipositivent ’snochalssolchezuerkennensind,ist die

”
doppeltPeak“ Struktur

alsoeinnumerischesArtefakt,welchesohnedieKenntnisdertheoretischenRegularisiertennichtunbedingt
alssolchezuerkennenist.

Als letzteswollen wir unsnun einenmehrrealistischenDatensatz,d.h. einen,der auf einemExperiment
beruhenkönnte,zuwenden.Dabeihabenwir denbisherverwendetendiskretenDaten,alsodiemit den

”
Da-

tensatzparametern“ MD ¶ 1024und º ² 10; 10» , die gleichverteiltenZufallszahlen,die denstochastischen
Fehlernumerischmodellierensollen,derartaufgepr̈agt,daßwir jetzt einenmittlerenrelativen Fehlerim
Prozentbereicherhalten;konkretbetrugder relative Fehlerhier σrel ¶¼· 4 ³ 0 ¸ 2 ³ 0¹ %. In derTabelle10.22

β ± Wth
β ² Wβ ± 2L2 ε2

0 ³ 1 0 ³ 0220

0 ³ 2 0 ³ 0123

0 ³ 3 0 ³ 0118

0 ³ 4 0 ³ 0224
0 ³ 0191

0 ³ 45 0 ³ 1951

0 ³ 5 0 ³ 4518

Tabelle10.22:DifferenzzwischenWth
β undWβ undDatenfehler:MD ¶ 1024,σrel ¶¦· 4 ³ 0 ¸ 2 ³ 0¹ %

sindwiederdie FehlerderRegularisierung,in der(numerischapproximierten)L2-Norm ausgedr̈uckt,auf-
gelistet.Wir könnenausjenerTabelleablesen,daßbereitsbei diesemrelativ geringenDatenfehler(wir
habenhier ε2 ¶ 0 ³ 0191,die AbweichungdernumerischenregularisiertenWβ von der theoretischenRegu-
larisiertenWth

β ) selbstbei diesenrechtniedrigenWertendesParametersβ, im Vergleichzu denbisherigen
Ergebnissen,schonrechtgroßsind.Diesesist aufdenbereitsbeidiesenkleinenaufgelistetenβ-Wertenbe-

113Wir habennicht denAnspruch,einenvollständigenÜberblicküberdie experimentellrealisierbarenDatens̈atzezu besitzen,doch
beziehenwir unshieraufdieAussagenin [Bec88, LBP91]unddieveröffentlichtenDatenwie beispielsweisein [CC41, DC51, UT95]
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ginnendengesammtenDatenfehlereinfluß114 zurückzuf̈uhren.DasMinimum desauf die theoretischeWth
β

bezogenenFehlersliegt in beidenin derTabelleangegebenenWertenbei β Ñ 0 Ò 3.

In der Abbildung 10.41auf der vorherigenSeitehabenwir die numerischenErgebnissefür denParame-
terbereich0 Ò 1 Ó β Ó 0 Ò 3 grafischangegeben.Es fällt sofort ins Auge,und diesesläßtbereitsdie Tabelle
vermuten,daßsichschonbeiβ Ñ 0 Ò 1 einDatenfehlereinflußbemerkbarmacht;dernumerischeÔÖÕ Wβ weist
hiereinenNulldurchgangauf,dersichim Laufesteigenderβ zuOszillationenausbildet,derenweitereEnt-
wicklung - undderenweiterenVerlauf - wir in derAbbildung10.42auf der vorherigenSeitebeobachten
können.Der GraphdesminimalenFehlersbei β Ñ 0 Ò 3 weist zwar die charakteristischeGaußstrukturvon
Wth

β auf,dochwird diesedurchdie Oszillationenüberlagert,wobeiandieserStellennochkeineeindeutige
Zuordnung,waseinetats̈achlicheStrukturderZugrundeliegendenabbildetundwasnumerische,oszillato-
rischeArtefaktesind,möglich ist.

In der Abbildung 10.42auf der vorherigenSeitesind jetzt nochdie numerischenErgebnissefür denPa-
rameterbereich0 Ò 4 Ó β Ó 0 Ò 5 grafischwiedergegeben.Hier fällt desweiterensofort auf, was letztendlich
die ZahlenwertederTabelle10.22einenschonohnederKenntnisderAbbildung10.41auf dervorherigen
Seitevermutenlassenkönnen,daßwir bereitsim Graphenbei β Ñ 0 Ò 4 deutlichoszillatorischeStörungen
beobachtenkönnen,die mit wachsendemParameterβ quasi

”
exponentiell“ in ihren Amplituden zuneh-

men.DenEinflußgenerellunddas,wie bisher,
”
explosionsartige“ AnwachsendesDatenfehlerskönnenwir

ebensowiedersehrklar andenGraphenvon ×GØ Wβ ablesen:jenerbei β Ñ 0 Ù 4 ist bereitsdeutlichvonNull
verschieden,dasgilt offensichtlichebensobereitsfür denin 10.41abgebildeten×ÚØ Wβ, undweisteineos-
zillatorischeStrukturauf.Wir vermutendeswegen,daßderDatenfehlerdenGesamtfehlerderartbeeinflußt,
daßein

”
effektiver“ systematischeNumerikfehlerletztendlichdominiert.Erwähnenswertwärenoch,daß

dieAbsolutwertevon ÔÖÕ Wβ und ImWβ bei β Ñ 0 Ò 5 bereitsin dergleichenGrößenordnungsind.

Die ebenvorgestelltenErgebnissebesẗatigenalsounserepessimistischenundkritischenBetrachtungenam
EndedesvorangegangenenAbschnitts10.4undamAnfangdiesesAbschnitts10.5:speziellauf derBasis
der Regularisierungder komplexwertigenIntegralgleichungwird es nicht möglich sein,eine zugrunde-
liegendeDelta- von einerGaußdichtezu unterscheiden,geschweigedenn,überhaupteineDeltadichtezu
identifizieren.Diesesgilt insbesonderebeiderRegularisierung

”
realer“ Meßwerte.

Als nächsteswollen wir unsderRegularisierung der Real- und der Imaginärteilintegralgleichung zu-
wenden.Im Gegensatzzu der auf diskreteDatens̈atzebasierendenRegularisierungder komplexwertigen
Integralgleichung,bei der wir, wie ebengezeigt,bereitsmit den DatensatzMD Ñ 1024 und Û�Ü 10; 10Ý
dasErgebnisder RegularisierungkontinuierlicherDatenreproduzierenkonnten,ergibt sich bei ersteren
Gleichungendiesbez̈uglich überaschenderweiseein anderesBild. Wie wir gleich demonstrierenwerden,
gen̈ugt die AnzahlderDatenpunktevon MD Ñ 1024sogarbei weitemnochnicht, um überhauptmit den
Regularisierungsparameterβ in dieGegenddeskontinuierlichenMaximalwertesβmaxzugelangen,bisdie
NumerikzusammenbrichtrespektivedergesammteDatenfehlereinflußdenGraphenderRegularisiertenin
derbekanntendestruktivenWeisedominiert.

β Þ Wth
β Ü W1

β Þ 2L2 Þ Wth
β Ü W2

β Þ 2L2 ε2
1 ε2

2

2 Ò 6 2 Ò 33 ß 10à 05 3 Ò 15 ß 10à 05

2 Ò 7 0 Ò 0053 0 Ò 0063 3 Ò 25 ß 10à 10 2 Ò 84 ß 10à 10

2 Ò 8 0 Ò 9459 1 Ò 0495

Tabelle10.23:DifferenzzwischenWth
β undjeweilsW1

β undW2
β undjeweiligemDatenfehler:MD Ñ 1024

Als ersteshabenwir in derTabelle10.23dieFehlerderRegularisierungdesbisherbeiderkomplexwertigen
Gleichungverwendetenreinen115 Datensatzes,mit MD Ñ 1024und Û�Ü 10; 10Ý , und denjeweiligen (qua-

114Wir werdenim folgedem
”
Datenfehler“ und

”
gesammterDatenfehler“ alsSynonymefür die SummedesreinenDatenfehlersund

desNumerikfehlersverwenden,esseidenn,daßwir auf dieUnterscheidungjenerbeidenFehlerquellenexplizit hinweisenwerden.

115Esseidaranerinnert,daßaußerder(numerischen)DiskretheitundderEndlichkeit dernumerischenZahlendarstellungjeneDaten
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dratischen)Datenfehlerε2
1 und ε2

2 der FunktionenE1 und E2 aufgelistet.Trotz der geringenDatenfehler
bricht alsodie Regularisierungweitauseherzusammenals im Fall kontinuierlicherfehlerfreierDaten:aus
der Tabellelesenwir jetzt für denMaximalwert desRegularisierungparametersoptimistischβmax õ 2 ö 7
ab,wohingegenwir im letzterenFall, zur Erinnerung,βmax õ 4 ö 0 erhaltenhaben.

Betrachtenwir jetzt die in der Abbildung 10.43auf Seite291 grafischwiedergegebenen,zu der Tabelle
10.23korrespondierenden,numerischenErgebnisse,soerkennenwir: beiβ õ 2 ö 7,demoptimistischenWert
für βmax, sindin denGraphenbereitsdeutlichderEinflußderDatenfehler, in Form von Oszillationen,zu
erkennen.Bei β õ 2 ö 8, alsonachderminimalenVariationvon ∆β õ 0 ö 1, sinddie Graphenbereitswieder
vollständigdurchdenDatenfehlereinflußdominiert.

Tats̈achlich müssenwir die Anzahl MD der Datenpunkteerheblicherhöhen,und auchdasIntervall der
Datenvergrößern,um denWert desmaximalmöglichenParameterzu erhöhenund so demWert βmax
für kontinuierlicheDatennäherzu kommen.In derTabelle10.24sinddie Ergebnisse,alsodie Fehler, des
Datensatzesmit MD õ 1000und ÷�ø 20ù 20ú wiedergegeben;wir habenalsogrobdieDatenzahlverzehnfacht
unddasIntervall verdoppelt.

β û Wth
β ø W1

β û 2L2 û Wth
β ø W2

β û 2L2 ε2
1 ε2

2

2 ö 9 0 ö 0002 0 ö 0067

3 ö 0 0 ö 0025 0 ö 1162

3 ö 1 0 ö 0440 2 ö 3685
5 ö 35 ü 10ý 13 4 ö 68 ü 10ý 13

3 ö 2 0 ö 8248 48ö 50

Tabelle10.24:DifferenzzwischenWth
β undjeweilsW1

β undW2
β undjeweiligemDatenfehler:MD õ 10000

Wiederumsehenwir, daßwir, trotz dersobewirktenVerkleinerungdesDatenfehlers,immernochnicht an
denWert für kontinuierlicheDatenherankommen,sondernderDatenfehlerdieNumerikvorherdominiert.
AusderTabellelesenwir, genauervermutenwir, wobeidieVermutungdurchdiezurjenerkorrespondieren-
denAbbildungsogleichbesẗatigt wird, alsMaximalwertefür W1

β βmax õ 3 ö 0 undfür W2
β βmax õ 2 ö 9 ab.

Auffällig ist nochandenWertenderTabelle,daßdiesmaldieRegularisierungderRealteilgleichungmargi-
nal stabilerist alsdie der Imagin̈arteilgleichung,wohingegenwir bishergeradedasumgekehrteVerhalten
beobachtet116 haben.

Sohabenwir nun in derAbbildung10.44die zur Tabelle10.24geḧorendennumerischenErgebnissegra-
fischwiedergegeben.Grunds̈atzlichbeobachtenwir nichtsneuesin jenerAbbildung,dennwir sindbereits
mit denUmstandvertraut,daßbeieinerkleinenVariationdesParametersβ derDatenfehlereinfluß,eventuell
bereitsvorherschwacherkennbar, drastischanDominanzgewinnt, entsprechendderqualitativenVorhersa-
gederAbscḧatzung117 (9.127).Und tats̈achlichmüssenwir, unterBeibehaltungder Intervallänge,für die
AnzahlderDatenpunkteMD õ 40000wählen,umdieErgebnissederRegularisierungderkontinuierlichen
zu reproduzieren,sowohl bez̈uglich desmaximalenRegularisierungsparametersβmax als auchbez̈uglich
derQualiẗat, wobei im RahmendesNumerikfehlersbei

”
doppeltgenauen“ Daten,die quantitativenWerte

der Regularisiertendannebenfalls reproduziertwerdenden.Obwohl wir alsobei der Regularisierungder
Real-und Imagin̈arteiligenprinzipiell, bez̈uglich desRegularisierungsparameters,weiter kommenalsbei
derRegularisierungderKomplexwertigen,ben̈otigenwir beiderletzterenwenigerDaten,umdieRegulari-
sierungderKontinuierlichenzu reproduzieren.DiesesErgebnislegt denpessimistischenSchlußnahe,daß
wir aufderBasisrealistischerDatens̈atzeauchbeiderRegularisierungdesReal-unddesImagin̈arteilseine
zugrundeliegendeDeltadichtenicht identifizierenwerdenkönnen.

Als nächstessollendeswegenfehlerbehaftete,d.h.stochastischgesẗorte,Datens̈atzebetrachtetwerden,wo-
beiwir zuerstdenzuletztverwendetenDatendiesenFehlerderartaufpr̈agenwollen,daßwir einenmittleren

keineweiterenFehlerbesitzenmögen,d.h.die Datenansonstenungesẗort seinmögen.

116siehedie ErgebnissedesAbschnitt10.4

117sieheAbschnitt9.3.2,Seite170
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relativenFehlerim Promillebereich118 erhalten.

β þ Wth
β ÿ W1

β þ 2L2 þ Wth
β ÿ W2

β þ 2L2 ε2
1 ε2

2

1 � 5 0 � 00036 1 � 46 � 10
� 05

1 � 6 0 � 00293 9 � 15 � 10
� 05

1 � 7 0 � 02728 0 � 00109 1 � 85 � 10
� 06 1 � 41 � 10

� 07

1 � 8 0 � 22961 0 � 01760

1 � 9 1 � 75564 0 � 25606

Tabelle10.25:DifferenzzwischenWth
β undjeweilsW1

β undW2
β undjeweiligemDatenfehler:MD � 10000,

σrel
� � 0 � 04 � 0 � 02� %

DieTabelle10.25listetwieder, wiemittlerweileüblich,dierelevantenFehlerderRegularisierungdiesesDa-
tensatzesauf.Esfällt auf,daßsichdiequadratischeDatenfehlerε1 undε2 in einerGrößenordnungvonein-
anderunterscheiden,obwohl beibeidendermittlererelativeDatenfehlertats̈achlichσrel

� � 0 � 04 � 0 � 02� %
betr̈agt.Diesesist abereinnurscheinbarerWiederspruch,dadieStandardabweichungdesmittlerenFehlers
selberbei 50% liegt. Wir habenaber, waswir an dieserStelleerstbemerken wollen, absichtlicheineso
breiteStreuungum denmittlerenrelativenFehlerzugelassen,um damiteinenderdenkbarenungünstigen
FällenfehlerbehafteterDatenzusimulieren.Ohnedaswir in dieserArbeit explizit daraufeingehenwollen,
sinddie ErgebnissefehlerbehafteterDaten,die eineweitausgeringereStreuungum derenmittlerenrelati-
venFehleraufweisen,vollkommenanalogzu denhier vorgestellten;ausschlaggebendscheintdasmittlere
Fehlerniveauzusein.

Betrachtenwir nun die Tabelle10.25:wir sehendeutlich,daßdie Regularisierungder Imagin̈arteil- ge-
gen̈uberder der Realteilintegralgleichungsich bez̈uglich desangegebenenFehlersgünstigerverḧalt. Wir
wollen daraufhinweisen,daßwir ein ähnlichesVerhaltenbereitsim Abschnitt 10.4 beobachtethaben,
so daßwir die

”
günstigere“ regularisierteW2

β gegen̈uberW1
β nicht allein durchdengeringerenFehlerε2

erklärenkönnen.Betrachtenwir jetzt die Abbildung10.45auf dernächstenSeite(zur Tabellekorrespon-
dierende),so relativiert sich dasbessereFehlerverhalten,und die so geweckteHoffnung auf ein grafisch
qualitativ besseresErgebniswird sofortzunichte.Wie bereitsausderTabelle10.25ablesbar, kommenwir
bei W2

β mit demRegularisierungsparameterzwar (marginal) höherals bei W1
β , und dementsprechenddo-

miniert der Datenfehlersp̈ater, dochsind die Graphender Regularisiertenqualitativ119 gleich.Aufallend
an denGraphenvon W1

β undW2
β ist dasjetzt unterschiedlicheVerhaltenbei demWeg zur Dominanzdes

Datenfehlers:wärendbei W1
β in der Flanke bei negativen t-Wertendie Oszillationenbeginnenund sich

dannzumMaximumder regularisiertenfortpflanzen,beginnendieseOszillationenbeiW2
β bereitsum das

Maximum.DaswesentlicheErgebnishier ist jedoch,ebensowie bei denentsprechendenDatensatzderre-
gularisiertenWβ derkomplexwertigenGleichung,daßsichbereitsein Fehlerim Promillebereichdrastisch,
im Vergleichmit reinenkontinuierlichen

”
doppeltgenauen“ Daten,auf die regularisierteLösungauswirkt,

so daßeineAnnäherung,geschweigedenneineReproduktion,der regularisiertenkontinuierlichenDaten
bereitsnicht mehr- odernur sehrschwer- möglich ist. Diesesseieindrucksvoll mit derAbbildung10.46
demonstriert,in derwir die kontinuierlichen,anfänglich

”
doppeltgenauen“ Datenauf die selbenArt und

Weise120 einenstochastischennumerischenFehleraufgepr̈agthaben,sodaßwir wiedereinenmittlerenrela-
tivenFehlervonσrel

� � 0 � 04 � 0 � 02� %erhaltenhaben.Die Datenfehlerbetrugen̈ubrigensε2
1
� 1 � 89 � 10

� 06

undε2
2
� 1 � 46 � 10

� 07, d.h.dieseentsprachensogarfastdenDatenfehlerdesdiskretenSatzes.Vergleichen
wir die GraphenderbeidenAbbildungen10.45und10.46,sokönnenwir in jenenkeinequalitativeUnter-
schiedefeststellen;somitbesẗatigt sichhier daspessimistischeUrteil.

118Esist unsbewußt,daßein derartigeDatensatzexperimentellsowohl bez̈uglich derDatenanzahl,aberinsbesonderebez̈uglich des
Fehlerniveaus,nurschwerrealisiertwerdendürfte.

119Dieseslegt, bei einerkritischenBetrachtung,bereitsdie WertederTabellenahe.

120Tats̈achlichhandelteessich dabeium die gleiche,von t-abḧangige,gleichverteilte Zufallszahlenfunktion,die wie auchbisher
verwendethaben;für Detailsdiesernumerischenstochastischenseiauf [PTVF92,Sto99] verwiesen.
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Betrachtenwir nun die RegularisierungeinesrealistischenDatensatzes,mit denkonkretSatzparametern
MD � 1024im Intervall ��� 10; 10 undeinemmittlerenrelativenFehlerσrel �"! 4 # 0 $ 2 # 0% %,alsodemglei-
chenDatensatz,denwir bei derentsprechendenRegularisierungderKomplexwertigenbenutzthabenund
derenErgebnisse,zur Erinnerung,in denAbbildungen10.41auf Seite289und10.42grafischdargestellt
sind. Wir habenunsentschieden,diesenDatensatznun zu betrachten,da die Ergebnisseder Datens̈atze,
derenAnzahl an DatenpunkteMD höhersind und derenFehlerniveaugeringersind, zwischendeneben
unddenjetzt betrachtetenSätzenliegenwerden.In diesemSinnestellt der jetzt betrachteteDatensatzden

”
unterenBereich“ dermöglichenErgebnisdar.

β & Wth
β � W1

β & 2L2 & Wth
β � W2

β & 2L2 ε2
1 ε2

2

0 # 5 5 # 95 ' 10( 05 5 # 89 ' 10( 06

0 # 8 0 # 00098 5 # 62 ' 10( 05

1 # 0 0 # 00673 0 # 00037 0 # 0168 0 # 0013

1 # 2 0 # 06142 0 # 00498

1 # 5 3 # 43252 0 # 17752

Tabelle10.26:DifferenzzwischenWth
β undjeweilsW1

β undW2
β undjeweiligemDatenfehler:MD � 1024,

σrel ��! 4 # 0 $ 2 # 0% %

In derTabelle10.26habenwir wiederdie relevantenFehlerdieserRegularisierungaufgelistet.Wie bereits
bei der ebenbetrachtetenRegularisierung,weist E2 einenniedrigeren(quadratischen)Fehlerε2

2 auf als
E1. Entsprechendist diehier gemessenenAbweichungdernumerischenRegularisiertenW2

β gegen̈uberder

theoretischenWth
β betragsm̈aßigkleineralsderentsprechendenFehlerderregularisiertenW1

β . Demzufolge

könnenwir ausderTabelleablesen,daßwir beiW2
β bis zu einemhöherenWert desParametersβ gelangen

alsbei W1
β . Kritisch betrachtet,ist derUnterschiedzwischendiesenbeidenParameterwertenjedochrecht

gering, so daßwir bez̈uglich der Qualiẗat der Regularisiertenkeine wesentlichenUnterschiederwarten
dürfen.

Und sozeigendie GraphenderFunktionenW1
β undW2

β , die wir in derAbbildung10.47auf dervorherigen
Seitewiedergegebenhaben,tats̈achlich keinenbeobachtbarenwesentlichenqualitativen Unterschied.Es
fällt wiederauf,daßderDatenfehlereinflußin W1

β sichzuerstbeinegativent-Wertenbemerktbarmachtund

mit wachsenderDominanzsichzumMaximumderFunktionfortpflanzt,wohingegendieserEinflußin W2
β

sich bereitsanfänglichoszillatorischum dasMaximum bemerkbarmachtund sich dementsprechendbei
wachsenderDominanzfortpflanzt.Letztlich ist jedochfestzustellen,daßbeideRegularisierteein nur sehr
starkverschwommenesBild derzugrundeliegendenDeltadichtewiedergeben.Esist sogaraufgrunddieser
Graphenunmöglich zu entscheiden,ob essich jetzt bei der theoretischen,zugrundeliegendenDichte um
eineGauß-odereineDeltadichtehandelt.Zus̈atzlich sei erwähnt,daß,aufgrundder niedrigenWertedes
Regularisierungsparameters,wir jetzt selbstversẗandlicheventuelleFeinstrukturender zugrundeliegenden
Dichtenochgarnicht feststellenwürden.

Bedauerlicherweisëandertsichdie Qualiẗat derRegularisiertenbei einerErhöhungderDatendichtenicht,
waswir mit derderAbbildung10.48auf dervorherigenSeitedokumentierenwollen. Dort habenwir die
ErgebnissedesDatensatzesmit MD � 10000,unterBeibehaltungder Intervallänge121 und desFehlerni-
veaus,abgebildet.Trotz der fast zehnfachenDatenmenge,könnenwir offensichtlichkeinenqualitativen
Unterschiedzu denErgebnissenderRegularisierungdesDatensatzesmit MD � 1024erkennen.Wir erin-
nernuns,daßwir diesesVerhaltenbereitsbei einemFehlerniveauim Promillebereichbeobachtetethaben,
sodaßunsdiesesjetztauchnicht mehrverwundert.

Letztendlichlassendie ErgebnissealsodaspessimistischeUrteil derUnmöglichkeit der, auf denregulari-
siertenW1

β undW2
β basierenden,IdentifizierungeinerDeltadichtezu. Fassenwir diesesmit demErgebnis

121Wir wollen erwähnen,daßeineVergrößerungderIntervallängewederdie Qualiẗat derRegularisiertennochdenWert desmaxi-
malenRegularisierungsparametersmerklichbeeinflussen.
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der Untersuchungender regularisiertenWβ der Komplexwertigenzusammen,so heißtdaspessimistische
Urteil122:

Ergebnis2
Die zweifelsfreie,aufdenregularisiertenWβ, W1

β undW2
β basierende,Identifizierungeinerzugrundeliegen-

denDeltadichterespektivedie Unterscheidungvon einerGaußdichteist nicht möglich.

Die ernüchterndenKonsequenzendeszusammenfassendenErgebnisses2 sind, daßwir generellnur mit
grobenNachbildungender zugrundeliegendenDichte, die man auchals

”
unscharf“ oder

”
verwaschen“

bezeichnenkönnen,rechnendürfen und daßso detailierte,scharfeStrukturennicht respektive dement-
sprechendschlechtoder kaum aufgel̈ost reproduziertwerdenkönnen.Dieseswird sich in den weiteren
Untersuchungennochbesẗatigen,wobei diesespessimistischeUrteil sich nicht auf dasbisherbetrachtete
Regularisierungsverfahrenbeschr̈ankenwird, sondernauchüberdiezumVergleichherangezogenenerwei-
tertwerdenkann.

10.5.2 DasCole-DavidsonModell

DasnächsteModell,daswir separatundetwasdetailierterbetrachtenwollen,ist dasCole-DavidsonModell.
Wie wir bereitsim Abschnitt10.4.4bemerkthaben,lesenwir ausdenin der Tabelle10.19aufgelisteten
GrenzendesRegularisierungsparametersbei kontinuierlichenDatendie Unmöglichkeit derzweifelsfreien
IdentifizierungdesCole-DavidsonModells ab. Diesesgilt für die regularisiertenW1

β undW2
β und insbe-

sonderefür dieregularisierteWβ derKomplexwertigen.Dementsprechendwerdenwir dieRegularisierung
der komplexwertigenIntegralgleichung nur kurzbehandeln.

Und so habenwir in der Abbildung 10.49auf der nächstenSeitedie Ergebnisseder Regularisierungdes
diskretenDatensatzesmit MD ) 10000unddemIntervall *�+ 20;20, , bei ansonstenalsfehlerfreibetrachte-
tenDaten,wiedergegeben.Für denModellparameterderCole-DavidsonDichtewähltenwir exemplarisch
α ) 0 - 5; die Ergebnissebei anderenWertendiesesParameterssind vollkommenäquivalent.DieserDa-
tensatzist übrigensder

”
Minimale“ , mit demwir die ErgebnissederRegularisierungkontinuierlicherDa-

tenquasireproduzierenkönnen,d.h bis zummaximalenWert βmax ) 1 - 3 tats̈achlichdie Regularisierung
betreibenkönnen.Andersals bei denbisherigenAbbildungen,habenwir uns jetzt entschlossen,nur die
regularisierteWβ )/.10 Wβ anzugeben,dader Imagin̈arteil, 243 Wβ, keineneuenInformationenentḧalt. Wir
bisher, könnenwir ausdiesemaufgrundeinercharakteristischenoszillatorischenStruktur, wie wir diesebe-
reitsin anderenFällenbeobachtethaben,dieDominanzeinessystematischennumerischenFehlersablesen.
AnstellederFunktion 243 Wβ, habenwir unsentschlossen,die

”
urspr̈ungliche“ Dichte pCD anzugeben,die

wir ausWCD abgeleitethaben123.

DaspessimistischeUrteil zur Möglichkeit eineIdentifizierungderCole-DavidsonDichtewird offensicht-
lich durchdie diskretenDatenbesẗatigt. Wenigerdie Notwendigkeit einesrelativ großenDatensatzesmit
MD ) 10000,sonderndie Qualiẗat dererhaltenenRegularisiertensindderGrundfür die Besẗatigung:die
schwacheDivergenzder Dichte pCD wird durchdie regularisiertepβ nicht mal ansatzweisebeschrieben,
d.h. ausder alleinigenKenntnisder regularisiertenwürdenwir nicht mal diesespathologischeVerhalten
der zugrundeliegendenvermuten.Desweiteren̈uberlagerndie oszillatorischenEinflüssedesDatenfehlers
die Regularisiertederart,daßdie schwacheDivergenzfür τ 5 0, die offensichtlichdurchdie theoretische
regularisierteexakt nachgebildet124 wird, sieist zwar zu identifizieren,dochderExponentjenerDivergenz
kannkaumermitteltwerden.

122Essei jedochandiephilosophische,erkenntnistheoretische Bemerkungauf Seite283erinnert.

123Zur Erinnerung:perdefinitionemist die regularisiertedurch

pβ 6 τ 798 wβ 6 τ 7;: τ
gegeben.

124sieheauchdie Ausführungenim Abschnitt9.5.2,Seite213undinsbesondereAbbildung9.27
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NachdenderbisherigenErgebnissendieserArbeit, ist esklar, daßwir qualitativ bessereregularisierteWβ,
auf der BasisfehlerbehafteterDaten,nicht werdenerhaltenkönnen.Die Abbildung 10.49charakterisiert
im diesenSinnedie bestm̈oglichenApproximationenderCole-DavidsonDichte,diewir mit denkomplex-
wertigenphänomenologischenAnsatzauf derBasisdiskreterDatens̈atzeüberhaupterhaltenkönnen.Wir
wollen deswegendiesenjetzt nicht weiteruntersuchen,sondernunsgleichderRegularisierungder Real-
und der Imaginärteilintegralgleichung zuwenden.

So habenwir jetzt die Ergebnisseder regularisiertenW1
β undW2

β , auf der Basisdesexakt gleichen,obi-
genDatensatzes,in derAbbildung10.50auf dernächstenSeitewiedergegeben.Wir wollen erwähnen,daß
wir auchhier mindestenseinenDatensatzmit MD I 10000ben̈otigen,um überhauptin der Gegenddes
maximalenβmax derkontinuierlichen,

”
doppeltgenauen“ Datenzu gelangen.Wie wir an der Abbildung

10.50erkennen,gelangenwir mit diesemDatensatzbis zudemParameter, denwir beiderRegularisierung
kontinuierlicherDatenerhaltenhaben.Vergleichenwir die Abbildung mit der entsprechendender konti-
nuierlichenDaten,Abbildung10.32auf Seite273,sostellenwir erstaunlicherWeisedieselbeQualiẗat der
Regularisiertenfest.DiesesscheinteinerfreulichesErgebnisdarzustellen,dochsolltenwir nichtvergessen,
daßdie GrößedesDatensatzesMD I 10000eineexperimentelleAusnahmebildendürfte125.

Nachdemwir nun demonstrierthaben,daßwir mit diskreten,ansonstenals fehlerloszu betrachtenden,
Datens̈atzenprinzipiell denMaximalwertβmaxerreichenkönnen,wollenwir unsjetztwiederdenAuswir-
kungendesDatenfehlerszuwenden.Entsprechendder bisherigenUntersuchungen,prägenwir demeben
benutztenDatensatznuneinennumerischstochastischenFehlerderartauf,daßdermittlererelative Fehler
derDatenim Promillebereichliegenmöge.

β J Wth
β K W1

β J 2L2 J Wth
β K W2

β J 2L2 ε2
1 ε2

2

1 L 2 0 L 0989 0 L 0991

1 L 4 0 L 0923 0 L 0927

1 L 6 0 L 0888 0 L 0889 3 L 48 M 10N 06 8 L 66 M 10N 08

1 L 7 0 L 1080 0 L 0915

1 L 8 0 L 3153 0 L 1141

Tabelle10.27:DifferenzzwischenWth
β undjeweilsW1

β undW2
β undjeweiligemDatenfehler:MD I 10000,

σrel I�O 0 L 04 P 0 L 02Q %

In der Tabelle10.27habenwir jetzt die, in der numerischapproximiertenL2-Norm gemessenen,Daten-
undRegularisierungfehleraufgelistet;genauerhabenwir denAusschnittum dasMinimum desgesamten
Regularisierungfehlers,bei derVariationdesParametersim Intervall R 1 L 0;2 L 0S , wiedergegeben.Auffallend
ist, daßdieDatenfehlerε2

1 undε2
2 beinaheumeineGrößenordnungauseinanderliegen;dermittlererelative

Fehlerbetr̈agtbeibeidenjedochdenangegebenenWert.

Aus der Tabelle lesenwir als Wert für β, bei dem der Regularisierungsfehlersein Minimum annimmt.
β I 1 L 6 ab. Wir habenjetzt in derAbbildung 10.51auf Seite302sowohl die Graphender regularisierten
W1

β undW2
β bei diesemWert alsauchdie GraphendesjenigenMinimalwertes,bei demin jenennochkein

Datenfehlereinflußzuerkennenist, abgebildet.

Esfällt wiederdasleichtunterschiedlicheVerhaltenbeiderRegularisierungderReal-undderImagin̈arteil-
gleichungauf: esscheintsozu sein,daßdie Regularisierungder Imagin̈arteilgleichungnumerischstabiler
alsdiederRealteilgleichungist. Dawir diesesVerhaltenauchbeiderRegularisierungderkontinuierlichen
Datenbeobachtethaben,könnenwir diesesnicht einfachauf denUnterschiedder Datenfehlerε2

1 und ε2
2

zurückführen.

DaswesentlicheErgebnisderAbbildung10.51ist jedochdie BesẗatigungderBeobachtung,daßselbstein
Fehlerim Promillebereichsichdrastischauf dasEndergebnisderRegularisierungauswirkt.Der maximal

125siehediesbez̈uglich [Bec88, CC41, DC51, WW99]
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möglicheParameter, biszudemwir einenochbrauchbareRegularisierteerhalten,ist drastischvonβmax �
3 � 8aufβmax � 1 � 6gesunken.Desweiterensehenwir anhandderregularisiertenW1

β beiβ � 1 � 6,alsobeiden
Wert desRegularisierungsparameters,bei demder quadratischeFehlerder Regularisiertenminimal wird,
daßdiesenicht die glattestezu seinbrauchtrespektive dort bereitsder Einfluß desDatenfehlersdeutlich
erkennbarseinkann.DiesesverwundertunsaufgrundderNaturderNorm,in derwir denFehlerangegeben
haben,auchnicht.

Wendenwir unsjetzt,dieseUntersuchungennunabschließend,wiederderRegularisierungeinessimulier-
tenDatensatzeszu,wie jenerin derPraxisrealisiertwerdenkönnte.Konkretbetrachtenwir denDatensatz
mit MD � 101 im Intervall ��� 10;0� und einemmittlerenrelativen Fehlerσrel ��� 0 � 5 � 0 � 2� %. Die Mo-
dellparameter126 derDichteWCD sindwiederα � 0 � 5 undτ0 � 1 � 0 gewesen.Wir habendiesenDatensatz
in derAbbildung10.53auf dervorherigenSeitegrafischdargestellt.Hierbeisind,wie die Legendeesuns
verrät, die durchgezogeneLinie die theoretischen,fehlerfreienFunktionenE1 undE2 unddie Sternesind
diesimuliertenMeßwerte.TrotzdesgeringenrelativenFehlers,könnenwir bereitsvisuelleinegeringeAb-
weichungderDatenpunktevonderExaktenerkennen,insbesonderein denBereich,indemdie theoretische
E1 ihren

”
Plateauwert“ Einsbei t � ∞ annimmt.

β � Wth
β � W1

β � 2L2 � Wth
β � W2

β � 2L2 ε2
1 ε2

2

1 � 0 0 � 1070 0 � 1072

1 � 2 0 � 0981 0 � 0982

1 � 4 0 � 1087 0 � 0926
1 � 04 � 10� 05 5 � 22 � 10� 06

1 � 6 0 � 5615 0 � 1110

Tabelle10.28:DifferenzzwischenWth
β und jeweils W1

β undW2
β und jeweiligem Datenfehler:MD � 101,

σrel ��� 0 � 4 � 0 � 2� %

Die Tabellelistet die unsinteressierendenFehler, in dernumerischapproximiertenL2-Norm gemessenen,
derRegularisierungsowiedieDatenfehlerauf.Konkretist dieTabellewiedereinAusschnittderErgebnisse,
die bei derVariationdesParametersβ im Intervall � 1 � 0;2 � 0� erhaltenwordensind.Wir lesenalsdenWert,
bei demder Regularisierungsfehlerjeweils seinMinimum annimmt,für beideRegularisierteβ � 1 � 2 ab.
Wir wollen nochkurz daraufhinweisen,daßderbeginnende,drastischDatenfehlereinflußbeiW1

β sichbei
denWert β � 1 � 6 bereitsandeutet.

Die zurTabelle10.28geḧorendenAbbildungensindjetzt 10.52auf Seite303und10.54aufdervorherigen
Seite.In derersterensind,wie bisherüblich,dieErgebnissefürW1

β undW2
β , verglichenmit derzugrundelie-

gendenexaktenWCD, grafischdargestellt.Wir habenhiersowohl dasErgebnisfür denWertβ � 1 � 2,beidem
alsoderRegularisierungsfehlerminimal wird, und jeweils dasErgebnisfür denWert angegeben,bei dem
wir nochkeinenbzw. einensichgeradezu beginnenabzeichnendenDatenfehlereinflußerkennenkönnen;
andersausgedr̈ucktzeigenwir dasErgebnisfür denWertdesRegularisierungsparameters,denwir nachdem

”
trial anderror“ Verfahren127 erhaltenhaben;hier liegendie beidenWertedesRegularisierungsparameters

alsodichtbeieinander, einUmstand,derunsaufgrunddesexponentiellenEinflussesdesDatenfehlersnicht
verwundert.

Bereitsan denin der Tabelle10.28wiedergegebendenBereichsdesRegularisierungsparametersfällt uns
auf,daßsichjenerParameterbereich,in denwir akzeptableregularisierteLösungenerhalten,diedurchden
Datenfehlereinflußnichtvöllig korrumpiertsind,sichnurgeringf̈ugigvondenentsprechendenBereichdes
obendiskutiertenDatensatzesmit MD � 10000und,wichiger, mit einemrelativenFehlerim Promillebe-
reichunterscheiden.Tats̈achlichähneltsichdieQualiẗatderRegularisiertenauffällig.

In derAbbildung10.54aufdervorherigenSeitehabenwir dieausdenregularisiertenW1
β undW2

β abgeleite-
te regularisiertender

”
urspr̈ungliche“ Dichte pCD abgebildet.Sinddie RegularisiertenderAbbildung10� 52

126Wir wiederhohlen,daßdieErgebnissefür andereWertederModellparametervollkommenäquivalentsind.

127sieheAbschnitt8.1
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bereitsvon einerernüchterndenQualiẗat, so lassendiejenigender regularisiertenderDichte pCD quasidie
Hoffnungauf die Möglichkeit der IdentifizierungjenerDichte fahren:esist offensichtlich,daßwir allein
ausdenRegularisiertendie Cole-DavidsonDichtenicht identifizierenkönnen,ja esist geradeso,daßwir,
wennwir diezugrundeliegendenichtkennenwürden,überhauptnichtaufdie Ideekommenwürden,daßes
sichhierumdasCole-DavidsonModell handelt,dadieseapproximiertenkeinAnzeichneneinerschwachen
Divergenzaufweisen;betrachtenwir dieDichtendesHavriliak-NegamiModells128, sowürdenwir ausden
regularisiertenLösungeneheraufdiesesModell schließen.

10.5.3 Fazit der Numerik diskreter Daten

Eswärenunmüßig,die RegularisiertenweitererDatens̈atzezu präsentieren:erhöhenwir denDatenfehler,
sokönnendie Lösungenoffensichtlichqualitativ nicht besserwerden.EinenochmaligeVerringerungdes
Datenfehlersist insbesondereaufgrundderexperimentellenMöglichkeitenkeinesinnvolle Alternative,und
andererseitshabenwir in denhinter unsliegendenUntersuchungendenbereitsdrastischenEinfluß eines
relativenDatenfehlersim Promillebereichdemonstriert.Einzig die VariationderDatendichtescheintnoch
sinnvoll zu sein,dochdemonstriertderebendiskutierteDatensatz,daßdie dominanteFehlerquellein der
Regularisierungder Fehlerder Numerik und insbesondereder stochastischeDatenfehlerzu seinscheint.
Im Laufe der nochverbleibendenUntersuchungenwerdenwir nochkurz die Ergebnissefür einigeande-
re Datens̈atze,die einegeringereDatenzahlaufweisen,präsentieren.Nichtsdestotrotzwollen wir darauf
hinweisen,ohnedaswir diesesanhandvon numerischenErgebnissendetailiert129 belegenwollen,daßein
Datensatzmit MD � 100 nicht zu empfehlenist; die Numerik könnte,bezogenauf einenäquivalenten
Datensatzmit MD � 100, sonstzu schnellinstabilewerden,wobei dieseGefahr inbesonderebei einem
mittlerenrelativenFehlerim Prozentbereichbesteht.

Bei derRegularisierungdiskreterDatens̈atzekönnenwir zuersteinmaldieprinzipielleMöglichkeit derRe-
produktion130 der Ergebnisseder RegularisierungkontinuierlicherDatens̈atzefeststellen,wobei bei der
phänomenologischenIntegralgleichungsogarbereitsein Datensatzmit MD � 1024und ��� 10; 10� aus-
reicht - im Fall der Deltadichte.Diesesgilt, ohnedaßwir esbeweisenwollen, ebensofür alle weiteren
Dichten,diekeinenumerischenPathologienaufweisen,insbesonderealsfür die Cole-Cole-unddie Gauß-
dichte.Beim Cole-DavidsonModell ben̈otigenwir, um mit denRegularisierungsparameterin denBereich
der Kontinuierlichenzu gelangen,im GegensatzdazueinenDatensatzmit MD � 10000,unterBeibehal-
tungderIntervallänge,denwir ebensogenerellbeidenIntegralgleichungendesReal-unddesImagin̈arteils
ben̈otigen.

AuchwenneinDatensatzmit derGrößenordnungvon jeweils10000Datenpunktenexperimentellnichtun-
bedingtrealistischzuseinscheint,relativiert sichdiesesErgebnissobaldwir Datens̈atzemit einemmittleren
relativen Fehlerim Promillebereich betrachten:unabḧangigvon der zugrundeliegenden(Modell-)Dichte
wirkt sich dieserFehlerbereitsderartdrastisch unddestruktivin der Regularisierungaus,so daßwir mit
denRegularisierungsparameternurnochin denBereichb � 2 � 0 gelangen.Manmögejetzteinwenden,daß
unsereDatens̈atze,da jeneeinesehrbreitenStreuungdesrelativenFehlersaufweisen,zu sehrverrauscht
warenunddie experimentellenBegebenheiteneventuellnur ungen̈ugendmodellierenwürden.Dazuist zu
sagen:Untersuchenwir den Einfluß desDatenfehlersmit Datens̈atzen,die eine geringereStreuungum
derenmittleren relativen Fehleraufweisen,so sind dieseErgebnissemit denhier vorgestelltenvollkom-
menqualitativ und,im RahmendermöglichennumerischenGenauigkeit, bezogenauf denDaten-undden
numerischenIntegrationsfehlerbei der Integration überstarkoszillierendeFunktionen,sogarquantitativ
äquivalent.Ausschlaggebendscheintsomitnur dasmittlere Fehlerniveauzu sein.Desweiterenwollen wir
auf die IrrelevanzdiesesArgumentesbei Fehlernim Promillebereichhinweisen:selbstbei einerStreuung
um 100%wärederDatenfehlerimmernochnicht mehrals

”
einnumerischesRauschen“ .

128sieheAbschnitt3.4,Abbildung3.2aufSeite41

129Diesessoll schonalleinum dieArbeit in einennochertr̈aglichenUmfangzuhaltennichtdetailiertausgef̈uhrt werden.

130Dieseist naẗurlich mit deneinerentsprechendhohenAnzahlundeinerentsprechendniedrigenDatendichteimmergegeben,doch
soll eshier um derartige

”
pseudokontinuierliche“ nichtgehen.
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DerGrund,daßwir dieaufDatens̈atzen,dieeinebreiteVariationdesrelativenFehlersaufweisen,basieren-
deErgebnissehier präsentierthaben,undnochpräsentierenwerden,ist, daßjeneDatens̈atzeexperimentell
vielleichtgarnichtsounrealistischsind.Betrachtetmanjenegenauersostelltmanfest,daßdieseVariation
durchdie Datenpunkteerzeugtwird, bei denendie VorgegebenensehrkleineFunktionswerteoder, wie im
Fall vonE1, einen(asymptotische)Konstanteannehmen.Undim GegensatzzueinerexperimentellenSitua-
tion, sosolltenwir nicht vergessen,sindwir hier in derLage,denmathematischenexaktenFehlerangeben
zu können.Desweiterenkönnenwir, falls die Argumentenicht überzeugen,die Datens̈atzebez̈uglich der
Variationalsdie

”
schlimmstenmöglichenFälle“ betrachten.

NebendemErgebnis131 derUnmöglichkeit derIdentifizierungeinerzugrundeliegendenDeltadichte,ist ein
weitereswesentlichesFazit dieserUntersuchungenjedoch,daßdaspessimistischeUrteil überdie Identifi-
zierungderCole-DavidsonDichtebesẗatigtwird. Wir könnenalsoformulieren:

Ergebnis3
Die auf den regularisiertenWβ, W1

β und W2
β basierendeIdentifizierungeineszugrundeliegendenCole-

DavidsonModellsist nicht möglich.

Wenn uns auchdaspessimistischeUrteil bez̈uglich der Deltadichtevon erkenntnistheoretischer132 Sei-
te nicht zu stören braucht,so ist diesesUrteil von größererBrisanz,insbesondereaufgrund,der bereits
oftmalserwähnten,Bedeutungder Cole-DavidsonDichte bei der Interpretationvon Meßwerten:mit der
Unmöglichkeit der Identifizierungverliert dasModell letztendlichseineBedeutung,seineninterpretato-
rischenund erkenntnistheoretischen133 Wert. Letztendlichwird dasCole-DavidsonModell, insbesondere
in dernumerischenAuswertung,wie wir jetzt deutlichgezeigthabensollten,durchdasHavriliak-Negami
Modell aufgehoben;letzteresist bekanntlichebensoein phänomenologisches.

Wir wollen nun die Untersuchungenzum Cole-DavidsonModell abschließen,wobei wir nocherwähnen
wollen,daßestats̈achlichAutoren134 gibt, diedie in ihrer Gesamtheitwiedergegebenenregularisiertender
Cole-Davidson Dichte als

”
gute Reproduktionen“ bezeichnenwürden.Wie man auf ein derartigesdefi-

zitäresUrteil kommenkann,mögeeinGeheimnisdieserAutorensein.

10.6 Der Vergleich verschiedenerRegularisierungsverfahren

In diesemAbschnitt sollenalsoverschiedeneRegularisierungsverfahrenmiteinanderverglichenwerden.
Konkretwollen wir dasregularisierendeKerneverwendendeVerfahren,alsodasvon unsbehandelte,mit
dem

”
Standardverfahren“ in derRegularisierung,derTikhonov-PhillipsRegularisierung135undderLandweber-

Iteration136, wobeiletztereseinBeispieleines,zumindestin derphysikalischenLiteratur, wenigerbeachte-
tesist.Die letztenbeidenVerfahrenwendenwir in derenFormulierungalsinverseFourier-Transformationen
an,waszur Konsequenzhat,daßwir in Wirklichkeit nur die IntegralgleichungdesImagin̈arteils137 behan-
delt haben.Die Verfahrensoanzuwendenbringt jedochgroßeVorteilebei dernumerischenRealisierung,
dawir jetztnichtaufwendigerenumerischeExtremalisierungenrespektivenumerischOperatorgleichungen
iterativ lösenmüssen,sonderndie numerischausgereifteund besserkontrollierbare138 schnelleFourier-

131sieheSeite2

132siehedie Bemerkungenauf Seite283

133Die phänomenologischeNaturdesCole-DavidsonModellsverbietetvon vornhereineineontologischeInterpretation;siehedazu
[Kan95, Haa83].

134Ein ähnlicherHinweisaufAutorenist in [LBP91] zufinden.

135sieheAbschnitt5.2

136sieheAbschnitt5.4und[Lan51, Lou89]

137Zur Lösbarkeit derImagin̈arteilintegralgleichungsiehewiederAbschnitt2.4.3

138Auchwennwir in dieserArbeit denRechenzeitaufwandnichtbetrachtethaben,soist diesbez̈uglich dieAnwendungderschnellen
Fourier-Transformationein weiteresArgument.
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Transformation139, die wir derKonventionentsprechendmit
”
FFT“ abkürzenwerden,anwendenkönnen.

Zus̈atzlichhabenwir die direkteAnwendungderstabilisierendeñFγ im Fourier-Raum,verglichenmit den
dazukorrespondierendenKernΦ2

γ , untersucht.Wir wollennochdaraufhinweisen,daßwir in denfolgenden
AbbildungenundTabellendieTikhonov-PhillipsRegularisierungdurch

”
TP“ unddieLandweber-Iteration

durch
”
LW“ abkürzenwerden.

Noch eine Bemerkungzu den folgendenPräsentationen:Den Leserwird auffallen, daßwir nicht mehr
zu jederAbbildungdie dazugeḧorendenTabellemit denrelevantenFehlernangegebenhaben.Wir haben
uns daraufbeschr̈ankt, nur noch exemplarischdie Tabellenanzugebenund insbesondereauf diejenigen
verzichtet,derenAussagenbereitsin denanderenTabellenenthaltensind.Ein weitererGrundist, wie wir
bereitsandenvorangegangenenUntersuchungenablesenkönnen,daßdiequantitativenWertederL2-Fehler
nur bedingtgeeignetsindSchl̈usseüberdie Qualiẗat derRegularisiertenzu ziehen.Diesesliegt, wie schon
einmalerwähnt,in derNaturderL2-Norm.

Vergleichenwir zuerstdiemit denverschiedenenRegularisierungverfahrengewonnenRegularisierteneines
einfachenGaußmodells,daswir in völliger AnalogiezuderGaußschenMollifier-Funktionals

WGauß� t ��� α�
π

exp �¡  α2t2 ¢ (10.19)

formuliert haben.Ebensohabenwir uns der Einfachheitwegen auf die Zentrierungum den Nullpunkt
beschr̈ankt.Es ist klar, daßdie Ergebnissenicht von der LagedesMaximumsder Gaußdichteabḧangen
werden.

Als ersteswollen wir dasobigeGaußmodell(10.19)mit α � 2 £ 0 untersuchen.In derAbbildung10.55auf
dernächstenSeitesindnundie, auf

”
doppeltgenauen“ kontinuierlicheDatenbasierenden,mit denunter-

schiedlichenVerfahrenbestimmteregularisiertenLösungenabgebildet.Konkrethabenwir die Ergebnisse
derdirektenAnwendungdesFiltersim Fourier-Raum,gekennzeichnetmit

”
Gaußfilter-FFT“ , derTikhonov-

Phillips Regularisierung,mit
”
TP-FFT“ gekennzeichnetund desregularisierendenKernsabgebildet.Auf

dieWidergabedesErgebnissesderLandweber-Iterationhabenwir, dadiesesmit demderTikhonov-Phillips
Regularisierungidentischist, derÜbersichtin derAbbildunghalberverzichtet.Ebensoverzichtethabenwir
aufdieAngabederWertedesjeweiligenRegularisierungsparameters,undeindirekterVergleichdiesernu-
merischenWerteist offensichtlichsinnlos.

Wie wir auchnicht anderserwartethaben,unterscheidensichdie Ergebnissederbeidenunterschiedlichen
RealisierungendesGaußfiltersqualitativ nur marginal,wir erhaltenalsmaximalmöglichenWert desRe-
gularisierungsparametersbei der direktenAnwendungalsokeinenanderenals dender regularisierenden
Kerne,undtats̈achlichweisen,vorweggenommen,dieUntersuchungenjenerbeidenAnsätzegenerellkaum
Unterschiedeauf. Insbesonderein Hinblick auf die Praxis,sind somit jenebeidenäquivalent,wasdurch
dasnachfolgendenochbesẗatigt wird. Esverwundertauchnicht wirklich, daßjenebeidenRealisierungen
äquivalenteErgebnisseliefern, da dasProblem,überstarkoszillierendeFunktionenzu integrieren,in der
FormulierungalsinverseFourier-Transformationzwar implizit, abernachwievor enthalten140 ist.

Nachdenumfangreichen,detailiertenundmitunterauchmühevollen Untersuchungen,ist esernüchternd,
die ReproduktionderModelldichtedurchdasTikhonov-PhillipsVerfahrenfestzustellen:in derAbbildung
10.55 könnenwir keinenUnterschiedzwischenden Graphender Modelldichteund der regularisierten
Lösungmehrerkennen.Der in der L2-Norm ausgedr̈uckteRegularisierungsfehlerist hier sogarnur von
derGrößenordnung10¤ 10. Der EinflußdesDatenfehlersist, unddashabenwir bereitsdargelegt141 in der
Tikhonov-Phillips Regularisierungein andererundoffensichtlichderart,daßdiesersicherstbei größeren
FehlernbemerkbarmachtundaufdemNiveau

”
doppeltgenauer“ DatennochkeineRollespielt.Desweite-

renkönnteauchnochdieMöglichkeit einessubexponentiellenFehlereinflussesbestehen.

139siehebeispielsweise[PTVF92,Sto99, SB00]

140Die Problematikder numerischenIntegration überstarkoszillierendeFunktionenwird durchdenAlgorithmusder FFT quasi
verschleiert;siehedazuauch[Sto99, KF87]

141sieheAbschnitt 9.3.2; wir wollen daranerinnern,daßdie dort angegebenenFehlerabscḧatzungdasglobaleFehlerverhalten,
bez̈uglich einerHilbertraumnorm,beschreibtund nur indirekt Rückschl̈usseauf dasin der Numerik beobachtbarelokale Verhalten
zuläßt.
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Zur BeantwortungdieserFragetragennundieAbbildungen10.56aufdernächstenSeiteund10.57aufSei-
te312bei: in derersterenhabenwir dieRegularisierteneinesfehlerbehaftetenDatensatzesmit denSpezifi-
kationenMD ° 1024im Intervall ±�² 20; 20³ undeinemmittlerenrelativenFehlervon σrel °µ´ 0 ¶ 4 · 0 ¶ 2̧ %
wiedergegeben,in derletzterendieRegularisiertendesselbenDatensatzes,jetztmit einemrelativenmittle-
renFehlervonσrel °¹´ 1 ¶ 3 · 0 ¶ 9̧ %.AuchwenndieumGrößenordnungenqualitativ besserenErgebnisseder
Tikhonov-Phillips Regularisierungbei ungesẗortenDatendie Hoffnungauf einegenerellbesserenRepro-
duktionderzugrundeliegendenwecken,zeigendie auf fehlerbehaftetenDatenbasierendenRegularisierten
ein anderesBild: wir erkennenandenAbbildungen10.56auf dernächstenSeiteund10.57auf Seite312,
daßdie Tikhonov-PhillipsRegularisierte,wir habenübrigensgenerelleinenStabilisator142 mit konstanten
KoeffizientenderOrdnungp ° 1 benutzt,zwardieGaußspitze

”
scḧarfer“ wiedergibt alsdiebeidenanderen

Regularisierten,die ein rechtunscharfesBild derGaußdichtewiedergeben,dochist die Tikhonov-Phillips
Regularisiertevon Oszillationen143 überlagert.Ebensokönnenwir in denbeidenAbbildungeneinenleich-
ten UnterschieddesZentrumsder regularisiertenGaußdichtebei der Tikhonov-Phillips Regularisierung
erkennen.Wir werdendieses

”
wandern“ einesZentrumssp̈aterdeutlicherbeobachtenkönnen,wennwir

DoppelgaußModelldichten(kurz)betrachtenwerden.

Bez̈uglich der beidenverschiedenenRealisierungendesGaußfilterskönnenwir dasselbefesthalten,was
wir bereitsbeiderRegularisierungderungesẗortenDatenbeobachtethaben:grunds̈atzlichsindjenebeiden
RegularisiertenvondergleichenQualiẗat,unddieWertedesParametersβ sindvondergleichen144Größen-
ordnung,d.h.jeneWerteweichennur geringf̈ugigvoneinanderab. Und offensichtlichgilt für denWert des

”
trial anderror“ -Verfahrensimmer β º βL2, wobei βL2 denWert, bei demder (gesamte)Regularisierung-

fehler, ausgedr̈ucktdurchdieL2-Norm,seinMinimum annimmt,bezeichnensoll.

142sieheAbschnitt5.2

143DerartigeOszillationenin derTikhonov-Phillips Regularisierungwurdenbereitsbei ähnlichen,starkschlechtgestelltenProble-
menbeobachtet;siehedazuauch[AT77, Gro84, Lou89, TGSY95]

144Würdenwir sämtlichuntersuchtenModelleundderenverschiedenenParametervorstellen,sowürdedie Arbeit jedesertr̈agliche
Maßsprengen.Sokönnenwir nuraufdasVertrauendesLesershoffen,wennwir derartigeErgebnisseohneweiterenNachweis,außer
dennumerischenin ihrerGesamtheit,angeben.
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β bei

gesẗortenDaten:α Ë 2 Ì 0; MD Ë 1024,σrel Ë�Í 1 Ì 3 Î 0 Ì 9Ï %

Ein weiteresProblembei derTikhonov-Phillips Regularisiertenist nochzu erkennen,nämlichwelcheder
Oszillationentats̈achlichnumerischeArtefaktesind und welcheeventuellStrukturender zugrundeliegen-
denDichtezu reproduzierenversuchen,dadieseOszillationen,im Gegensatzzur Regularisierungmit den
Gaußfilter, immerzubeobachtensind,alsoauchbeieinemhöherenWert145 desParametersβ.

Die Regularisierungsparameterwurdenübrigenssowohl nachdem
”
trial anderror“ -Verfahrenalsauchüber

dasnumerischbestimmteMinimum des(gesamtem)L2-Regularisierungsfehlersbestimmt.Beide Werte
sind hier tats̈achlichidentisch.Die asymptotischenEntwicklungen(9.205)auf Seite184 und (9.206)auf
Seite184 zur

”
quasioptimalen“ Wahl desParametersβ gem̈aßdeserstenmodifiziertenDiskrepanzprin-

zips146 ergebenübrigenseinzu großenWert,beidemderDatenfehlereinflußbereitszustarkdominiert.

In der Abbildung 10.58auf der nächstenSeitehabenwir jetzt die, auf einemDatensatzmit dengleichen
Spezifikationenwie obenundwiederummit einemmittlerenrelativenFehlervonσrel Ë/Í 1 Ì 3 Î 0 Ì 9Ï %basie-
rendenRegularisierteneinerGaußdichte,wobeiderModellparameterjetzt α Ë 3 Ì 0 betrug,wiedergegeben.
Diesmalhabenwir wiederdie relevantenFehlerdieserRegularisierungin der Tabelle10.29aufgelistet.
Wir lesenausderTabelledenminimalenFehlerbei derTikhonov-PhillipsRegularisiertenab. Zu denzwei
verschiedenenWertendesParametersβ bei denbeidenverschiedenenRealisierungdesGaußfiltersist zu
erwähnen,daßwir denWertbeidemregularisierendenKerngem̈aßdes

”
trial anderror“ -Verfahrensgewählt

haben,wohingegenwir derWertbeidemdirektangewandtenGaußfilternachdem,numerischbestimmten,
Minimum desL2-Regularisierungsfehlersgewählt haben.

145Esseidaranerinnert,daßim Tikhonov-Phillips Filter β Ð 0 bei gε Ð g gilt.

146sieheAbschnitt8.2.2und9.5.1
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Verfahren β Ñ WGauß Ò W2
β Ñ 2L2

TP-Filter 0 Ó 004 0 Ó 249

Gauß-Filter 1 Ó 3 0 Ó 411

Gaußkern 1 Ó 1 0 Ó 507

Tabelle10.29:VergleichderDifferenzzwischenWGaußundW2
β beiverschiedenenRegularisierungsverfahren:

α Ô 3 Ó 0, σrel Ô�Õ 1 Ó 3 Ö 0 Ó 9× %

Wiederumzeigtessich,daßdieRegularisiertemit denminimalenL2-Fehlernurbedingtauchdie
”
bessere“

qualitative Approximationdarstellt:Zwar zeichnetdie Tikhonov-Phillips Regularisierteeinendeutlichen
Gaußpeaknach,doch mit einemfalschenZentrum,dasMaximumsder Regularisiertenliegt nicht beim
MaximumderZugrundeliegenden,undist wiederummit Oszillationen̈uberlagert.EinendeutlichenEinfluß
desDatenfehlers,manifestiertebensodurch Oszillationen,weist die RegularisiertedesGaußfiltersauf.
Ziehenwir in der BetrachtungjenernochdasErgebnisdesregularisierendenKernszus̈atzlich heran,so
erkennenwir die numerischartefaktischeNaturderzus̈atzlichenoszillatorischenSpitzenin denGraphen.
ÜbrigensreproduzierenbeideGaußfilterregularisiertedie Stelle desMaximumsder Zugrundeliegenden
korrekt.
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Abbildung10.58:Gaußdichte:Vergleichdermit verschiedenenRegularisierungverfahrengewonnenW2
β bei

gesẗortenDaten:α Ô 3 Ó 0; MD Ô 1024,σrel Ô�Õ 1 Ó 3 Ö 0 Ó 9× %
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NachdemeinfachenGaußmodellwollen wir einebensoeinfachesDoppelgaußModell derForm

WGaußØ t Ù�Ú a
α1Û

π
exp Ü¡Ý α2

1 Ø t Ý t1 Ù 2 Þ�ß Ø 1 Ý aÙ α2Û
π

exp Ü¡Ý α2
2 Ø t Ý t1 Ù 2 Þ (10.20)

mit 0 à a à 1 betrachten.Als ersteskonkretisierenwir dieParameterin (10.20)zuα1 Ú α2 Ú 2 á 0,t1 ÚâÝ 1 á 0,
t2 Ú 1 á 0 unda Ú 0 á 5, alsozweiGaußpeaksmit jeweilsdergleichenBreite.

Die Tabelle10.30listetdieobligatorischenFehlerderauf regularisierendenKernenbasierendenErgebnisse
derBehandlungderReal-undImagin̈arteilintegralgleichungen,wobeiwir zuersteinenreinenDatensatzmit
MD Ú 1024undDatenintervall ãäÝ 20;20å betrachtethaben.

β æ WGauß Ý W1
β æ 2L2 æ WGauß Ý W2

β æ 2L2 β æ WGauß Ý W1
β æ 2L2 æ WGauß Ý W2

β æ 2L2 ε2
1 ε2

2

3 á 0 0 á 0096 0 á 0096 3 á 6 0 á 0053 0 á 0052

3 á 1 0 á 0086 0 á 008 3 á 7 0 á 0069 0 á 0065

3 á 2 0 á 0078 0 á 0078 3 á 8 0 á 0860 0 á 084 0 0

3 á 3 0 á 0070 0 á 0079 3 á 9 3 á 3244 3 á 3244

3 á 4 0 á 0063 0 á 0063 4 á 0 151á 41 151á 41

3 á 5 0 á 0057 0 á 0057

Tabelle10.30: DifferenzzwischenWGauß (Doppelgaußdichte)und jeweils W1
β und W2

β und Datenfehler:
MD Ú 1024

Die Abbildung 10.59auf der nächstenSeitezeigt jetzt die grafischeAufarbeitungder zur Tabelle10.30
geḧorendenErgebnisse.Wir habenunshieraufdieWiedergabederRegularisiertenbeiβ Ú 3 á 6, jenemWert,
bei denenderquadratischeFehlerminimal wird, beschr̈anktundwie nicht anderserwartet,könnenwir die
zugrundeliegendeDichte mit diesemVerfahrennicht vollständigreproduzieren.Die Lösungder direkten
AnwendungdesGaußfiltersim Fourier-Raumist vollkommenäquivalentmit derhier fürW2

β angegebenen,
sodaßwir auf derenWiedergabeverzichtenkönnen.

βTP æ WGauß Ý W2
β æ 2L2 βTP æ WGauß Ý W2

β æ 2L2 ε2
2

5 ç 10è 09 9 á 03985ç 10è 08 1 ç 10è 08 3 á 36783ç 10è 08

6 ç 10è 09 6 á 78715ç 10è 08 2 ç 10è 08 3 á 41492ç 10è 08

7 ç 10è 09 5 á 37796ç 10è 08 3 ç 10è 08 7 á 23693ç 10è 08 0

8 ç 10è 09 4 á 44569ç 10è 08 4 ç 10è 08 1 á 35804ç 10è 07

9 ç 10è 09 3 á 80851ç 10è 08 5 ç 10è 08 2 á 19812ç 10è 07

Tabelle10.31:DifferenzzwischenWGauß (Doppelgaußdichte)undderTikhonov-Phillips regularisiertenW2
β

undDatenfehler:p Ú 1; MD Ú 1024

Nehmenwir nundenobigenDatensatzundwendendie Tikhonov-PhillipsRegularisierungan.Die Tabelle
10.31listet die Regularisierungsfehlerbei VariationdesParameterβTP auf. BereitsaufgrundderWertein
jenerTabellekönnenwir dieReproduktionderZugrundeliegendenvermuten,wasmit derAbbildung10.60
aufSeite316besẗatigtwird. Wie bereitsim Fall dereinzelnenGaußdichte,ist dieTikhonov-PhillipsRegu-
larisierungtats̈achlichin derLage,diesesauf derBasisdiskreter

”
doppeltgenauer“ Datenzu vollbringen.

Abschließendwollen wir die RegularisierungdesansonstenfehlerfreienDatensatzesmit derAnwendung
derLandweber-Iterationbetrachten,derenErgebnissetabellarischin 10.32undgrafischin derAbbildung
10.61aufSeite317wiedergegebensind.Undsostellenwir ernüchternd147fest,daßdieLandweber-Iteration

147Die Ernüchterungist auf denSchwerpunktunsererArbeit bezogen.
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Abbildung10.59:Doppelgaußdichte:RegularisierteW1
β undW2
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Abbildung 10.60:Doppelgaußdichte:Tikhonov-Phillips regularisierteW2
β bei diskretenDaten: p ù 1 ü 0;

MD ù 1024

einderartigenDatenfehlereinflußbesitzt,in denderreineFehler
”
doppeltgenaue“ diskreteDatensichnoch

nicht in derRegularisierungauswirkt.

βLW ý WGauß þ W2
β ý 2L2 βLW ý WGauß þ W2

β ý 2L2 ε2
2

1 ú 1016 2 ü 667 ú 10û 10 6 ú 1016 2 ü 030 ú 10û 10

2 ú 1016 2 ü 094 ú 10û 10 7 ú 1016 2 ü 030 ú 10û 10

3 ú 1016 2 ü 047 ú 10û 10 8 ú 1016 2 ü 030 ú 10û 10 0

4 ú 1016 2 ü 031 ú 10û 10 9 ú 1016 2 ü 030 ú 10û 10

5 ú 1016 2 ü 030 ú 10û 10 1 ú 1017 2 ü 030 ú 10û 10

Tabelle10.32:DifferenzzwischenWGauß (Doppelgaußdichte)und der Landweber-RegularisiertenW2
β und

Datenfehler:p ù 0 ü 8; MD ù 1024

Bevor wir jedochaufgrundderpositivenErgebnissederLandweber-Iterationbei derRegularisierungdis-
kreter, fehlerloserDatens̈atzezu früheuphorischwerden,untersuchenwir jetzt fehlerbehafteteDatens̈atze.

Dazugehenwir wiebisherüblichevor, d.h.wir übernehmen148denebenverwendetenDatensatzundprägen
dieseneinennumerischen,stochastischenFehlerauf.Haltenwir unsjetzt nicht mit denexperimentelleher
unrealistischenFehlernim Promillebereichauf, sondernbetrachtenjetzt sofort einenrelativen mittleren
Datenfehlervon σrel ù�ÿ 1 ü 3 � 0 ü 9� %.

148Wir solltenbemerken,daßwir in denUntersuchungendiesesAbschnittsgenauerdie SpezifikationdesDatensatzes̈ubernommen
haben.Numerischist diesesjedochvollkommenäquivalent.
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Abbildung 10.61:Doppelgaußdichte:Landweber-RegularisierteW2
β bei diskretenDaten:p � 0 � 8; MD �

1024

β � WGauß � W1
β � 2L2 � WGauß � W2

β � 2L2 β � WGauß � W1
β � 2L2 � WGauß � W2

β � 2L2 ε2
1 ε2

2

0 � 5 0 � 1812 0 � 1810 1 � 1 0 � 1751 0 � 1216

0 � 6 0 � 1693 0 � 1695 1 � 2 0 � 4002 0 � 1187

0 � 7 0 � 1587 0 � 1593 1 � 3 1 � 4214 0 � 1263 0 � 0323 0 � 0010

0 � 8 0 � 1475 0 � 1489 1 � 4 5 � 7378 0 � 1661

0 � 9 0 � 1374 0 � 1385 1 � 5 26� 080 0 � 3340

1 � 0 0 � 1361 0 � 1290 1 � 6 147� 151 1 � 2792

Tabelle10.33: DifferenzzwischenWGauß (Doppelgaußdichte)und jeweils W1
β und W2

β und Datenfehler:
MD � 1024,σrel 	 1 � 3 
 0 � 9� %
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β undW2

β bei diskretenDaten:MD � 1024,σrel ��
1 � 3 � 0 � 9� %



10.6. DER VERGLEICHVERSCHIEDENERREGULARISIERUNGSVERFAHREN 319

Betrachtenwir zuerstdie Anwendungder jeweiligen regularisierendenKerne auf die Real- und Ima-
ginärteilgleichung.In derTabelle10.33habenwir wiederdetailiertdenFehlerverlaufdesRegularisierungs-
fehlers,angegebenin dernumerischapproximiertenL2-Norm, bei VariationdesRegularisierungsparame-
tersangegeben.Ebensohabenwir dort,wie bisherüblich,denjeweiligenDatenfehlerε2

1 undε2
2 aufgelistet.

Die WertederTabellespiegelndasunsnunhinlänglichbekannteBild wider:sobaldderDatenfehlereinfluß
spürbarwird, wächstdieserEinflußbeieinerrelativ minimalenVariationvonβ drastischan.Die Wertedes
Regularisierungsparameters,bei demder(gesamte)Regularisierungsfehlerminimal wird, sind,gem̈aßder
Tabelle,für W1

β β � 1 � 0 und für W2
β β � 1 � 2. Die GraphendieserRegularisiertenhabenwir in derAbbil-

dung10.62auf dervorherigenSeitedargestellt.NebenjenenGraphenhabenwir auchdie Regularisierten,
die wir gem̈aßdes

”
trial anderror“ Verfahrenserhaltenhaben,abgebildet.In denGraphendesminimalen

Regularisierungsfehlerskönnenwir bereitsdeutlichdenDatenfehlereinflußerkennen,dersichwiederumin
FormvonOszillationenmanifestierthat.ZwarweisendieGraphender

”
trial anderror“ -MethodedieseOs-

zillationennichtrespektivenochnicht in einemdominierendenunddestruktivenMaßeauf,dochweistjener
GraphfürW1

β nochkeineDoppelgaußstrukturauf,genauerläßtsichaufgrunddiesesGraphenkeinHinweis
aufdiezugrundeliegendenDoppelstrukturfinden.Ein solcherHinweisgibt aberim Gegensatzdazubereits
derentsprechendeGraphvonW2

β . Letztendlichkönnenwir, auf derBasisdieserRegularisierten,zwar eine
Art Doppelpeak-Strukturerkennen,insgesamtsind dieseabernur verschwommeneund vageBilder der
zugrundeliegendenDichte.

βTP � WGauß � W2
β � 2L2 βTP � WGauß � W2

β � 2L2 ε2
2

0 � 001 1 � 3662 0 � 02 0 � 0954

0 � 002 0 � 4886 0 � 03 0 � 1079

0 � 003 0 � 2880 0 � 04 0 � 1183

0 � 004 0 � 2033 0 � 05 0 � 1262

0 � 005 0 � 1588 0 � 06 0 � 1321 0 � 0010

0 � 006 0 � 1328 0 � 07 0 � 1367

0 � 007 0 � 1166 0 � 08 0 � 1403

0 � 008 0 � 1063 0 � 09 0 � 1432

0 � 009 0 � 0997 0 � 1 0 � 1456

0 � 01 0 � 0954

Tabelle10.34:DifferenzzwischenWGauß (Doppelgaußdichte)undderTikhonov-Phillips regularisiertenW2
β

undDatenfehler:p � 1; MD � 1024,σrel ��� 1 � 3  0 � 9! %
Wendenwir uns nun der Regularisierungdesgleichen,identischenDatensatzes149 mit dem Tikhonov-
Phillips Verfahrenzu. Die Regularisierungfehlerbei der Variation desParametersβTP sind detailiert in
derTabelle10.34aufgelistet,um sodenDatenfehlereinflußexemplarischzu dokumentieren.Wir erkennen
ein prinzipiell ähnlichesVerhaltender Fehlerentwicklungwie im Fall desGaußfilters,nur daßwir jetzt
denRegularisierungsparameterdekadenweisevariierenmüssen.NachdemderFehlerbei βTP � 0 � 02 sein,
numerischbestimmtes,Minimum erreichthat, könnenwir einenentsprechenddeutlichenAnstieg dieses
Fehlersbei einer weiterenVerringerungdesParameterserkennen,wobei wir nochmalsbetonenwollen,
daßwir hier tats̈achlichdenRegularisierungsparameterdekadenweisevariierenmüssen,insbesondereum
die soerhaltenenParameterwertqualitativ mit denRegularisierungparameterim Gaußfiltervergleichenzu
können.Diesesfolgt150 übrigensbereitsausderFormderAbhängigkeit vondemParameterβTP desFilters
derTikhonov-PhillipsRegularisierung.

In derAbbildung10.63auf dernächstenSeitesindnundie numerischenErgebnissedargestellt,wobeiwir
wiederumzus̈atzlichnebendenGraphendesminimalenFehlersdenGraphen,denwir nachdem

”
trial and

149Tats̈achlichhabenwir nurdie vorgegebeneE2 verwendet;siehedie BemerkungenamAnfangdiesesAbschnitts,Seite10.6

150siehewieder[AT77, Lou89,Gro84]
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Abbildung 10.63:Doppelgaußdichte:Tikhonov-Phillips regularisierteW2
β bei diskretenDaten: p $ 1 % 0;

MD $ 1024,σrel $'& 1 % 3 ( 0 % 9) %
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Abbildung 10.64:Doppelgaußdichte:Landweber-RegularisierteW2
β bei diskretenDaten:p , 0 - 8; MD ,
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error“ -Verfahrengewonnenhaben,abgebildetwordenist.

Deutlicherals bei der Regularisierungmit demGaußfilter, könnenwir bei beidenabgebildetenRegula-
risierteneineDoppelpeak-Strukturerkennen.Störendsind jetzt jedochdie oszillatorischenArtefaktedes
Tikhonov-PhillipsFilters,diesichoffensichtlichnichtnuraufdieFlanken,beidenendieZugrundeliegende
gegenNull strebt,sondernauf dengesamtenGraphenauswirken.Vergleichenwir die beidenAbgebilde-
ten, so könnenwir wederauf die relative Höhezueinanderder erkennbarenMaxima nochauf die Lage
jenerschließen.Geradebez̈uglich der letztenFragestellungbeobachtenwir, daßdie LagederMaximabei
einerVariationvon βTP zu wandernscheint.DiesesPḧanomender

”
wanderndenMaxima“ werdenwir im

Anschlußnoch(kurz)untersuchen.

DasletzteVerfahren,daswir zur Regularisierungdesbis jetzt verwendetenDatensatzeszumDoppelgauß-
Modell angewandthaben,ist die Landweber-Iteration,derenEntwicklungdesRegularisierungsfehlersbei
VariationdesParametersβLW wir in derTabelle10.35einmalausf̈uhrlich dokumentierthaben.Wir wollen
bereitsjetzt daraufhinweisen,daßähnlichwir bei der Tikhonov-Phillips Regularisierungder Parameter
βLW dekadenweise151variiertwerdensollte,insbesonderedasoeinqualitativerVergleichderParameterder
verschiedenenVerfahrenmöglich ist. DieseStrategiewird nochzus̈atzlich(exemplarisch)durchdie rechte
SeitederTabelle10.35untermauert,in derdetailiertdie Variationim Intervall 1 3000; 50002 aufgelistetist:
derRegularisierungsfehlerverändertsichdortnur minimal.

βLW 3 WGauß 4 W2
β 3 2L2

1000 0 5 0511

2000 0 5 0374

3000 0 5 0320

4000 0 5 0303

5000 0 5 0310

6000 0 5 0336

7000 0 5 0377

8000 0 5 0431

9000 0 5 0494

10000 0 5 0568

βLW 3 WGauß 4 W2
β 3 2L2 ε2

2

3100 0 5 0317

3200 0 5 0314

3300 0 5 0312

3400 0 5 0309

3500 0 5 0308

3600 0 5 0306

3700 0 5 0305

3800 0 5 0304

3900 0 5 0303

4000 0 5 0303 0 5 0010

4100 0 5 03026

4200 0 5 03026

4300 0 5 03028

4400 0 5 03033

4500 0 5 03040

4600 0 5 03049

4700 0 5 03059

4800 0 5 03072

4900 0 5 03087

Tabelle10.35:DifferenzzwischenWGauß (Doppelgaußdichte)und der Landweber-RegularisiertenW2
β und

Datenfehler:p 6 0 7 8; MD 6 1024,σrel 6�8 1 7 3 9 0 7 9: %
In derAbbildung10.64auf dervorherigenSeitehabenwir dasErgebnisderLandweber-Iterationnungra-
fisch dargestellt.Hier fallen übrigensdie Graphenfür die βLW-Werte,die wir einmalnachdem

”
trial and

error“ -Verfahrenundzumanderen̈uberdenminimalenRegularisierungsfehlerbestimmen,zusammen,so
daßwir nureinenabzubildenbrauchten.

Betrachtenwir die Regularisierte:̈ahnlichwie bei derTikhonov-PhillipsRegularisierung,weistderGraph
oszillatorische,dengesamten̈uberlagern,numerischeArtefakteauf. Die Doppelpeak-Strukturwir prinzi-

151Diesesstehtwiederumim Zusammenhangmit der Art und WeisedesEingehensdesParameterβLW im Filter der Landweber-
Iteration.
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piell rechtdeutlich,abernicht vollständigqualitativ (geschweigedennquantitativ) wiedergegeben.Zwar
wird der Gaußpeakbei t ; 1 < 0 beinahevollständigreproduziert,ebensokönnenwir deutlicheinenPeak
bei t ;>= 1 < 0 erkennen,dochsinddie relativenHöhenderMaximanichtkorrektwiedergegeben.Dieseshat
u.a.zur Konsequenz,daßdie BreitedesrechtenGaußpeakszwarsehrgut reproduziertwird, die Breitedes
linkenjedochverfälscht.Insgesamtstellenwir alsofest:die Landweber-Iterationliefert hier die qualitativ
besteApproximationderzugrundeliegendenDoppelgauß-Dichte.

Bei derAnwendungdesTikhonov-Phillips Verfahrenshabenwir, bei VariationdesRegularisierungspara-
meters,ein

”
Wandern“ der Zentrender zu reproduzierendenzugrundeliegendenGaußdichtenbeobachtet.

Wir wollen nun kurz untersuchen,ob wir ein ähnlichesoder dasgleicheVerhaltenbei der Regularisie-
rungverschiedenerDatens̈atze,dieaberjedesmaldengleichenrelativenmittlerenFehleraufweisenmögen,
ansonstenwäreein direkterVergleichauchnur schwermöglich, beobachten.Die Spezifizierungder ver-
wendetenreinenDatens̈atzeundderenAbkürzungenhabenwir in derTabelle10.36aufgelistet.

Bezeichnung Intervallänge(bzgl. t) MD

Set:1 ?@= 20; 20A 1024

Set:2 ?@= 10; 10A 1024

Set:3 ?@= 10; 10A 32

Set:4 ?B= 100; 100A 1024

Tabelle10.36:SpezifizierungderDatens̈atze

Bevorwir dieErgebnissedieserUntersuchungendiskutieren,wollenwir nochfolgendesbemerken:generell
habenwir dieRegularisiertenmit denminimalemRegularisierungsfehler, denwir entsprechendnumerisch
bestimmthaben,angegeben.Der Lesermögeunsvertrauenwennwir daraufhinweisen,daßsich an den
Ergebnissengrunds̈atzlichnichtsändert,wennwir stattdessendie gem̈aßdes

”
trial anderror“ -Verfahrens

ermitteltenRegularisiertenangegebenhätten.EineAusnahmebildetderGaußfilterrespektivedieauf regu-
larisierendenKernebasierendeDarstellungderAnwendungdesGaußfiltersinsofern,alsdaßderenRegula-
risiertenmit minimalenRegularisierungsfehlerbereitseinendeutlichenDatenfehlereinflußaufweisen.Wir
habenunsdeswegenentschlossen,hier auchdie

”
trial anderror“ Ergebnisseanzugeben.

Exemplarischfür dasregularisierendeKerneverwendendeVerfahren,habenwir in der Abbildung 10.65
auf der nächstenSeitedie Ergebnisseder regularisiertenW2

β bei denverschiedenenDatens̈atzenangege-
ben.In denoberenBildbereichder Abbildung, in denwir die Ergebnissegem̈aßdem

”
trial anderror“ -

Verfahrenangegebenhaben,könnenwir keine
”
Wanderung“ dersehrflachenMaximaerkennen.Erstwenn

dieOszillationendesDatenfehlereinflussesdeutlicherkennbardieGraphenstören,welcheswir im unteren
BildbereichbeidenErgebnissendesminimalenFehlersbeobachtenkönnen,̈andertsich,je nachDatensatz,
die LagederMaxima,wobeidieseÄnderungin einembegrenztenBereichstattfindenunddeutlichalleine
durchdenDatenfehlereinflußbewirkt werden.Andersausgedr̈uckt,sinddieRegularisiertendesGaußfilters
zwar unscharfe,eineniedrigeAuflösungaufweisendeAbbildungenderZugrundeliegenden,doch,solange
derDatenfehlereinflußnochkeinewesentlicheRolle spielt,stabilbez̈uglichderreproduziertenStrukturen.

Ein dramatischanderesBild zeichnetsichjetztbeiderTikhonov-PhillipsRegularisierung,Abbildung10.66
aufSeite325,undderLandweber-Iteration,Abbildung10.67aufSeite325,ab:beidiesenbeidenRegulari-
sierungsverfahrenkönnenwir ein

”
Wandern“ derMaxima,abḧangigvom Datensatz,undwie die vorange-

gangenendiskutiertenBilder gezeigthaben,auchvom Wert desRegularisierungsparameters152, beobach-
ten,welchessichjetzt nicht wie im Fall desGaußfiltersin einemkleinenBereicherstreckt,sodaßdeutlich
qualitativ falscheErgebnissebez̈uglich derLagederMaximageliefertwerden.Auch wird die Gesamtheit
der mit jenenbeidenVerfahrenerhaltenenRegularisiertenkeinesichereAufschlüsseüberdie Lage,die
relativeHöheundmitunterüberdie BreitederMaximazulassen.

152Die Gültigkeit diesesUmstandesbeiderLandweber-Iterationwerdenwir nichtexplizit aufzeigen,dadiepräsentiertenErgebnisse
diesesimplizit bereitsenthalten.
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Abbildung 10.66:Doppelgaußdichte:Tikhonov-Phillips regularisierteW2
β bei verschiedenenDatens̈atze:
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DurchdieseEigenschaftdieserbeidenRegularisierungsverfahren,werdendiequalitativ etwasbesserenEr-
gebnissederRegularisierten,insbesonderediedeutlichereReproduktionderGaußpeaksin derLandweber-
Iteration,sofortwiederrelativiert. Insbesonderebestehtbei diesenbeidenVerfahrendie Problematik,wie
bereitserwähnt,numerischeArtefakte,in Form der denGraphenin derenGesamtheiẗuberlagerndenOs-
zillationen,vonnachzubildendenMaximazuunterscheiden,dennim GegensatzzudenRealisierungendes
reinenGaußfilters,könnenwir dieseOszillationenenbei Vorliegenvon fehlerbehaftetenDatenimmer153

beobachten.

Wir wollen die Untersuchungender Gaußmodellenun abschließen,in dem wir kurz auf das
”
Auflöse-

vermögen“ der Regularisierungsverfahreneingehenwerden.Konkret wollen wir dasDoppelgaußmodell
(10.20)untersuchen,beidemwir, verglichenmit denbisherbetrachteten,nurdieLagederMaximaverändert
haben,undzwar indemwir jenejetzt auf t1 ]_^ 0 ` 5 und t2 ] 0 ` 5 setzenwollen,alsodie Gaußpeaksnäher
zusammenbringenwollen.Desweiterenwerdenwir unssofortfehlerbehaftetenDatenzuwenden,wobeiwir
jetztwiedereinenDatensatzmit MD ] 1024in demIntervall a ^ 20; 20b ausgewählthaben,derwiedereinen
mittlerenrelativenFehlervon σrel ]�c 1 ` 3 d 0 ` 9e % aufgewiesenhat.
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  β = 0.03
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o
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LW−Filter:  β = 200

Abbildung10.68:Doppelgaußdichte:Vergleichdermit verschiedenenRegularisierungverfahrengewonnen
W2

β : MD ] 1024,σrel ]�c 1 ` 3 d 0 ` 9e %
In derAbbildung10.68auf dieserSeitehabenwir die ErgebnissederRegularisierungdiesesDatensatzes
mit dendreizuvergleichendenVerfahrenwiedergegeben.Konkrethabenwir dieRegularisierten,diejeweils
denminimalenRegularisierungsfehleraufweisen,in dieserAbbildunggrafischdargestellt,unddieRegula-
risierungsfehlerselbsthabenwir in die zu dieserAbbildunggeḧorendenTabelle10.37aufgelistet.Esfällt
auf,daßkeinesderRegularisierungsverfahrenauchnurandeutungsweiseeineDoppelpeak-Strukturhatdar-
stellenkönnen,geschweigedendetailierterreproduzierenkonnten.Die rechtvageAndeutungeinesPeaksin

153Esseidiesbez̈uglich nochmalsauf die Literaturhingewiesen,in derderartigeoszillatorischeArtefaktebei derTikhonov-Phillips
Regularisierungundbei iterativenRegularisierungsverfahren beschriebenwordensind.
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Verfahren β p WGauß q W2
β p 2L2

TP-Filter 0 r 03 0 r 0296

LW-Filter 200 0 r 0297

Gauß-Filter 1 r 0 0 r 0701

Tabelle10.37:VergleichderDifferenzzwischenWGauß (Doppelgaußdichte)undW2
β bei verschiedenenRe-

gularisierungsverfahren:σrel s't 1 r 3 u 0 r 9v %
derrechtenFlanke derGaußfilterregularisiertenkann,bei alleinigerKenntnisdieserFunktion,kaummehr
als ein rechtschwachesIndiz für einemögliche,zugrundeliegendefeinerenStrukturdienen.Weiter fällt
auf,daßdieTikhonov-PhillipsRegularisierteunddieLandweber-Regularisiertehiersogarzusammenfallen
undsichnur marginalunterscheiden.Bei beidenwürdemanauf eineneinzelnenGaußpeakschließen,aber
kaumaufeineDoppelpeak-Struktur. Wir müssensomitfeststellen,daßbeieinemmittlerenrelativenFehler
im ProzentbereichdieRegularisierungsverfahrenbereitseinrelativ geringes

”
Auflösevermögen“ aufweisen,

bezogenauf demhierbetrachtetenexponentiellschlechtgestelltemProblem.
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Abbildung10.69:Tikhonov-PhillipsRegularisierung:QuadratischerL2-Regularisierungsfehler

Diesesführt unsnundazu,dochnochkurz einenBlick auf denDatenfehlereinfluß,denhier die Tikhonov-
Phillips Regularisierungund die Landweber-Iterationaufweisen,zu werfen.Die Datenfehler, die wir bei
derVariationderRegularisierungsparameterin derRegularisierungdesebendiskutiertenDatensatzesdes
Doppelgauß-Modellserhaltenhaben,ist nun für die Tikhonov-Phillips Regularisierungin der Abbildung
10.69auf dieserSeiteundfür die Landweber-Iterationin derAbbildung10.70auf dernächstenSeitedar-
gestellt,wobeiwir aufgrundderobenerwähntendekadischenVariationderParameter, um jeneüberhaupt
sinnvoll qualitativ vergleichenzu können,die Datendoppellogarithmischaufgetragenhaben.Die Befürch-
tung, die uns bei der Betrachtungder RegularisierungfehlerbehafteterDatenbeschleicht,besẗatigt sich
mit diesenbeidenAbbildung: in demgenanntenSinne,weisendie Tikhonov-PhillipsRegularisierungund
dieLandweber-IterationeinexponentielldivergentenDatenfehlereinflußauf! Die exponentielleSchlechtge-
stelltheitdesphänomenologischenAnsatzesmanifestiertsichalsoauchbei diesenbeidenVerfahrendurch
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Abbildung10.70:Landweber-Iteration:QuadratischerL2-Regularisierungsfehler

eineexponentielleDivergenzdesDatenfehlers.Soverwundertesjetzt nicht mehr, daßdie Regularisierten
jenerbeiderVerfahren,so wir die problematischenEigenschaftenjenerVerfahrenin unserenÜberlegun-
genmit einschließen,gewissermaßenvon vergleichbarerQualiẗat wie die RegularisiertendesGaußfilters
sind , obwohl jenebeidenVerfahrenbei

”
doppeltgenauen“ Datenunserhier untersuchtesVerfahrenum

Größenordnungen̈uberlegenist.

Die Vergleiche,undauchdie numerischenUntersuchungeninsgesamt,nunabschließend,werdenwir jetzt
nochkurz die, jeweils mit denunterschiedlichenRegularisierungverfahrengewonnen,regularisiertenW2

β
desCole-DavidsonModellsvergleichen.

Die Abbildung10.71auf dernächstenSeitezeigtdasErgebnisderRegularisierungkontinuierlicher
”
dop-

peltgenauer“ Daten.Wir erkennensofort,daßdieÜberlegenheitderTikhonov-PhillipsRegularisierungund
derLandweber-IterationbeidemCole-DavidsonModell zusammenbricht,dennauchjeneVerfahrenkönnen
die schwacheDivergenznicht zweifelsfreireproduzieren.Betrachtenwir die Regularisiertenjenerbeiden
genauer, sokönnenwir dasgleichewie für denGaußfilterfeststellen:die Regularisiertenkönntenauchzu
einerentsprechendenDichtedesHavriliak-NegamiModellsgeḧoren.Wir wollen aberderEhrlichkeit we-
generwähnen,daßdasTikhonov-PhillipsVerfahrenbei kontinuierlichen154

”
doppeltgenauen“ Dateneher

aufdiezugrundeliegendeCole-DavidsonDichteschließen155 läßt,alsesdiebeidenverbleibendenmöglich
machen.

Dochdieseswird sofortwiederzunichte,wennwir die Abbildung10.72auf dernächstenSeitebetrachten,
in derwir die bestenqualitativenRegularisiertenbei Datenmit MD ~ 1024undeinemmittlerenrelativen
Fehlervondiesmalσrel ~�� 0 � 4 � 0 � 2� %,alsonochunterhalbdesEinprozentbereichs,wiedergegebenhaben.
Nachdembisherdargelegten,ist esnunmüßig,weiterüberdieseAbbildungzudiskutieren,soist jenedoch
einweitereBeweisfür daspessimistischeUrteil überdieMöglichkeitderIdentifizierungderCole-Davidson
Dichte,wodurchjenenunendg̈ultig in dieHavriliak-NegamiDichteaufgehobenzudenkenist.

154Um einevergleichbareReproduktionbei diskretenDatenzuerzielen,sindDatens̈atzemit 106 � MD notwendig.

155Nichtsdestotrotzist aberauchdanneinezweifelsfreiIdentifizierungaufgrundderüberlagerndenOszillationennur eingeschr̈ankt
möglich.
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Wir verzichtenandieserStelleauf ein Fazit derErgebnissediesesAbschnittsundwollen unsliebergleich
demabschließendenResumeederpräsentiertenUntersuchungenzuwenden.



Kapitel 11

Resumee

11.1 Zusammenfassungder Ergebnisse

Wir habein dieserArbeit den phänomenologischenAnsatz,der mathematischeine FredholmscheInte-
gralgleichungdarstellt,die ihrerseitsgenerellzu denschlechtgestelltenProblemengeḧoren,zur Beschrei-
bungdielektrischerEigenschaftenpolareramorpherSystemeuntersucht.Dabeihabenwir die analytischen
Lösungen,einmaldargestelltdurchdie komplexe UmkehrformelderMellin-Transformationundzuman-
derendargestelltals Sprungder Dielektrizitätsfunktionlängsihres in der unterenkomplexen Halbebene
liegendenVerzweigungsschnitts,vorgestellt.Die ÄquivalenzbeiderLösungen,die eineKonsequenzder
Eindeutigkeit derLösungist, beweistdie InvolvierungderanalytischenFortsetzungdervorgegebenenDi-
elektriziẗatsfunktionbei derLösungder Integralgleichung.Desweiterenfolgt ausderLösbarkeit der Inte-
gralgleichungdurchdie Mellin- respektive derFourier-LaplaceTransformationderenexponentiellerGrad
derSchlechtgestelltheit;die TransformiertedesIntegralkernsist exponentiellabscḧatzbar, undda jenere-
ziprok in dieLösungeingeht,folgt darausunmittelbardieexponentielleSchlechtgestelltheit.Dieseshatfür
diehierben̈otigteanalytischeFortsetzungzurKonsequenz,daßdieseselbstwiederumexponentiellschlecht
gestelltist.

Die Lösungenhabenwir nunzur ReproduktionbekannterDichtenvon, selbstwiederumals phänomeno-
logischund heuristischzu betrachtenden,Modellender Dielektrizitätsfunktion,wie dasCole-Cole-,das
Cole-Davidson-unddie DrudeartigenModelle,angewandt,konkretwurdedie Darstellungdurchdie kom-
plexe inverseUmkehrformelbenutzt,undwir habendie bisherunbekannteLösungdesHavriliak-Negami
Modells,daseineVerallgemeinerungdesCole-Cole-und Cole-DavidsonModells ist und jeneals Spezi-
alfällebeinhaltet,abgeleitet.JeneLösungläßtsichdurchdieFoxscheH-Funktionausdr̈ucken,dieihrerseits
durchein Mellin-BarnesIntegral definiert ist, für die wir eineReihendarstellunghabenangebenkönnen,
die nunzu einernumerischenDarstellunggenutztwordenist. Motiviert durchdie DarstellungderDichte-
funktionalsFoxscheH-Funktion,habenwir eineauf jeneFunktionbasierende

”
verallgemeinertes“ Modell

bzw. eine
”
verallgemeinerteModellösung“ formuliert. DiesesModell kannsogarnochmals

”
verallgemei-

nert“ werden,wasunsdanndirekt auf ein, in derStatistikschonlängerbekanntundangewandt,allgemei-
nes(Wahrscheinlichkeits-)Modell führt. JenesallgemeineModell beinhaltetquasialle verallgemeinerten
FunktionenderMathematikundmathematischenPhysikundzeigtdie immensbreiteMannigfaltigkeit der
LösungenderphänomenologischenGleichungauf.DieseshatzurKonsequenz,daßdieallgemeinenEigen-
schaftenderDielektrizitätsfunktionkeineeinschr̈ankendenAussagen̈uberdieDichteergeben.

In diesenZusammenhanghabenwir nochdasfür verschwindendeRelaxationszeitenasymptotischeVer-
haltenderDichtenuntersuchtunddabeiaufgezeigt,daßdieebenerwähntenphänomenologischenModelle
eineschwacheDivergenzaufweisen.Dieseswar für dasCole-Cole-unddasCole-DavidsonModell zwar
schonlängerbekannt,aberfür dasHavriliak-NegamiModell bishereineoffeneFrage.Weiter habenwir
aufderBasisdesallgemeinenModellsgezeigt,daßansonstenjedesfür eineDichtemathematischsinnvolle

331
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Verhaltenwird beobachtetwerdenkönnen,alsonebeneinerschwachenDivergenzdie Konvergenzgegen
einenkonstantenWert odergegenNull, für τ � 0. Mit anderenWortenbedeutetdieses,daßdie allgemei-
nenEigenschaftenderDielektrizitätsfunktionnicht nur keineeinschr̈ankendenAussagen̈uberDichtenals
solchemachenkönnen,sondernauchkeineeinschr̈ankendenAussagen̈uberderenAsymptotik.Diesesgilt
übrigensauchfür die Asymptotikbei τ � ∞.

Nach den Untersuchungender allgemeinenEigenschaftender phänomenologischenGleichungund der
Lösungender Modelldichten,habenwir unsder RegularisierungjenerGleichungzugewandt.Unservor-
dergründigesZiel war es,eineregularisierteLösungauf derBasisderDarstellungderanalytischendurch
die inverseMellin-Transformationzuerhalten.Diesesist mit derEinführungeinesFilters(stabilisierenden
Funktion)möglich, waszu demgenuinauf Filter basierendenVerfahrenführt. Bedauerlicherweisewird
sichin dermathematischenLiteratur, mit AusnahmeallgemeinerKonzepteundderenmathematischenExi-
stensaussagen,auf die AnwendungderFourier-Transformationbeschr̈ankt,in derenKontext Bedingungen
undEigenschaftenregularisierenderFilter1 bereitsabgeleitetwordensind.Nachdemwir die nur begrenzt
möglichedirekteAdaptierbarkeit dieserErgebnisseauf die RegularisierungunsererProblemstellungauf-
gezeigthaben,leitetenwir, basierendauf der Theorieder Distributionenund der Theorieder Mellin- re-
spektiveFourier-LaplaceTransformation,Eigenschaftenfür stabilisierendeFunktionenbeiderAnwendung
jenerkomplexenIntegraltransformationenab. Dabeiist eswesentlich,sowohl die gesuchteDichtealsauch
die Dielektrizitätsfunktionals Distributionenaufzufassen.Diesesist übrigenskeinewirkliche mathemati-
scheErweiterung,sondernim mathematischenSinnesogarein notwendigerSchritt,da die Deltafunktion
die LösungderDrudeartigenModelleist. Esist unssonungelungen,quasiein

”
Rezept“ zur Konstruktion

einesregularisierendenFilters angebenzu können.Weiter könnenwir mit einenso gefundenenregulari-
sierendenFilter dendazugeḧorendenregularisierendenKern im Ursprungsraumbestimmen,derben̈otigt
wird, um die ihrerseitsSchlechtgestelltheitder komplexenUmkehrformelnzu umgehen.Die Darstellung
der regularisiertenLösungdurcheinenregularisierendenKern bietetauchdenVorteil, daßdie Meßwerte
direkt,d.h.ohnevorherigeIntegral-Transformation,in dasRegularisierungsverfahreneingehen.

DerexponentielleGradderSchlechtgestelltheithatnunaberweiteredrastischeKonsequenzen,insbesonde-
reauf die RegularisierungderphänomenologischenGleichung.Wie wir dargelegt haben,ist dermathema-
tisch,insbesonderebez̈uglich einernumerischenRealisierung,einfachsteregularisierendeFilter bei expo-
nentiellschlechtgestelltenProblemen,die mit denhier betrachtetenkomplexenIntegral-Transformationen
gelöstwerdenkönnen,ein Gaußfilter. DiesenGaußfilterkönnenwir jetzt prinzipiell alsAusgangsbasiszu
KonstruktionweitererRegularisierenderbenutzen,wobeiwir dannauf die, zumindestin diesemKontext,
von unseingef̈uhrten

”
Multifilter“ oder

”
regularisierendenFolgen“ geführt werden.Aus der Strukturder

”
Multifilter“ folgt sofort,daßderenasymptotischesVerhaltenfür verschwindendenRegularisierungspara-

meterγ, von demjeglicheRegularisierungsverfahrenperdefinitionemabḧangenundfür den,ebenfallsper
definitionem,gilt, daßbei Konvergenzder fehlerbehaftetenVorgegebenengegendie Theoretische,dieser
gegenNull strebt,vondemGaußtermdominiert,d.h.bestimmtwird.

Bez̈uglichderanalytischeEigenschaftendesgenuinaufFilter basierendenRegularisierungsverfahrens,sind
Gaußfilter, aufgrundderenanalytischenEigenschaften,eineArt

”
Glücksgriff“ , konntenwir dochnuneine

Reihederuntersuchtenund interessierendenEigenschaftentats̈achlichanalytischableiten,wobeiwir hier
stellenweisewiederdie Distributionentheorieverwendethaben.Konkrethabenwir die beidenFehlerquel-
len desgesammtenRegularisierungsfehlersuntersucht,alsozumeinendenreinenRegularisierungs-oder
Filterfehler, undzumanderendenEinflußdesDatenfehlers.

So zeigt essich, daßder reineFehlerdesRegularisierungsverfahrensbei GaußartigenFiltern für γ � 0
asymptotischproportionalzu γ2 ist, wasbez̈uglich der Abhängigkeit vom Regularisierungsparameterals
sehrgut bezeichnetwerdenkann.

Desweiterenzeigt sich bei der UntersuchungdesFilterfehlers,nicht ganzunerwartet,daßdasgenuinauf
Filter basierendeVerfahreneffektiv undaunschaulichalseineMittelung dergesuchtenDichte,oder, wenn
wir die regularisierteLösungwiederin dasAusgangsproblemeinsetzen,um sodie

”
regularisiertenDaten“

E �γ zu erhalten,der vorgegebenenE � mit jenemFilter interpretierbarist. DasRegularisierungsverfahren

1Damit bezeichnenwir, zur Erinnerung,die Filter, die einenRegularisierungsoperator erzeugen;sieheKapitel 5
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bestehtsomiteffektiv auseinerstabilisierendenMittelung.DieseInterpretationgilt bez̈uglich der
”
regula-

risierten“ DatenE �γ übrigensgenerell- undnicht nur im Kontext desFilterfehlers.

Nachdem asymptotischgutenVerhaltendesreinenRegularisierungs-bzw. Filterfehlers,habenwir den
EinflußdesFehlersderDatenE � untersucht,wobeiwir einenexponentielldominierten,alsFunktiondes
Regularisierungsparameters,nachweisenkonnten.Für γ � 0 divergiert der Datenfehleralso exponenti-
ell, wodurchdasausgesprochenguteVerhaltendesFilterfehlerssofortaufgehobenwird. Die Untersuchung
diesesexponentiellenEinflusseshatgezeigt,daßderenGenesiswiederderexponentielleGradderSchlecht-
gestelltheitder Integralgleichungist. Wir wollen aberdaraufhinweisen,daßderEinflußdesDatenfehlers
beiderRegularisierungkontrollierbarist; kontrolliertwird dieserüberdenRegularisierungsparameter, was
alsdessenvordergründigenAufgabeinterpretierbarist.

Bevor wir die numerischenErgebnisserekapitulieren,wollen wir nochunseremehrtheoretischenBeiträge
zurWahldesRegularisierungsparameterserwähnen.NebenderFragenachdemoderdiegeeignetenRegu-
larisierungsverfahren,schwebtbeiderBehandlungschlechtgestellterProblemedieFragenacheinergeeig-
netenWahldesRegularisierungsparametersim Raum.Wie bereitsmehrfacherwähnt,habenARSENIN und
TIKHONOV gezeigt,daßesprinzipiell beliebigvieleVerfahrengibt, diederDefinitionderRegularisierung,
diedieDefinitiondesRegularisierungsparametersbeinhaltet,erfüllen.Konkrethabenwir, nebendenschon
bekannten

”
trial anderror“ -Verfahren,dasausf̈uhrlichuntersuchteMOROZOVscheDiskrepanz-Prinzipvor-

gestelltumanschließendmöglicheModifikationenundAdaptionenaufeinenDistributionenraumzupräsen-
tieren.Diesesist insofern

”
naheliegend“ , weil wir, wie erwähnt,die FunktionendesProblemsalsDistribu-

tionenbetrachtethaben.Der wesentlicheVorteil derAdaptionbzw. Modifikation desDiskrepanz-Prinzips
auf einenDistributionenraumbestehtdarin, daßmit der Distributionentheorieein mächtigesMittel zur
Verfügungsteht,explizite Ausdr̈ucke und Abscḧatzungenzur Wahl desParametersabzuleiten.So gelang
esuns,eineBestimmungsgleichungfür die sogenannte

”
quasioptimaleWahl“ desRegularisierungspara-

metersabzuleiten,in derderDatenfehleralsstochastischerrespektivestatistischermittlererrelativerFehler
angegebenist. Wir habean dieserStelleaberauchdie explizite Abhängigkeit jenesAusdrucksvon den
Grundfunktionen,genauervon einerGrundfunktion,kritisch angemerkt.Bisherist esunsleidernicht ge-
lungen,dieseAbhängigkeit durcheineMittelung überdenGrundfunktionenraumzueliminieren.

NebendenerwähntenStrategien,habewir eineneuevorgeschlagen,dasvon unssobenannte
”
Konsistenz-

kriterium“ : Basierendauf demMarkov-Krein Theoremausder Theorieder Tchebycheff-Systeme, können
auf gesẗortenDatenbasierendrigoroseobereunduntereSchrankender theoretischenintegriertenDichte-
funktion (numerisch)berechnetwerden.Der Regularisierungsparametersei jetzt so gewählt, daßdie in-
tegrierte regularisierteDichtefunktionkonsistentmit diesenSchranken ist. Diesesführt jetzt i.d.R. nicht
mehrauf eineeineindeutigeWahl desParameters,sondernergibt einenBereichder im diesenKontext er-
laubtenWertedesParameters.InnerhalbdieserArbeit habenwir amBeispielderDelta-,derGauß-undder
Cole-DavidsonDichtedie prinzipielleAnwendbarkeit desKonsistenzkriteriums,bei Vorliegenungesẗorter
diskreterDatens̈atze,gezeigt.Wie beidenbetreffendenUntersuchungenerwähnt,sindabersicherlichnoch
weitereUntersuchungenzumKonsistenzkriteriumnotwendig.

Die Gründe,die Wahl desRegularisierungsparametersschwerpunktm̈aßigtheoretischzu betrachten,wer-
denzum einendurchdenexponentiellenDatenfehlereinflußundzum anderendurchdie numerischenEr-
gebnissedeutlich,die wir zuerstrekapitulierenwollen. Die fundamentaleProblematikbei der konkreten,
numerischenRealisierungdesphänomenologischenAnsatzesist,daßdienotwendigzuverwendendenregu-
larisierendenKerne,die notwendigerweiseauf Gaußfilternbasierenmüssen,mit kleinerwerdendenRegu-
larisierungsparameterimmersẗarker werdendeOszillationenaufweisen.Die GenesisdieserstarkenOszil-
lationenist, undwir wageneskaumzuformulieren,letztlichwiederderexponentielleGradderSchlechtge-
stelltheit.Andersausgedr̈uckt:bei derRegularisierungderphänomenologischenIntegralgleichungmüssen
wir numerischüber stark oszillierendeFunktionenintegrieren;dasProblemist aberein fundamentales
Problemder numerischenMathematik.Glücklicherweisezeigteessich jedoch,daßdie Verwendungso-
genannterMultipräzisionsalgorithmenzu einerStabilisierungdiesernumerischenIntegrationführt, selbst
wenn die Datenselberanfangsnur als

”
herkömmliche“ numerischeDatentypenvorliegenund im Lau-

fe derNumerikzu
”
Multipräzisionszahlen“ konvertiertwerden.DasallgemeineKonzeptdernumerischen

Realisierungbestehtsomitdarin,die regularisierendenKernesofortals
”
Multipräzisionszahlen“ vorzuge-

ben,in demverwendetenAlgorithmuszur numerischenIntegrationMultipräzisionsalgorithmenanzuwen-
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denunddie Datendementsprechendzu
”
Multipräzisionszahlen“ zu konvertieren.Dieseskannohneeinen

großenprogrammiertechnischenAufwandin derProgrammierspracheC++ mit derEinbindungderMulti-
präzisionsbibliothekmpfun++ realisiertwerden.Zu erwähnenist noch,daßwir sowohl diekomplexwertige
Integralgleichung,als auchderenReal-und Imagin̈arteil als eigensẗandigeIntegralgleichungenbehandelt
haben.

In derPräsentationderErgebnissehabenwir dannzuerstgezeigt,daßwir mit denregularisierendenKer-
nenbei kontinuierlichenDatendie zugrundeliegendenModelldichtenreproduzierenkönnen,sodie Daten
ebensoals

”
Multipräzisionszahlen“ vorliegen.DashatzurKonsequenzderim diesenKontext Synonymität

von exaktenDatenundanalytischemAusdruck. Letztlich könnenwir diesesErgebniswiederauf die expo-
nentielleSchlechtgestelltheitzurückführen.

Wasbereitsbei derBetrachtungkontinuierlicherDatenauffiel, zeigtesichebensobei derBetrachtungdis-
kreterDatens̈atze:dieNumerikderRegularisierungderkomplexwertigenIntegralgleichungbrichtdeutlich
eher, bezogenauf denRegularisierungsparameter, zusammenalsdie desReal-undImagin̈arteils.Ein we-
sentlichesErgebnisist, daßwir alsGrenzendesRegularisierungsparametersβ � 1� 2γ, bis zu demdie Nu-
merik aufgrunddesDatenfehlereinflussesunddesFehlersdernumerischenIntegrationüberstarkoszillie-
rendenFunktionennochnichtzusammengebrochenist, bei fehlerlosen,kontinuierlichen

”
doppeltgenauen“

Datenβmax � 1 � 3 für diekomplexwertigeundβmax � 4 � 0 für dieReal-undImagin̈arteilintegralgleichun-
generhaltenhaben.Wie dieErgebnissederRegularisierungdiskreterDatens̈atzegezeigthaben,sinddieses
tats̈achlichdie maximalerreichbarenWertedesRegularisierungsparametersβ. Simulierenwir Meßwerte
durchdasAufprägeneinesstochastischen,gleichverteilten,numerischenFehlers,sozeigtsich,daßbereits
beiFehlernim PromillebereichdermaximaleWertumfastdieHälftesinkt,waseineBesẗatigungdesexpo-
nentiellenDatenfehlereinflussesist. Ebensohabenwir Argumentefür einenebensoexponentiellenEinfluß
desreinenNumerikfehlersgegeben,jedochnurin FormnumerischerUntersuchungen.Wie wollenaberdar-
aufhinweisen,daßeinesolcherNumerikfehlereinflussesbeiallennumerischenUntersuchungenkonsistent
beobachtetwordenist.

Die RegularisierungsimulierterDatens̈atzehat letztlich die nur unzul̈anglicheReproduktionder zugrun-
deliegendenDichte zumErgebnis:die Regularisierungmit demnotwendigenGaußfilterliefert bei einem
realistischenFehlerniveauein nur

”
verschwommenesundunscharfes“ Bild derzugrundeliegendenDichte.

EtwaigeFeinstrukturenlassensichnicht reproduzieren.

DasEndedernumerischenUntersuchungenbildetederVergleichderregularisierendenKerne,derdirekten
AnwendungdesGaußfiltersim Fourier-Raum,derTikhonov-PhillipsRegularisierungundderLandweber-
Iteration2 miteinander. Die letztendrei Verfahrenwurdennur auf die IntegralgleichungdesImagin̈arteils
angewandt,danur jenermit derFourier-Transformation,analogzur Lösungderkomplexwertigenmit der
Mellin-Transformation,analytischgelöstwerdenkann.Dabeihat essich anfänglichgezeigt,daßzumei-
nemeskeinenqualitativen Unterschiedgibt, ob wir einenGaußfilterimplizit als regularisierendenKern
oderexplizit im Fourier-Raumrealisieren,und zum anderen,daßdie Tikhonov-Phillips Regularisierung
unddieLandweber-IterationaufderBasis(diskreter)

”
doppeltgenauer“ DatendiezugrundeliegendeDich-

te reproduzierenkönnen- wasbei demvon unsabgeleitetenunduntersuchtenVerfahrennicht möglich ist.
DiesesBild ändertsich bei der AnwesenheiteinesstochastischenDatenfehlersaberdrastisch,dennhier
könnendie letztenbeidenVerfahrenwomöglicheGaußartigeStrukturendeutlichnachbilden,dochsindde-
renregularisierteLösungenimmerdurchOszillationen,derenGenesissowohl in derenFilterfehleralsauch
im Datenfehlereinflußliegt, überlagert.Die für die Praxisjedoch

”
zersẗorenste“ Eigenschaftjenerbeiden

Verfahren,die wir bei denauf einenGaußfilterbasierendennicht beobachtenkönnen,ist jedochdie In-
stabiliẗat einmalder Lageder reproduzierterMaxima und zum anderender relative HöhejenerMaxima,
wobeidamitauchdie Breite jenereingeschlossenist. Erinnernwir unsnochdaran,daßwir die Regulari-
siertenin derVariablent bestimmthaben,diemit denurspr̈unglichen(dimensionslosen)Relaxationszeiten
τ durchτ � e� t verknüpft ist, sokönnenwir sofortdiedrastischeKonsequenzderUnbestimmtheitderLage
derMaximafür die in τ ausgedr̈uckteDichteerkennen.DesweiterenweisendienumerischenUntersuchun-
genbeiderTikhonov-PhillipsRegularisierungundderLandweber-Iterationwiederumeinenexponentiellen

2Wir wollen daraufhinweisen,daßdie ErgebnissederLandweber-Iterationauf alle lineareniterativen Verfahrenzur Regularisie-
rungübertragenwerdenkönnen;siehedazuauch[Lou89].
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Datenfehlereinflußauf.DasFazit desVergleichesdieserVerfahrenbei derAnwendungauf denphänome-
nologischenAnsatzist: Zwar könnendie Reproduktionender Tikhonov-Phillips Regularisierungund der
Landweber-Iterationstellenweise

”
scḧarfere“ Bilder derzugrundeliegenden,theoretischenLösungliefern,

dochsind die Bilder bez̈uglich Lage,relative HöheundBreite dererkennbarenStrukturenunzuverlässig.
Desweiterenist eineeindeutigeUnterscheidungeinerStrukturvon einerartefaktischenOszillation,die die
RegularisiertenjenerVerfahrenhier immer überlagern,nicht immer möglich. Die Bilder der Gaußschen
regularisierendenKernebzw. der direkt angewandteGaußfilterliefern zwar diesbez̈uglich stabileBilder,
dochsinddiesenureinevage,

”
verschwommeneundunscharfe“ AbbildungderZugrundeliegenden.Dadie

Genesisfür diesesVerhaltenderRegularisierungsverfahrenletztlichaufdieexponentielleSchlechtgestellt-
heit desheuristischenAnsatzeszurückgef̈uhrt werdenkann,sindbessereErgebnissemit anderenlinearen
Verfahrengrunds̈atzlichnicht zuerwarten.

Soist nunklar, warumwir dieUntersuchungzurWahldesRegularisierungsparametersnumerischnichtwei-
ter fortgeführt haben:Aufgrund desallgemeinbeobachtetenexponentiellenDatenfehlereinflussesgen̈ugt
das

”
trial anderror“ -Verfahrenbereitsvollständig,um im Rahmender jetzt aufgezeigtensehrbegrenzten

MöglichkeitenderVerfahrenzur approximativenReproduktionderZugrundeliegendenakzeptableErgeb-
nissezu erzielen.Ein AnwendendesMorozovschenDiskrepanz-Prinzipswürdenur einenunnötigennu-
merischenAufwandbedeuten.

11.2 Kritische Schlußbemerkungen

Die relevantenEigenschaftendesphänomenologischenAnsatzeszurBeschreibungderDielektrizitätsfunk-
tion in polarenamorphenSystemensind:

� In derLösungdesAnsatzesist die analytischeFortsetzungder Dielektrizitätsfunktionin die untere
komplexeEbeneinvolviert.� DerphänomenologischeAnsatzist exponentiellschlechtgestellt.

BeideEigenschaftenhängen,wie die Untersuchungenin dieserArbeit nungezeigthabensollten,zumin-
destimplizit miteinanderzusammen,ist dochdieseanalytischeFortsetzung,wie wir gezeigthaben,selber
ebensoexponentiellschlechtgestellt.UnddieseexponentielleSchlechtgestelltheitist esgerade,diesichbis
in fast jederEigenschaftdesauf stabilisierendenFunktionenbasierendenRegularisierungsverfahrenaus-
wirkt. Man mögejetzt nicht einwenden,daßdiesesnur für genuinauf Filter basierendegilt, dennwie die
TheoriederschlechtgestelltenProblemedeutlichzeigt,undwir habendiesehier deswegenauchwiederge-
geben,kannjedesRegularisierungsverfahrenauf ein Filter abgebildetwerdenunddiesesgilt insbesonders
bei inversenFaltungproblemen.Die Konsequenzist, daßauchbeiVerfahrenwie dieTikhonov-PhillipsRe-
gularisierungoderderLandweber-IterationderexponentielleGradeinendirektenEinfluß in dessenFilter
aufweist.Dieseswurdedurchdie numerischenErgebnissebesẗatigt, die generelleinenexponentiellenDa-
tenfehlereinflußin demgesammtenRegularisierungsfehleraufzeigen.JenesVerhaltenkonntenwir nunfür
denGaußfiltersogaranalytischnachweisen.

Die allgemeinenBetrachtungenzurAsymptotikderFehlerquellendesGesamtregularisierungsfehlerslegen
die Vermutungnahe,daßwir diesendestruktiven exponentiellenEinfluß bei jedemlinearenRegularisie-
rungsverfahrenwerdenbeobachtenkönnen.

Die Konsequenzist eine nur ungen̈ugendeReproduktionder zugrundeliegendenDichte, sobaldwir auf
fehlerbehafteteDatenangewiesensind,undzwar unabḧangigvon denhier verglichenenRegularisierungs-
verfahren.Aus den genanntenGründenerwartenwir auchnicht, daßdie Maximum Entropie-Methode
wesentlichbessereErgebnisseerzielenwird. Dieseswird auchin der Literatur3 zur Maximum Entropie-
Methodebesẗatigt, in derstellenweiseauf die Ähnlichkeit derQualiẗat derErgebnisse,verglichenmit der

3Wir wollen diesbez̈uglich auf [Gro93, Jay57, Jay68, Dav82] hinweisen.
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Tikhonov-Phillips Regularisierung,hingewiesenwird. Da die Maximum Entropie-Methodeein Spezial-
fall desallgemeinenTikhonov-PhillipsFunktionalsist, sindqualitative Ähnlichkeitenzu erwartenbzw. zu
erwartengewesen.

Ebensoerwartenwir nicht, daßdie Anwendungvon Wavelets, derenAnwendbarkeit als stabilisierende
Filter4 bereitsbekanntunduntersuchtwordenist, undderenAnwendungebensoein linearesVerfahrenist,
zur RegularisierungdesheuristischenAnsatzeswesentlichqualitativ bessereErgebnisseliefern wird, da
hierdasReziprokederTranformiertendesIntegralkernsin eineranalogenArt undWeisein dieregularisierte
Lösungeingehtwie im Fall

”
herkömmlicher“ Filter.

EineweiteresschwerwiegendesErgebnisdieserArbeit habenwir im AnhangE vorgestellt:soweit essich
um physikalischrelevanteKerne handelt,dürfte jede IntegralgleichungersterArt, die mit der Mellin-
Transformationgelöstwerdenkann,exponentiellschlechtgestelltsein.AusderTheoriederMellin-
Transformation5 folgt, soderIntegralkernlängsdesIntegrationsgebietseineanalytischeFunktionunddort
polynomialabscḧatzbarist, daßdessenMellintransformiertein einemVertikalstreifen,derdasIntegrations-
gebietderkomplexenUmkehrformeleinschließt,eineanalytischeFunktionist, die dort einerExponential-
abscḧatzunggen̈ugt. Gem̈aßder KlassifizierungschlechtgestellterProblemefolgt darausunmittelbardie
exponentielleSchlechtgestelltheit.

Analogesgilt im Fall der Anwendbarkeit der Fourier-LaplaceTransformation6, wobei jetzt der Kern ex-
ponentiell abscḧatzbarsein möge. Bedenken wir im Kontext physikalischrelevanter Kerne,daß diese
Abscḧatzbarkeit beinaheeinenotwendigeBedingungfür die mathematischeExistenzderFourier-Laplace
Transformationdarstellt,sogilt dasentsprechendepessimistischeUrteil.

Wasbedeutetall diesesnunzusammengefaßtundkritisch bewertet?
Bereits in den Abschnitten10.4.4und 10.5.3habenwir als Fazit gezogen,daßwir sowohl eine Delta-
dichteals auchdie Cole-DavidsonDichte durchdie regularisiertenLösungennicht identifizierenwerden
können,oderandersausgedr̈uckt, werdenjenebeidenDichtenniemalseindeutigund zweifelsfrei repro-
duziertund identifiziert werdenkönnen.Es wird immer die Möglichkeit bestehen,im Fall der Delta- auf
eineentsprechendschmaleGaußdichteund im Fall der Cole-Davidson-auf eineentsprechendparametri-
sierteHavriliak-NegamiDichtezu schließen.Dieseshatdie vollständigeAufhebungjenerbeidenModelle
in dasGauß-respektiveHavriliak-NegamiModell zurKonsequenz,womit diebeidenersterenletztlich ihre
erkenntnistheoretischeBedeutungaufgeben.

Soweit esjetzt lineareRegularisierungsverfahrenbetrifft, könnenwir bei derRegularisierungexponentiell
schlechtgestellterProbleme,unddieseswerdenall diejenigenphysikalischeProzessebeschreibendeInte-
gralgleichungenersterArt sein,die vermögederMellin- respektiveFourier-LaplaceTransformationgelöst
werdenkönnen,einengenerellexponentielldestruktivenEinflußdesDatenfehlerserwarten,sodaßselbst
beiDatenim PromillebereichdiegewonneneRegularisiertebestenfallseinunscharfes,vages,verwaschenes
Bild seindürfte,soim Fall derGaußfilter, odereinmitunterscḧarfereStrukturenaufweisendesBild, wobei
dieLage,relativeHöheundBreitejenerStrukturenalszweifelhaftundnichtbestimmbaranzusehensind,so
bei derTikhonov-PhillipsRegularisierungundderLandweber-Iteration.Da die erhaltenenRegularisierten
alsonur einevagesBild derzugrundeliegendensind,sinddiesefür eineInterpretationderphysikalischen
Prozessenicht geeignet.Mit anderenWorten,wir könnenauf derBasisderregularisiertenLösungenkeine
Erkenntnissëuberdie physikalischenProzesseim Systemerhalten,womit jene,in denbisherigenKontext,
ihre phänomenologischeundheuristischeBedeutungaufgibt.

Wir wollen abernochdaraufhinweisen,daßwir aufgrundderNatur7 derschlechtgestelltenProblemedie
regularisiertenDichtenbenutzenkönnten,um auf derenBasisbeobachtbareGrößenzu berechnen,in den

4EineEinführungin dieWavelet-TransformationenundderenAnwendungen,insbesonderebeischlechtgestelltenProblemen,gibt
[LMR98].

5siehe[Doe71, Tit67]

6Beispielefür Integralgleichungen,die mit derFourier-LaplaceTransformationgel̈ostwerdenkönnen,könnenwir in derVielteil-
chentheoriefinden,wie beispielsweisedie Verkn̈upfungeinerGreensfunktionmit derSpektraldichte,wobei letzterealsWahrschein-
lichkeitsdichte,einSystembeieinerbestimmtenFrequenzanzuregen,interpretierbarist.

7siehe[Lou89]
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die Dichte wieder in Form einer schlechtgestelltenIntegralrelationeingeht,wie hier beispielsweisebei
derBerechnungderLeitfähigkeit einesamorphenSystems8. Nur dürfenwir dannderDichteselberkeine
physikalischeRelevanzbeimessen.

DasFazit dieserUntersuchungenist somit:

DerphänomenologischeAnsatzderBeschreibungphysikalischerGrößendurcheineMittelung über
exponentielleZerfälle ist, bei derAnwendunglinearerRegularisierungsverfahren,für einen

Erkenntnisgewinn derphysikalischenProzessedesbetrachtetenSystemsungeeignet.

Wir wollen dieseArbeit nicht mit diesempessimistischenUrteil beenden,sondernebensokritisch auf die
Begrenztheitder Gültigkeit der insgesamthier vorgestelltenErgebnisseim Kontext linearer Regularisie-
rungsverfahrenverweisen.̈UberdasVerhaltennicht linearer Regularisierungsverfahrenist hiernichtsaus-
gesagtworden.Wir bezweifelnnur, daßein nicht linearesVerfahrenein um Größenordnungenbesseres
Fehlerverhaltenbez̈uglich desDatenfehlereinflussesaufweisenwird. Doch sollten trotzdemdie Anwen-
dungsolcherRegularisierungsverfahren,wobei wir beispielsweisedasVerfahrender konjugiertenGradi-
enten9 vorschlagenwollen, auf denphänomenologischenAnsatzhin untersuchtwerden- wir wärendie
letzten,die positiveErgebnissediesbez̈uglichnicht begrüßenwürden.

Desweiterenwollen wir nochdaraufhinweisen,daßdie von unsbenutztenoderabgeleiteten
”
Konzepte“

wie die AnwendungregularisierendenKerneoderdie
”
Multifilter“ auf ihre Anwendbarkeit bei nicht expo-

nentiell schlechtgestelltenProblemenuntersuchtwerdensollten.Ebensosolltendie von unsabgeleiteten
EigenschaftenstabilisierenderFunktionengenutztwerden,um Filter für schlechtgestellteProblemejen-
seitsdesGaußfiltersoderdesidealenTiefpasseszukonstruieren.Undletztlichtsolltenunserebescheidenen
Beiträgerzur Wahl desRegularisierungsparametersweiterverfolgt unduntersuchtwerden,besondersdas
Konsistenzkriterium,welchesmöglicherweiseeinewirkliche

”
konsistente“ AlternativezudenDiskrepanz-

Prinzipienseinkönnte.

8siehe[Zal83]

9siehe[Lou89]
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Anhang A

Mellin-Bar nesIntegrale und die
Fox’scheH-Funktion

Für weitereDetailsdesnunfolgenden,seivorabschoneinmalaufdieBüchervonWHITTAKER undWATSON [WW69]
undMATHAI undSAXENA [MS78], sowie auf [EMOT53] verwiesen.

Die Fox’scheH-Funktionist beieinerVielzahlvonProblemenderMathematik,derStatistikundder(mathematischen)
Physik anwendbar. Die Bedeutungder H-Funktion liegt in der Tatsache,daßdiesefast alle speziellenFunktionen,
die in der Mathematikund Statistik,und somit auchin der Physik,vorkommen,als Spezialf̈alle beinhaltet.Zu die-
sengeḧorenbeispielsweisedie (verallgemeinerte)Besselfunktionunddie hypergeometrischenFunktionenundderen
Verallgemeinerungen,sowie dieMeijer’scheG-Funktion.

A.1 Definition

Kommenwir nunzurDefinition derMellin-BarnesIntegrale undderH-Funktion.

Definition A.1
IntegralederallgemeinenForm

H � z��� 1
2πi

�
L

h � s� z� s ds (A.1)

mit

h � s���
m�

i � 1
Γ � bi � βis� n�

j � 1
Γ � 1   a j   α js�

q�
i � m¡ 1

Γ � 1   bi   βis� p�
j � n¡ 1

Γ � a j � α j s�£¢ (A.2)

längseinesIntegrationswegsL in derkomplexens-Ebene,wobeia j ¢ b j ¤¦¥ undα j ¢ β j positive relleZahlensindund

zs � exp � sln § z§ � i argz� ¢ (A.3)

wobei sich hier nicht unbedingtauf denHauptzweigdesLogarithmus’beschr̈ankt werdenmuß,werdenals Mellin-
BarnesIntegralebezeichnet[EMOT53,Tit86, MS78, WW69], unddiedurchdiesedefinierteFunktion

H � z��� Hm̈ n
p ¨ q � z��� Hm̈ n

p ¨ q © z ªªªª
� a1 ¢ α1 � ¢¬«¬«¬«­¢ � ap ¢ αp �� b1 ¢ β1 � ¢¬«¬«¬«­¢ � bq ¢ βq �¯® (A.4)

wird Fox’scheH-Funktiongenannt1 [MS78].

1DefinitionundNotationderFox’schenH-Funktionsindnichteinheitlich.Einezu(A.1) äquivalenteundebensohäufigverwendete
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LeereProduktewerdenhier alsEins interpretiert.Der Integrationsweg L sei für dasweiteredahingehendspezifiziert,
daßdieserdiePolevon Γ ° b j ± β js² andenPunkten

s ³µ´ ° b j ± ν ²
β j

j ³ 1 ¶¬·¬·¬·­¶ m; ν ³ 0 ¶ 1 ¶¬·¬·¬· (A.5)

vondenPolenvon Γ ° 1 ´ a j ´ α j ² andenPunkten

s ³ ° 1 ´ a j ± λ ²
α j

j ³ 1 ¶¬·­·¬·¬¶ n; λ ³ 0 ¶ 1 ¶¬·¬·¬·¸¶ (A.6)

separiert,wobeieinderartigesL immerdannexistiert,wenn

α j ° bk ± ν ²º¹³ βk ° a j ´ 1 ´ λ ²¼» ν ¶ λ ³ 0 ¶ 1 ¶ 2 ¶¬·­·¬· ; k ³ 1 ¶­·¬·¬·¬¶ m; j ³ 1 ¶¬·¬·¬· n (A.7)

gilt.

A.2 Existenz,Eigenschaftenund Darstellung der H-Funktion

Führenwir nundie folgendenGrößen,

µ ³ q½
j ¾ 1

β j ´ p½
j ¾ 1

α j (A.8)

und

β ³ p¿
j ¾ 1

αα j

j

q¿
j ¾ 1

β À β j

j · (A.9)

ein. Unter ZuhilfenahmedieserbeidenGrößen,kannbez̈uglich der Existenzder H-Funktion nun folgendesgezeigt
werden:

Die Fox’scheH-Funktion,definertnachdenGleichungen(A.1) bis (A.4), existiert in denfolgenden
Fällen:

1. q Á 1, µ Â 0:
H ° z² existiert für allez, z ¹³ 0.

2. q Á 1, µ ³ 0:
H ° z² existiert für alle Ã zÃÅÄ β À 1.

3. p Á 1, µ Ä 0:
H ° z² existiert für allez, z ¹³ 0.

4. p Á 1, µ ³ 0:
H ° z² existiert für alle Ã zÃÅÂ β À 1.

H ist danneineanalytischeFunktion2 in z undderIntegrationsweg L kanndannaufL Æ c À i∞ Ç cÈ i∞ É , alsoÊ
L

ds Ë cÈ i∞Ê
c À i∞

ds ¶
ausgedehnt(deformiert)werden3.

Definition ist [WW69]:

HmÌ n
p Ì q Í zÎÐÏ 1

2πi Ñ
L

mÒ
i Ó 1

Γ Í bi Ô βisÎ nÒ
j Ó 1

Γ Í 1 Ô aj Õ α j sÎ
qÒ

i Ó mÖ 1
Γ Í 1 Ô bi Õ βisÎ pÒ

j Ó nÖ 1
Γ Í aj Ô α j sÎ zs ds ×

BeideDefinitionengehenhier durchs Ø Ô s ineinander̈uber.

2Dasbeinhaltetauch,sodie Integraldarstellung(A.1) nur für z ÙÛÚ konvergiert, daßdannH eineanalytischeFunktionfür reellez
ist, die (in einemWinkelraum)analytischfortgesetztwerdenkann;siehedazu[EMOT53] undhier dasnachfolgendeKapitelA.3.

3Allgemeinergilt, daßdannH vonderkonkretenForm desIntegrationswegsL unabḧangigist.



A.3. ZUM KONVERGENZVERHALTEN UND ZUR ASYMPTOTIK DERH-FUNKTION 341

Bevor wir unsderDarstellungderH-Funktion,nebenderalsMellin-BarnesIntegral,widmen,sollennocheinigeihrer
grunds̈atzlichenEigenschaftenangegebenwerden,diegeradeauchvonpraktischerInteresseundBedeutungsind:

1. Ist α1 ÜÞÝ¬Ý¬ÝßÜ αp Ü β1 ÜµÝ¬Ý¬ÝàÜ βq Ü 1, soreduziertsichdieH- aufdieMeijer’scheG-Funktion

Hmá n
p á q â z ãããã

ä
a1 å 1æ å­Ý¬Ý¬Ýçå ä ap å 1æä
b1 å 1æ å¬Ý¬Ý¬Ý­å ä bq å 1æºè Ü Gmá n

p á q â z ãããã
a1 å¬Ý­Ý¬Ý¬å ap

b1 å¬Ý¬Ý¬Ý­å bq è (A.10)

2.

Hmá n
p á q â z ãããã

ä
a1 å α1 æ å¬Ý­Ý¬Ý¬å ä ap å αp æä
b1 å β1 æ å­Ý¬Ý¬Ý¬å ä bq å βq æéè Ü Hn ám

q á p â 1
z
ãããã
ä
1 ê b1 å β1 æ å­Ý¬Ý¬Ý¬å ä 1 ê bq å βq æä
1 ê a1 å α1 æ å¬Ý­Ý¬Ý¬å ä 1 ê ap å αp æëè (A.11)

DieseEigenschafterlaubtes,dieH-Funktionmit demArgumentz in diemit demArgument1z zutransformieren,
respektive denFall µ ì 0 in denFall µ í 0 undviceversa.

3.

zσHmá n
p á q â z ãããã

ä
a1 å α1 æ å¬Ý­Ý¬Ý¬å ä ap å αp æä
b1 å β1 æ å­Ý¬Ý¬Ý¬å ä bq å βq æ è Ü Hmá n

p á q â z ãããã
ä
a1 î σα1 å α1 æ å­Ý¬Ý¬Ý¬å ä ap î σαp å αp æä
b1 î σβ1 å β1 æ å¬Ý¬Ý­Ý¬å ä bq î σβq å βq æ è (A.12)

4.
1
k

Hmá n
p á q â z ãããã

ä
a1 å α1 æ å¬Ý¬Ý­Ý¬å ä ap å αp æä
b1 å β1 æ å¬Ý­Ý¬Ý¬å ä bq å βq æ è Ü Hmá n

p á q â zk ãããã
ä
a1 å kα1 æ å¬Ý¬Ý¬Ý­å ä ap å kαp æä
b1 å kβ1 æ å¬Ý¬Ý­Ý¬å ä bq å kβq æ è k ì 0 (A.13)

Für weitereEigenschaftenseibesondersauf [MS78] verwiesen.

Kommenwir nunzu einer(eventuellnumerisch)berechenbarenDarstellungderH-Funktion,dieaufdenResiduensatz
[BS76,Tit86] basiert.Nehmenwir im folgendennochzus̈atzlichan,daßderIntegrand(A.2) nur PoleersterOrdnung
besitzenmöge.Basierendauf die Existenzaussagen1. bis 4., könnendanndie folgendeFälle unterschiedenund die
H-Funktiondannfolgendermaßendargestelltwerden:

I Für die Fälle 1. und 2. kann die H-Funktion durchdie Summeder Residuender Pole (ersterOrdnung)von

Γ
ä
b j î β jaæ , j Ü 1 å­Ý¬Ý¬Ýçå mbeis Ü êðï bj ñ ν ò

β j
dargestelltwerden:

Hmá n
p á q ä zæ Ü mó

hô 1

∞ó
ν ô 0

mõ
j ô 1 á j öô h

Γ ÷ b j ê β j ï bh ñ ν ò
βh ø nõ

j ô 1
Γ ÷ 1 ê a j î α j ï bh ñ ν ò

βh ø
qõ

j ô mñ 1
Γ ÷ 1 ê b j î β j ï bh ñ ν ò

βh ø põ
j ô nñ 1

Γ ÷ a j ê α j ï bh ñ ν ò
βh ø

ù ä ê 1æ νz ú bh û ν ü
βh

βhν! Ý (A.14)

II Für die Fälle 3. und 4. kann die H-Funktion durchdie Summeder Residuender Pole (ersterOrdnung)von

Γ
ä
1 ê a j ê α jsæ , j Ü 1 å¬Ý¬Ý¬Ýçå n beis Ü ï 1 ý aj ñ λ ò

α j
dargestelltwerden:

Hmá n
p á q ä zæ Ü nó

hô 1

∞ó
ν ô 0

nõ
j ô 1 á j öô h

Γ ÷ 1 ê a j ê α j ï 1 ý ah ñ ν ò
αh ø mõ

j ô 1
Γ ÷ b j î β j ï 1 ý ah ñ ν ò

αh ø
põ

j ô nñ 1
Γ ÷ a j î α j ï 1 ý ah ñ ν ò

αh ø qõ
j ô mñ 1

Γ ÷ 1 ê b j ê β j ï 1 ý ah ñ ν ò
αh ø

ù ä ê 1æ νz
ý ú 1 þ ah û ν ü

αh

αhν! Ý (A.15)

Für denallgemeinerenFall, beidemdiePolevonΓ
ä
b j î β jsæ respektiveΓ

ä
1 ê a j ê α jsæ auchvonhöhrerOrdnungsein

dürfen, läßtsichebensoeineReihendarstellungangeben,die jedochum einigeskomplexer ist; für weitereDetailssei
wiederumauf [MS78] verwiesen.

A.3 Zum Konvergenzverhalten und zur Asymptotik der H-Funktion

Essollennunkurz die, geradeauchfür die Praxisrelevanten,Ergebnissezur KonvergenzderMellin-BarnesIntegra-
le (Gleichung(A.1) und (A.2)) und zum asymptotischenVerhaltenfür kleine und großeArgumenteder H-Funktion
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wiedergegebenwerden.Bevor wir dieErgebnissepräsentieren,führenwir die folgendenGrößenein:

a ÿ n�
j � 1

α j � p�
j � n� 1

α j � m�
j � 1

β j � q�
j � m� 1

β j (A.16)

β ÿ p�
j � 1

αα j

j

q�
j � 1

β � β j

j (A.17)

µ ÿ q�
j � 1

β j � p�
j � 1

α j (A.18)

γ ÿ q�
j � 1

b j � p�
j � 1

a j � p
2 � q

2
(A.19)

λ ÿ m�
j � 1

β j � q�
j � m� 1

β j � p�
j � 1

α j (A.20)

Mit Hilfe desasymptotischenAusdrucksder Γ-Funktionfür großeArgumente[WW69, EMOT53] kanndasKonver-
genzverhaltendesMellin-BarnesIntegralsuntersuchtwerden.4 Der AbsolutwertdesIntegranden(A.2) für � t �	� ∞ ist
dannmit

e� 1
2 aπ 
 t 
 � t � � µc� γ R� ceΦtβc (A.21)

abscḧatzbar, wobei wir von einenIntegrationsweg Lc � i∞ � c� i∞ parallelzur imagin̈arenAchseausgegangensind, und
wobeis ÿ σ � it undz ÿ ReiΦ sei.Eskönnennunvier verschiedeneFälleunterschiedenwerden:

1. a � 0:DasIntegral(A.1) konvergiertabsolutfür �Φ ��
 aπ
2 unddefinierteineim Winkelraum � argz ��
 min � π � aπ

2 � ,
unterAusschlußdesNullpunktes,analytischeFunktion.

2. a ÿ 0, µ �ÿ 0: DasIntegral (A.1) konvergiert zwar nicht für komplexe z, jedochfür z � 0 � z ��� absolut,wenn
c derartgewählt wird, daßµc � 1 � γ gilt und es exisitiert danneineanalytischeFunktion in z, definiert im
Winkelraum � argz��
 π, derenWert für positive z durch(A.1) gegebenist.

3. a ÿ µ ÿ 0, γ 
 � 1: DasIntegral (A.1) konvergiert für allez ��� � absolutundrepr̈asentierteinestetigeFunktion
von z in 0 
 z 
 ∞. Esexistierenun,jeweils für 0 
�� z��
 β � 1 und � z ��� β � 1, im Winkelraum � argz��
 π zwei
analytischeFunktionen,derenWert für 0 
 z 
 β � 1 undz � β � 1 (zseijetzt reell) durch(A.1) gegebensind.

4. a ÿ µ ÿ 0, � 1 � γ 
 0: DasIntergral (A.1) konvergiert,zwarnichtabsolut,für z 
 β � 1 undfür z � β � 1, z ��� � .
Wie im Fall 3.,exisitierenzweianalytischeFunktionen,jeweils für 0 
�� z ��
 β � 1 und � z ��� β � 1, im Winkelraum� argz ��
 π, derenWert für 0 
 z 
 β � 1 undz � β � 1 (z sei jetzt reell) durch(A.1) gegebensind.An demPunkt
z ÿ β besitztdasIntegral eineUnstetigkeit, an der eshöchstensim SinneeinesHauptwertintegralsexistieren
könnte.

Kommenwir nunzurAsymptotikderH-Funktion.Gem̈aßdenAusführungenin [EMOT53, MS78], lassensichfolgende
Aussagen,basierendauf derAsymptotikderΓ-Funktionoderauf denReihendarstellungen,wie beispielsweise(A.14)
und(A.14), herleiten:

1. Essei

µ � 0 und c ÿ min � �"! b j

β j # $
Für z � 0 gilt dann(asymptotisch):

Hm� n
p � q � z� ÿ O �%� z � c � $ (A.22)

2. Essei

µ � 0 � a � 0 �&� argz��
 a
π
2

und d ÿ max� ��! a j � 1
α j # $

Für x � ∞ gilt dann(asymptotisch):

Hm� n
p � q � x� ÿ O '(� x � d ) $ (A.23)

4Wir folgenhier denAusführungenin [EMOT53], die bez̈uglich desKonvergenzverhaltensetwasdetaliertersindals[MS78].
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A.4 Einige Spezialf̈alle der H-Funktion

Wie bereitserwähnt,beinhaltetdie H-Funktionfastalle speziellenFunktionender Mathematik,und somit auchder
mathematischenPhysik,als Spezialf̈alle. Um diese

”
Universaliẗat“ der H-Funktion zu illustrieren,wollen wir kurz

einigedererSpezialf̈alle angeben:

1.

H1 * 0
0 * 1 + z ,,,,.-/ b 0 B13254 B 6 1z

b
B exp 7 - z18 B 9 (A.24)

2.

Hm* n
p * q + z ,,,,

/
a1 0 11%0;:<:<:�0 / ap 0 11/
b1 0 11%0<:<:<:;0 / bq 0 11 2 4 Gm* n

p * q + z ,,,, a1 0<:;:<:<0 ap

b1 0<:<:<:;0 bq 2 (A.25)

3.

H1 * 1
1 * 1 + z ,,,,

/
1 - ν 0 11/

0 0 11=254 Γ
/
ν 1 / 1 > z1�6 ν 4 Γ

/
ν 1 1F0

/
ν; - z1 (A.26)

4.

H1 * 0
0 * 2 ? z2

4
,,,, + a > ν

2
0 12 0 + a - ν

2
0 12A@ 4 7 z

2
9 a

Jν
/
z1B0 (A.27)

wobeiJν
/
z1 dieBesselfunktionersterArt ist.

5. Die nächstenbeidenBeispielelassensichnichtalsSpezialf̈allederG-Funktionableiten:

H1 * 0
0 C 2 / z D / 0 0 11%0 / - ν 0 µ1&1 4 Jµ

ν
/
z1E0 (A.28)

wobeiJµ
ν
/
z1 dieverallgemeinerteBesselfunktionist.

6.

H1 * p
p * qF 1 + z ,,,,

/
1 - ap 0 αp 1/

0 0 11%0 / 1 - bq 0 βq 1 2 4 ∞G
r H 0

pI
j H 1

Γ
/
a j > α j r 1

pI
j H 1

Γ
/
b j > β j r 1

/
- z1 r
r!

4 pψq + /
ap 0 αp 1/

bq;βq 1 ; - z 2 0 (A.29)

wobei pψq Maitland’s verallgemeinertehypergeometrischeFunktiongenanntwird.
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Anhang B

Funktionalanalysisund Distrib utionen

In diesemAnhangwollen wir einenkurzenÜberblicküberdieGrundbegriffe, KonzepteundErgebnisseausderFunk-
tionalanalysisund einesehrkurzeEinführung,ehermehreinenÜberblick, überdie Theorieder Distributionen, die
auchTheorieder verallgemeinertenFunktionengenanntwird, geben,wobei wir allgemeindasHauptaugenmerkauf
die für dieseArbeit wichtigen Konzepteund Ergebnisserichtenwollen. Eine ausf̈uhrlicheEinführungin die Funk-
tionalanalysisgibt beispielsweise1 WERNERs Buch [Wer95], der in seinemBuch auchkurz auf Distributionenzu
sprechenkommt.AusführlicheEinführungenin dieDistributionentheorieundderenAnwendunggebenbeispielsweise
die Büchervon BLANCHARD und BRÜNING [BB93]2 und WALTER [Wal94], und desweiterenwollen wir nochauf
[Bre65,Lig66, Roo69] verweisen.

B.1 Grundbegriffe

Im weiterembezeichnenwir kurz mit J denKörper K der reellenoderdenKörper L der komplexen Zahlen,alsoJ�MNK oder JOMPL .

B.1.1 Integrale

Der verwendeteIntegralbegriff ist im allgemeinenderdesLebesgue-Integrals, wobeidie zentralenSätzeauchfür das
Riemann-Integral sinnvoll sind,nur dannwenigerallgemein[Wal94, Wer95].

IntegraleohneAngabendesIntegrationsgebietessindüberdenganzenK N zuerstrecken3:Q
f R xS dx M QT N

f R xS dx U (B.1)

Wir schreibenalsobeiN-dimensionalemRaumintegralendx für dx1 U;U<U dxN.

B.1.2 FunktionenklassenV k R GS ist die Mengederin deroffenenMengeG WXK N stetigenundmit stetigenpartiellenAbleitungbis zurOrdnung
k versehenenFunktionenϕ R xSYM ϕ R x1 Z U;U<U Z xN S (0 [ k [ ∞). Insbesondereist

V 0 R GS die Klasseder stetigen,
V ∞ R GS

1Es existiert eineVielzahl von sehrgutenEinführungenin die Funktionalanalysis.WERNERs Buch sei hier nur als ein Beispiel
genannt.

2DasBuchvon BLANCHARD und BRÜNING wendetsich geradeauchanden(theoretischen)Physiker undentḧalt Beispielefür
dieAnwendungderTheoriederDistributionenin derPhysik.

3Zwar gilt für dasvon unsbehandelteProblemN \ 1, nichtsdestotrotzwollen wir die allgemeinenDarstellungenundErgebnisse
für beliebigeN wiedergeben.
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die Klassederbeliebigoft stetigdifferenzierbarenFunktionen.Die Klasse] k
0 ^ G_ entḧalt alle Funktionenaus ] k ^ G_ ,

welcheaußerhalbeinerkompakten4 Teilmengevon G identischverschwindet.Im Fall G `ba N schreibenwir einfach] k bzw. ] k
0 statt ] k c a N d respektive ] k

0
c a N d . Die Klasse] k

0 entḧalt alsoalle Funktionenaus ] k, die außerhalbeiner
beschr̈anktenMengeidentischverschwinden.

Die betrachtetenFunktionensindimmerreell oderkomplexwertig. Ist ϕ ` ϕ1 e iϕ2 komplexwertig, ϕ1 `5f g ϕ, ϕ2 `h(i
ϕ, sobedeutetϕ jk] k naẗurlich, daßϕ1 l ϕ2 jk] k ist5.

EbensowerdenauchdieRäumeLp ^ G_ (p m 1) derin G meßbarenFunktionenf mit endlichenLp-Normn
f
n
Lp `poqsr

G t f ^ x_ t p dxuv 1
p w

∞ (B.2)

betrachtet.Ist f : G xzy meßbarund t f t p überjedesin G gelegenenKompaktumintegrierbar, sogeḧort f zuderKlasse
Lp

LOC ^ G_ . Im Fall G `Na N schreibenwir kurz Lp undLp
LOC.

An dieserStelle wollen wir folgendeBemerkung machen:Die Räume c Lp l n|{;{<{%n p d sind für p m 1 Banachräume.
Obwohl die Lp-RäumeeigentlichkeineRäumevon Funktionen,sondernvon Äquivalenzklassenvon Funktionensind,
behandeltman ihre Elemente,als wärenesFunktionen.Man schreibtalso f j Lp statt } f ~3j Lp usw. In der Regel
tretendadurchkeineKomplikationenauf. Beispielsweiseist f � ��x��

G
f dλ einewohldefinierteAbbildung auf L1 ^ G_ ,

nicht jedoch f � �|x f ^ x0 _ . Von besondererBedeutungsinddie RäumeL2 ^ G_ ; diesesindbekanntlichdie sogenannten
Hilbert-Räume.

B.1.3 Finite Funktionen, Tr ägereiner Funktion

Einein a N erklärteFunktionϕ ^ x_ ist finit, wenndieseaußerhalbeinerbeschr̈anktenMengeverschwindet.DerTräger6

von ϕ, suppϕ, ist dieabgeschlosseneHülle allerPunktex mit ϕ ^ x_��` 0, in Formeln

suppϕ ` cl � x : ϕ ^ x_��` 0� {
(B.3)

Der Trägerentḧalt gewissermaßendie Punkte,welchefür ϕ
”
wesentlich“ sind.AußerhalbdesTrägersverschwindetϕ

in demfolgendemSinne:Zu x �j suppϕ gibt eseineUmgebungU ^ x_ , in welcheϕ � 0 ist. Die dreiAussagen:� ϕ ist finit,� ϕ hateinenkompaktenTräger,� ϕ verschwindetaußerhalbeinebeschr̈anktenMenge,

sind äquivalent.Die finiten Funktionenaus ] k bilden die Klasse ] k
0 (= Funktionenaus ] k, welcheaußerhalbeine

kompaktenTeilmengevonG identischverschwinden).

Für komplexwertigesϕ ` ϕ1 e iϕ2 gilt

suppϕ ` ^ suppϕ1 _�� ^ suppϕ2 _ {
(B.4)

B.1.4 Vektorr äume

Untereinemreellenbzw. komplexenVektorraum, auchlinearer Raumgenannt,verstehtmaneinMenge � , in welcher
eineAddition a e b undeineMultiplikation λa mit reellenbzw. komplexenZahlenerklärt ist, wobei � bez̈uglich der
Addition eineAbelscheGruppedarstelltundaußerdemfür a l b j�� , λ l µ jka bzw. y dieGesetze

λ ^ a e b_�` λa e λb l (B.5)^ λµ_ a ` λ ^ µa_ l (B.6)^ λ e µ_ a ` λa e µa l (B.7)

4EineMengeA �k� N ist genaudannkompakt,wennsiebeschr̈anktundabgeschlossenist.

5Entsprechendesgilt bei denanderenFunktionenklassen.

6engl.support



B.1. GRUNDBEGRIFFE 347

gelten.

VongroßerBedeutungist die folgende

Definition B.1
Der RaumL � X ����� derstetigenlinearenFunktionaleauf einemnormierten(topologischen)RaumX heißt Dualraum
vonX undwird mit X � bezeichnet.

Esläßtsichnunfolgendeszeigen[Wer95]:

Korollar B.1
DerDualraumeinesnormiertenRaumes,versehenmit derMaximumsnorm�

x� �Y� sup�
x
���

1 � x� � x� � � (B.8)

ist stetseinBanachraum.

B.1.5 Lineare Funktionale (Linearformen) und lineareOperatoren

Definition B.2
Eineauf � definiertekomplexwertigeFunktion

T : � �¢¡ (B.9)

wird Funktional(auf � ) genannt.Ein Funktionalist alsoeineVorschrift,welchesjedesElementϕ £¤� einekomplexe
ZahlT ¥ ϕ ¦ , auchkurzin AnlehnunganderOperatorschreibweiseTϕ geschrieben,zuordnet.DasFunktionalheißtlinear,
wenn

T ¥ λϕ § µψ ¦ � λTϕ § µTψ für ϕ � ψ £��¨� λ � µ £�¡ (B.10)

ist. LineareFunktionalewerdenauchals Linearformenbezeichnet.

Nur derVollständigkeit halberwollenwir auchnochfolgendeDefinition derlinearenOperatorenangeben:

Definition B.3
EinestetigelineareAbbildungT : X � Y zwischendennormiertenRäumenX undY heißt linearerOperator. Ist der
BildraumderSkalark̈orper, sosagenwir, gem̈aßderDefinition B.2, FunktionalstattOperator.

Ein stetigerOperatorT : X � Y erfüllt einederäquivalentenBedingungen[Wer95], wobeixn eine(Funktionen-)Folge
in X sei:

1. Falls lim
n© ∞

xn
�

x, sogilt lim
n© ∞

Txn
�

Tx .

2. Für allex0 £ X undalleε ª 0 existiert ein δ ª 0 mit�
x « x0

��¬
δ ­ � Tx « Tx0

��¬
ε ® (B.11)

3. Für alleoffenenMengenO ¯ Y ist
T ° 1 � O� ��± x £ X : Tx £ O² (B.12)

offen in X.

VongrößterBedeutungin derFunktionalanalysisist die folgendeCharakterisierungstetigerOperatoren[Wer95]:

SatzB.1
SeienX undY normierteRäume,undseiT : X � Y linear. Dannsinddie folgendenAussagen̈aquivalent:

1. T ist stetig.

2. T ist stetigbei0.

3. Esexistiert einM ³ 0 mit �
Tx
��¬

M
�
x
�µ´

x £ X ® (B.13)
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4. T ist gleichm̈aßigstetig.

Definition B.4
Die kleinstein (B.13) desSatzesB.1 auftauchendeKonstantewird mit ¶ T ¶ , die Norm desOperatorsT, bezeichnet,
d.h. ¶ T ¶ : · inf ¸ M ¹ 0 : ¶ Tx ¶�º M ¶ x ¶µ» x ¼ X ½�¾ (B.14)

Esgilt offensichtlich ¶ Tx ¶¿· sup
x ÀÁ 0

¶ Tx ¶¶ x ¶ · supÂ
x
Â Á 1
¶ Tx ¶Y· supÂ

x
Â�Ã

1
¶ Tx ¶ÅÄ (B.15)

sowie die fundamentaleUngleichung: ¶ Tx ¶�ºÆ¶ T ¶Ç¶ x ¶E» x ¼ X ¾ (B.16)

Da stetigeOperatorennachSatzB.1 die (abgeschlossene)EinheitskugelB̄X ¸ x ¼ X : ¶ x ¶Èº 1½ auf einebeschr̈ankte
Mengeabbilden,sprichtmanauchvonbeschränktenOperatoren.

Betrachtenwir nun
L É X Ä Y Ê : ·5¸ T : X Ë Y : T ist linearundstetig½Ì¾ (B.17)

Esist jetzt L É X Ä Y Ê bez̈uglich deralgebraischenOperationenÉ S Í T Ê	É xÊÎ· Sx Í Tx (B.18)É λT Ê%É xÊÎ· λTx (B.19)

einVektorraum[Wer95].

Führenwir diesenAbschnittabschließendnochdasKonzeptdeskompaktenOperatorsein:

Definition B.5
EinelineareAbbildung,respektiveeinlinearerOperator, T zwischennormiertenRäumenX undY heißtkompakt, wenn

T É B̄X Ê relativkompaktist, wasäquivalentmit derAussageist, daßT É B̄X Ê kompaktist. Die Gesamtheitderkompakten
Operatorenwird mit K É X Ä Y Ê bezeichnet;fernersetzenwir K É X ÊÇ· K É X Ä X Ê .
Offenbarist einelineareAbbildungT : X Ë Y genaudannkompakt,wennT beschr̈ankteMengenauf relativkompakte
Mengenabbildete,bzw. wennfür jedebeschr̈ankteFolge ¸ xn ½ in X die Folge ¸ Txn ½ÐÏ Y einekonvergenteTeilfoge
entḧalt [Wer95].Da kompakteMengenbeschr̈anktsind,sindkompakteOperatorenstetig;esgilt alsostetsK É X Ä Y ÊÑÏ
L É X Ä Y Ê [Wer95].

Wir wollennocherwähnen,daßein Integraloperator

Tk : L2 Ò	Ó N Ô Ë L2 Ò	Ó N Ô Ä Tk f É xÊÎ·PÕ k É x Ä yÊ f É yÊ dy (B.20)

dannkompaktist, wennk ¼ L2 Ö Ó N × Ó N Ø , alsoÕ dx Õ dy Ù k É x Ä yÊÚÙ 2 Û ∞ (B.21)

gilt.

B.2 Grundfunktionenr äumeder Distrib utionentheorieund derenEi-
genschaften

Im folgendemwollenwir diewichtigstenGrundfunktionenr̈aumeÜ , die in derTheoriederDistributionenangewendet
werden,undderenEigenschaftenvorstellen.GanzallgemeinhandeltessichbeiallenGrundfunktionenr̈aumeübrigens
um Hausdorffsche lokal konvexe topologischeVektorräume. Da wir dieseTatsachein dieserArbeit abernicht explizit
ausnutzenrespektive verwendenwerden,wollen wir auf weitereDetails7 diesbez̈uglich verzichtenunddie Räumein
ihrenalternativ üblichen,bez̈uglich theoretischenundpraktischenUntersuchungennichtsdestotrotzeleganten,̈aquiva-
lentenFormulierungenangeben.

7Zur Definition und für weitereDetailsbez̈uglich topologischenVektorr̈aumeim allgemeinenundHausdorffschelokal konvexe
topologischeVektorr̈aumeim besonderenseibeispielsweiseauf [BB93, Wer95]verwiesen.
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B.2.1 Der Grundraum Ý
Als ersteswollen wir den

”
Basisraum“ Þ derDistributionentheorieeinführenunddie wichtigstenEigenschaftenund

Ergebnisse,diemit diesemRaumzusammenḧangen,kurz diskutieren.

Definition B.6
Der GrundraumÞ ist die Menge ß ∞

0 à�á N â aller im á N finiten und beliebigoft differenzierbaren(komplexwertigen)
Funktionen.DiesewerdenGrundfunktionenoderTestfunktionen8 genannt.

Daϕ ãÐÞ einefiniteFunktionist,wasäquivalentzuAussageist,
”
ϕ verschwindetaußerhalbeinerbeschr̈anktenMenge“ ,

ist ϕ nachobigenAussageneinebeschr̈ankteFunktion.

Den GrundfunktionenraumÞ könnenwir kurz, aberoffensichtlichvöllig äquivalentzu obigenDefinition B.6, auch
nochfolgendermaßeneinführen:
Bezeichnenwir mit Ω ä á N eineoffene und nichtleereMenge.Mit Þæå Ω ç wird dannder Testfunktionenraum allerß ∞-Funktionenauf Ω mit kompaktenTräger in Ω bezeichnet.

B.2.1.1 Beispieleiner Grundfunktion

Wir wollennuneinBeispieleinerGrundfunktionin Þ geben.Esseifür x ã á N :

h å xç3è g å 1 é x2 çÎè ê exp ëìé 1
1 í x2 î für ï x ï�ð 1

0 für ï x ï�ñ 1
(B.22)

Dag å t ç undt è 1 é x2 beliebigoft stetigdifferenzierbarsind,gilt dasselbe9 für h. Esist somith ãkÞ undsupph è B̄1,
wobeiB̄1 dieabgeschlosseneEinheitskugelim á N bezeichnet.DurchMultiplikation vonh mit einerNormierungskon-
stanteC erhaltenwir dieFunktionρ å xçÎè Ch å xçsãkÞ , diedannoffensichtlichdienützlicheEigenschaftò

ρ å xç dx è òó
x
ó ô

1

ρ å xç dx è 1 (B.23)

besitzt;somitkönnenwir ρ alsDichtefunktioninterpretieren.Führenwir jetztnoch,basierendauf ρ, dieFunktion

ρα å xçÎè α í N ρ ë x
α î (B.24)

mit α õ 0 ein,sobesitztdieseoffensichtlichebensodieEigenschaften

ρα å xçÎè ρα å�é xç (B.25)

und,wasmit derSubstitutionx è αy, dx è αdy sofortnachweisbarist,ò
ρα å xç dx è 1 ö (B.26)

Die sodefinierteFunktionρα ist eineGrundfunktionin Þ , für die ρα å xçÎ÷ 0 für ï x ï�ñ α gilt.

B.2.1.2 Mittelwert von Funktionen, Generierungvon Grundfunktionen auf ø
Mit Hilfe der Funktionρα läßtsich nuneineFülle von Grundfunktionenin Þ angeben.Für f ã ß 0 wird mit fα der

”
bewichteteMittelwert“

fα å xç : è ò f å ξ ç ρα å x é ξ ç dξ ξ ã á N (B.27)

bezeichnet;dasIntegral erstrecktsichtats̈achlichnur überdie Kugel ï x é ξ ïúù α. ObigesIntegral läßtsichauchin der
Form

fα å xçÎè òó
ξ
ó ô

α

f å x é ξ ç ρα å ξ ç dξ è òó
ξ
ó ô

1

f å x é αξ ç ρ å ξ ç dξ (B.28)

8Die ElementeeinesGrundfunktionenraumeswerdenganzallgemeinalsGrundfunktionenoderTestfunktionenbezeichnet.

9Diesesfolgt offensichtlichdirekt ausderKettenregel.
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schreiben.DasWort
”
Mittelwert“ ist angebracht,dennnachdemMittelwertsatzderIntegralrechnunggilt, falls f reell-

wertig ist, wegenρα û 0 undderNormierungvon ρα aufEins:

fα ü xýÎþ f ü xÿ ý � ρα ü x � ξ ý dξ þ f ü xÿ ý (B.29)

für ein xÿ mit � xÿ � x ��� α. Ist f komplexwertig, so bestehteineGleichungder Form (B.29) für ��� f und für 	�
 f .
Insbesondereist fα ü x0 ýÑþ c, wenn f ü xý
� c in Bα ü x0 ý ist10. Darausfolgt, daß fα finit ist, wenndasselbefür f gilt.
Ebensoerkenntmanleicht,daß fα ��� ∞ ist. Im Integral (B.27) kannmannämlichdemParameterx beliebigoft unter
demIntegralzeichenpartielldifferenzieren,daessichumeinIntegralmit festen,endlichenIntegrationsgebiethandelt11.
DurchdieMittelwertoperation(B.27)wird also f geglättet.Der durchdieGleichung(B.27)definierteOperatorTα,

Tα f ü xý : þ �� N

f ü ξ ý ρα ü x � ξ ý dξ � (B.30)

wird FriedrichscherGlättungsoperator genannt.SeineBedeutungin derFunktionalanalysisundbesondersin derTheo-
rie derDistributionenfassenwir in denfolgendenLemmazusammen[Wal94,Wer95]:

Lemma B.1
Essei f ��� 0. Dannist fα ��� 0. Ist f ü xý�� c in Bα ü x0 ý , soist fα ü x0 ýÇþ c; ist f finit, soist fα eineGrundfunktionin � .
Für denTrägervon fα gilt supp fα � ü supp f ý α.

B.2.1.3 Konvergenzbegriff in �
Definition B.7
Wir sagen,dieFolge � ϕk � vonGrundfunktionenkonvergiert in � gegen0 undschreibendafür

ϕk � 0 für k � ∞ oder lim
k � ∞

ϕk þ 0 � (B.31)

wenn

1. alle ϕk außerhalbeinundderselbenbeschr̈anktenMengeidentischverschwinden,

2. dieFolge � ϕk � undjededarausdurchpartielleAbleitung(vonbeliebigeOrdnung)gewonneneFolgegleichm̈aßig
im � N gegen0 konvergiert.

Die folgendeBezeichnungist häufig von Nutzenund wird in der Literatur quasi
”
standardm̈aßig“ benutzt.Ist p þü p1 ��������� pn ý einMehrfach-Index, auchalsMulti-Index bezeichnet,d.h. pi û 0 undganzzahlig,soist12� p �%þ p1  �����  pN � xp þ xp1

1 !�!�! xpN
N (B.32)

Dp þ#" ∂
∂x1 $ p1 !�!�! " ∂

∂xN $ pN þ ∂ % p %
∂xp1

1 !�!�! ∂xpN
N

(B.33)

Die zweiteKonvergenzbedingungläßtsichdannauchals

lim
k � ∞

Dpϕk þ 0 gleichm̈aßigim � N (B.34)

(für jedesp) schreiben.Man beachte:Nicht verlangtist die gleichm̈aßigeKonvergenzin x und p, also �Dpϕk ü xý&�(' ε
für alle x, alle p undalle k û k0 ü ε ý .
Hiermit ist naẗurlich für ϕk � ϕ � � auchdieBezeichnungϕk � ϕ erklärt:

ϕk � ϕ bedeutet ü ϕk � ϕ ý � 0 (B.35)

ϕ þ ∞)
k * 1

ϕk bedeutet sk þ ϕ1  ϕ2  �����  ϕk � ϕ � (B.36)

10Wir bezeichnenmit Br + x0 , die offeneKugelmit Mittelpunkt x0 -/. N undRadiusr :
Br + x0 ,1032 x -4. N : 5 x 6 x0 587 r 9 .

11Für alle x mit 5 x 5:7 Rkönnenwir alsIntegrationsgebiet5 ξ 5<; R = α wählen.

12FaßtmanD alsVektorauf,soist dieDefinition (B.33)bereitsin derPotenzdefinition(B.32)enthalten.
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Entsprechendsind Limites der Form
”
ϕλ > ϕ für λ > λ0“ definiert.Sind etwa eineFamilie von Grundfunktionen?

ϕλ @ λ A Λ, mit Λ B3C oderauchΛ BDC N , undeineGrundfunktionϕ gegebenundist λ0 ein Häufungspunktvon Λ, so
bedeutet

lim
λ E λ0

ϕλ F ϕ in G (B.37)

oderauchϕλ > ϕ für λ > λ0, daß

1. einKompaktumK mit suppϕλ B K für alle λ H Λ I U existiert,wobeiU eineUmgebungvon λ0 ist;

2. für jedenMulti-Index p
lim

λ E λ0

Dpϕλ F Dpϕ gleichm̈aßigin C N (B.38)

gilt.

DieserKonvergenzbegriff läßtsich,genauwieklassischeKonvergenzbegriffe,aufdieKonvergenzvonFolgenzurückführen.
Esbestehtder

SatzB.2
Esgilt ϕλ > ϕ für λ > λ0 (in G ) genaudann,wennfür jedeFolge J λi K ausΛ mit λi > λ die Beziehungϕλi > ϕ für
i > ∞ (in G ) besteht.

Bei Konvergenzfragenin G ist esoft bequem,die Maximumsnorm, auchSupremumsnormgenannt,zu benutzen.Für
eineim C N erklärteFunktiong ist bekanntlichdieMaximumsnormdurchL

g
L

∞ : F sup
?1M

g J xK M : x HNC N @ (B.39)

gesetzt.Dabeidarf g vektorwertigsein,wobeidann
M
g J xK M die Euklidnormbezeichnet.Damit läßtsichdie Beziehung

(B.34) in derForm
lim
k E ∞

L
Dpϕk

L
∞ F 0 (B.40)

schreiben.Mehr noch,wir könnenmit derMaximumsnormdie Definition derKonvergenzin G auchnochbequemer
folgendermaßenformulieren:

Die Folge
?
ϕk @ vonGrundfunktionenkonvergiert in G gegen0,

ϕk > 0 für k > ∞ oder lim
k E ∞

ϕk F 0 O (B.41)

wenn

1. alleϕk außerhalbeinundderselbenbeschr̈anktenMengeidentischverschwinden;

2. lim
k E ∞

L
Dpϕk

L
∞ F 0 für jedesp gleichm̈aßigin C N .

Ohneeszubeweisen,wollenwir nochdaraufhinweisen,daßdieKonvergenzbez̈uglich derMaximumsnormgleichbe-
deutendmit gleichm̈aßigerKonvergenzist [Wal94, Wer95].

Zusammenfassung

Am EndediesesAbschnitteswollen wir folgendesbez̈uglich desGrundfunktionenraumesG zusammenfassen:

(i) Der GrundraumG ist die Menge P ∞
0 Q C N R aller im C N finiten und beliebigoft stetigdifferenzierbaren(kom-

plexwertigen)Funktionenϕ.

(ii) Die Funktionenϕ HSG sindbeschr̈ankt.

(iii) Bei Konvergenzfragenist esnützlich (undelegant),dieMaximums-bzw. Supremumsnormzu benutzen:L
ϕ
L

∞ : F sup
?1M

ϕ J xK M : x H�C N @UT (B.42)

(iv) Die Konvergenzbez̈uglich derMaximumsnormist gleichbedeutendmit dergleichm̈aßigerKonvergenzim C N .

(v) Gem̈aßderDefinitionB.2,wird eineauf G definiertekomplexwertigeFunktionT : G >WV ( VXF C oder VXFZY )
Funktionalauf G genannt.
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B.2.2 Der Grundraum [
Definition B.8
Die Funktionϕ \^] ∞ geḧort zu _ , wennfür beliebigeMulti-Indizes p ` qa

xqDpϕ
a

∞ b sup
x ced N f xqDpϕ g xh fei ∞ (B.43)

ist13. Gleichwertigdazuist dieBedingung jjj�k 1 l x2 m m
Dpϕ

jjj
∞

(B.44)

für beliebigem n 0 und p also

fDpϕ g xh f&o Cp
1 l x2 q m mit C b jjj k 1 l x2 m m

Dpϕ
jjj

∞ r (B.45)

DerGrundfunktionenraum_ wird auchals Schwarz-RaumoderTestfunktionenraumaller überpolynomialabfallenden] ∞-Funktionenbezeichnet.

Die Funktionaus_ nehmenalsofür f x f:s ∞ schnellerabalsjedePotenz1t f x fm. Man machtsichohneMüheklar, daß
mit ϕ und ψ auchλϕ undϕ l ψ zu _ geḧoren; _ ist alsoein komplexer Vektorraum.Übrigensgeḧort auchϕψ zu _ ,
d.h. _ ist, ebensowie u , einekommutative Algebra[BB93, Wal94,Wer95].

Kompakter, aberoffensichtlichvöllig äquivalent zur Definition B.8, wird der Raums_ auchnoch folgendermaßen
eingef̈uhrt: _vgxw N h b y ϕ \S] ∞ zz pm{ l | ϕ } i ∞ ~ m̀ l b 0 ` 1 ` 2 ` r�r�r�� (B.46)

pm{ l |ϕ } b sup� k 1 l x2 m m
2 fDαϕ f zzz x \�w N ` fα feo l � r (B.47)

OffenbarsindalleGrundfunktionenaus_ , d.h. u ist einUnterraumvon _ : u���_ . Dochesgilt sogarnochmehr, denn
durcheinfacheBeispielelassensichfolgendeInklusionenzeigen14:u3gxw N h���_�g�w N h
� L1 gxw N h r (B.48)

B.2.2.1 Beispieleiner Grundfunktion in �
DaseinfachsteundwichtigsteBeispieleinerGrundfunktionϕ \4_ ist

ϕ g xh b P g xh e� αx2 \�_ (B.49)

wobeiP g xh einPolynomundα � 0 sei.

B.2.2.2 Konvergenzbegriff in �
Wir führenin _ denfolgendenKonvergenzbegriff ein.

Definition B.9
Ist ϕk \4_ für k b 1 ` 2 ` r�r�r , sobedeutet

lim
k � ∞

ϕk b 0 oderϕk s 0 für k s ∞ ` (B.50)

daßfür beliebigeMulti-Indizes p ` q
lim
k � ∞

a
xqDpϕk

a
∞ b 0 (B.51)

gilt.

13Zur Erinnerung:xp � xq1
1 ����� xqN

N .

14Bez̈uglich derBeweiseseiauf [BB93, Wal94]verwiesen.
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Diesestrif ft genaudannzu,wenndie folgendenbeidenAussagenbestehen:

(i) Zu jedemp � q gibt eseineKonstanteCpq mit�
xqDpϕk

�
∞ � Cpq für k � 1 � 2 ��������� (B.52)

(ii) Für jedesp gilt
Dpϕk � 0 für k � ∞ (B.53)

gleichm̈aßigaufkompaktenTeilmengenvon � N .

Hier folgt (i) ausderBeschr̈anktheitderNullfolgen
�
xqDpϕk

�
∞ und(ii), in demwir in (B.51)q � 0 setzen.Umgekehrt

folgt aus(i), daß(zu vorgegebenenp undq) eineKonstanteC1 mit
�
xq � 1 � x2 � Dpϕk

�
∞ � C1 existiert. Zu ε � 0 gibt

esalsoeinRmit �
xqDpϕk � x  � � C1

1 � x2 � ε für

�
x

� � R � (B.54)

Aus (ii) folgt dann �
xqDpϕk � x  � � ε für alle k ¡ k0 � (B.55)

d.h.esgilt (B.51).

B.2.2.3 Zwei stetigeAbbildungen

Aus der Gleichung(B.43) der Definition B.8 könnenwir ablesen,daßausϕ ¢�£ folgt xpϕ � x ¤¢�£ und Dpϕ � x ¤¢v£ .
Die Abbildungenϕ ¥ ¦ � xpϕ undϕ ¥ ¦ � Dpϕ von £ in sichsindoffenbarlinear. Siesindsogarstetig,ausϕk � ϕ folgt
xpϕk � xpϕ undDpϕk � Dpϕ in £ .

Erinnernwir unsjetztdaran,daßdieFourier-Transformationim wesentlichendieAbleitungDα unddieMultiplikation
xα miteinandervertauschen,so könnenwir schonerahnen,daßder Grundfunktionenraum£ bez̈uglich der Fourier-
TransformationeinebesondereRolle spielenwird.

B.2.2.4 Normen in §
Wir führenin £ dieNormen �

ϕ
�©¨
m � supª � 1 � � x �   m Dp ϕ � x ¬««« � p � � m� x ¢N� N ­ � (B.56)

wobeim ¡ 0 sei,unddiedazuäquivalentenNormen15

pm® l ¯ϕ °±� sup ²S³ 1 � x2 ´ m
2

�
Dαϕ

� ««« x ¢N� N � �α � � l µ � (B.57)

ein.

EsbestehendannfolgendeAussagen:

(a) für ϕ ¢S¶ ∞ gilt:
ϕ ¢4£D· �

ϕ
�¸¨
m � ∞ ¹ m � (B.58)

(b) Für ϕk ¢�£ gilt
lim
k º ∞

ϕk � 0 in £3· lim
k º ∞

�
ϕk
�¸¨
m � 0 (B.59)

für jedesm.

15siehe[BB93, Wal94, Wer95] undhier obigeGleichung(B.47); in dieserArbeit werdenbeideNormengleichberechtigtnebenein-
anderbenutzt.
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B.2.3 Der Grundraum »
Der in gewisserHinsicht

”
breiteste“ Grundfunktionenraum,d.h. derjenigemit denmeistenElementen,ist folgender-

maßendefiniert:

Definition B.10
EsseiΩ ¼¾½ N offen undnicht leer. Mit ¿^À Ω Á bezeichnenwir denGrundfunktionenraumaller Â ∞-Funktionenauf Ω.

Am Randvon Ω unterliegendie Grundfunktionenaus ¿ keinenRestriktionenim Unterschiedzu denFunktionenausÃ
und Ä .

B.3 Distrib utionen

Kommenwir nunendlichzuDefinition derDistribution.Die allgemeinsteDefinition ist wie folgt:

Definition B.11
Eine DistributionT , auchverallgemeinerteFunktiongenannt,ist einaufdenGrundfunktionenraumÅ , wobei ÅÇÆ Ã ,ÅÇÆ�Ä oder ÅÇÆÈ¿ sei,erklärtesstetigeslinearesFunktional.

Betrachtenwir kurzdiehiervorgestelltenGrundfunktionenunddieaufdiesendefiniertenDistributionenetwasgenauer.

B.3.1 Der Distrib utionen-Raum ÉËÊ
Gem̈aßderallgemeinenDefinitionB.11,ist eineDistributioneinauf

Ã
erklärtesstetigeslinearesFunktional.DerRaum

L À ÃÍÌÏÎ Á derstetigenlinearenFunktionaleauf
Ã

ist abergeradegem̈aßderDefinitionB.1 derDualraum
ÃÑÐ

von
Ã

, d.h.
dieGesamtheitallerDistributionen(auf

Ã
), derRaumderDistributionen

ÃÑÐ
, entsprichtdem(topologischen)Dualraum

von
Ã

.

Bevor wir unsdenweiterenEigenschaftendesDistributionen-Raums
ÃÑÐ

zuwenden,wollenwir alsEinschubeine,nicht
nur für dieTheoriederDistributionen,derbedeutestenundwichtigstenArten vonFunktionalenbetrachten.

Integrierbar eFunktionen alsFunktionale

Wir nenneneinefür x Ò^½ N erklärtereelle-oderkomplexwertigeFunktion f lokal integrierbar oderauchlokal inte-
grabel, wenn f À xÁ überjedekompakteMenge(oderauchüberjedeKugel) integrierbarist. Wir schreibendafür dann
f Ò L1

LOC.

Hierbei wird der LebesguescheIntegralbegriff zugrundegelegt. Eine komplexwertige Funktion f Æ f1 Ó i f2 ist also
genaudannlokal integrierbar, wenndie reellenFunktionen f j meßbarsind und Ô

K Õ f j À xÁ Õ dx Ö ∞ für jedekompakte

MengeK ist À j Æ 1
Ì
2Á . DasIntegral Ô

K
f À xÁ dx ist perdefinitionemgleich Ô

K
f1 À xÁ dx Ó i Ô

K
f2 À xÁ dx.

Jedochsind, wie bereitsam Anfang diesesAnhangeserwähnt,die noch folgendenErgebnisseund Sätzemit ihren
Beweisenauchim RahmendesRiemann-Integralssinnvoll, nur ebenwenigerallgemein[Wal94,Wer95]. LokaleInte-
grierbarkeit von f Æ f1 Ó i f2 im Riemann’schenSinnebedeutet,daßdie Funktionenf j und Õ f j Õ überjedeKugeldes½ N eigentlichoderuneigentlichRiemannintegrierbarsind.

Jederlokal integrierbarenFunktion f ist jetzt in naẗurlicherWeiseein linearesFunktionalF gem̈aß

F ×ϕ Ø±ÆXÙ f À xÁ ϕ À xÁ dx für ϕ Ò Ã À�½ N Á (B.60)

zugeordnet.DasIntegral existiert, daϕ außerhalbeinerKugel identischverschwindetunddasIntegral demgem̈aßnur
überdieseKugelzuerstreckenist. Außerdemsiehtmansofort,daßF ein linearesFunktionalist. Esgilt der
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SatzB.3
Jedeim Ú N erklärte,lokal integrierbareFunktion f erzeugtein auf demGrundraumÛ definierteslinearesFunktional
gem̈aßFormel (B.60). Ist f Ü^Ý 0, ist f durch

”
sein“ Funktionaleindeutigbestimmt;zur BestimmungdesFunktions-

wertesf Þ x0 ß ausF kannmanz.B.dieGrundfunktionϕ Þ xßáà ρα Þ x â x0 ß benutzen:

F ã ρα Þ x â x0 ß¸ä±å f Þ x0 ß für α å 0æ ç (B.61)

Allgemein läßtsich aus(B.61) der Wert einer lokal integrierbarenFunktion f an jederStetigkeitstellex0 gewinnen.
Im besonderenist alsofür N à 1 einestückweisestetigeFunktion f durchihr FunktionalF bis auf die Werteanden
Sprungstellenvollständigbestimmt.

UnterZuhilfenahmevon SätzenausderTheoriedesLebesgue-Integralsläßtsichallgemeinzeigen:

Korollar B.2
Einelokal integrierbareFunktion f Þ xß ist durchF ã ϕ ä bis aufeine(Lebesguesche)Nullmengeeindeutigdefiniert.Auch
in diesemFall gilt (B.61) für alle x0 èÜ N, wobeiN eine(Lebesguesche)Nullmengeist.

AufgrunddieserErgebnissekannmaneinelokal integrierbareFunktion f Þ xß unddasvon diesererzeugteFunktional
F ãϕ ä als zwei Seitenein und derselbenSacheansehen.Wir schreibendeshalbauch f ã ϕ ä oder Þ f é ϕ ß oder ê f é ϕ ë statt
F ãϕ ä Þ f é ϕ ß�ì ê f é ϕ ë ì f ãϕ ä : àXí f Þ xß ϕ Þ xß dx ç (B.62)

Normalerweisestehtin der Analysisder ersteGesichtspunktim Vordergrund: f ist definiertals Abbildung, welche
jedemx ÜSÚ N eineZahl f Þ xß zuordnet.Die TheoriederDistributionenknüpft geradeandie andereMöglichkeit an, f
durcheinFunktionalzukennzeichnen,welchesjedemϕ ÜSÛ , respektive ϕ Ü�î , eineZahl f ãϕ ä zuordnet16.

Offenbarist dasdurcheinelokal integrierbareFunktion f erzeugteFunktional f ãϕ ä stetig,alsoeineDistribution.Gilt
nämlichϕk å 0, soist erstensϕk ì 0 außerhalbeinerbeschr̈anktenMengeA, undfernerwegen

lim
k ï ∞ ð Dpϕk ð ∞ å 0 (B.63)

für p à Þ 0 é(ñ�ñ�ñ�é 0ß . Die Distributionenverallgemeinernalsodenbegriff derlokal integrierbarenFunktion17. DieseVer-
allgemeinerungwird, um unserebisherigenÜberlegungenzusammenzufassen,gewonnenaufgrundeinerCharakteri-
sierungvon f nichtalsPunktfunktionf Þ xß , sondernalsFunktional ê f é ϕ ë . AuchbeiDistributionenwerdenübrigensdie
Bezeichnungen

T̂ϕ à T ãϕ ä±à Þ T é ϕ ß�à ê T é ϕ ë à ê T Þ xß é ϕ Þ xß ë (B.64)

nebeneinanderbenutzt.

Wir wollennunanhandeinigerBeispieleEigenschaftenderDistributionenundweitereKonzeptevorstellenunderläutern:

(a) ReguläreDistributionennenntmannenntmandiedurchlokal integrierbareFunktionenf erzeugteDistributionenê f é ϕ ë à í f Þ xß ϕ Þ xß dx ç (B.65)

(b) Die wohl bekanntesteDistribution ist dieDirac’scheDelta-Funktionê δ é ϕ ë : à ϕ Þ 0ß é (B.66)

auf die im RahmenderRegularisierungunserbesonderesInteresseliegt. Daßδ ein linearesFunktionalist, ist
sofort zu sehen.Ebensoist die Stetigkeit evident: ausϕk å 0 (in Û ) folgt δ Þ ϕk ß
à ϕk Þ 0ß
å 0. Es ist ebenso

16Manbeachte,daßdieseKennzeichnungderFunktion f durchdasFunktional ò f ó ϕ ô nichtfür alle,sondernnurfür lokal integrierba-
reFunktionenmöglichist.Fernervereinbarenwir, daßzwei lokal integrierbareFunktionen,welchesichnuraufeiner(Lebesgueschen)
Nullmengeunterscheiden,identifiziertwerden,wodurcherreichtwird, daßverschiedeneFunktionenf auchverschiedeneFunktionaleò f ó ϕ ô entsprechen.Tats̈achlichhandeltessich,wie bereitserwähnt,bei denLp-Räumenja nicht umRäumevon Funktionen,sondern
umRäumevon ÄquivalenzklassenvonFunktionen.

17EinekurzeBemerkungzur Historie:Der Name
”
Distribution“ wurdevon L. SCHWARTZ eingef̈uhrt. Danebenhatsichseitdem

ErscheinenderArbeitenvonGELFAND-SCHILOW derlängere,abervielleichttreffendereName
”
verallgemeinerteFunktionen“ durch-

gesetzt.
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leicht zu sehen,daßδ keinereguläre Distribution ist, d.h. also,esexistiert keinelokal integrierbareFunktion
δ õ xö mit derEigenschaft ÷

δ õ xö ϕ õ xö dx ø ϕ õ 0ö für ϕ ùSúûõ ϕ ù�ü�öþý (B.67)

Obwohl δ keineFunktion(im herk̈ommlichenSinne)ist, werdenwir in Übereinstimmungmit (B.64) δ õ xö undÿ
δ õ xö�� ϕ õ xö � schreibenundweiterhinauchvonder

”
δ-Funktion“ sprechen.

(c) Ist f ù L1
LOC, alsoeinelokal integrierbareFunktion,undDp einepartielleAbleitung,sowird durchÿ

S� ϕ � : ø ÷ f õ xö Dpϕ õ xö dx õ ϕ ùSú ö (B.68)

eineDistributionSdefiniert.

(d) Ist allgemeinerF eineDistribution,sowird durchÿ
S� ϕ � : ø ÿ F � Dpϕ

� õ ϕ ùSú ö (B.69)

(p fest gewählt) eineneueDistribution18 erklärt. Offensichtlichist S ein linearesFunktional.Da mit ϕk auch
ψk ø Dpϕk in ú gegenNull konvergiert, giltÿ

S� ϕk
� ø ÿ F � ψk

���
0 � (B.70)

d.h.S ist auchstetig.

(e) Stieltjes-Integral als Distrib ution:
EsseiN ø 1 undg : õ Rö ��� einemonotonwachsendeFunktion.Dannwir durchdasRiemann-StieltjesIntegral

T �ϕ � : ø ÷ ϕ õ t ö dg für ϕ ùSú (B.71)

eineDistribution definiert.Eshandeltsichhier um ein Integral
b	
a

ϕ õ t ö dg, wobeisuppϕ 
�� a � b� ist. SeinWert

ist von derWahl von a � b unabḧangig.Offenbarist diesesFunktionalauf ú erklärt. Ist � ϕk 
 eineNullfolge von
Grundfunktionenundsuppϕk 
�� a � b� für alle k, soist mit derBezeichnungck ø�� ϕ � ∞�

T � ϕk � ��� b÷
a

�
ϕk õ t ö � dg

�
ck

b÷
a

dg ø ck õ g õ bö�� g õ aö�ö õ k � ∞ ö ý (B.72)

Insbesondereist die Delta-Funktionals Riemann-StieltjesIntegral darstellbar19. Mit der Heaviside-Funktion
H õ t ö

H õ t öáø � 0 für t
�

0

1 für t � 0
(B.73)

ist nämlich ÷
ϕ õ t ö dH ø ϕ õ 0öáø ÿ δ � ϕ � ý (B.74)

B.3.1.1 Addition und Multiplikation

Addition zweierDistributionenundMultiplikation einerDistribution mit einemSkalarbietenkeineSchwierigkeiten.
Esist:

Definition B.12
SindF , G zwei Distributionen,soverstehenwir unterF � G dieDistributionenÿ

F � G � ϕ � : ø ÿ F � ϕ � � ÿ G � ϕ � ý (B.75)

Ist λ einekomplexe Zahl,soverstehenwir unterλF diedurch

18Die Gleichungen(B.68)und(B.69)weisenbereitsaufeine(mögliche)DefinitionderAbleitungvonDistributionenhin.

19DOETSCH führt beispielsweisein seinemhervorragendenBuchüberdie Laplace-Transformation[Doe71] die Delta-Distribution
überdasRiemann-StieltjesIntegral ein.
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�
λF � ϕ � : � � F � λϕ ��� λ

�
F � ϕ � (B.76)

definierteDistribution.

In derMenge� � derDistributionen(auf � ) ist somiteineAddition undeineskalareMultiplikation erklärt worden.Es
kannjetztgezeigtwerden,daßdieseMengetats̈achlicheinen(komplexen)Vektorraumbildet,denRaum� � derDistri-
butionen.UnsereschonvorausgreifendeBezeichnungvon � � alseinemRaumist somitalsogerechtfertigtgewesen.

Betrachtenwir alsBeispieldasDistributivgesetz!
λ " µ# F � λF " µF $ (B.77)

EinemElementϕ %&� wird nach(B.75)und(B.76)durchdieDistribution!
λ " µ# F dieZahl

�
F � ! λ " µ# ϕ �'� (B.78)

λF " µF dieZahl
�
F � λϕ �(" � F � µϕ � (B.79)

zugeordnet.DiesebeidenZahlensindaufgrundderLineariẗatvonF gleich.Damit ist auchdieSchreibweise
�
F � ϕ � statt

F )ϕ * gerechtfertigt.Esist nämlich
�
F � ϕ � eineBilinearform, d.h.esbestehtLineariẗat in denbeidenArgumenten:�

F � λϕ " µψ �+� λ
�
F � ϕ �," µ

�
F � ψ �-� (B.80)�

λF " µG� ϕ �-� λ
�
F � ϕ �," µ

�
G � ϕ �.$ (B.81)

Ist f % L1
LOC unda

!
x# unendlichoft differenzierbar(a %0/ ∞), soist a 1 f ebenfalls lokal integrierbar, undfür diesereguläre

Distribution ist �
af � ϕ �2�43 a

!
x# f

!
x# ϕ

!
x# dx � � f � aϕ �'$ (B.82)

Eswird aufgrunddessendie folgendeDefinition getroffen:

Definition B.13
Für F %&� � , a

!
x#5%6/ ∞ wird dasProduktaF 7 Fa gem̈aß�

aF� ϕ � : � � F � aϕ � (B.83)

definiert,aF ist eineDistribution.

Bemerkung: Es sei daraufhingewiesen,daßa

!
x# nicht finit zu seinbrauchtund daßim Falle a

!
x#8� const.� λ die

beidenDefinitionen(B.76)und(B.83) übereinstimmen.

Von wesentlichererBedeutungist aberdie zweiteBemerkung: DasProduktF 1 G zweierDistributionenläßtsich im
allgemeinennicht in sinnvoller Weisedefinieren.Im besonderenist esnicht möglich,dasQuadratderDelta-Funktion
δ2 zu bilden.

B.3.1.2 Konvergenzbegriff

In naheliegenderArt undWeisewird durchdie folgendeDefinition einKonvergenzbegriff in � � eingef̈uhrt:

Definition B.14
SindF undF1 � F2 �9$9$:$ Distributionen,sobedeutetFk ; F (k ; ∞) oder lim

k < ∞
Fk � F , daß

lim
k < ∞

�
Fk � ϕ ��� � F � ϕ � (B.84)

für jedeGrundfunktionϕ ist.

Die Konvergenzeiner(unendlichen)Reihes � F1 " F2 "=$9$9$ (s� Fk %>� � ) ist wie üblichalsKonvergenzderTeilsummen
sk � F1 "?$9$:$9" Fk definiert.Gleichbedeutenddamitist also

s �A@ Fk B � s� ϕ ���4@ �
Fk � ϕ � für jedesϕ %6� $ (B.85)
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Entsprechendverfährtmanbei von einemParameterλ, dereinereelleoderkomplexe Zahl oderauchein ElementdesC N seinkann,abḧangigenDistributionenFλ. Ist alsoFλ D6E F , sobedeutet

lim
λ G λ0

Fλ H G I lim
λ G λ0 J Fλ K ϕ L H J G K ϕ L für jedesϕ DME N (B.86)

Nebenbeibemerkt,ist somitauchdiestetigeAbhängigkeit derDistributionFλ vomParameterλ erklärt:Man nenntFλ
stetigim Punktλ0, wennFλ O Fλ0

für λ O λ0 gilt.

Man siehtleicht, daßderobendefinierteLimeseindeutigbestimmtist unddaßer mit denalgebraischenOperationen
vertauschbarist; letzteresbesagt,daßausFk O F , Gk O G folgt

λFk P µGk O λF P µG K (B.87)

ausFk O F , a DMQ ∞ folgt aFk O aF.

B.3.1.3 Abschätzung von Distrib utionen, Maximumsnorm in R k
0

SatzB.4 (Abschätzungssatz)
EsseiF D6E F undK einekompakteMenge.Danngibt eseineKonstanteC S 0 undeinenicht negative ganzeZahl k,
sodaßfür alle ϕ DME mit suppK T

J F K ϕ L
T�U

CsupV TDpϕ W xX T8YYY x D C N ;

T
p

TZU
k [ (B.88)

gilt.

Mit Hilfe derMaximumsnormin Q k
0 \

ϕ

\
k H supV TDpϕ W xX T YYY x D C N ;

T
p

T�U
k [ (B.89)

läßtsichdasBehauptetekurz in derForm

T
J F K ϕ L

T]U
C

\
ϕ

\
k (B.90)

für alle ϕ D&E mit suppϕ ^ K schreiben.̈Ubrigenserḧalt manfür k H 0 die (herk̈ommliche)Maximumsnorm

\
ϕ

\
∞.

Wir notierennochzwei EigenschaftenderNorm

\�_`\
k:

(a) Für ϕ K ψ DME undk a 0 ist
\
ϕψ

\
k

U
2k

\
ϕ

\
k

\
ψ

\
k N (B.91)

(b) Es ist offenbar

\
gradϕ W xX \ Ucb N

\
ϕ

\
1;

b
N

\
ϕ

\
1 ist also ein Lipschitzkonstantefür ϕ und allgemeinerist

b
N

\
ϕ

\
k d 1 eineLipschitzkonstantefür Dpϕ mit

T
p

TeU
k.

B.3.1.4 Distrib utionen von endlicher Ordnung

Wir stellendenfolgendennützlichenBegriff vor:

Definition B.15
F heißtDistribution von endlicherOrdnung, wennim AbscḧatzungssatzB.4 die Zahl k unabḧangigvon derMengeK
gewählt werdenkann,andersgesagt,wenneseineganzeZahl k a 0 gibt, so daßzu jederkompaktenMengeK eine
ZahlC H Ck mit suppϕ ^ K existiert.Daskleinstek von dieserArt wird OrdnungvonF genannt.

SatzB.5
Ist suppF kompakt,soist F eineDistributionvonendlicherOrdnung.Bezeichnetk dieOrdnungvonF , sogibt eseine
KonstanteC derart,daßdieAbscḧatzung

T
J F K ϕ L

T�U
C

\
ϕ

\
k f ϕ DME (B.92)

besteht.
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DasWesentlicheandieserverscḧarftenAbscḧatzungist die Aussage,daßmanhier mit einerKonstantenC für alle ϕ
auskommt.

Für unseventuellinteressantsindnochdie folgendenAussagen:

(a) JedereguläreDistribution ist von der Ordnung0. Darausfolgt abernicht, daßjedeDistribution von der Ord-
nung0 einereguläreDistribution wäre.Wird die reguläreDistribution von einerüberdenganzeng N absolut
integrierbarenFunktionerzeugt,sogilt diescḧarfereAbscḧatzung(B.92)mit k h 0.

(b) PositiveDistributionen: EineDistributionF wird reellgenannt,wennFϕ reell für alleϕ i&j (respektive ϕ ilk )
ist. Die reelleDistributionheißtpositiv, wennausϕ m 0 folgt Fϕ m 0.

(c) Die Delta-Distribution ist einepositive DistributionderOrdnung0.

(d) Interessanterweisekanngezeigtwerden,daßeineSummederForm

F h4n
p

cp Dpδ (B.93)

keineDistribution darstellt,wennunendlich viele cp oh 0 sind.Natürlich ist jedeendlicheSummedieserForm
eineDistribution,derenTrägernurausdemNullpunkt besteht,alsonachdemobigenSatzeineDistributionvon
endlicherOrdnung(wasmanauchdirekt sehenkann).Umgekehrt ist jedeDistribution F mit suppF h�p 0q als
endlicheSummer cpDpδ darstellbar.

B.3.1.5 Differ entiation oder die Ableitung als lineareund stetigeOperation

Die DifferentiationeinerDistribution ist folgendermaßendefiniert:

Definition B.16
Für F i&j s ist durch t

DpF u ϕ vwh�x:y 1z�{ p { t F u ϕ v (B.94)

eineDistributionDpF , die DifferentiationderDistributionF , definiert.

EsgeltendieDiffer entiationsregeln:

(i) Für F u G i&j s ist für i h 1 u}|9|9|:u N
∂

∂xi
x λF x xz,~ µGx xz9z�h λ

∂
∂xi

F x xz,~ µ
∂

∂xi
G x xz�| (B.95)

(ii) Ist a i&� ∞ undF iMj s , sogilt für i h 1 u�|9|9|:u N dieProduktregel

∂
∂xi
x a x xz F x xz9z2h�� ∂

∂xi
a x xz�� F x xz�~ a x xz�� ∂

∂xi
F x xz�� | (B.96)

(iii) Die Kettenregel könnenwir nur für denSonderfall der linearenSubstitutionerklären,daF x g x t z9z nur für linea-
res20 g x t z erklärt ist. Dieselautetdanngenausowie beiFunktionen

d
dt

F x at ~ bz2h aF s x at ~ bz�u (B.97)

falls21 a oh 0.

Die Ableitung22 ist eineAbbildung F � F s von j s in sich.DieseOperationist linear. Sie ist auch- und dasist ein
zentralesErgebnisderDistributionentheorie- stetig,wie derfolgendeSatzzeigt.

20GenauerkannF � g � t ��� für all diejenigenFunktioneng � t � erklärtwerden,welchealsstetigeVariablentransformationeninterpretiert
werdenkönnen[Wal94, BB93, Bre65].

21Im Fallea � 0 ist F � at � b� nichterklärt.

22Wir beschr̈ankenunskurzfristigohneBeschr̈ankungderAllgemeinheitaufN � 1 undaufdie ersteAbleitung.
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SatzB.6 (über die gliedweiseDiffer entiation)
EsseienFk undF bzw. S� Distributionen.Danngilt

aus Fk � F folgt F �k � F ��� k � ∞ � (B.98)

aus S � ∞�
k � 1

Fk folgt S� � ∞�
k � 1

F �k � (B.99)

Man
”
darf“ alsokonvergenteFolgenundReihenvon Distributionengliedweisedifferenzieren,undzwar in jedemFall

undohnezus̈atzlicheVoraussetzungen,wie diesebei denentsprechendenSätzenderklassischenAnalysisnotwendig
sind.

B.3.2 Der Distrib utionen-Raum ���
Kommenwir nunzu denauf denGrundfunktionenraum� definiertenDistributionen,welche,gem̈aßderallgemeinen
DefinitionB.11,folgendermaßendefiniertsind:

Definition B.17
Ein auf � erklärteslinearesundstetiges(komplexes)Funktional f wird temperierteDistributiongenannt.

Die Mengealler temperiertenFunktionenbildet einenVektorraum23, dermit ��� bezeichnetwird. Der Zusammenhang
zwischen� und ��� ist alsogenauderselbewie jenerzwischen� und � � , d.h. ��� ist der(topologische)Dualraumvon� . Wir schreibenwieder � f � ϕ � für diedurch f � �l� demElementϕ �¡� zugeordnetekomplexenZahl.

Integrierbar eFunktionen alsFunktionale

Ist f eine lokal integrierbareFunktionund wächst f höchstensso starkwie einePotenzvon ¢ x ¢ für ¢ x ¢ � ∞, etwas
allgemeinerrespektive konkreter ¢ f � x��¢�£ p � x� � 1 ¤¥¢ x ¢ � m mit p � L1 � p ¦ 0 � (B.100)

soexistiert dasIntegral � f � ϕ ���¥§ f � x� ϕ � x� dx für ϕ �¨� (B.101)

und stellt ein stetiges,linearesFunktional,alsoeine temperierteDistribution, dar24. Wir sprechenwiedervon einer
regulären(temperierten)Distribution.

Funktionen,für die f � L1
LOC und(B.100)gelten,werdenauchschwach wachsendeFunktionengenannt[Lig66].

Zusammenfassend:Definitionen, Eigenschaften,Bemerkungen

Die bisherigenauf denRaum � � bezogenenResultatelassensich,gelegentlichmit kleinenÄnderungen,auchfür den
Raum� � beweisen.Wir wollen jetzt kurz einigeDefinitionen,ErgebnisseundBemerkungenspeziellfür denRaum� �
zusammenstellen:

1. Da, wir früherschonerwähnthaben,die identischeEinbettungvon � in � stetig ist, ist jedesstetigelineare
Funktionalauf � aucheinstetigeslinearesFunktionalauf � , d.h.� �ª© � � � (B.102)

JedetemperierteDistribution ist alsoeineDistribution. Aber � � ist echtkleinerals � � , dennbeispielsweiseist
die reguläreDistribution F � x�«� ex2

, F �¬� � keinetemperierteDistribution, daF nicht auf die Grundfunktion

ϕ � e­ 1
2 x2

, ϕ �¡� anwendbarist: � F � ϕ �w�4§ ex2
e­ 1

2 x2
dx �

”
¤ ∞“

23DerBeweis ist beispielsweisein [BB93, Wal94] zufinden.

24Dennfür dasPolynomp ® x̄±° 2 ® 1 ² x2 ¯ ist 1 ²6³ x ³µ´ p ® x̄ . Wegen ® 1 ²6³ x ³ ¯ m ³ϕ ® x̄9³µ´·¶ pm ® x̄ ϕ ¶ ∞ ¸ ∞ ist f ϕ ¹ L1, undausϕk º 0
folgt ¶ pm ® x̄ ϕk ¶ ∞ º 0, also » f ¼ ϕk ½±º 0.
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ist divergent.

2. Addition zweierDistributionenundMultiplikation einerDistributionmit einemSkalarsindformal genausowie
in ¾ ¿ definiert,dieAdditionzweierDistributionenalsogem̈aßderGleichung(B.75)unddieMultiplikation einer
Distributionmit einemSkalargem̈aßderGleichung(B.76).

3. Differentiation:Für f À Ál¿ ist durch Â
Dp f Ã ϕ Ä2Å�Æ:Ç 1ÈÊÉ p É Â f Ã Dpϕ Ä (B.103)

einetemperierteDistributionDp f definiert.Esgeltenebensodie im AbschnittB.3.1.5angegebenenDifferentia-
tionsregeln.

4. Die Multiplikation a Æ xÈ f Æ xÈ Â
af Ã ϕ Ä : Å Â f Ã aϕ Ä (B.104)

ist in Á ¿ definiert,wenna À&Ë ∞ ist undzu jedemMulti-Index p zwei KonstantenC Ì 0 undm Í 0 mitÎ
Dpa Æ xÈ Î]Ï C Æ 1 Ð Î x Î È m (B.105)

existieren25. Im besonderensindin Á ¿ dieMultiplikation mit xp, alsomit Polynomen,undmit Grundfunktionen
a À¡Á erklärt.

5. Allgemeinergilt sogar:Eine lineareFunktion f : Á¥ÑÓÒ ist genaudanneinetemperierteDistribution,wennes
eineKonstanteCf undganzeZahlenmf Ã l f existieren,sodaßÎ Â

f Ã ϕ Ä Î Å Î f Ôϕ Õ ÎÖÏ
Cf pmf × l f

Ô ϕ ÕÙØ ϕ À Á mit (B.106)

pm× l Ôϕ Õ�Å supÚ6Û 1 Ð x2 Ü m
2 Î

Dαϕ
ÎÞÝÝÝ x À>ß N Ã Îα ÎeÏ l à (B.107)

gilt.

6. Für temperierteDistributionenläßtsich,ebensowie für Distributionen(aus¾ ¿ ), einDarstellungssatzbeweisen.
Er ist wesentlicheinfacheralsderentsprechendeSatz26 für ¾ ¿ undlautet: f ist genaudannein ElementausÁ�¿ ,
falls eseineZahl kf À>á undstetigepolynomialbeschr̈ankteFunktionengα,

Î
α
Î�Ï

kf , d.h.Î
gα Æ xÈ Î�Ï Cα Æ 1 Ð Î x Î È mα Ã mα À>á (B.108)

gibt, sodaßfür alle ϕ À Á gilt Â
f Ã ϕ Ä�ÅãâÉα É ä kf å gα Æ xÈ Dpϕ Æ xÈ dx æ (B.109)

7. JedestetiglangsamwachsendeFunktion(schwachwachsendeFunktion),alsojedepolynomialbeschr̈ankte,ist
einereguläreDistribution in Á ¿ , abernicht jedestetigeFunktion,diezu Á ¿±ç ¾ ¿reg geḧort, ist langsamwachsend;
einBeispieldafür ist f À Á�¿ ç ¾ ¿reg,
f Æ xÈ2Å ex sinÆ ex È�Å�Ç d

dx Æ cosÆ ex È:È .
8. Konvergenzin Á ¿ : Dieseist formal genausowie in ¾ ¿ definiert27. Für fk À¨Á ¿ gilt:

fk Ñ f in Á ¿(è Â fk Ã ϕ Ä�Ñ Â f Ã ϕ Ä für jedeFunktionϕ À¡Á æ (B.110)

Sinddie fk reguläreDistributionenundexistiereneineganzeZahl m Í 0 undeineFunktion p À L1 derart,daß
für alle k eineAbscḧatzung Î

fk Æ xÈ Î]Ï p Æ xÈ�Æ 1 Ð Î x Î È m (B.111)

besteht,sofolgt ausderpunktweisenKonvergenzlim fk Æ xÈ5Å f Æ xÈ für alle x ÀMß N , daß f einereguläretempe-
rierteDistribution ist und fk Ñ f in Ál¿ gilt.

9. Bevor wir unsdenparameterabḧangigenDistributionenzuwenden,erinnernwir unsanrespektive führenwir die
Konvergenzin Á ein: Ist é ϕλ ê eineFamilievonFunktionenausÁ , wobeiλ etwain einemIntervall J ë�ß variiert,
soist dieKonvergenzϕλ Ñ ϕ in Á für λ Ñ λ0 in AnalogiezurFolgenkonvergenzdurchì

xqDp Æ ϕλ Ç ϕ È ì ∞ Ñ 0 für λ Ñ λ0 (B.112)

25Die Konstantendürfenvon p abḧangen.

26Wir habendenDarstellungssatzfür Distributionenaus ílî hier nicht angegeben,da wir diesenim RahmendieserArbeit nicht
ben̈otigen;siehebez̈uglich diesesSatzes[BB93, Wal94].

27sieheDefinitionB.14
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(p ï q beliebig)definiert.Entsprechendist diestetigeAbhängigkeit vomParameterλ durchdieForderung

ϕλ ð ϕλ0
für λ ð λ0 (B.113)

erklärt.Derauf ñ bezogeneSatzB.2 hatseinAnalogonin ò :

ϕλ ð ϕ für λ ð λ0 ó ϕλk ð ϕ (B.114)

für jedeFolgein J mit λk ð λ0.

10. Wendenwir unsjetztdenparameterabḧangigentemperiertenDistributionenzu, indemwir dieKonvergenzin òlô
einführen:
Für eineScharvonDistributionen fλ õ ò ô (λ õ J) ist dieKonvergenzfür λ ð λ0 õ J in ò ô nachdemVorbild der
Konvergenzin ñ ô erklärt:

fλ ð f in ò ô ó÷ö fλ ï ϕ ø ð ö f ï ϕ ø (B.115)

für alle ϕ õ ò (λ ð λ0). Damit sindauchdie stetigeAbhängigkeit von fλ vom Parameterλ unddie Differen-
zierbarkeit nachλ definiert.Für reguläreDistributionen fλ õ ò ô bestehtKonvergenzin ò ô , wennpunktweise
Konvergenz fλ ù xú ð f ù xú für x õüû N bestehtundeinm ý 0 undeineFunktionp ý 0 ausL1 existiert mitþ

fλ ù xú þeÿ p ù xú ù 1 � þ x þ ú m für λ õ J � (B.116)

11. Gebenwir jetzt Abschätzungen für Distributionenin ò ô an:Zu jeden f õ ò ô gibt eseinmundeinC mitþ ö f ï ϕ ø þeÿ C � ϕ ���m für ϕ õ ò � (B.117)

12. Vortsetzbarkeit nach ò ô : EineDistribution f õ ñ ô läßtsichgenaudannzu f õ ò ô vortsetzen,wenneineAbscḧatzungþ ö f ï ϕ ø þ�ÿ C � ϕ � �m für ϕ õ ñ � (B.118)

gültig ist. Die Fortsetzungist eindeutig,undfür diesegilt dievorstehendeAbscḧatzungin ò .

B.4 Faltung, Approximation und Fourier-Transformation

Um beispielsweisezusehen,unterwelchenBedingungenwir einFaltungsproduktfür Distributionenerwartenkönnen,
daraufwerdenwir dannam EndediesesKapitelseingehen,betrachtenwir zun̈achstdie Faltungvon Funktionen.Da
mandieFaltungnicht für beliebigeFunktionensinnvoll definierenkann,betrachtenwir anf̈anglichspezielleKlassevon
Funktionen,bevor dieErgebnisseaufallgemeinereFunktionenklassen̈ubertragenwerden.

B.4.1 Allgemeineszur Faltung

Die FaltungoderdasFaltungsproduktderFunktionenu undv wird ganzallgemeindurchdieFormelù u � vú ù xú�� � u ù x 	 yú v ù yú dy (B.119)

erklärt,sodasIntegral mathematischsinnvoll ist undexistiert.

Gebenwir jetzt,ohneBeweis28, einigeEigenschaftenderFaltungwieder:

(i) Esgilt: u � v � v � u 
 u ï v õ�� 0 
 û N � .
(ii) u � v ist stetig,denndau undv stetigundfinit sind(u õ�� 0 ù û N ú undv õ�� 0 ù û N ú ), folgt daraus,daßu � v ebenfalls

stetigundfinit ist.

(iii) Ist u stetigundfinit (u õ�� 0) undv stetig,soist u � v stetig.

(iv) supp ù u � vú�� suppu � suppv.

(v) Fallsu õ�� k
0

 û N � undv õ�� 0 
 û N � ist, sogilt u � v õ�� k ù û N ú undDp ù u � vú�� Dpu � v 
 þ p þÊÿ k undentsprechend

gilt, falls v õ�� k
0

 û N � , u õ�� 0 
 û N � : Dp ù u � vú�� u � Dpv 
 þ p þ�ÿ k.

28siehe[BB93, Wal94,Wer95]
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(vi) EsgeltendieAbscḧatzungen: �
u � v

�
∞ � �

u

�
∞

�
v

�
L1 � (B.120)

�
u � v

�
∞ � �

u

�
L1

�
v

�
∞ � (B.121)

(vii) Esseijetzt u � Lp , v � Lq mit 1
q � 1

q � 1, dannist u � v beschr̈anktundstetigundesgilt dieAbscḧatzung:�
u � v

�
∞ � � u � Lp

�
v

�
Lq � (B.122)

(viii) Sindu undv ausL1, soexistiert dasFaltungsproduktfür fastalle29 x, esist dannu � v � L1 undesbestehtdie
Abscḧatzung

�
u � v

�
L1 � � u � L1

�
v

�
L1 � (B.123)

(ix) DieseAufzählungabschließend,seiu � L2 � L1 undv � L2. Dannist u � v � L2 undesgilt dieAbscḧatzung:�
u � v

�
L2 � � u � L1

�
v

�
L2 (B.124)

Setzenwir u � x  y! � k � x � y! , sonimmt dieFaltungsoperationdieGestalt

Tuv � x! �#" k � x � y! v � y! dy (B.125)

an.Esgilt hier jetzt jedochk $� L2 %'& N ()& N * , denn" dx " dy + k � x � y!,+ 2 � � f � 2L2 " dx � ∞ � (B.126)

Faltungsoperatorensind daherkeine Hilbert-Schmidt- Operatoren30, sind sind, aufgrundobigerGleichung(B.126),
nichteinmalkompakt.

Wie wir sp̈atersehenwerden,ist einederwichtigstenAnwendungenderFaltungdie Approximationvon Funktionen
undDistributionendurchreguläre(glatte)Funktionen.

B.4.2 Faltung mit Grundfunktionen

Ist in derFormel

h � x! � � f � g!-� x! �#" f � ξ ! g � x  ξ ! dξ (B.127)

dieFunktiong eineGrundfunktion,genauerseig ��. , soläßtsichdieseFormelauchals

h � x! � � f � g!-� x! � " f � ξ ! g � x  ξ ! dξ �0/ f � ξ ! � g � x  ξ !21 (B.128)

schreiben.Daslegt dieVermutungnahe,daßfür einebeliebigeDistributionF ��.43
F � g �5/ F � ξ ! � g � x  ξ !21 (B.129)

gilt. Tats̈achlichläßtsichfolgenderSatzaussprechen:

SatzB.7
Ist F �4.43 und g einereguläre,von einerFunktiong �6. erzeugteDistribution, so ist F � g ebenfalls einereguläre
Distribution.Diesewird voneinerFunktionh ��7 ∞ erzeugtundesist

h � x! � � F � g!-� x! �8/ F � ξ ! � g � x  ξ !21 � (B.130)

DasnachfolgendeKorollarwollenwir derVollständigkeit wegennichtunerẅahntlassen:

29Damit ist die Existenzbisauf eineMengevom LebesgueschenMaßeNull gemeint.

30zuHilbert-Schmidt-Operatoren siehebeispielsweise[BB93, Wer95]
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Korollar B.3
Ist F 96:�; , alsoeineDistribution mit kompaktenTräger, und g 9<:>=@? ∞, so ist h = F A g 96? ∞; h läßtsich nach
(B.130)berechnen.Dabeiist zubeachten,daß(B.130)jetzt im Sinnevon

h B xC�=0D Fξ E α B ξ C g B x F ξ C2G (B.131)

zuverstehenist, wobeiα 9�H undα = 1 in eineUmgebungvonsuppF ist31.

Somit ist, die bisherigenErgebnissezusammengefaßt,die FaltungeinerDistribution F 9�H4; mit einerGrundfunktion
ϕ 9�H durch B F A ϕ C-B xC�=5D F B ξ CIE ϕ B x F ξ C2GKJ5D F E ϕx GLE (B.132)

mit ϕx B ξ CM= ϕ B x F ξ C , erklärt.

Fassenwir nochkurzdiewesentlichstenEigenschaftendieserFaltungzusammen[BB93, Wal94]:

1. Esist F A ϕ 9�? ∞ N'O N P undesgilt

Dp B F A ϕ C�= T A Dpϕ = DpF A ϕ Q p 9SR N T (B.133)

2. supp B F A ϕ C�U suppF V suppϕ .

3. Perdefinitionemgilt: D F E ϕ̆ GM=0B F A ϕ C-B 0C , mit derNotationϕ̆ B xC�J ϕ BWF xC .
4. Esseiϕ E ψ 9�H undF 9�H4; . Danngilt B F A ϕ CXA ψ = F A�B ϕ A ψ C T (B.134)

Kommenwir jetzt zur Faltung in YZ; :
Die Faltungϕ1 A ϕ2 zweierFunktionenϕi 9[Y ist offensichtlichdefiniertundgeḧort, wie sichzeigenläßt,wiederzu Y
[BB93, Wal94]32. Dieseslegt nunnahe,die Faltungder Distribution f 9\YZ; mit der Grundfunktionϕ1 9�Y durchdie
Formel D f A ϕ1 E ϕ2 G�=8D f E ϕ̆1 A ϕ2 G (B.135)

zudefinieren.

Wir wollen vorwegnehmenderwähnen,daßsowohl die Formel(B.132)alsauchdie Formel(B.135)die Ausgangbasis
für diesogenannteRegularisierungeinerDistribution, dievon ihremWesenhereineApproximationeinerDistribution
ist, darstellt.

B.4.3 Approximationssatzfür Distrib utionen oder die Regularisierung

AusdenEigenschaftenundSätzezurFaltungeinerDistributionmit einerGrundfunktionrespektiveausderFaltungauf
demRaumderDistributionenlassensichAussagen̈uberdieApproximationderDistributionenherleiten.

Wendenwir unszuerstdenApproximationender Distrib utionen in H4; zu.Esgilt:

SatzB.8 (Approximationssatzfür Distrib utionen in H4; )
Zu jedemF 9�H ; gibt eseineFolgevon regulärenDistributionenhk 9�? ∞ mit

hk ] F für k ] ∞ B in H ; C (B.136)

DieserSatzsagtalsoaus,daß? ∞ dicht in H4; liegt.

Übrigensist D F A ρε E ϕ G�=8D F B xCIE^D ρε B ξ CIE ϕ B x V ξ C2GWG , wobeidieFunktionρε durchGleichung(B.24)gegebensei.Wegen
ρε B xC�= ρε BWF xC ist D ρε B ξ CIE ϕ B x V ξ CWGK= ϕε B xC . Führenwir nochdieNotation33 Fε = F A ρε ein,sogilt also

Fε 9�? ∞ E_D Fε E ϕ GM=5D F E ϕε G (B.137)

31Bez̈uglich Einzelheitenseiauf [Wal94]verwiesen.

32sieheauchnachfolgendenAbschnittB.4.4

33Mit dieserNotationschreibenwir also:ϕε ` ϕ a ρε.
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undFε b F für ε b 0c .

HierauslassensichweitereAussagen̈uberdie Approximationgewinnen.Ist etwa F von derOrdnungm undgilt die
Abscḧatzung d�e

F f ϕ g d,h C i ϕ i m für alleϕ j�k f (B.138)

sofolgt

dle2m
Fε n F oIf ϕ g d p d�e F f m ϕε n ϕ o2g dqh C1ε i ϕ i mc 1 f (B.139)

da i ϕ n ϕε i m
h

ε r N i ϕ i mc 1 ist. Mannenntin diesemZusammenhangFε
p F s ρε dieRegularisierung34 vonF .

Einefür dieseArbeit wichtigereKonsequenzdesApproximationssatzesB.8 ist aber:

Ergebnis4
Die Delta-Funktionkann als Limes von regulärenDistributionendargestelltwerden,sogarvon solchen,die durch
Grundfunktionen35 erzeugtwerden.Insbesonderegilt für dieGrundfunktionρε dieBeziehung:ρε b δ für ε b 0c .

Betrachtenwir nundieRegularisierung in tZu :
Wir greifen auf die Bezeichnungenund Ergebnisseaus der Regularisierungin k u zurück. Insbesondereist ϕε

pe
ρε f ϕ

m
x v yo2g derobeneingef̈uhrteMittelwert.

(a) Ist ϕ j[t , soist auchϕε j)t , undfür 0 w ε w 1 gilti ϕε i�xm
h

2m i ϕ ilxm (B.140)

sowie i ϕε n ϕ i�xm
h

2m r N ε i ϕ i xmc 1 (B.141)

Insbesonderestrebtϕε b ϕ in t für ε b 0c .

(b) Ist f jytZu , soist fε p f s ρε einereguläreDistributionausz ∞ und tZu . Esgilt auchin t dieGleichung
e
fε f ϕ g p

e
f f ϕε g für ϕ j[t { (B.142)

Bestehtfür f dieAbscḧatzung(B.117),sogibt esKonstantenC1 f C2 mit
dle

fε f ϕ g
d|h

C1 i ϕ i�xm für 0 w ε w 1 f (B.143)

dle
fε n f f ϕ g d|h

C2 ε i ϕ i�xm für 0 w ε w 1 (B.144)

undalle ϕ j[t . Insbesonderefolgt fε b f in t u .
Abschließenwollen wir diesenAbschnittmit einerweiterenVersiondesApproximationssatzesfür Distributionen,der
unsquasiein

”
Rezept“ für konkreteundpraktischeApproximationenliefert. DiesekonkretisierteVersion36 lautet:

SatzB.9
EsseiF j�k4u , respektive F j[tZu , eineDistributionund } ϕ j ~ eineregularisierendeFolge, die folgendermaßendefiniert
ist:

i) ϕ j j�k���� N � , respektive ϕ j j[t��'� N � ,
ii) ϕ j

m
xo�� 0 � x j�� N � j jS� ,

34Esseidaraufhingewiesen,daßin [BB93] alsRegularisierteder Distribution T ganzallgemeindie FaltungT � ϕ, ϕ ��� (siehe
vorangegangenenAbschnittB.4.2)bezeichnetwird, derBegriff derRegularisierteneinerDistribution in derLiteraturalsonicht ein-
heitlich ist. Auch wollen wir nocheinmaldavor warnen,denBegriff derRegularisierungim RahmenderTheoriederDistributionen
mit derRegularisierungschlechtgestellterProblemezu identifizieren.Trotz derengemeinsamen

”
Ziels“ , derApproximationmathe-

matischerEntitäten,sind die konzeptionellenUnterschiedeoffensichtlicherheblich;so ist der Begriff der Regularisierungschlecht
gestellterProblemeallgemeiner, und damit

”
weiter“ , gefaßtals der der Distributionen.Doch werdenesandereseitsgeradedie Ge-

meinsamkeitensein,aufgrundderendie Regularisierungvon Distributionenein wertvolles Mittel bei der Regularisierungschlecht
gestellterProblemeseinwird; weiteresdiesbez̈uglich sieheKapitel 7.2.

35Diesesgilt für Grundfunktionensowohl aus � alsauchaus� .

36Urspr̈unglichwird dieserSatzin [BB93] im Zusammenhangmit derApproximationfür Distributionenaus �y� angegeben.Doch
gilt derSatz,bei entsprechendenModifikationendesin [BB93] angegebenenBeweises,ebensofür Distributionenaus�K� .
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iii) ��
N

ϕ j � x� dx � 1 � j �S� ,

iv) ϕ j � x�M� jNϕ � jx� j �S� , ϕ �����'� N � , respektive ϕ �y���'� N � , fest.

Danngilt:

1. Fj � F � ϕ j ��� ∞ � � N � , � j ��� , insbesonderegilt alsoFj ���4� � � N � , respektive Fj ���4� � � N � , � j �S� .

2. F � lim
j   ∞

Fj � lim
j   ∞

F � ϕ j in � � �'� N � , respektive in � � �'� N � .
B.4.4 Faltung und Fourier-Transformation in ¡ und ¡£¢
NebenderApproximationinteressiertunsim RahmendieserArbeit auchnochdie IntegraltransformationenvonDistri-
butionen.Da diediesbez̈uglichenErgebnisseebensovon großerBedeutungfür dieTheoriepartiellerIntegralgleichun-
gen,und auf Umwegensogarbis in die Vielteilchentheoriehineinreichen,wollen wir zwar kurz, aberallgemeindie
Fourier-Transformation,unddarineingeschlossenauchdieAnwendungderFourier-LaplaceTransformation,diskutie-
ren.

B.4.4.1 Fourier-Transformation in ¤
Betrachtenwir als Ausgangsbasisdie Fourier-Transformationauf demRaum� , dessenbesondereBedeutungfür die
Fourier-TransformationdernunfolgendeSatzaufweißt:

SatzB.10
Der Operatorder Fourier-Transformation¥ ist ein Automorphismusin � , d.h. ¥ bildet � linear, stetigund bijektiv
auf � ab,unddie Umkehrabbildung,die inverseFourier-Transformation,respektive der inverseOperator, ¥§¦ 1 besitzt
dieselbenEigenschaften.

Bezeichnenwir mit
”
� “ wiederdieFaltungsoperation

ω � x���©¨�
N

ϕ � x ª ξ � ψ � ξ � dξ « (B.145)

Sindjetztϕ undψ aus� , soist auch,wie bereitsim vorangegangenenAbschnittB.4.2erwähnt,ω � ϕ � ψ aus� . Daraus
folgt übrigenssofort,daß� mit derOperation¬ und � einekommutative Algebrabildet [BB93, Wal94].Desweiteren
solltenwir jetztnoch,im Zusammenhangmit derFourier-Transformation,festhalten:

(a) DurchdieAbbildung ­ ϕ ® ψ ¯M° ª²± ϕ � ψ wird einestetigeAbbildungvon �#³´� in � definiert.

(b) DerZusammenhangzwischenFaltungundFourier-Transformationin � wird, wie auchnichtanderszuerwarten,
durchdenFaltungssatzbeschrieben,in Formelndurch37¥ � ϕ � ψ �L� ¥ ϕ µ�¥ ψ (B.146)¥ � ϕ µ ψ �¶� � 2π � ¦ N ¥ ϕ ��¥ ψ (B.147)

ausgedr̈uckt.

B.4.4.2 Fourier-Transformation in ¤¸·
Führenwir nundie Fourier-Transformationin �¹� ein.DasRezeptist unsvon anderenOperationen,wie beispielsweise
dieMultiplikation unddieDifferentiation,bekannt:Man wälzedieOperationauf dieGrundfunktionab.

37Zur verwendetenFormderFourier-TransformationsieheGleichungB.149.
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Definition B.18
Die Fouriertransformiertº f einertemperiertenDistribution f »)¼Z½¿¾'À N Á ist durchÂ º f Ã ϕ Ä : Å Â f Ã�º ϕ ÄÇÆ ϕ »[¼#È-À N É (B.148)

definiert.

DiesesFunktionalist auf ¼ erklärt, linearundstetig,daausϕk Ê 0 auchº ϕk Ê 0 unddamit
Â
f Ã'º ϕk Ä Ê 0 folgt, also

einetemperierteDistribution.FernerstimmtdieseDefinition für f » L1 mit derdurchË º f Ì Ë ξ ÌMÅ f̃
Ë
ξ ÌMÅ©Í f

Ë
xÌ eÎ iξx dx (B.149)

gegebenenklassischenDefinition überein,daÏ
f̃
Ë
ξ ÌIÃ ϕ Ë ξ Ì^ÐÑÅ Í ϕ

Ë
ξ Ì Í eÎ iξx f

Ë
xÌ dx dξÅ Â

f
Ë
xÌÒÃ ϕ̃ Ë xÌWÄ

ist38.

Esgilt derwichtigeSatz:

SatzB.11
Die Fourier-Transformationº : f Ó Ô Ê f̃ ist ein Automorphismusin ¼Z½ , d.h. º und º Î 1 sind lineare,stetigeund
bijektive Abbildungenvon ¼ ½ auf ¼ ½ .
Die inverseFourier-Transformationist nundurchÕ º Î 1 f Ã ϕ ÖSÅ Õ f Ã�º Î 1ϕ Ö Ë

f »[¼ ½ Ã ϕ »y¼[Ì (B.150)

gegeben.Setztman
f
Ë Ô xÌMÅ f × Ë xÌ d.h.also

Â
f ×ØÃ ϕ ÄMÅ Â f Ë xÌÒÃ ϕ Ë Ô xÌ2ÄÙÃ

sokannmandie inverseFourier-TransformationauchdurchºÚÎ 1 f Å Ë
2π Ì^Î N º f × (B.151)

oder º£º f Å Ë
2π Ì Î N f × (B.152)

charakterisieren.

Darananschließendwollenwir nocheinpaarEigenschaftenbzw. Rechenregelnangeben.

(a) ºÛ¾ Dp
x f Á Ë ξ ÌMÅ Ë iξ Ì p Ë º f Ì Ë ξ Ì ,

(b) Dp
ξ
Ë º f Ì Ë ξ ÌKÅ#º Ë Ô iξ Ì p f

Ë
ξ Ì ,

(c) Ist f »y¼ ½ , sogilt in Analogiezu (B.146) º Ë f Ü ρε ÌKÅ#º f Ý�º ρε Ã (B.153)

kurz f̃ε Å f̃ Ý ρ̃ε.

Bemerkungen:Sei
P
Ë
D ÌKÅßÞà

p
à á

m

apDp (B.154)

einpartiellerDifferenzialoperatormit konstantenKoeffizienten.AusderobigenFormel(a) folgt dann:ºãâP Ë D Ì f ä Ë ξ ÌKÅ P
Ë Ô iξ Ì f̃ Ë ξ Ìæå (B.155)

DieseRelationdeutetan,wie wichtig dieTheoriederFourier-TransformationvonDistributionenbeiderUntersuchung
partiellerDifferentialgleichungenmit konstantenKoeffizientenist. Setzenwir in der Rechenregel (a) beispielsweise
f Å δ, soerhaltenwir

38DasIntegral ist absolutkonvergent,mandarfalsozuerstnachξ unddannnachx integrieren;esgilt derSatzvon FUBINI.
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çéè
Dp

x ê�ë ξ ìKí ë iξ ì p ë ç δ ì ë ξ ìKí ë iξ ì p (B.156)

undsetzenwir in (b) f í 1, soerhaltenwir bekanntlichç ë2ëlî ix ì p ì ë ξ ìKí ë 2π ì N Dp
ξ δ ë ξ ìæï (B.157)

Die TheoriederFourier-Transformationin ð und ðZñ läßtsichfolgendermaßenschematischzusammenfassen39:

ð ñóòIô N
x õ öî²÷ ð ñXò-ô N

ξ õø ø
L2 ò ô N

x õ öî²÷ L2 ò ô N
ξ õ (unitär)ø øð òIô N

x õ öî²÷ ð ò-ô N
ξ õ

B.4.4.3 Fourier-Transformation in ù
Ist ϕ ú�û , soist wegenϕ úyð auchϕ̃ í ç ϕ ú[ð . Wir könnenjedochviel mehrbeweisen.Ist ϕ ú�û undsuppϕ ú B̄R íü

x ú ô N ýßý x ý,þ R ÿ , soist

f̃ ë ξ ìKí��
BR

ϕ ë xì e� iξx dx ï (B.158)

DiesesIntegral existiert auch,wennmanfür ξ beliebigeWerteaus � N zuläßt,und esstellt eineganzeholomorphe
Funktiondar:

ϕ̃ ë ζ ìKí �
BR

ϕ ë xì e� iζx dx für ζ ú�� N (B.159)

mit ζx í ζ1x1 � ï2ïWï � ζNxN. Mansiehtsofort,daßϕ̃ ë ζ ì stetigdifferenzierbarim � N und

∂ϕ̃ ë ζ ì
∂ζν

í î �
BR

ixν ϕ ë xì e� iζx dx (B.160)

ist.

Man nenntübrigenseineFourier-Transformation,bei welcherwie in (B.158)die Variableξ auchkomplexwertig sein
darf,Fourier-LaplaceTransformation. Esist alsoϕ̃ ë ζ ì dieFourier-LaplaceTransformiertevon ϕ ú�û .

SatzB.12(von PALYE-WIENER)
Die Fourier-LaplaceTransformierte(B.158)bildetdenRaumaller ϕ ú�û mit suppϕ � B̄R (R � 0) bijektiv abauf den
RaumallerganzenholomorphenFunktionenϕ̃ ë ζ ì mit derEigenschaft,daßzu jedemMulti-Index p einCp � 0 mitý ζpϕ̃ ë ζ ì ýqþ Cp eR �η � ë ζ í ξ � iη ì (B.161)

existiert.Dabeibezeichnetýη ý dieEuklid-Normvon ýη ý .
Hat also eine ganzeholomorpheFunktion ϕ̃ ë ζ ì die Eigenschaft(B.161), so ist ϕ̃ ë ξ ìZú�ð und ϕ ú ç � 1ϕ̃ ú<û mit
supp � B̄R.

39Die Pfeilein derVertikalenmögenstetige(identische)Einbettungbedeuten.
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B.4.4.4 Fourier-Transformation in 	�

Für reguläreDistributionen f ausL1 läßtsichdieFourier-Transformationin derForm

f̃ � ξ 
���� f � x
�� e� iξx �
schreiben.Esist naheliegendzuvermuten,daßdieseFormelimmerdanngilt, wennsiesinnvoll ist,d.h.wenn � f � x
�� e� iξx �
definiertist. Dasletztereist derFall, wenn f ����� , demRaumderDistributionenmit kompaktenTräger, dieserist wie-
derumder(topologische)DualraumdesGrundfunktionenraums� , ist.Nochmehr, esist auchzulässig,daßξ komplexe
Werteannimmt.Esgilt einmalderSatz:

SatzB.13
Für f ����� ist durch

f̃ � ξ 
�� � f � x
�� e� iξx � (B.162)

eineganzeholomorpheFunktiondefiniert,undesist � f � f̃ .

Die Analogiezu derFourier-Transformationin � ist offensichtlich,sodaßdie ExistenzeinerVersiondesSatzesvon
PALYE-WIENER B.12für dieFourier-Transformationin ��� nicht verwundert:

SatzB.14
Der RaumderDistributionen f ��� � mit supp f � B̄R (R � 0) wird durchdie Fourier-Transformationbijektiv auf den
RaumallerganzenholomorphenFunktionenf̃ � ζ 
 abgebildet,welcheeinerAbscḧatzung 

f̃ � ζ 
  "! C � 1 #  ζ  
 m eR $η $ � ζ � ξ # iη 
 (B.163)

gen̈ugen40.

B.4.4.5 Der Faltungssatzfür Distrib utionen

Sei nun f1 eine (temperierte)Distribution mit kompaktenTräger, f1 �%� � und sei f2 �'& � , so ist � f1 ( � f2 gem̈aß
desSatzesB.13 einewohldefinierte(temperierte)Distribution.Also ist � � 1 �)� f1 ( � f2 
 in &*� wohldefiniert.Aus der
Kompaktheitvon supp f1 folgt jetzt, daß f1 + f2, dasFaltungsproduktvon f1 und f2, in � � wohldefiniertist [BB93,
Wal94].Der Faltungssatzsagtnundie Übereinstimmungvon f1 + f2 mit � � 1 �)� f1 ( � f2 
 aus41:

SatzB.15(Faltungssatz)
Essei f1 ��� � , supp f1 kompakt,in anderenWortensei f1 ��� � , und f2 �,& � . Dannist zumeinen f1 + f2 wohldefiniert
undesgilt f1 + f2 �-& � undesgilt zumanderen�.� f1 + f2 
/�0� 2π 
 N � f1 ( � f2 �1� 2π 
 N f̃1 ( f̃2 2 (B.164)

40C undm dürfenvon f abḧangen.

41Diesesist auchein überraschendesErgebnisder Theorieder Distributionen:Obwohl dasProduktzweierDistributionennicht
sinnvoll definiert werdenkann,existiert aberunter bestimmten(restriktiven) Bedingungendie Faltung zweier Distributionenund
bildetwiedereineDistribution.
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Anhang C

Die Kramers-Kr onig Relation im
Mellin-Raum

In diesemAnhangwollen wir das
”
universelle“ VerḧaltnisderMellintransformierten,daswir im Abschnitt

2.4.3für diephänomenologischeIntegralgleichung(2.47)abgeleitethaben,allgemeinfür bestimmteFunk-
tionenbeweisen,die denKramers-KronigRelationengen̈ugen.

Formulierenwir zuerstden

SatzC.1
Esseiε 3 ε1 4 iε2 einein deroberenkomplexenHalbebene,einschließlichderreellenAchse,analytische
Funktion,derenRealteilε1, dereinegeradeFunktionsei,undderenImagin̈arteilε2, dereineungeradeFunk-
tion sei,denKramers-KronigRelationengen̈ugenmögen.Desweiterenseienε1 undε2 alsMellintransfor-
miertedarstellbar, d.h.derenMellintransformierteñε1 und ε̃2 mögenzumindestim SinnedesCauchyschen
Hauptwertsexistieren.Danngeltenfür dieMellintransformiertendieBeziehungen

ε̃1 5 s673 ε̃2 5 s6 cot 8 1
2

πs9 5 0 :1;=< s : 26 (C.1)

ε̃2 5 s673 ε̃1 5 s6 tan 8 1
2

πs9 5 0 :1;=< s : 16 (C.2)

Kommenwir nunzudemBeweis:
Die Funktionε 5 z6 seialsoin deroberenkomplexenHalbebene- einschließlichder reellenz-Achse- eine
analytischeFunktion1. Wir wissendann,daßsichausderCauchyschenIntegralformeldieKramers-Kronig
Relationenfür denRealteil ;.< ε 5 z6>3 ε1 5 z6 unddenImagin̈arteil ?/@ ε 5 z6A3 ε2 5 z6 ableitenlassen2:

ε1 5 x673 1
π

V.P.

∞B
C ∞

ε2 5 ω 6
ω D x

dω (C.3)

ε2 5 x673 D 1
π

V.P.

∞B
C ∞

ε1 5 ω 6
ω D x

dω E (C.4)

mit x E ω FHG , wobeidieIntegralealsCauchyscheHauptwertintegralelängsderreellenω-Achsezuverstehen
sind.Die obigenKramers-KronigRelationenkönnenwir, danachVoraussetzungε1 einegeradeundε2 eine

1sieheauchdie BemerkungamEndediesesAnhanges
2siehe[AM76, Jac75, Roo69]
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ungeradeFunktionist, bekanntlichnochin dieForm

ε1 I xJLK 2
π

V.P.

∞M
0

ω ε2 I ω J
ω2 N x2 dω (C.5)

und ε2 I xJLK N 2
π

V.P.

∞M
0

x ε1 I ω J
ω2 N x2 dω (C.6)

bringen3.

Die nächsteVoraussetzungdesSatzesist: Die Funktionenε1 undε2, undsomitauchdie Funktionε, seien
alsMellintransformiertedarstellbar4, d.h.esgelte

ε1 I xJLK 1
2πi

cO i∞M
c P i∞

xP s ε̃1 I sJ ds (C.7)

und ε2 I xJLK 1
2πi

cO i∞M
c P i∞

xP s ε̃2 I sJ ds Q (C.8)

undsomitauch

ε I xJRK 1
2πi

cO i∞M
c P i∞

xP s ε̃ I sJ ds S (C.9)

Hierbeisindε̃1 undε̃2 respektive ε̃ dieMellintransformiertenderFunktionenε1 undε2 respektiveε. Ausden
SätzenzurDarstellbarkeit einerFunktionalsMellintransformiertewissenwir, daßfür diesedannzumindest

ε̃1 T 2 I sJ>K V.P.

∞M
0

xsP 1 ε1 T 2 I xJ dx (C.10)

gilt5.

Als ersteswollenwir jetztdieMellintransformiertẽε2 desImagin̈arteilsε2 berechnen.Die Kramers-Kronig
Relation(C.6),diedenImagin̈ar- durchdenRealteildarstellt,könnenwir nochzu

ε2 I xJ>K N 2
π

V.P.

∞M
0

x ε1 I ω JI ω U xJ I ω N xJ dω (C.11)

umschreiben,womit dieMellintransformiertẽε2 durch

ε̃2 I sJVK V.P.

∞M
0

xsP 1 ε2 I xJ dx

K V.P.

∞M
0

xsP 1 WXZY N 2
π [ V.P.

∞M
0

x ε1 I ω JI ω U xJ I ω N xJ dω \] dx

K V.P.

∞M
0

WX Y N 2
π [ V.P.

∞M
0

xsO 1 ε1 I ω JI ω U xJ I ω N xJ dω\] dx
x

(C.12)

3sieheAbschnitt2.1

4Zu derDarstellbarkeit einerFunktionalsFourier-Laplace-respektive Mellintransformiertesiehe[Doe71].

5Dasbedeutet,daßdie Mellin-Transformation(C.10)zumindestim SinnedesCauchyschenHauptwertsexistiert.
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gegebenist.

Die Integrationsreihenfolgein (C.12)dürfenwir jetztnichteinfachvertauschen,Hauptwertintegraleerfüllen
die VoraussetzungendesSatzesvon FUBINI nicht, sondernwir müssenhier die Formel von POINCÁRE-
BERTRAND6, ^

L

dt
t _ t0

^
L

ϕ ` t a t1 b dt1
t _ t1 c _ π2 ϕ ` t0 a t0 b�d ^

L

dt1

^
L

ϕ ` t a t1 b dt` t _ t0 b ` t1 _ t b a (C.13)

anwenden.Hier ist also:x ˆc t, ω ˆc t1, t0 c 0 und

ϕ ` t a t1 b ˆc xse 1 ε1 ` ω b
ω d x f

Als nächstesmüssenwir die Limites ω g 0 und x g 0, da wir in der Formel (C.13) von POINCÁRE-
BERTRAND denWert ϕ ` t0 a t0 b ben̈otigen,betrachten.Esist zumeinen,waswir unmittelbarablesenkönnen

lim
ω h 0 i lim

xh 0

xse 1 ε1 ` ω b
ω d x j c 0 a (C.14)

undzumanderen

lim
xh 0 i lim

ω h 0

xse 1 ε1 ` ω b
ω d x j c lim

xh 0

xse 1 ε1 ` 0b
xc ε1 ` 0b lim

xh 0
xs c 0 a (C.15)

solangek.l s m 0 ist7. Für dieMellintransformierteerhaltenwir somit:

ε̃2 ` sb c V.P.

∞^
0

dx
x no i _ 2

π j V.P.

∞^
0

xse 1 ε1 ` ω b
ω d x

1
ω _ x

dωpq
c i _ 2

π j V.P.

∞^
0

dω V.P.

∞^
0

dx
xse 1 ε1 ` ω b` ω d xb 1

x ` ω _ xb
c i _ 2

π j V.P.

∞^
0

dω ε1 ` ω b V.P.

∞^
0

dx xs 1` ω d xb ` ω _ xb f (C.16)

Die Mellin-Transformationin (C.16),die Integrationüberdie Variablex, ist nun wohlbekannt8 und wir
erhalten:

V.P.

∞^
0

dx xs 1` ω d xb ` ω _ xb c π
2

ωsr 1 s 1
siǹ π ` s d 1b�b d cot̀ π ` s d 1b�but ` 0 v0k.l s v 1b a (C.17)

also:

ε̃2 ` sb c i _ 2
π j V.P.

∞^
0

dω ε1 ` ω b π2 ωsr 1 s 1
siǹ π ` s d 1b�b d cot̀ π ` s d 1b�bwt

c _ s 1
siǹ π ` s d 1bxb d cot̀ π ` s d 1bxbwt V.P.

∞^
0

dω ε1 ` ω b ωsr 1

c _ ε̃1 ` sb s 1
siǹ π ` s d 1b�b d cot̀ π ` s d 1b�but f (C.18)

6siehebeispielsweise[Mus65,Smi88]

7Wir habenbeidenLimitesdie Analytizität derFunktionε1 auf derreellenAchseausgenutzt.

8Für Detailssiehe[Doe71, Tit67, EMOT53]; tats̈achlichexistiert dasIntegral nur im SinnedesCauchyschenHauptwertes.
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Bez̈uglichdertrigonometrischenFunktionengilt bekanntlich:

siny π z x{}| ~ siny x{�� (C.19)

coty π z x{}| coty x{ (C.20)

und tan � x
2 � | 1 ~ cosx

sinx � (C.21)

Berücksichtigenwir dieseEigenschaften,soerhaltenwir

ε̃2 y s{V| ε̃1 y s{�� 1
siny πs{ ~ coty πs{w�

| ε̃1 y s{
siny πs{�� 1 ~ cosy πs{w���

undmit (C.21)erhaltenwir diezu zeigendeBeziehung(C.2):

ε̃2 y s{R| ε̃1 y s{ tan � 1
2

πs� y 0 �1�=� s � 1{ � (C.22)

Analogberechnenwir nundie Mellintransformiertẽε1 desRealteilsε1: Mit derentsprechendenKramers-
Kronig Relation(C.5),

ε1 y x{L| 2
π

V.P.

∞�
0

ω ε2 y ω {
ω2 ~ x2 dω

| 2
π

V.P.

∞�
0

ω ε2 y ω {y ω z x{�y ω ~ x{ dω �
bestimmtsichdieseüber:

ε̃1 y s{7| V.P.

∞�
0

xs� 1ε1 y x{ dx

| V.P.

∞�
0

dx
x

2
π

V.P.

∞�
0

ω xs ε2 y ω {
ω z x

1y ω ~ x{ dω � (C.23)

Für dieFormelvon POINCÁRE-BERTRAND, diewir naẗurlich hierebenfallsanwendenmüssen,gilt analog:
x ˆ| t, ω ˆ| t1, t0 | 0 und

ϕ y t � t1 { ˆ| ω xs ε2 y ω {
ω z x �

Betrachtenwir diewiederumben̈otigtenLimites:

lim
ω � 0

� lim
x� 0

ω xs ε2 y ω {
ω z x

� | lim
ω � 0

� ω ε2 y ω { lim
x� 0

xs

ω z x
�| 0 für �=� s � 0 (C.24)

und lim
x� 0

� lim
ω � 0

ω xs ε2 y ω {
ω z x

� | 0 � (C.25)

Die AnwendungderPOINCÁRE-BERTRANDschenFormelliefert unsjetztdenAusdruck
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ε̃1 � s�V� 2
π

V.P.

∞�
0

dx
x

V.P.

∞�
0

ω xs ε2 � ω �
ω � x

1� ω � x� dω

� 2
π

V.P.

∞�
0

dω ω ε2 � ω � V.P.

∞�
0

dx
xs� 1� ω � x� � ω � x� � (C.26)

Die Mellin-Transformationin (C.26),dasIntegral überdie Variablex, ist bekannt9 und wir erhaltenals
Zwischenergebnis:

ε̃1 � s�L� 2
π

V.P.

∞�
0

dω ω ε2 � ω � π
2ω � ωs� 1 1

sin� πs� � ωs� 1cot� πs�w�
� V.P.

∞�
0

dω ε2 � ω � ωs� 1 � 1
sin� πs� � cot� πs�w� �

also ε̃1 � s�L� ε̃2 � s� 1 � cos� πs�
sin� πs� mit 0 �1 =¡ s � 2 � (C.27)

Esgilt nun

cot ¢ x
2 £ � 1 � cosx

sinx
� (C.28)

womit wir letztlichbei derzu zeigendenBeziehung(C.1)angelangtsind:

ε̃1 � s�>� ε̃2 � s� cot ¤ 1
2

πs¥ � 0 �0 .¡ s � 2� � (C.29)

Wir habenalsodenSatzC.1bewiesen.¦
Abschließendwollen wir nochbemerken: Die Analytizitätseigenschaftender Funktionenε1 und ε2 - re-
spektive derFunktionε � ε1 � iε2 - undsomitauchdie Kramers-KronigRelationen,sinddie mathemati-
scheManifestationdesKausaliẗatsprinzips10. Da die Beziehungen(C.1) und (C.2) desSatzesC.1 als die
in demMellin-RaumtransformiertenKramers-KronigRelationeninterpretiertwerdenkönnen,sind diese
ebensoalseineFolgeundalsAusdruckderKausaliẗat zubetrachten;dieKausaliẗat äußertsichalsoin dem

”
universellen“ Verḧaltnis(C.1)respektive(C.2)derMellintransformierteñε1 und ε̃2.

9Für Detailsseiwiederumauf[Doe71, Tit67,EMOT53] verwiesen;auchhierexistiertdasIntegralnuralsCauchyscherHauptwert.

10DasKausaliẗatsprinzipist im Zusammenhangmit demDeterminismusderMöglichkeiten,d.h.daßdieScheidung,wasmöglichist
undwasunmöglichist mit Notwendigkeit, wobeiessichbeidieserimmerumeinehypotetische,keinekategorische,handelt,ausgesagt
werdenkann,zu denken. So drückt Kausaliẗat einenKonnex zwischeneinemsteuerbarenFaktor undseinenEffekt aus;siehedazu
beispielsweise[Haa83, Kan95].
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Anhang D

Berechnungder Schrankender
integrierten Dichtefunktion

NebenderdirektennumerischenBehandlungderIntegralgleichung(2.13)im SinneeinerRegularisierung,
eineanderedirekteBehandlungwäreunsinnig,die zu einerapproximativenLösungderGleichungführen
würde,könnenwir dieseauchnochauf eineralternativenArt undWeisenumerischbehandeln,bei derwir
letztendlichindirekteInformationenüberdie eigentlichgesuchteDichtefunktion p erhaltenwerden.Die
nunim folgendenkurz vorgestellteMethodeist zumerstenMal von URBANEK undTAN auf die Integral-
gleichung(2.13)angewandtworden[UT95].

Basierendauf demMarkov-Krein TheoremausderTheorieder Tchebycheff-Systeme[KS66] könnenrigo-
roseobere unduntere SchrankenI § und I ¨ für die integrierte VerteilungsdichteI © τ0 ª derexaktenLösung
pT , diedurchdieGleichung

I © τ0 ª>« ∞¬
0

Θ © τ ­ τ0 ª pT © τ ª dτ « ∞¬
τ0

pT © τ ª dτ (D.1)

definiert ist, also die zur VerteilungsfunktionP © τ0 ª Komplemenẗare1, berechnetwerden.Die Funktion
Θ © τ ­ τ0 ª ist dieTheta-Funktion2:

Θ © τ ­ τ0 ª®«°¯ 1 für τ ± τ0

0 für τ ² τ0 ³ (D.2)

Offensichtlichgilt

I © 0ª®« ∞¬
0

pT © τ ª dτ « 1 (D.3)

undaufgrundderSchrankeneigenschaften

I ¨ © τ0 ª*´ I © τ0 ª*´ I § © τ0 ª¶µ τ0 ·¹¸Aº ³ (D.4)

In [UT95] wurdekonkretdie IntegralgleichungdesRealteils(2.17)

E1 © ω ª®« ∞¬
0

p © τ ª 1© ωτ ª 2 » 1
dτ ¼ (D.5)

1siehe[Str63a]

2Die Theta-Funktionist, ebensowie die Delta-Funktion,eineDistribution; siehe[BB93, Lig66, Wal94]
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zur Berechnungder rigorosenSchrankenherangezogen3, docheignetsichdie IntegralgleichungdesIma-
ginärteils,Gleichung(2.18) auf Seite10, grunds̈atzlich ebenso4. Die Schranken der integriertenVertei-
lungsdichteI ½ τ0 ¾ (D.1) werdennun,amBeispielderRealteilgleichungdemonstriert,wie folgt bestimmt:

1. Eswird dasIntegral

I ½ τ0 ¾®¿ ∞À
0

Θ ½ τ Á τ0 ¾ p ½ τ ¾ dτ (D.6)

unterdenm-Nebenbedingungen5

E1 ½ ωi ¾®¿ ∞À
0

p ½ τ ¾ 1½ ωiτ ¾ 2 Â 1
dτ (D.7)

undderNebenbedingung
p ½ τ ¾,Ã 0 Ä τ (D.8)

minimiert. Nebenbedingungen,die in Form einer Ungleichungwie in (D.8) ausgedr̈uckt werden,
führenauf dieMethodederverallgemeinertenLagrange-Multiplikatoren, diedetailiertbeispielsweis
in [KS66] diskutiert wird. Für eine Funktion,die sich nicht durch ein Polynom,dessenOrdnung
kleineralsm ist, darstellenläßt,wie im Fall derTheta-Distribution, bei deressichbekanntlichum
keinereguläreDistribution handelt,undsomit sich nicht durcheinePotenzreihebzw. ein Polynom
darstellenläßt6, erḧalt maneineextremalisierendeDichtefunktionderForm

pÅ ÆÈÇw½ τ ¾>¿ÊÉ
i

W Å ÆÈÇi δ ½ τ Á τ Å ÆÈÇi ¾�Ë (D.9)

wobeidie AnzahlderStützstellenτi endlichsei7. Dabeisinddie GewichteW Å ÆÈÇi , die zur Stützstelle
τi geḧoren,nicht-negativ.

2. Anschließendsetzenwir die extremalisierendeDichtefunktionpÅ ÆÌÇ in (D.6) ein underhaltensodie
gesuchtenoberenundunterenSchranke

I Å ÆÈÇ ¿ÊÉ
i

W Å ÆÈÇi Θ ½ τ Å ÆÈÇi Á τ0 ¾�Í (D.10)

Hier bezeichneI ÎÏ½ τ ¾ dieobereundI ÐÑ½ τ ¾ dieuntereSchrankederintegriertenDichtefunktionI ½ τ ¾ .
3. Nur wenndie obereunddie untereSchranke identischsind,erhaltenwir (offensichtlich)die Dichte-

funktiondurchdieBerechnungderAbleitung

p ½ τ ¾>¿ Á dI ½ τ ¾
dτ Í (D.11)

Ansonstenkönnenwir auf derBasisderSchrankennur indirektauf dieDichtefunktionschließen8.

3Der Grundfür eineBeschr̈ankungauf denRealteiloderdenImagin̈arteil bei dieserMethodeist der, daßdie zur Berechnungder
SchrankenbenutztennumerischeAlgorithmennur für reellwertigeVariablenundFunktionengültig sind.DasMarkov-Krein Theorem
gilt aberebensofür die gesamte,komplexwertigeIntegralgleichung.

4Im Abschnitt9.5.2habenwir, wie dort erwähnt,sowohl die IntegralgleichungdesReal-alsauchdie desImagin̈arteilszur Be-
rechnungderSchrankenverwendet.

5Mit E1 Ò ωi Ó seider i-te DatenpunktausderMengederm-Datenpunktebezeichnet.

6siehe[BB93, Wal94]undhier AnhangB.3

7Wir wollen betonen,daßdie extremalisierendeDichtefunktionselberkeine Schrankeneigenschaften bez̈uglich der gesuchten
Dichtefunktionbesitzt;siehe[KS66,GP73].

8Die indirektenSchließungaufdieDichtefunktionüberdieSchrankenist in AnbetrachtderexponentiellenSchlechtgestelltheit der
Integralgleichungkein wirklicher NachteildesVerfahrens.



379

FürdiepraktischenumerischeBerechnungwurdedie
”
linearprogramming“ MethodevonPLATZ undGOR-

DON benutzt[GP73, UT95]. Desweiterenwerdenbei derBerechnungderSchrankendie Fehlerrespektive
dasFehlerniveauderFunktionE1 ber̈ucksichtigt.

Die Schrankenkönnentheoretischalszus̈atzlicheInformationenbei derRegularisierungder Integralglei-
chung(2.13)dienen,beispielsweisein Form desin denAbschnitten8.3und9.5.2dargelegtenKonsistenz-
kriteriumzur Wahl desRegularisierungsparametersγ.
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Anhang E

Zum Grad der Schlechtgestelltheitvon
Entfaltungsproblemen

In diesemAnhangwollen wir unseinemKorollar überdenGradderSchlechtgestelltheitvon Entfaltungs-
problemen,die mit Hilfe der Fourier-Laplace-bzw. der Mellin-Transformation1 (formal) gelöst werden
können,zuwenden.Wir wollen daraufhinweisen,daßwir denInhalt diesesKorollarsinnerhalbdieserAr-
beit implizit bereitserwähnthaben,dochsoll esaufgrundseinertheoretischenundpraktischenBedeutung
in diesenAnhangexplizit formuliertwerden.

Korollar E.1 (Über denGrad der Schlechtgestelltheitvon Entfaltungsproblemen)
DasEntfaltungsproblem

G Ô t Õ>Ö ∞×
Ø ∞

K Ô t Ù τ Õ F Ô τ Õ dτ t Ú τ Û¹Ü (E.1)

seiunterAnwendungder(komplexen)Fourier-LaplaceTransformation,dasEntfaltungsproblem

g Ô zÕ®Ö ∞×
0

k Ý z
ζ Þ f Ô ζ Õ dζ

ζ
zÚ ζ Û¹Ü (E.2)

unterAnwendungderMellin-Transformationlösbar. Gilt für denIntegralkernder Integralgleichung(E.1)
K Û¹ß I I , soist diesesEntfaltungsproblem(asymptotisch)exponentiellschlechtgestellt, undgilt analogfür
denIntegralkernderIntegralgleichung(E.2)k Û�à , soist diesesEntfaltungsproblemebenso(asymptotisch)
exponentiellschlechtgestellt.

Wir wollen andieserStellenbemerken,daßin derMellinschenFaltungsgleichungderForm (E.2)die Dar-
stellung

g Ô zÕ®Ö ∞×
0

k á zζ̄ â f Ô ζ̄ Õ dζ̄
ζ̄

zÚ ζ̄ Û¹Ü
subsumiertzudenkenist.

DerBeweisdesKorollarsE.1siehtnunfolgendermaßenaus:
Die KlassifizierungschlechtgestellterProblemehabenwir im Abschnitt4.3 dargestelltund dort erwähnt,

1EsseizumBegriff
”
Fourier-LaplaceTransformation“ andieFußnote7 auf Seite11erinnert.
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daßder Grad der Schlechtgestelltheitvon Entfaltungsproblemenan der IntegraltransformiertendesFal-
tungskerns(unmittelbar)ablesbarist. Wir müssenunssomitdenTransformiertenderIntegralkernezuwen-
den,undausderTheoriederFourier-LaplaceTransformation2 folgt diesbez̈uglich jetzt:
Gilt K ã=ä I I , d.h. die FunktionK ist in einemHorizontalstreifenå η1 æ η æ η2, mit t ç t è ξ é iη, der,
entsprechendderIntegralgleichung(E.1),hieralsodie reellet-Achseeinschließenmöge,eineanalytischen
Funktion,diedort einerExponentialabscḧatzungderkonkretenFormê

K ë t ì ê æ C ex1ξ für ξ í 0 î (E.3)ê
K ë t ì ê æ C ex2ξ für ξ ï 0 î (E.4)

wobei x1 ï x2 sei,gen̈ugt, danngilt für derenFourier-LaplacetransformiertẽK ãñð I I , d.h. K̃ ist in einem
Vertikalstreifenx1 æ x æ x2 (s è x é iy) eineanalytischenFunktionen,die einerExponentialabscḧatzung
derfolgendenForm ê

K̃ ë sì ê æ C eò η1y für y í 0 î (E.5)ê
K̃ ë sì ê æ C eη2y für y ï 0 î (E.6)

gen̈ugt.

Entsprechendfolgt ausder Theorieder Mellin-Transformation3: Gilt k ã�ó , d.h. der Kern der Integral-
gleichung(E.2) ist in einemWinkelraum å ϑ1 æ ϑ æ ϑ2, z ç z è ρ eiϑ, mit eventuellemAusschlußdes
Nullpunktes- der Winkelraumsoll entsprechendder Integralgleichung(E.2) alsowiederumdie reellez-
Achsebeinhalten- eineanalytischeFunktion,diedorteinerPotenzabscḧatzungderFormê

k ë zì ê æ C ρ ò x1 für ρ æ 1 î (E.7)ê
k ë zì ê æ C ρ ò x2 für ρ ô 1 î (E.8)

mit x1 ï x2, gen̈ugt, danngilt für derenMellintransformiertek̃ ãöõ , d.h. k̃ ist in einemVertikalstreifen
x1 æ x æ x2 eineanalytischeFunktion,diedortderExponentialabscḧatzungê

k̃ ë sì ê æ C eò ϑ2y für y í 0 î (E.9)ê
k̃ ë sì ê æ C eϑ1y für y ï 0 î (E.10)

gen̈ugt.

Aus denpaarweisenExponentialabschätzungen, alsodenUngleichungen(E.5)und(E.6) für die Transfor-
mierteK̃ und(E.7)und(E.8) für dieTransformiertẽk, folgt nununmittelbardie,zumindestasymptotische,
exponentielleDivergenzderReziprokenderTransformiertenIntegralkerne,woraussofort,entsprechenddes
obengesagtenzur BestimmungdesGradesderSchlechtgestelltheitbei Entfaltungsproblemen,die (asym-
ptotisch)exponentielleSchlechtgestelltheitder Integralgleichungen(E.1)und(E.2) folgt. Somithabenwir
dasKorollarE.1bewiesen.÷
Aufgrund desKorollars E.1 drängt sich die Vermutungauf, daß die vermöge der komplexen Fourier-
Laplace-bzw. derMellin-Transformationlösbaren,physikalischrelevantenEntfaltungsproblemeexponen-
tiell schlechtgestelltseinwerden.Diesegilt inbesonderefür die mit der Mellin-Transformationlösbaren
Faltungsgleichung(E.2), dennhier ist die Bedingungk ãñó bei physikalischrelevantenKernenam ehe-
stenerfüllt. Ein Beispiel4, um diesenSachverhaltzu demonstrieren,ist hierfür geradedie hier behandelte
Integralgleichung(2.13),Seite9 bzw. (2.47),Seite(2.47)undderenreal-undimagin̈arteiligenIntegralglei-
chungen,derenIntegralkernesowie die im Kapitel 3 betrachtetenModelle,die ihrerseitsals Integralkerne
für alternativephänomenologische,DichtefunktionenbeinhaltendeAnsätzedienenkönnten,in derDarstel-
lung

k ë xì>è 1ë 1 é axh ì ν mit
ê
arga

ê ï π î h ô 0 î (E.11)

2siehewiederum[Doe71, Tit67, Tit86] undhier Abschnitt7.2

3a.a.O.

4Wir wollen diesbez̈uglich auchaufdie AusführungendesKapitels2 hinweisen.
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subsumiertsind,derenMellintransformiertenun,wasschonlängerbekanntist5, durch

k̃ ø sù>ú hû 1 aû s
h B ü s

h ý ν þ s
h ÿ mit 0 ����� s � h ��� ν (E.12)

gegebenist. Ohnehier jetztnäherdaraufeingehenzuwollen,erfüllt dieBeta-Funktionin (E.12),insbeson-
derefür � y ��� ∞, Exponentialabscḧatzungender (geforderten)Form (E.9) und (E.10) - worausdie expo-
nentielleSchlechtgestelltheitder Integralgleichungen,die Kerneder allgemeinenForm (E.12)aufweisen,
folgt.

Der physikalischeUrsprungdesKerns(E.11)ist einegestreckt-exponentiellzerfallendeKorrelationsfunk-
tion � in der Zeitdom̈ane,der Kern selberist geradedie durchdie Fourier-LaplaceTranformationin die
Frequenzdom̈anetransformiertejener Korrelationsfunktion6. Erinnernwir uns also an den allgemeinen
phänomenologischenAnsatz7 (2.25)für einedurcheineDichtefunktiondargestellteKorrelationsfunktion,
sokönntenwir aufdieIdeekommen,dieIntegralgleichunggleichin derZeitdom̈anezuformulieren8. Diese
Integralgleichungen,die wiederdieallgemeineForm(E.2)aufweisenwürden,werdendannKerne,diewir
durch

k ø xùRú exp ü þ axh ÿ mit ��� a 	 0 ý h 	 0 (E.13)

subsumierenkönnen,aufweisen.Die MellintransformiertedesAusdrucks(E.13) ist wiederumwohlbe-
kannt9 unddurch

k̃ ø sùRú hû 1 aû s
h Γ ü s

h ÿ mit ��� s 	 0 (E.14)

gegeben.Die Gammafunktionerfüllt bekanntlichwiederdie Exponentialabscḧatzung10 (E.9) und (E.10),
insbesonderefür � y �
� ∞, wodurchdieseEntfaltungsproblem,wie erwartet,wiederexponentiellschlecht-
gestelltsind.Tats̈achlichhättenwir die exponentielleSchlechtgestelltheitder Kerne(E.11),desKernsin
derFrequenzdom̈ane,und(E.13),desKernsin derZeitdom̈ane,anderenEigenschaft,ElementedesFunk-
tionenraums� zusein,sofortablesenkönnen.

Wir wollen daraufhinweisen,daßdie MellinscheFaltungsgleichung(E.2) nicht nur im Kontext der hier
diskutiertenphänomenologischenAnsätze,sondernbeispielsweisein derOptik sowohl beiderStreuungan
(in Suspensionengelösten)KolloidenundalsauchanbiologischenSystemenformuliertwird11.

Die AusführungenzumKorollarE.1abschließend,wollen wir bemerken,daßausdiesenKorollarnaẗurlich
nichteinegenerelleexponentielleSchlechtgestelltheitderunterAnwendungder

”
reellen“ Fourier-Transformation,

eshandeltsichbeidenVariablenin derTranformationumreelle,lösbarenEntfaltungsproblemenfolgt. Bei-
spieledafür liefernauchsowohl diemathematischeLiteraturalsauchdie Praxiszugen̈uge.

5siehe[Doe71, Tit86, Tit67, EMOT54] undesseiebensoaufdenAbschnitt3.4DasHavriliak-Negami Modell verwiesen

6Bez̈uglich diesesZusammenhangessei insbesondereauf [AM76, Bre65, BB93, Jac75] und im Kontext der Physik amorpher
Systemezus̈atzlichauf [Ell83, Zal83] verwiesen.

7sieheAbschnitt2.3,Seite11

8Wir fokussierenunsereBetrachtungenauf dieModellierungenrespektive auf Ansätzein derPhysik.

9siehewieder[Doe71, Tit86, Tit67, EMOT54,WW69]

10sieheinsbesondere[Doe71, EMOT53,Tit67, WW69]

11Detailierterwerdendurch MellinscheFaltungsgleichungformulierte inverse(Streu-)Problemein der Optik beispielsweisein
[BDMP90] besprochen.
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