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Kapitel 1

Einleitung

1.1 VonGlasemn, amorphenSystemerund schlechtgestelltenProble-
men

Das Studiumamorphet Systemehatin denletztenJahrzehntein der Physikder kondensierteMaterie
anBedeutungund Interessegevonnen.Traditionellwurdebishermit demAusdruckFestlorperphysikdie
PhysikderkristallinenSubstanzewertundenDie Begriffe ,Festlorpet und, Kristall* warensoSynoryme
fureinandegewvorden.Ein Grundfir die hauptéchlicheundschwerpunktraBigeBesclaftigungder, tradi-
tionellert Festlorperphysikmit kristallinenSubstanzewar die Moglichkeit (unddie Notwendigleit), sich
bei diesenSubstanzewerenGitterstruktur alsoderenNah- und Fernordnungmit anderenortenderen
Periodizift, zu nutzezu machen.Und so stehenzu derenUntersuchungnathematischélilfsmittel und
Konzeptewie Bloch-Zustinde reziprokesGitter, Brillouin-ZoneundWignerSeitzZelle, die Gruppentheo-
rie usw zur Verfligung,die bei derUntersuchung@morphelSystemeoffensichtlichnicht oderohnegrof3en
Nutzenangevandtwerdenkdnnen[EII83].

Esgibt nuneinigeGriundefur dasinteressender Untersuchung@morpherSubstanzerZzum einensindes
materialvissenschaftlichAspekte eineVielzahlunterschiedlichste8ubstanzekannin amorpherModifi-
kationervorkommen Tatsachlichscheintessozu sein,daf jedentlls prinzipiell, alle Substanzeim einem
amorpherzZustandgebrachtwerdenkdnnen.Dieseshatu.a.die ZunahmedertechnologischeBedeutung
amorpherSubstanzerzur KonsequenzSo werdenjene beispielsweisdereitsin ultratransparenteopti-
schenFasernin der Telekommunikationeingesetztund amorpheHalbleiterwerdenbei der Konstruktion
von Solarzellerverwendet.

Nebenden materialvissenschaftlicher\spektenund der damit direkt verbundenertechnologischemnd
somit auchkommerzielleninteressensollten weitere,wenn nicht sogardie wichtigsten,Grundefir die
Besclaftigungmit amorpherSubstanzemir einenNaturwissenschaftlatie Fragennachdengrundlegen-
denEigenschaftenfir einenPhysiler alsonachder grundleggenderPhysik,denfundamentalerProzessen
undMechanismerin denamorpheiSystemenpderkurz die Neugief desWissenschaftlersein.

Soist jetzt ein Schwerpunktder Forschung hahereAussageriber die Bildungsmechanismeamorpher
Substanzerglsoiiberdie Vorgangebei demsogenannteflasibeigangund tiberseinerNatur treffen zu
kdnnenEinweitererSchwerpunktdesseBedeutundir die FragedertechnologischeAnwendungunmit-
telbareinsichtigseindirfte, ist die Zeitabhangigleit von Transportplinomenemind Relaxationsprozessen,

1Der Begriff amorphwir von unsin dieserArbeit in seinerBedeutungals Sammelbgriff aller ungeordneterSystemebenutzt.

2Geradebediglich der Grundlagenforschungollte man nicht vergessengdaf jene oftmals uneigeniitzig begannund in einer
Breitentechnologischenwendungendete.

3Gemeintist damit,inwiefernderGladibegangin die bisherigeTheorieder Phasetibegangeeingeordnewverdenkann.
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wobeinatirlich dasprinzipielle,letztlicheZiel ist, alle Vorgange jnsbesonderauchdie Bewegungsprozes-
sein denamorpherSystemenauf atomareBasisund somitauf quantenmechanischEbenebegreifenzu
konnen.

Den Experimentalphysi&r stehenum dieseFragestellungenntersuchezu konnen,mehrerespektrosk-
pischeMelRmethoderur Verfligung,die jeweils eineentsprechend&umlicheundzeitlicheAufldsungbie-
terf". Zu denbedeutestennd wichtigstenMethoden die wir nur stichpunktartigerwahnerwollen, zahlen
dieKernspinresonandNMR), die ElektronenspinresonatiZSR),die elastischeinelastischeindbesonders
die quasielastischbleutronenstreungind weiterenuklearespektrosbpischeMethodenwie die MdRbau-
erspektrospie (MS), die gestirte y-y-Winkel-Korrelation(PAC), die MyonenspinrotatiofuSR) und die
Kernrelaxationsmessuran B-aktiven Kernen(B-NMR). Fur Details jener Methodenwollen wir auf die
umfangreicheliteratur verweisenda eine weitere Darstellungden bereitsbetrachtlichenRahmendieser
Arbeit sprengerwiirde.

Aus der Vielfaltigkeit derangavandtenMethodenkdnnenwir bereitsauf die ebensolch&/ielfaltigkeit der
in amorpherSystemerbeobachtbarephysikalischerPranomeneschlielenAus dengleichenGrundwie
eben,wollenwir nicht auf jenevielfaltigenPhanomenaind denstellenweisecharakteristischeWerhalten
bestimmtephysikalischeGrolendetailierteingehensonderrfir eineEinfuhrungin die Physikamorpher
Systemeufdie Blchervon ELLIOT undZALLEN verweiserEII83, Zal83, die bereitseinenrechtumfas-
senderUberblickgebenEinzigdenin dieserArbeit untersuchténsatzzur Beschreibingderbeobachteten
dielektrischerPhanomenevollen wir nahervorstellen.

In dieserArbeit werdenwir uns jetzt konkret mit der DielektrizitatsfunktioneinesamorphenSystems
besclaftigen,genauemit einerbestimmterDarstellungdieser Die Dielektrizitatsfunktionist ibrigenseine
der physikalischerGrof3enin amorpherSubstanzendie mit besondereinteressaintersuchivird, daje-

ne hier, verglichenmit kristallinenSubstanzergin charakteristischesanomales Verhalte® aufweist.Die

StrukturderDielektrizitatsfunktioneinesamorphersSystemswird nunanalogzu demekristallinenFall durch

Relaxationsprozesdeestimmtdie jetzt jedochauf unterschiedlicheZeitskalenablaufenund, experimen-
tell und phdnomenologiscinterpretiertunterschiedlichéthermale)Aktivierungsenagienaufweisen.

log (tand)

Tg

Abbildung1.1: Relaxationin Glasern

Im Bild 1.1sindschematiscldie sogenannte(primaren)a- unddie (sekundren)B-Relaxationendie typi-
scherweisén einigenpolarenamorpherSystemerbeobachtétwerden insbesonderin polarenGlaserr,

4siehebeispielsweisBec88 ElI83, Zalg83
5Das, anomaleVerhalteh amorpheiSubstanzeist naiirlich immerauf dasentsprechenderistallinerbezogen.
Ssiehebeispielsweis¢Bec88 ElI83, Zal83 CC41, DC51]

“Als Glaswird zumeistdie auseinerunterkihltenFliissigleit entstehendamorpheSubstanbezeichnetin dieserArbeit werden
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illustriert. Hier isttand, mit 5=¢" /¢ , wobei¢' derReal-unds’ derimagirarteilderDielektrizitatsfunktion
€' ist, alsFunktionderTemperatufT beikonstanteFrequenzo aufgetragenDie Temperatuilg wird Gla-
stempeatur oderGlasibeigangstempetur genanrit. Um dieseverschiedeneRelaxationsprozesssnes
amorphenSystemgetzt zu beschreibensetztman phanomenolgisd, im erkenntnistheoretischeBinne
eigentlichheuristist, eineVerteilungsfunktiorp von Relaxationszeitenan,wobeijedest fur sichgenom-
meneineexponentielleRelaxationcharakterisieresoll. Diesesfuhrt auf die Darstellung(2.13)auf Seite9
der Dielektrizitatsfunktion,die mathematiscleine FredholmshenIntegralgleichungerster Art ist, wobei
die Verteilungsfunktiordie unbekannteindinteressierendBunktionist.

SeitFormulierund jenesphanomenologischeAnsatzessind einige Untersuchungegemachiorden,um

auf der Basisder aus MeRwertervorliegendenFunktione* die gesuchteDichte p zu bestimmenDabei
beschanktemansichzumeistaufdie BehandlunglerintegralgleichunglesRealteils Gleichung(2.17)auf

Seitel0, oderderdesimaginarteils,Gleichung(2.18)auf Seite10, derkomplexwertigenintegralgleichung
(2.13).Der hauptéchlicheGrundfur dieseBeschankungwar, daldie angevandtemumerischemlgorith-

mennur fUr reellwertige Variablen und Funktionengelten,die so nicht auf die komplexwertigeangavandt
werdenkdnnen Der nachsteGrund,nurdie Integralgleichunglesimaginarteilszu betrachtenist, daRdiese
mit Hilfe derFourierTransformatioriormal gelostwerdernkann;diesesverdenwir im VerlaufdesKapitels
2 detailierterdarlegen.Ein NachteileinigerdieserAnsatzeist tibrigens wasnicht unerwahntbleibensoll,

daRjenenumerischgenuinnegative Wertefur die Verteilungsfunktiorp alsLdésungerhalterkdnnen.

Die fundamentaldProblematikbei der auf MeRBwertenbasierende. 6sungdesphanomenologischeAn-

satzedst aber daR Fredholmschenntegralgleichungerprinzipiell zu den schlecht gestelltenProblemen
gehbren,washier zur drastischeiKonsequenhat, dal3bereitskleine Abweichungerin derDielektrizitats-
funktion zu unkontrollierbarergroenAbweichungenn derLdsungfiihren.Essindjetzt die Anstrengun-
genzu verstehendie unternommerwordensind - und nochimmer unternommerwerden- um eine auf

fehlerbehafteteMelRwertenbasierendddsungzu erhalten.Die Theorieder schlechtgestelltenProble-
me lehrt unsaberjetzt, dalRwir beifehlerbehaftetemielektrizitatsfunktionemur nocheine kontrollierte
Approximationder theoretischer.6sung,die wir als Losungbei der Kenntnisder exakten,fehlerfreien
Funktionerhalterwirden erhalterkdnnenwobeisichderBegriff ,kontrollierté’ sovohl auf die Stabilitat

der Approximiertenbeiglich derfehlerbehafteteworgegebenender Dielektrizitatsfunktion bezieht,als
auchauf die Korvergenzder Approximiertengegendie Theoretischewenndie Fehlerbehaftetgegendie

TheoretischeExaktekonvergiert. Mit anderedWortenbildet die Approximationbei sinkendemMeRfehler
die theoretisctzugrundeligendeDicht immerbessenach.

Die Problemstellungendieser Arbeit sind jetzt also konkretformulierbar: Die Ziele sind die Untersu-
chungen der mathematisicen Eigenstaftendesals Fredholmschdntegralgleichungformulierten kom-
plexwertigenphanomenologischeAnsatzeswasaquialentmit denUntersuchungeder mathematischen
EigenschaftenlerLdsungist, ausderdie BeantwortungphysikalischeFragestellungefolgt, unddie Ent-
wicklung oder AdaptioneinesVerfahrensdasim Rahmender Theorieder schlechtgestellteRroblemen
desserallgemeinsteForm dassogenannteRegularisierungsverfakenist, zur Bestimmungpproximativer
Losungnauf der Basisvon gemessenebDielektrizitatsfunktionenDasletztereschlieRtnatirlich auchdie
fundamentalerrragestellungeein, die bei der BehandlungschlechtgestellterProblemeder sogenannten
Regularisierung selberzu beantwortensind. DiesebeidenZiele sind engmiteinandewerwoben,beinflus-
sendochdie mathematische&igenschafterie Problemstellungind Eigenschaftemer Regularisierung,
undfolgenausder Schlechtgestellthe&inesProblemssoforteinigemathematisch&igenschaftenUnd so
zeigtessich, dal3ohneeine genaueUntersuchungler Eigenschafterdeszu behandelndeiProblemsdie
Fragestellungener Regularisierungnur unzureichendeantvortet werdenkdnnen,wozu z.B. die Frage
nachderprinzipiell erreichbarerQualitat der Approximiertengelbrt.

Die Arbeit soll somit zur Klarungder Fragestellungoeziglich der Dichtefunktion p im speziellenund
beZziglich der RegularisierungschlechtgestellteProblemeim allgemeinerbeitragenUnd soist auchdie

wir jedochdie Begriffe ,,Glas , ,amorpheSubstanz undsogar,ungeordneteSystert als Synoryme benutzenyveil eineUnterschei-
dungdieserBegrifflichkeitenfir dasThemadieserArbeit nicht relevantist.

8Esseidaraufhingaviesen,daReskeineeindeutigeDefinition derGladibegangstemperatuly, auchnicht experimentell gibt.
9siehediesberglich [Bec8§ DC51]
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BehandlungdiesesschlechtgestellteProblemsohnedesserKontext der heuristischerBeschreiling di-
elektrischeProzessén amorpherSubstanzernon Interessedenndie BehandlunglerartigerProblemest
von einemgrol3enallgemeinerinteresseSchlechtgestellteProblemesind Bestandteilesiniger physikali-
scherTheorienwie beispielsweisé derinverserStreutheoriein dermodernerOptik, in derRheologiejn
derVielteilchentheorieindinsbesonder@ der Theoriederbildgebendefverfahren.Damit wird sofortdie
praktischeRelevanz der BehandlungschlechtgestellteProblemeauchjenseitsder Physik deutlich, denn
samtlichemodernerbildgebenden/erfahrender Medizin, also die Computertomographialie Kernspin-
tomographieund die zweidimensionaldilder erzeugendélltraschalltomographiesind schlechtgestellte
ProblemeNun erheberwir nicht denAnspruchmit derBehandlunglesheuristische\nsatzegyleichdie
Problemeder ebenerwahntenmit ,gelost zu haben,dochkdnnendie allgemeinerErgebnissesicherlich
Ubertragerund, sojenedie praktischeAnwendungerfassenauchgenutztwerden.Desweiterergebendie
ErgebnisséAuskunft iberdie schlechtgestelltenProblemedie mit demhier betrachteterengerverwandt
sind, wasinsbesonderélir die schlechtgestellte®roblemein derinversenStreutheorieund der Vielteil-
chentheoriailt.

Wie wollen nochdarauthinweisendalRderin dieserArbeit konkretbetrachtet@hanomenologischAnsatz
nicht nurim Kontext der PhysikamorpherSystemesondermauchim Zusammenhangqit Problemerder
Rheologie[Hon89 oderder UntersuchungiskoelastischeEigenschaftevon Materialienwie beispiels-
weisePolymeren[Fer7Q, wobei letzteresmit ersteremin einengemeinsameiKontext gebrachtwerden
kann,angesetztvird. Generellwird manauf den Ansatz(2.13)fur einebeobachtbar&roiein der Fre-
guenzdordnegefuhrt, wenndie zu jenerin der Zeitdomanekorrespondierende@roRedurcheine Mitte-
lung UiberexponentielleZerfalle damgestelltwird. Esist jetzt nafirlich diskussionswirdig, inwiefern diese
Darstellunguberhaupsinnvoll ist, savohl von physikalischerls auchvon heuristischeund erkenntnis-
theoretischeBeiteher. Die ErgebnissalieserArbeit werdenauchdiesbeziglich einenDiskussionsbeitrag
liefern.

1.2 Zur Historie dieserArbeit

Bevor wir die GliederungdieserArbeit vorstellenund mit Untersuchungebeginnenwerden,wollen wir
nochkurz auf die Historie'© dieserArbeit zu sprecherkommen genauemwie wir Interesseander Behand-
lung desphdnomenologischeAnsatzegjevonnenhaben.

Im Jahr1994/1995hat C. Z. TAN am Lehrstuhlfur experimentellePhysiklll der Universitt Dortmund
NMR-UntersuchungeanverschiedenepolarenGlaserndurchgetihrt.Im Rahmendeszu dieserZeit exi-
stierendenGraduiertenkllegs ,Festlorperspektrosbpie’ hat er den Theoretiler M. URBANEK, der am
Lehrstuhlfiir Theoretischd?hysikl arbeitete kennengelerntNacheinemGespéchhabebeideentschlos-
sen,die Moglichkeiten der Auswertungder phanomenologischemtegralgleichungzu untersuchenund
sohabenURBANEK und TAN einebishernochnicht verwendeteMethodeauf die Integralgleichungange-
wandt,die Berechnungigoroserobererund untererSchranlenfir die integrierte Dichtefunktion[UT95].
Auf dieseMethodewerdenwir im LaufederArbeitnochzu sprechetkkommen Ein wesentlichelorteil die-
serMethodeist tibrigensdafRdie Normierungundinsbesonderdie Nichtnegativitatexplizit bericksichtigt
wird. NachURBANEK Weggangverbliebsonvohl dasProgrammeur Berechnungler Schranlenam Lehr-
stuhlTI alsauchdie Frage pbdie IntegralgleichungichtanalytiscHosbarseinwiirde,dennin derLiteratur
war diesbezglich nichtszufinden,ja einigeAutorenhattensogamehauptetgalleine(analytische). 6sung
aufgrundderSchlechtgestelltheiticht mdglichsei.Und soist esunsbereitsin [Ros9g gelungendieseFra-
ge positiv zu beantwortenund die Losungdurchdie komplexe Umkehrformelder Mellin-Transformation
darzustellenEuphorieiiberdiese€rgebnisverspirend wollten wir nundiesel 6sungbenutzenumdie ge-
messenemielektrizitatsfunktionerauszuwerternwobeiunsnatirlich sofortklar war, dal3diesesaufgrund
der Schlechtgestelltheidirekt respektve ohneModifikationennicht mdglich war. So war dasZiel gebo-
ren, auf dieseanalytischel 6sungbasierenderegularisierungsgrfahrenzu entwickeln respektve schon
bekanntaunterjenerPramissezu adaptieren.

10Auch wenndie HistoriedesAutorsin dieseArbeit mit eingeflosserist, ist jenenicht BestandteitlieserBetrachtungen.
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1.3 Zur Gliederung der Arbeit

Ein Ziel der Prasentationin dieserArbeit war essie so zu gestaltendalein sofortigerRiickgriff auf die
Literatur fur ein erstesVerstindnisnicht notwendigist. Entsprechendvurdendie einzelnenKapitel so
gestaltetdal3die wichtigstenErgebnisseausdenvorheigegangenenviederholtwurden.So entstandzwar
stellenweisesin gewisserGradan Redundanzgochsollte esnunmoglich sein,die Kapitel nicht zwingend
in ihrer chronologischebfolge lesenundversteherzu konnen.

Die Arbeit ist nunwie folgt gegliedert:NachdieserEinleitungsollenim Kapitel 2 nacheinerkurzenWie-

derholungder wichtigsten,und fur dieseArbeit relevanten,Eigenschafterder Dielektrizitatsfunktiondie

Eigenschafterdes phanomenologischeAnsatzesund dessen_dsunguntersuchiwerden.Dabeiwerden
wir zeigen,daf3der Gradder Schlechtgestellthedler PhAnomenologischermer scheinbaiin der Literatur

nochnicht untersuchtvordenist, exponentiellist, im Gegensatdeispielsweiseu denmaRigschlechtge-
stelltender bildgebenden/erfahren.AnschlieGendverdenwir im Kapitel 3 bekannteModelldichtenauf

derBasisdesvoranggangenerKapitelsreproduzieremnddie LosungdesHavriliak-NegamiModells die

bishernicht bekanntwar, prasentierenim RahmendiesesKapitelswerdenwir, durchdie dort erhaltenen
Ergebnissemotiviert, eine,verallgemeinertdlodelldsung der PhAnomenologischeprasentieren.

NachdiesenBetrachtungemwerdenwir in denKapiteln 4 und 5 die allgemeinerkKonzepteund Begriffe
derTheorieschlechigestellteProblemeund die Konzepteder wichtigstenRegularisierungserfahrenvor-
stellen,um dannin denKapiteln 6 und 7 die Moglichkeitenund Grenzender Adaption der vorgestellten
Konzepteauf und die Entwicklung einesRegularisierungserfahrensfiur unsereProblemstellungsorzu-
stellen.Im Kapitel 8 werdenwir neuetheoretischeBeitragezur Wah'! desRegularisierungspaametes,
von demjegliche Regularisierungserfahrenper definitionemabhangenwerden,vorstellen.Da jene Wahl
beZiglichunsereiProblemstellungwie im LaufederArbeit deutlichwerdenwird, einuntegeordnete®ro-
blemdarstelltwerdenwir die tatsachliche(numerischepnwendungderdortvorgestellterBeitragenuram
Randeder Kapitel 9 und 10 behandelnin denenwir die konkreteRegularisierungund derennumerische
Ergebnissgrasentieremnddiskutierenwerden Abgeschlossewird die Arbeit mit demKapitel 11,in den
die Ergebnisseusammerdssendliskutierenwerden.

Zusatzlichhabenwir die unswichtig zu erwahnenscheinenderhier explizit angavandtermathematischen
Theorienund derenErgebnisseund weitere erwahnenswerténteressanté&rgebnisseund Eigenschaften
dieserUntersuchungem denAnhangenA bis E aufgenommen.

1INebender Fragenachder Wahl desRegularisierungserfahrens, muR bei der BehandlungschlechtgestellteProblemedie Frage
nacheinergeeigneterWahl desRegularisierungsparamegebeantvortet werden.ARSENIN und TIKHONOV habengezeigt,dales
prinzipiell beliebigviel Mdglichkeitenzur Wahl gibt, waszur Konsequenhat,dal3jeneFrageeinenochimmeraktuelleist.
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Kapitel 2

Die Integralgleichung der
Dielektrizit atsfunktion

In denfolgendenKapiteln sollen, nachdemkurz auf die allgemeinenEigenschafterder Dielektrizitats-

funktion eingagerseinwird, der phdanomenologisch&nsatzzur Beschreilbing der Dielektrizitatsfunktion
eineramorpherSubstanza/orgestelltund einige Betrachtungerzu desserPlausibilitait aufgestelltwerden.
AnschlieBendsollenderenanalytischel dsungenund deren,geradeauchausdenanalytischerdsungen
ablesbarenyesentlicherkigenschaftetvesprochemverden.

2.1 AllgemeineEigenschaftender Dielektrizit atsfunktion

Die dielektrischerEigenschaftemon Isolatorendie vermutlich(teilweise)bereitsanBernsteinlfAmber)im
klassischergriechischemltertum! entdeckiwordensind, markierenden Anfang der Elektrostatik.Nach
der Entdeckungund demVerstindniselektromagnetischaiellen, zeigtesich die Notwendigleit, die di-
elektrischenEigenschafterder Materie durch die Dielektrizitatsfunktione™ zu beschreibenEs soll nun
kurz, ehewir unsdem phanomenologischeAnsatzder DielektrizitatsfunktioneinesamorphenSystems
zuwendenginigeihrer wesentlichertigenschaftemwiedeigegeberundin Erinnerunggebrachtverden.Da
diesein denLehrbichernausfihrlich dagestelltwerdenunddie EigenschaftederFunktione™ hinlanglich
gutbekannsind, soll diesohneAnspruchauf Vollstandigkeit und ohneBeweisealler derhier aufgefihrten
Eigenschaftegemachierder?.

Unterder VoraussetzungjaRder funktionaleZusammenhangwischendemelektrischerFeld E und der
durchdasFeldinduziertePolarisatior linearist, wird die dielektrishe Konstantebzw. die Dielektrizitts-
funktione* durch

P(w) = g0 (" () — 1) E(w) = o X(e) E(w) (2.1)
bzw. durchden(vorausgesetztetinearenfunktionalenZusammenhangwischendielektrischeerschie
bung D und demelektrischerFeld E

D(w) = goe* (w) E(w) (2.2)

definiert.Die GroR3egy ist hier die Permeabilidt desVakuums.

1Dieseslegendie Ausfilhrungenzur Wissenschaftind derenBedeutungn der hellinistischenwelt, insbesonderaur Physik, in
beispielsweis@Nel62, Gig6Z nahe pbwohl die BezeichnungdielektrischeEigenschafténdortnatirlich nichtexplizit erwahntwird.

2Es sei deswegen auf allgemeinelLehrhiicher der Elektrodynamik,wie beispielsweisgJac73, und der Festlrperphysik,wie
beispielsweisAM76], verwiesen.
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Eine der henwrstechenstekigenschafter Dielektrizitatsfunktione™ ist, dalsie aufgrundder Kausalitit
in derobererkomplexenHalbebenemrineanalytishie Funktionist®.

Wichtige EigenschaftenlesReal-undImagirérteilssind:

e DerRealteile’ ist einegeradeFunktion:€' (—w) = €' (w).

e Derlmagirarteile” ist eineungeradeFunktion:e” (—w) = —€"(w).

Desweiteremeltenfiir derenRealteile’ undImaginarteile” die Krames-Kronig RelationefAM76, Jac75
R0069, alsokonkret:

- I
gw-1 = EV.FZ/ £09 gy
Tt X—W
1 i " (x) : " (x)
= —V.P./ dx+—V.P./ dx
Tt X—w X—w
0 —00
< I < 1!
= EV.P./S ) dx—EV.P./ 0 gy
Tt X—w Tt —X— W
0 0
2 ’ x€" (X)
= F[V'P/xz—uﬁ dx (2.3)
0

fur denReal-und

00 , _
fw) = -+ V.F!/S(X) L ax
I X— W
1 e 1 1 re 1
- ——V.P./E(X)_ dx——V.P./s(X) d
Tt X—w Tt -
0 —00
2 r gx)-1
= ——VP 2.4
T /w X2 — 0P dx (24)
0
fur denlmagirarteilvone*.
Fernerkanngezeigtwerden,daf3der Ausdruck
: 2 f x€"(x)
E('w)_l—ﬁ/xz_,_mzdx , (2.5)

—o00

wobeiiw Werte auf der positiven Imaginarachsesind, eine reelle Grof3eist. Dieseskannentwederdurch
dasEinsetzernvon w — iw in die Kramers-KronigRelationen(2.3) (2.4) oder durch dasAuswertendes
Integrales

0

1 [ xe'"(w)

—o0

einschlieRlichdesunendlicherHalbkreisesbewiesenwerden.

3siehe[R0069 Jac7% unddenBemerkungerim AnhangC

4Mit V.P. seiin dieserArbeit, sonichtandersang@eben der Chaudysdie Hauptwert(valor principalis)bezeichnet.
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Die GroRee' (w) — 1, die mit der Suszeptibiliit X (w) = X'(w) +ix"(w) durchx'(w) = €'(w) — 1 verkniipft
ist, wird dispesiver Anteil, die GroRee”, alsoder Imaginarteil von €*, wird absorptiverAnteil oderauch
dielektrister Verlustgenann{Jac75 Roo69 EII83].

Esseinochdie nichtganzunwichtigeEigenschafteerwahnt,daflfur o — 0 undw — o« sonvohl €’ alsauch
€ korvergieren.Mit €y unde., seienim folgendendie Null- und Hochfrequenzlimitesler Dielektrizitats-
funktion bezeichnet:

moer(w) = g (2.7)
c!)i_r’pmsff(m) = & . (2.8)

Mit diesenundder (dimensionsloserBomplexenFunktionE* kannjedebeliebigeDielektrizitatsfunktion
durch

et =€+ (80— &x)E" () (2.9)
also .
E*(w) = 88(;‘)17:"" (2.10)

damestelltwerdenwobei,derVollstandiglkeit halber beiglich E* offensichtlichdie Limites

ImE*(w) = 1 (2.11)
lim E*(w) = 0 (2.12)

gelten.

2.2 Die phanomenologischeDielektrizit atsfunktion amorpher Sub-
stanzen

Im Jahr1900schlugDrude seineberihmte Theorieder dielektrischernFestlorpervor, welchekurze Zeit
spaterauf Metalle ausgeveitet wordenist [Dru00a Dru00H. Amorphe Substanzemespektve Glaserih-
rerseitssind nun durch das VorhandenseiverschiedeneRelaxationszeitecharakterisiertdie ihrerseits
zu denverschiedensteRelaxationsprozessémwrrespondierekdonnen[ElI83, Zal83. Diesesegt nunden
auf demallgemeinenAusdruck(2.9) basierendeiphanomenolgischenAnsatzzur Verallgemeinerungler
Drude-LenZTheorienahe die DielektrizitatsfunktionamorpherSubstanzerinsbesondergolarer Glaser,
durcheineVerteilungsditite p der Relaxationszeiten durchdie folgendenintergralrelationdarzustellen:

Ef (w) = / 1—1ir(.o p(t) dt . (2.13)
0

Die Verteilungsichtegp mogedie iiblichen,anDichtefunktionergestellteriVorausetzungeand Eigenschaf-
tenerfullen, die dawarerr:

1. Esgelte:
p(t)y>0 VieR . (2.14)

2. pelLiy
3. p(1) € L*(0,)

5Beziglich den Eigenschaftereiner Verteilungsdichteauch Wahrscheinlichgitsdidhte genannt,sei beispielveise auf [Str634
verwiesen.
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AusderersterBedingungdolgt sofort,daf3| p(t)| = p(1) gilt, undausdenzweifolgenderBedingungerfolgt
die Normierbarleit von p, derenNorm, im SinneeinerWahrscheinlichkitsinterpretationsinrnvollerweise
Einsbetragersoll:

/ p(ydt=1 . (2.15)
0

Die Normierungsbedingunigt hiererfullt, dennsetzerwir in denphanomenologischefinsatz(2.13)w=0
und bericksichtigemoch(2.11) - letztereserhaltenwir auchunmittelbardurchdie Einsetzung sosehen
wir sofort:

E*(0)=1= [ p(t)dt . (2.16)
/

Weiterwerden,wie manausdenBedingungerschonableserkann,p(t) undt alsreelleGrofenvorausge-
setzt.

Oftmals trifft manjedochin Untersuchungemler Dielektrizitatsfunktionnicht die Gleichung(2.13) an,
sonderrdiesein ihre Real-undImaginarteileaufgespalltefiEll83], wobeioffensichtlichE+ = E; + iE; sei:

Ei(w) = /p(r) ﬁ dt (2.17)
0

Exw) = /p(r)ﬁdr . (2.18)
0

Alternativ wird auchmanchmaldie GleichungdesRealteils(2.17)in derzu der desimaginarteils(2.18)
analogerForm

P 2
E1(w) — 1= Ej(0) = — / p(T) % dt (2.19)
0

angegeben[EII83, UT95]. Der Grundfur die Zerlegung der Gleichung(2.13) in derenReal-und Ima-
ginarteil ist haupt&chlich der, da nur eine der beidenGleichungen(2.17) oder (2.18) numerischoder
analytischbehandeltvird [CC41, DC51,EII83, UT95].

2.3 Eine Plausibilitatsbetrachtung zur Integralgleichung

Nehmenwir an, die dielektrischeAntwort des Systemsauf das einwirkendeelektrischeFeld der Form
E = Epé* seiexponentiell d.h.nachAbschalterdeselektrischerFeldsE zerfallt die durchdieseserzeugte
Polarisatiofi P(t) nachdenzerfallsgesetzier Gestalt

dPt) 14

5 = PO (2.20)
worausunmittelbar ¢

5(t)=5oe><p(—;) : (2.21)

alsoein exponentielleiZerfall, folgt.

6Die Polarisatiorkannz.B durchLadunggibegangzwischerzwei Zustindenerzeugtwerden.
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Aus der Gleichung(2.1) folgt nun, nach Ausfilhrung der FourierLaplace Transformation, fir die, zu
demPolarisationszedl (2.21)korrespondierend®ielektrizitatsfunktiondie bekanntédrudeforn? [Jac75
Ro0069:

1

1-gf(w) = 1—-iwrt

(2.23)

In amorpherSubstanzebeobachtemanabereinenZerfall der Polarisatior(t), dervon derexponentiel-
len Form (2.21) starkabweich®. Eswird nungesagtdaRsich der beobachtetaicht-exponentielleZerfall
durcheineMittelung UbereinzelneBereichedesamorpherBystemdlarstelledafit,die fir sichgenommen
exponentiellzerfallen wirden,bzw. daRder nicht-exponentielleZerfall der beobachtetephysikalischen
GroReauseiner SuperpositiorverschiedeneProzesseglie mit einercharakteristische#eit T separafur
sich exponentiellzerfallen, damgestelltwerdenkann. Beispielsweisewird im Fall einesamorphenHalb-
leitersoderlsolatorsargumentiertdie dielektrischeverlustewerdendurchdasHin- und Zuriickhiipfender
ElektronerzwischerzweilokalisiertenStorstellenbewirkt, wobeiletztereraumlichundenegetischzufallig
verteilt sind[ElI83]. Oderim Fall einespolarenGlaseswird die dielektrischeRelaxationdurchDiffusion
derlonenunddurchDipolumorientierungeifvon Molekulgruppen)verursachtywobeibeideProzesseauf-
grund unterschiedlichefthermaler)Aktivierungseneagien auf verschiedeneZeitskalenablaufen.Dieses
fuhrt unmittelbarauf dasim voranggangenerKapitel (2.2) eingefihrte Konzeptder Verteilungsfunktion
p(t) vonRelaxationszeitetbzw. Korrelationszeiten)Der allgemeineAnsatzfur die Dielektrizizatsfunkti-
onist somit:

1—s+(w)=/ 1 p(t)dt , (2.24)

1-itw
0

bzw. im Fall einerallgemeinereMNormierungder Dielektrizitatsfunktiondie Gleichung(2.13).

DasKonzeptder Verteilungsfunktionvon Relaxationszeitebzw. von Korrelationszeitenwird gemaliden
obigenAusfihrungerselbsterstindlichnicht nurim Fall der DielektrizitatsfunktionangesetztAllgemein
istdiesebeiderUntersuchungmorpherabemichtnuramorpherSubstanzerineoft angevandteMethode
zur Beschreiling der physikalischerProzess@&lesSystemsDer allgemeinstdall einerKorrelationsfunk-
tion K(t) wird dementsprecherals

t
R(t;ul,ug,...,an)z/p(t; O1,02,...,0p) exp(—;) dr , (2.25)
0

wobei{a;} ein Satzvonn Parameterrsei, die die Verteilungsfunktiorcharakterisiererangeset2f.

EineweiterevermeintlichunterstreichendBegriindungfur die EinfuhrungeinerVerteilungsfunktiorp(t)
ist die, daRgesagtwird, von einemformalenStandpunkauskdnnemannicht denFall einerVerteilungs-

Als Fourier-LaplaceTransformatiorwird die Integraltransformatiomer Form

0

f~(y):/f(x)e*i’<y dx (2.22)

—00

mit x € R undy € C bezeichnetdie mit derVariablensubstitutios = iy mit derzweiseitign Laplace-Tansformatioridentischist. Bei
y € Rist jeneoffensichtlichmit der (herkdmmlichen)Fourier Transformatioridentisch die somitimmerimplizit im Begriff ,, Fourier
LaplaceTransformatioh enthalterseinmoge,wobeiwir aberexplizit darauthinweisenverdenwennwir unsaufdie ,herldommliché
FourierTransformationmit denreellenVariablenbeschanken wollen. In dieserArbeit wollen wir deswgen, saveit nicht anders
erwahnt, die Begriffe ,,FourierLaplaceTransformatioh und ,.zweiseitigeLaplace-Tansformatioh im wesentlicherals Synoryme
verwendensieheauchAnhangB.4.4.3.

8Wir habenhier lim¢, ,0€* () = 0 undlim . £ (w) = 1 gesetztmanbeachtedazuauchGl. (2.10)

9Der nichtexponentielleZerfall physikalischeGroRenist generelin amorpherSubstanzeau beobachtemndgilt selbsterstnd-
lich nicht nur fur die PolarisationEin weitereswichtigesBeispieleinesintensv untersuchtemicht-exponentiell@ Zerfalls in amor
phenSubstanist die Dichte-Dichte-torrelatbnsfurktion [EII83, Zal83).

10In Kapitel 3.5 werdenwir als Verallgemeinerungler bisheriiblichenModelle ein Modell ausder Statistikfirr p vorstellen,das
manzu denallgemeinsteModellen,wennnicht sogardasallgemeinstefir Dichtefunktionerzédhlenmuf3.
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dichte p(1), bei der jedest fur sich einen exponentiellenZerfall charakterisiertyon den einesnicht-

exponentiellenZerfalls unterscheidefBec88 EIlI83]. Nun ist abergeradedieseformale Begrindungvon

denbishergenannteram grof3tenanzweifel-und angreifbar, da es geradefir eine formale, mathemati-
scheBetrachtungnebendeninharenterKomplikationendie der Ansatziibereine Dichtefunktionmit sich

bringt und in folgendemnochnaherdiskutiertwird, von vornhereinnicht gegebenist, ob mantatsachlich
samtlichenicht-exponentiellerzerfalle als eineMittelung UberexponentielleZerfalle darstellerkann.Der

Beweisdafur steht,unseresVissenszumindeshach,nochaus.Esseiaberauchbetohntdaltrotz desletz-

ten Kritikpunktesnochnichtsiberdie Praktikabilitat, und schongar nicht UberdenheuristischerNutzen
desAnsatzesusgesaguird.

Trotz derobigenPlausibilititsbetrachtungemndgeraddn Hinblick auf moglicheKritikpunkte, soll jedoch
nichtvergessemunddeutlichdaraufhingeviesenwerden,daRessich bei derIntegralgleichungler Dielek-
trizitatsfunktion(2.13) um einenrein phanomenolgischen oder sollte mannicht bessersagenum einen
rein heuristisbien Ansatzhandelt.

2.4 Zu denanalytischenL dsungender Integralgleichung

2.4.1 Vorbemerkung

Bei der(phanomenologischeniptegralrelation(2.13)

1
+ —
E*(w) _/ T e p(T) dt
0

handeltessichum einelineare Integralgleichungkonkretum eine Fredholmshe Integralgleichungerster
Art'! Man kannbei mancherAutoren,die die Integralgleichung2.13)behandelndenEindruckgewinnen,
daRdiesenicht analytischiosbarsei. Wie wir aberbereitsin [Ros93 und spaterin [KR98] gezeigthaben,
ist demjedochnicht so. Weiter wollen wir unsim folgendenhauptgchlichmit der komplexwertigenDi-

elektrizitatsfunktion,und somitmit der Gleichung(2.13)besclaftigen,wohingegenansonstenyie bereits
erwahnt,zumeistnur der Real-oderImaginarteil, alsodie Gleichungen(2.17)und (2.18) betrachtetver-

den'?. Der unbestreitbar&orteil der Behandlungler,,gesamteh Gleichung(2.13)liegt in ihrer, aufgrund
derMaoglichkeit desHeranziehender FunktionentheoriehesseremnalytischerHandhabbaréit.

2.4.2 Die Losungder Integralgleichung alsinverseMellin-T ransformation

Wie wir alsobereitsin [Ros95 KR98] gezeigthaben,ist esmoglich, die Integralgleichung(2.13) formal
unterAnwendungder Mellin-Transformationzu 16sen,d.h. die LosungalsinverseMellin-Transformation
darzustellenlm folgendemsoll diesesnochmalkurz dagelegt werden.

Die generelleStrukturder Gleichung(2.13)

1—-itw

Ef(w) = / 1 p(T) dt
0

konnenwir in derForm

Ef(w) = /k(w,r) p(t) dt = /k(wr) p(T) dt (2.26)

11KurzeEinfuhrungenin die Theorielinearerintegralgleichungerfindensich beispielsweisén [CH683 Smig8]; fur die Theorie
singubrerintegralgleichungerseininshesonderaochauf [Mus65] hingeviesen.

12giehedazuauch[ElI83, UT95] unddie dortigenReferenzen



2.4. ZU DEN ANALYTISCHEN L OSUNGENDER INTEGRALGLEICHUNG 13

schreibenMit anderenNorten,der Integralkernk(w,t) derintegralgleichung2.13),

k((A),T) = m ) (227)
hangtvon demProduktderVariablenw undt ab:k(w, 1) = k(w-1).
IntegralgleichungemlesTypuses
900 = [ ko) F) dy (2.28)
0

wie wir siehier vorliegenhabenkonnennunformal durchdie Anwendungder Mellin-Transformatiord)t
gelostwerden[Tit67].

Die Mellin-Transformatiorist definiertdurch[Doe71, Tit67]:
f(s) = /XH f(x) dx=m{f} , (2.29)
0

wobeis € C gilt. Sie hangtengmit der zweiseitign Laplace-Tansformationg;, zusammenDurch die
Variablensubstitutior = e~! erhélt manunmittelbar:

f(s) = /e—9 flet)dt= /e—st F(t) dt = £, {F} (2.30)

UnteranalogerBedingungerwie beiderzweiseitigerLaplace-Tansformationgilt die komplexe Umkehr

formel i
93(‘1{1?}:2—1& / f(9) xS ds= f(x) (2.31)

C—ico

Wendenwir die Mellin-Transformatiorauf die Integralgleichung* (2.28)an, so erhalterwir

o) = / XL d / K(xy) F(y) dy
0

f(y) dy / k(xy) x>~ dx
0

~——3°—3°

f(y)y Sdy /k(u) uS1 du
0

—h O

(1—s)K(s) . (2.34)

Esistalsog die Mellin-TransformiertelerFunktiong, f die Mellin-Transformiertevon f undK die Mellin-
TransformiertalesKernsk(xy) = K(u).

Bwir habenf (e™) = F(t) gesetzt.

14Die obigeGleichung(2.28)ist ein Spezialéll einerallgemeinererRelation.Ist eineFunktion f durch
19 =6 [€10) o(8) 0 (2.32)
0

dagestelltundexistierendie Mellin-Transformationemler beteiligtenFunktionen sogilt fir die Mellintransformierten:
9(s) = qu(s+0a) g(l—s—a+p) . (2.33)
Fur denBeweisseiauf[Doe71, Tit67, Ros95 verwiesen.
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Die MellintransformiertederL ésungist alsodurch

gegeberunddie LosungderIntegralgleichung2.28)wird damitzu:

C+ico

1 s 91-9)
f(x):z—m./x KA—9) ds

C—io

In unserenfall derIntegralgleichung2.13)gilt jetzt*®

1
Ef(x) = / — p(y) dy
1—ixy =~
0 \—V—X f(y)
k(xy)

Wendenwir jetzt dasebenHergeleitetean, soerhalterwir sofort:
E*(s) = /E+(x) X ldx=p(1—9)K(s) |,
0

wobeidie Mellintransformiertedesintegralkernsk sichanalytischzu

K(s):/lTliXxs‘ldX=Si1r-][({i1)_;}:(i)sr(s) M(l—s) , mit 0<HRes<1
0

berechnehart®. Hierbeibezeichnerl die EulerscheGammafunktioh’. [AS68, EMOT53].

Die Mellin-Transformierted derVerteilungsfunktiorp,
Bl = [ P09 1 o
0

ist alsodurch - ( )
N E+t(1-s

150betragerauf die allgemeinerdorm (2.32):

wobeihiera = 3 =0 gilt.

(2.35)

(2.36)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.42)

(2.43)

(2.37)

18F{r die explizite BerechnunglerMellintransformiertedesintgralkerns(2.27)unddesserzusammenhangit derGammafunktion

seiauf[AS68, Doe71 EMOT53, EMOT54, Tit86, Tit67, Ros93 verwiesen.

17zur Erinnerung Die Gammafunktior™ ist durch:

r(s):/tgle*t dt Mes>0
0

definiertundso perdefinitionemdie Mellintransformiertevon e~t.

(2.41)
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gegebenLetztendlichkdnnenwir die Losungder Integralgleichung2.13)schreiberals:

Ctico ~
1 _JE*(1-9
PX) a5 ) X Kiss ds (2.44)
1 e i\ ~°sin(m)
p(x) = >rix - ()—() - Et(s)ds . (2.45)

DertiefereGrundfur die Anwendbarleit der Mellin-Transformatiorbei der Losungder Integralgleichung
ist der, da3essichbei diesemeziglich dieserintegraltransformationwie mandeutlichbereitsander Glei-
chung(2.34)erkennerkann,um eineFaltungsgleitlunghandel{Doe71 Tit67]. DieseFaltungsstruktudes
phanomenologischeAnsatzesverdenwir ausnutzenywennwir in denspatererKapiteln4 ff die Methoden
zur approximatvenL dsungdiskutierenwerden.

Die Dichtefunktion w

Als nachsteswollen wir, durchdie obige Losung(2.45) der Integralgleichungnaheelegt, den phanome-
nologischenAnsatz etwas umschreibenywodurchwir beziglich desVariablens ,eleganteré Ausdiiicke
erhaltenwerden;konkretfiihrenwir alsodie Funktionw als

w(T
) = "0 (2.46)
ein, wodurchdie Integralgleichunghundie Form
ro1 w)
+() = 2
E (‘*’)_/1—im W e (2.47)
0

annimmt.

Bevor wir unsder Losungwidmen- die Integralgleichungkonnenwir selbsterstéindlichwiedermit der
Mellin-Transformationdsen- seidasfolgende nicht ganzunwichtigebeziglich der Funktionw undderen
Zusammenhanmit der Funktion p, erwahnt:

¢ AusderDefinition (2.29)unddenEigenschaftederMellin-Transformatiof®folgt mit derDefinition
(2.46)vonw bediglich derenMellinttransformierteniv:

00

W(s) = /xs‘l w(x) dx = /xs‘1 xp(x) dx= p(s+1) . (2.48)
0 0

Die TransformiertemunterscheiderichalsonurbeziglichihresArgumentesindnichtin ihrergrund-
legendenfunktionalenForm!%; p und w sind also beziglich der Mellin-Transformatioridentische

Funktionen,waswir auchdirekt an den Losungen(2.44) respektve (2.45) und vorweggenommen
(2.50)ableserkdnnen.

¢ Ist p eineDichtefunktion,soist (offensichtlich)w eine auf einerlogarithmischerSkalarmessende
Dichtefunktion,dennesgilt:

00

/mp(T)de/m@drz/w(T)dlntzl
0 0

—00

18siehe]Doe71, Tit67]
19gsgilt allgemein: [ 5152 f(x) dx= f(s+a).
0



16 KAPITEL 2. DIE INTEGRALGLEICHUNG DER DIELEKTRIZIT ATSFUNKTION

Der zur Integralgleichung(2.47)im FourierLaplace-respekive Mellin-Raun?® korrespondierendéus-
druckist nun,analogzur Gleichung(2.39),

Et(s) =W(—s) K(s) , (2.49)
worausals Losungsomitunmittelbar
Cioo ~
w(T) = % / T3 Ii((__;) ds |, (2.50)
c—io

oderwennwir denAusdruck(2.40)fur K einsetzen,

Ctioo s .
W(r):zim./ (%) sin(re) E+(s)ds (2.51)

C—ioo

folgt. Wir sehenhier nochmaldeutlich: Die (approximatve) Bestimmungder Funktionw ist alsovollig
aquialentzur BestimmungderDichte p.

An denGleichungen(2.45)und(2.51)kdonnenwir UbrigensdeneigentlichenGrundfir die Einfuhrungder

Funktionw ablesendie inverseMellin-Transformatiorkonnenwir beziglich derenVariablens in derfr

diesegebi@uchlichensymmetrischefrorm schreibenim Gegensatzu denentsprechendebDarstellungen
fur p. Substituiererwir nocht = 1/t undschreiberw(t), soerhalterwir demzufolgedenAusdruck:

C+ico

W(T) = % / - EKE‘) ds (2.52)

C—io

alsodenfir die inverseMellin-Transformatioriiblichen.

Im weiterendieserArbeit werdenwir sovohl die Funktion p alsauchw verwendenje nachdem,welche
demGegenstandier Betrachtungemngemessenerscheint.

2.4.3 Real-und Imaginarteil der Integralgleichung

Wie wir bereitsam Anfangim Abschnitt2.2 erwahnthabenwird oftmalsin der Literatur nicht die kom-
plexwertigelntegralgleichung2.13)derreellenVariablenw undt eingefihrtundbehandeltsonderrderen
Real-(2.17)undderenimaginarteil (2.18) werdenals eingenshndigelntegralgleichungaufgefRtund ent-
sprechnduntersuchtEsist nunsowohl von theoretischeals auchvon praktischeiSeiteher nitzlich, diese
beidenintegralgleichungereu betrachtenSchreibenwir diesemit der Funktionw nochmalsauf, wobei
natirlich ET = E; +iE> sei:

Eiw) = / (o) wir) & (2.53)
0
) = / fo(on) w) & (2.54)

(2.55)

20Tatsachlich handeltes sich vorweggenommerbei den FourierLaplace-und den Mellin-Raum um die gleichenRaume;siehe
[Doe71, Tit67].
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mit denintegralkernen

und kp(wrt) = ﬁ . (2.57)
Wir sehersofort:
ko(x) =xki(x) (2.58)

einebediglich derMellin-Transformatiorsehrwichtige EigenschaftderentiefererGrundin denKramers-
Kronig Relationerliegt, die die Integralkerneerfuiller??.

Die Integralgleichunger{2.53) und (2.55) lassensich jetzt formal analogzur Integralgleichung(2.13) re-
spektve (2.47)mit Hilfe der Mellin-Transformationdsen,und die zu diesenim Mellin-Raumkorrespon-
dierenderGleichungerautenjetzt:

Ei(9) = Ki(9) W(—9) (2.59)
und Ex(s) = Ka(s)W(—s) |, (2.60)

womit wir die Losunger(formal) sofortzu

_ 1 —s El(_s)
w(x) = P | X Ka(=s) ds (2.61)
C+ico -
und w(x) = % -s Zg:g ds (2.62)

angeberkodnnen.

ZwischendenMellintransformierterder Integralkernegilt nun,analogzu denDichten p undw, aufgrund
derBeziehung2.58)derfolgendeZusammenhang:

Kz(S)

/xs"l ko(x) dx
0

/)@‘l xkg(x) dx
0

also
Kao(s) = Ki(s+1) . (2.63)

Die Mellintransformierterder Integralkerneder Real-und Imaginarteilintegralgleichungnsind beziglich
ihrer grundlegenderfunktionalenForm identisch sie unterscheidesich,,nur* in ihren ArgumentenDiese
kdnnenjetzt, analogzum Integralkern(2.27),analytischberechnewverdenzu??:

1
Ki(s) = = O0<Res< 2 2.64
1) 2 sin(3s) ) (264)
Ko(®) = 2— T _1cmes<i (2.65)
22 sin(3m(s+1)) ' '

2Isiehe Gleichungen(2.3) und (2.4) und die allgemeinenEigenschafterder Dielektrizitatsfunktbnurktion, beispielsweisan
[AM76, Jac7% dagestellt.

22F{ir Details der Rechnungendie iibrigensmethodisctidentischmit der Berechnungler Mellintransformierterdeskomplexne
Integralkernsist, seiwiederauf[Doe71, Tit67, EMOT53] verwiesen.
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Wie ausdenGleichungen(2.59)und (2.58)unmittelbarabzuleserist, gilt:

Kl(S) _ El(S
Ka(s)  Ex(9)

Mit denobigenexpliziten Ausdiiicken fur K1 und Ky kdnnenwir diesesVerhaltnis bestimmenund wir
erhalten:

~~

(2.66)

Ki(s)  Ki(9) _ sin(zm(s+1)) cos(3Ts)

Ka(s)  Ki(s+1)  sin(ims)  sin(ims)
alsoabschlieRend
Ki(9 Ei9) _ 1
Ko(s) Eg(s) = cot<2ns) (2.67)
Kz(S) _ EZ(S) . 1
bzw. K ~ Bal9 tan(éns> (2.68)

mit 0 < Res< 1.

Auchwennesausder bisherigerAbleitung desVerhaltnisseq2.67) respekive (2.68),nicht abzuleserist,
soist dieseseinedirekte Konsequender Kramers-KronigRelationerund somitletztlich der Kausaliai>.
Mit anderenNortenbedeutetliesesdaldasVerhaltnisder Mellintransformiertervon Funktionendie den
Kramers-KronigRelationengeriigen,durchden Ausdruck(2.67) respektve (2.68) gegebenist; diesesist
in diesemSinneeine, universellé EigenschafsolcherFunktionendie wir im AnhangC beweisenwerden.

EsistauchnichtverwunderlichdaRRdie MellintransformierterderdenKramers-KronigRelationergeriigen-
den Funktioneneinem universellefi Verhaltnis geriigen.Zum einenkdnnenwir, in einembestimmten
Sinn, (2.67) und (2.68) als die Mellintransformierteder Kerneder Kramers-KronigRelationen(2.3) und
(2.4) interpretierenund zwar insofern, als da diesebeidenGleichungendie in den Mellin-Raum tiber
setzterKramers-KronigRelationersind.Zum andererist einewichtige Interpretatiorder Kramers-Kronig
Relationengeradedie, wennwir entwederdenReal-oderdenimaginarteil dieserFunktionenvollstandig
kennen,dalwir danndie gesamtekomplexe Funktionkennen.Mit der vollstandigenKenntnisdesReal-
oderdeslImagirarteilsder Dielektrizitatsfunktionwirdenwir also die gesamte-unktion kennen.Dieses
mufsichim Mellin-Raumentsprechenih ein ,,universelle$ Verhaltnis der Transformierterausdiicken:
kennenwir die MellintransformiertedesReal-oderdesimaginarteilsexakt, sokennenwir ebensaie an-
dereTransformiertebzw. als Konsequendie Transformierteder gesamtenkomplexen Funktion. Dieses
bedeutenunbei einernur approximatven Kenntnisvon Real-und Imaginarteil einerderartigenFunktion
theoretisch*, daRdie Abweichungvon demVerhéltnis (2.67) respekive (2.68) der Mellintransformierten
alsMaR derapproximatvenKenntnisgenommerwerdenkann.

Betrachterwir jetzt, bevor wir die Untersuchungezur komplexwertigenintergralgleichung(2.13) wei-
terfuhren,die Integralgleichung desImaginarteils, Gleichung(2.55), etwasgenauerDeren,als inverse
Mellin-Transformatiordamgestellte L dsungist, nochmalzusammengefit:

C+ioo

_ 1 —s EZ(_S)
w(x) = o | X Ka(=s) ds (2.69)
C—io
C+ioo
I =2 cos( s E (5 ds mit —1<Mes<1 (2.70)
-o2m ) T 2 2 ¢ ' '
C—io

23K ausalitit mufhierrichtig als Ausdruckeinesk onnex zwischereinemsteuerbarefaktorundseinenmEffekt verstandemverden;
sieheauchAnhangC

24Esist aufgrundder numerischerfrtefakte nicht sinnvoll, die Mellin-Transformatiorapproximati bekannteFunktionennume-
rischauszufihrenundanschlieBendasVerhaltnisder Transformierterzu bilden[Doe71].



2.4. ZU DEN ANALYTISCHEN L OSUNGENDER INTEGRALGLEICHUNG 19

Aus der Theorieder zweiseitigen(Fourier)Laplace-und der Mellin-Tranformatiorf® folgt jetzt: Existiert
daskomplexelntegral (2.69)bzw. (2.70)im SinnederkomplexenUmkehrformelderMellin-Transformation,
soist w unabtangigvon c = SRe s. Daraudfolgt dannsofort,dal3wir in (2.69)bzw. (2.70)auchvonvornher
einRes = 0 setzerdurfen,die Funktionw alsoentsprechendbensalurch

w(x) = %{/% cos(%m’w) Ex(—iw) x ®dw (2.71)

—00

mit s = c + iw, darstellbarist. Fuhrenwir nunin (2.71)die Substitutionerx = e, w(e™) =Wf(t) und
Ez(iw) — Ez(w) durchunderinnernunsandie Formelcogiz) = cosHz), soerhaltenwir letztendlich:

[ee]

W(t) = %_[/% cosh(%m) Ex(—w) €% dw . (2.72)

—o0

Offensichtlichhabenwir die LosungderIntegralgleichung2.55)jetzt alsinversefFourier
TransformationE» ist nichts weiter als die Fouriertranformiertebeziglich der Variablent der Funktion
E> (e, ausdiickenkonnen Mit anderenWortenbedeutetliesesdaRwir die Integralgleichungdesima-
ginarteils ebensalurch die Anwendungler Fourier-Transfortmatioriosenkdnnen

Die Losbarleitderintegralgleichund2.55)durchAnwendungderFourier TransformatiomaRtsichnaiirlich
schonanjenerselbstzeigerf®. Wir erkennendiesessofort,indemwir die Variablensubstitutionem = e
undt = e~ in (2.55)durchfihrenund dementsprechendie Funktionerw, k, und E; tranformierenalso
Ex(e7!) = Ex(t), w(e™) = W(t) undkz (e7!) — K(t), sodaRwir denAusdruck

[

Ea(to) = / W(t) K(t +1o) dt (2.73)

—00

erhaltenWenderwir auf(2.73)jetztanschlieRendie Fourier TransformationundeinendererFaltungsétze”
an,soerhalterwir unmittelbarwiederdenAusdruck(2.72).

Wir wollen aberdaraufhinweisendaf3sichnur die Losungder Interalgleichunglesimaginarteilsauchals
inverseFourier TransformatiordarstelledaRt,dennnur fir denentsprechenttansformierterintegralkern
dieserGleichungexisitiert die FourierTransformationWurdenwir in der komplexwertigenintegralglei-
chung(2.47)undin derIntegralgleichungdesRealteils,Gleichung(2.53), die analogeVariablensubstitu-
tionen,und die entsprechendemransformationemer Funktionen,durchfihren,so werdewir feststellen,
daf3die FourierTransformatiorder sotransformierterintegralkernenur fir komplexe w-Werte,alsowenn
in der FourierTransformationw — iz = s € C gesetztwird, korvergiert, wobei dann0 < Res < 1 fir
die Transformiertedes Kernsder komplexwertigenund 0 < SRes < 2 fur die TransformiertedesKerns
der Realteilgleichunggilt. Wir hattendannletztlich sogarmur die Losung,damgestelltdurchdie komplexe
Umkehrformel,alsodie Mellintransformierte(2.40) und (2.65) der betrefendenoriginalenintegralkerne,
reproduziert®.

Wir werdenim weiteren,insbesonderbeziglich allgemeinerEigenschaftenpatirlich haupt&chlichnur
die komplexwertigeIntegralgleichung(2.13) bzw. (2.47) betrachten die Real-und Imagirérteilgleichun-
genkodnnenschonallein aufgrundderenZusammenhangeiber die Kramers-KronigRelationennur die

Zsiehe[Doe71, Tit67]

26Historischwar esauchso, daBCoLE und DAVIDSON in [DC51] die nachihnenbenannteDichte auf der Basisder Integralglei-
chungdesimagirarteilsdurchdie Anwendungder Fourier Transformatiorberechnehaben- alsobereitseinedesAusdrucks(2.72)
entsprechendeDarstellungder Ldsungals inverseFourier Tranformationangevandthabe;sieheauchdie Bemerkungm Abschnitt
3.3auf Seite35.

?Tsiehewiederum[Doe71, Tit67]

28Tatsachlichbedeutetwie bereitserwahnt,in derMellin-Transformatiordie VariablensubstitutioderFormx = et eineTransfor
mationauf die zweiseitigeLaplace-TFansformationdie ausnun offensichtlichenGriindenauchals FourrierLaplaceTransformation
bezeichnewird; siehedazuauchdie Bemerkungerauf Seite13f und[Doe71, Tit67].
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selbenEigenschaftenvie die gesamtekomplexwertigeGleichungbesitzen und erstbei dernumerischen
Behandlungexplizit auf die IntegralgleichungemlesReal-und desimagirérteilszuriickkommer?®.

2.4.4 Eine weitere analytischelL 0sungder Integralgleichung

Nebender analytischenformalenLdsung(2.44) bzw. (2.45) der Integralgleichung(2.13)in Termender
Mellin-Transformation kdnnenwir eine weiter LosungangebenKR98, Ros95], die eine der wichtig-
stenEigenschafterer Integralgleichungoffenbart.Aufgrund der analytischerEigenschaftemer Dielek-
trizitatsfunktior?® et kénnenwir die anfanglichelntegralgleichung(2.13)umschreiberzu:

1 (i [ 1
“E (=)= —— 2.74
W (w) /p(T) H—mdT ’ ( )
0
alsoauf eineGleichungder Form?™:

1

—— dy . 2.75
X+yy (2.75)

o) = / ty)
0

Setzenwir x = &, y= &1 undweitery(€) = e2é g(&f), p(&) = e2¢ f (&), sogehtdie Gleichung(2.75)uiber
in:

0

_ @(n)
wE) = /2cosh{%(£-n)}dn (2.76)

[

/(P(n) k(€—n)dn . (2.77)

—00

€
—~
Fahl
~
Il

Wie nunwohlbekanntist, kbnnenlintegralgleichungervom Faltungstypder Form (2.75) bzw. (2.77) mit
Hilfe derFourierTransformatiorgeldstwerden[Tit67]. Die formal analytischd_dsungist durch®?

oE) = %/LP(U) coshru €% du

—00

00

= (21_[—])-3/2 /W(U) (ei(z"'i”)“_}_ei(i—in)u) du

—00

1 . .
= Z{WE+m+YE-m} (2.78)
oderumgeschriebeauf die urspiiinglichenFunktionen
i : B
) = 5 {9 —gxe™} (2.79)
gegebenDaraudolgt fur die Losungder Integralgleichung2.74):

p(x) = ?{X {E+ ()i—(ei”> —E* ()i—(e_i">} : (2.80)

29Nachdemwir die Integralgleichung(2.13) respekiie (2.47) gelst haben kbnnenes nur numerischeGriindesein, die einege-
trennteUntersuchungon Real-und Imagirarteil rechtfertigen.

30sieheKapitel 2.1

3lintegralgleichungemier Gestalt(2.75)werdenStieltjessche Integralgleichunggenannt.

32Mit W(u) ist die Fouriertransformierteler Funktiony (&) bezeichnet.
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Die Losung(2.80)derIntegralgleichung2.74)stellt p als Sprungdeslangsder negativenimaginaren Ach-
se liegendenVerzweigungsdmitts der Funktion E* dar. Offensichtlichbeinhaltetdie Losung(2.80) die
Notwendigleit eineranalytishienFortsetzundhzw. Fortsetzbarkit dervorgegebenerFunktionE+33, Nach
demChauchyscheintegralsatZ[BS76, Tit86] kdnnenwir bekanntlichdie FunktionE* analytischin die
komplexe, undinsbesonderan die untere,Zahlenebene fortsetzenjndemwir das(komplexe) Kurvenin-

tegral )
v 1 [EY(w

Z
langsderKurverl, die die negativeimaginareAchseausschliel3auswertenlm Fall eineranalytischerbar-
stellungder FunktionE™ ware diesessicherlichprinzipiel mdglich, dochwennsie unsdurchMessungen
bekannist, dannkennenwir die FunktionE™ nur numerist diskretauf der positivenreellenAchsé Selbst
wennwir aufgrundder Symmetrieeigenschafteter Dielektrizitatsfunktior?* £+ dieseauf die negative re-
ellen Achseerweitern konntenwir die FunktionE* hdchstensn die oberekomplexe Halbebenapproxi-
mativ analytischfortsetzen Desweiterergeldrt die (numerischepnalytischeFortsetzungeiner Funktion,
die nur an diskretenStellender komplexen Zahlenebendekanntist, zu den bis heutenicht zufrieden-
stellendgeldstenProblemer®, denndasProblemder analytischeFortsetzungeiner Funktion,ebensowie
FredholmschéntegralgleichungerersterArt, getbrt zu densogenanntesdlecht gestelltenProblemer®.
Fur eineauf Mel3daterbasierend@umerischeAuswertungzur Bestimmungder Verteilungsfunktionp ist
die Losung(2.80)derIntegralgleichung2.74)somitnicht anwendbamweistaber wie wir soebergesehen
habengeinefundamental&igenshaft desphanomenologischeAnsatzesauf:

In die Losungder Integralgleichung2.13)ist die analytsichgortsetzungespektve die analytische
Fortsetzbarkit der FunktionE* involviert!

2.4.5 Der Zusammenhangzwischenden analytischenL 6sungen

Im folgendensoll die Beziehung,in der die formal analytischen_dsungen(2.44) und (2.80) der Inte-
gralgleichung(2.13) zueinandeistehen kurz aufgezeigiwerden.Da wir diesesbereitsin [KR98, Ros95
durchgetihrthaben soll hier einekurze Skizzierungfolgen.

Betrachterwir dazudie Losung damestelltalsinverseMellin-Transformatior(2.45):

C+ioo

0= | () TG 2.:82)

C—ioo

Wie wir spaterim Kapitel 2.5 kurz erwéhnenwerden dirfenwir, wennwir hier

0

E*(s) = /E*(w) wlds (2.83)
0
in die Losung(2.82)einsetzenaufgrundderNicht-ExistenzderinverserMellin-

Transformatiorder FunktionK (s) ~* die Integrationsreihenfolgeicht vertauschenUm die inverseMellin-
Transformationrotzdemdurchfuhrenzukdnnenprauchermwir die analytischerieigenschaftederFunktion

33siehedazuauchKapitel 2.4.5unddie Ausfilhrungerund Bemerkungerin [Tit67).
34sieheKapitel 2.1

35Aus derFunktionentheoriéolgt, daRdiesesindeutignicht mbglichist [BS76, Lav67, Tit86]. Wennvon deranalytischerFortset-
zungeinernur andiskretenPunkterbekannteriFunktiondie Redeist, soist damiteinekontrollierte Approximationandie theoretisch
analytischFortgesetzteyedachtdie manerhaltenwiirde,wenndie fortzusetzendé&unktiontheoretischexakt bekanntseinwiirde.
DasProblemederanalytischerFortsetzungvird beispielsweisén denBuchvon LAVRENTIEV [Lav67] austihrlicherbehandelt.

36DasKonzepides,gutgestellteh Problemsdie , schlechgestelltet Problemesind iiberdiesesegativ definiert,unddie Behand-
lung,, schlechigestellter Problemesollenaustihrlichim Kapitel 4 behandeltverden.
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E~. Die analytischéFortsetzungler FunktionE™ in die komplexe Ebeneunterder Ausnahmelernegativen
imagirarenAchseist durch

v 1 [Ef(o)
EO=2f w—
r
gegebenBS76, Tit86]. Fur denWeg links um die negative imagirarenAchseherum,I” mogediesegegen
denUhrzeigersinrumlaufen erhalterwir o = ei%ny, fur denWeg rechtsherumentsprechendy = e‘i%y.
Auf derreellenAchseist z= w undweiterw’ = —iy, worausalsow = —ico =y = oo folgt. Fiir E* erhalten
wir dadurchdie Darstellung:

do (2.84)

L7, B ) e )

+ - —
Ef(w) = o / dy iy 4+ W (2.85)
Fur die MellintransformierteE+ ergibt sichdaraus:
1 : «
=N — - + et o1 1
£ (9 2T[/dy (B () —E(y)) /dww .
® 0
0
- i/ dy (EF () ~E/ ) (i) (2.86)
2n I ' sin{rs} .

Hierbei bezeichnerE (y) die Funktionlinks und Ef (y) die Funktionrechtsvom Verzweigungsschnitt.
Setzerwir diesesErgebnisin (2.82)ein, erhaltenwir:

CHico 0
p<x>=(2—i[)2 / ds / dy (7 ()~ E-(Y)) (&Y (2.87)

Erstjetzt durfenwir die inverseMellin-Transformatiordurchiihren:

C+ioo

ori | G0 = (o)~ 8n ()

C—ico
1 1
2o ° (y_ i)

ay y=%

1 1 1
B y5(y‘; - ;5(y‘;)
Aus all demfolgt letztlich fur p:

p(x) = #{X {E+ ()i—(ei”) —E* ()i—(e_i">} (2.88)

Wir habensomitdie Aquivalenzder Ldsung(2.44)mit derLdsung(2.80)gezeigt.

Aufgrund jener Aquivalenzkonnenwir jetzt notwendigeund hinreichendeBedingungerfiir die Existenz
einerLdsungin Ly (—oo, ) derIntegralgleichung2.74)bzw. (2.75),undsomitauchderGleichung(2.13),
angebenEsgilt der”

3"Der BaweisdesSatzesst in [Tit67] zufindenundgilt urspiinglichfiir Stieltjesschelntegralgleichunger2.75).Somithattenwir
ihn schonim Kapitel 2.4.4angeberkdnnen.
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Satz2.1
Esseiy(§) = e 2 E* <ie‘5). Notwendigeund hinreichendeBedingungdafiir, daf3die L 6sungder Glei-

chung(2.80)zuly (—m,0) getirt, ist, daBy(z) einefir —Tt< y < Ttanalytisché~unktionist unddald

00

/Iw(X+ iy)|? dy < K (2.89)

—o00

gilt.

DenZusammenhangwischendenLdsungerabschlieBendyollen wir daraufhinweisen daRdie Aquiva-
lenz der Losungen(direkte) Konsequenzebeziglich den Eigenschafterer Integralgleichungzur Folge
hat. Diesewerdenwir im nunnachfolgendebschnitt2.5 naherbetrachten.

2.5 Eigenschaftender Integralgleichung

Wendenwir uns,bevor wir einigeder gelaufigstenModelle fir E* und derenDichten p diskutieren,nun
dengenerellerEigenschaftemer Integralgleichung2.13) der DielektrizitatsfunktioneinesamorpherSy-
stemsund derenL8sung(2.44)bzw. (2.45)repsekive (2.80) zu. Wie wir bereitsim Kapitel 2.4.2erwahnt
habenhandeltessichbeidergrundlegendertrukturderintegralgleichung2.13)um die einesFaltungsin-
tegrals’®. Gelufigerund bekanntessind FredholmscheintegralgleichungersterArt vom Faltungstypder
allgemeinerf-orm

g = / Kx—y) f(y)dy (2.90)

die unterAnwendungderFourier Transformatiorgelostwerdenkann.NachdemFaltungssatzier Fourier
TransformatioriDoe71, Smi8§ gilt fur dieim Fourierraumzum Faltungsintgral korrespondierend€lei-
chung: L

() = k(w) f(w) (2.91)

die Ldsung(im urspiinglichenRaum)alsounmittelbarvia Riicktransformatiomarstellbaiist:

f@:%]

[(o}]

Eg % dey . (2.92)

=

Im vorliegendenFall der Integralgleichung(2.13) konnenwir derenLdsungim Mellin-Raum (2.43) bzw.
(2.39)analogzu obenangeben:

f9=31=9 1 g9 =Fa—9K(s . (2.93)

Darausfolgt eineschonerwahntewichtige Eigenschaft® :

Beziglich derMellin-Transformatiorhandeltessichbei demphanomenologischeAnsatz(2.13)um eine
(spezielleForm) der MellinschenFaltungsgleichung!

38sieheauchdie Ausfiihrungerim Kapitel 5.3unddie Darstellungerzu Faltungsintgralenundintegraltransformationein [Doe74,
Smi88,Tit67]

39Der FaltungscharaktdaRtsichauchdirektanderlntegralgleichung2.13)erkennenjndemmandie Variablensubstitutiom =
undt = €0 durchiihrt und somitvon der Anwendbarkit der Mellin- auf die der (zweiseitigen)FourierLaplaceTransformatiorum-
schreibt.Man erhalt danndie gelufigereForm (2.92) einesFaltungsintgrales.Beziglich desBegriffs des, MellinschenFaltungsin-
tegral$ seijetzt schoneinmalauf[Doe71, Tit67] verwiesen.
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Betrachterwir weiter die Losung(2.44). Setzenwir in diesedenAusdruckfir die Mellin-Transformierte
E, soerhaltenwir sofort:

oo C+ioo

_ / %‘*’ / ds (ia>_SK_l(s) . (2.94)

0 C—ioo

Aus der Gleichung(2.94) konnenwir zwar wiederumden Faltungscharakteder Integralgleichung(2.13)
ableserund manist jetzt geneigtzu sagenzur Berechnungler Losungder Integralgleichung2.13) brau-
chenwir nur das, Faltungsintgral’ (2.94) auszuwertendoch man darf nicht vergesserdie Fragenzu
prufen, ob zum einendie Vertauschungler Integrationsreihenfolgenwie sie vorgenommernwordenist
um auf die Gleichung(2.94) zu kommen,uberhaupnhachden Satzvon FuBiINI gerechtfertigtist und ob
zumandererbei einerKornvergenzder jeweils auftretendenntegrale,die eineinversenTransformationen
repiasentierersollen, dieseiiberhauptls inverse Transformationeranzusehesind™. Betrachterwir zu
diesemZweck dasasymptotishe VerhaltenderMellintransformierterK (s) (2.40)deslntegralkernsk(wrt).

T[iS
O = i

~ omidls__ 1 (2.95)

elTlS_ e—ITlS

Fur die obereGrenzederinversenMellintransformation(2.31)s — ico, welchemit demGrenzall is — —oo
in (2.95)aquivalentist, erhalterwir:

mit A— oo; (2.96)

fur die untereGrenzes — —io, die aquivalentist mit is — oo, erhalterwir entsprechend:

MII>

K(s) — 2mi A€

eA = (2.97)

Daraudfolgt eineweiterwesentlicheEigenschafiesphanomenologischeAnsatzeg2.13):

Die reziproke FunktionK ~1(s) derMellintransformierterdesintegralkernsweisteineexponentille
DivergenzandenGrenzerderinverserMellintransformation(2.31) auf*!!

(2.98)

3 . .
1 e2® fir s—iw
Wi A . .
ez fur s— —iw

K

AufgrunddiesesasymptotischeWerhalteng2.98)der Mellintransformierterk (s) (2.40)deslIntegralkerns
ist esnicht mdglich, die Losungder Integralgleichung(2.13) nachdem ,Faltungsintgral’ (2.94) zu be-
stimmen.Wie sich jedochzeigenwird, kanndieseGleichungprinzipiell in einermodifiziertenForm zur
BestimmungginerapproximatvenL 8sungder Integralgleichungherangezogewerderi?.

“ODie letzte Frageist selbstbei einerVertauschbasit der Integrationsreihenfolgaufgrundder Korvergenzbeiderintegralenoch
nichtunbedingtgekfart. Dennselbstwennein Integral, dasformal eineinverselntegraltransformatiorarstellt,existiert, so bedeutet
dies jedochnicht, dasdasErgebnistatséichlich als eine Inversion der Integraltransformierterbetrachtetwerdenkann, also die zu
(invers-)transformierendeéunktionunddaserhalteneergebnisnichtdurchdie Integraltransformatiomeziprokverknipft sind[Doe71,
Tit67].

4IWie DOETSCH in [Doe7] und TITCHMARSH in [Tit67] beispielsweissehrsctbn darlegen, muR die Reziprole einer Fourier
LaplaceTransformierterrespektie einerMellintransformierteran denintegralgrenzerder inversenTransformatiorein divergentes
VerhaltenaufweisenDiesesist tbrigens,jm Fall der Fourier Transformationeinedirekte KonsequenziesSRIEMANN-L EBESGUEN
Lemmas.

42sieheAbschnitt5.3
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Als nachstessoll, obwohl wir diesesschonin [Ros9] austihrlich dagelgt haben,esaberfir die nach-
folgendenUntersuchungenon grof3terBedeutungst, die Fragegeklart werden welcheEigenschafteulie
gesuchtéunktionp bzw. derenMellin-Transformierterf(s) = E+(1—s)/K(1—s), undsomitauchimplizit
die Funktionerk undE* respektve derenMellintransformiertenbesitzermuf3,damitdasintegral derGlei-
chung(2.44)bzw. (2.45)tatachlicheineinverseMellin-Transformatiorund somitaucheine(analytische)
Losungder Integralgleichung2.13) darstellt.Wir gebenjetzt nocheinmalveitestgehendlie Darlegungen
aus[Ros99 wiedet

EsseienfolgendeAnnahmerbe4iglichderVerteilungsfunktiorp gemachtDie in die komplexe Ebenefort-
gesetztéunktionp(t) — p(2) (z= pe?) seiin einemWinkelraumd; <9 < 9, mit eventuellemAusschlul
desNullpunktesanalytisch Dafiir die Funktion p aufgrundihrer Eigenschaftemls Verteilungsfunktion

pell und pell,
gelte®3, sollte die folgendeAbschatzunggiltig sein:

Ip(9] <Cp™ fur p<1
Ip(z2)] <Cp™ fur p>1 (2.99)

mit X1 < x2 und einer (im wesentlichenpeliebigenKonstanterC. Im Fall der Verteilungsdichtep sollte
alsoebensoqg < 1 undxz > 1 gelten.Gilt die Abschatzung(2.99), danngelrt die Funktion p(z) zu der
Klasse®B von Funktionendie via Mellin-Transformatiorwechselseitignit derKlasseb von Funktionenin
einereineindeutignWeisevertundenist*. Fiir die FunktionenderKlasseb bzw. fur die Klassegilt:

Die Funktioneng derKlasseb, § € b, sindin einemVertikalstreifernx; < x < xp analytischd~unktio-
nenundesgilt die Exponentialabschtzung(s = x+ iy):

Ig(s)| < Ce™ fir y>0
|6(s)] < Ce®Y fur y<O0 | (2.100)

mit 91 < 9».

Dasheifdtalso,wenndie Funktion p den Abschatzungen2.99) geriigt, so existiert derenMellintransfor
mierte f, die einerExponentialabsditzungderobigenForm gertigt, unddie (komplexe) inverseTransfor
mation(2.31)liefert wiederdie Funktionp.

Natiirlich erhebtdasebengesagtaichtdenAnsprucheinesExistenzbeveisederDarstellbarleitderLdsung
der Integralgleichungals inverseMellin-TransformationgenaR Gleichung(2.44). Wenn es sich bei der
Funktion p um einenicht geradeallzu pathologischerrunktion handelt,so sollte die Wahrscheinlichkit,
daf3dieseden Abschatzungen(2.99) geriigt und somitdasintegral (2.44) eine Losungim Sinneeinerin-
verseriTransformatiordarstellt, dochgegeberseirf®. Desweitererseidaraufhingaviesen daidie Mellin-
transformierteeiner Dichtefunktionals eine Verallgemeinerunglerer Momenteinterpretiertwerdenkann
[Str63a Str63h MS78, wodurchdie Arbeitshypotheseer Existensder Mellintransformierterdergesuch-
ten Dichtefunktionplausiblemwird?®.

Aus dem Darstellungsproblender Laplace-Tansformationund somit auch der Mellin-Transformation,
kanneinehinreichendededingundur die Existenzdeslintegrales(2.44)alsinverseMellin-Transformation
anggiebenwerdert’. Esgilt:

43sieheEigenschafter2) bis (3) und[Str634
44DerBeweisdafur istin [Doe71 zufinden.

4STatsachlichkanngezeigiwerdendaRdie Darstellung(2.44),zwar in einemverallgemeinerteSinne auchdanngilt, wennessich
bei p um eineDistribution, auchverallgemeinerte=untkiongenann{BB93, Lig66, Roo69, handelt DieseEigenschaftvurdeschon
implizit bei derHerleitungder Aquivalenzder Darstellunger{2.44)und (2.80)der Funktion p ausgenutzt.

46Die Lorentz-Ditteist iibrigenswie manschonbemerkthaberkénnte ein Beispielfiir eine(Wahrscheinlich&its-)Dichte, deren
Momentezwar nicht existieren,dafur aberderenMellintranformierte.

4’siehedazuauch[Doe71, Tit67]
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Satz2.2.
®(s) = E;(S) seiin demStreifenx, < Re s < Xz analytischundstrebefir |y| — o (s= c+1iy) gleichmafig
inx1 + & < MRe s< x2 + 0 bei beliebigkleinend > 0 gegen0. Fernerkorvergiere

(c+iy)
/\(P(C+Iy | dy= /‘ Kcry) ‘ (2.101)

flirxy < ¢ < xo. Dannist @(s) = EK+(S) alsMellin-Transformierte

[ w
@s) = \/.P./zs'_1 p(2) dz= lim / 2 1p(2) dz (2.102)
0 w1
derFunktion
1 C+ico
— —S
PR = 5= [ 709 ds
C—io
1 CHioo EN ( )
- = —S *(s
= o9 | z K(S) ds (x1<c<X2) (2.103)
C—loo

die vonc unabtangigist, darstellbar

Aus derTheorieder FourierLaplace-undderMellin-TransformatiorjDoe71, Tit67] folgt nun,alsKonse-
guenzdesbisherDargestelltenist die FunktionE* bzw. g urspiinglich auf derreellenw- bzw. x-Achse
gegebensoistin derLosungeineanalytischd-ortsetzungler FunktionE* bzw. g involviert, d.h.die Glei-

chungkannnur dannim Sinnedieserintegraltransformationegelostwerden wenndie Wertevon E* (w)

bzw. g(x) aufderreellenAchsezu einerFunktionE*(z) bzw. g(z) getbren,die (zumindestianalytischfir
x> Oist. Bereitsallein ausder TatsachalerDarstellbarleit derLdsungalsinverseFourierLaplace+espek-
tive Mellin-Transfomatiorfolgt also,ausdenEigenschaftemieserintegraltransformationerdie Involvie-
rung derfunktionentheoretischelBigenschaftenlergegebeneriFunktion(denEigenschaftemls komplexe
FunktionE*(z) bzw. g(z)) und somit aucheine Involvierungder analytischerFortsetzbarkit der Gege-
benenE* bzw. g. In denvoranggangenerKapitel 2.4.4und 2.4.5habenwir bereitsgezeigt,esnur noch
nichtin dieserDeutlichkeit formuliert, daim Fall desphanomenologischeAnsatzeg2.13)diesessogar
aufgrundder Aquivalenzder Lésungen(2.44) und (2.80) nochdahingehendrerscharft werdenkann, daR
zurLosungeineanalytiste Fortsetzungler FunktionE* implizit enthalterist!

An dieserStelle soll eine Bemerkungzur Eindeutigleit der Losungder Integralgleichung(2.13), damge-
stelltals Mellintransformiertg2.39)respekive alsinverseMellin-Transformatior(2.44),gemachtverden.
Da die Mellin-Transformationeng mit der zweiseitigenLaplace-Fansformationvertundenist*®, gelten
analogeSatzezur im wesentlicherEindeutigleit der Bestimmungder Originalfunktion f durchdie Trans-
formierte f [Doe71, Tit67]. Die Transformiertersind bis auf eine Funktion, die bis auf eine Mengevon
(LebesguesMal Null gleich Null sind, definiert; d.h., mankann zur jeder Funktion f eine FunktionN

addierenderenbestimmtedntegral (mit variablerobererGrenze)dentischverschwindet:

t
/N(T) dt=0 ; (2.104)

f bleibt sounverandert Fiir Lebesgueschimtegralefolgt diesesdarausgdaRbis auf eineMengevom MaR
Null N(t) = 0, alsoauche™¥N(t) = 0 ist; fir Riemannintegrale ergibt es sich ausder durch partielle

48Die Mellin-TransformatiorkannalseineArt ,virtuelle' zweiseitigel aplace-TFansformatiorangesehewerden.
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IntegrationgenvonneneGleichung

—

/e‘S‘N(t) dt = e [ N(1)dr

0 t
+ s/e‘g dt/N(t) dt

Zu jederFunktion f getdrenalsounendlichviele Funktionenf, sodaRdie Abbildungdesurspiinglichen
Raumsin denMellin- (bzw. Laplace-)Raumnicht eindeutigist. Es kannjedochnun gezeigtwerde,daf?
dieseVieldeutigleit sichschonin derobenaufgezeigteMoglichkeitvollig ersclopft, alsorelativ harmloser
Naturist*®. Fur die zweiseitigel aplace-Fansformatiorgy; gilt konkref?:

Satz2.3
Wennf(s) = £, {f} in demSteifenB; < x < B, (= x+ iy) korvergiertundverschwindetsoist f (t) eine
(bis aufeineMengevon Maf3eNull) Nullfunktion.

Existiert das Integral der Losung(2.44) alsoim Sinneder inversenMellin-Transformationd.h. es gilt
p=m{M1{p}}, soistdie Losung(im obigenSinne)eindeutig.

Eine Bemerkung zu Integralgleichungenerster Art

NebendemanalytischerAusdruckunddenEigenschaftederLdsungderintegralgleichung2.13)undden
Bedingungeran die Funktionenzur deren(eindeutigen).dsung,sind wir insbesonderan ihrer numeri-
scheHandhabbar&itinteressiertdawir die DielektrizitatsfunktionoftmalsnurausMessungeierkennen.
Dochgeraddan dernumerischeBehandlund-redholmschentegralgleichungersterArt liegt daszentrale
Problemdennsiegerbrenprinzipiel zu densdlect gestellterinversenProblemer!! Die Schlechtgestellt-
heitmanifestiersichhierin derRegeldarart,daRbeliebigkleine Anderungenim SinneeinerMetrik, in der
bekannterFunktionbeliebiggroReAnderungerin derLdsungergeben Betrachterwir die Losung(2.44),
sokonnenwir unsklarmachengafidie inverseTransformatioraufgrunddesiiberlagertefRauschanteilder
MeRwertevonE* selbsibeitheoretischeExistenzderinversenTransformatiordesQuotienterE+(s) /K (s)
divergierenkann,dadie DivergenzerderReziprolenderMellintransformierterdeskernsk (s)~* vondem,
im Wesenher stochastischerRauschanteitler MellintransformiertenE+ (s) an den Integrationsgrenzen
nichtkompensiertverdenkdnntery.

Und selbstbei einer Existenzder inversenTransformatiorkann die Abweichungder erhaltenenvon der
.wahrer Losungbeliebigsein.Um sich dasklar zu machen betrachterwir folgendes?: Ist der Kern
k(x,y) derintegralgleichung

g(x) = kf = / K(x.y) f(y) dy

0

497ur tiefegehenderbiskussiorderim wesentlichetEindeutigleit derMellin- bzw. Laplace-TFansformatiorseiauf[Doe71, Tit67,
Smi88]verwiesen.

50AufgrundderengenverwandtschaftlerMellin- mit derzweiseitiger_aplace-TFansformatiorgilt ein entsprechendeéatzfiir die
Mellin-TransformationDer Beweis desSatzesst in [Doe7] zufinden.

SlsieheKapitel 4

} 52pusfithrlicherwird auf die Instabilitat der LésungFredholmschemtegralgleichungerersterArt (vom Faltungstyp)bei kleinen
AnderungerderbekannteriFunktionE* in Kapitel 4 undfolgendeundin dendort anggebenerReferenzemiskutiert.

53pie folgendeBetrachtungst sicherlichkein Beweis im strengerSinne.Doch kanndie Instabilitat der LésungFredholmscher
IntegralgleichungerersterArt bei kleinen Storungender bekannterFunktion, bei vorausgesetzteExistenzund Eindeutigleit der
Losung,allgemeingezeigtwerden.Fir eineweitereDiskussionsei auf dasKapitel 4 undfolgendeund besondersuf [AT77, lva76
Lav67,LBP91,Mil74] unddendortigenReferenzewverwiesen.
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als eine Funktionvon y fiir alle x absolutintegrierbar danngilt nachdem Riemann-Lebesguen-Lemma
[Doe71, Tit67]:

n—oo

lim hy(x) = /k(x,y) cosnydy=0 fir (0<x< o)
0

Fur einausreichengroRes kannmanalsoimmersicherstellengdalfir eine > 0

12X [n(x)] < &
gilt. Nehmenwir weiteran,die LosungderGleichungkf = g seieindeutigundg mogeeinekleine Storung
0g = Chp(x) besitzenDie dazukorrespondierend8trungvon f ist danndf = C cosnx. Offensichtlich
konnenwir fur einausreichengrof3esn dasVerhaltnis

[13F ]
15|

beliebig gro3 werdenlassen.Mit anderenWorten, esist immer moglich, eine z.B. maximaleFrequenz
Wmax ZU finden,bei derdie Abweichungzwischender exakteng und der mit Fehlernbehafteterbekannten
Funktiong® kleineralsderRauschpgel vg(g) ist:

llg—a°ll < lIva(e)ll

An dieserStellewollen wir nochdasfolgendebeziglich der Schlechtgestelltheliemerken:

Die AquivalenzderLdsunger(2.44),die DarstellungalsinverseMellin-Transformatiof*, undderL 6sung
(2.80), die DarstellungdurchdenSprungder FunktionE* iiberderenVerzweigungschnitp, legt die Ver-
mutungnahe,daR der Grad der Schlechtgestelltheit der analytischneFortsetzungder Funktion E* in
die unterekomplexe Halbebenevon der selbenGroRenordnungeinwird, d.h.in dergleichenKlasseder
Schlechtgestellheiiegenwird, wie der Grad der Schlechtgestelltheider Integralgleichung(2.13). Jene
wird nochdurchdie Gleichung(2.85)auf Seite22 bestrkt, die wir auchalseinelntegralgleichungnterpre-
tierenkonnenwelchedie FunktionE* aufderreellenAchsedurchderenWertein derunterenkomplexen
Halbebenalarstellt,genauedurchdie Differenzihrer Wertelangsdesdort liegenderverzweigungsschnit-
tes.Der Integralkern der Gleichung(2.85) besitztbeziglich der Mellin-Transformatiorformal die gleich
Strukturwir der Kernder Integralgleichung(2.13), so dal3es nicht verwunderlichist, daf3die jeweiligen
Mellintransformierterquasiidentischsind, wie wir andenGleichunger(2.82)und (2.86)sofortablesen’
kénnen.Zumindestdie Form der analytischerfFortsetzungwie wir jenebei der Losung(2.80) berbtigen,
ist von gleichenGradwie die hier untersuchténtegralgleichungschlechigestellpé.

2.5.1 Erste Zusammenfassungler Eigenschaften

Fasserwir (vorlaufig) die wesentlicherEigenschaftemlesphanomenologischeAnsatzeq2.13), die wir
bisherin denvorang@angenetapitelnaufgezeighabenum sie spaterbessemiederin Erinnerungrufen
zukodnnenzusammen:

1. Die StrukturderIntegralgleichung2.13)ist die einesFaltungsintgrals.

2. DaessichbeiderIntegralgleichung2.13)um eineFredholmsbe Integralgleichungerster Art han-
delt, getdrt diesezu denschledt gestellterinversenProblemen

S4sieheAbschnitt2.4.2,Seitel5
55sieheAbschnitt2.4.4,Seite20

56Der Gradder SchlechtgestelltieeinesinversenProblemswird im Abschnitt4.3 eingefihrt; siehedortinsbesonderdie Defini-
tionen4.6und4.7.

S7sieheAbschnitt2.4.5,Seite22

58DieseEigenschaftst selbsterstindlichdie direkteKonsequender Aquivalenzder Lésungen.
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3. In derLosungderIntegralgleichung2.13)sind die funktionentheagtishenEigenshaftendergege-
benerFunktionE* undderenanalytisheFortsetzungrespektve Fortsetzbarkit) implizitinvolviert

4. Die Reziprole derMellintransformierterdesintegralkernsk —* divemiert exponentiellandenGren-
zender(komplexen)inverserMellin-Transformatior(Gl. (2.98))!

AbschlieRendvollen wir ebensanochdie Eigenschafdes, universellett Verhaltnisseq2.67) respekive
(2.68) der Mellintransformiertenvon Real-und Imaginarteil der Integralgleichungwelcheseine Konse-
guenzderKramers-KronigRelationerist, erwahnen.
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Kapitel 3

Die Dichtefunktion einiger Modelle der
Dielektrizit atsfunktion

Im nunfolgenderKapitel sollendie (berechnetenichtefunktionenp derammeisterverwendeteiphano-
menologischeModellederDielektrizitatsfunktionE™ amorpheiSystemdinsbesonderaerdendie folgen-

denModellezur BeschreibingpolarerGlaserverwendet!) vorgestelltwerden.Die Berechnungebasieren
alle auf der Darstellungder Dichtfunktion p als inverseMellin-Transformation(2.44).Da wir einige Mo-

delleschonin [KR98, Ros95]diskutierthabenwerdendetailierteRechnungemeidieserModellengespart
undnurdie wesentlicherzwischenschritt@ngeebenwerden.

3.1 DasDrudemodell

Als erstessoll die Verteilungsfunktionp desDrudemodell§AM76, Jac75 Dru00g DruO0OH berechnet
werden.Die Dielektrizitatsfunktionrespekive die korrespondierendBunktionE* desDrudemodellshat
die Form

(3.2)

)

1
+ —
Bo (w) = 1—itow
entsprichperdefinitionemdesphanomenologischeAnsatzegeradederenintegralkern(2.27).Die Mellin-
transformierteEy entsprichialsodie desintegralkerns(Gleichung(2.40),sodaflwir die Dichtefunktionpp
genmaRGleichung(2.45)schreiberkdnnenzu:

C+ico

(1) = % / (%) - ds (3.2)

C—io

Zur Losungdesintegraleq3.2)schreiberwir esaufdie korrespondierendgnverse)Laplace-Tansformation
um; wir substituiereralso:1/1o = X, = e~t. Wir erhaltendanndenAusdruck:

pD(—Int):%/e‘Sds ) (3.3)

Die inverseTransformation(3.3) lalitsichmit Hilfe der Theoriederverallgemeinertefunktionen(Distri-

31
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butionen)ldsert. Darausfolgt fiir dasintegral (3.3)

C+ico

1 s
o / dses=3(t) , (3.4)

C—ioo

dennesgilt nachder Theorieder Distributionen[R0069 Doe712:

/ dted=1 . (3.5)

Soerhalterwir als Dichtefunktionp, desDrudemodellslie auchnichtanderserwarteted-formigeDichte:

pp(t) = O (In TT_0>

o(tT—T1o)

11
To Tl

po(t) = ? O(T—10) (3.6)

3.2 Ein funktionentheoretischesModell

Begriindetdurchdie allgemeinerEigenschaftemer Dielektrizitatsfunktiort E*, haberwir in [Ros9j ein
mehrakademischedunktionentheoretischeglodell betrachtetDie FunktionE* besitzelangsder nega-
tivenimagirarenAchseeine Folge von Polena,. Nachdem Satzvon MITTAG-LEFFLER laR3tsich, wenn
essich bei der Folge a, um einesich nicht haufendehandelt,E* durchdie Hauptteileder Laurent-Reihe
andiesenPolendarsteller{BS76, Tit86]. DadasHolomorphigebiet; die kompakteEbeneist, kbnnennur

endlichviele Pole:as, ay, ..., ax und eventuellnochder Punkto existieren.Lautendanndie zugeldrigen
Hauptteile
Pv (v)
I v=1,2.k (3.7)
n=1 (Z_ a\,)
bzw.
p
> bmZ" (3.8)
m=0

soliefert die meromorphéd-unktion

V

k P
ZZ +me (3.9)

einegesuchtd-unktion,die die geforderterEigenschafteerfillt [BS76, Tit86]. Sieistin diesemFall sogar
bis auf eineadditive Konstanteyy eindeutigbestimmt,da die DifferenzzweiersolcherFunktionenin der
komplexenEbeneholomorph alsokonstantst.

IHenorragendeDarstellungereur TheorieverallgemeinerteFunktionenund derenintegraltransformationenyobei es sich bei
denlntegraltransformationehauptschlichum die Fourier Transformatiorhandelt,sind beispielsweisén [BB93, Lig66, Roo69 zu
finden.Eineentsprechend&nwendungderdortaufgefihrtenErgebnisseufanderdntegraltransformationeist aufgrundderenenge
Verwandtschafprinzipiell moglich. Entsprechend®lodifikationensind jedochvorzunehmen.

2DoETSCcH begriindetdasintegral (3.5) iberdasStieltjes-Intgral.
SsieheKapitel 2.1
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Die DarsstellungderFunktionE+ seialso

ZZ( .)n—zz (3 )%w)n : (3.10)

v=1n=1 v=1n=1

Ein Pol im Unendlichenderty+1 = 0, alsokeinerRelaxation,entsprechenviirde, soll aufgrundseines
unphysikalischerCharaktersausgeschlossesein. Ohnejetzt auf die Details der Rechnun§ einzugehen,
soll die zu (3.10) korrespondierendBichtefunktiondirekt anggebenwerden:

iy k pv aElv) T,\ -1 T
p(x)_|vglnglm (T) Fn(ln;) , (3.11)

wobeifir die FunktionF, die Rekursionsformel

Fa(t) = (N—2) Fo_a(t) + F1_4 (1) (3.12)
mit
Rt) = &) (3.13)
RU = FO=3801 (3.14)
Rt) = RO+FRE=31t)+3"{1) (3.15)
Fat)y = 8"(t)+38"(t) +28(t) (3.16)
Ft) = 3MVt)+68"(t)+118"(t) + 28 (t) (3.17)

gilt. Das Ergebnisbedeutetfir denv-ten Pol p,-ter Ordnungerhaltenwir im wesentlichereine Reihe,
bestehendusder Deltadistritutionenund derenAbleitungenbis zur Ordnungpy, — 1. Im Spezialéll, daf
nur k—PoleersterOrdnungvorkommen erhaltenwir, wie auchnicht anderserwartet,ein Reihevon Delta-
distributionen:

k
X) :iZa(lv)TvES(x—rv) . (3.18)

3.3 DasCole-Davidson Modell

Als nachstesoll einederbekanntestennd oft verwendeterModellangitzeder Dielektrizitatsfunktione*
respektve E* einesamorphersystem$ehandeltverden DiesedModell, dasvonseinemMeserherebenso
rein phanomenologisclst, wurdevon R. H. CoLE und D. W. DAvIDSON in [DC51] vorgeschlagemnd
beschreibtlasVerhaltereinigerSilikat- und Alkaliboratglaserformal richtig [Bec89.

DasCole-DavidsorModellist konkret:

1
(1—iTow)P
Hierbeisindtg und ersteinmabeliebigeParameterwobei zu Beginn derRechnungauchkomplex sein

darf. Berechnerwir nundie fiir die Losung(2.45)verlangteMellin-TransformierteE + desCole-Davidson
Modells:

Ef(w) = (3.19)

[

E+(s) /ws_l E*(w) dw= /oos‘l % dw
0

—iTow)P
0

(A)S_l

m do (3.20)

Il
O~

4Die Rechnugwurdendetailiertin [Ros99 wiedegegeben.Die zur Berechnungiotwendigenintegrale sind iibrigensbereitsin
[Doe71, Tit86, Tit67] zufinden.
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Die nach(3.20)zutransformierend&unktion(3.19)kannauf die allgemeineForm
f(x)=1+ax)™ mit |aga|<T (3.22)
gebrachwverden derenMellin-Transformiert@ bekannist [EMOT54):
f(s=aSB(sv—s) mit 0<Res<Rev . (3.22)

Daraudfolgt: .
E*(9) = (10)°¢¥°B(sp-9) . (3.23)
B(x,y) ist die Euler'sche Beta-Funktiondie durchdaslintegral

1
xy:/tX1 (1-t)Y"tdt mit Rex>0, Rey>0 . (3.24)
0

definiertwerderkanrf. EinewichtigeBeziehungst die Darstellbarleit derBeta-Funktiordurchdie Gamma-
Funktion T ()
Xy

B(x,y) = ——=

U= Tty

Setzerwir denAusdruck(3.23)in die Losung(2.45)der Integralgleichunggin, erhaltenwir fur die Vertei-
lungsfunktiondasintegral:

(3.25)

C+ico .
11 ( X > ~° sin{m(1-9)}
— — ds [ — —_—
To 210 J To T

C—lo

Pep(X) = B(l-sB—-1+9 |, (3.26)

wobei hier 0 < $Re s < 1 als Bedingungfir die Existenzder MellintransformierterE+ geltenmuR, was
konsistenmit der Bedingungder Existenzder Mellintransformierterk (s) ist’.

Fur die weitereAuswertungdesintegrales(3.26) nutzenwir denfolgendenErganzungssatder Gamma-
Funktionaus:

I
=zl 1- . 27
e =T(@r(1-2) (3:27)
Setzerwir diesemunin denAusdruck(3.26)ein, soerhalterwir alswichtigesZwischenegebnis:
11 7 =S F(B+s—1)
X s—
=——= ds | — —_— . 3.28
w0 =iz [ (5) Tarw (329)
C—lo

Mit derSubstitutions = s+ 3 — 1 erhalterwir schlief3lich:

CHico
1 ST

= ds L 3.29
Peo(X) = 77 () 2T|1 2m / (ro> rG+1-p) (3.29)

C—io

Die inverseMellin-Transformatiorder Form

- r(s .

a(s) Fstv) mit Rev>0MNRes>0 (3.30)

5Firr einedetailierteBerechnungseiz.B auf [Tit67] verwiesen.

8Definition, Eigenschaftemind funktionaleBeziehungemler Beta-Funktiorund der Gamma-Funktiomntereinandennd zu ande-
ren(tranzendenterffunktionensindz.B. in [AS68,EMOT53, JEL6] aufgelistet.

“sieheGleichung(2.40)
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ist ein Spezialéll einesMellin-Barnesintegrals [EMOT53, Tit86, Tit67, MS78 und kannanalytischbe-
rechneterders:

007 gyr 0<x<1
f=¢ O (3.31)
0 fur 1<x<o
Wir erhaltenalsLdsungdemnach:
B
- (4)
1 T .
b = @ (%) “rasg fur 0<<1 (3.32)
0 fur 1< % < o0

bzw. nachZzusammenrdssermer Termemit demExponenteifs und(nochmaligerAnwendunglesErganzungs-
atzeq3.27)abschlieRend:

i B
sin{r} 1 (L) fur 0<X<1

Pep (X) = m™oX \To=X (3.33)

0 fur 1<%<oo ,

wobeiausder Bedingung®e v > 0 unmittelbardie Bedingung®e 3 < 1 folgt (v = 1 — 3). Wie manso-
fort leicht sieht,gehtfur 3 = 1 das Cole-Davidson Modell (3.19) in dasDrude Modell, und somit im
wesentlicherin den Integralkern, iber Im Limes 3 — 1, respektve im Spezial@ll B = 1, gehtalsodie
Dichtefunktion(3.33)desCole-DavidsonModellsin die 5-férmigeDichte desDrude-Modells(3.6) Uibef:

Peo(X) = %" d(x—T0) (furp—1) . (3.34)

Der Parameteny desCole-DavidsonModells (3.19)ist also,genaRder Ldsung(3.33) der Dichtefunktion
zu urteilen,alseineArt obereSchranle bzw. Maximalertderim SystemauftretenderRelaxationszeiten
T interpretierbarin der Abbildung 3.1 auf der nachstenSeite zeigenwir die Dichte desCole-Davidson
Modellsfir einigeWertedesModellparameter8. Auf derenVerhaltenfir x — 0 undx — 1o werdenwir
im Abschnitt3.6,zusammemit demasymptotischeNerhalterderandererModelle,nochnahereingehen.
Wir bemerlenaberbereitshier die (leichte) Divergensder Dichte pcp bei diesebeidenLimites, die somit
die Cole-DavidsonDichte zu einerdermathematisclpathologischstemacht.

Die hier abgeleitetd 6sung(3.33) der DichtefunktiondesCole-DasidsonModells entspricht bis auf den
Faktor 1/x, der schonvon CoLE und DAvVIDSON in [DC51] abgeleiteterVerteilung.Die Unterschiede
liegendarin, daRdie Integralgleichungauf derenBasisCoLE und DAVIDSON die nachihnenbenannte
Verteilungberechnehaben,von vornhereinauf einerlogarithmischerSkalad(Int/1o) der Relaxations-
bzw. Korrelationszeitem angesetzivordenist. Die Integralgleichung2.13)ist jedochauf einer, lineareri
Skaladt angesetztindsomitsindbeideVerteilungsfunktionenollig aquivalent.

8Sowerdenin [Tit67, MS78] (inverse)Mellin)-TransformationeiberGammafunktionenndMellin-Barnesintegraleausfihrlich
behandeltindesseihierbereitsaufdenAnhangA verwiesenFir die konkreteBerechnunglerartigentegraleseiauchnochzusatzlich
auf[Tit86] hingaviesen.

°Im Rahmender Theorieder DistributionenlaRtsich an der Dichte (3.33) auchdirekt beveisen,daRdiesefir  — 1 respekiie
B = 1in eined-Funktioniibegeht,jedochauchfur einesogenannt®istribution in einerschon,pathologisch zu nennenderirt und
Weise.
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-~ B=025
rrrrrrrrrrrr B=05
- B=075 |
— - B=09
— — B=099

1.5

Abbildung3.1: Die Dichte desCole-DasidsonModells

3.4 DasHavriliak-Negami Modell

Als weiteregphanomenologischddodell zur BeschreilnngderDielektrizitatsfunktionwird dasHavriliak-
NegamiModell [Bec88 HN66] herangezogemesser/erteilungsdichtey, unseresVissenshach bisher
unbekanntvar und nun hemeleitetwerdensoll. Ublicherweisewird dasHavriliak-NegamiModell fur die
komplex konjugierteFunktionE+" der FunktionE*+ angeeben:
* 1
Ef (0)=—""—"— , (3.35)
(@) [1+(|05[HN)G:|V

worausalsokonkretfir E* folgt:
1

Ef(w) = [1+ (e—i% MHN) a]y . (3.36)

Hierbeiseiena, y und 1y Parameterfur die wir anfanglicha e R, a > 0, tyy € R, Ty > 0undye C
voraussetzemwollen'. Wie wir sofortsehenpeinhaltetdasHavriliak-NegamiModell dasCole-Davidson

190)ber die mogliche physikalischeBedeutungier Parametewurde (und wird) heftig und gernegestritten[Bec8g EII83, Zal83.
Beziglich derfolgendenBerechnungler Dichte pyy kdnnenwir denParametery als einekomplexe Grof3ebetrachtenin der Praxis
wird dieseraber(sinnvollerweise)alsreelwertig vorausgesetzt.



3.4. DAS HAVRILIAK-NEGAMI MODELL 37

(a = 1), siehevoranggangeneapitel 3.3 und [DC51], und das Cole-ColeModell (y = 1)[CC4]] als
Spezialdlle, weswagenletztereshier auchnichtnochmalexplizit behandeltverdensoll. Fira = y= 1 geht
dasModell wiederumin dasDrude Modell iiber DasHavriliak-NegamiModell kannalsoalseineSynthese
respektve VerallgemeinerunglieserModelle betrachtetverden.

Um auf derBasisvon (2.44) bzw. (2.45)die gesuchteDichtefunktiondesHavriliak-NegamiModells aus-
zurechnenberdbtigenwir desserMellintransformierte

E+(s) = /°° [1+ (e‘ig thN)a] Ve lde (3.37)
0

Die nach(3.37)zutransformierend&unktion(3.36)ist von derallgemeinerForm
v _
f(x) = (1+axh) mit |amaj<m, h>0 |, (3.38)
derenMellin-Transformiertef berechenbannddurcht®:
ﬂg:h4a%5€v_§) mit 0<Res< hRev (3.39)
gegeberist [EMOT54). Hier seiB(x,y) wiederumdie Euler'sche Beta-Funktiof. Damitfolgt fir E+:
= —1.—-s 43s S S :
Et(s)=a" 1, €2 B(a,y— a) mit 0 < NRes< aRey. (3.40)
Aus der Bedingung|a§| < Tt folgt unmittelbar:a < 2. Zusammemmit der Bedingungder Existenzder

MellintransfomierterK (Gl. (2.40)) desintegralkerns,folgt ausden Faltungs&tzender Fourier-Laplace-
respektve Mellin-Transformatiof®, daRhier fiir die Parameter

O<Res<aRey<1 (3.41)

geltenmul3.Setzerwir denobigenAusdruckin (2.44)ein, beriicksichtigerwir nochsavohldenErganzungs-

satz(3.27), n

m =r(sr(l—s) ,

alsauchdie Darstellungder Beta-durchdie Gammafunktior(3.25),

reIry)
B(X,y) = ——~
undsortierendie erhaltenerermeetwasum, so erhaltenwir alswichtigesZwischenegebnisdie Darstel-
lung
C+ico
1 1 1 x \ S r(LEr(y—L==
Pun(X) = — —— — / A ( [ ) (V a ) (3.42)
atuy F(y) 2 J  \Tun r(sr(1—s
C—loo

fur die gesuchtepyy.

Die obigeGleichung(3.42)ist ein Spezial&ll einessogenannteMellin-Barnesintegrals:

H(x) = %/ h(s) x> ds (3.43)
L

11Fiir einedetailierteBerechnungei, wie schonin Kapitel 3.3,z.B auf[Tit67] verwiesen.
12sieheauchKapitel 3.3
B3EineausfihrlicheDarstellungder Faltungsatzefindetsichin [Doe71]; sieheauchAnhang[FALTUNG]
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mit

191 r(1—bi—Bis ﬁ M(aj+a;s)
i=m+1 j=n+1

wobeilL ein Integrationswe in der komplexens-Ebenesei, aj, bj seienkomplexe Zahlenund aj und f3;
seienpositive reelleZahlen,unddie sodefinierteFunktion

k=F

Mo+ Bis) [1M(1-aj—a;9
=1

h(s) = , (3.44)

(al,dl),... 7(ap7ap)

(b17 Bl)a R (bCI7 Bq)

wird Fox’sche H-FunktiongenanntEin kleine Einfuhrungin die Theorieder Mellin-Barnesintegraleund
derFox’scherH-Funktiongeberwir in demAnhangA, wobeiwir unsdort,verstindlicherweisenuraufdie
fur unsereArbeit relevantenErgebnissébeschénken werden.Fur ausfihrliche Darstellungerder Theorie
undAnwendungermerMellin-Barnesintegralerespekive derFox’scherH-Funktionseiaufdie Biichervon
WHITTAKER und WATSON [WW69] undMATHAI und SAXENA [MS78], savie auf[EMOT53] verwiesen.
Es sei aberbereitsan dieserStelle erwahnt, dal3 es sich bei der H-Funktionum eine der allgemeinsten
speziellerFunktionenhandelt,die als Spezialélle nahezualle speziellerFunktionender Mathematikund
mathematiseenPhysikentHalt!

(3.45)

H(x) = HE3'(}) = HEY' [x

Betrachterwir alsonunfolgendeH-Funktion:

(o)) s
L

wobeider Integrationsweg L nochbeliebigseinsoll. Als ersteskdnnenwir festhaltengdafRessich savohl

beidenPolenvonT (1) alsauchvonT (y— 12) jeweils um Pole ersterOrdnung(einfachePole)handelt,

konkretisiertbesitztder Integrand(3.46) PoleersterOrdnungbei:

a) —-n=y— % — %s, alsobeis=1—a(n+y), n€ N. An derStelles= 1 — ay befindetsichsomitder
erstelinksseitige Pol,

b) —n= % — %a alsobeis= 1+ an,n & N. An derStelles= 1 befindetsichsomitderersterechtsseitig
Pol

unddielinksseitigenundrechtsseitige®olesindoffensichtlichdannvoneinandewohl separiertwennwir
1-0Rey<Res<1 | (3.47)
in Konsistenzmit (3.41),fordern;dementsprechergilt dannl—a(n+vy) # 1+ am,¥n,me N.

Fur dieim AnhangA definiertenGroRenp (Gl. A.8) und (Gl. A.9), die furr die Klarungder Existenzund
fur die Darstellungder H-Funktionhilfreich sind, ergibt sich hier konkret:

1 1
uo= E“‘(&“)‘O (3.48)
NG 1\
B = (E) (E) =1 (3.49)
und g=2; p=2 ,

und genaR den Ausfihrungenim AnhangA undin [MS78], kdnnenwir deswegen beziglich der Exi-
stenzund der Darstellungobiger H-Funktion (3.46) zum einenfesthaltendafl3der Integrationswe L auf
L (c—ie cieo)» @ISO
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ausgedehnideformiert)werdenkann,und zumanderef®*:

a) Die FunktionH,5 (ﬁ) existiertfur
X

Tun

<1, (3.50)

unddaslintegral (3.46)laltsichdurchdie Summaealer Residuerder linkseitigen Pole bei
s=1-a(n+y) (3.51)

darstellenwobeidesn-te Residuundurch

a (_n?n (3.52)
gegebenist.
b) Die FunktionHy% (ﬁ) existiert fur
% >1 (3.53)
unddaslintegral (3.46)laltsichdurchdie Summaeler Residuerder rechtsseitigen Pole bei
s=1+an (3.54)
darstellenwobei(ebensopasn-te Residuundurch
Ml (3.55)

n!

gegeberist.

Ob dasMellin-Barnesintegral (3.46) fur ‘ ﬁ = 1 existiert, hangtvon desserKonvergenz\erhaltenund

somit von den Parameterna und y ah Basierendauf der Asymptotik fur |y| — c (s=n +iy) der -
Funktiont®, kénnenwir konkret folgendeszum Korvergenz\erhaltendes uns interessierendeintegrals
sagen:

1.Fall: Esgelte0 < a < 1: Das Integral (3.46) korvergiert absolutfir |argx| < aJ, wobei hier konkret
a=2(2 —1) ist, unddefinierteineim Sektor|argx| < min(rad), mit eventuellemAusschlufdes
Punktesx = 0, analytische~unktion.

2.Fall: Esgeltea =1und0<y< 1, wasdemCole-DasidsonModell entspricht.DasIntegral (3.46) kon-
vergiert, wie bereitserwahnt,fur 0 < | | < 1 undfur ‘ﬁ‘ > 1.An demPunkt|ﬁ = 1 besitzt

es,wie wir bereitsausdemCole-DasidsonModell wissen eineUnstetigleit respektve ist dort nicht
definiert.

Aus dembishergesagtetiolgt also,dal3wir die gesuchtdichte p.y desHavriliak-NegamiModellsdurch
die H-Funktionausdiickenkdnnen:

1 1 X
Puan(X) = 2 [

atan F(Y) 22 | Tan

7% ’ 71
(v— %)( 1;] ’ (3:59)

Thn

1474 derBerechnungler Residuerder M -Funktionseiz.B. auf [BS76, Tit67, WW69] verwiesen.
15sieheAnhangA und[EMOT53]
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wobei

Tun

Jxla-ah,00] 1 T x N\ rEr-59)
oz lr_ (y- ),<o,1>]‘2_m' (_> rOra-9 (3:57)

C—ico
ist; diesesist nailrlich ersteinmalnur eine formale Umschreilung. Ausgediickt durch die Summeder
Residuendesintegranden(3.57), wie unter den obigenPunktena) und b) damelegt, konnenwir die H-
Funktion(3.57)folgendermaRedarsteller®:

Q- Q-

Y
7

g B M(F-g(-amy) —(1-a(y)
Hll[ X ] nz::OO‘ M TA—a(ny))l (= (1—a(nty))) (ﬁ) fir 0< || <1
2,2 _[_ = 0 _ynh T V_%+al(l+an) —(1+an) ) ,
HN Z a ( m) r(]_(+an)r(1—(1+a2)) (ﬁ) fr ﬁ >1

(3.58)
woraussich letztendlichfur die Dichte desHavriliak-Negami Modells, nacheinigenUmformungen die
Reihendarstellung

ay © g an
%(ﬁ) ZO( n!) S|n(mT([n+V)) (V) (ﬁ) fur 0< ﬁ <1
— n=
pHN( ) - 1 i (=1)" sin(r{1-+an)) ( ) (L)—an fiur X o1 (359)
X n! T Y)n THN THN

emibt. Hierbeibezeichnety)n = y(y+1) . .. (y+n— 1), wobeiperdefinitionem(y)o = 1 gilt, dasPochhammer
Symbolund fir die Modellparametegilt, nochmalzusammengef3t:tyy > 0,0< a < 1, 0 < Rey und
0< afRey< 1.Im Fall a = 1 (demCole-DavidsonModell) gilt zusatzlichO < Rey < 1.

Bevor wir unseinerVerallgemeinerungerbisherigerModelle unddenasymptotischekigenschaftenes
Havriliak-NegamiModells, und somit auchimplizit denendes Cole-Cole-und Cole-Dasidson Modells,
zuwendenwollen wir vorab einige Graphender Dichte pyy betrachtenDer Ausdruck(3.59) bietet die
Basis,umdie Dichte p,y desHavriliak-NegamiModellszumindesnumerischzu bestimmenEskannnun
gezeigtwerden,dal3die Summenin (3.59), fir die anggebenBereicheder Parameterx undy, absolut
korvergierert’.

Abbildung 3.2 auf der nachsterSeitegibt einenUberblick tiberdie Grapherder Havriliak-NegamiDichte
bei einerVariationder Parametei undy innerhalbderenGeltungsbereichsyobeiwir uns- um physika-
lischeund,verninftige' Dichtenzu erhalten- aufy € R beschéankthabenIn Abbildung 3.3 auf Seite42
haberwir dasschonbekannteCole-ColeModell reproduziert.

18siehedie Gleichunger(A.14) und (A.15) desAnhangsA
7Generellegur KonvergensderReihendarstellunder FoxscherH-FunktionsieheAnhangA undbeispielswei§EMOT53,MS7§
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Prn(T)

a=0.9

p(T)

Abbildung 3.2: Die Dichte desHavriliak-NegamiModells

41
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p(T)

Abbildung 3.3: Die DichtedesCole-ColeModells

Die Abbildungen3.2 und 3.3 weisenschonauf die problematischst&igenschaftder Integralgleichung
(2.13) hin: kleine Variationenin den Parameterrkdnnenzu groRenVeranderungernn den Graphender
Dichtefunktionen- alsoin denLdsungen fuihren,was nichtsweiterals die Manifestationdes schlecht
gestellterProblemsst!

3.5 Ein verallgemeinertesModell

Wie wir geradegesehemabenKapitel 3.4),konnenwir die Dichte p,y des(phanomenologischemjavriliak-
NegamiModellsdurchdie Fox’scheH-Funktionausdiicken(Gl. (3.56)und(3.57))

p ( ): 1 i 1,1 L (1_%’%)’(0’1)
o AThn r(Y) 22 Thn (y_%a%)a(oal) ’
wobei
C+ico
gt | X (1-53),01) _1 <L>_S rEE)riv-%°9
22 THN (y—%7é)7(07l) 211 THN r(S)r(l—S)

C—ioo
ist. Esist nunoffensichtlichebensandglich, da3Cole-DavidsonModell durcheineH-Funktiondarzustel-
len, dennzum einenist diesesein Spezial&ll desHavriliak-NegamiModells (o = 1), und zum anderen
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habenwir in Kapitel 3.3 als ein wichtigesZwischenegebnisbei der Herleitungder Dichte pep desCole-
DavidsonModells(Gl. (3.28))

C+ico

11 x\ °Tr(B+s-1)
Peo) = 3o2m | % (%) IOIE)
C—io
erhalten Also kanndie Dichte pcp, auchdurch
1 1O|:X (051) :|
X)=———H:y [ — 3.60
P = 2 @) ™0 |10 8- 1.1 (360

ausgediicktwerdert®. Die Gleichungen(3.56),(3.57)und (3.60)legennunnahe eine Verallgemeinerung
derbisherigerModelle,basierendufderH-Funktion,vorzuschlagerQuasials,, Vorstufé , postuliererwir
alsgenerelleStruktureines,verallgemeinerteModells' py:

X
Pr (X) C HS,‘E;” (%)

C+ico
1 x\ ~°

= CZ_TIi | (E) x(s) ds (3.61)

mit |

IL T (bj+Bjs) [I F(1—aj—ajs)
X(s) = = = 5 : (3.62)
Fer(l-s) II FA-bj=Bjs) II M(aj+ajs)
j=m+2 j=n+2

wobeiC die Normierungsknstantesei.

Gehtmanjetzt nocheinenSchritt weiter, so kannauf der Basisder Struktur(3.61,3.62) eineallgemeine
Klassevon Dichtefunktionenp,, definiertwerden.DaessichbeiderH-Funktionum einerechtallgemeine
spezielleFunktionhandelfEMOT53, MS78 WW69], wurdeein derartallgemeinegWahrscheinlichkits-
)Modell bereitsvon MATHAI und SAXENA im Rahmerder StatistikundWahrscheinlichkitstheorievorge-
schlagen[MS78§]. DiesesverallgemeinerteModell ist konkretdurch

(ala al): (X (aP7 O‘p)

( axk )s
1+bx</ | (b1,B1),.--,(bg,Bq)

und p(x) = 0 sonstdefiniert,wobeidie Normierungc durch

—_d\p- 2 1-M1) (a.04),....(ap,0
= r(u—l——Hr) Hen | (5) (%) e |
rtk k ’ b (blaBl)a---a(bq;Bq)a(z_uas)

_exp(=d)xt

Pr(X) = A+ o1 P

] fur x>0 (3.63)

C=
r=0
gegebenist, unddie GroRena, b, d, s seienreelle,positive Parametel®. Offensichtlichist die sodefinierte

Funktion py nicht fur alle mdglichenWerte der enthaltenerParametereine nicht-negative Funktion. Es
existierenjedochParameteratze fur die

pr(x) >0 fir 0O<x<o

18Im Fall desCole-DaridsonModellsgehtdie Fox'scheH-Funktionin die Meijer'sche G-Funktion
1 1.0 ( X 0 )
X)= —== G| —
pCD( ) Or(B) 1,0 To B_l

Uiber wasauchnichtverwundertdadie H-Funktionist eineVerallgemeinerunger G-Funktionist; Definition und Eigenschaftemler
G- undH-Funktionensiehe[EMOT53,MS78].

19es sei daraufhingaviesen,daf3s hier einenreellen, positiven Parameterbezeichnersoll und nicht die komplece Variableder
FourierLaplace-respektie Mellin-Transformation.
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und

O/pH(x) dx=1

gilt?%, d.h.implizit wird sichin derDefinition von py auf die Parameteratzebeschankt, fur die (Gl. 3.63)
tatsichlicheineDichtefunktiondarstellt.

Einigederin der StatistikhaufigangavendeterSpezialfille derverallgemeinerteichte (3.63) sind bei-
spielsweise

1. diel -varianteDichtefunktion:

pu(X) = , a>0,a>0,>0 (3.65)
(%)
furx>0
2. die nichtzentraleChi-QuadraDichte:
k
e = 1 TANYS ANas S
=y () (3) oo (3.66)
—rir (r+%) \20%) \2
furx> 0.
3. dienichtzentrald--Dichte:
RSN T ktm xr—1+k/2
Pu(x) =€z 27 I (k2 )m 1 r+(k+m)/2 (3.67)
—2nr(+nr(g) 1+x
furx> 0.
4. die mit derhypegeometrischefunktionassoziiertetDichtefunktiorf:
ba®/®r () (B)I (y— §) x*2
_ DE@EBTY =D 0 gy —at) (3.68)

PHX) =
” rE)rore-¢)
furx>0,c>0,a—¢>0,B—¢ >0.

DieseBeispielesollendenbreitenBereichanmoglichenDichtefunktionendie mit demverallgemeinerten
Modell (3.63) abgedecktverden,andeutenywobeiwir die weiteren,einfachefi Beispielewie Gauf3-und
Lorentz-Dichtererstgar nicht als Spezialflle angeyebenhaben,und offensichtlichkdnnenwir bei einer
geeignetetWahl der Parametedie bisherdiskutiertenModelldichtenreproduzieren.

Aufgrunddesin dieserunddenvorang@angenetapitelndamgestelltenkdnnenwir eswagendasfolgen-
de,Korollar* auszusprechen:

Korollar 3.1
Das verallgemeinertéodell py, definiertdurchdie Gleichungen(3.63) und (3.64), ist eine allgemeine
L 6ésung,im SinneeinesallgemeinerModellansatzeglerphanomenologischelmtegralgleichung2.13).

Beziglich der Praxishat dieseszur KonsequenzdaRwir die moglichenLdsungerder Integralgleichung
(2.13) nicht von Vornherein,auchnicht aufgrundder allgemeinenphysikalischerEigenschafterder Di-
elektrizitatsfunktion einschénkenkdnnen sonderrdasim Gegenteildasbreite Spektrundererdenklichen
DichtefunktioneralsLésungerzu erwartensei.

20F{ir weitereDetailsseiauf [MS78] unddendortigenReferenzewerwiesen.

21pefinition und Eigenschafteler hypegeometrischerunktionensind ausfihrlich beispielsweisén [EMOT53, WW69] dage-
stellt
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3.6 DasasymptotischeVerhalten der Modelldichten

Eine der wichtigen Fragestellungetetrifit dasasymptotisch&/erhaltender Dichtefunktion p fur kleine
RelaxationszeitefkKR98], alsofuir x — 0. Da, wie bereitserwahnt,dasHavriliak-NegamiModell als Spe-
zialfalle dasCole-Cole-und dasCole-Dasidson Modell enthalt, wollen wir unsbei der Untersuchungler
Asymptotik auchnur auf diesesbeschénken; die Asymptotik der beidenanderenModelle?? wird dann
darausunmittelbarfolgen.

Betrachterwir die Dichte pyy (Gl.(3.56))desHavriliak-NegamiModells

Prn(X) = T 1Y) Hy%

Thn

1 1 L]_l X

1 x Y <& (=" sin(ro(n+y)) L\en «
Pun(X) = Q(THN) nz::o n n (y)n<THN) fur 0<|gg) <1
HN - i —1" si —an .
L G el ) () fur | X[ >1

Die Basisfir die Untersuchunglesasymptotischeierhaltenskannjetzt sonvohl die Darstellung(3.56),
zuziglich desasymptotischemusdrucksder im Integrandender H-Funktion stehender -Funktioner?,
alsauchdie Reihendarstellun¢3.59)bilden,wobeiwir beiletzterendie Asymptotik savohl fir x — 0 als

auchfir x — « quasiedirekt ableserkonnen dadie beidenReihenfiir 0 < ﬁ < lund ﬁ > 1 bereits

alsasymptotishe Entwiklungenfir x — 0 undx — oo interpretiertwerdenkdnnert®. Fur die Asymptotik
derDichte pyy folgt alsoausder Reihendarstellun¢B.59)unmittelbar:

a) Im Limesx — 0,also’ - — 0, ist
Pan(x) = O (x¥1) (3.69)
mit0< ay< 1,

b) Im Limesx — o, alsoﬁ — o, ist
pin(X) =0 (x1) (3.70)
undfur die Asymptotikim Limesx — 0 derDichte pcc desCole-ColeModells(y = 1) folgt daraussofort:
Pc(¥) =O0(x*71) mit 0<a<1 , (3.71)

und entsprechentblgt fur die Asymptotik der Dichte pcp desCole-DavidsonModells (a = 1) furx — 0
sofort®:

Po(X) =0 (x*"1) mit 0<y<1 . (3.72)
Fur x — 1o gilt nochzusatzlich,gemaldesAusdrucks(3.33),
Peo(X) =O((To—x)7Y) . (3.73)

22pas asymptotischeVerhaltender Cole-Cole-und der Cole-Daridson Dichtenist aufgrundderenvorherigenKenntnisselbst-
verstindlichbereitshekann{CC41, DC51,Bec8§.

Z3sieheKapitel 3.4
24sieheauch[Doe71, Doe72 EMOT53,MS78]
25Diesberiglich seiwiederumauf[Doe71, Doe72 EMOT53, MS78] verwiesen.

26Dasasymptotisch&/erhaltendesCole-Dasidson Modells laRtsich naiirlich ebensaan (3.33) untersuchemind war dementspre-
chendbereitshekannt.
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Wir kdnnenalso festhalten,da3 die Dichten der phanomenolgischen Cole-Cole-,Cole-Davidson-und
Havriliak-Negami Modelle fiir x — 0 eine schwade Divergenzaufweisen gine Tatsachedie wir ebenso
anhandder GrapherdieserDichtenableserkdnnen.

Dasasymptotisch&/erhalterdesverallgemeinerteModells p, (GI.(3.63))hangtoffensichtlichvondessen
Parameterrah AllgemeinlaRtsichiiberdie Asymptotik der Fox’scherH-Funktionfolgendesaussagett:

e Firx—Oist

Hoy () =0(X°) (3.74)
L . ﬁ .
wobeic = minfRe (Bj) sei.
o Fiirx — o ist
HI (%) = o(|x|d) : (3.75)

wobeid = maxRe (a‘a—_Jl) sei.

Ohnejetzt auf weitereDetails einzugehendiesesind beispielsweisén [EMOT53, MS78 bessewieder

gegeben konnenwir deswgenallgemeinfesthaltendalRdasverallgemeinertéModell fiir die Satzevon
Parameternfur die (3.63) tatsachlich eine Dichtefunktion p, definiert, fur x — 0 entwedergegen Null

odereinenkonstantenNert strebtoder wie die phanomenologischeModelle, eine schwacheDivergenz
aufweist.

Wir kommenam EndediesesKapitelsbeziglich allgemeinerAussageriliberdie Asymptotik der Dichte-
funktionen,wie sieduchdenphanomenologischeAnsatz(2.13)definiertsind,alsozu dem

Ergebnisl
Die Dichtefunktionp derRelaxationszeiten kannim Limest — 0 entweder
a) gegenNull strebenp(t) — 0,
b) gegeneineKonstante strebenp(t) — C,
c) oder wie die phanomenologische@ole-Cole-,Cole-Davidson-undHavriliak-NegamiModelle,eine

schvacheDivergenzbesitzenp(t) = O (1%), wobeid < 1 sei.

Aufgrund der allgemeinerEigenschaftemer Dielektrizitatsfunktionund im Blick desverallgemeinerten
Modellspy, laBtsichdasasymptotisch&erhalterderDichte p alsonicht eingrenzensonderresmiissera
priori die Méglichkeitena) - ¢) in betrachigezogerwerden.

ZTsieheauchAnhangA



Kapitel 4

Inverseund schlechtgestellteProbleme

Im folgendenKapitel sollendie Begriffe ,inversé und,schlechtgestellté Problemeeingefihrt und be-
schriebenverden.An einigenBeispielensollen sonvohl die prinzipiellen Schwierigleitenbei der Losung
derartigeiProblemealsauchdie praktischeRelevanzsolcherAufgabenstellungedemonstriertinderlautert
werden AnschlieRendollendie Methodenzur StabilisierungschlechigestellteProblemevorgestelltwer-
den.

4.1 Konzepte,Begriffe und Definitionen

Ist die direkte Messungder EigenschafterinesObjektesoder GroRenicht moglich, wie im vorliegenden
Fall desphanomenologischeAnsatzesler Dielektrizitatsfunktionin (polaren)Glasernsonderrmuf3man
von indirekten Beobachtungemauf dieseGrolieschlieRenso sprecherwir von eineminversenProblem
oderauchvon einemldentifizierungspoblem Bezeichnerwir die zu bestimmend&rolief auchals Para-
meter dannsprichtmanauchvon einerParameteridentifizierungokonnenwir die Problemstellunguch
folgendermal3eheschreibenGegebenist als mathematischelodell eine Abbildung A von derMengeX
derParameterin die MengeY derResultatealso

A: XY

Der UnterschiedzwischendirektenundinversenProblemlaRtsichnunwie folgt beschreibeh Die Ldsung
desdirektenProblemsist die praziseBeschreibing desmathematischeModellesA. Im Gegensatadazu
bestehtie LosungdesinversenProblemsin der Interpretationder Dateng € Y, alsoin der Konstruktion
desUrbildes f. Die LosungdeszweitenProblemdst sehreinfach,wenn

1. AeineBijektionund

2. A1 stetighediglich einergeeigneterfopolagiein X undY ist.

Die ersteBedingunggarantiertdaRdasProblem
Af=g

furalleg € Y eindeutig osbarist. Die zweiteBedingundiefert die Stabilitat desProblemsundzwarin dem
Sinne,dakleine Anderungerder Dateng nur zu kleinenAnderungerin der Losungf filhren.Mathema-
tischausformulierfautetletzteres:

1EsexistierenkeineprazisermathematischeBefinitionender Begriffe direktesundinversesProblem sodaRdie Unterteilungbis
zu einemgewissenGradewillk iirlich ist. Wir folgenhier diein [Lou89] dageleyte DiskussionderBegriffe, die praktischeJberlegun-
geniiberdirekt meRBbareGroRenund nur indirekt berechenbartnformationenerzugrunddiegen. Ansonstersei nochbediglich der
beidenBegriffe auf P.C. Sabatier€infihrungderZeitschrift,, InverseProblem$ hingeviesen.

47
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Die Losungf = A~1g, f € X ist stabilin denRaumen(X,Y), wennfiir jedespositive ¢ einepositive Zahl
0(¢) derartexistiert,daBausder Ungleichung||g: — g2|ly < 0(€) die Ungleichung| f1 — f2||x < € folgt.

Diesewiinschenswertekigenschafterhabenzur folgendenBegriffsbildunggefuhrt, die am Anfangdes
letztenJahrhundertgon demfranzdsischerMathematiler HADAMARD eingefihrtwordenist?.

Definition 4.1
SeiA: X — Y mit topologischerRéumenX,Y. DasProblem(A,X,Y), also

heiBtgut gestellf auchsachgeraR genannt, wenndie folgendendrei Bedingungererfilllt sind:

1. Die LésungderGleichung(4.1)existiertfir jedesg € Y.
2. Die LbésungderGleichung(4.1) ist eindeutigin X.

3. Die LdsungderGleichung(4.1) hangtstetig(kontinuierlich)von derrechterSeite,alsovong, ab, sie
seialsostabilin denRaumen(X,Y ).

Probleme die eine dieserBedingungemicht erfiillt, werdenschlechtgestelltodernicht-sachgeral? ge-
nannt.

AnschaulicHaRtsichdieseDefinition folgendermalemterpretierenist dertopologischédRaumrespekive
dieKlasseY dervorgegebenerDatenin einer,natirlicherf Art undWeisegewahltworden,so charakteri-
sierendie Bedingungerl und 2 die mathematisch®eterminiert-und DefiniertheitdesProblemsKonkret
bedeutetlie ersteBedingunganein gut gestelltedroblem dalResnicht iberbestimmseindarf.

Die zweite Bedingundst offensichtlichdie Eindeutigleit der Ldsung.

Die 3. Bedingungdie Stabilitat der Losung,ist sovohl in einemgewissenSinnemit der, physikalischen
Determinierthelt desProblemsalsauchmit der Anwendbarleit numerischeMethodenauf der Basisap-
proximati bekanntewvorgegebeneiDaten,zur LosungdesProblemsverknipft. Der Ursprungder dritten
Bedingung Stetigleit derinversenFunktionA~1g, ist geradedie TatsachegaRin denmeistenrealenPro-
blemendie rechteSeitederGleichung(4.1)durchMessungerhalterwird unddesweennurapproximatv
bekannist.

Interessanist nochfolgendehistorischeBemerkungHADAMARD folgerte urspiinglich,daf3alle Proble-
me, die schlechtgestelltsind, nicht zu irgendwelchenealenProblemengelbren, sie also keine Proble-
me der (mathematischerPhysikseinkonnten.Die ,Sachgeral3heft einesProblemswurdeso als Bedin-
gung betrachtetdie jedesmathematisch@roblemerfullen muf3te,dasmit einemphysikalischerkorre-
spondierté. Dadurchwurde der Zweifel an denrealenNutzender UntersuchungschlechtgestellterPro-
blemeerzeugt.Spaterwurdejedochder Irrtum in HADAMARD' s Folgerung- und nicht nur seiner- fest-
gestellt;viele Problemeder mathematischeRhysik, so zeigtesich, fllhrenzu schlechtgestelltenProble-
men. Demnachist es also nicht so, dal3die Tatsacheder SchlechtgestelltheiéinesProblemsnotwendi-
gerweisedesserunvollkommeneoder falschemathematischephysikalischeFormulierungbedeutet Ein

2Verschiedemutorenprasentiereminterschiedlich&ormulierungerdesBegriffes desgut gestellterProblemsdie zwar essenziell
Uibereinstimmenin Details sich jedochvoneinandemunterscheidenWir habenhier die allgemeinsteDefinition Giber topologische
Raumegewahlt.

3Im englischerals properly posedwell posedodercorrectbezeichnet.
4In derenglischsprachigehiteraturalsimproperly posed;ll-posedoderauchalsincorrectbezeichnet.

5Der Ursprungderdeutschsprachigebezeichnungleskonzeptediegt offenbargeraden dieserAnsicht.
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mathematischund physikalischexakt und vollstandig formuliertesProblemkann sehrwohl schlechtge-
stellt sein[AT77, Lav67, Dav82, BW82], ein Umstand,der auchdurchdie nochfolgenderBeispielede-
monstriertwerdensoll. Vorweggenommeritihrenviele physikalischeFragestellungeifz.B. in der Spek-
troskopie,der Rontgenstreuundn deroptimalenProzel3kntrolle)auf sogenannténtegralgleichungerster
Art, desserfundamentaleEigenschaftes ist, schlechtgestelltzu sein. Die Untersuchungund Entwick-
lung von befriedigenderMethodenzur (numerischenBehandlungnverserschlechtgestellterProbleme
ist so nicht nur vom akademischemnteressesondernbesitztgeradeaucheine grundlegendepraktische
Relevanz[Mil74, Dav82].

Betrachterwir nun zur Verdeutlichungder generellenSchwierigleitenbei der Losunginverserschlecht
gestellterProblemefolgendeseinfachesProblenf mit einemkompaktenOperatorA. Nehmenwir an,aus
einemEingangssigndlwird durcheine, Black Box' ein Ausgangssignaj erzeugtZur ldentifizierungdie-
ser,Black Box' nehmerwir weiteran,dafsielinearundkausalsei. Dannkdnnenwir alsmathematisches
Modell die Gleichung

X

Af(x) = /I(x—t) f) dt=g(x) , (4.2)
0

aufstellenwobeidie Funktionf jetztdie ,Black Box' beschreibesoll. Zur VereinfachungliesesBeispiels
wahlenwir den, Input’ konstangleicheins,alsol = 1, wodurchsichdasmathematisch&lodell zu

Af(x) = / f(t) dt = g(x) (4.3)
0

vereinfacht. Suchenwir stetigeL dsungerdieserGleichungersterArt Af = g, so ergebensich die Bedin-
gungen:
1. g seistetigdifferenzierbaund
2.9(0)=0
undalsLosungerhaltenwir sofort:
f=9g . (4.4)

Wir kénnennun zwei ProblemebeobachtenAndernwir die Datennur ein wenig, etwa g(0) = £ # 0, S0
ist dasProblemnicht mehrldsbar Ein weitereSchwierigleit seherwir, wennnur Naherungswertéir die
Datenvorliegen.Der Einfachheithalberundder lllustrationwegenseig gesbrt zu

g*(x) = g(x) +esin(nx) . (4.5)
Dannist auchg® stetigdifferenzierbaundesgilt g¢(0) = 0. Der Fehlerin derMaximumsnormist
g —dlle<e . (4.6)

Als Ergebniserhaltenwir
f&(x) = f(x) + ne cos(nx) 4.7)

desserfehler ebensan derMaximumsnorngemessen,
||f& — || = ne (4.8)

abhangigvon n ist und so, bei festgehaltenens, beliebig grol3 werdenkann! Es handeltsich abertrotz-
demum einenpraktischnicht vorkommenderdealfall. Ist namlich der FehlerdurchMessungengenauer
durchdasder MessungenunterliggendeRauschenyerursachtso konnenwir nicht annehmendafdieser
Fehlerstetig differenziebamit StartwertO ist. Im Fall praktischerAnwendungermuf3alsoder RaumY

6sieheauch[Lou89]
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dermoglichenResultatéhinreichendgroR gewahltwerden.IstY = L2, dannkdnnenwir unserProblemals
Abbildung

AiL? 512
untersuchenEs zeigt sich aber basierendauf die Darstellungder Losungdurch dasSingulrwertsystem

deskompakterOperatordd, dalRdiesemicht stetiginvertierbarist. AuRerdenexistiertnichtfur jedesg € Y
eineLdsung derWertebereich

R(A) = {geY: esexisitiert f € Xmit Af =g} (4.9)

kannsehrklein sein.DasProblem(A, L?, L?) ist alsosclecht gestellt

4.1.1 Einige BeispieleschlechtgestellterProbleme

Im folgendenAbschnittsollenkurz einige, teilweiseauchdieseArbeit berihrendeBeispieleschlechtge-
stellter Problemevorgestelltwerden.Sie sollenverdeutlichendalRes nicht nur von einemrein akademi-
schentheoretischerstandpunkauswichtig ist, sich mit derartigerProblemerzu besclaftigen,undderen
Relevanzin konkreten realenProblemennicht nur ausdemBereichder Physik,aufzeigenWeiterederar
tige Beispielesindin [AT77, Lou89, Gro93 undin dendortigenReferenzerzufindery.

4.1.1.1 Fredholmschentegralgleichung erster Art

Einesderamhaufigstenvorkommenderralle schlechgestellteiProblemesind Fredholmschéntegralglei-
chungerersterArt8, die wir beispielsweisén derLaufzeitanalysén der SeismiKLou89], bei deninversen
Streupoblemer{Lav67, Lous9 Sab90 PS93]oderderinversenTomagraphie® [Lou89, Sab9Q PS93 an-
treffen.In denvorang@angeneikapitel 2.5ist schonaufdie generellerEigenschaftemnd Problemelieses
Typusesvon Integralgleichungetf eingegangenworden.Hier soll jetzt aberin einer etwas andererBe-
trachtungsweisand besonderém Hinblick auf denobendefinierteBegriff des, gut gestellteh respektve
,schlechigestelltet ProblemgDefinition 4.1), die Integralgleichungbei kleinenAnderungerder bekann-
tenrechtenSeiteg untersuchtverden.

Betrachterwir alsodie folgendeFredholmschéntegralgleichungersterArt mit demintegralkernK(x,s):

b
Af = /K(x,s) f(s)ds=9(x) ; (c<x<d), (4.10)

a

wobeiwiederumf € X die gesuchtd-unktionundg € Y als(prinzipiell) gegebervorausgesetaeiundwir
keineEinschankungerbeziglich derIntervallgrenzemmachenwollen, siealsoauch—o unde annehmen
durfen. Der IntegralkernK(x, s) seistetigbeziglich der Variablenx und besitzenocheinestetigepartielle
Ableitung %—';, d.h. mit anderenWortenK sei beZiglich der Variablenx ,hinreichendglatt’ . Suchenwir
jetzt, beispielsweisedie Losungf in derKlasseC, derim Intenall [a,b] stetigenFunktionen Als Metrik
des(metrischenRaumsX seidie Supremumsnorrh® wahlbar:

[If1— f2llx = [ f1— fol|lo = sup | f1(s) — f2(g)| , (4.11)
se[ab

"Erganzendseidiesbeiiglich nochauf[Sab9Q PS93 verwiesen

8Es ist eine prinzipielle EigenschaftintegralgleichungerersterArt und nicht nur der Fredholmscherdaf sie zu den schlecht
gestellterProblemergefbren.

9Die wichtigstenund fir die PraxisrelevantesterBeispielehierfiir sind die bildgebendemliagnostischeverfahrender Medizin,
wie beispielsweiselie ComputesTomographiaunddie NMR-Tomographie.

10sieheebensdCH68a Smi88,AT77, Lou89, Gro93
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wahrenddessedie Metrik desRaumsY durchdie L?- Metrik gegeberseinsoll:

d

1/2
ll91 — Gelly = 1|92 — G2l 2 = {/(gl(x) —g2(x))? dx} : (4.12)

C

Wir nehmenweiteran, die Losungder Gleichung(4.10)existiereund seieindeutig,d.h. esexistierederzu
AinverseOperatorA~1, unddie Losungseisomitgegeberdurch:

f=Alg . (4.13)

Sie besitztiedochnicht die Eigenschafter Stabilitat bei kleinen Anderungerder vorgegebenerFunktion
0. Um dieszu sehenpetrachterwir die Funktion

fa(s) = f1(s) + Nsinws (4.14)
die eineLdsungderGleichung(4.10)mit derrechtenSeite
b
g2(X) = g1(x) + N/ K(x,s) sinwsds (4.15)
a

seinmodge (f; = A~1g;). Offensichtlichkann,fiir jedesbeliebigeN, mit einemhinreichendgroRenw die
Abweichung
b 2 1/2

d
|91 — g2l 2 = |N| / (/K(x,s) sinmsds) dx (4.16)

C a

beliebigklein gemachwerdert!, ohnezu verhinderndaRdie Abweichungin derL.,-Metrik zwischenden
korrespondierendendsungenf; und fa,

| f1— f2ll = sup | f1(s) — f2(s)| = sup |Nsinws| =|N]|, (4.17)
sefa,b] se[a,b]

beliebiggro3werdenkann.

Seinunanstelleder Supremumsnorrdie LZ—Mg_trik im RaumX gewahilt, dannist die LosungderIntegral-
gleichung(4.10)wiederuminstabilbeikleinenAnderungerderVorgegebenerny. Konkretgilt dann:

b
If—folle = { JILCE fz<s)|2ds}
" b 1/2
|N|{/sin2msds}

1/2

a

b—a 1 .
= |N |\/T - Z)smw(b— a)cosw(b+a) . (4.18)
Wie manwiederumsieht,kannmandurcheinegeeignetéVahl von w undN erreichendalibeliebigklei-
ne Abweichungerewischenden Funktioneng; und g, mit beliebiggroRenAbweichungerewischenden
korrespondierendendsunger(Gl.(4.18))einhegeherkdnnen.

Es soll nochmalsdaraufhingenviesenwerden,dal3es sich hierbei, der Instabilitat der Losunggegeriiber
der Vorgegebenenum eine prinzipiell innere Eigenshaft der IntegralgleichungerersterArt handelt.Als
nachtestedolgen, sehrkurz skizziert, zwei durch IntegralgleichungerersterArt formulierte praktische
Beispiele.

11Djesesfolgt unmittelbarausdemRiemann-LebesgusshenLemmaBB93, Doe71 Tit67]
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4.1.1.2 Die analytischenFortsetzungeiner Funktion

Hier seikurz dasProblemderanalytischerFortsetzungeinerFunktionin ein Gebietskizziert,wobeidiese
nurin einemTeil diesesGebietesekannist!?.

EsseiD ein berandete&ebietund £ bezeichnalenRandeinerKurve, die ganzin D liegt. DasProblem
deranalytischerFortsetzungeinerFunktion,die auf derKurve £ bekanntst, in dasrestlicheGebiet? ist

instabil, alsoschlechtgestellt. Um dieseszu sehensei zy ein PunktdesRandesdesGebietesD mit dem
positiven Abstandd von £ und f1(2) seieineanalytischeFunktionin D. Die Funktion f2(z) = f1(2) +

€/(z—zp), mit gegebenepositiver Zahl €, ist ebensanalytischin D. Auf derKurve £ unterscheidesich

dieseFunktionendurche/(z— zy), desserAbsolutbetraguicht dasVerhéltnise/d UberschreitetEsist also
|f2(2) — f1(2)| < €/d Uberallauf £. DasVerhaltnise/d kanndurchdie Wahl von € beliebigklein gemacht
werden.Jedoclist andererseitder Absolutbetragler Differenzf,(z) — f1(z) = €/(z—zp) unbeschénktin

demGebietD alsganzes.

4.1.1.3 Verarbeitungssystemegpptimale ProzeRlontrolle

Ein fur die Praxiswichtiges Problemist die Konstruktionvon Systemerder automatisben mathemati-
sdchen Verarbeitungvon Daten insbesonder&on aus physikalischenMessungergevonnenDaten. Die

Anwendungundder notwendigeGebrauctdieserSystemegehtvon der Elementarteilchenphysikier Un-

tersuchungron PlasmerundFestlorpernbeihohenTemperaturenderUntersuchunglerEigenschafteder
Materie bei niedrigenTemperaturenbis hin zu schon, alltaglichefi Anwendungnim Bereich der Medi-

zinundim Bereichder unzahligenFertiegungstebniken (optimaleProzel3kntrolle). Normalerweisewird

dabeinicht der eigentlichinteressierendParameterf, sondernseineManifestationg = Af gemessendie

wiederumauf Grundder statistischeNatur desMeRprozessesur approximatv bekanntseinkann.Grob
gesprochenreduziertsichin all diesenFallen dasProblemauf die Losungder GleichungAf = g, diein

vielenFallenschlechigestelltist.

Ein Verarbeitungssystesoll sovohl in einem, Dialog Modus , alsauchautomatischohnedie notwendige
EinfluBnahmeeinesMenscherauf die Bearbeitungsschritt@rbeitenkonnen Es sind alsoeffiziente Algo-
rithmenzur LosungdesProblemsAf = g, daseine SchlechtgestellheiinschlieRerkann,notwendig,die
auf Computerrrealisiertwerdenkdnnen.

4.2 Stabilisierung schlechtgestellter Probleme

4.2.1 Vorbetrachtungenund Vorbemerkungen

Bevor wir die StabilisierungschlechgestellteiProblemediskutierensollenein paarVorbetrachtungennd
Vorbemerkungemgemachtwerden.Betrachterwir dafur die IntegralgleichungersterArt ausdemobigen
Beispiel(Gleichung(4.10)):

b
/K(x,s) f(s) ds=g(x)

Kennenwir die Funktiong nur approximatv. d.h. unterscheidesie sichin der Metrik desRaumesy von
der,wahrefi Funktion f1 nurleicht, sokdnnenwir offensichtlichprinzipiel nur von demAuffindeneiner
approximatvenLdsungder Gleichungreden;einerLdsungalso,die sichin der Metrik desRaumesX in
einerkontrollierbarenArt undWeisevon dertheoretischexaktenL dsungunterscheidet.

Die Funktiong sei nun durch Messungerbekanntund mdge an einigen Stellen,,Eckerf und ,Kantert

12\veiterekonkreteBeispielefiir die Problemebei deranalytischerFortsetzungeinerFunktionund derenL 8sungerwerdenin den
Buchvon LAVRENTIEV [Lav67] diskutiert.
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habenandenerkeinestetigeAbleitungexistiert. Auf GrundderallgemeinerEigenschaftederFredholm-
schenintegralgleichungerersterArt bzw. der quellenn&RigdarstellbarerFunktionert®, besitztdie Glei-

chung(4.10)keineLdsung(im klassischersinn),daderKern,nachVoraussetzun{sieheKapitel 4.1.1.1),
eine stetigepartielle Ableitung nachx besitztund somit g ebensceine stetigeAbleitung nachx besitzen
muf3.Dieseshedeutetdalwir nichtalsapproximatve Losungdie nehmerkdnnendie wir (formal) durch
die approximatv bekannteechteSeiteg der Gleichungerhaltenwiirden,dadiesenicht existierenkonnte.
Die Losungder betrachteterGleichungexistiert (im klassischersinn) fuir eine Funktiong offensichtlich
dann,wennsiezumWertebereicl® (A) desOperatorsA gelbrt:

R(A) ={geY: esexisitiert f € Xmitg=Af} . (4.19)
Wie wir bereitsobenerwahnthabert?, besitztdie Inversionder Integralgleichung,
f=A1g, (4.20)

nicht die Eigenschaftler Stabilitat der Lésungbei kleinen Anderungerder Funktiong. Wir braucheralso
nichtnur eineAntwort auf die Frage waswir alsapproximatve LosungdesProblemsbezeichnensondern
aucheinenAlgorithmus,um diesezu bestimmengder stabilunterkleinenAnderungerder Funktiong ist.

DesweiterefkkanndasAuffindeneinerapproximatvenLdsungn einer,natirlicherf KlasseX einesschlecht
gestellterProblemsn derPraxismehrdeutigsein.Um dieseszu verstehenbetrachterwir die Gleichung

Af=g ,

diein derKlasseX schlechigestelltsei.Weiterkennerwir die rechteSeiteder Gleichungnur bis auf einen
Fehlere von dentheoretisctexaktenWert gr, also

lo—orlly <e

Esist naheligend,die approximatve Losungin der KlasseX¢ der Elementef zu suchenfur die |Af —
g)lly <€ gilt. In denmeisterFallenwird aberdie AnzahlderElementadieserKlassezu gro3sein.Deswei-
terenkdnnenwie dasBeispielim Kapitel4.1.1.1derFredholmscheintegralgleichungersterArt zeigt,die
einzelnerElementef sicherheblich,in der Metrik desRaumesx, voneinandeunterscheiderAlso kann
nichtjedesElementdieserKlassealsapproximatve Losungbetrachtetverden.

EssindsomitRegelnfur die Auswahl moglicherLdsungervon Noten.Um diesezu finden,misserzusatzli-

chelnformationendie die Lésungbetrefenundallgemeinerhaltlich sindrespektve postuliertwerdenher

angezogewerdert®. Verschiederrten zusatzlicherinformationersinddenkbamundmoglich. Die schlecht
gestellterProblemekdnnen beziglich der zusatzlicheninformationen grobin zwei Kategorienaufgeteilt
werden.Die ersteKategorie,in denendie InformationenquantitativerArt sind,ermbglichteinendie Klas-

seder moglichenLdsungerz.B. auf eine kompakteMenge zu beschanken, wodurchdanndasProblem
stabil unter kleinen Veranderungerder Ausgangsdatefder Funktion g) wird. In der zweiten Kategorie
werdenzusatzlichelnformationenqualitativer Art, wie z.B. Glattheit(smoothnessKorvexitat, Positiitat

derLodsungusw, ausgenutztim dieseStabilitat zu erreichen.

Im folgendensoll nunallgemeindie Losungder Gleichung

Af=g |, (4.21)

betrachtetverden,wobei die gesuchtd_dsungf ElementdesmetrischentopologischenRaumesX ist,
unddie Funktiong zum metrischer(topologischenRaumY getbre.Der OperatorA bilde X aufY ah Es
seiangenommergzum OperatorA existiere derinverseOperatorA~1, derim allgemeinemicht stetig zu
seinbrauchtErfullt derOperatordieseEigenschaftsowird Gleichung(4.21)Opematorgleichungerster Art
oderauchnur kurz Gleichungerster Art genannt.

Bsiehebeispielsweis¢CH68a Smi8g Wer95]
siehedie Kapitel 2.5,4.1.1.1und[AT77, Lou89]

15Tatsachlichscheinessozusein,daResprinzipiell nurmit Hilfe zusatzlicherinformationerundBedingungemdglichist, schlecht
gestelltedurchgut gestellteProblemezu approximiererfMar82].
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4.2.2 Gutgestelltheitim Sinnevon TIKHONOV und die Selektionsmethode

Der Vollstandigleit halberseials ersteMethodezur BehandlungschlechtgestellterProblemedie im we-
sentlichenquantitatve zusatzliche Informationenheranziehtdiejenigevorgestellt,die die Definition des
Begriffs desgut gestellterProblemsverandertalsosichzu denBedingungeri, 2 und 3 ausDefinition 4.1
unterscheidendéerarteinfuhrt, daReine StabilisierungdesschlechtgestellterProblemseintritt. Dazusoll
zusatzlichzudenRaumen® X undY unddesOperatorsA eineabgeschlosserdengeM C X gegebersein.
Eswird jetzt die folgendeAnderungdesBegriffesdesgut gestellterProblemseingefihrt:

Definition 4.2
Mannenntdie Gleichung(4.21) gutgestellt(properlyposed)m Sinnevon TIKHONOV wenndie folgenden
Bedingungererfiillt sind:

1. Esista-prioribekanntdal3die Losungf fiir eineKlassevon Datenexistiert undzu einergegebenen
MengeM mit f € M getbrt.

2. Die Losungist in einerKlassevon Funktionendie zur MengeM getbren,eindeutig.

3. Beliebigkleine AnderungertderrechtenSeite,alsoder Funktiong, die die Léungf nicht auRerhalb
derMengeM bringen,korrespondiereau beliebigkleinenVeranderungemon f.

Mit Mp seidasBild derMengeM nachder AnwendungdesOperatorsA auf denRaumX bezeichnetDie
dritte Bedingungkanndannin folgendeiWeiseneuformuliert werden:

3. Die Losungder Gleichung(4.21) hangtstetig(kontinuierlich) vonder rechtenSeiteg auf der Menge
Ma ab.

Die wesentlichesrundlagéir die Anwendbarleit der Definition desgut gestellterProblemdm Sinnevon
TIKHONOV bildetdasfolgendewichtige Lemma,desserBeweisin [AT77] zufindenist:

Lemma4.1

Die (selbst)lompakteUntermengeX desmetrischerRaumesXy seiaufdie Untermengé&’ desmetrischen
RaumesYy abgebildet.Ist die AbbildungA : Y — X stetig und eins-zu-einginjektiv), so ist die inverse
AbbildungA=1: X — Y ebensastetig.

Fur denFall einerkompakterMengeM, gilt weiterfolgendeqdLav67]:

Satz4.1
Erfallt die Gleichung(4.21) die drei Bedingungerals gut gestelltesProblemim Sinnevon TIKHONOV,
danngibt eseineFunktiona (1) so,dalgilt:

1. a (1) ist einestetige(kontinuierliche),nichtabnehmend€&unktion
mita (0) =0.

2. furjedefs, f2 € M, die die Ungleichung
[|Afi—Aflly <€

befriedigengilt
[If1—f2llx < a(e)

16Bei dieserRaumenkannessichallgemeinauchum topologischehandeln.
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Daraudolgt, wenndie 1. und2. Bedingungerdesgut gestellterProblemsachTikHoNov erfullt sind,ist
auchdie 3. Bedingungnachder Stetigleit erfilllt.

Man beachtewennein Problemgut gestelltim Sinnevon TIKHONoOV ist, undwir ersetzerdie metrischen
RaumeX undY durchihre UnteriaumeM und Ma, dannwird dasProblemgut gestelltim Sinneder De-
finition 4.1. In anderenWorten bedeutetdieses,dall dasKonzeptdesgut gestelltenProblemsim Sinne
von TIKHONovV dannanwendbaist, wennsich die Schlechtgestelltheiler OperatogleichungersterArt
(Gl.4.21)darinmanifestiertdalleinederBedingungeri und2 ausDefinition 4.1,die ExistensundEindeu-
tigkeit der Losung,verletztist, alsoeine StabilisierungdesschlechtgestelltenProblemsbeziglich dieser
Bedingungerdarstellt.

Ist die Gleichung(4.21)gutgestelltim Sinnevon TIKHONOV undgelbrt die Funktiong zu Ma, dannkann
die sogenannt&elektions-Methoderfolgreichzur LosungdesProblemsbenutztwerden.Sie bestehtim
wesentlicherdarin, die OperationAf fir die Elementef € M C X auszutihren,alsodasdirekteProblem
zuldsen Als approximatve Losungfy € M wird nundasjenigeElementgenommentir dasdie Differenz
[|Af — g|ly minimal wird!’:

IAfo—gllv = inf [IAf —gllv . (4.22)

WeitereEinzelheiterzum Konzeptdesgut gestelltenProblemsm Sinnevon TIKHONOV, seineProbleme
und Beispielezu seinerAnwendung,sindin denBuichernvon LAVRENTIEV [Lav67] und ARSENIN und
IKHONOV [AT77] zufinden.Im RahmerdieserArbeit seidie bisherigeDarstellunggeriigend.

4.2.3 Verallgemeinertelnverse

Nebender vielleicht naheliggendenldee, ein schlechtgestelltesProblemdadurchzu stabilisierenjndem
derBegriff desgut gestellterProblemsn geeigneteArt und Weisegeandertwird®, ist eineweitereldee,
denLosungsbariff fir OperatogleichungerersterArt zuverallgemeinernDiesesuhrtauf denBegriff der
verallgemeinerterdsung auchMoore-RenoseldsungoderQuasibsunggenannt® [AT77, lva76 Lav67,
Lou89 Mor84, Gro93.

Gebenwir nundie allgemeineDefinition der verallgemeinertetnversebzw. Quasibsungin (beliebigen)
metrischerRaumenar?®:

Definition 4.3

NebendenbeidenmetrischerRaumenX undY unddesOperatorA seieineMengeM C X gegebenAls
verallgemeinerténverse auch Quasibsungoder Moore-Penrosé dsunggenanntder Gleichung(4.21)
bezeichnemvir ein Elementf, welchesdurchdie Relation

AT —glly = inf [|Af —g]ly (4.23)
feM
definiertist.

Betrachterwir nundie verallgemeinerténversedetailiertef!. Dafiir seienX undY Hilbertraumeund der
OperatorA,
A:X=Y

1"Dassogewonnenef ist mit derim nachfolgendetapitel 4.2.3eingefihrtenQuasibsungidentisch:sieheauch[AT77, lva7§.
18siehevoranggangenekapitel 4.2.2und[AT77]

19pasKonzeptderveraligemeinerterinverse gehthistorischsovohl auf M 0ORE und PENROSE als auch,jeweils unablangig, auf
V.K. IvANoV zurick,derauchdenBegriff derQuasibsungeingefihrt hat.

20DjeseDefinition gehtin dieserForm auf V.K. IVANOV zURUCK .; sieheauch[AT77,Iva76 Lav67].

2lwir folgen hier weitestgehendenDarstellungerin [Lou89].
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seilinearundstetig.EineLosung- im herkdommlichenSinne- derOperatogleichungersterArt (4.21)
Af =g

existiert nur fur ElementeausdemBild von A, alsog € R (A). Um nuneinenLodsungsbagriff fir weitere
Elementan Y einzufihren,betrachterwir die Abweichung

J[f] = ||Af =] (4.24)

Bezeichnemwir mit

Pry Y =Y (4.25)

die orthogonaleProjektionvonY aufdenAbschluRdesWertebereichson A, dannkdnnenwir die Abwei-
chungin
P[] = ||Af = Py 0lI> + 119 — Pgiayall? (4.26)

aufspaltenlst jetztg € R (A) @ R (A)*, soemgibt sichdie Minimierungder Abweichungzu

minJ[f] = min||Af —gll = lg—Pezall - (4.27)

Andernfallswahlenwir unterallen f, welchedie Gleichung(4.27)l6sen dasjenigemit kleinsterNorm:
fo||fl] <|Jul|foralleu## f mit Ju] = I[f] =mind]v] . (4.28)

Durchdassobestimmtef, daswir alsogenafRDefinition 4.3 alsverallgemeinertdnverse Moore-Renose
LosungoderQuasibsungbezeichnenwird die Abbildung

Al DAY =R(A) S RA CY =X (4.29)
die verallgemeinertdnverse definiert.

Als nachstesoll einfir die TheorieundderPraxiswesentlicheSatzangegebenverden auf desserBeweis
wir hierverzichtenwollenundderin [Lou89] angeeberist. Im folgendensoll mit A* derzu A adjungierte
Opeiator bezeichnetverden.

Satz4.2
f = Alg ist die eindeutigd6sungder Normalgleichung

A*Af = A'g (4.30)

in R (Ax).
DiesesschlieRtiibrigensauchdenFall mit ein, wenn(4.27) nicht eindeutigist, daals verallgemeinertes
Inversedasf mit kleinsterNorm gewahltwird [Lou89].

Desweitererseimit
L(X,Y) :={A: X = Y : Aistlinearundstetig} (4.31)

derRaumderlinearenundstetigenAbbildungernvon X nachY bezeichne®. IstnunA € L(X,Y), sokénnen
u.a.folgendeinteressant&igenshaftender verallgemeinertennversebewiesenwerderts:

1. Al istlinear;

2. Alist genaudannstetig,wenn® (A) abgeschlosseist;

3. R(AT) = R(AY).

22sieheauchAnhangB, Gleichung(B.17)und[Wer94

23Bediglich der Beweiseseiwiederauf [Lou89] verwiesen.
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Die wichtigeEigenschaftlerverallgemeinertehdsungbzw. QuasibsunggineApproximationder(herkomm-
lichen)LosungseinzukdnnenkonnteV.K. IVANOV zeigen[lva7§g. Konkretgilt:

Satz4.3

Die verallgemeinerté 6sungf., die mit einer Funktiongg, die in der Metrik desRaumsX von dertheo-
retischexakten Funktiongr um den Betrage abweichenmdge, gevonnenwordenist, getbre zu einer
kompaktenMengeM. Gelbrt die theoretischd. dsungf; ebensazur kompaktenMengeM, danngilt fir
€—=0:||fe— fr|lx = O.

Bevor wir weitereBemerkungerzur verallgemeinerteh 6sungmachenverden soll nocheinederenwich-
tigen Darstellungim Falle kompakterOperatorer?* A anggebenwerden.Im folgendemsei mit K(X,Y)
die MengederkompakterOperatorenn L(X,Y) bezeichnet:

K(X,Y)={AeL(X,Y): Aistkompak} , (4.32)

insbesonderseiK (X) = K(X, X). Betrachterwir alsodenkompakterOperatorA, A € K(X,Y). Esistdann
der OperatorT = A*A € K(X) selbstandjungiertund wir kdnnendie Eigenwerte\, und Eigervektoren
Vh,Nn > 0vonT bestimmenDie A, seienihrer Grof3enachgeordnetd.h. sieseiensonummeriertdald

A >A2>A3:--
gelte.Setzerwir nun
und

up =0, A, (4.34)
sogilt dann

AVn = GnUn (435)

und

A* Un - GnVn . (436)

Eskonnenjetzt die wichtigenEigenschafteeviesenwerden,dal{v,} ein vollstandigesOrthonormalsy-
stemfur

R(A) = N(A* (4.37)
unddaR{un} einvollstandigesOrthonormalsysterfiir
R(A) = N(A)* (4.38)

ist?>. DieseEigeschafteriihrennunauf die folgendeDefinition?®:

Definition 4.4
Die obeneingefihrteMengevon Tripel
{Vn, Un; O'n}nzo (4.39)

hei3tsinguresSystem auchSinguBrwertzerlgung desOperatordA.

Die Nutzlichkeit der Singukrwertzerlgung kompakterOperatorenaf3t sich am folgendemSatz bereits
ablesenwobeiwir hierwiederumauf desserBeweisverzichtenwollenundz.B. auf[Lou89] verweisen.

240peratorendie beschankte Mengenin X in relaty kompakteMengenin Y abbilden,werdenkompakteOpeiatoren genannt
[BB93, Lou89, Wer95].

25Mit A((A) seiderKerndesOperatordA : {x: Ax= 0} bezeichnet.

26Bediglich Einzelheiterder Definition und EigenschaftenlessingubrenSystemsauchSingubrwertzerlgung genanntwie z.B.
demVerhalterderEigenwertaespektie Singubrwerteo,, seiauf[Lou89, Wer95, aberauchauf[Smi88],bei demzwar dasKonzept
abernichtdie BezeichnunglessinguirenSystemssorkommt, verwiesen.
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Satz4.4
SeiA € K(X,Y) mit singuBremSystem{vy, Un; on}. Danngilt

1.
Af =" on(f,va)un . (4.40)
n

2. Af =g hatgenaudanneinel 6sungwenndie PICARD-Bedingungerfiillt ist:

g=> gth (4.42)
n

alsowenng € R (A) ist, undwenn

D 0n2g,un) P <o . (4.42)

Die PicArRD-Bedingungstellteine, Glattheitsbedingurigandie Funktiong da;wegena; 2 — oo filrn — oo,
die Eigenwertedes(kompakten)OperatorsT konnenhochstenglie Zahl Null als Haufungspunkbesitzen
[CH68a Lou89, Wer95, missendie Entwicklungsloefiizientenvon g entsprechendchnellfallen. Die
PicarD-Bedingungwird demzufolgeauchals Konsistenzbedingungufgefisst,und sowird g € Y genau
dannkonsistengenanntwenng die PicARD-Bedingungerflllt.

Im Fall kompaktetOperatoredaRtsichnundie verallgemeinerténversemit Hilfe desserSingukrwertzer
legungangeben:

Satz4.5
SeiA € K(X,Y) mit singubiramSystem{vy, Un; on}. Dannist fiirg € D(AT)

Alg=Y "o Mg, un)vn (4.43)
n

Vorweggenommerbildet dieseDarstellungeineBasisder Regularisierungkompakter)Operatoren.

Kommenwir nunzu einigenBemerkungenDer Begriff derverallgemeinerteinverseersetztwie bereits
erwahnt,den,klassischehBegriff derLosungundimplizit auchdenBegriff derenEindeutigleit, wie diese
in derDefinition4.1verwendetverdenundist soalseineStabilisierungoeziglichderBedingungeri und2
derDefinition desgut gestellterProblemszu interpretierenWie wir auchschonin [Ros95 erwahnthaben,
beschénkt sich jedochein Grol3teil der Untersuchungemespekive der (reinen) Anwendbarleit der ver-
allgemeinerterinverseauf kompaktel dsungsmengel?’, wie hier durchlvanov’s Satz4.3 angedeutet
ist. In diesemSinnestellt diesesKonzeptaucheine StabilisierungschlechtgestellterProblemeunterVer-
wendungquantitatver zusatzlicherinformationenda,d.h. kdnnenwir die LdsungerderOperatogleichung
(4.21)aufkompakteMengereinschankenoderwissenwir, dadasBild R (A) desOperatordA abgeschlos-
senist (Eigenschaf®.), dannkdnnenwir dasschlechigestellteProblemmit derverallgemeinerteimversen
stabilisierenL AvRENTIEV weistiibrigensdaraufhin, dalRderBereichder(reinen)AnwendbarleitderQua-
sildsungim wesentlichermit dendesgut gestelltenProblemsm Sinnevon TIKHONOV Ubereinstimnm®,
wobeisichbeidedanndurchdie Klarheitund, Einfachheit derverallgemeinerteinverseunterscheidet?,
wodurchin der Litaratur die Quasibsunggegeriiberdesgut gestelltenProblemsm SinneTIKHONOV'S

27Urspiiinglichist die Quasibsungvon IvaNov auf einekompakteMengeM desRaumsX definiertworden;sieheDefinition 4.3.

28Dasin bestimmterklassenvon Problemenverschieden&onzeptezur Stabilisierungzu aquivalentenapproximatien Lésungen
filhrenkénnen kannnicht verwunderlichsein. Diese Aquivalenzensind durch die Gemeinsaméit einigergrundlgienderideenbei
der Konstruktionapproximatrer Losungereu erklaren.NahereEinzelheitenzu den Gemeinsaméiten, wannwelcheMethodenim
wesentlicheraquialentsind und deneinzelnenVorteileneinerMethodegegeriibereineranderensindin derbetrefendenLiteratur,
beispielsweisén [AT77,Lou89, zufinden.

29Djesesist hauptgchlichin Sinneder Definition zu verstehenDie praktischeAnwendbarkit brauchtdeswegen nicht einfacher
sein.
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mittlerweile in denBetrachtungemlenVorzuggegebenwordenist. Ein weiterer wichtigererGrunddafur
ist allerdingsauch,daf3die verallgemeinerténverseder AusgangspunktiesKonzeptsler Regularisierung
wie wir siein dennachfolgendeiKapitel wiedeigebenwollen, ist.

WeitereEinzelheiterzur verallgemeinerteinversenund konkreteBeispielesindin denBuichernvon I vA-
NoV [lva7§, LAVRENTIEV [Lav67], Louls [Lou89] und ARSENIN & TIKHONOV [AT77], unddendorti-
genReferenzenzufinden.

4.2.4 Die Regularisierung

In denvoranggangenerAbschnitten4.2.2 und 4.2.3wurdenkurz Methodenzur Stabilisierungschlecht
gestellterProblemevorgestellt,die im wesentlicherdannausreichendind erfolgreichseinwerden,wenn
essichbeiderKlassedermoglichenL 8sungerder Gleichung(4.21)um ein kompakteMengehandeltC. In
deruiberwiggenderzahl der(praktischenProblemerist derRaumX dermoglichenL dsungeredochnicht
kompakt(oderderenKompaktheikannnicht ohneweiteresnachgaviesenodervorausgesetzaterden) und
die AnderungderrechtenSeiteder Gleichung

Af=g , (4.44)

die mit derapproximatvenNatur der Funktiong vertundenist, kanndie (formale) LosungaulRerhaltder
MengeX bringen.Desweitererist der Wertebereicmicht degenerierteOperatorerunendlichdimensional
und nicht abgeschlossemyorausunmittelbardie Unstetigleit der verallgemeinerteinversefolgt [Lou89,
Wer9g. Diesesalles fuhrt auf daswohl allgemeinsteKonzeptzur Stabilisierungund zur Konstruktion
kontrollier]'EerApproximationenschIechtgestellterProbIeme,die Regularisierungder verallgemeinerten
InversenA'.

Definition 4.5
Eine RegularisierungderverallgemeinerteinversenA' ist eineFamilie von Operatoren

{Ty}y>0, Ty:Y =X (4.45)

mit folgenderEigenschaft:
EsexistierteineAbbildungy: R* xY — R*, sodaffiiralleg e D(A") undfiralleg® € Y mit||g—df|| <€
gilt
i e _ at
|£I_I’>T(1) Ty(s,gs)g =A'g . (446)
ot~

SindalleT, linear, sonennerwir {Ty} einelineareRegularisierungderParametey wird Regularisierungs-
parametegenanntdenwir sowéhlen,dal3

lim y(e,g°) =0 (4.47)

gt—g

ist. Hangty nicht von ¢f ab, so sprechenwir von einer a-priori Parametenahl, andernélls von einer a-
posterioriParametenahl. Den OperatoiTy werdenwir Regularisierung-Operatarennen.

Dasdurch eine Regularisierungrespektve durch einenRegularisierungs-Operatol, erzeugteVerfahren
wird als RegularisierungsverfalenbezeichnetDementsprechengderdenVerfahrendie zu einerRegula-
risierungrepektve zu einemRegularisierungs-Operatdi, korrespondiererals Regularisierungerfahren
bezeichnetDie durcheineRegularisierunggevonnenapproximatve Losungf, wird konsequenteWeise
regularisierteLdsunggenannt.

Bevor wir dasKonzeptder Regularisierungnaherbetrachterwerden wollen wir nocheinigeBemerkungn
und Hinweisezur Definition 4.5machen:

30siehe[lva76 Lav67, AT77]
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In der Literatur werdenRegularisierungenwie auchurspiinglich, meistals lineare, stetigeOperatoren
eingefihrt, wie wir diesesauchin [Ros99 getanhabenundwie esbeispielsweisén [AT77, Iva7§ Lav67,
Mor84] getanwird. Die obige Definition 4.5 schliel3tnicht-lineareRegularisierungenwie dasVerfahren
derkonjugiertenGradientenywelchessehrgute Ergebnissdiefert undwederlinearnochmit einera-priori
Parametenahl stetig ist [Lou89], mit ein und so wurde auf die beidenEinschiankungender Linearitat
und Stetigleit verzichtet.Offensichtlichexistierennatirlich mehrereRegularisierungemespekie Regula-
risierungserfahrenfir ein schlechtgestelltesProblem.Ebensast zu erwarten,daf3die konkreteForm der
Regularisierungmindestensmplizit von demkonkretenschlechtgestellterProblemabhangernwird.

Vemleichenwir jetzt die regularisierteLbsungf§ = T,g* mit der verallgemeinerte.dsungf = Afg, so
seherwir

ITye® — A'gll < ITyg® — Tyl + [ITa — A'gll (4.48)
Den erstenTerm der rechtenSeiteder obigenGleichung(4.48)|| Tyg® — Tyg|| nennerwir denEinfluR des
Datenfehles (auf die Regularisierung) denzweitenTerm, || T,g — A'g|| nennenwir den (reinen)Regula-
risierungsfehler Wahlenwir y als Funktionvon € und gf, sofolgt ausy(g,gf) — 0 mit der punktweisen
Korvergenzvon Ty gegenA', daRderreineRegularisierungsfehlerlsoderzweite TermderrechterSeite,
gegenNull geht.Aus derDefinition 4.5 folgt weitersofort,daly = y(g, g¥) sozu bestimmerist, dal3

_ S
lim|[Tyg” ~Tygll =0 (4.49)

gilt. Sodanngilt, wenndie Dateng® immer exakter bereitgestelliverden,dal3die approximatve Losung
f; gegendie Moore-Penrosé dsungf korvergiert.

Um jetzt dasgenerellepnterschiedlich&/erhalterder beidenTermein (4.48)zu demonstrieret!, betrach-
tenwir dasschonim Kapitel 4.1 vorgestellteeinfacheBeispiel(4.3)

Af(x) = / ft)y dt=g(x) . (4.50)
0

Daf = ¢ ist, kdnnenwir denzentralerDifferenzquotienten
g(x+h) —g(x=h)
2h

als Naherungsformetespekive Regularisierungserfahrenfirr die Losungf verwender?. Ist g dreimal
stetigdifferenzierbarsoemibt sichaus

Dhg(x) =

,h>0 (4.51)

1 h3
g(x+h) =g(x) £hd (x) + Ehzg"(x) + Eg’"(zi) +0(h?) (4.52)
die Fehlerabschtzung
h2
/ _ < " . ]
900 -Drg0)| < max 5" (@) (4.53)

Aufgrundvon f = ¢’ liefert diesesdenRegularisierungsfehler

2
19~ Dag0] < =1 (4.54)

Wir missenalso h immer kleiner wahlen,damit dieserAnteil - der (reine) Regularisierungfehler klein
wird.
Steherabernur gesbrte Dateng? zur Verfilhgungdanngilt fur denEinfluR desDatenfehlers

Dh(gs_g)(x) — (gs—g)(x+h)2—r1(g£—g)(x—h) . (455)

31Bediglich desgenerellenVerhaltenslesEinflussesdesDatenfehlersind desreinenRegularisierungsfehlerseijetzt bereitsauf
[AT77, Gro84 Iva76 Lav67,Lou89,Mor84] verwiesenim Abschnitt9.3werdenwir die generellerEigenschaftederbeidenTerme
kurz Zusammerdssen.

32Auf diestabilisierndemindeventuellregularisierendeitigenschafterinerDiskretisierungwird defterenin derLiteraturhinge-
wiesenwie beispielsweis@ [AT77,Lou89,Mor84]. Hierbeiist die Schrittweiteh derDiskretisierunglerRegularisierungsparamete
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Wie im Kapitel 4.1 begiindet,kdnnenwir nicht annehmendalg® — g differenzierbaist. Wissenwir nur,
daR
lg"—gll= < (4.56)

gilt, dannseherwir sofort,dald
IDh(g° — 9)(x)] <

gilt. Um denEinfluR desDatenfehlersklein zu halten,miisserwir demnacth gro3wahlen.
Betrachterwir die AbschatzungdesGesamtfehles (der Regularisierung) so erkennenwir dasDilemma,
daR

(4.57)

Sl

h2
DhgE (0 = FOOI < Sl "l £ (4.58)

gilt. Bei gesbrtenDateng® kann der Gesamtfehlerlso nicht beliebig klein werden Ein Umstand,der
charakteristisclfitir alle schlechigestellterinversenProblemeist undin der Abbildung4.1 auf dieserSeite
skizziertist.

5.0

- --- Regularisierungsfehler

— — - Datenfehler
4.0 F —— Gesamtfehler 4
3.0 - .
20 - .
1.0 r .
0.0 : : : :

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

Abbildung4.1: Regularisierungsfehlefmonotonsteigend) Datenfehle(monotonfallend)und Gesamtfeh-
ler

Esist nunmoglich, denGesamtfehlebeziglich h zu minimieren.Diesediefert die optimaleSchrittweite

1
3 \3
ropt= () (4:59)
unddenGesamtfehleder Ordnung
0 (si) : (4.60)

Es gehtalsoein Drittel der Genauigleit der Datenim Ergebnisverlohren.Das groR3ereProblemist hier
aberoffensichtlich,daRdie optimale Schrittweitenicht nur vom Datenfehlere ablangtsondernauchvon
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der exaktenLdsungf! Eine Problematik,die desofterenin der Untersuchungur (optimalen)Wahl des
Regularisierungsparametéfdn Erscheinungritt.

DasProblemderBestimmungeinerapproximatvenL 8sungdie stabilunterkleinenAnderungerder Funk-
tion g ist, gehtalsotiberin3*:

1. dasAuffindeneinesRegularisierungs-Operatofg und

2. die Bestimmungdes(optimalen)Regularisierungsparameteys

wobei bei beidenPunktenzusatzlicheninformationeniiberdaskonkreteschlechtgestellteProblemewie

beispielsweisallgemeineEigenschaftedesmathematischeklodellsunddarausfolgendKenntnisseiber
Eigenschafterer Losung,aberauchgenaueKenntnissdiberden Fehlerder Funktion gé, beriicksichtigt
werdenmiissen.

Zum AbschluRdiesesAbschnittswollen wir nocheine, Kuriositat anmerlen:

Die Gleichung(4.44)wird regularisierbargenanntwennein Regularisierungs-Operatdiir dieseexistiert.
Dieseeigentlichsinnvolle DefinitionverleitethunmancheAutorendazu ahnlichHADAMARD’s urspiingli-
cherSchluffolgerungdallan mathematisch@roblemedie mit konkretenphysikalischerFragestellungen
korrespondierendie notwendigeBedingungder Regularisierbarkit gestelltwird. Unter dieserBetrach-
tungsweis&kannein (im neuererSinne),gut gestelltes Problemals ein regularisierbareangesehemwer-
den.Inwieweit dieseSchluR3folgerungauchein Fehlschlufdst, wird die Zukunft zeigen.Begiindetdurch
die Erkenntnis-und Wissenschafttheoriést esjedochmehrals fraglich, inwieweit mansinnvoll derartige
notwendigerBedingungemnmathematisch&lodellestellenkann,sodalRdiesezu ,realefi physikalischen
Problemerkorrespondieremwerden.Desweitersagtdie prinzipielle, theoretischéregularisierbarkit eines
Problemsnichtimmeretwasuberdie praktischeRealisierbarkit der Regularisierungaus|iva74.

4.2.5 Stabilisierung durch Anderung der Topologie

In folgendemwollenwir eineMethodezur StabilisierungeinesschlechigestellterProblemsvorstellendie
unseredVissensnachbisherseltenin der Literaturerwahntwordenist, die Stabilisierungdurch Anderung
der Topolagie®. Der hauptschlicheGrundfiir derenErwahnungim RamendieserArbeit ist der, daRsie
als Ausgangspunktur eine Weiterentwicklungbestehendeoder sogarzur Entwicklung neuerRegulari-
sierungserfahrendienenund interpretiertwerdenkann, waswir hier auch(implizit) anwenderwerden,
und dar;SGbestehend&eguIarisierungserfahrenebensoals Anderungder Topologieinterpretiertwerden
konnery®.

Beruhtdie SchlechtgestellhedesProblemsaufderUnstetigleit desinverserOperatorssokanndurcheine
Anderungder verwendeterTopologie Abhilfe geschaien werden.Es besteheroffensichtlichprinzipiell
zwei Moglichkeiten:

1) Die Wahl einerfeineren Topologiein Y ermiglicht die Stetigleit desinversenOperatorsim Fall, dalY
einHilbertraumist, bedeutetliesesaber dal’die Elementdn Y, die beziglichderinduzierterNormendlich

33wir verweiserdaraufauchkurzim Kapitel 8.

34ARSENIN und TIKHONOV [AT77] sprecherhier von einerReduzierunglesProblemsauf diesezwei Punkte Tatsachlichkann
jedochgeradedie BestimmungdesRegularisierungsparamas y zu groRenSchwierigleiten fiihren.Zwar sind einige Methodenzur
Wahl von y vorgeschlagemvorden,dochgriindendiesesich oftmals auf a priori Kenntnissaler VarianzdesRauschens? und auf
die konkreteprinzipielle Form desRegularisierungs-Operatorist die Varianza? nicht exakt bekannt,so sind viele dieserMetho-
denpraktischnicht anwendbafDav82]. DasProblemder Wahl vony soll hier im Kapitel 8 betrachtewerden.Fir weiteruhrende
Einzelheitenbeziglich der Methodenund der Problemebei der Bestimmungdes Regularisierungsparameteg®i jetzt schonauf
[AT77, Dav82, Mar82, BW82] verwiesen.

35Wir folgenhier derDarstellungvon A. K. Loulisin [Lou89].

36Djesestrifft beispielsweisauf dashier verwendetejm Abschnitt5.3 vorgestellte Verfahrenzur Regularisierungvon Integral-
gleichungvom Faltungstypzu; desweiterersieheKapitel 7
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sind, starkeingeschiinktwerden Der HilbertraumdieserElementest dannsoklein, daRdie in natirlicher
WeiseauftretenderiDatenfehlemicht mehrdarinenthaltersind.

2) Die zweiteM 6 glichkeit bestehtarin, einegrobete Topologie in X zuwahlen.StattStetigleit beziglich
derNormin X kannmandie Forderungdahingehen@bschvichendal3nur nochlineareFunktionaleauf
der gesuchteri dsungbeschénkt sind. Das fuhrt aberzu einer AbanderungdesgesuchterProblemsin
folgenderArt undWeise:

StattderLosungf von Af = g suchtmandie ,Momenté von f. Sei gegebenundhinreichendylatt. Es
gilt
W, ) = (WA = (A)'y,9) = (A (4.61)

dasheil3t,manhata-priori von derbekannter-unktionys die Funktion
A= (AH"y (4.62)

zuberechneminddanndasSkalarprodukinit denDatenzu bilden. Offensichtlichgilt

(W, ) = (WA g) < [IAl gl (4.63)

alsoist A~! beziglich derschwachereriTopologiein X stetig.

Betrachterwir wiederdasBeispiel(4.3) der DifferentiationausKapitel 4.1. Seialso
X
Af(x) = / f(t) dt =g(x)
0

Danngilt, gemBRdesobendagestellten:

(an f) = (lp;gl) = _<mlag) (464)

undsomitist
A=-¢ . (4.65)

Generellgilt, bei geeigneigegebenemund hinreichendglattemy, daldie FunktionA dannentwederana-
lytisch berechenbaist oder, zumindesprinzipiell, mit hoherGenauigleit undvor allemohneEinflud von
Datenfehlerrapproximiertwerdenkann.Die anschlieRendeodsungdesgeanderterProblemdst dannsta-
bil.

4.3 Klassifizierung schlechtgestellter Probleme

Die im Kapitel 4.2.3angeebeneDarstellungder verallgemeinerterinversemittels der Singurwertzer
legung (4.43) bietet eine anschaulicheM dglichkeit, schlechtgestellteProblemezu klassifizieren.n der
DarstellungsteherGliederder Form

O-H]-(ga Un>Vn

Ist die Funktiong fehlerbehaftetind sind die o, klein, sowerdendieseAnteile desFehlersverstrkt. Wie
stark diesesgeschiehthangtvom Fallen der Singukrwerteah Die SinguBrwertec,, ermbglichensomit
eineAussagédiberdenOperator Danebersollenjetzt qualitatve Zusatzinformationefiberdie Losungin
Form von Glattheitsaussagedrericksichtigtwerden.Konkretsollendie Zuasatzinformationeder Losung
betrefenddurch

f e HP (4.66)
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beschriebenverden wobei HP ein Sobole-Raumser” [Lou89, Iva76 Wer99. Die Starke der Zusatzin-
formationsoll sinrvollerweiserelatv zum Fallen der Singukrwertebetrachtetverden,waszur folgenden
Definition fuhrt.

Definition 4.6
SeiA € K(X,Y) nichtdegeneriert® mit singuiremSystem

{Vn, Un; On}nen

1. Existierta > 0, sodaf3c, = O(n~%) ist, dannnennenwir den OperatorA schlechtgestelivon der
Ordnunga.

2. Existiertp > 0, sodaf3|Inoy, > crP gilt, sonennerwir denOperatorA exponentiellschlechigestellt

3. Ist der Operatorschlechtgestelltvon der Ordnunga unddie L 8sungdesungesbrtenProblemsf €
HB, sonennerwir dasProblemschlechigestelltvon der Ordnung(a, B).

DieseKlassifizierungist fur lineareProblememaoglich, da hier eine Singulrwertzerlgungexistiert. Eine
anderemMethodezur Klassifizierungder Schlechtgestellthebvietetdie Verwendungder Sobolo/-Raume
zur Charakterisierungder,GlattungseigenschafténlesOperatorsA, wodurchdieserjetzt auchnicht mehr
unbedingkompaktzu seinbraucht Eswerdenjetzt fir A: L2 — L2 die Normenvon Af mit derNormvon
f verglichen,die Zusatzinformatioriiir f seiwiederumin derForm f € HP mit positiven gegebenWenn
esKonstantert; undc, mit

ol flli-a < [|AF[l 2 < call flly-a (4.67)

oder
cal|flf 2 < [[Af|lne < c2| ] 2 (4.68)

gibt, dannist dasBild Af um a Stufenglatterals dasUrbild f. Die obige Definition der Klassifizierung
schlechtgestellterProblemekanndannebensoverwendetverden.Habenwir namlich eine Singuirwert-
zerlggungmit X = L2, dannkanninsbesondere

€10, " < [|un[lne < 20

geschlossewerden Fir kleine Singubrwertemiissendie zugeldrigenu, starkoszillieren,damitdie H*-
Norm groRwird, d.h. zu kleinenSingurwertengetdrenalsobei schlechtgestelltenOperatorerstark os-
zillierende Funktionen.Im Spezialéll un(x) = €™ kannman sofort ablesendaRausder Glattungum o
Stufenfolgt, daBa, = O(n~?) gilt.

Der Gradder Schlechgestellthekannjetzt durchdie GroRena und 3 weitercharakterisiertverden.Dazu
wird die folgendeDefinition getrofen:

Definition 4.7
1. IstB> a, alsoB/(a + B) ~ 1, soist dasProblemschwachgestellt

2. IstB=a, alsoB/(a+B) ~ % soist dasProblemmaRigschlechigestellt

3. IstB <« a, alsoB/(a + B) = 0, soist dasProblemstarkschlechigestellt

Beispielehierfiir sind,derReihenach:

37zwarfolgenwir in diesemAbschnittdenDarstellungerin [Lou89], geberaberdazuabweichendlie Zusatzinformationetiberdie
Ldsungdurchdie Verwendungson Sobolo-Raumenan. L oui s formuliert die Zusatzinformationeebensalurchdie Singubrwert-
zerlgung deskompaktenOperatorsA repektve auf denRaumX, = & ((A*A)"/2), desserNorm duch die Singubrwertzerlgung
von A gegebenist, wasvorteilhafterbei der Formulierungder Theorieder RegularisierungkompakterOperatorenist. Da abereiner
seitsFaltungsoperatorenicht kompaktsind und andererseitsie Formulierungiiber Sobolw-Raumemit der Formulierungiiberdas
singulire Systemim wesentlicheraquivalentist [Lou89], haberwir hier gleichdie Sobolow-RaumVariantegevahit.

38Hat der (kompakte)OperatorA einenendlichdimensionaleBildbereich® (A), sowird A degeneriertgenannt.
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1. DifferentiationeinerglattenFunktion,
2. Radon-Tansformatiormit Anwendungdn der ComputefTomographia =3 = %),

3. Fredholmschéntegralgleichungemit glattemKernundnicht glatterLdsung.

Daneberexistierennatirlich nochdie in der Definition 4.6 erwahntenexponentiellschlechtgestellterPro-
bleme,wie beispielsweiselasRiickwartsrechnein der Zeit bei derWarmeleitungsgleichurig.

Die Ausfuhrungenzur KlassifizierungschlechtgestellterProblemeerganzend sei hier bereitserwahnt,
dafR3eine zur SinguBrwertzerlgungformal analogeZerlegung von Faltungsoperatoresxistiert, die eine
UbertragunglerebendamgelegtenErgebnisseind Konzeptebei kompakterOperatorenin einemgewissen
Rahmengrlaubf®. Wie wir im Abschnitt5.3.2nochnaherdarlegenwerden,wird durchdenAusdruck®
(5.46),

(k £)( / k(g)f(&)et dg | (4.69)

eineZerIegung42 von Faltungsoperatoregegeben GenalRder Zerlegung (4.69) ubernimmtdie Transfor
mierte k des Faltungslernsdie Rolle der SinguBrwerte,womit und dem Zusammenhangon Sobolor/-
Raumenund der FourierLaplaceTransformatiorunmittelbaf folgt, daRwir andemVerhaltenvon k re-
spektize k=1 fur |€| — o (unmittelbar)denGradder SchlechtgestellthedesEntfaltungsproblemablesen
kdnnen.

DiesenAbschnittnunabschlieRendyollen wir nochauf dasKorollar E.1im AnhangE UiberdenGradder
SchlechtgestelltheliestimmtelEntfaltungsproblemainweisen.

39DiesesBeispielwird ausfihrlichin [Lou89] behandelt.
40wir wollen diesbeiiglich auchauf[AT77,Gro93 Lou89, Wer95]verweisen.
“siehedort Seite76 und manbeachtalie Bemerkungerzu der Zerlegung(5.46)

42Wir wollen andieserStellewiederdaraufhinweisen daRwir hier die FourierLaplaceTransformatiorbetrachtenalsoin (4.69)
sowvohl die Fourier als auchdie (zweiseitige)Laplace-Tansformatiorabgedeckist; ein zu (4.69) entsprechendekusdruckfur die
Mellin-Transformatiorerhalterwir wiedervermbgeder Variablenubstitutioneh= —In(x) unds = i§.

“3siehediesbeiiglich beispielsweis@_ou89, Smi88 Wer95]
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Kapitel 5

Regularisierungs\erfahren

In derLiteraturist eineVielzahl von Regularisierungserfahrenvorgeschlagemvorden.im folgendenKa-

pitel solleneinigederwichtigstenvorgestelltundbesprochemerden Bei derPrasentatiorder Regularisie-
rungs\erfahrenwollen wir unsaberhauptsichlichauf die hier verwendeteVerfahrert konzentriererund

weitereRegularisierungserfahrennur kurz vorstellenodersogarnur erwéhnen Bereitsin [Ros95 haben
wir austihrlichereinigederwichtigstenRegularisierungserfahrenundderenKonzeptevorgestellt.Fir de-
tailierte und bessereDiskussionerund fur austihrliche Ubersichterder verschiedeneWerfahrensei auf

die Litnezraturhinge/viesen,vvobeiwir insbesonderfAT77, lva76 Lav67, Lou89 Mor84, Gro93 empfehlen
wollen“.

5.1 Regularisierungkompakter Operatoren

Wendenwir unsspeziellenRegularisierungerkompakterOperatorereu. Zwar ist der Integraloperatoder
Integralgleichung(2.13), da es sich hier um einenFaltungsoperatohandelf, nicht kompakt,doch kann
ausder RegularisierungkompakterOperatorerschoneinigesiiber die Regularisierungnicht-kompakter
(Faltungs-)Operatoregelerntwerdenjnsbesonderdaeinezur Singurwertzerlgungformal analogeZer-

legungfiir Faltungsoperatoreexistiert*; daraufwerdenwir spateraustihrlicherzu sprecherkommen.

SpezielleReagularisierungserfahrenfiir kompakteOperatorerkdnnenwir nunausgehendon dessersin-
gularwert-respektve Spektralzerlgung(4.40)

Af = Z 0n<f,Vn)Un
n
undderDarstellungderverallgemeinerteimversen4.43)

ATg = Z O-E:L(g: Un>Vn )
n

ebensalurchdesserSingubrwertzerlgung,erhalten Fur reelh/vertigeFunktionerify aufdenSingukrwer
tenvon A definieenwir [Lou89]

1Genauemerdenwir hier, mit Variationen gin Verfahrenverwendenwobei der Grund dafur im folgendemsicherklar werden
wird.

’Diese Empfehlungsei nicht als eine Wertunggegeriiber anderenAutoren zu verstehersondernspiegelt nur den persnlichen
GeschmacklesAutorswider.

3sieheKapitel 2.5und2.5.1und[Wer95]
4sieheFuRnote37

67
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Tg=_ 07'F(0n, 0) (g, UV - 61
n

Die FunktionF, wird alsFilter, aberauchalsstabilisieendeFunktionoderStabilisatoP, bezeichnefAT77,
Lou8y9. Hé‘mgtlfy nicht von g ab, soist der Regularisierungs-Operatdk, linear, andernélls ist T, nicht-
linear Im weiterenwerdenwir uns, soveit wir esnicht explizit erwahnenwerden,auf lineare Regulari-
sierungenbeschanken. Ubrigensgilt, falls AT unbeschinktist, nachdemSatzvon BANACH-STEINHAUS
[Lou89, Wer9g:

| Tyl| = oofry— 0

Man trifft nunfolgendeDefinition:

Definition 5.1
Dasvong unablingigeFilter® lfy hei3tregularisierendfiir denOperato”A), wenngilt
suplRy(on)oy | =c(y) <o, (5.2)
I\jor;% F(on) =1 punktweisén o, (5.3)
|Fy(on)| <c firalleyundo, . (5.4)

Esgilt nunderwesentlicheSatZ [Lou89], denwir ohneBeweisnur angebemwollen:

Satz5.1
Die durchein regularisierendegilter erzeugteOperatorerlly sind Regularisierungervon AT mit [ITyll =

c(y)-

Der Ansatz(5.1) Uberdie Funktion Ify bildet die Basisfiir die Theorieder RegularisierungkompakterOpe-
ratoren.Dieserist auchdeswgenvon Bedeutungdagezeigtwerdenkann,dalviele derbedeutendeRe-
gularisierungserfahrenwie die Tikhonovs-Phillips Regularisierung iterative Verfahrerwie die Landweber
Iteration, Projektionsverfahen dasVerfahrender konjugiertenGradienten aberauchausder Statistikab-
geleitetewie die Bayes-Seétzung sichauf einenFilter abbildenlassefi [AT77, Lou8d.

Bemerlenswertist es Uibrigens,dal3bei denrein auf dasFilter lfy basierenddregularisierungserfahren,
wenn also ausgehendon (5.1) und der Definition (5.1) ein Filter zur Regularisierunggesuchtwird, in
der Literatur und der Praxissich auf dasFilter der sogenanntembgesdnittenenSingulirwertzerlgung
respektedenidealenTiefpall dasFilter der Tikhonov-Phillips Regularisierung oderim Falle desinversen
Faltungsproblemauf Gaussartig&ilter beschanktwird?®.

Eine kleine Bemerkungnochzum EndediesesAbschnitts:Auch wennviele der bedeutesteRegularisie-
rungs\erfahrersichaufeinFilter abbildenassensobedeutetiesesiochlangenicht, dalfir die praktische
Regularisierung(5.1) mit demdazugelrenderFilter geeigneteist. Die Problemeliegenzum einendar
in, daRdie SinguBrwertzerlgungenin einer (numerischlauswertbarefrorm vorliegenmiussenund zum

5Die BezeichnungerStabilisatoroder stabilisierendéeunktionwerdenin der Regularisierungvon Faltungsgleichungebenutzt;
siehe[AT77).

6Da essich hier um einentechnischemBegriff handeltheiRtestatsichlichdasFilter undnichtderFilter.

“In derPraxisrespekitie historischist mannafirlich geradeandersheruniorgegangenmansuchtdie Bedingungendie dasFiItenfv
erfilllen muB,um einenRegularisierungs-Operatdi, zu erzeugen.

8Die allgemeinsterormulierungder Tikhonov-Phillips Regularisierungst detailiertin [AT77] und [Lou89] dagestelltund kurz
in [Ros93 und hier im nachfolgendembschnitt5.2; weiter sei be4iglich der Tikhonov-Phillips Regularisierungauf [lva76 Lav67,
LBP91, Mor84] verwiesen. Iterative Verfahrenwie die Landweberteration,die wir kurz im Abschnitt5.4 vorstellenwerden,das
Verfahrender konjugiertenGradientenProjektionserfahrenund einigeausder (Bayesschentatistikabgeleitete/erfahrenwerden
beispielsweisén [Lou89] diskutiert.

9siehe[R0s99 undKapitel 6 undden(diesbefiglichen)Bemerkungerin [Dav82]
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andereran den(moglichen)oszillatorischerVerhaltender Funktionenu, und vy, beikleinenSingukrwer
tenc, [Lou89, LBP91]. Nichtsdestotrotst die Darstellung(5.1) fur die Untersuchungler (theoretischen)
EigenschaftenerRegularisierungserfahren(kompakteitOperatorenyon unscltatzbarenert.

5.2 Die Tikhonov-Phillips Regularisierung

Aufgrundseinersavohl praktischalsauchtheoretiscHundamentale®Bedeutungwollenwir im folgendem
Abschnittkurz die Tikhonov-Phillips Regularisierungvorstellen;austihrlicherhabenwir diesesbereitsin
[Ros9] gemachtFur detailierteDarstellungerdiesesRegularisierungserfahrensseinatirlich, dahier ei-
nerderVaterdesVerfahrensselberschreibtauf dasBuchvon ARSENIN und TIKHONOV [AT77] unddes
weiterenauf [Lou89, lva76 Gro93 verwiesenBezlglich der Anwendungder Tikhonov-Phillips Regu-
larisierungauf (kompakte)FredholmschdntegralgleichungerersterArt wollen wir noch besondersauf
[Gro84 hinweisen.

Die Tikhonov-Phillips Regularisierungoeruhtim wesentlicherauf der ExtremalisierungMinimierung)ei-
nes(quadratischerffunktionalsDer Klarheitrespektve ,Einfachheit wegenseienX undY Hilbertraume.
Wir nehmenan, da3die GleichungAf = g; eineeindeutigel dsungf; € V, wobeiV C X gelte,besitze.
Dannkdnnenwir die Minimierung desDefektesder verallgemeinerteh dsung(4.23)aufV beschanken,
wir habenalso

inf [|AT ~g]| (5.5)

zu bestimmenDiesesist jedochein schwierigzu |dsendesestringiertedMinimierungsproblemyvelches
nur danneine(eindeutige) dsunghat,wennzusitzlicheBedingungererfillt sind[Mic62, AT77, Iva74.

Mit Q[f] seinunein stetigesauf A((A) strikt korvexes,nicht-negativesFunktionalauf X bezeichnetund
wir betrachtenm folgendemspezielt°

V={feX:Q[f]<p?} . (5.6)

Wir kbnnennundasrestringierteMinimierungsproblen{5.5) mit Hilfe derLagrangescheMultiplikatoren
in einunrestringierteir

MYE, g = [|Af —glI?+VPQ[f] (5.7)

Uberfuhren[Mic62, AT77, Lou89. Das Funktional MY[f,g] wird als Tikhonov-Phillips Funktional be-
zeichnetder StraftermQ[ f] wird in diesemZusammenhangtabilisieendes-unktional Stabilisatoroder
auchglattendesFunktionalgenannfAT77, Lou89. TikHONOV hatteurspiinglich Q[f] = || f||> benutzt,
PHILLIPS verwandteQ[f] = || f”||2.

Esseinuninsbesondere
Q[f] =|Bf|” , (5.8)

wobeiB : AL(A)+ — X mit D(B) dichtin AL(A)*, und(B*B)~1: A[(A)* — X seistetig[Lou89, AT77]. Es
existierealsof3 > 0 mit
BN > BIIfll - (5.9)

DasTikhonov-Phillips Funktionalergibt sichdannzu
MY[f,g] = [|Af — g+ V[IBF> . (5.10)

Esqgilt jetztderwichtige Satz,desserBeweisin [Lou89, AT77] zu findenist:

10Beziglich weitereEigenschaftewon Q[ f] seiauf[AT77,Lou89, Gro93 verwiesen.
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Satz5h.2
Sei

C=AA+VBB . (5.11)

DannléstdasminimierendeElementf, von MY[f,g] aus(5.10)die regularisierteNormalgleichung

(A'A+yB'B) fy=A*g ; (5.12)
also
fy=C'A'g , (5.13)
und
* E3 -1 %
Ty = (A'A+yB'B) A (5.14)

ist ein linearesRegularisierungserfahren.

Auf BasisdesobigenSatzess.2 lassensich nun numerischregularisierteL dsungerdirekt gewinnen,oh-
netatachlichdasFunktionalnumerisch(5.10) zu minimieren.Wesentlicheiist jedochdie Bedeutungles
Satzes$.2 bei derweiterenUntersuchunglertheoretischertigenschafteer Tikhonov-Phillips Regulari-
sierung.

Dasaufseinetheoretischeltigenschafteammeistenuntersuchteindsoin derPraxisammeisternverwen-
detekonkreteFunktional Q[f] ist dasfolgende:Es seinun %%’ der Raumder Funktionendie quadratin-
tegrabelverallgemeinerté\bleitungenbis zur Ordnungp besitzenjn anderenNorten,ein Sobole-Raum
desserMetrik durch

1/2

b p " 2
||f1—fz||w;={/qu<x)(ddfx(,x)) dx} =it (5.15)
q =0

definiert! sei.Die Integralgrenzerm undb kdnnensanvohl endlichalsauchunendlichsein,wobeidg, g, .- . , Qp—1
gegebenenicht-neyative, stetigeFunktionenseienund gp(x) einegegebenepositive, stetigeFunktionsei.
Esist sehrwohl bekanntdalf3 fur jedesp, der Sobole Raum‘wzp ein Hilbert-Raumist, unddasjedeabge-
schlossenelille in diesemkompaktin C (bzw. in derMetrik C) ist [Wer95 AT77]. Daraudolgt dasfur die
Praxiswichtige Ergebnis:Suchernwir die regularisiertel dsungin denRaumfl/VZp mit demstabilisierenden
Funktional

b p " 2
Q[f]=/2qr(X)(dde(rX)) dx (5.16)
a =0

danngilt derSatz5.2.Minimiert alsodie regularisierte 6sungfy, unterderNebenbedingunfjAf — g¥|| =,

dasstabilisierendé&unktional(5.16),sowird diese bis zur Ordnungp, die ,glattesté (smoothest}runktion
sein,die dieseNebenbedingungrfullt [AT77, Iva7q. In diesemFall wird alsodie exakteLdsungf; durch
die bis zur Ordnungp glattesterl dsungapproximiert.Stabilisatorerder Form (5.16),bei deneng; (x) > 0

furr=0,1,2,..., p—1undgp(x) > 0 gilt, werdendemRechnundragendallgemeine)Stabilisatoender
Ordnungp genanntlst jedederFunktionerg, eine(positve) Konstantesoheil3erdieseStabilisatorerent-
sprechendbtabilisatoender Ordnungp mit konstanterKoefizienten Offensichtlichist der Stabilisatorder
Ordnungp eineVerallgemeinerungervon TIKHONOV und PHILLIPS urspiinglichbenutzter-unktionale.

Die konkreteWahl desstabilisierenderFunktionalsQ|f] ist natirlich auchdurch daskonkreteProblem
bestimmt.Doch,ahnlichderBestimmunglesRegularisierungsparametefg= y(¢,gt)), auf die wir spater
im Kapitel 8 nochaustfihrlicherzu sprecherkommenwerden,ist dasFunktional Q[ f] fur ein gegebenes
Problemsicherlichnicht eindeutigbestimmt- wasdemKonzeptder Regularisierunggevissermafieauch
widersprechemwiirde.Wie DAV IES [Dav82] daraufhinweist,deutetder Sachwerhalt,dallim Vergleichzum

11zur Definition der Sobole-Raumesiehe[Lou89, lva76 Wer95.
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Problemder optimalenBestimmungdesRegularisierungsparameteysvenigerUntersuchungeaur Wahl
desstabilisierendefrunktionalsQ[ f] existieren,auf die Schwierigleit diesesProblemshin'?,

Wir wollen noch auf dasfolgendehinweisert®: Das Tikhonov-Phillips Funktional MY[f,g], Gleichung
(5.7)bzw. (5.10),wird in derLiteraturauchfolgendermaleformuliert:

MYE, g = |Af —glZ+VIIFIE - (5.17)

Hierbeiseien|| - [|1 und|| - ||2 die NormenzweierHilbertraumeH; und Hz. GenRdesSatzes.2 ist die
Losungfy, desFunktionals(5.17)jetztdurchdie Normalgleichung

(AA+Y) fy=A'g (5.18)

wobeil der Einheitsoperatoist, gegeben Wiirdenwir firr Hy beispielsweiselen Sobole-Raum# an-
setzenso fuhrt unsdiesesgenmall desebengesagtenauf dasstabilisierendd-unktional (5.16), also auf
Stabilisatorerp-ter Ordnung.Dem entsprechendonnenwir denOperatoB in (5.10)alseineArt ,Erzeu-
gungsoperatérderNorm desH;-Raumesnterpretierenln diesenSinnebesitztdie Darstellung5.17)eine
hdhereAbstraktion beziglichderRegularisierungn Hilbertraumenalsdie Darstellungerf5.7)und(5.10).
Es seinochbemerkt,daf3viele der allgemeinerEigenschaftemer Tikhonov-Phillips Regularisierungauf
derBasisderDarstellung(5.17)abgeleitetvordensind*®; sobasiererdie globalenKorvergenzeigenschaf
ten beziglich y der unterschiedlicherrehlerquelle®® bei der Tikhonov-Phillips Regularisierung die wir
im Abschnitt9.3.1auf der Seite166f undim Abschnitt9.3.2auf der Seite172f angeberwerden,auf der
Darstellung(5.17).

Zum AbschluRwollen wir nochauf ein weiteresoft benutztestabilisierende§unktionalhinweisendafd
in der Literatur jedochwenigerim Zusammenhangit dem Tikhonov-Phillips Funktional(5.7) erwahnt
wird, sonderim RahmenrderEntwicklungstatistischeMethodenbasierendguf derBayesschestatistik,
zur Stabilisierunguind RegularisierungschlechgestelltefProblemeabgeleitetvird. Eshandeltsichhierum
dasFunktionalderMaximum-Entopie Methode

Q[f]:—S:/f(x)Inf(x) dx (5.19)

welchesebensom Rahmerdes(allgemeinenYikhonov-PhillipsFunktionalg5.7) abgeleitetverderkann'®.
Esist zubemerlen,dalwir mit (5.19)nur daseinfachstmoglicheEntropie-Funktiondi’ anggyeberhaben.
Esexistierennochweitere , derengenerelleStrukturaberdervon (5.19)entspricht.

5.3 Die Regularisierungvon Faltungsgleichungen

Wendenwir unsnunim folgendemspeziellder Regularisierungvon Integralgleichungerwom Faltungstyp
zu,wie unserProblemdesphanomenologischeAnsatzesler DielektrizitatsfunktionamorpheiSubstanzen

12paviEs beziehtsich konkretauf stabilisierendeFunktionale die durch Q[ f] = ||Bf||? (Gl. (5.8)) darstellbarseien,dochtrifft
seinKommentargenerellzu, d.h. die quasigenerischeBestimmungeines(optimalen)Regularisierungserfahrers, allein schondie
Bestimmungeinesgenerischefrunktionalsja sogamur weiterer alternatver FunktionaleQ[ f], scheintein fundamentaschwieriges
Problemzu sein.Die Arbeitenvon TIKHONOV und ARSENIN in [AT77] gelbren iibrigens,unseresVissensnach,zu denwenigen,
die Q[f] nebendeshier dagelagyten allgemeineruntersuchensieheauchhier den Abschnitt 6.1. Das Gesagtetrifft auchauf die
stabilisierendelI"Funktionerify zu,dieim Abschnitt5.3.2eingefihrt werden.

13pie nachfolgendurzeDarstellungwird beispielsweiseon GROETSCH in [Gro84] versandlichund detailierterausgeihrt.
l4siehebeispielsweis¢GKM82, Gro93 Morg4]
5sieheAbschnitt4.2.4,Seite60

18siehebeispielsweis§Gro93; bediglich DetailsderMaximum-Entpie Methodeseiauf[SG85 WW99, WW92] unddendortigen
Referenzenyndbeijenennochinsbesonderauf[Jay57 Jay6§, verwiesen.

I7wir wollen daraufhinweisendaRessichi.a. bei denin der Maximum-Entopie MethodeverwendeterEntropiebgriffs um den
derinformationstheoridhandelt,derwiederumausder Statistikfolgt.
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(2.13) bzw. (2.47) einesist'®. Bevor wir uns einer konkretenRegularisierungdes Problems(2.13) bzw.
(2.47)zuwendensoll natirlich ersteinmabuf spezielleRegularisierungemesinversenFaltungspoblems
bekanntemls Entfaltungbezeichneteingeggangenwerden.Dabeiwollen wir allgemeindie Problemebe-
trachtendie vermbgeder Fourier respekive der komplexen Fourier-Laplace-und Mellin-Transformation
(formal) gelostwerdenkdnnen.

5.3.1 Die verallgemeinertelnversebei Faltungsgleichungen

Bevor wir unsjedochder (speziellen)Regularisierungder Faltungsgleichungeruwendenwollen wir zu-
erstderenMoore-Penrosesderverallgemeinerté dsund® untersuchengenngenaRderallgemeinerDe-
finition 4.5 ist eine Regularisierungeine Approximationder verallgemeinertemnversé®. Konkretwollen
wir die Integralgleichung2.47)derDichtefunktionw untersuchenderenallgemeineStruktur

9% = [ kix-y Lyy) dy (5.20)

0

0

ist’1, Wie wir im Abschnitt2.4.2bereitsgezeigthaben kdnnenwir die Losungdieserintegralgleichungm
Mellin- respekive FourierLaplaceRaunt? als

f9=29 (5.21)

angebenwobei wir selbsterstindlich (implizit) die Existenzder Mellintransformiertenf, § und k der
Funktionenf, g undk unddie Giiltigkeit einesFaltungssatzeder Mellin-Transformatiof® vorausgesetzt
haben.

GenaRdesSatze$* 4.2 ist die verallgemeinerténversef = A'g die eindeutigel dsungder Normalglei-
chung(4.30),
A*Af = A'g (5.22)

in ® (A*). Die Normalgleichund’5.22)nimmt hier alsodie konkreteForm?®
[ ) <) m - [ )
0/ e K (:€) 0/ dyk(ey) - = O/ € k() 9(&) (5.29)

an; manbeachtenochdie - trivialerweise- Gultigkeit von k*(&x) = k*(x§). Wendenwir, entsprechender
Vorgehensweiseur LosungderIntegralgleichung2.47)respektve (5.20),auf die obigeNormalgleichung
(5.23)die Mellin-Transformatior(2.29)undsukzessi einenentsprechendeeigneterraltungssat? an,so

18sieheKapitel 2.5und2.5.1
19sieheAbschnitt4.2.3und[AT77,Iva76 Lav67,Lou89, Mor84, Gro93]
20Esseiauf die diesbefiglichenBemerkungerauf Seite60 zur Definition der Regularisierungm Abschnitt4.2.4hingaviesen.

2wir wollen daraufhinweisen,daRwir mit der Substitutiony — 1/y und der entsprechendefiransformationemer Funktionen
k, g und f die obigeGleichung(5.20)in die fur die Mellin-TransformatioriiblichereForm (5.42) (sieheSeite76 im nachfolgenden
Abschnitt5.3.2)und anschlieRenanit denSubstitutionery = et undx = e~', undwiederumzuziglich der entsprechendefrans-
formationerderFunktionendieseGleichungin die fur Faltungssgleichungekannteréorm (5.40)bringenkdnnen.Dasfolgendegilt
somitebensdir dieseArten von Faltungsgleichungen.

22gieheauchGleichung(2.50)auf Seite16
23sieheauchAbschnitt2.4.2und [Doe71, EMOT54, Tit67]
24sieheAbschnitt4.2.3und [Lou89]

25Wir notierenhier, um die Strukturder Normalgleichungzu erhalten die Integrale als Operatorenwie esin der physikalischen
Literaturauchnichtuniblichist.

26Es seiwiederumauf Abschnitt2.4.2, besonderslort auf Gleichung(2.32) auf Seite13, und desweitererauf [Doe71, EMOT54,
Tit67] verwiesen.
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transformierssichdie Normalgleichundn denMellin- respektve FourierLaplaceRaumzu

f(s—1) k(1—9) k*(s) =§(1—s9) k*(s) (5.24)
worausmit der Substitutions = s— 1 unmittelbar
f(g = ﬁg:g (5.25)

folgt. Diesesist abergeradedie obenangeyebend_dsung(5.21) der Integralgleichung(5.20)im Mellin-
Raum.Wir habealsogezeigt:

Existiertdie LosungeinerFaltungsgleichunglsinverselntegraltransformationdannist die
Moore-Penrosé dsungmit jenerLdsungidentisch.

Rufenwir uns die Bemerkungerim Kapitel 2.5 auf Seite 26 zur Eindeutigleit der Mellin- respekive
FourierLaplace Transformationins Gedachniszuriick und bericksichtigenwir die allgemeinenEigen-
schaftensowvohl derMellin- respekive der FourierLaplaceTransformatioralsauchderenFaltungsétze”’,
besonderglie Transformatiorvon Integration und Differentiationzu algebraischer®perationerund die
TransformatiordesFaltungsproduktzu einemalgebraischeroduktder Transformiertensoist die Iden-
titatder (transformierten). dsungmit der (transformiertenMoore-Penrosé dsungnicht nur nichtwirklich
verwunderlichsonderrbereitszu erwartengewesen.

AbschlieRendkodnnenwir alsofesthalten:DasnachfolgendespezielleRegularisierungserfahrenfur Ent-
faltungsproblemedasauf der Darstellungder (formalen)Losungals inverseMellin- respektve Fourier
LaplaceTransformatiorberuherwird, ist somitebensceinesfirr die Moore-Penrosé dsungentsprechend
dervon unsvorgestellterallgemeinsterbefinition 4.5 der Regularisierung.

5.3.2 Dasgenuinauf stabilisierendenFunktionen basierendeRegularisierungs\er-
fahren

Damit die Grundideeder nunvorgestellterMethodedeutlichwird, betrachterwir (nochmals)dasVerhal-
ten der Integralgleichunggegerniber Fehlernder rechtenSeite,alsodie Ursacheder Schlechtgestelltheit,
jetzt untersuchim Rahmender Integraltransformationenespekive der IntegraltransformiertenDie hier
betrachteténtegralgleichung® (2.13)hat, zur Erinnerung die Form:

E* () = / k(er) p(T) d (5.26)
0

derengenerelleStruktur die einer MellinschenFaltungist. Die linke SeiteE* der Gleichung(5.26) sei
wiederumnur approximatv bekanntunddieseseidurch

E"(w) = E; (w) + v(w) (5.27)

damgestellt®, wobei E; die ungesbrte, theoretischeFunktionund v eine stochastischegen Fehlerbzw.
dasRauschemodellierendeFunktionsei. Beziglich der Losungder Integralgleichung(5.26) bzw. deren
Transformiertém Mellin-Raumgilt dann:

. E*l-9 E(l-9 91-9
P =K1=s ~ Ka-s TKa—9

(5.28)

27ausfiihrlich und ausgezeichnetverdendiese Eigenschafterbeispielsweisevon DOETSCH in [Doe71] und TITCHMARSH in
[Tit67] behandelt.

28Dasnachfolgendgilt naiirlich entsprechentlir die Integralgleichungder Dichtew, Gleichung(2.47).
29siehebeispielsweis¢AT77, LBPI1, Dav82, RC82 Mil74, BW82]
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wobei wiederum p die Mellintransformierteder gesuchterFunktion p, K die Mellintransformiertedes
Integralkernsk, ¥ die Mellintransformierté® vonv undE; die Transformiertevon E; bzw. E+ die Trans-
formierteder FunktionE™* sei.

Fur die theoretischeanalytische 8sungbei exakt bekannteFunktionE; gilt3*:

E+(s) =K(s) pr(1—9) (5.29)
bzw. .
_ . B9
pr(s) = K=y (5.30)
somitbeklommenwir 51
B(O) = Pr(9+ g g 5.31)

die (formale)Mellintransformierteder (analytischen). dsungderintegralgleichung’5.26)beiapproximaty

bekannteFunktionE*. Esscheinfetztnaheliggendzu sein,alsapproximatve LosungderGleichung(5.26)

beiapproximatv bekannteFunktionE* die Funktionzuwahlen,die wir durchdie inverseTransformation
erhaltenwirrden,alsokonkretdie Funktion

C+ioo

C—io

p(1)

C+ioo

= m(r)+2im/d51_s%

3 (5.32)

C—io

DieseFunktion(Gleichung(5.32)konntejedochaufgrunddermdglichenDivergenzerdesletztenintegrals
nicht existieren.Zwar strebthier K gegenNull fir |is| — 32, und auchdie FunktionV sollte, aufgrund
allgemeinerEigenschafterder Mellintransformiertengegen Null fur |is| — o strebeR®, dochist dieses
asymptotischeStrebender beidenFunktionengegenNull nicht koordiniert, solangev, und somitauchV,

von stochastischeXaturist. Deswegenkonnte

V(1-9
Ki—s ° (5.33)
als Folge der stochastischeNatur der FunktionVv und der darausresultierenderkinfliissegrof3er|is| auf
(5.33),keineinverseMellin-TransformatiorbesitzenDoch auchwenn(5.33) eineinverseTransformation
besitzenwirde, so kann die Abweichungder Funktionv von Null, gemesserin der C- oder L,-Metrik
odereinerbeliebigandererMetrik desRaumsyY, beliebiggroBwerden.In anderenNortenkanndie inver-
se TransformiertedesAusdrucks(5.33),im Sinneder Norm, beliebigund unkontrollierbargrofd werden.
Tatsachlichwird eshier sogarsosein,daRaufgrundderexponentiellerDivergenzder ReziprolenK ~* der
Rauschtern¥ exponentiellverstirkt werdenwird.

Offensichtlich:Eineapproximatve L dsungderIntegralgleichungdnnenwir alsonichtdadurchgewinnen,
indemwir in die exakte,analytische_dsungdie nur approximatv bekanntg=unktionE* einsetzenDiese
,Losung kdnntenicht existieren,und selbstbeiihrer Existenz,der ExistenzdesAusdrucks(5.32),wirde
sie instabil gegerilberkleinen Abweichungernvon E* sein. Der Grindefir dieselnstabilitat liegen, wie

30Die FunktionV existiert, strenggenommennur im Rahmender Theorieder Distributionen,d.h.v und ¥ miisserkorrekterweise
als DistributionenaufgefRtwerden[Str633; siehehier auchdie diesbeiigliche Bemerkungund FuRnoteauf Seite134im Abschnitt
8.2.2.

3lsiehedie analytische6sungder Integralgleichung?.44bzw. 2.45
32sieheKapitel 2.5

33piesegyilt, wenny alsMellintransformiertém herldmmlichenSinneexistiert. Fasserwir v und? alsDistributionenauf, somuR
v fiir |is| — o nichtgegenNull strebensiehediesbeiglich beispielsweis¢BB93, Doe71, Lig66, Tit67]
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ebendagestelltwordenist, sovohlim Verhalterder Transformierterv respektve von (5.33)fiir |is| — w034
alsauchin demgenerelldivergenterVerhalters® von K= firr |is| — 0. Natiirlich ist diesallesletztendlich
die Manifestationder SchlechtgestelltheiterIntegralgleichung’5.26).

Betrachterwir nunfir einegegebend-unktionk denlinearenOperator

Af =kxf=g , (5.34)

wobeiwir mit ,+* allgemeineineFaltungsoperatiosymbolisiererwollen. Auf die konkreteForm derFal-
tungsgleitiung(5.34)werdenwir gleichzu sprechetkkommen Esseiwiederf € X, g € Y, undwir nehmen
an,daRdie Losungder Gleichung(5.34)existiereund eindeutigsei. Mit I soll einelineare Integraltrans-
formation(z.B Fourier-, ein- oderzweiseitigeg(Fourier)Laplace-oderMellin-Transformationyymbolisiert
werden Dieseangavandtauf die Faltungsgleichung5.34)ergebé®:

IAf] = I[f]=§(m) . (5.35)
AngenommengerOperatorA besitzeganzallgemeineine Struktur, die unsermdglicht,
1[f] = f(w) (5.36)

in die Form 3
f(m) = W(§(w),w) (5.37)

zubringen.UnterderVoraussetzunderGlltigkeit einesFaltungssatzeslie Funktionenf undk mogendie
diesbeiiglichenEigenschafteesitzenalsoder Gultigkeit von

I[k f] = I[K - I[f] (5.38)

beZziglich derIntegral-Transformation?, gilt offensichtlich

w(§@),m) = 32 _ fw) . (5.39)

Die Gleichung(5.39)ist z.B. gultig bei, und nun kommenwir zu den mdglichenkonkretenFormender
Gleichung(5.34),Faltungsintgralender Form:

a)

0

K(t) * f (1) = / k(t—1) f(T) dT | (5.40)

—00

bei derwir als Integraltransformation’ die Fourier oderdie (Fourier)LaplaceTransformatioran-
wenderkodnnen,

b)

t
K(t) + f(t) = / k(t—1) f(1) dt (5.41)
0

(wobei hier k(t) = f(t) = 0 fur t < 0 gelte), bei der wir die (einseitige)Laplace-Tansformation
anwenderkdnnenund

34Djeseswird sensitv durchdie stochastischalaturvon ¥ bestimmt;mansieheauchz.B. [AT77, Mil74]

35Die Divergenzvon K1 fur lis] — « folgt, wie bereitserwahnt, direkt ausdenallgemeinerEigenschaftermler Integraltransfor
miertender FourierLaplace-respekire Mellin-TransformatiorjDoe71, Doe72 Tit67].

36Mit %(w) seidie Transformierteder Funktionx bezeichneti[x] = X(w)



76 KAPITEL 5. REGULARISIERJNGSVERRRHREN

<)

[

t dt
k(t)ﬂ(t)z/k(;) (o~ (5.42)
0
beiderwir die Mellin-Transformatioranwenderkdnners”.

Wie wir im voranggangenem\bschnitt(5.3.2)gezeigthabenwerdendie Griindeder Schlechtgestelltheit

derFaItungsgIelchunQS 34),genaueder Instabilitat derenLdsung,in demasymptotischeiverhaltendes
Quotiente ké ) n2= fir |m| — « liegen.Um die stbrenderEinflissebei hohen,Frequenzeéhw zu eliminieren
und eine stabile Approximationder Losungder Gleichung(5.34) basierendauf der analytischerLdsung

(5.39)zu erhaltenjst esnunnaheligend,eine(mogliche)Regularisierungdurch

T = I [Fy(w) Y(§(m),w)] (5.43)

zudefinieen Die Funktionlfy wird hier ebensowie beiderim Abschnitt5.1 vorgestellterRegularisierung
kompakterOperatorenalsFilter, stabilisieendeFunktionoderStabilisatorbezeichnet.

Konkretisiererwir diesesam Beispielder FourierTransformatiof®, betrachterwir alsodie Faltungsglei-
chung

= [ =i dy (5.44)

wobeijeweils X undY derHilbertraumL? sei.Der Faltungssatzer Fourier TransformatiojDoe71, Tit67]
besagbekanntlich: .
F(fxg) = (2mV/23fg | (5.45)

unddieserliefert so eineeinfacheDarstellungdesinversenOperatorsA—. Wennwir E(E) # 0 V¢ voraus-
setzengilt

(&Tg) = (222

Ist jetzt k € LYX(RN), dannist die Fouriertransformiertek stetig, beschankt und wegen des Satzesvon
RIEMANN-L EBESGUE gilt3° 3
|k(&)| — Oftr || — oo

Darausfolgt, daBA~ nichtbeschanktist. Schreiberwir mit Hilfe derinversenFourierTransformation

- / k) F(E)e®d de (5.46)

so tibernehmentormal, die ebenenWellen €X die Rolle der Eigenfunktionefi® und die k() die der Ei-
genwertewomit wir alsodie schonerwahnte zur Singurwertzerlgungformal analogeZerlegungdieses
nicht kompakterOperatordraben EntsprechendenAusfuhrungerdesAbschnitts4.3 zur Klassifizierung

37Bediglich dieses,MellinschenFaltungsintgralg sei(nochmalsyuf[AT77, Doe7], Tit67] verwiesen

38|n diesenAbschnittverwenderwir die FourierTransformation im RN in derForm

FHE) =f(&) = (2")7N/2/f(x)e*i<xi>dx

39siehe[Doe71, Tit67]

4OFormalist e (X) = €2 Eigenfunktionvon A zumEigenwerik(Z), abematirlich iste; ¢ L2 unddamitnichtim Definitionsbereich
von Al Solche,verallgemeinerténEigenfunktionertretentypischerweiséeimstetigenSpektrumauf; siehe[Wer95].
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schlechtgestellterProblemekonnenwir jetzt, zur Erinnerung,denGradder Schlechtgestelltheder Fal-
tungsgleichunty* (5.44)andemVerhalterderTransformierterk fir || — 0 ablesenpderin andererWorten
andendivergentenverhaltervon k=1 fur |€| — 0.

Regularisiererwir alsodie Faltungsgleichungemaf3desAnsatzeg5.43)ubereinestabilisierendé&unktion
Fy, soerhalterwir hier konkretdie Darstellung

T = 22 [ AT g e (5.47)
RN
welcheein Analogonzum speziellenRegularisierungsgrfahrenkompakterOperatoremmittels derenSin-

gularwertzerlgung(5.1) darstellt.Die approximatve, regularisiertel dsungf, des(inversen)Faltungspro-
blems(5.44)ist dann,perdefinitionem gegebendurch:

fy() =Tya(x) - (5.48)

Entsprechenfiihrtunsdas(abstrakteRegularisierungserfahren(5.43)auf Regularisierungererinversen
Faltungsproblemedie mit Hilfe der (einseitigen)aplace-Tansformationoderder zweiseitigen(Fourier-
)Laplace-Tansformatiorformal geldstwerden,also FaltungsgleichungedesTyps a) und b); konkreter-
haltenwir alsofiir jenedie alsinverselLaplace-TFansformatiordamgestellteregularisiertel 5sund?

C+ico 5
fy(t) = Tyo(t) = % / lfy(s)% elds . (5.49)

Dem entsprechene@rhaltenwir Regularisierungerder MellinschenFaltungsgleichung), die als inverse
Mellin-Transformatiordargestelltsind, durch:

C+ioo .
fy(X) = Tyg(x) = 2—1& / Fy(9) gg xSds . (5.50)

So habenwir eleganteFormulierungeneinesquasi,natirlichert Regularisierungserfahrensfir inverse
Faltungsproblemedlie, wie essichjetzt schonandeuteund wie wir in dennachfolgenderKapiteln noch
sehernwerden eineanschaulichénterpretatiordesabstrakterRegularisierungserfahreng5.43)respekive
(5.47)bis (5.50)ermiglichen.

5.3.3 EigenschaftendesRegularisierungs\erfahrensl

In diesemAbschnittsollendie allgemeinerEigenschaftenesauf einerstabilisierendefrunktionF, basie-
rendeRegularisierungserfahreng5.43) dagestelltwerden,die direkt ausdesserStrukturfolgen, wobei
wir unsim wesentlicherauf die konkretenDarstellungen(5.47), (5.49) und (5.50) beschéanken wollen.
Dieseshedeutebffensichtlich,dalwir unssogarauf die Darstellung

Ta(x) = (2m)~N/2 / F}(z)% D gg (5.51)

RN

beschankenkdnnenda(5.47),(5.49)und (5.50)beziglich derformalenStrukturvollig aquivalentsind*2.

41Bediglich desGradesder Schlechtgestellthiebei Eintfaltungsproblemenwollen wir insbesonderaochaufdasKorollar E.1des
AnhangsE verweisen.

“2lm Fall der komplexen Integraltransformationewollen wir uns auf eine Dimension,alsot,x € R, beschanlen. Es sei an
dieserStelledaraufhingeviesen,dalwir in dieserArbeit die Begriffe Fourier-Laplace Transformationund (zweiseitig) Laplace-
Transformatiorsynonynverwenden

43Beziglich dermathematischeRigenschaftegibt esnaiirlich, trotz derengenverwandtschaftlerhier betrachteteintegraltrans-
formationenstellenweiseerheblicheUnterschiedesiehedazuauch[Doe71, Tit67].



78 KAPITEL 5. REGULARISIERJNGSVERRRHREN

Esseinund = dr + V, wobeiV wiederumeinestochastisch&unktionsei, die denDatenfehlerder Trans-
formierteng modelliert. Setzerwir diesesj nunin denAusdruckdesRegularisierungserfahreng5.51)
ein, soerhaltenwir einenzu (5.32)analogerusdruck:

_ 2 [ s sy Loen) g
f(x) = (2m NZN B (Gr (8) +9(8)) &% dg

R

= (amNV2 / (BE) T (8) + By(B)T(E)) %9 dE (5.52)

RN

wobeidie Funktion®, jetztdurch

- =

OB (5.53)
definiertseiundausgenutzivordenist, daf3

h@) = Fe

gilt*>. Fr die Abweichungderregularisiertenf, von derexaktenLdsungf; folgt aus(5.52)unmittelbar:

B0 —fr() = (2m) N2 / (E /&)= 1T (5) 659 d
RN
+ @2 [ 8y o(e) I dt (5.54)
RN

Definierenwir nochdie folgendenFunktionendie bei derspaterenBetrachtungron Nutzenseinwerden,

N(x) = (2m)~V/? / (Fy(8) = 1) fr(§) €% de (5.55)
RN

AKX = (2m~V? / Dy (8) U(E) €*¥ dg (5.56)
RN

sokonnenwir fir die Abweichunghy, = fy, — fr, Gleichung(5.54),kurz

Ay(x) = AY(X) +AY(x) (5.57)
schreibenWie wir sofortsehenpeschreibty| denreinenEinflut desRegularisierungsverfarensund Ay
denEinfluRdesDatenfehles auf denGesamtfehlen, der Regularisierung

Betrachterwir denreinenEinfluBdesRegularisierungsverfatens genauebetrachterwir die Funktionf,’,
gegebendurchdenAusdruck

=@ [REOFS ded d= @2 [REf@ 0w, 659
RN ® RN

derunmittelbarsonvohl aus(5.55)alsauchausAnwendungdesRegularisierungserfahreng5.51) beiexakt

bekannterDateng; folgt.

4sieheAbschnitt5.3.2
4SsieheauchKapitel 2.4 und Abschnitt5.3in diesemKapitel
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Nehmerwir nunan, daBIfy die VoraussetzungeginesFaltungssatzesrfille*® und bezeichnemir mit Fy
dasUrbild von F,, esgeltealso

RE) = (Zﬂ)_N/z/Fy(X) e & dx und (5.59)
RN

R = (2m™V? / RE) €% dg | (5.60)
RN

dannkdnnenwir fJ durchdie Faltung

§00= [ Rix-y) fr(y) dy (5.61)

RN
darstellenDie FunktionFy, die gené3denGleichunger(5.59)und(5.60)mit derstabilisierendefrunktion
Fy via derverwendeterintegraltransformationhier die FourierTransformationin einereineindeutigerrt
und Weiseverbundenseinmoge, bezeichnemwir in diesemzZusammenhangls Mollifier-Funktiorf’. Das

(reine) Regularisierungserfahrenist alsoals Faltungder exaktenL 8sung f; mit der Mollifier -Funktiorf'
Fy darstellbaf®,

Tygr(¥) = fy (x) = (Fy* fr)(¥) = (R(¥), fr) . (5.62)
Erflllt jetzt F, die EigenschafteminerDichtefunktion,sokonnenwir die (reine) Regularisierunganschau-
lich auchals eineMittelung derexaktenLdsungfr mit der DichteF, interpretieren:
Tygr = fy = (fr)g, (5.63)

Wie wir spaterim Kapitel 6 aufzeigerwerden erfullen die Mollifier -FunktionenF,, die zu denvonunsab-
geleiteterstabilisierendefrunktionenr, korrespondiererdie EigenschafteeinerDichtefunktion,genauer
werdendieseF, auf solchenF, beruhendie als Dichtefunktionerinterpretiertwerdenkdnnen.

Kehrenwir nunzu der Ausgangsgleiocung(5.51)diesesAbschnitteszuriick, und formulierenwir diesemit
Hilfe derobeneingefihrtenFunktion®y (5.53):

Tig09 = (292 [ &,(8)a(6) 9 (5.64)

RN

Nehmenwir diesmalwiederuman, daBCTJy denBedingungereinesFaltungssatzegeriige,so kdbnnenwir
dasReyularisierungserfahren(5.51)auf die Faltungsoperation

Ty = ®Pyxg (5.65)
Te = [-yamdy | (5.66)
RN

46DafRdie Annahmedie hier betrachtetefrunktionenmdgendenVoraussetzungeginesFaltungssatzegeriigen gerechtfertigist,
wird sichin denspatererKapitel 6 zeigen.

4"Der hier benutzteBegriff derMollifier-Funktionist allgemeineim Zusammenhanmit demRegularisierungsiinzeptderappro-
ximativeninversenin [LM90] eingefihrt worden.UnsereVerwendungliesesBegriffs entsprichigeradeeinemSpezialéll.

“BWir setzenimplizit Fy als (rein) reelwertige Funktion fiir Argumentex € RN voraus.Auf die Problematikkomplexwertiger
FunktionenF, werdenwir kurzim Abschnitt6.2 zu sprecherfkommen.

“OMit (f,g) bezeichnemvir in dieserArbeit das, Skalarpodukt derFunktionenf € X undg € Y, wobeidie topologischemespek-
tive metrischerRaumeX undY identischseindurfen:

<f,g>:/f<x) g(x) dx
]RN

sieheauchAnhangB.
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wobei ®, dasUrbild von ®, sei, abbilden.Die Funktion®y, die wir bei Glltigkeit der obigenGleichung
(5.66) regularisierenderKern®® nennenwollen, hangtoffensichtlich (implizit) vom Kernk desinversen
Faltungsproblemab, wie bereitsdeutlichander Definition (5.53) der Funktion®, zu erkennerist.

Wir haberalso,so®, und CTJV die ndtigenEigenschafteaufweisenginezu (5.51)alternate Formulierung
und Darstellungder auf einer stabilisierenderfFunktion basierenderRegularisierungserfahren,die von
wesentlicheBedeutundiir die Regularisierungserfahren(5.49)und(5.50),alsodenjenigendie komplexe
Integraltransformationennd derenkomplexe inverselntegraltransformationeanwendenseinwird.

Als letzteswollen wir die durchdie Regularisierte f, erzeugteFunktiongy, betrachtengie alsoper defini-
tionemdurch

o= Afy =kxfy (5.67)
oK = / K(X—Y) fy(y) dy (5.68)
RN

gegebernist. Derzu (5.68)im Fourier(Laplace-)Raunkorrespondierendausdrucklautet

Gy(&) =k(&) (&) (5.69)

sowir wiederdie Gultigkeit einesentsprechenddraltungssatzegoraussetzerRerdefinitionemdesRegu-
larisierungserfahreng5.51)gilt fur die Transformierte

(5.70)

Setzerwir denAusdruckder Transformierterder RegularisiertenGleichung(5.70),in (5.69)ein, soerhal-
tenwir

Gy(€) = k(E)Fv(E)@ =R(E©)4E) (5.71)
unddie im Originalraumkorrespondierend@leichunglautetriickiibersetzt
9y(x) = / Rx=y)aly)dy , (5.72)
RN

d.h.gy ist wiederumdurcheineFaltungsoperatiodarstellbar:
ogy=Fx*xg . (5.73)

GenaRdesobigenAusdrucks5.72),konnerwir die Anwendungder Regularisiertenfy, soF, nochzusatz-
lich die Eigenschaftereiner Dichtefunktionaufweist,wiederumanschaulichals einenMittelungsprozel3
interpretieren.

Noch eine Bemerkungam EndediesesAbschnittes Es ist natirlich nicht verwunderlich,daRwir forma-
le Eigenschafterdes Regularisierungserfahrensauf Faltungsgleichungehabenabbildenkdnnen,denn
schlie3lichhandeltessich bei den Ausgangsproblerselbstum eine Faltungsgleichungind dasRegulari-
sierungserfahrenals solcheshasiertja geradeauf der (formalen)LdsungdesinversenFaltungsproblems,
die wiederumaufder AnwendungeinesFaltungssatzeknearerintegraltransformationebasiert.

50per regularisierendeKern wird zwar auchin [TGSY95 bei der Regularsierungron Faltungsgleichunguf der Basisder (eindi-
mensionalenjourier Transformatiorhingeschrieberjochwird, unseredVissensnach,erstim RahmendieserArbeit der regulari-
sierenderKern allgemeinerim Sinneder Anwendbarkit einer (beliebigen)linearenintegraltransformationund mit einerdement-
sprechendundametalereBedeutungn derRegularisierungeingefihrt. Entsprechendegilt dannauchfiir desserallgemeinerkEigen-
schaftensiehehier Kapitel 6f.
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5.4 Lineare lterationsverfahren

DiesesKapitel abschlieBendyollen wir nochkurz auf regularisierenddineare Iterationsverfaheneinge-
hen.Dabeiwerdenwir uns,dawir die iterativen Verfahrennur zum Vergleich mit demgenuinauf stabili-
sierenderirunktionerbasierendeRegularisierungserfahrerheranziehemwerdenjm Wesentlicherauf die
Wiedegabeder zentralenFormelnund Ergebnissébeschankenbzw. derenAbleitungennur kurz skizzie-
ren.Detailiertwerdenlterationserfahrenbeispielsweisén [Lous9] behandeh.

Die Iterationserfahrenwerdenzur Ldsungder Normalgleichung4.30)derverallgemeinerteinverse?,
A*Af =A'g ,

angevandt.Der Startpunkizur Ableitung eineslterations\erfahrendst derfolgende:
SeiB: X — X einlinearer stetigerOperatoyundgesuchseidie Losungvon

Bx=b . (5.74)
Iterationswerfahrengewvinnt mannundurchAufspaltenvon B in
B=S-T , (5.75)

wobei S derartzu wahlenist, daRdie Gleichungerder Form Sy = z ,.einfactf zuldsensind.Nacheinigen
Rechnunget? egibt sichausdenobigenGleichunger(5.74)und(5.75)die Ausgangsformefir Iterations-
verfahren:

XMl =GX"+y | (5.76)
mit
G = s'T
= Ss-B)
und
y=S1b

WahltmanSundT unablangigvom Iterationsind&, soerhalt mandasstatiorare Verfahren(5.76),andern-
falls dasnichtstatioréire Verfahren
XM= GxM+ym . (5.77)

DasAuflosender Rekursionfuihrt im statiorarenFall, auf denwir unsim folgendenbeschéankenwollen,
auf

m—1 )
X" = G™+> Gly
=0

= G™+(1-GM1-6)1y , (5.78)
falls (I — G)~! existiert.
Um die Normalgleichungzu lésen wird
B = A'A und
b = A'g

S1wir wollen diesbeiiglich ebensauf die entsprechendetortigenReferenzemind Bemerkungetinweisen.
52sjeheAbschnitt4.2.3und[Lou89]
53siehe[Lou89]
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gesetztFuhrt manjetzt noch

S = s(A*A) und
T = t(A'A)
ein, soerhalt manzumeinen
S(X) —t(x) =
undzumanderenmit derWahl {0 = 0 als StartwertfLou89],
m-1
fm = ZGJS‘lA*g (5.79)
= ZFm On)0; " (g, Un) Vi (5.80)
on>0
mit
2 m-1 2\
- o o
F = 1- 5.81
" = o) %( ) >80
o2 \"
= 1—-({1- .82
() °52
far
2
1-—— 1 .
‘ S <1 , (5.83)
also
@ clo2 5.84
(2 €]0,2[ . (5.84)
Eskannnunbewiesenwerden daRfur S("TZZ) €]0,2[ fur alle SinguBrwertevon A undin Null stetigenﬁ
~ 0'2 m

ein regularisierendefFilter ist [Lou89]. Im Fall der Integralgleichungvom Faltungstyp(5.34) gilt fir die
stabilisierenddunktionanalog*:

= k@ \"
Fa(d) =1— (1 , (5.86)
) s(k(®)[?)
mit denanalogerBedmgungen—lR% € 10,2[ undin Null stetigen (X)55

Als Spezialéll desallgemeineriterationserfahreng5.76)wollenwir die Landwebedterationerwahners®,

fm+1

™+ BA*(g—Af™)
= (1-BA*A) f™+BA'g (5.87)

54sieheAbschnitt5.3.2

55wir wollen andieserStelleerwahnendaRdasFilter (5.86)nurim Falle derAnwendbarkit derFourier Transformatiomumerisch
praktischvon Nutzenist; sieheauchdie Ausfilhrungerin Kapitel 6 ff.

56siehe[Lan51, Lou8q



5.4. LINEARE ITERATIONSVERFAHREN 83

welchewir hier auchkonkretzum Vergleich verschiedenelinearer Regularisierungserfahrenauf unser
Ausgangsprobler(2.13)angevandthabenlIn derLandwebeilterationist also

s = ph o,
T = B H—AA und
ST = I-pAA

Wahlt manals StartpunkiderIteration f© = 0, sogelangtmanzur Darstellung

m—1
fm = > (I-BA'A)Ag (5.88)
j=0
= ) Fu(0n)or (g,unva (5.89)
mit
Fm(0) =1-(1-Bad)™ , (5.90)
respektveim Fall desEntfaltungsproblems
Fn(§) =1— (1—-BlkE)>)™ . (5.91)

Die Landwebetiterationlal3tsichalsowiederumals gefilterteVersionderverallgemeinerteh dsunginter-
pretierenundsieist fur
2
0<B< — (5.92)
A2
einlinearesRegularisierungserfahren.

Genauembetrachtekorvergierendie Iterationserfahrenbei VerwendungeinesbeliebigenStartwertesf©
undexaktenDatengeger?’
T+ Pagy 10 (5.93)

wobei Py die Orthogonalprojektiovon O auf A((A) ist. DiesesErgebnisbesaginun, daRbei schlecht
gestellterProblemereineRegularisierungdadurcherreichtwird, daf3im Falle gestrter Datendie Iteration
hinreichendfriih abgebrochenvird. Iteriert man zu lange,so wird manfeststellendaRder Fehlerstark
anwachst.Dementsprechendird derIterationsind& m mit demRegularisierungsparametgidentifiziert,
konkretals

Unter VerwendunglesFilters (5.90) ergibt sich nun beziglich der LandwebetiterationfolgendesBild 8
Ist
(1-Bod)"<1

so tretendie entsprechendeAnteile der Losungin der iterierten Naherungnahezuunverfalschtauf. Ist
dageyeno klein, also
(1 - Boz)m ~1 )

dannwerdendie entsprechendefiermeweggedmpft.

Nebendenebendamestellteriinearenlterationserfahrerexistierennichtlineare Iterationsverfahen wobei
hier dasVerfahrenderkonjugiertenGradienten[HS52, Lue73 Lou89 zu denbekanntestemahlendurfte.
Im RahmerdieserArbeit soll jedochauf nichtlineareVerfahrennicht weiter eingegangernwerdery®.

SHierauswird auchder Grundfiir die Wahlvon f° = 0 als Startpunkider Iterationenerkennbar
58Entsprechendegilt natirlich fiir denFilter (5.91)derLandwebetiterationim Entfaltungsproblen5.34).

59DasVerfahrender konjugiertenGradienterkann iibrigensauf ein nichtlinearend.h. von g abtangendenFilter abgebildetwer-
den[Lou89]. Da dieseAbhangigleit jedochnicht-trivial ist, wurde eineweitereUntersuchungm RahmendieserArbeit aul3envor
gelassen.
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Kapitel 6

StabilisierendeFunktionen |

Zwar habenwir prinzipiell ein Regularisierungserfahrenfiir dasEntfaltungsproblen{5.34), welchesge-
nuin auf einer stabilisierenderFunktion Ify basiert,formuliert, dochmuf3nun die Fragenachden Eigen-
schaftenvon lfy geklart werden,damit gemaf} den Darstellungen(5.47) bis (5.50) tatsachlich durch Ify
ein Regularisierungs-OperatdF, erzeugtwird!. Wahrendnunin den Untersuchungeuer theoretischen
GrundlagenPrinzipienund allgemeinerEigenschaftenler Regularisierungserfahrendie RaumeX undyY
alstopologischeRaumeim allgemeinstersinn betrachtetverden respektve als allgemeineBanach-oder
Hilbert-Raume[AT77, GKM82, Lav67, Lou89, Iva74g, wird sichin denUntersuchungeaur praktischen
Anwendungauf Banach-oder Hilbert-Raumereeller Funktionen[Dav82, Mar82, Mil74, Lou89 RC87
beschénkt. Im Fall der Integralgleichungvom Faltungstyp(5.34) werdendementsprechenduch ,nur*
Gleichungerbediglich praktischerRealisierungerund derentheoretischerkigenschafterbetrachtetpei
denendie FourierTransformatiorangevandtwerdenkann[AT77, Dav82, LBP91, Lou8Y, alsodie Regu-
larisierungserfahrendie auf der Gleichung(5.47)basierenFir unserkonkretesProblembedeutetlieses,
daldie prinzipielle,theoretischénwendbarleit desRegularisierungserfahreng5.43)auf dasinverseral-
tungsproblemgasmit denMitteln derkomplexenFourierLaplace? oderderMellin-Transformatiorgelost
werdenkann, zwar erwahntund untersuchtwird, wie beispielsweisen [AT77], vom praktisthen Stand-
punktausdieseProblemgedochkaumbehandeliverden wasunteranderendamitzusammenéingt,dai
die (komplexe)inverseFourierLaplacerespekive Mellin-Transformationfir sichallein betrachtetselber
zudenschlechigestellterProblemergetre,

Als zentralenPunnktdiesesKapitelswollen wir die bisherin der Literatur diskutiertenEigenschaftemer
stabilisierenderfilter desauf der Fourier TransformatiorbasierendeRegularsisierunsgsrfahrenswie-
demgeben.Im Anschlu3daransoll (kurz) daraufeingegangenwerden,in wie weit dieseErgebnisseauf
Regularisierungserfahrendie aufder(komplexen)FourierLaplace+espekive Mellin-Transformatiorba-
sieren,angavandtodererweitertwerdenkdnnenund welcheProblemedabeidannunweigerlichzu Tage
treten wodurchdie Notwendigleit derUntersuchungler(mdglichen)EigenschaftestabilisierendeFunk-
tionenfir dieseVerfahrendeutlichwird.

1DaR Regularisierungssriahrenauf Filter abgebildetwerdenkdnnen,habenwir bereitsofters erwahntund beispielhaftan den
regularisierendetineareniterationserfahren(voranggangenembschnitt5.4) gesehen.

2Es sei an dieser Stelle darauf hingaviesen, daR der Ausdruck , FourierLaplace Transformatioh hier synorym zum Aus-
druck ,zweiseitigeLaplace-Tansformatioh verwendetwird. Mit ,FourierTransformatioh bezeichnerwir in diesemKaptiel die
Lherkommliché FourierTransformationsieheauchFuf3note7 im Kapitel 2.3.

3Beziglich derSchwierigleitenundProblemengiein dernumerischenwendunglerFourierLaplaceTransformatiorundderen
Inversionzu beachtersind,seiauf die diesbeéglichenKommentareén [Doe7] und[DR84] verwiesen.
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6.1 Filter der Fourier-Transformation

Gebenwir alsozuerstdie Ergebnissdir denFall der Anwendbarleit der FourierTransformatiorwieder,
sowie dieserin der Litaratur bisherbehandelwordenist*, wobeiwir unsohneBeschiankungder Allge-
meinheitauf denRaumR beschankenwollen, alsoauf (eindimensionalefraltungsgleichungen

g(t):/k(t—r)f(T) dr,t,teR , (6.1)

Ta(t) = i/lfy(w)g(w) e9dw |, (6.2)

gegebenrsei.
Die Funktionlfy(oo) mogenundenfolgenderBedingungemgeriigen[AT77]°:

1¢) F/(w) seiim Gebiet(y> 0, —» < w < ) definiert;

2¢) Essei0 < Fy(w) < 1firalley> 0undow;

3¢) EsseiR—o(w) =1;

4¢) Furjedesy> 0 seidie FunktionF, (w) einegeradeFunktionbeziglich w undgetbrezu L?(—oo,c);
5¢) Furalley > 0 gelte:Fy(w) — 0 fir w— Foo;

6g) Fury—0 seilfy((o) — 1 nicht-abnehmendnddieseKonvergenzseigleichmaligfur jedesintervall
|oof < y;

7¢) Essei .
R
< L(— Y o ;
k( ) I ( ooyoo) y>

8¢) Furjedesw# 0geltein jedemintervall derGestalfw, uy], wobeiO < w < wy geltensoll, Ify(w) -0
fury — o unddieseKorvergenzseigleichmaiig.

Eine Funktionlfy, die dieseachtBedingungererfullt, definierteineneinparametrige®peratorT, derForm
(6.2).Wird die DifferenzderrechterSeitevon (6.1),g, vomtheoretischeiVertgr in derL?(—c, c0)-Metrik
unddie AbweichungderLdsungvon dertheoretischein der Supremumsnorrgemesserynd nehmerwir
weiteran,daR f(w) € L1(c0,») gelte,danngilt def®

Satz6.1

Erfallt die Funktionlfy(w) die Bedingungeri¢) - 8¢), soist derkorrespondierend@peratorTy, der Form
(6.2) ein Regularisierungs-Operatater Gleichung(6.1), der stetig(kontinuierlich)beiglich der Funktion
g ist.

4siehe[AT77,Lou89

. 5TIkHONOV und ARSENIN sind, unseredVissensnach,die wenigen die explizit Bedingungendie einestabilisierendé=unktion
Fy beimRegularisierungserfahren (6.2) erfillen muf3,angeben.

5Der Baweis findetsichu.a.in denschonoft zitiertenBuchvon ARSENIN und TIKHONOV [AT77]. Der Satzgilt ibrigensauch,
wennderRaumX, f € X, in derL?-Metrik gemessemvird.



6.1. FILTERDER FOURIER-TRANSFORMAION 87

An dieserStellehabenwir in [Ros99 zu 1¢) - 8:) entsprechendBedingungeran einerstabilisierenden
Funktion Ify fur dasRegularisierungserfahren(5.49) respekive (5.50), alsoim Fall der Anwendungder
FourierLaplace-respektve Mellin-Transformationanggeben die auseinerquasie, eins-zu-eins Uber
setzungdesBeweisesdes Satzes6.1 entspringenwenn dort an Stelle der Fourier die FourierLaplace-
respektve Mellin-Transformatioreingesetzwird. Die soabgeleitetefBedingungersindformal analogzu
denBedingungeri) - 8¢). Die groReSchwierigleit mit diesenBedingungernist jedochderenRestringti-
vitat: selbsteineGaul3scheatabilisierendéunktion,

Fy(s) = ers (6.3)

wirdedieseBedingungemicht erfulllen’! Esist deswgennotwendig,alternatve Bedingungeran Ify, die
derartigeRestringtvitatennicht beinhaltenfir die Regularisierungserfahren(5.49)und(5.50)abzuleiten.
DiesealternatvenBedingungerund derenAbleitungwerdenwir in demnachfolgendetKapitel 7 austihr-
licherdarstellen.

Einesder theoretischund praktischwichtigstenBeispiele,es handeltsich mit um dasam meistenunter
suchteund praktischangevandteund wir wollen es deswgen auchnicht unerwahntlassenginesregu-
larisierenderfilters Ify fur dasRegularisierungserfahren(5.47)bzw. (6.2) ist derideale Tiefpal3 welcher
im Fall kompakteiOperatoremersogenannteabgesdnittenerSinguBrwertzerlgungentsprechewirde.
DeridealeTiefpaRist definierf durch[AT77, Lou89:

so-{ 4 sy
DasReayularisierungserfahren(6.2) nimmt mit denidealenTiefpal3danndie folgendeexplizite Forman:
Tat) = \/%1 / Ify(w)% 9 do
- L /y 9 gt g (6.5)
Vo) Ko |
1 \:/~ i
= E/f(m) €% dw . (6.6)

-y

Um deninversenOperatorzu erhaltenmuRalsoy gegenUnendlichgehen Aufgrund desFaltungssatzés
konnenwir Tyg durchein Faltungsintgral darstelleA?:

Tg=Fxf . (6.7)

Die zu diesemFilter korrespondierend®ollifier-FunktionF ist fur x € R, wie eineeinfacheRechnung
zeigt,durch

Fy(x) = %" (6.8)

gegeber{Lou89].

"Eine GauRschestabilisierendéunktionerfiillt dieseBedingungemur fiir denFall 9tes = 0. Bei demProblem(2.13)gilt aber
0 < Res < 1, sieheKapitel 2 und Abschnitt2.4.2.

8In [AT77,Lou89] wird bewiesen daRdie durch(6.4)definierteFunktionlfv tatfaichlicheinestabilisierendd-unktionist.
SWir setzerwiederumimplizit die Gilltigkeit einesFaltungssatzegoraus.
10sieheAbschnitt5.3.3
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DasAbschneiderder hohenFrequenzenalsoder Frequenzenw| > vy, bewirkt demnacteine Faltung, re-
spektive Mittelung, dergesuchterrunktionf mit derMollifier-FunktionF,, gegeberdurch(6.8).Die Funk-
tion F, desidealenTiefpassesatdie Eigenschaftdaldiesefur kleinerwerdendey immer , breitef wird,
was zur Folge hat, dalRman ein sehrverschvommenesBild von f erhalt, dasallerdingswenig von dem
DatenfehlerbeinfluRtwird. Fir wachsendey wird F, immer ,schmalet, dasBild von f wird scharfer
undist starkerenEinflissender Datenfehlemunterworfen. Der Grenzhll y — o liefert Gibrigensdie Delta-
Distribution als Grenzwertur F, [BB93, Lou89.

Nunsind ARSENIN und TIKHONOV beidenobigenBedingungeri) - 8¢) nichtstehengebliebersondern
habenein konkretes aberdochnochsehrallgemeinesBeispieleiner stabilisieendenFunktionF, fir das
Regularisierungserfahren(6.2) untersucht:

Wir nehmeran,M(w) seieinegegebenegerade-unktionundsie habefolgendeEigenschaftefAT77:

a) M(w) seiin jedemendlichenintervall stiickweisestetig;
b) M(w) seinicht-neyativ undesgelteM(w) > O fur w # 0;
c) EsgelteM(w) > C > 0 fir ein hinreichendgroResw;

d) Furjedesy > O sei .
k*(w)
[k(0)[? +Y? M (w)
wobei|k(w)|? = k(w)k* (w) ist!L.

€ LZ(_OOJOO) )

Setzerwir o
= k()|
R ((JL)) =TT ’
T K@)+ M ()
soerhalterwir Klassenvon Regularisierungs-Operatorély, gegebendurch(6.2), fur die Gleichung(6.1).

JededieserKlassenist durchdie FunktionM(w) charakterisiertWie wir sehenhangtdasFilter (6.9) vom
OperatorA ah

(6.9)

An dieserStellesoll auf einenwichtigenZusammenhanbingevieserwerdert?. Man kannzeigen daRdie
mit demFilter (6.9) regularisierteL dsungder Gleichung(6.1), die gemalRdesRegularisierungserfahrens
(6.2)durch

1 K (w)
fy(t) = [y 2 2
Vi) k(@) +y?M(w)

g(w) € dw (6.10)

definiertist, dasFunktionalder Tikhonov-Phillips Regularisierung-?

MYE, g = |Af —glif. + VP Qlf] (6.11)
mit demstabilisieendenFunktional Q[f]
Q[f]:/M(m)|f“(m)|2dw : (6.12)
minimiert. Setzerwir konkret o
M(w) =) o™ (6.13)
n=0

it fex seihier daskonjugiertKomplexe von k bezeichnet.

12Fjjr dasfolgendeseibesonderauf[AT77, Lou89, aberauchauf[lva76 Dav82, Mil74, BW82] verwiesen.
BsieheAbschnitt5.2und[AT77,Lou89]
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wobeidie g,’'s gegebenenicht-neggative Konstanterseienundbesondersjp > 0 gelte,soerhalterwir, nach
Gleichung(6.12), sogenanntétabilisatoen der Ordnung p!4, und dasFilter Fy(w) nimmt die konkrete

Form . 5
Fy(w) = k() (6.14)

k(@) +y? nﬁow

an. Setzerwir M(w) = w?', wobeir einebeliebigepositive Zahl seinkann,so erhaltenwir Stabilisatoren
derForm

Q[f]zC/|f’(t)|2dt , (6.15)
mit .
dm+if
ff(t):%/(t—r)"” e AT (6.16)

Die Funktion f'(t) kannalseineArt Ableitungdernicht-ganzzahlige®rdnungr betrachtetverden. Hier
ist m eineganzeZahl,fur diem> r gilt, undC seieine(beliebige)positive Konstante.

Im Fall der Integralgleichungvom Faltungstyp(6.1) ist esalsoaquivalent,ein stabilisierende&unktional
Q[f] der Ordnungp odereine stabilisierendd-unktion Ify der Form (6.14) zur Bestimmungeinerregula-
risierten,approximatvenLdsungzu benutzeroderin anderenNorten,in diesemFall kanndie Tikhonov-
Phillips Regularisierung(5.7) mit demstabilisierendefrunktionalQ[ f] (6.15) auf dasFilter Ify (6.12)ab-
gebildetwerden eineEigenschaftdie Abbildbarkeit aufeinemFilter, vieler Regularisierungserfahrendie
wir bereitserwahnthaben.

Fur M(w) kdnnenwir sicherlichFunktionermit beliebigeMWachstumsratfir w— c ansetzenwWurdenwir
dannsowie ebenskizziertvorgehenkodnntenwir aufderBasisder Gleichung(6.12)weitereStabilisatoren
QI[f] erhalterd®.

6.2 Ubertragbark eit der Ergebnisseauf die Fourier-Laplace Trans-
formation

Wir wollenjetztkurz die Ubertragbarkit derErgebnisséiir die Filter Ify desaufderFourierTransformation
basierendemRegularisierungserfahreng5.47) auf dasRegularisierungserfahren(5.49), welchesauf der
zweiseitigenFourierLaplaceTransformatiorbasiert,und somitauchdie Ubertragbarkit auf dasauf der
Mellin-Transformatioh® basierend&erfahren(5.50),diskutieren Wie wir im voranggangenembschnitt
bereitserwahnthaben fuhrt die direkte Ubertragungder Eigenschafteri) - 8¢) einesstabilisierenden
FiltersderFourierTransformatiorauf Filter desRegularisierungserfahreng5.49)zwar aufformal analoge
Ausdriicke, dieseweisenjedochzu grolReRestringtvitatenauf, so dald selbstnach diesenKriterien ein
Gaul3schedFilter nichtanwendbaseinwirde.

Nichtdestotrotzkdnnenwie jetzt die Ubertragbarkit der Ergebnissepriifen, indemwir untersuchenpb
durch

Tyg = ®yxg (6.17)

14Das stabilisierendd=unktional(6.12) st offensichtlichgeradedie Fouriertransformierteles Stabilisatorsder Ordnungp (5.16)
mit konstanterKoefizienten.Fur nahereEinzelheiterseiauf[AT77,lva76 Dav82, Mil74, BW82] verwiesen.

15Die Arbeitenvon TIKHONOV Uund ARSENIN in (beispielsweise)AT77] sind,unseresVissensach,mit diewenigenjn denerdie
BestimmungeinesstabilisierenderrunktionalsQ| f], wie z.B. nachGleichung(6.12), untersuchtird; sieheauchdie im Abschnitt
5.2ermahntenBemerkungetvon DAVIESin [Dav82] unddie betrefendeFul3notel 2).

18Es sei daran erinnert, daR die Mellin-Transformation,vermbge der Substitutionx = et, als virtuelle (Fourier)Laplace-
Transformationnterpretierbaist [Doe71.
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Tot) = /mw—wmwm , (6.18)

wobei®, dasUrbild von @, sei, hier konkretalsodurch

C+ioo
mm:%/ (9 & ds= - / (6.19)

gegebengin mathematischorrekterund auchbeziglich einerRegularisierungverninftiger Ausdruckge-
gebenist. Die folgendenAusfilhrungernwerdendemonstrierenyie dieseggenauzu versteherist.

6.2.1 DeridealeTiefpal3

Um denidealenTiefpal3(6.4) auf dasRegularisierungserfahren(5.49) zu Gibertragenist mannaiv dazu
verleitet,diesegdurchdie zu (6.5) formal analogeForm

Xo+iy

Tan = 5 / 90) s g (6.20)

S

zutun. Diesesist aberschonallein deswgenproblematischda dieserAnsatzdemWesender komplexen
inversereweiseitigerFourierLaplaceTransformatiorwidersprichtdennmathematischandeltessichhier
um ein auf einevertikaleGeraden ders-EbenedeformierteKurvenintegral[Doe71:

Xg+ioo
/ds—> / ds
L Xg—ioo

Und selbstwennmansichaufdenStandpunkt’ stellt, durch(6.20)formal denidealenTiefpaRder Fourier
LaplaceTransforamtiorzu definieen so bereitetein weiteresProblemdie zu (6.20) korrespondierende
Mollifier-FunktionF, die, wie eineeinfacheRechnungeigt,durch

Fy(t) — exot Sin(iyt) — _exot Smh(yt)
Tt It
gegebenist, da dieseeine komplexwertige Funktionist. Dashat natirlich direkt zur Konsequenzdal3die
reineRegularisierung5.61)

(6.21)

fy () = / Fy(x—Y) fr(y) dy (6.22)

ebens@inekomplexwertige Funktion fJ liefert,auchwenn f; selbstrein reellwerigist, wasbeispielsweise
dannder Fall seinwird, wenn f; als Dichtefunktioninterpretiertwerdenkann. Esist offensichtlichnicht
geradeeine wiinschenswert&igenschafeiner Mollifier -Funktion, komplexwertig zu sein'8. Der , naive"
Ansatz(6.20)ist somitkeinepraktikableund mathematiscisinrnvolle RealisierunglesTiefpal3-Filters.

Der zweite und mathematisctsinrvolle Ansatzsiehtnun so aus,die FourierLaplaceTransformierteder
Mollifier -Funktion(6.8) desidealenTiefpassesier Fourier Transformation,

=l (6.23)

Ry(t) =

17wir teilendie AuffassungH1LBERTS gegerilbereinemStandpunkt.

18Zumindeskannfestgehaltelwerden,daf&komple<wertigeFy nichtzudenunivesellenFiltern desverwendeterfRegularisierungs-
verfahrengetbrenkodnnen alsoFilter bzw stabilisierendd-unktionendie unablangigvon dencharakteristischekigenschaftewler
theoretischeh dsungeinesinversenProblemsserwendetverdenkdnnen.
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zubestimmengdenndie Mollifier -FunktionF, unddas(regularisierendefilter Ify mogen,perdefinitionem,
vermbge der das Regularisierungserfahrendefinierenddinearenintegraltransformatioreineindeutigin
ZusammenhangtehenWir misseralsodasintegral der zweiseitigerFourierLaplaceTransformatiof®

Fy(9) = /Fy(t) eddt seC (6.24)
auswertenalsokonkret
E(s) = % et (6.25)

—00

Offensichtlichkornvemiertdiesedntergral nur, wennwir nocheinschénkend

SV gy 0<t<om
F/(t) = nI - . 6.26
v(t) { 0 fir —o<t<O (6.26)

fordern.Dieseswirdedannaquivalentmit der Aussagesein,dalfur die exakte Losungf; =0 furt <0
geltenwirdeoderwir die Integralgleichungn derForm

[

Af(t) = /k(t—r) f(t) dt (6.27)
0

bringenkdnntenDie zweiseitigd_aplacetransformierté, dersoeingeschiinktenMollifier-Funktion(6.26),
die jetzt nichtviel mehralsdie einseitigeLaplacetransformiertst, ist wohlbekannund,ohnedal3wir die
Rechnungangebemwollen, durch

F(9) = tan? (15’) Res> [Imy] (6.28)

gegeben[EMO'54, Doe71 Tit67], wobeihiersogary € Rt gilt. UbertrageraufdasaufderMellin-Transformation
basierend®egularisierungserfahren(5.50)bedeutetliesesdaldie zumFilter (6.28)getdrendeMollifier -
FunktionF, durch

mtin(x) (6.29)

sintinbd)  fr g x< 1
R = i
0 fur 1<t<o

gegeberist, ein Ergebnis dalwir mit derVariablensubstitutior = et unmittelbaraus(6.26)erhaltenDie
Integralgleichungmuf3jetzt demnachn derForm

Af(X) = /lk (;) £(8) % (6.30)
0

formulierbarsein.

Wir kbnnenalsoalsFazit ziehen:DeridealeTiefpaRist beidenauf der FourierLaplacerespektve Mellin-
TransformatiorbasierenderiRegularisierungserfahrennur dannanwendbarwenn die Integralgleichung
aufdie Gestalt(6.27) bzw. (6.30) eingeschiinktodergebrachtverdenkann.Ansonsterist einemathema-
tischkorrekteAdaptiondesidealenTiefpassesur dieseRegularisierungserfahremicht moglich.

Fur dasProblemder DielektrizitatsfunktionamorpherSubstanzeif2.13), welchesprinzipiel mit demRe-
gularisierungserfahren(5.50) behandelwerdenkann, bedeutediesesalso,dallder ideale Tiefpal3ohne
weiteresnicht anwendbai® seinwird.

aufgrundderFormulierung(5.49)desRegularisierungserfahrens wollenwir die FourierLaplaceTransformatiorin derFormder
zweiseitigenLaplace-Tansformatiorformulieren.Beide Formulierungergehenbekanntlichdurchdie Substitutions — iy, y,s € C,
ineinandeiiber;sieheauchFu3note7 im Abschnitt2.3.

2Opjesesgilt strenggenommemur fiir die komplexwertige Integralgleichung(2.13). Behandeltmanden Imagirérteil (2.18) der
Integralgleichungals ein eigenséndigesProblem,so kann diesemit dem auf der Fourier TransformatiorbasierendeiRegularisie-
rungs\erfahrenbehandeltverden,undsomitist dort auchderidealeTiefpalRanwendbar
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6.2.2 DasFilter der Tikhonov-Phillips Regularisierung

Um dasFilter der Tikhonov-Phillips Regularisierung? fur dasRegularisierungserfahren(5.49)respekive
(5.50)zu erhaltengehenwir genausovor, wie esbeiderAbleitungdesAusdruckg6.14)dieseg-iltersfir
dasVerfahren(5.47)getanwird. Im Gegensatzumvoranggangenebschnitt,werdenwir unsdabeidies-
mal aberexplizit auf dasdie Mellin-TransformatiorbenutzenddRegularisierungserfahrenbeschéanken,
zumeinen(wiederum)aufgrundderengerVerwandtschaftron zweiseitigeFourier)Laplace-undMellin-
Transformationzum andererweil naheligendeMWeisé? auf unserAusgangsproblerdesphanomenolo-
gischenAnsatzeg2.13)dasRegularisierungserfahren(5.50)angevandtwerdensoll. Folgenwir alsojetzt
derDarstellungn [Lou89], wobeiwir anStellederFourier die Mellin-Transformatiorverwenderwerden:

Schreiberwir dasstabilisierendé-unktionalwiederin derForm (5.8)
Q[f]=|Bf|I” , (6.31)

wobeiwir, aufgrundder FaltungsstruktudesAusgangsproblemslie ZusatzinformatiorB ebensan Form
einesFaltungsoperatorsinfihrenwollen
Bf =bxf . (6.32)

Setzerwir wiederdie Gultigkeit desFaltungssatzegoraus sokdnnenwir Bf durchdie (komplexe)inverse
Mellin-Transformatiorausdiicken:

C+ico

pa— 1 i £ _S
Bf(x)_ZTu' /b(s)f(s)x ds . (6.33)
C—ioo
Wahlenwir jetztexplizit b als Polynom konkretsei
. p
b9 =) (-1)"ans" , (6.34)
n=0

wobeidie a,’'s konstantek oeffizientenseien so emgibt sichweger?3 [Doe71, EMOT54]

d\" o
S);)t{(xd—x> f(x)} =(=1)"s"f(s) (6.35)
die Darstellungvon B zu
'5 d n
Bf(x) = an (X— | f(x) . (6.36)
> ()

Dadie Operatorer*A undB*B angavand®* auf f dagestelliwerderkdnnenalsMultiplikation derMellin-
transformiertervon f mit denMellintransformierterder entsprechendeerne,kommutiererbeideOpe-
ratoren.Fur die Tikhonov-Phillips Regularisierungemibt sich somit

C+ico -
_ 1 SCH-
fy(X) = o / |R(s)|2+y2|5(s)|2 d(s) x> ds (6.37)

C—io

2lwir verwendemaiirlich wiederdie Bezeichnungenind Begriffe ausdenAbschnitt5.2, sodaRwir diesehier nicht wiederholen
werden.Fur weitereEinzelheiterseiwiederumauf [AT77,Lou89] verwiesen.

22giehedazuauchAbschnitt2.4.2und Kapitel 5.3

Z3wir verwenderhier die folgendeNotation:

<Xdix>nf(x) :x% (Xdix ( (X%f(x)»)

2AsieheGleichung(5.12)
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mit demFilter co
= k(9|

KRS = =+
" k@2 +y2lb(s) 2
OffensichtlichkorrespondiertiasFilter (6.38) mit dem polynomialenb gen&f Gleichung(6.34) zu der

MellinschenVersiondesStabilisatorsder Ordnungp mit konstanterKoeffizienten;noch deutlicherwird
dieseKorrespondenzayennwir, analogzu demAnsatz(6.13),

(6.38)

p
M(s) =[b(9)[> =) ans" (6.39)
n=0

setzen.

Mit (6.38)besitzenwir jetzt einenAusdruckdesFilters der Tikhonov-Phillips Regularisierung tr dasauf
der Mellin-Transformationund somit auchfur dasauf der Fourier-LaplaceTransformation basierende
Regularisierungserfahren(5.50).Da jedochdie numerischekomplexe inverseMellin- respektve Fourier
LaplaceTransformationfiir sich allein betrachtetselberzu den schlechtgestelltenProblemergetri?®,
misserwir dasRegularisierungserfahren(5.50),

C+ico

1 ~, G(s) _
409 =T = 57 [ AU9Fg <0
C—io
aufdasFaltungsintgral
X dg
fy(x) =/q’v (E) 9(%) T (6.40)
0
umschreiberkonnenwobeioffensichtlichd®, durch
1 CHioo 1 C+i°°|f()
_ = i —S _ = ~V S —s
CDy(x)_zTu. /be(s)x ds= ol —k(s) X">ds (6.41)
C—loo C—loo

gegebenseinsoll. Fur unserkonkretesProblemdesphanomenologischeAnsatzeq2.13) bedeutetlieses,
unterBeriicksichtigungdaRdie Mellintransformiertek deslntegralkernsdurch®
~ i S
K= U _
sin{rs}

(i*r(s)F(l—s) , mit 0<Res<1 (6.42)

gegeberist, daBwir geniR(6.38)die inverseMellin-Transformatiorder Forn?’

C+ico
1 K
dy(x) = 2 %x_sds
C+ioo
_ 1 rera-s -
= o5 (ix)">ds (6.43)

e TOF (=92 +y2 éoqn @

25Bediglich der Problematikder Numerik der komplexen Umkerformelder FourierLaplpace- und der Mellin-Transformatiorsei
auf[Doe7], DR84,KF87, Lav67] verwiesenDAVIS und RABINOWITZ bezeichneriibrigensin [DR84] den(derzeitigen)Standder
Numerik der komplecen inversenTransformationereherals eine Kunstdennals eine Wissenschaftwas schoneinigesiuber diese
Problematikaussagt.

26sieheGleichung(2.40)desAbschnittes2.4.2

27In [Ros99 haberwir bereitseinenzu (6.43)aquivalentenAusdruckangegeben denwir nachAnwendungdesErganzungssatzes
(3.27)derGammafunktiorundeinigenalgebraischemformungererhalterhaben.
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auszuwertermaben wobeiwir hier, ohneBeschankungder Allgemeinheit,konkretden Ausdruck(6.39)
fur M(s) = |b(s)|? eingesetzhaben.

Die analytisheBerechnunglesintegrals(6.43)war bisherjedochnicht durchfiihrbar Mit ein Grunddafur
ist, daRder Nennerder rickzutransformierendeRunktion CTJV in (6.43) sich nur als Summemindestens
zweier Terme darstellenlaRt, wodurch die Anwendungdes Residuensatzé% zur Gewinnung einesge-
schlossenergnalytischerAusdrucksfaktischunpraktikabelvird. Weitere aufdemResiduensathasieren-
de, Approximationer?®, die die Summeim Nenner(asymptotischpeseitigenfiihreneinenjedochauRer
halb einerallgemeinenRegularisierung Die so erhaltenenAusdiiicke beschreiberdanndie Asymptotik
von &y fury — 0 undx — 0. Darausfolgt unmittelbar dafmandannnicht mehrgenauwweil3,inwieferndie
mit dieserAsymptotik erhalteneauf Gleichung(6.40) basierende,Ldsung etwasmit einerregularisier
tenLdsungdesurspiiinglichenProblems selbstfiir kleine y- und x-Werten,zu tun hat. Diesesauf3ertsich
beispielsweiséarin,dallman,je nachWahlvon M(s), beikleinenWertenfiir y beliebigeErgebnissejuali-
tativer Art fur f, derregularisierterl dsung erhalt. Einenumerischderechnungler Funktion®, erschien
unsaufgrundder bekannterSchwierigleitender numerischerBehandlungler komplexen Umkehrformel
alsnichtempfehlenswert.

Abschliel3endvollenwir nochfolgendesrwahneniNebender Abbildungder Tikhonov-Phillips Regulari-
sierungauf einenFilter, konnenwir nafirlich diesesverfahrenauchdirekt anwendeng.h. wir betrachten
die Variationdes(quadratischenffunktionals(5.7) der Tikhonov-Phillips Regularisierung,

MY[f,g] = |Af — g+ VIBE|I> (6.44)
desserdsungdurchdie zumobigenFunktionalkorrespondierendguler-Lagrange Gleichung(5.12),
(AA+V°B*B) fy=A"g (6.45)

gegebenist®®. Fur einenallgemeinerStabilisatorder Ordnung! p = 1 habenwir bereitsin [Ros99 die
dazugehdrendeEulerLagrangeGleichungabgeleitet:

[

/w{/wit—l tE+|dE} p(t)dt — /% E*(§) d§
0

—yz{% [a®E2] - wm p(r)} =0 (6.46)

oderkurz als .
JR0pw at-b0 - { 5 | 2 |~ o peo) | =0 (647

0

geschrieberHierbeisei, zur Erinnerunggo(t) einenicht-negative, stetigeFunktionund g (1) seieinepo-
sitive, stetigeFunktion,esgeltealsoqgp(t) > 0undqi (1) > 0 VT, beideseienalsgegebernvorausgesetzt.
In derPraxiswird mansich hier, wie bereitserwahnt,sogarauf einenStabilisatomit konstanterKoeffizi-
enten,alsoqo(t) = o > 0 undq1(T) = g1 > 0, beschanken.Die Ldsungder Integrodifferentialgleichug
(6.46)istdann,gemalRdesSatze$.2,die durchdasTikhonov-Phillips Verfahrengevonnenenegularisierte
Losungderintegralgleichung2.13).

FormallaRtsich die Integrodifferentialgleichug (6.46) bei Stabilisatorermit konstanterkKoeffizientengp

28sjehebeispielsweis¢BS76, Tit86, Ro069

29Djesewerdenbeispielsweisavon ARSENIN und TIKHONOV in [AT77] zur Untersuchungles asymptotischerVerhaltensder
beidenFehlerbeitage,Gleichunger(5.55)und (5.56) auf Seite78, in der Tikhonov-Phillips Regularisierungiir y — 0 angevandt.

30sieheSatz5.2im Abschnitt5.2und[AT77, Lou89, Mic62, Smig8]
3lsieheGleichung(5.16)auf Seite70
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Ubrigenswiederummit Hilfe derMellin-Transformationdoseri?. Diese(formale)Ldsungist, wie die Rech-

nungzeigtund wie auchnicht anderszu erwartenist, geradedie Tikhonov-Phillips Regularisierte(6.37),

mit einementsprechendehusdruckderForm (6.39)fiir M(s) = |b(s)|? mit p= 1; eineweitereBehandlung
derIntegrodifferentialgleichungrscheinunsdeswgennicht unbedingtvorteilhaft?,

32Hjerfiir wird technischebensavorgegangerwie im voranggangenerbschnitt5.3.1bei der Berechnungierverallgemeinerten
Inversenbei FaltungsgleichungerPrinzipiell kann auchdie Normalgleichung(6.46) mit allgemeinenStabilisatormit der Mellin-
Transformatiorbehandeliverden,dochwird mandannim Mellin-Raumaufimplizite Gleichungerfir die Mellintransformierteder
Regularisiertergefuhrt.

33Es sei hier auchauf die Bemerkungerund Hinweisezur Behandlungvon Integrodifferentiagleichung der Form (6.46) in den
betrefendenArtikeln und Biichernwie beispielsweis¢AT77, lva76 Lav67, Mic62], hingeviesen.
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Kapitel 7

StabilisierendeFunktionen I

In diesenKapitel prasentierenvir nunendlich,alseinesderzentralerErgebnissealieserArbeit, dievonuns
abgeleiteterfilter lfy und derenMollifier-FunktionFy, fur die auf der FourierLaplace-respektve Mellin-
TransformatiorbasierendemRegularisierungserfahren(5.49) und (5.50). Zusatzlich werdenwir zu 1¢) -
8¢) alternatve Bedingungerfirr Filter desauf der FourierTransformatiorbasierendeiVerfahrens(5.47)
angebendie sich ebenscausdemvon unsverwendeterAnsatzzur Bestimmungder Eigenschafteriner
stabilisierendefrunktionergeben.

Aufgrund der schonoftmals erwéhntenengenVerwandtschafzwischen(Fourier)Laplace-und Mellin-
Transformationkonnenwir unsbeidenfolgendenBetrachtungemaufdasRegularisierungserfahren(5.49)
beschanken,wasauchalsangenehm&onsequendie Moglichkeit einer,mathematisclelegantenFormu-
lierund' zur Folge hat. Die Ergebnissdiir dasauf der Mellin-Transformatiorbasierend&/erfahren(5.50)
folgendannunmittelbar

Wir wollenbereitshier, amAnfangdesKapitels,erwahnendaldie Basisdervonunsabgeleitetestabilisie-
rendenFunktionendie Theorieder Distributionenbildet, derenzentraleErgebnisseavir, denBedirfnissen
dieserArbeit entsprechendm AnhangB kurz wiedegebenwerdert.

7.1 Vorbetrachtungenund Postulate

Bevorwir unsaberdenAbleitungenderstabilisierendefunktionerim Detailwidmen,misserwir nafirlich
derenAusgangsbasidarlegen. Dafiir betrachterwir (nochmals)die Eigenschafterer hier untersuchten
Regularisierungserfahren.

Seherwir unszuerstdenreinenEinfluR desRegularisierungsverfalensgemal Gleichung (5.61)an:
fy () = / Rx—y) fr(y) dy . (7.1)

Hier seiwiederF, die Mollifier-FunktiondesFiIterslfy. Im BeispieldesidealenTiefpasse$6.4)konvergiert,

1Diesesist schonallein deswgen naheligend, weil die FourierTransformationals ein wichtiger Spezialéll der (zweiseitigen
Fourier)Laplace-Tansformatiorbetrachtetverdenkann[Doe71.

2Be4iglich allgemeinerEinfilhrungenin die Distributionentheoriesei bereitsan dieserStelle beispielsweisauf [BB93, Bre65
Lig66, Roo69 Wal94 verwiesen.

3wir habenhier, ohneBeschankungder Allgemeinheit,x,y € R gewahlt, dawir ebensaur, um unsdie Untersuchungenicht
unndtig zu erschwerendie eindimensional&ersionerder komplexen Integraltransformationebetrachterwollen.

97
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wie bereitserwahnt,die zu diesemFilter korrespondierend®lollifier -Funktion(6.8)

__sinyx

R =1 (72)

fury — o gegendie Dirac’'scheDelta-Funktionoder, in anderenMNorten,dieseMollifier-Funktionist also
eineApproximationder Delta-Funktion[BB93, Lou89.

Perdefinitionemder Regularisierund respekive desRegularisierungs-Operato geltegenerell:

lim 709 = 09 (7.3)

wasin diesemFall beziglich derreinenRegularisierungkonkretbedeutetdald

[

im [ Rx=y) ) dy = (0 (7.4

zu geltenhabe.

DerLimes(7.3)bzw. (7.4) wird sicherlichdannerfillt sein,wennfir die Mollifier-FunktionderLimes

ImF00 =809 (7.5)

undzwarim Sinneder Theorieder Distributionen,gilt. Diesesfiihrt unsdirekt dazu,dasfolgendePostulat
aufzustellen:

Postulat 1
Die Mollifier-FunktionF, seieine Approximationder Dirac'scherDelta-Funktion esgeltealso

ImFy(x) = 8() (7.6)
genauepgelte
\lli%(Fy,¢>=(5,¢) VoeT (7.7)

wobei T der noch konkret und dem Problemangemesseau wahlendeRaum der Grundfunktionend,
die auch Testfunktionergenanntwerden,sei. Bezeichnerwir mit T' den (topologischenDualraumdes
GrundfunktionenraurstI , sobedeutetliesesn andererWorten,dal3

FeT VyeR" (7.8)
¥

gell‘e,alsolfy eineDistribution fir jedesy > 0 sei.

Der Ausdruck(7.1) derreinenRegularisierundegt sogamochein weiteresPostulainahe dadieserformal
mit demAusdruckder Regularisationeiner Distribution® [BB93], und zwar hier der Distribution f;, iber
einstimmt.Diesesund vor allem die Tatsacheder Existenzvon Modellender DielektrizitatsfunktiongE™*,
wie beispielsweiselemDrudemodef, die die Dirac’scheDelta-Funktionals Losungfir p besitzenfihrt
zum

4sieheDefinition 4.5

SWir beziehenunshieraufdenBegriff derRegularisierungvonDistributionen wie dieserin [BB93] eingefihrtwird undverweisen
auf die von unsim AnhangB.4.3 gemachterBemerkungerzu diesemBegriff. Der Begriff der Reggularisierungvon Distributionen
respektie der Reggularisierteneiner Distribution ist nicht mit demBegriff derRegularisierungschlechigestellteProblemddentist!
Vorausgreifendodnnenwir aberbereitssagendal3beidenBegriffen die Ideeeiner(kontrollierten)Approximationzugrunddiegen.

GsieheAbschnitt3.1
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Postulat 2
Die Losungf desFaltungsprobleméf = kx f = g seieineDistribution, esseialso:

fe1 . (7.9)
Ebensaseig eineDistribution:

ge T’ . (7.10)

Es ist nur konsequentyenn f € T’ postuliertwird, auchdie vorgegebeneFunktion g als Distribution
zu postulierenwas,wie wir spatersehenwerden,auchganzpraktischeGriindehat und zu mathematisch
eleganterBetrachtungemind Formulierungerfuhrt. Ein paarBemerkungnzu denbisherigernPostulaten:

e DasPostulatdasf eineDistribution sei,ist nicht nur eine,kiinstliché ErweiterungdesRaumsder
LosungerdesEntfaltungsproblemg = k« f, sonderrstelltim Fall desphdanomenologischeAnsat-
zes(2.13)einemathematisee Notwendigkit dar Ansonsterwirdefiir beispielsweisalle Drudear
tigenModellekeineLdsungunablangigvon derenDarstellung gxistieren.

e Einedirekte Konsequenausder Forderung,daf? f eine Distribution sei, ist, daRdannauch f, als
Distribution fir alle y € R* interpretierbarseinmuf und dieseeine Approximation(im Sinneder
Distributionentheorieyon f darstellt.

o EineweitereKonsequenterPostulatel und 2 ist offensichtlich,dalRdie Regularisierungserfahren
(5.47), (5.49) und (5.50), im Gegensatzzu anderenRegularisierungserfahrer{, Approximationen
von Distributionen,insbesonderder Dirac’schenDelta-Funktionso quasigenerisctbeinhalten.

Im Abschnitt5.3.3 habenwir das Regularisierungsgrfahren(5.49) durch die Funktion dby (Gl. (5.53))
damgestellt:

C+ico

Tat) = % EV((SS;) d(s) et ds (7.11)
C+ioo

- % / &,(9§(s) et ds . (7.12)

Aufgrund der schonerwahntenSchwierigleitenbei der Numerik der komplexen Umkehrformef, dirfen
wir nichtnur die Gultigkeit einesFaltungssatzeannehmensondermrmiisserdiesesogarim Hinblick einer
(praktischennumerische\nwendungfordern! Wir postuliererabschlie3endlso:

Postulat3
Die Funktion®y, definiertdurch

By(s) = % , (7.13)

erfiille die BedingungereinesFaltungssatzesodalldasRegularisierungserfahren

C+ico
Tyo(t) = % / ®y(9)G(s) € ds (7.14)
als Faltung
Tyo(t) = / dy(t—1) g(T) dT (7.15)

sieheKapitel XYZ

8Esseinochmalsauf diesbefiglichenKommentarén [DR84] verwiesen.
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wobei .
C+ioo

1) = 5= / By(s) € ds (7.16)

C—ioo

sei,damgestelltwerdenkann.

7.1.1 Eigenschaftender Losung

Wir wollen andieserStelle,als weitereVorbetrachtungerdie Eigenschafterglie a priori andie Losungf
derIntegralgleichung

(ke ) (to) = / K(to—t) f(t) dt = g(to) (7.17)

gestelltwerdenwiederholenln unseremnkonkretenFall der DielektrizitatsfunktionamorphelSystemesoll
f eineDichtefunktionreprasentierend.h. esgelte'®:

1. felle

2. fell
Betrachterwir die im AnhangB.4.1 angeyebener(allgemeinen)Eigenschaftemer Faltung,so sehenwir
leicht, daRdie obigenBedingungerkeinewirklichen Einschénkungerandie gesuchtd-unktion f darstel-

len, sonderneherzu denendie Gesuchtenoch am wenigsteneinschankendenBedingungergelhbren, ja
sogarim gewissenSinnedie Grundwraussetzungefiir die Existenzder Faltungsind.

Aus diesenEigenschafteriolgt unmittelbar daR f fur fastalle t, d.h. bis auf eine Mengevon Lebesgues
MaReNull, einestetigeFunktionist [Wer95.

Istjetzt f eineDichtefunktion,sosoll noch
3. f>0VteR

gelten.

DasPostula2 sagtuns,dalwir f alsDistribution zu betrachterhabendalalso
a) feT

geltensoll.

Aus denobigenBedingungeran f folgt jetzt unmittelbar:

b) Ist f eineFunktionim herkdmmlichenSinn,welchedie Eigenschafterd. und2. besitzt,soist f eine
regulare Distribution*! [Bre65 BB93, Wal94, Ro069.

Die gesuchtdDichte-)Funktionf soll die ManifestationphysikalischeProzessegenauederenUberlage-
rung, beschreibenwir kbnnendeswegen,ausphysikalischeiSicht, unterstellendal3 f denEigenschaften
1. bis 3. geriigt. Desweitererist die Delta-Funktion austheoretischeBicht- eineldealisierunggie Uber
lagerungreiner exponentiellerZerfalle ist letztendlichein theoretischidealisiertesModell'2. Wir werden

90bwohl wir unshier aufeindimensionaléFaltungs-)IntgraleilberdenR beschankenwollen, sinddie folgenderErgebnissé.A.
auchfir denRN gilltig.

10sjeheauchdie Eigenschafter? und3 der Dichtefunktionim Abschnitt2.2
11Djesesfolgt sofortausder Definition derregularenDistributionen.

12pie Frage pbin derNaturreinedelta-brmigeProzesseorkommerrespektie vorkommerkonnenjst letztendlichein erkenntnis-
undwissenschaftstheoretischesdsomitein philosophischesR?roblem.
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deswgyen,ohnedalReswirklich eine Beschankungseinwiirde,im weiterenexplizit nur die Dirac’'sche
Delta-Funktionals nicht-regulareDistribution in Betrachtziehen.

7.2 Filter der Fourier-Laplace-und Mellin-T ransformation

Wir wollen unsnun den,ausdem Postulatl folgenden,,notwendigeh EigenschaftemdesFilters Ify und
desserMollifier-Funktion F, zuwendenDafiir missenwir uns als erstesGedanlen tiber die fir unsere
Zwecke geeignetéNVahl desGrundfunktionenraumg™ machen Perdefinitionent? stehendie Funktionen
lfy undF, vermbgederzur LosungdesProblemg7.17)verwendeteintegraltransformatiom einemeinein-
deutigenZusammenhanglVie wir im AbschnittB.4.4 angegeberhaben spieltder Grundfunktionenraum
S, derRaumaller iberpolynomiakbfallendenC”-Funktionen,n der FourierTransformatioreinebeson-
dereRolle,denngemalRdesSatzedB.10gilt:

Der Operatorder FourierTransformation¥ ist ein Automorphismusn S, d.h. F bildet S linear, stetig
undbijektiv auf.s ab,unddie Umkehrabbildungdie inverseFourierTransformationiespektve derinverse
Operator # ~1 besitztdieselberEigenschaften.

Somitist der Grundfunktionenrauns, derauchals Scwarz-Raunbezeichnetvird, als Ausgangsbasifir
unsereUntersuchungeitlealgeeignetDer Swarz-Rauny ist folgendermafRedefiniert4:

SRY) = {peC”|pmyd]<e VmI=0,1,2..} , (7.18)
mit pmle] = sup{(1+x)% D] |xe RV, [l <1} . (7.19)

Fir unsereZwecke ebensageeignewareder Grundfunktionenraun®, die Menge (5’ (RN) allerim RN
finiten und beliebig oft differenzierbarerfkomplexwertigen)Funktionert®. Es kannabergezeigtwerden,
dafdie stetige(identischeEinbettung

DCS

gilt [BB93, Wal94]. Offenbarsind alsoalle Grundfunktioneraus.$, ein weitererGrund,denRaums als
GrundraumZ zuwabhlen.

Der Inhalt desPostulatsl ist, daRdie Mollifier-Funktioneine Approximationder Delta-Distribution sein
soll. Die SatzeB.8 undB.9 zur Approximationervon Distributionenauf S’ bzw. 2’ bildennunnaheligen-
derweisalie Ausgangsbasider UntersuchungemwelchenotwendigeEigenschaftenie Mollifier -Funktion
besitzermuf3,wobeigeradeder SatzB.9 fur unsvon groRerpraktischeBedeutungseinwird. Einedirekte
KonsequendesSatzedB.8ist, wie auchim AnhangB.4.3undin [Wal94 erwahnt,dal’die Delta-Funktion
alsLimesregularerDistributionendargestelltwerdenkann,ja sogarvon solchendie durchGrundfunktio-
nenerzeugtwerden.

Basierendauf denSatzB.9, mdgedie Mollifier -FunktionF, nundie folgenderEigenschafteibesitzer®:

Die Mollifier-FunktionF, sei,im Sinneder Theorieder Distributionen,eineregularisierendeFolge respek-
tive regularisierendeScar d.h. F, besitzekonkretdie Eigenschaften:

N FRRes(RY) Vy>0,ye R\ {0},

) R(X)>0 VxeRV,VyeRH\{0},

nmy [R(Xdx=1 VyeR"t\{0},
RN

Bsieheallg. Abschnitt5.3.3und dort besondersleichunger(5.59) und (5.60)
4sieheDefinition B.8 im AnhangB.2.2und[BB93, Wal94,Bre65; wir gebenandieserStelledie ,kompakt& Versionan.
15sieheDefinition B.6 im AnhangB.2.1und[BB93, Wal94,Bre65

18wir formulierenhier die Versionfir denRN undesseidarauthingaviesen daRdie Bedingungemur formal mit denerdesSatzes
B.9identischsindundsichin denaufgestellten/oraussetzungevoneinandetnterscheiden.
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IV) Fistfuralley> 0 einegeradeFunktion:F,(x) = F,(—Xx),
V) R(x) =y NF (%) ye R\ {0}, wobeiF € 5 (RV) einefesteFunktionsei.
In anderenNorten,besitzteinefesteFunktionF die Eigenschaften
a) F e S(RY),
b) F>0, xeRN,
c) [ F(x)dx=1und
RN
d) F(x) = F(—x) (F ist einegeradeFunktion),

dannwird durch

R =y NF (j) yER\ {0} (7.20)

eineregularisierendé&schark, konstruiert.
Fur unsvon groRterBedeutungst nundie Giiltigkeit desfolgendenSatze$':

Satz7.1
Erfillt die FunktionF, die Eigenschaftem bis V, soist dieseeineApproximationder Delta-Funktion.

Wir wollendieserfiir unszentralSatznunbeweisen
Untersuchemvir dasintegralt®

F(X) d(x) dx= [ yNF X d(x) dx (7.21)
Y

wobeid € § sei.GemalRderEigenschaft gelteebensd, € § firalley > 0, worausunmittelbarfolgt, dafd
Fy einetemperierteDistribution fir alley > 0 ist: F, € ' Vy> 0,y € Rt \ {0}, esgilt die Abscratzund®

[ R0 009 dx< Ile 11 (7.22)

undesgilt sogardaRdasProduktzweierGrundfunktionerauss wiederin § liegt, alsoeineGrundfunktion
darstellt:F,- ¢ = € $ fur alley > 0. Offensichtlichist F, sogarfir alle y > 0 eineregulare temperierte
Distribution. Betrachterwir also:

(F.9) = / F(X) ¢(x) dx (7.23)
= / R () 6(0) dx + / RO (6(X) —(0)) dx . (7.24)

Das erstelntegral in (7.24) ist, wennwir die Eigenschaftll der Funktion F,, alsoderenNormierung,
berticksichtigengleich demWert $(0), daszweitelntegral in (7.24)ist, wennwir die Substitutionx = yy
anwendemnund Darstellung(7.20)der FunktionF, (Eigenschaft/) bericksichtigen:

/Fy(X) 40 -4(0) dX:/F(y) (0(vy) —(0)) dy . (7.25)

17Die BezeichnungSat? istandieserStellevielleichtetwashochgeriffen undeventuellwarederBegriff ,Korollat angemessener
gewvesenDadie Aussaggedochvon zentraleBedeutungdst, haberwir die BezeichnungSatZ gewahlt.

18g0neit esnichtanderserwahntwird, werdendie folgendenintegraleilberdenganzerRN respekiie denganzerR erstreckt.
19Esgeltendie (stetigen)nklusionens c L und.s c L?; sieheAnhangB und[BB93, Wal94, Wer95].



7.2. FILTER DER FOURIER-LAPLACE-UND MELLIN-TRANSFORMATION 103

EsgeltenjetztibrigensgemalRderHOL DERSCHEN Ungleichungeriwer95 Doe71, diefolgendenAbschatzun-
gen:

T
—~~
=
—~~
B4
—~~
2

|
=4
—~~

o
~~
~—

Q.
<
IA

IFvllcz N9 (vy) — 0 (W)l (7.26)

—
-
—_
=
—
b=a
~
2
I
b=a
=
=
=
=%
<
AN

IFllee [16(w) =Wl - (7.27)

Unsinteressiernun der Limesy — 0*. Da aufgrundvon ¢ € S, quasiper definitionem,savohl ¢ € C*
alsauch¢ € L? gilt, kénnenwir die Grenzprozessalsodie Integrationund denLimes, vertauschenynd
erhaltenso:

/ F(y) (0(yy)—6(0)) dy—0 firy—0 . (7.28)

Greifenwir auf die im AnhangB.2.2.4 eingefihrtenNormenin § zuriick®®, so gilt offensichtlich, mit
VerwendunglerNotationdY(y) = ¢ (yy)

[6(yy) = d(Y)| < Cpmo[$¥ - ¢] (7.29)
respekive

6(w) — oM <ClIo¥—ll7 (7.30)

wobeijeweilsm € N undm > 0 gelte. EbenscsiehtmanohnegroReMiihe,daifir jedeFolge {y;}, j sei
ganzzahligoositv, derFormy; = ypj mit festemyg > O,

lim 14" —¢ll7=0 (7.31)
j—0
respektve
. Vi _ ol —
lim pm (67 —¢] =0 (7.32)
gilt, daRalso¢Y — ¢ bediglich derKornvergenzin § gilt,
lim[16Y—¢llm , m>0 , (7.33)
j—0

undsoauchin diesemSinne
JFo) b -0 dy—0 . (7.34)

gerechtfertigtist. Wir habensomit gezeigt:Besitzteine Funktion F, die Eigenschaften bis V, so gilt im
SinnederTheoriederDistributionen

yirQJr <FV7¢> = <67¢) V ¢ € 5 ’ (735)

alsoderbehauptet&atz7.1.

Mit denEigenschafter bis V besitzerwir also(mdgliche)notwendigeBedingungenmit denendasPo-
stulat1 an die Mollifier-Funktion erfilllt ist. Wir miissenjetzt jedochnocheinmaldasFaltungsintgral!
(7.1)

fy(x) = / R(x—y) f(y)dy . (7.36)

2sieheauchGleichung(7.19)in derEinfilhrungdesSchwarz-Raumsn diesemKapitel

21per Ubersichtwegenhabenwir denindex , T* firr die theoretischergxaktenFunktionenweggelassen.
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alsodie reine Regularisierung naherbetrachtenAus denEigenschaftendie wir andie Losungf gestellt
haber? folgt unmittelbardie Wohldefiniertheitund ExistenZ® desobigenFaltungsintgralsfur alley > 0,
esgilt die Abschatzung

vl < Fllee IRl = [ flle VY>0 (7.37)

wobei hier die Eigenschafterl und Ill an F, bericksichtigtwordensind, und mit der Eigenschaft der
Mollifier-Funktionfolgt, daRdie regularisierteL dsung(der reinenRegularisierung)in dieserDarstellung
einetemperierteDistributionfur alle y > 0 ist; konkretgilt, perdefinitionemder FaltungeinerDistribution
f € §' mit einerGrundfunktionF € $ (B.135),fur jedes) € S:

(f,0) = (fxF,0) = (f,Ryx0) , (7.38)

wobeiwir die NotationF,(x) = Fy(—x) verwendehabenNun ist abergemaR der EigenschaftV Fy eine
geradd-unktion,sodaRwir (7.38)auchschreiberkdnnenals

(fy,0) = (f,Ryxd) . (7.39)

Die FaltungF, * ¢ zweierFunktionenp € S undF, € § ist offensichtlichwohldefiniertundgetort, wie sich
zeigenlal3t,wiederzu S [BB93, Wal94], d.h.esgilt

by=FRxd=0xFR eSS VyeR" | (7.40)

woraussofortfolgt, daR fy eineregularetemperierteistributionist, sofernf eineFunktionim herkdommli-
chenSinneist, diedieim Abschnitt7.1.1damgelggtenEigenschafteesitzt. Handeltessichbeiderexakten
Losungf um die Delta-Funktion die keineregulare Distribution ist, soist sowohl, daF, € S geltensoll,
die Faltung

() = / 5(y) Fy(x—y) dy = / 5(x—y) Fyy) dy (7.41)

fur alle x wohldefiniertund esgilt analogzu (7.38)respekive (7.39)
(fy0) = (3xF,0) = (8, Fyx0) = (3,0) , (7.42)

wobei das Skalarprodukt offensichtlich- aufgrundvon ¢y € § Vy € R* im Rahmender Theorie der
Distributionenwohldefiniertist. Ubrigenshandeltessichauchbei fy = 8+ F, umeineregulareDistribution,
dennesgilt bereitsperdefinitionemder Delta-Distritution:

[ 86 Rox=y) dy =Ry (7.43)
undsomit
<(6* FV)(X)a¢(X)> = <Fya¢> ) (744)

worausdasBehaupteteinmittelbarfolgt.

Als nachstesniussenwir nochexplizit zeigen,dal’fiir y — 0 die regularisiertegegendie exakte Losung
korvergiertundzwarim SinnederKorvergenzin §'. Dafiir gehenwir von Gleichung(7.39)

(fy,0) = (f.Ryx¢)

aus.Betrachterwir jetzt hier zuerstdie FaltungF, * ¢ € S. Wir habeneinezum Beweis desobigenSatzes
7.1folgendeanalogeSituation:

(Frd)(x) = / F/(y—X) 0(y) dy

22sieheAbschnitt7.1.1

Zpausf e Lt und F e L! folgt die Existenzfirr fastalle x, d.h. bis auf eineMengevom LebesgueMaR Null.
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00

= /aw¢u—ww

—00

[

- [Rm 800 dy + [ R0y~ 009] dy

—00

00

—0(x) + / F (O [0(x—yt) — ()] dt (7.45)

—o0

wobeiwir wiederumdie Substitutiony = yt und die Darstellung(7.20) respektve die Eigenschafty der
FunktionF, verwendetiabenDa ¢ € S gilt, kbnnenwir offensichtlichdie Integrationunddie unsinteres-
sierendd.imesbildungy — O vertauschensodalRaus

d(x—yt)—d(x) >0 fury—0 , (7.46)
die Korvergenzdesintegralsin (7.45)fury — 0™ gegenNull folgt:

[«

im [ FOBx-W-6() dt=0 . (7.47)

—o0

Kommenwir jetzt zu (7.39)zuriick und betrachterdenLimes:

m (f,0) = lim (1,,)

Ly (/ F(x-)00) dy) (0 ax (7.48)

dennda f € L! gelte,kdnnenwir die Integrationenvertauschenyund da wir mit der selbenArgumenta-
tion wie oben, f € L, ¢ € S und Stetigleit der Integrale?* auchdie Integrationenund die Limesbildung
vertauschekodnnen erhalterwir mit denobigenErgebnis(7.47):

im () =[xt (m [ evRix-y) ¢<x>)
=/H@M@W - (1,0) . (7.49)

Ubrigensgilt sogarpy — ¢ fur y— 0 im Sinneder Korvergenzin §. Um dieseszu sehen petrachterwir
fur beliebigePaarep, g, wobei p undq ganzzahligseien:

DR (800 —9(3)| = DADE [ R b(x—y) ~ 6] dy

—00

_ / F(t) [XDP o (x— yt) — d(x)] it

IA

/ F (t) XD [p(x— yt) — 0(]| dt . (7.50)

—00

24Dje Integralesind mindestendis auf eineMengevom LebesguestaReNull stetig,undesgelte,zur Erinnerunghier sogamoch
felly.
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PerdefinitionemdesRaumss, ist nun der Integrandfir jedesp, g-Paar stetig, fallt fur |t| — o Uberpo-
lynomial ab, und wir kdnnenwiederumdie Integrationund den Limesy — 0T vertauschenso daR wir

letztendlich
lim [0 (#y0) = ¢(9) |, = (7.51)

erhaltenalsodie Korvergenzin §.

Wir haberbishergezeigtdalRdie EigenschaftehbisV notwendigeEigenschafterinerMollifier-Funktion
Fy sind,saweit wir nur die durchdiesedamgestelltereineRegularisierungoetrachtenDie weiteren(notwen-
digen)Eigenschaftekdnnenwir jetzt,zumindestuf einerMetaebenesofortangebengdadiesezumeinen
direkt ausder Definition der FunktionenF, und F, und zum andererausdemPostulat3 folgen. In der Tat
habenwir dieseEigenschafteereitsanggebernundwollen diesenunwiederholen:

VI) Die stabilisierendérunktionF ist die Integraltransformierteler Mollifier -FunktionF,.

VII) Bezeichnerwir mit k die Integraltransformierdesintegralkernsk desFaltungsproblem$7.17),so
mogedie Funktion

b, =< (7.52)
furalley > 0 die BedingungereinesFaltungssatzegeriigen.

Offensichtlich: Die Eigenschaftvl gilt per definitionent® und die EigenschaftvIl ist nichtsanderesals
der Inhalt desPostulates3, wobei beideBedingungerjetzt je nachanzuwendenderRegularisierungser-
fahrenkonkretisiertwerdenmiissenwobeiwir natirlich auchmit einerErganzungderbereitsaufgestellten
Eigenschaftemechnermiissen.

7.2.1 Filter der Fourier-Transformation

Als ersteswvollenwir, quasialsein ,einfache$ Beispiel,um dasweitereVorgeherzeu demonstrierenilter-
nativenzu denBedingungerie) - 8¢) derFilter desRegularisierungserfahreng5.47)herleitert®.

Die EigenschaftehbisVI konnenwir, letztlich, wie sichgleichzeigenwird, aufgrundderWahldesRaums
S als Grundfunktionenraundirekt iUbernehmenAus den allgemeinenEigenschafterund Rechenrgeln
der FourierTransformationdie beispielsweisén [Doe71 Tit67, EMOT54] detailiertdamgelegt sind, und
darausdal3,wie bereitserwahnt,der Operatorder FourierTransformation¥ ein Automorphismusn §
ist?’, lassersichdirekt die folgendenEigenschaftenlesFilters lfy herleiten:

(a) DagenmaRderEigenschaft Fy € S Vye R \ {0} gelte,folgt unmittelbar dadasFilter Fy ebenso
eineGrundfunktionfuralley > Oist: iy € S Vy e Rt \ {0}.

(b) AusderEigenschaftV, F, seieinegeradeFunktion,unddenallgemeinerEigenschaftenlesOpera-

tors ¥ folgt:
R(w) =R(-w) VyeR"\{0} ; (7.55)

ZsieheGleichunger(5.59)und5.59desAbschnitts5.3.3

26|m diesemAbschnittsoll die Variableim Originalraummit t unddie Variableim FourierRaummit o bezeichnewverdenundwir
wollen hier die Fourier Transformatiorin derderzweiseitigen(Fourier)Laplace-TansformatioranalogerGestalt
flw) = / () et dt (7.53)

=)

ft) = %[/f(w) 4 doo (7.54)

verwenden.
ZTsieheSatzB.10desAnhangsB.4.4
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Fy ist alsoeinegeradeFunktionbeziglich desArgumentsw.

(c) Esgilt, aufgrundderEinbettungs C L?:

FReL® VyeR"\{0} . (7.56)
(d) Esgilt derLimes:
lim F(w) = 1 bzw (7.57)
y—0t
Fo(w) = 1 . (7.58)

Die Gliltigkeit derEigenschaftefia) bis (c) fir alley € Rt \ {0} lafitsichuibrigensfolgendermafiereigen:
Beziglich derFourierTransformatioryilt:

fa) (a>0) > alf(alw) . (7.59)
DanunaufgrundderEigenschafi/ (Gl. 7.20)

Fx) =y NF (i) yERM\{0} (7.60)

wobeiF € S einefesteFunktionsei, gelte,ausdenEigenschaftenler Fourier Transformatiorunmittelbar
analogeEigenschafterzu (a) bis (c) fur die Fouriertransformiertefr derFunktionF folgen,also

(@) F e S (Automorphismusler Fourier Transformatiorin §),

(b) F(w) =F(-w) ,

) FeL?
gilt, emgibt sichausall demzusammengef3tdie Gultigkeit der Eigenschafterfa) bis (c) fur alley € Rt \
{0}.

DerBeweisderEigenschaffd) siehtnunsoaus:
Esseip € 5, e SVye R"\ {0} undf € $ fest.Desweiterergelte

Betrachterwir nundie Fouriertransformiertef F, = F,, wobeiwir bereitsaufgrunddesAutomorphismu-
sensder Fourier Transformatiorin § wissen,daRdannebensdf, € . gilt. Genauemollen wir die Fou-
riertransformierteder Distribution F, € §’, geraB Definition B.18, betrachtenWir wissenbereitsausder
TheoriederDistributionen[BB93 Bre65 Wal94]:

(70,0) =(L,9) . (7.62)

Betrachterwir also

m(FFR.0) = lim(R,7¢) (7.63)

- e () ([ nse) o

— [
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- \m)/m (/me—‘“’y—lF (%) dt) ¢ (w) dw (7.65)

= lim [ Fow) @) doo (7.66)

—o0

wobeiGleichunger(7.63)und(7.64)nichtsweiteralsdie Definition derFourier Transformatioreinertem-
periertenDistribution sincP®, wir in Gleichung(7.64) offensichtlichwiederumdie Darstellung(7.20) re-
spektie Eigenschafty derMollifier-FunktionF, angevandthabenunddie Gleichunger(7.65)und(7.66)
direkt ausder Vertauschbarkit der Integrationsreihenfolgealle in den Integrandenstehenderfunktio-
nensind Elementes, folgen, wobei wir in der Gleichung(7.66) noch zusatzlich die (Transformations-
)Eigenschaf(7.59) der FourierTransformatiorberiicksichtigthaben;esgilt somitfur dasFilter die Dar-
stellung: N N

R(w) =F(yw) . (7.67)

Wiederumkodnnenwir jetztin (7.66)die Integrationund die Limesbildungaufgrundder allgemeinerEi-
genschaftenler Elementen $ vertauschersodalwir alsZwischenegebnis

00

m(7R.0) = [ imE () ) do
= F(0) ¢(w) dw (7.68)

erhaltenWir kénnennunF (0) mit Hilfe der FourierTransformatiorausrechnergennF (0) ist die ,nullte
Fourierkomponenté der FunktionF:
it 1 [ F
/e Yy - F (—) dt
Y

w=0

/y—1 F (:—/) dt=1 , (7.69)

denngenaR der Eigenschaftll seidie Mollifier-FunktionF, auf Eins normiert,und so erhaltenwir ab-
schlieRendlaszu zeigende:

F(0)

lim(7FR.0) = (L¢) und (7.70)

1. (7.71)

1l

Fy=o(w)
Wir kdbnnensogamochmehriiberdie Funktionlfy aussagen:

(a2) IstjetztFy € D undsuppF, C Bg,, sogilt derSatzvon PALY E-WIENER?, d.h.konkret:
If\(/(w) ist fur alley > 0 eineganzeFunktionmit der Eigenschaftdal3zu jedem(Multi-)Index p ein
Cp > O mit
PR <L (z=w+in) (7.72)

existiert.

28sieheDefinition B.18 desAnhangesB.4.4.2
29sjeheSatzB.12 desAnhangsB.4.4.3und [BB93, Wal94]; mit Br wird die abgeschlosser€ugelim RN mit Radiusr bezeichnet.
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Kommenwir nun zu der konkretisiertenVersionder aus dem Postulat3 folgendenEigenschaftvIl im
Gewandtdesauf der FourierTransformatiorbasierendeRegularisierungserfahreng5.47):

VII) Mit k seidie Fouriertransformiertelesintegralkernsk der Faltungsgleichung7.17) bezeichnetEs
geltedann:

by(w) = 'ERV((Q“;) €l2 VyeR*\{0} . (7.73)

Nachall denVoruntersuchungeund -betrachtungerkonnenwir nunfir die Filter desRegularisierungs-
verfahreng5.47)denfolgendenSatzbeweisen:

Satz7.2
Weist eine FunktionF, und derenFouriertransformiertd~, die obigenEigenschafteri bis VII auf, also
konkret

) ReS(RY) Vy>0ye R\ {0},
I F(x) >0 ¥xeRY,VyeR"\{0},

n [FRdx=1 YyeR\{0},
RN

IV) Fistfuralley > 0 einegeradeFunktion:F,(x) = F,(—X),
V) R(x) =y NF (\—’;) ye R+ \ {0}, wobeiF € S (RV) einefesteFunktionsei,

VI) Die stabilisierendéunktionF, ist die Integraltransformierteler Mollifier -FunktionF,

Vi) Mit k seidie Fouriertransformiertelesintegralkernsk der Faltungsgleichung7.17) bezeichnetEs

geltedann: .
Py(w) = % el? VyeR"\{0} , (7.74)
soistderdurch
1 TE . )
Tot) = E{/ RV(((?);) §(w) €< do (7.75)
_ %{ / &,(0) §(02) € doo (7.76)

definierteOperatorT, ein Regularisierungs-Operatafer Integralgleichung(7.17)vom Faltungstypusund
diedurch

fy=Tyg (7.77)
definierteFunktionist eineregularisiertel 6sungdesschlechigestellterProblems(7.17), wobeimit § die
Fouriertransformierteler vorgegebenerfFunktion (Daten)g ist. Die regularisiertel dsungf, kénnenwir
dannunterAnwendungdesFaltungssatzeg&ler Fourier Transformationglurch

fy(t) = / dy(t—1) 9(T) dT (7.78)
wobei®, durch
Dy (t) = %{/ Py(w) € do= %_[/ ':Ry((u)w)) e dew (7.79)

gegebenist, darstellen.
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Esfolgt nunquasider RestdesBeweiseglesobigenSatzes.2:
Die Darstellung(7.78)

00

h = [oe-Dgmr (7.80)
ist soforteinzusehergjenndie EigenschafVll gibt geradedie BedingungemlesFaltungssatzederFourier
Transformatiorwieder[Doe71, Tit67], undwir haberbeiderLdsungderFaltungsgleichungz.17)vermbge
der FourierTransformatiorimplizit vorausgesetztjalRg respekive § denVoraussetzungedesFaltungs-
satzegeriige,dennwir miisserhierbeidie eineindeutigezuordnungder Funktioneng und § vermogeder
FourierTransformatiorfordern. Ebensowissenwir ausder Theorieder FourierTransformationdal3das
Urbild ®, der Transformierter,, so®, € L? furalley € R* \ {0} gilt, durch

() = —— / &,(w) & dw (7.81)

by (w) = / Dy(t) e dt (7.82)

unddaRdesweiterem, € L2V ye R+ \ {0} gilt [Doe71 Tit67]. Die Zuordnungder Funktionend, undCTJy
vermbgederFourierTransformatiornist dannwiederumeineindeutigDoe71, Tit67].

Die Korvergenzder regularisiertenf, gegendie theoretischegxakte Losungfr bei exakt bekanntervor-
gegebenerfunktiongr, alsoderLimesy — 0, habenwir bereitsgezeigt.Es seidaraufhingeviesen,dai
approximatve Dateng® stetsy > 0 implizieren,und per definitionemdesRegularisierungsoperatorsnd
desRegularisierungsparameteéfsdie Limites g¢ — gr, € — 0 einerseitsund y — 0 bei der Kenntnisder
exakten theoretischeiVorgegebenemy; andereseitdefactoaquivalentsind[AT77, Lou89.

Wir kdnnensogar bei der Glltigkeit der Eigenschafteri bis VII desobigen Satzesdie Stetigleit des
durchdiesegegebenerRegularisierungsoperatorespekive RegularisierungserfahrensTy beaiglich der
Supremumsnorraeigen:

Esseiim weiterendiesesBeweises! g1, g, € L2. Betrachterwir die Differenz

TAg(t) = Ty(9u(t) —92(t)) (7.83)
_ %{_/ RV((O‘:;) [62(0) — Go()] & doo (7.84)
- %{ / &,(09) [2(00) — Go(00)] € doo . (7.85)

Der BetragdieserDifferenzist durch
1 ) .
Tag()| < o / ()] 1161(0) ~ Go(@)]| doo (7.86)

absclatzbarWendenwir jetztdie HéLDER’scheUngIeichungan [Wer95 Doe71, soerhaltenwir

ITyAg(t)] HCDV”LZ |91 —g2ll2 - (7.87)

30sieheDefinition 4.5 desAbschnitts4.2.4und[AT77, Lou8d|

31Djesesst eine(mogliche)Voraussetzungndie Vorgegebenery, um die Faltungsgleichung7.17)im FourierRaumdurchg =
darstellerzukdnnen.

=
-
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Die ForderungVIl stelltnundie ExistenzderNorm H—Fki

L= ||®y ||, furalley > 0 sicher undwir wollen
diesein Abhangigleit von denParametey mit ¢(y) bezeichnen:

o) = [[Bye - (7.88)
Beziglich der Differenzder Funktioneng; undg, geltenun,gemessein derL2-Norm:

llor—gof <€ . (7.89)

GenalRderParsevalscherFormel[Doe71, Tit67] gilt bekanntlich:

/ 16(@) 2 do= 21 / o2 dt (7.90)
womit also 3
ITAg()| < || Byl e =ov) € (7.91)

folgt, und darauswiederumfolgt die Stetigkeit des OperatorsTy in der Supremumsnornbeziglich der
Vorgegebenery fur alley > 0.

Esqgilt sogamochmehr, dennbetrachterwir die Fouriertransformierté\f~y derDifferenzder Regularisier
ten, perdefinitionemdesRegularisierungserfahrengdurch

Afy(0) = Py(0) [Ga(w) - Go(0)] (7.92)
gegebensofolgt aus®, € L? Vye Rt \ {0} undg 2 € L? unmittelbar
AfyeL?Vye R\ {0} . (7.93)

Gehenwir jetzt analogzur obigenBetrachtungvor, konkretwendenwir die HOLDER'scheUngleichung
unddasParsealscheTheoreman, soerhaltenwir die Abschatzung

ITAgle = Al < || @] .e=0¥) e (7.94)

worausdie Stetigleit desOperatorsly in der L2-Norm folgt.

DesweitereriaRtsich nochzeigen:Gilt g1,9, € LY, so kdnnenwir aufgrundder EigenschaftvIl ebenso
einenFaltungssatfderFourierTransformationanwenderiDoe71, Tit67], sodalwir jetzt

T = 5 [ @t-1)[02(0) - (1)) o (7.95)
erhaltenwobei .
(1) = o / &,(w) €t doo (7.96)

—00

sei.Mit derEigenschaf(ix) derFaltung,welchewir im AnhangB.4.1angegeberhabenfolgt nun:

ITyAgllz < Ay) [lg1— @2l (7.97)

woraussichebensalie Stetigleit desOperatorsly fiir y > 0 ergibt.
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7.2.2 Filter der Fourier-Laplace Transformation

Wendenwir unsjetzt denunsbesonderinteressierendeRall der stabilisierenderfrunktionenfiir das,auf
der FourierLaplaceTransformatiorbasierendeRegularisierungserfahren(5.49) zu, welcheswir hierin
demGewandtderzweiseitigerL_aplace-TFansformatioA? betrachterwollen:

C+ioo

Lo

MO=Tet) = 5 | Fy(s)gg e ds (7.98)
Ctico

- % (9 §(s) et ds . (7.99)

Wie wir bereitsim voranggangenerbschnitt 7.2.1 erwahnt haben,gilt, falls F, € D und suppF, C

BRV erfullt ist, der Satzvon PaLYE-WIENER®, d.h. die FounerLaplacetransformlertEy ist exponenti-
ell absclatzbarund der Raumaller F, € D mit suppF, C Bg, wird bijektiv auf denRaumaller ganzen
holomorphenFunktionenF,(s) abgebildet.Greifen wir nun auf die Theorie der zweiseitigenLaplace-
Transformatiod* zuriick, so kénnenwir die obigen Voraussetzungedes Satzesvon PALYE-WIENER

entsclarfenundtrotzdemanalogeAussagerireffen.

EsseiF, € S undF, geriigeeinerExponentialabscitzunggenauesoll F, € S fur jedesy € R \ {0} der
Klassel,, derin einemHorizontaIsteifenn‘{ <n< r]\z’, mitt = & +in, analytischerFunktionenF(t), die
einerExponentialabscitzungderkonkretenForm

c,e%t furg>0 | (7.100)
c,e furg<o | (7.101)

o
—~~
~—+
SN—r
AN

o
—~~
~—+
SN—r
AN

wobeix] < X} sei,geriigen,angefdren.Durchdie verallgemeinerteweiseitig Laplace-Fansformation

—00+ir'|

dVR= [ ROetd misnsny (7.102)
oo+ir]

wird ausjedemF, der Klasse%,, einevon n unablangigeFunktion lfy der Klasseaq,, erzeugt,ausder
wiederumF, durchdie komplexe Umkehrformel

C+ico
_1n) = 1 ~
e E = Ry(t) = o / F(s)etds (X <x<xb) (7.103)

C—ioo

gewonnenwerdenkann,konkretwird durchdie komplee UmkehrformelausjederFunktion Ify derKlasse
a, die vonx unablangigeFunktionF, derKlasseXl;, erzeug{Doe71.

Die Klassea, ist ihrerseitsdefiniertals die Klasseder in einem\Vertikalstreifenx} < x < x} (S= X+ iy)
analyt|scherFunkt|onerFy, die einerExponentialabsditzungderfolgendenForm geriigen:

B9 < G fury>0 (7.104)
B(s)| < c &% firy<o , (7.105)

32NochmaligeHinweis: Die Begriffe , FourierLaplaceTransformatioh und,,zweiseitigeL aplace-Fansformatioh sind hier Syn-
oryme.

33sieheSatzB.12 desAnhangsB.4.4.3und [BB93, Wal94]; mit Br wird die abgeschlosser€ugelim RN mit Radiusr bezeichnet.

34Eine immer noch henorragendeDarstellungder Theorie der (zweiseitigen)Laplace-TFansformationbieten die Biicher von
DoETscH [Doe71 Doe72 Doe73, wobeiwir aberebensamochauf[Tit67] verweisenwollen.
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wobein) < n} gelte.

Es kann nun gezeigtwerden,daR die Zuordnungjeder Funktion F € 2, vermbge der (verallgemeiner
ten) zweiseitigenLaplace-Tansformation(7.102)- und derenkomplexen Umkehrformel(7.103)- zu ei-

ner FunktionF € a, eineindeutigist; mit anderenWortenwird die Klasse®l,, vermbge der zweiseitigen
Laplace-Tansformatiorbijektiv auf die Klasseq;, abgebildet.

Die Konsequendesebendamgelegten,in Hinblick darauf,daldie Funktionenr, und R, vermgeder hier
verwendeteaweiseitigerLaplace-Tansformatioreineindeutigeinandezugeordnesind,ist also,dal3wir
die Eigenschaft derMollifier-Funktionin derfolgendemaheligienderArt undWeiseabandernwverder?®:

I) Wendernwir die (verallgemeinertegweiseitigeLaplace-Tansformatioran,alsodasVerfahren(7.99),
sogeltefir die Mollifier-FunktionF:

ReESN, VyeRT\{0} . (7.106)

Dementsprechendndernwir die Eigenschafl/ folgendermafeab:
V) R(t)=yF (%) y € R*\ {0}, wobeiF € SN, einefesteFunktionsei.

DerSatz7.1,die die Eigenschafteth bis V besitzendéMollifier-Funktionist eineApproximationderDelta-
Funktion,gilt nafirlich weiterhin.

NocheineBemerkungzu dermodifiziertenEigenschaft: HandeltessichbeiderVariablent im (urspting-
lichen) Problemum einereelleGroRe gilt alsot € RN bzw. t € R, sobedeutetliesesoffensichtlichfir die
Eigenschafty, €
Die FunktionF(t), t = £ +in, ist fir jedesy € R \ {0} einein einemdie reellet-AchseeinschlieBenden
Horizontalstreifen
Y<n<n! Y<o<n!
nsns<sn; , N

analytischeé~unktion,die einerExponentialabscitzungder Form (7.100)und(7.101)genige.

Esist klar, dal3die, per definitionemder Mollifier-Funktion,gegebeneEigenschaftvl jetzt die folgende
Formannimmt:

VI) Die stabilisierend&unktionFy istdie (verallgemeinertedweiseitige_aplacetransformiertderMollifier -
FunktionF,: VR, = F.

Aus denderartmodifiziertenEigenschafter bis VI und der Theorieder (verallgemeinerteaweiseitigen)
Laplace-Tansformatioriassersichjetzt folgendeEigenschaftemder FunktionF, ableiten:

(a) Die FunktionF(s) ist, fur jedesy € R* \ {0}, (zumindestjn einemVertikalstreifen
X[ <x<X (s=x+iy)
eineanalytische~unktion.

(b) Esgilt: F(s) = F,(—s) Vye R\ {0}.

35BemerkungNicht jedeFunktiond € S geriigt einerExponentialabs@tzung.Um dieseszu sehenpetrachtemanfolgendesEs

seid € S undasymptotisclyelte:p ~ x'% fur |x| — co. Somitfallt ¢ fir |x| — oo starker abalsjedePotenzl/|x|™. Desweitererkonnen
1

wir schreibend ~ & = g (nx?, Esgilt, aufgrunddenEigenschaftederIn-Funktion:In?x < ax mit einergeeigneterkonstantera.
Daraudfolgt: g (Inx? > e~ alsomuBeineFunktiond € S nicht unbedingteinerExponentialabsétzunggeriigen.
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(c) Esist: Fy € a, V y€ R* \ {0}. Aufgrundder Korvergenzdesintegrals

[ee]

/gwmmwt, (7.107)

—00

dennesgeltegemafRder Eigenschafl |, € SN2, Vye R\ {0}, folgt ausdem Parsevalschen
Theoreni® der (verallgemeinerterjweiseitiger_aplace-Fansformation:

(X0 +1y) € L2(xo— o0, xg+ i) (7.108)
wobeix] < Xo < X} ist.
(d) Esgilt derLimes:
lim F(s) = 1 bzw (7.109)
y—0t
F=o(9) = 1 . (7.110)

Um einzusehendaRdie Eigenschafterfa) bis (c), und zwar fur jedesy € R+ \ {0}, gelten,betrachterwir
folgendes:
Vorangestellsei,daRbeziglichder(zweiseitigen)aplace-Fansformationanalogzur FourierTransformation,
die, Transformationsrgel’

an

f(a) (a>00 Lalf(alsy . (7.111)
gilt. GemRderEigenschafly seiF, durch

R(t) =y 'F (%)

gegeben,wobei, nach Voraussetzungl: € SN2, sei. Aus der allgemeinenTheorie der (zweiseitigen)
Laplace-Tansformatiorfolgennunmit diesenEigenschafteminmittelbaranalogeAussagerzu denervon
(a) bis (c) fur die Laplacetransformiertel derFunktionF, alsdawaren:

(&) AusF € %, folgt sofort: F e a, undF ist (zumindest)in einemVertikalstreifenx; < x < xp (s=

X+ iy) eineanalytischeé~unktionund die ZuordnungF S E. vermbgederzweiseitigenLaplace-
Transformation ist eineindeutig.

(b") DaF einegeradé-unktionseinsoll (EigenschaftV), folgt ausderDefinition(7.102)derzweiseitigen
Laplace-TansformationF (s) = F (—s).

(c) AusderKonvergenzdesintegrals

/gwwmﬁm, (7.112)

esgelteF € sN¥,,, folgt ausdemParsevalschemheorender(zweiseitigen)aplace-Tansformation
unmittelbar:

F(Xo+iy) € L2(xo—io0,Xg+ i) | (7.113)

wobeix; < Xg < Xz ist.

36DasParsevalsthe Theoemder (zweiseitign) Laplace-Fasnformatiorwird detailiertin [Doe71, Tit67] besprochentiir die Par-
sevalsthe FormeldesTheoremssiehehier nachfolgendésleichung7.128.
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Offensichtlichfolgendanndie Eigenschafteifa) bis (c), unterBeriicksichtigungder Transformationseigen-
schaft(7.111),direkt aus(a’) bis(c’).

Wir musserjetzt nochdie Eigenschaffd) beweisen:
Mit der Rechenrgel (7.111)und derEigenschafty (Gleichung(7.20))erhaltenwir fur die Laplacetrans-
formierteF, die konkreteDarstellung:

E(s) /w VIE (:-/) e gt

F(ys) . (7.114)

Der Fall y = 0 ist alsogemaRobigerGleichung(7.114)mit denFall F (0) identischwelcherdurch

F(0) = /Fy(t) dt=1 . (7.115)
Damit habenwir 3
Fo(9 =1 (7.116)

gezeigt.

Fur denLimesy — 0 betrachterwir nochmaldie Ify erzeugendeweiseitigel aplace-Tansformation:

00

R(s) = / Fy(t) e dt (7.117)
_ el s
_ _Zy F(y)e dt (7.118)
= /F(f) e df . (7.119)

—o0

Gleichung(7.118)ist die Eigenschafly und um zu Gleichung(7.119)zu gelangenhabenwir die Varia-
blensubstitution = yt durchgetihrt.Die Laplace-Tansformatior{7.117)konvergiertaufgrundvon i, € 2,
respekiveF € %, fur alley absolut.Desweitereryilt, gena3der EigenschaftV:

R(t) > 0 VteR und VyeR"\{0} respekie
F(t) > 0 VteR

Wir konnenalsoin

00

lim Fy(s) = i F) e df 7.120
JSim, Fy(s) = fim, / e (7.120)

die Limesbildungunddie Integrationvertauschen:

[«

lim Fy(s) = [ lim F(f) e df 7.121
Jim, v(S) Jim, ) ; ( )
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worauswiederumdie (gleichmaRige)Konvergenzvon Ify gegenEinsfury — 0* folgt:

lim F(s) =1 . (7.122)

y—0t
Somithabenwir die Eigenschaf{d) nachgeviesen.

Kommenwir nun zu demPunktVIl im Gevanddesdurch (7.98) bzw. (7.98) damgestelltenRegularisie-
rungs\erfahrens:

VIl) Mit k seidie (verallgemeinerte}weiseitigeL aplacetransformiertdesintegralkernsk und mit § die
TransformiertederVVorgegebenery desFaltungsproblemé7.17) bezeichnetEsgeltedann:

(@)

d(s) = % cay YyeRT\{0} . (7.123)

Furjedesye R* \ {0} besitzenunCTDy undg einengemeinsameWertikalstreiferx} < x < x5, Res=x,
in demdiesebeidenFunktionenanalytisché~unktionensind.

Alternativ ist esauchmoglich zu fordern:

(b) Essei
o, € L' VyeR"\{0} , (7.124)
g, = &, VyeRT\{0} , (7.125)

d.h. &Jy seidie zweiseitigeLaplacetransformiertder Funktion®, € L. Weiterkorvergierefir (min-
destensginRes= X

[ee]

/ e ()| dt (7.126)

die Laplace-Tansformatiorg; ®y = CTJV korvergierealsofir Re s = Xg absolutundesmogeauch
/ e 20t |y (t)[* dt (7.127)

furjedesy € R* \ {0} korvergieren Entsprechendesrfille die Funktiong firr dasgleicheRe s = xo.
Wichtig ist andieserStellezu erwahnendal3in der Theorieder zweiseitigen_aplace-Fansformatiorge-

zeigt werdenkann, wenn eine Funktion die EigenschafterVIl.(a) respektve VII.(b) erfullt, so gilt die
Parsevalsthe Formelder (zweiseitign) Laplace-Tansformation

[ee]

/e—2X0t |Dy(t)|? dt = %{/Iéy(xo+iy)|2dy ) (7.128)

Die Konsequendarausst alsodie Notwendigleit der Giltigkeit von:

Py € L?(xg—io, X +i) VyeRF\{0} . (7.129)

Wir kdnnennundenfolgendenSatzformulieren:

Satz7.3
Weist eine FunktionF, und deren(Fourier)Laplacetransformiee Ify die obigenEigenschafteri bis VIl
auf, alsokonkret
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) ResSnA, VyeRT\{0},
) R(t)>0 VteR VyeR"\{0},

nm [R@)dt=1 VyeR"\{0},
IV) Fistfuralley > 0 einegeradeFunktion:F(t) = F,(-t),
V) R(t) =y IF (%) y€ Rt \ {0}, wobeiF € SN2, einefesteFunktionsei,

VI) Die stabilisierendé&unktionFy ist die (verallgemeinertefFourier)LaplacetransformigederMollifier -
FunktionF,: 2VF, = R,

Vi) Mit k seidie (verallgemeinertepweiseitigel aplacetransformiertdesintegralkernsk undmit § die
Transformierteder Vorgegebeneny desFaltungsprobleméz.17)bezeichnetEsgeltedann:

(@ 3
d(s) = iy(—(ss)‘) €ay VyeR"\{0} . (7.130)

Fir jedesy € R* \ {0} besitzed, und§ einengemeinsamevertikalstreiferx} < x < x, Res= x,
in demdiesebeidenFunktionenanalytische-unktionensind,

oderdazualternaty:

(b) Essei

Dy € El Vye R\ {0} , (7.131)
ey, = & VyeRT\{0} , (7.132)

d.h.CTJy seidie zweiseitigeL aplacetransformiertder Funktion®, € L. Weiterkorvergierefiir (min-
destensginfRes= Xg

/ e oy (t)| dt (7.133)

die Laplace-Tansformatiort ®y = CTJV korwvergierealsofiir Res = xg absolut,und eskorvergiere
auch

0

/ g2t |q>y(t)|2 dt (7.134)

—o00

fur jedesy € RT \ {0}. Entsprechendesrfiille die Funktiong fiir dasgleicheRes = xo,

soistderdurch

CHiwo

Tot) = % EV((;) §(s) e ds (7.135)
C+ico

- % / &,(9) §(s) ¢ ds (7.136)

definierteOperatorTy ein Regularisierungs-Operatater Integralgleichung(7.17)vom Faltungstypusund
diedurch
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definierteFunktionist eineregularisiertel dsungdesschlechigestellterProblemq7.17).Die regularisierte
Losungfy kénnenwir dannunter Anwendungdes Faltungssatzeder (Fourier)-Laplace-Tansfomation
durch

fy(t) = /be(t -7g(r)dt , (7.138)
wobei®y durch
1 CHioo 1 C+iooﬁ()
_ ; _ T WS s
Dy (1) = 5 / ®d,(s) e ds= o | K el ds (7.139)
C—loo C—loo

gegebenist, darstellen.
Wir wollen nundenSatz7.3beweisen Dafur setzerwir im allgemeinvoraus:

e Die Funktionenk, f g desFaltungsproblemg7.17) mogendie Bedingungerder Faltungsétze der
(verallgemeinerterjweiseitiger_aplace-Fansformatiorerfiillen®’.

Konkretisiertbedeutetlieses:

(A) Die Funktionerk, f, g mbgenzurKlassel,, getbren,sodallalso

L1

k€‘21|| — RG ap s (7140)
fed, &% fea, |, (7.141)
gEQl” (ﬂ) QEa” (7142)

gelte,und k, f und § mogeneinengemeinsameiertikalstreifenx; < x < xp besitzenjndemdiese
analytisché~unktionensind.

BedeuterdieseForderungerzu groReRestriktionenan die Funktionenk, f, g, so mdge abermindestens
folgendegyelters®:

(B) Esseike LY, f € Lt und g € L%, die (verallgemeinertenjweiseitigenLaplace-Fansformationen
Lhk=k, £, f = f undg, g= § mogenabsolutkonvergierenundebensandgendie Integrale

Je koPd (7.143)
fe—m [f(t)[? dt (7.144)
und }oe‘ZX‘ lg(t)|? dt (7.145)

korvergierenundzwar jeweils fur dasgleichex, wobeiRe s = x sei.

DerBeweisdesSatzes.3gehtnunwie folgt:
Betrachterwir zuerst

X+ico 5
fyt) = % ﬁy(s)%eﬂds (7.146)

X—ioo

37DieseForderungersindbereitsimplizit in derLosbarleit der Faltungsgleichunglurchdie £, -Transformatiorenthalten.

38Die folgendenVoraussetzungestellen beziglich der Gilltigkeit der Faltungsatze,die Mindestanforderungean die Funktionen
k, f, g dar
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X+ioo
_ % / E (s f(9) et ds | (7.147)

X—ioo
wobeiwir die zur Faltungsgleichung7.17)im (Fourier)Laplace-Raunkorrespondierend&leichung
g(s) = k(s) f(s) (7.148)

verwendethaben.Gengfl3denVoraussetzungefA) respekive (B) und denEigenschafter und VIl kon-
vergierensovohl £, F = F, alsauchg, f = t absolut.Die Regularisierteist per definitionemdesRegula-
risierungserfahrensm (Fourier)Laplace-Raundurch

fy(s) = ®y(s) G(s) = a(s) (7.149)

gegeben,und éy und § sind, genaR VII, in einemgemeinsameertikalstreifenin der s—Ebeneanaly-
tischeFunktionen,und alsoist fy in jenemeine analytischeFunktion. Anderseitsist aber wennwir die
Faltungsgleichung7.148)im (Fourier)Laplace-Raunbericksichtigen f, auchdurch

fy(s) = Ry(9) f(9) (7.150)

gegebenworausletztlich sofortdie AnalytizitéltderTransformierterify und f in einemgemeinsameier
tikalstreifen,zumindestberfir einxy = Res, folgt. Wir kdnnenalsodenFaltungssatanwendenywodurch
wir die schonbekannteleichung

fy(t) = / R(t—t") f(t') dt’ (7.151)

erhaltenauswelcherwiederumdie Kornvergenz- im Sinneder Theorieder Distributionen- der regulari-
siertenf, gegendie (exakte)Losungf firy— 0 folgt®:

limfy, = f respekte (7.152)
y—0
\I/m(fy,q)) = (f,¢) Voes . (7.153)

Wir wollen nundie Stetigleit desRegularisierungserfahrensiachweisenDazubetrachterwir, analogwie
im voranggangeneffrall desaufderFourierTransformatiorbasierendeWerfahrensdie Differenz

TAgt) = Ty(oa(t) —92(t)) (7.154)
X+ico

= Ziru' . Ey(—(ss)) [G1(s) — Go(9)] € ds (7.155)
1 X+ico

= 5= / ®Dy(s) [G2(9) — Ga(9)] €¥ ds . (7.156)

Die Funktiond)y mdgejetztdie Eigenschafi/lIl.(a) - essei
b, cay VyeR\ {0} (7.157)

und CT)y, g1 und §o seienin einemgemeinsameNertikalstreifenanalytische=unktionen- besitzenlst jetzt
auchgs 2 € a1, sokonnerwir denFaltungssatder(verallgemeinertergweiseitigerLaplace-Tansformation

39sieheden diesbeiglichen Beweis im Abschnitt 7.2.1 und es sei ebensodaranerinnert,daR bei der Approximativen g, per
definitionemder Regularisierungd.5,immery > 0 zu geltenhabe.
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anwenderiDoe7]. Erfllleng; undg, die Bedingung(B), dannkdnnenwir die Faltungs&tzeder,,norma-
lert* zweiseitigern_Laplace-TansformatioranwenderjDoe71, Tit67]. Da&by € a, gilt, undsomitfiir deren
Urbild &y € ,,, erfullen dieseFunktionenoffensichtlichdie Bedingungerder Faltungsatze. Wir konnen
alsodie Differenz(7.154)im t-Raumals Faltungsintgral darstellen:

TAg(t) = / Oyt —t) [0at) — gat)] ' . (7.158)

T,Ag existiert dann,eventuellbis auf eineMengevom LebesguesaleNull, fur allet. Mit ®, e A, Vye€
R+ \ {0} gilt auch®, € L1 Vye R+ \ {0}, welchesinedirekteKonsequenderDefinition derFunktionen-
Klasse, ist[Doe7]. Dawir auchgs » € L! voraussetzerkonnenwir jetzt T,Ag nachGleichung(7.158)

in der Form?©

ITyAgl 2 1®yllz 191 — Goll2 (7.159)

<
< Dyffa e (7.160)

absclatzensowir noch||g1 — g2||, 1 < € voraussetzerDamithabenwir die Stetigleit desRegularisierungs-
verfahrensly, gegeberdurchdie Gleichunger(7.98)und(7.99),be4iglich derL'-Norm, gezeigtwenndie
Mollifier -Funktionund derenstabilisierendé-unktiondie Eigenschaftemh bis V1l.(a) besitzt.

Nun mdge CTJV die alternatve EigenschaftVIl.(b) besitzen:Essei ®, € L, £,®, = &Jy korvergierefur
Res= X undjedesy € Rt \ {0} absolutund

o0

/e—zxot |0y (t)[? dt

—o0

konvergierefur jedesy € Rt \ {0}. Sinddi,§2 € a;, (Bedingung(A)), soist (implizit) gemaRVoraussetzung
VIL(b) x1 < X < X2, d.h.Res = xg liegein dem Vertikalstreifenx; < x < xp, in demdie Funktioneng
und §, analytischa~unktionensind. Erfullen g; und g, die Bedingung(B), sogeltediesesur dasgleiche
PRes = Xp, waswir ja mit VII.(b) fordern. Es geltensomit die VoraussetzungeainesFaltungssatzeder
(zweiseitigen) aplace-Tansformatiorundwir konnendie DifferenzT,Ag ebensaviederdurchdie Faltung
(7.158)ausdiicken:

TAg(t) = / Oyt —t) [gu(t)) — go(t)]

Desweitererseherwir sofort,dafl3die sodamgestellteDifferenzebensaurch(7.160)absclatzbarist, woraus
wiederumdie Stetigleit desOperatorsT, beziglich derL!-Norm folgt.

Wir kdnnendasFaltungsintgral (7.158)fur T,Ag grundsitzlichauchnochdurch
ITyAGlleo < [[Pyl[L2 (191 — 2lleo < [|Py]] 12 €0 (7.161)

absclatzenwobeidannoffensichtlich||g;r — 02|« < €. geltensoll. Hierausfolgt die Stetigleit desRegula-
risierungserfahrensl, beziglich der Supremumsnorm.

Wir habensomitdenSatz7.3bewiesen.

Aus der Stetigleit desRegularisierungs-Operatof, beziglich der L1- und Supremumsnornfplgt tibri-
gensunmittelbardesserstetigleitin §’, d.h. esexistiertfur

(Vag,0) ,0€s (7.162)

“Osiehedie Wiedegabe der allgemeinenEigenschafterder Faltungim AnhangB.4.1 und diesbeiglich (beispielsweisejuch
[Bre65 BB93, Wal94,Wer95]



7.2. FILTER DER FOURIER-LAPLACE-UND MELLIN-TRANSFORMATION 121

eineAbschatzungder Form*!
[(TyAg,0) [ < [|Dylls [(AG,8)| < Cag [|Pyllie [I01l5,, respektve (7.163)
(Togd) = [(Af,0) < Caplidllny, (7.164)

und zwar fur alle ¢ € $ undy € R* \ {0}, wobeiCpg € R* undCat, € R* Konstanteund myg € N und
may, € N sind.

7.2.3 Filter der Mellin-T ransformation

Nachdemwir Filter desauf der zweiseitigen(Fourier)Laplace-Tansformation basierenderiRegularisie-
rungs\erfahrensabgeleitehabenkdnnerwir nunEigenschaftederFilter desaufderMellin-Transformation
basierendeWerfahreng5.50)angebenyelches zur Erinnerungdurch

CHico

fy(2=Tw@ = Ziru' Fy(9) gg zSds (7.165)
o
= o / ®y(s) G(s) z Sds (7.166)

gegebenist.

Wir habenbereitsdesofterenauf die engeVerwandtschafzwischenzweiseitiger(Fourier)Laplace-und
Mellin-Transformatiorhingeviesen.Fihrenwir in der Definition (7.102)der verallgemeinertezweiseiti-
genLaplace-Tansformation,

—oo+in
(sPR)o= [ ROea
oo+in
mitt = & +in, die Variablensubstitution
el=z=pd® alsoe®=p, —n=9 , (7.167)

durch,soentsprichdemHorizontalsteifenn¥ < n < n¥ derWinkelraum—nY <9 < —n¥, oder wennwir
9 = —n? und 9} = —n} setzendy < 9 < 9Y, wobeider Nullpunkt z = 0 eventuellausgeschlossesei.
Fur ) — 8 > 2mist der Winkelraumauf der RiemannschefflachedesLogarithmusliegendzu denlen.
Bezeichnerwir die darindefinierteFunktionF,(—Inz) = F,(—Inp —i9) mit F,(z). Dem Integrationswe
—o+in--- + o +in entsprichtdann, strenggenommengder Strahl mit der Amplitude 8 = —n in der
Richtungvom UnendlichergegendenNullpunkt. Ersetzerwir nochkurz*2 Ify durchFy, sogehtdie S,(,”)—
Transformatiorin die verallgemeinertéMellin-Transformation

oo(9)
(R (9= / 252 dz=F(9) (7.168)
0
Uber wahrenddie komplexe Umkehrformeldie Gestalt
1 X+ico
R = e / 7S E (9 ds (7.169)
X—ico

4sieheAnhangB.2.2.4undB.3.2,sawie [BB93, Wal94]

42\Wir werden wie bisher damiteszu keinenVerwechslungekommt, im folgendenweiterhinallgemeinlfv fur die Integraltrans-
formierteder FunktionF, schreiben.
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annimmt.Dabeiist agz = 9 in demWinkelraum®} < 8 < 8} ein fir allemal stetig festzulgenund in
(7.168)und(7.169)z= €"P+¥ also

Zs—l — e(s—l)(lnp+ivf})7 7S — es(lnp+if)) (7.170)

zusetzen.

Die Klasse2|,, entsprichinunderKlasse®, derin einemV\AnkeIraumS\{ <8< 3; mit eventuellemAus-
schluRdesNullpunktesanalytischerFunktionert? Fy, die derPotenzabsditzung:

c, o™ fiurp<i | (7.171)
c, 0% fiurp>1 | (7.172)

|FV(Z)|
|FV(Z)|

IA

IA

mit x| < x}, geriigen.

Dementsprechendntsprjchtnun die Klasseaq, der Klasseb derin einem \ertikalstreifen x\{ <x< x\é
analytischeriFunktionenky, die der Exponentialabsditzungder Form

c, e fury>0 (7.173)
c, e fury<o | (7.174)

IA

|'fv(3)|
|'fv(3)|

IA

mit 8} < 9} geriigen.

Die via der£,(|”)-Transformatiorvermitteltereziprolen BeziehungzwischendenKlassen?(,, und a,, ent-
sprichtnuneinerdurchdie (verallgemeinerterlylellin-Transformatiofi* vermittelterreziprokenBeziehung
zwischendenKlassernB undb: Wenderwir die verallgemeinerteMellin-Transformatior(7.168)auf eine
FunktionF, € %8 an, so entstehieinevon 9 unablangigeFunktionF, € b, ausderwir F, durchdie kom-
plexe Umkehrformel(7.169) zurickgevinnenkdnnen.Wendenwir, von der andererSeiteher betrachtet,
die (verallgemeinertelverseMellin-Transformatior(7.169)auf eine Funktion Ify € b an,soerhaltenwir
einevonx unablangigeFunktionF, € B, ausderwir F, durchdie Transformatior(7.168)zurlickgevinnen
konnen[Doe71, Tit67].

Diesesalleshat nun zur Konsequenzdal3wir (iberdenelegantenUmweg der (verallgemeinertenywei-
seitigenLaplace-Tansformatiorsofort die moglichenEigenschafteiner Mollifier -Funktion F, respekti-
ve einesFilters Ify desauf der (verallgemeinerten)it-Transformatiorbasierenddrkegularisierungserfah-
rensangeberkdonnen.Dafiir missenwir nur im Satz7.3 die Variablensubstitutiorf7.167) durchfuhren,
anstelleder Klassen®l,, und a,, die Klassen®8 und b betrachterund die £,-Transformationdurch die
M-TransformatiorersetzenNoch einfacherist esjedoch,denumgelehrtenWeg einzuschlagenynd den
folgendenjmplizit beviesenenSatzzu formulieren:

Satz7.4
EsseiR, € B Vye Rt \ {0}. Erfillt die durchdie Variablensubstitutio(i7.167),

el=z=pd® alsoe®=p, —n=9 |,
ausF(z) gewonnenFunktiong,(t),

F(2) 55 §,(t)  alsoR,(e™) = §,(t), (7.175)

43Damit es zu keinen Verwechslungerder Irritationen kommt, werdenwir im weiterengenerellwieder mit F, die Mollifier-
Funktionundmit F, denFilter, alsodie Integraltransformierteron F, bezeichnenynabléangigvon derverwendeterintegraltransfor
mation;dieseshaberwir bisherbereitssogehandhabt.

4Eine historischeBemerkungTatgichlichist die reziprole BeziehungzwischendenKlasser?l,, unday, in derLiteraturzuerstin
der Gestaltder Mellin-Transformatiorerwahntworden,wobeiderensctbnenSymmetrieim Gewvandder Mellin-Transformatiorgar
nichtzumVorscheirkommt; siehe[Doe71 unddendiesbeiiglich dortigenReferenzen.
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die Eigenschaftem bis VIl desSatzes/.3, soist derdurch

T2 = Ziru' Eky((ss)) g(s) z°ds (7.176)
X+ico
= Ziru' . ®y(s) G(s) z Sds (7.177)

92 = /mk (%) £(Q) % : (7.178)
0

unddiedurch

definierteFunktionist eine regularisiertel 6sungdes schlechtgestelltenProblems(7.178). Die regulari-
sierteL 6sungf, konnenwir dannunter Anwendungdes Faltungssatzeder (verallgemeinertenMellin-

Transformatiordurch "
z dc
fy(2) = / @V(Z) 9(Q) 7 (7.180)
0
wobei®, durch
1 X+ico 1 X+i°o|f( )
_ - e —S = ~V S —S
CDy(z)_ZTu. /¢y(s)z ds o | —k(s) z°ds (7.181)
X—Iloco X—Iloo

gegebenist, darstellen.

Besonderdhenwrhebenwollen wir den Spezialfall daf3der Winkelraum,in demF, € B analytischist,
symmetrisk zur reellenAchseliegt: [9Y| < 98) (8% = -9, 8) = 8). DanngeriigtdasFilter K, in x| < x <
x}, der Abschatzung

B9 <Cyedol | (7.182)
strebtalsofur |y| — o gleichmaRiggegen0, undzwar exponentiell[Doe71].

Entsprechendegilt fur eineFunktionF, € 21, diein einemsymmetrisk zur reellenAchseliegenderStrei-
fen analytischist. Danngeriigt R, wennwir mit ) die Halfte der Streifenbreitéoezeichnender entspre-
chenderAbschatzung

(9| <Cem (7.183)

strebtalsoebensdir |y| — « gleichmaRigundexponentiellgegen0 [Doe71).

7.3 Bemerkungenund EigenschaftendesVerfahrensli

Basierendauf der Theorieder Distributionen, habenwir Eigenschafterder stabilisierenderfFunktion F,
ableitenkdnnen,konkrethabenwir die Funktionenim Entfaltungsproblenals Distributionenaufgeff3t.
Diesesfuhrt konsequentewWeiseauf eine Approximation,respektve Regularisation,der gesuchterFunk-
tion f in demDistributionenraums’. Rufenwir unsder StabilisierungeinesschlechtgestelltenProblems
durchdie Anderungder Topologi€*® in Erinnerung,so erkennenwir, daRjene ebensaals Ausgangsbasis

4SsieheAbschnitt4.2.5und[Lou89]
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fur die ebenin diesemKapitel dageleggten Untersuchungegedeutetaverdenkann, denntatsachlich gilt
folgendes:

(f,0) =(A"'g,0) =(g,(A"))"®) = (G N) , (7.184)

mit
A=(AYH% , (7.185)
wobei ¢ € S bzw. sogard € SN, gelte. Die obigenGleichungen(7.184)und (7.185),die wir offen-
sichtlich als einen Augangspunktder obigen Untersuchungeinterpretiererkonnen,entsprechemgerade

denGleichungen(4.61) und (4.62) der Anderungder Topologie,konkretder Einfiihrungeiner groberen
Topologie®in X.

Desweiteremilt Uibrigensnochfolgendes:
Die regularisiertel dsungfy seialsodurch

1 TE . )
() = Eﬁ/"égggm»é“dw (7.186)
= %{ / (W) f(w) €9 dw (7.187)

gegebert’. Esgeltenunbeziglich der Approximativendt € §' die Darstellung®
F=6+V , (7.188)

wobeiV € §’ einestochastischBunktionsei,undesgeltenfir |w| — o die (asymptotischebschatzungen
derForm

(W] < C(1+)F (7.189)
¥(w) 5, My
und m‘ < G (1+w) , (7.190)

wobeiC, undC, x (positive) Konstanterundm,, m, , € N seiert®. Dannist, genBRder TheoriederDistri-
butionen,die Funktion

-FS == =17 + = 5 (7191)

unterBerticksichtigungdesPostulat®, einetemperierteDistribution, und damitist auchdie Fouriertrans-
formiertederenRegularisiertenf?, durch

fe=F f* (7.192)

gegebenaufgrundderEigenschaftfy € SVye R" \ {0}, einetemperiertdistribution. Danundie Fourier
Transformatiorebensain Automorphismusn §’ ist®°, sind damitauchdie nicht-regularisiertef¢ unddie
regularisiertel dsungfy temperierteDistributionery™.

46Dieseswird, zur Erinnerungerreicht,indemdie ForderungnachStetigleit beziglich derNormin X dahingehenébgeschcht
wird, daf3nur nochlineareFunktionaleauf dergesuchtem. 6sungbeschanktseien.

4"DasNachfolgendeilt, gemaiRdenAusfiihrungerderAbschnitte7.2.1und7.2.2 entsprecheniin Fall FourierLaplacetespektie
Mellin-Transformationsieheauch[BB93, Bre65.

“8sieheAbschnitt5.3.2undbeispielsweisgAT77, Dav82, lva76 LBP91]
stV € ¥, soist auchdie Abschatzung(7.189)erfilllt; siehe[BB9I3, Wal94].
S0sieheSatzB.11 desAnhangsB.4.4.2und [BB93, Wal94]

51wir habenbereitsim Abschnitt7.1 daraufhingaviesen,daRdie (reine) Regularisiertef, aufgrunddesPostulate eine Distri-
bution ist. An dieserStellewollten wir aufzeigendaBauchdie auf der stochastisctyestrten g basierend&egularisiertefj eine
Distributionist.



7.3. BEMERKUNGENUND EIGENSCHAFTENDES VERFAHRENSII 125

Gilt die Abschatzung(7.190)nicht, so kdnnenwir danneinerseitsaufgrundderin denvoranggangenen
Abschnitt 7.2 abgeleiteterEigenschafterdes Filters F, und der Funktion ®, sagendaf3 zumindestdie
Regularisiertef§ einetemperierteDistribution ist, denndanngilt einezu (7.190)analogeAbschatzungder
Form

R (0)(w . Ime

%‘ — |By(@)9()] < Cr oy (L+ R Ik (7.193)
respekive mit derVoraussetzung® € §' gilt die Abschatzung

F( ) GE(w - . Ime -

% ‘ = |B/(@)F ()] <Cr g (1+D)wE (7.194)

also gilt auch f\f € S', worausmit dem Automorphismusin .§' das Behauptetefolgt, und andereseits
konnenwir dannnochsagendaRzumindestf® € 77 gilt. Eskannjetzt gezeigtwerden,daRdie Fourier
Transformatiorin D' wohldefiniertist und ausdemSatzB.12 von PaLY E-WIENER folgt dann,daRderen
Fouriertransformiertebensistributionensind?.

Wasdie Regularisiertef§ betrifft, kbnnenwir sogarerwarten,daf3,je nachVerhaltender stochastischen
FunktionenV undv und demVerhaltenvon &Jy (lokale Integrierbarleit), f; eineregulareDistribution ist,
wohingegenaufgrundder stochastischeNaturvonV undv essehrwohl moglichist, daR f¢ keineregulare

Distributionist.

Was bedeutetall diesesnun zuammengeffst?Dadurch,dalwir die Funktionenals Distributionenauf-
fasssenhabenwir also,wie obenbereitserwahnt,de factodie Topologiein X geandert.Wir konntennun
theoretischmit der durch(7.185)gegebenerFunktionA indirekt die Distribution f€, genaueidasSkalar

produkt(7.184),berechnerund wiirdenso eine stabileL dsungerhalten bei derwir abernicht denFehler
begehendurfen, mit dieserdirekt auf physikalischeProzesseu schlieRenDie so indirekt berechnetef

koénntenwir héchstensals Basisfir weitere Berechnungetenutzen Die Anderungder Topologieneh-
menwir jedochals Ausgangspunkiim direkteApproximationenf§ dergesuchterrunktion f; zu erhalten,
indemwir Approximationenin dergeanderterifopologie,hier konkretin demDistributionenraums’, un-

tersuchenMit anderedVortenbetrachterwir jetzt nicht nur dasSkalarprodul@®

(f,0) =(g,\(9)) ,

sonderreusatzlichnoch

unterderBedingung

limfy— £.6) = (@, (A= A (@) =0 . (7.196)

wobeiesmoglich seinsoll, fy auchdirekt zu bestimmenDiesesentsprichtaber jetzt andersinterpretiert,
genauder Vorgehensweisejie wir in diesemKapitel angavandthaben,um EigenschafteriesFilters F,
abzuleiten.

52Genauesinddie Fouriertransformiertem 2 Distributionenauf den Dualraumeineshier nicht nahererlautertenGrundfunktio-
nenraumegjerzwar grof3eAhnlichkeitenmit denRaums N2, besitztjedochfiir unsereZzwecle restriktiver ist; siehe[Bre65 Roo69

53wir lasserandieserStelleirgendwelchdndizesder Funktionenf undg betrefend weg, dadie Gleichungerdie generellerideen
undVorgehensweiseaufzeigersollen.
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Kapitel 8

Zur Wahl des
Reqgularisierungsparameters

In diesenKapitelwollenwir unsderKriterienzur WahldesRegularisierungsparameteyguwendenDabei
soll aberzuerstauf einequasischonausder Definition der RegularisierungolgendenEigenschafdesRe-

gularisierungsparameteusddie danndaraugesultierend€roblematikzur desserwahl einggangerwer

den.AnschlielRendverdenwir unsim wesentlicherdrei verschiedenekKriterien, wobei einesdavon kein

wirklich mathematisclstrengesaber um ersteErgebnisseuerziehlensehrniitzlichesist, zuwendendem
» Trial and Error* -Verfahren, dem M oRrozovsden Diskrepanz-Prinzipund dessenModifikationen,und
wir wollen hier ein von uns entwickeltesneuesKriterium, welchesersteinmalnochals ein Vorschlagzu

betrachterist, dasKonsistenzkriteriundiber die Sthrankender integrierten Dichtefunktion vorstellen.

Wir solltenjedochbereitsam AnfangdiesesKapitelsbemerlen,dal3die fundamentalefProblemebei der
RegularisierunglerIntegralgleichung2.13)bzw. (2.47)aufgrundderexponentiellenGradesder Schlecht-
gestelltheitnicht in der Wahl des Regularisierungsparameteliggen. Wir werdendementsprechendie

allgemeinerBetrachtungerzur Wahl desRegularisierungsparameterdie mathematisctbeliebigintensy

durchgefihrtwerdenkdnnert, relativ kurz halten.

8.1 Vorbetrachtungenund das, Trial and Err or* -Verfahren

Bevor wir konkreteKriterien zur Wahl desRegularisierungsparameteys= y(g,gt) besprechenyollen wir
auf eineseinerwesentlichstertigenschafeingehendie wir bereitsschonausder Definition 4.5 der Re-
gularisierungerahnerkdnnen.Der nunnachfolgend&atzwurdevon TIKHONOV UNd ARSENIN in [AT77)
urspiinglich fur dasTikhonov-Phillips Verfahrenbewiesen,doch kann der Beweis ebensaallgemeinauf
eineRegularisierungly Ubertragerwerden.

Satz8.1
Mit f seidie Ldsungder OperatogleichungersterAtrt,

Af =g (8.1)

mit derrechtenSeiteg = gr bezeichnetgsseialsoAf; = gr. Dannexistiertfiir einebeliebigepositive Zahl
o undfiir allein demintervall [0, 1] stetigennicht-negyativenund monotonwachsendefrunktionerf ()

IForschungverlauft, auchwennder Eindruckentstehemrmag oderdieserversuchiwird denAuRenstehendeglaubenzu machen,
seltentatsachlich geradlinig; sowerdenwir auf die Prasentatiorder theoretischerErgebnissezur Wahl desRegularisierungspara-
metersdie bediglich derkonkretdurchgeiihrtenRegularisierungkeineodernur einesekunére Rele/anz besitzenum denUmfang
dieserArbeit ertraglich zu halten,verzichten.
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undpy (), fir die B2 (0) = 0 unde?/B1 () < B2 () gelte,eineZahley = €0 (8, B1,B2) So, daBfiir gt € Y
unde < gg ausderUngleichund|gt — gr ||y < € die Ungleichung| fr — f||x < & folgt, wobeif, = T,gF fiir
alley, die die Ungleichung

5 SVSBE) 8.2)

erfilllen, gilt.
Die sofortvon ARSENIN und TIKHONOV aufgezeigtavichtige KonsequenzesSatzes3.1ist[AT77:

Der Regularisierungparametgr= y(g, ¢¢) ist einevieldeutige(mehrwertigeJFunktiondesFehlerse der
vorgegebenerFunktiongt, undganzallgemeinderrechtenSeiteder Gleichung(8.1)!

Diesesist im denSinnezu verstehendalBwir esmit einerMenge{y(e,g¢)} zu tun habendereneinzelne
ElementeeindeutigeFunktioneny = y(g,gf) sind.Dashatwiederumdie Moglichkeit verschiedene®trate-
gienzur Wahl desParametery zur Konsequenz.

Rufenwir unsdie Definition 4.5in die Erinnerungzuriick?, soseherwir denGrundfir die Vermutungder
ExistenzeinesSatzesvie Satz8.1:die Regularisierungly desschlechigestellterProblemg8.1)istin dem
Sinnenicht eindeutig dalRdie Moglichkeit verschiedeneRegularisierungerin der Definition enthaltenst;
ebensawird dort die Moglichkeit verschiedeneFunktioneny = y(g, g¥) angedeutetdenneswird von der
Existenzeinermoglichen,undnicht einereinzigmoglichen,Abbildungy: Rt xY — R*, fur die

lim y(e,g°) =0 (8.3)

gt~
gilt, gesprocheh

Nebender Fragenachder Wahl einesgeeigneteRegularisierungserfahrendst somit die Fragenachge-
eigneterKriterien zur Wahl desRegularisierungsparametedse nachstenicht triviale. Wie wir bereitsbei
der Darlegung der Regularisierungerwahnt haben,weist DAviES* daraufhin, daR die Fragenachdem
optimalenRegularisierungs-Operatdundamentakchwierigerzu seinscheintals die nachdemoptimalen
Parametery. Wir wollen deswgyen nun die einfachsteMethodezur Wahl desRegularisierunsparameters
vorstellen.

Das, Trial and Err or* -Verfahren

DasKonzeptsiehtfolgendermaReaus:Man [6stbzw. regularisiertdasProblem(8.1), Af = g, fur einige
Modellfalle und benutztdanndendurchVemleichder ResultateggefundenerParameterHier wirdedieses
u.abedeutendalRwir denParametely, beispielsweisén einemuns selbstvorgegebenintenall, solange
verandernbisin denregularisierterLdsungerdie oszillatorischerAnteile, die durchnumerischeeinfliisse
und durchden Datenfehletbegriindetsind, verstirkt zunehmenDiesesVerfahrenkanndannangevendet
werden,wennwir einenerstenUberblick iber die mdgliche Formender RegularisierteneinesProblems
erhaltenwollen. Wie wir im Kapitel 9 sehenwerdenjst diese, Stratgie' beider Anwendungderim Kapitel
5beschriebeneRegularisierungserfahreraufunserProblem(2.13)respektve (2.47),insbesonderbeider
VerwendungSauRscherstabilisierendeFunktionen sogarschonausreichendym akzeptable Ergebnisse
zuerziehlen.

2sieheebensdlie diesbeiglichenBemerkungemind Hinweisim Abschnitt4.2.4

3Die Vorderungnachder Existenzgenaueiner moglichenFunktion y(g,¢f) wirrde einerseitsdem Konzeptder Regularisierung
eine unmtige Restringtionauferlgen und andererseitim Kontext desobigenSatzes8.1 zu kaumldsbarerProblemenm Fall der
Tikhonov-Phillips Regularisierungiihren.

4siehe[Dav82] unddie Funotel2 auf Seite71im Abschnitt5.2

STatsachlichliefert die Anwendungder nachfolgendeverfahrenkeinebessererfergebnissewennwir denGradder Schlechtge-
stelltheitundderengenVerwandtschaftfastschoneinerAquivalenz diesesProblemanit deranalytischerortsetzungeinerFunktion
rekapitulierensokodnntenwir schonerahnendadie fundamentalefroblemehier woanderdiegenwerden.
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8.2 DasMorozovscheDiskrepanz-Prinzip

8.2.1 Das(verallgemeinerte)Diskrepanz-Prinzip

In diesemAbschnittsoll die am intensivstenuntersuchteund quasials ,,Standarterfahrefi zu bezeich-
nendea posterioriwahl desRegularisierungsparametersrgestelltwerden Betrachterwir nochmalskurz
ganzallgemeindie Tikhonov-Phillips Regularisierun§, undspezielldort derenFunktional(5.7),

MY[f,g] = |Af —glP+VQ[f] (8.4)

so sehenwir, daRwir den Regularisierungsparametéiier ebensaals Lagrange-Brameteiinterpretieren
kdnnen.Demzufolgewiirdenwir diesenjetzt, mit ||gr — g| < €, Uberdie (Neben-)Bedingung

IAfy—dll=¢ (8.5)
bestimmen.

Esist nun naheligend,die Diskrepanz(8.5) als generelleKriterium zur Wahl desParametersy zu be-
nutzen,um so eine ,Konsistenz von der durch die RegularisierteerzeugteFunktion gy = Af, mit der
vorgegebenery zu garantierenDie DiskrepanzZkannnun nochdahingehenerweitertwerden,indemwir
eine zusatzlichemogliche Unsicherheiteziglich desOperatorsA annehmenwasdannzu demverallge-
meinerten(quadratischen)Diskrepanz-FunktionalMor84, TGSY94 fuhrt:

pa¥) = [|Anfy = °[* = (e+h[| ), (8.6)
mit
n = (&h) , (8.7)
llgr—gl < & und (8.8)
A=Al < h . (8.9)

Als Regularisierungparameteast dannderjenigezu Wahlen, der das Diskrepanz-Funktional8.6) mini-
miert. DiesesPrinzip zur Wahl desParametery wird nun entsprechen@v ERALLGEMEINERTES) M ORO-
zovsdesDiskrepanz-PrinziggenanntKonnenwir denOperatorA als exakt bekanntvoraussetzenyie im
unsererfall desphanomenologischeAnsatze$, danngehtdasDiskrepanz-Funktionah die urspiinglich
von MoRrozov vorgeschlagenBorm?

pe(y) = | AfE — || ¢ (8.10)

Uber in derParametely dannalsoiiber
IAfE —gf =€ (8.11)

Zu bestimmerist.

VINOKUROV konntenun eine,auchbeziglich der Praxisnitzliche,a priori obereSchranle fur dennach
demDiskrepanz-Prinzif§8.11)gewahltenParameteangebef [Gro84, Vin72]:

8sieheAbschnitt5.2 unddie diesbeiiglichenReferenzenMit || - || seihier ibrigenseinebeliebigeNorm bezeichnet.

"Wirdedie Mbglichkeit einesFehlersdesintegralkerns(2.27) eingeaumtwerden,sowareespraktischunmiglich, die gesuchte
Dichtezu bestimmen.

8Aus denentsprechendehistorischemAnmerkungerin dermathematischehiteraturist zu entnehmengalRM orozov dasnach
ihm benanntePrinzip urspiinglichnichtin der From desFunktionals(8.10),sonderrgleichals (8.11)formuliert hat; siehebeispiels-
weise[AT77,Gro84 Lav67, Mor84].

SWir haberdie Versionnach[Gro84] zitiert. Der Satzgilt strenggenommeriiir kompakteOperatorerA. Den (Integral)-Oparator
in (2.13)respektie (2.47)kdnnenwir jedochausphysikalischerGriindenals einenpseudo&@mpakterOperator betrachtend.h. wir
kdnntendie oberelntegrationsgrenzaufeinemaximaleRelaxationszeitmax beschanken, wodurchdie Kompaktheidieses,neuet
Operatorgjevahrleistetseinwiirde(siehe[Wer95].)
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Satz8.2
Isty(e,qf) durch(8.11)gegebendanngilt alsobereSchranie

A2
y(e,of) <¢
(8.0) <& e ¢

(8.12)

Unabléangigvon und zeitgleichzu Morozov verbdffentlichte ARCANGELI einezum obigenDiskrepanz-
Prinzip ahnlicheMethode,die wir, da dieseauchin der Praxisoftmalsangavandtwird, nicht unermahnt
lasserwollen. KonkretschlugARCANGELI in [Arc66] vor, denParametey Uiberdie Bedingung

€
AfE — || = — 8.13
[Afy — gl A (8.13)

zu bestimmer?.

Selbsterstindlichkannsavohl beiderWahl desParametery tiberdasM orozov scheDiskrepanz-Prinzip
(8.11)alsauchbeiderWahl gemaRdesvon ARCANGELI vorgeschlageneRrinzips(8.13)die Kornvergenz
vony(g,g?) gegenNull und fy gegen fr fir g® — gr unde — 0 bewiesenwerden.Fir dieseBeweiseund
weitereDetailsder Diskrepanz-Prinzipiemvollen wir auf die Literatur, und hier exemplarischauf [AT77,
Gro84 Lou89 Mor84], verweisen.

Wir wollen ebensanoch erwahnen,daRdie Diskrepanzerfahrenin der Praxisauchnochin einerleicht
modifiziertenForm angevandtwerden.So nimmt danndas M orozovscheDiskrepanz-Prinzipfur das
von ARCANGELI gilt dannentsprechendedje folgendeGestalltan'®:
Esseige R (A), undmanwahlel <r <R.

1. Ist*? ||g°|| < re, dannseiy = o,

2. Ist||d|| > re, dannseiy sogewahlt,daf’

re <[|Aff — gl <Re (8.14)
gelte.

DiesenAbschnittabschlieendwollen wir nochkurz einenweiterenZugangzu den Diskrepanzkriterien
wiedegebenBetrachterwir fiir ein beliebigesRegularisierungserfahren, : Y — X denAbstandvon T,g*
von dergesuchterfverallgemeinerteni) dsungA’g desProblemsAf = g, wobeiwir von einerZusatzinfor

mationderForm f € X, mit || f||y < p ausgehemnindfur denDatenfehlewiederum||gé — g|| < € gelte.Der
Abstandseidannalsodurch

Ev(e, P, Ty) = sup{ [Ty — A'dl| - lg° — gl <, IA'gllv < p} (8.15)

gegeben.Der urvermeidbard-ehlerbei der (regularisierten)LdsungdesProblemsAf = g mit gesbrten
DatenunddenZusatzinformationem derobigenFormist dann(beziglich der Regularisierungly):

E\) (87 p) = |_r|_1f EV(EJ p7 TV) - (816)
Y

Kein Algorithmuskannim allgemeinerfall eine hdhereGenauigleit erreichef®. Im Lichte desserwird
dann,allgemeingesprochelf, der Regularisierungparametag optimal fiir eine RegularisierungT, ge-

LOwiederumzitiert nach[Gro84]

Usiehebeispielsweis¢lous9]

12pieseEigenschafbedeutetn Worten,daRRdie Datenhoffnunglosverrauschsind.
L3siehe]Lou89|

14 ouisgibtin [Lou89]im Falle kompakterOperatorenuind derVerwendunglerenSingubirwertzerlgung (sieheAbschnitt4.2.3)
Definitionenvon optimalen ordnungsoptimalennd asymptotisie optimalenRegularisierungserfahrenrespektre Regularisierungs-
parameteran.Wir haberunshier, wegenderschonerwahntenGriinde aufdie AngabedermehrallgemeinenaberiiblichenBezeich-
nungenfir optimaleundfast-bzw quasioptimaleParametebeschénkt; siechedazuauch[AT77,Gro84 Mor84).
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nannt,fir den
EV(EJ p7 TVo) = Ir\}f EV (8) p7 TV) (817)

gilt, d.h.derdengesamteiRegularisierungsfehleminimiert. Teilenwir jenenwiederin seinebeidenHaupt-
bestandteil® auf, alsoeinmalin denEinfluB desDatenfehlersn der RegularisierungunddemreinenRe-
gularisierungsfehleGl. (4.48)),

ITyef — ATgl| < [ITyg® — Tyall + I Tyg — ATgll (8.18)

sowird der Parametelqo quasioptimal oderauchfastoptimalgenanntfur den

T8 = Tyall = ITye9 — A'gl| (8.19)
gilt, d.h.beidenenderEinfluR derbeidenFehlerquellerauf denGesamtfehlegleichist.

Wird jetzt der so eingefihrteoptimalerespektve quasioptimaleWert desRegularisierungsparametefir
ein gegebeneRegularisierungsefahren,oder auch ganzallgemein,untersuchtso hangendie gefunde-
nen Ausdriicke fir yo und ygo u.a.einmalvon dem Fehlernveaue und zum anderervon der Norm der
gesuchterFunktion f und denNormendererAbleitungenabt®. DieseNormenwerdenjedochallgemein
natirlich nicht bekanntseint’, so daRfir die PraxisdurchfiihrbareKriterien notwendigsind, die denop-
timalenrespekive quasioptimalenWertendesParametersiahekommen.Es hat sich nun herausgestellt,
undaufgrundder Ausdriicke (8.11)und(8.19)konnenwir diesedereitsvermutendalldie ebeneingetihr-
ten Diskrepanz-Prinzipiezumindestkine Quasioptimalifit desRegularisierungsparametegarantieretf.
Fur weitereDetailsund Zusammenhingesei wiederumausdenbekannterGrindenauf die Literatur, wie
beispielsweisauf [AT77, Dav82, Gro84 Lou89 Mor84], verwiesen.

Abschatzungin der Supremumsnorm

ErsteeinfacheAbschatzungendesDiskrepanz-Prinzip$8.11), der OperatorA ist hier als exakt bekannt

vorausgesetzhei VerwendungstabilsierendeFunktionenzur Regularisierungdes Entfaltungsproblems,
konnenwir bei derVerwendungler Supremumsnorrerhalten Wie wir im Abschnitt5.3.3bereitsgezeigt

habenjst die wiederumdurchdie Regularisiertef, erzeugteg, vermbgeder Mollifier-FunktionF, durch

oy =Afy=Fxg° (8.20)

gegebenFir denBetragder DifferenzAg, zwischenvVorgegebeneg und gy folgt damitsofort:

00

89/t0)| = | [ Flto-1 a0 ct- a0

o0

[

= [Rto-) @0 -gt) a| @8.21)

—00

wobeiwir die Eigenschaft

/Fy(t) dt=1 VyeR" (8.22)

15sieheAbschnitt4.2.4

18sieheauchdasBeispiel der Differentiationin Kapitel 4.2.4(Gl. (4.58) und (4.59)) und es sei bediglich weiterer Details noch
auf[AT77,Lou89 Gro84 Mor84] verwiesen

170ftmalswird auchnicht dergenaueDatenfehlersonderreineAbschatzungdesselbigerbekannisein.

18Wir werderhierim Abschnitt8.2.5aufdenZusammenhandervonunsmodifiziertenDiskrepanz-Prinzipiemit derentsprechend
modifiziertenobigenRegularisierungsfehlef8.18) hinweisen.
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derMollifier-FunktionausgenutzhabenDie Differenz(8.21)laltsichbekanntermaf3emundurch
89/t0)] < [ Ftto—1) o) ~glto)] dt (8.23)

absctiatzen,wobeiwir hier die Eigenschaft® F >0V ye R derMollifier-Funktionausgenutzhaben.
Desweitereryilt die Ungleichung®

19(t) — g(to)|

|t — '[0|
mit derwir undder Substitutiont — tg — t unmittelbardie Abschatzung

< maxjg'(to)] (8.24)

80,010 < maxg ()] [ (o) I dt ®.25)

erhalten Beriicksichtigerwir nochdie von unsangeebeneDarstellungder Mollifier-Funktion,alsoGlei-
chung(7.20),unddasjeneFunktioneinegeradeFunktionfiir alle y sei,derenallgemeineEigenschaft! v,
sogelangerwir letztendlichbei der Abschatzung

8g(t0)] < maxig (o) 2y [ F(O et (8.26)
0

an.Fuhrenwir jetzt nochdaserste,Betragsmometitder FunktionF als
ml[F]E/F(t) [t| dt (8.27)

eir’? und Messendie DiskrepanzAgy in der Supremums-oder Maximumsnorm,so folgt ausdeneben
abgeleiteterf8.26)

lagy|l., <ymiFTlIglle (8.28)

unddaraudolgt seinerseitsinmittelbarfiir dennachdemin derSupremumsnorrformuliertenDiskrepanz-
PrinzipgewahltenParametery.,,

AR, = &Flle = 80y ||, =€ mit lg—GFlle <Ew (8.29)
die Abschatzung
£
Voo > ———ri (8.30)
my[F] gl

Die problematisch&roRein (8.30)wird die Norm ||| sein,die in derPraxisnicht bekanntseindurfte.

8.2.2 Erste Modifikation des Diskrepanz-Prinzips: StochastischeFunktionen als
Distrib utionen

In denvoranggangenerKapitel 7, in dem wir Eigenschafterder stabilisierenderFunktion und deren
Mollifier -Funktionabgeleitehabenwurdenvon unsdie Funktionenf und g der Operatogleichung(vom
Faltungstyp)

Af =g

wir verwendendie hier von unsim Abschnitt7.2 bzw. 7.2.2abgeleiteterEigenschaftemler FunktionenF, und Fy; desweiteren
seidiesbefglich ebensauf die Kapitel 6f verwiesen.

20sjehebeispielsweisgDoe71, Wal94]; desweiteremyeherwir vonderExistenzderAbleitungg’ undderenMaximum max|¢/| aus.
2lsieheAbschnitt7.2

22pje Funktionm[F] wird von einigenAutorenauchals mittlere Abweidung(der Dichte) bezeichntesiehe[Str634.
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explizit als Distributionerf® aufgefiRt. Dieseslegt nun nahe ,dasM orozovscheDiskrepanz-Prinzignt-
sprechendumodifizierend.h.aufdenSchvarz-RaunRaums respekive dessemistributionenraurm?® s,
die fur unsereUntersuchungedie geeignetstesind, zu formulieren.Bevor wir diesesm nachfolgenden
Abschnitt8.2.3puristischdurchiihrenwerden wollen wir zuerstdasfolgende fur die Praxis, naheligen-
deré oder,relavanteré, betrachtenNebendenSkalarproduktemauf s wollenwir konkretnochzusatzlich,
dawir explizit stochastisch&unktionenberiicksichtigenverden,eine statistischeMittelung durchfiihren,
in anderenWortennebereinenMaR auf ' nochein statistischeslaR einfiuhren.

Im Faltungsproblenfwir werdenunsnur auf dieseProblemebeschénken)
kxf =gr (8.31)

seienk, f undgr reellwertige Funktioner®, die nochdie folgenderEigenschafteerfiillen mogen:
Esseienk € L2, gr € L?und f € L' und f € L2. Die fehlerbehaftet€&unktiong® € L2 seiwiederumdurch

¢=gr+v , (8.32)
wobeiv einestatiorire stodastistie Funktionse?S, darstellbaundesgelteebensavieder
lgr —oflla<e . (8.33)

Im folgendemnehmenwir der Einfachheitwegennochan, dal3v einenverschwindenetErwartungswert
besitze esmogesomitkonkret
E[($,v)]=0 Vdel? (8.34)

geltert’, wobeiwir hier mit E[-] allgemeindie statistischéittelung bezeichnemvollen. Weiter setzerwir
die ExistenzdeszweitenMomentsder stochastischeRunktion,gegebendurci?®
E[(,v)[] <0 Voel® , (8.35)

unddesserstetigleitin ¢ voraus.Dannist

E[(,v) (v,)] <0 Vo,pel? (8.36)

einestetige symmetrischenichtnegative BilinearformilberlL?, esexistiertalsoein stetiger linearey selbst-
adjungierternichtneyativer Operatof®
Rw L2 = L2 (8.37)
mit
(Rwd, W) =E[(d,v) (v, 4)] - (8.38)

Der OperatoR wird Kovarianzopeator genannt.

Als Regularisierungserfahrensei selbsterstindlichwieder dasauf den stabilisierender-unktionenba-
sierendeverwendetebensaseidie Losungder Integralgleichung8.31) wiederals (inverse)integraltrans-
formationdartstellbar Speziellsetzenwir nochvoraus,daBwir dieseFaltungsgleichungnit der Fourier
Transformation 6senkdnnen.Demzufolgewahlenwir als Grundfunktionenraunaden Schwarz-Raumg,

23sjehePostulat? auf Seite99
24sieheAnhangB.2.2undB.3.2und [BB93, Wal94

25Die ErgebnissadiesesAbschnittsgeltensomit strenggenommemicht fiir dasurspiingliche Problemder komplecen Integral-
gleichung,sondernjeweils fir derenReal-und Imagirarteil, als eigensandigelntegralgleichungerbetrachtetDie Bemerkungeram
AnfangdiesesKapitelsund die Ergebnisseler spaterenKapitel, besonderslesKapitels 10, zeigenjedoch,dalRdiesesur unserPro-
blemkeinerelevanteEinschankungseinwird.

26siehebeispielsweis¢Str634

2’Djesesstellt keine Einschankungdar, dennansonsterkénnenwir, wenn dieseBedingungnicht erfilllt ist, die Zufallsvariable
respektie stochastisch&unktionv’ = v — E[v] betrachten.

28siehe[Lou89, Str633
29siehe[Lou89, Str63a Wer95]
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die FourierTransformatiorist ein Automorphismugin §, esgeltealsod € §. Betrachterwir dasSkalar
produkt(g, $), welcheswir bekanntlichfolgendermaReabsctitzenkonnert::

(g, ) [ < llgllz [1§ll 2 - (8.39)

Esgilt alsoeinerseits
[{gr =", 0)| < llgr — &Il llol - (8.40)

Andererseitgilt, wennwir die Darstellung(8.32) und die ebendamgelggten Eigenschafterer stochasti-
schenFunktionberiicksichtigen:

Ell{or—g0)] = E[I(v.0)[]
E[(¢.)(v.0)]

= (Rwb,9) (8.41)

letzteredolgt perdefinitionemdesKovarianzoperatoréGl. 8.38).

Mit denebenwiedeigegebenertigenschaftelesOperatordR, erhalterwir weiter:

[(Rwd,0)[ = (Rwo,d) (8.42)
< [IRwoll llo]l (8.43)
< [IRwl I®1* = o®Mv] 1911 (8.44)

Beim Ubergangvon Ungleichung(8.43) zur Ungleichung(8.44)wurdedie Definition derNorm einesOpe-
rator$? ausgenutztin der letztenZeile (8.44) habenwir beriicksichtigt,daR’die Norm desKovarianzpe-
ratorsgleichder VarianzdesstochastischeRrozessest®: ||Ryy|| = 0?[v]. Zusammengeitschatzenwir
alsodenFehlerder Datenmodifiziertdurch

E [I(gr — &, 0) "] < o] [|9]? (8.45)
ah

Wie schonSTRATONOVICH in seinemBuch [Str63d daraufhingeviesenhat, konnenwir stochastische
Funktionenebensaals Distributionenauffassef’. Da wir in dieserArbeit von Daten,die ausMessungen
oderSimulationergevonnenwerdenausgeherkdnnenwir nochzusatzlichdie Beschénktheitder Funkti-
onv,

VI <Co < llgrlle (8.46)

fordern,dennansonstemarendie Datenoffensichtlichhoffnunglosverrauschtund ausdieserEigenschaft
folgt somitsofortv € §'. Die (mathematischexistensderbisherigenAusdiiicke st alsogesichert.

DenAusdruckdesFehlersespekivedessembschatzungderVorgegebenergt haberwir, umdasDiskrepanz-
Prinzip (8.11) zu modofizierennun tibertragenund flihrenwir die entsprechend®lodifikation beZziglich
desMalResanderlinken Seitedurch,sokénnenwir (offensichtlich)dasfolgendeaussprechen:

Die ersteModifizierung desDiskrepanz-Prinzipseikonkretdurch

E [[(5 - ¢%,0)[7] = o] 1911 (8.47)

gegebenmit g = Afy.

30sieheSatzB.10im AnhangB.4.4
3lsiehe[BB93, Doe71, Wal94, Wer95];im folgendemwerdenwir denindex L2 anderNorm fortlassen.
32siehez.B. [Wer95]

33siehe[Lou89, Str634; wir benutzerals Notation die in der Funktionalanalysigibliche und schreiberfirr die Varianzo? der
Stochastischem anstato? entsprechend?[v].

34Djesesist zwingendnotwendig,wie STRATONOVICH deutlichtmacht,wennwir dasSpektrum dasnichtsanderesals die Fou-
riertransformierteder stochastischefrunktionist, einfihren,da dieseim herkdommlichenSinneoffensichtlichi.A. nicht existieren
wiirde.
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Untersucherwir noch etwas die linke Seitedesdurch (8.47) eingefihrten (modifizierten) Diskrepanz-
Prinzips.Dazubericksichtigernwir dasim Abschnitt5.3.3bereitsabgeleiteteErgebnis,dal3die durchdie
Regularisiertewiedererzeugtemit der Mollifier-Funktionals Faltungdarstellbaist:

o =FRxd (8.48)

die linke SeitedesDiskrepanz-PrinzipalsojetztebensalurchE [| (F,* gf — ¢F,¢) || gegeberist. Mit den
allgemeinerEigenschaftederMollifier -FunktionF, ausdemAbschnitt7.2respekive 7.2.2 besondergen
Eigenschafterir, € S und F(t) = F,/(—t), und denDefinitionender Faltungzweier Grundfunktionerund
einerDistribution mit einerGrundfunktiort®, erhalterwir folgendes:

<g$7¢> = <Fy*98a¢> = <gs:FV*¢> = <gsa¢y> ) (849)

wobeiwir analogdie Bezeichnungpy = F, * ¢ eingetihrthabenFir dasunsinteressierend8kalarprodukt
folgt damit,wobeidie Linearitat desSkalarprodukte$-, -) beriicksichtigtwordenist®6:

(gy-d9) = (Rxd"-d0) (8.51)
= (& Rx0-0) = (Fo-9) , (8.52)
womit wir wiederumfiir deneigentlichuntersuchteMittelwert erhalten:
E[|<9§—g£,¢>|z] = E[|<g£,¢y—¢>|2] (8.53)
= E[{gr+V,0y— ) (dy— 0,01 +V)] (8.54)
= E[{or.0y=0) 1+ (oy—6,v) (v, ¢y~ 9)] (8.55)
= |<gT7¢V_¢>|2+<RVV(¢V_¢)7(¢V_¢)> . (8.56)

In der Ableitung der Gleichunger(8.53)bis (8.56) haberwir nochdie Linearitat desMittelwertsE[-] und
wiederumdie Definition desKovarianzperatorausgenutztDen Term mit dem Kovarianzperatoin der
Gleichung(8.56)kdnnenwir jetzt,analogzu der AbschatzungdesDatenfehlersUngleichung(8.44),durch

(Riv(dy—0), (dy—)) < 0®V] [|dy — ]| (8.57)

absclatzen,undfir dasBetragsquadradesSkalarproduktes (8.56)gilt nundie zu (8.39) entsprechende
Abschatzung

[{ar, 0y =) 1> < llgr I 1oy — 011> (8.58)

Die Abschatzungen(8.57) und (8.58) zusammetrbilden alsoeine Abschatzungder linken Seitedesmodi-
fiziertenDiskrepanz-Prinzip$8.47), die gemalR diesemPrinzipsebensaeine Abschatzungdesserrechten

35siehehier generellAnhangB.4 undebensdBB93, Wal94]
36Wwir wollen nochauf dasfolgendehinweisen:Auchwenngt einestatiorire stochastisch&unktionist, sostellt die Differenz
o (8.50)

selberim allgemeinerkeinestatiorarestochastischeunktiondar, weil aufgrundderRegularisierung;i keinestatiorareStochastische
mehrseinmuR.Betrachterwir die Funktioneng® undg§ als Distributionenund setzerwir die hier gegebeneGlltigkeit der Darstel-
lungen(8.32) und (8.48) voraus,wobeiv einestatiorére stochastisch&unktionsei, so folgt ausder Theorieder Distributionender

obigeAusdruck(8.49)
(97,0) = (")

Wir kdnnendiesesSkalarproduknochin
<g$’¢> = <gTa¢V_ ¢> + <V7¢y_ ¢>
aufspaltenworausdesserStatioraritat deutlicherfolgt. Der (statistischeMittelwert (8.53),
2 2
E[[(g5—a" )] =E[l(& oy 0)]

ist hier somit ebensowie gewiinscht,eine statiorare GroRerespekiie in diesemSinnekonnenwir gf, ebensaals eine statiorare
Stochastischbetrachten.
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Seite,a?[v] ||0]|?, ist. ZusammengeilRtbedeutetieseswird der Regularisierungsparametéberdasvon
unsmodifizierteDiskrepanz-Prinzif§8.47)gewahlt, soqgilt:

M 012 < 1by— 01 (llgr]+0?v]) (8.59)
°lv] 16y~ 02
S T R T (8.60)

In denobigenAbschatzungen(8.59) und (8.60) ist esunsgelungenAusdiiicke zu vermeidendie Ablei-

tungender Gesuchterf oderderVorgegebenerg enthaltenWie wir bereitsauf Seite131 bemerkthaben,
enthalterdie Untersuchungeaur Wahl desRegularisierungsparameteoétmalsderartigeTerme?’. Esist

jedochein andereFrage,ob die Norm ||gr|| Uberhaupbekanntrespekive zuganglichist. Beziglich der
experimentellerPraxiswird mandiesesvohl verneinemmiissensodal3einepraktischeAnwendungdieser
Ungleichungzur Abschatzungrespekive Wahl desParametery nicht unbedingtgegebenist.

Esist jedochmdglich®8, dasBetragsquadralesSkalarproduktes (8.56)alternatv (grober)durch

|<9T,¢v—¢>|2§5Up|gT|2||¢v—¢||52 (8.61)
abzuschtzenwomit wir als Alternative zu derUngleichung(8.60)jetzt entsprechendie Ungleichung
o’[v] oy — oI
< 8.62
S P+ 7N = 18I (862

angeberkodnnen.In diesemAudruck findenwir, jedentlls prinzipiell, nur bekannteGrofen.Um dieses
tatsachlichzu erkennenyergleichenwir die linke Seiteder Ungleichung(8.62) mit dendurchdie statisti-
schenMaximumsnorndefinierteR® quadratischenrelativenFehler.

E[suplg®—or|?] o?[V]

2 — —
el = " Efsup g~ suplgr 2 + o2

(8.63)

Der letzte Termin (8.63)folgt (offensichtlich)unmittelbarausder Linearitat desstatistischeMittels E[]

undausder Darstellung(8.32) der Funktiongé. Wahlenwir alsodenParametely gemafidesmodifizierten
Prinzips(8.47),so ist der maximalerelative quadratischestatistischdzehlerofel[v] eineuntereSchranle
fur denrelatven quadratischeffrehlerder regularisiertenGrundfunktiongy - verglichenmit denOriginal-
funktion ¢. Wir habensomiteineeinfacheBestimmungsgleichuntiir eine, quasioptimal&*® Wahl y* des
Reyularisierungsparamtensennwir in der Ungleichung(8.62)dasGleichheitszeicheansetzen:

2
0%y [v] = 7”‘1’“‘4)”;"” : (8.64)

Esist unsalsodurchdie InterpretatiorderFunktionenf undg alsDistributionenundderdamitverbundene
AusweitungderUntersuchungeaufdenSchwarz-Raums, unddurchdie zusatzlicheexplizite Beruicksich-
tigung desDatenfehlerslurchstochastisch€unktionenund die damitverbundenezusatzlichestatistische
Mittelung, gelungereinevonihrer StrukturhereinfachBestimmungsgleichungur,,quasioptimaleri Wahl

y* desReyularisierungsparametemymindestir desserstartwertbei seinetWahlgemalidesmodifizierten
Diskrepanz-Prinzip€8.47),abzuleitenderenGrofRenauchin derexperimentellerPraxisalsvorabbekannt
vorausgesetaiverdenkdnnen.Unter demLichte desvon ARSENIN und TIKHONOV aufgestellterSatzes
8.1 und desserkonsequerf#, konnenwir ebensovorschlagen, die Gleichung(8.64) als direkte Bestim-
mungsgleibungdesRayularisierungspaametesaufzufassen.

37Esseiwiederumauf dasBeispielder Differentiationin Kapitel 4.2.4(Gl. (4.58)und (4.59))undauf die Literatur wie beispiels-
weise[AT77, Lou89 Gro84 Mor84], verwiesen

38siehe[Doe71, Wal94, Wer95]
39zur Definition unddenEigenschafterer statististenMaximumsnornsiehe[AT77, Str634.

4Onwiefern dieseWahl desRegularisierungsparamegemit einer quasioptimalennVahl tatsachlich zusammendingt, werdenwir
im nachfolgenderAbschnitt8.2.5 kurz untersuchenWir wollen jedochbereitsjetzt daraufhinweisen,daf jenseitsdieserArbeit
diesbeiglich nochweiterestrengemathematisch&ntersuchungenotwendigsind.

“siehedie Bemerkungermm AnfangdieseKapitelsauf Seite128
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Die prinzipielle EignungdesDiskrepanz-Prinzip$8.47) respektve der Gleichung(8.64) zur Wahl von y
wollenwir jetztkurz skizzierenErinnernwir unswiederumandie allgemeinerEigenschaftederFunktion
Fy, diewir im Abschnitt7.2 dagelegt habenjnsbesonderanderenEigenschaftergineGrundfunktionund
eineApproximationder d-Distribution zu sein,d.h. esgilt

lim(F.0) = (3,0) Voes (8.65)

worausseinerseitsinmittelbaf?

folgt, soseherwir sofort,daRderlaut Definition 4.5 derRegularisierungund desParametery geforderten
Limes(8.3),
lim y(e,g°) =0
ol
gultig ist. Weiterist, dasovohl F, € S Vy € RT und¢ € S geltensoll, gevahrleistetdaRQ(y) = ||py— ¢||2
einestetigeFunktionin y ist.

8.2.3 Zweite Modifikation desDiskrepanz-Prinzips: DasDiskrepanzprinzip auf §

In diesemAbschnitt wollen wir das MorozovscheDiskrepanz-Prinzig8.11) quasipuristischauf den
Schwarz-Raums UibertragenWir werdenhier generellsovohl aufdie Definitionenund ErgebnisselesAn-
hangsB, wobeiwir entsprechenduf die Literatur Uber Distributionenwie beispielsweis¢BB93, Bre65
Lig66, Wal94] verweisenwollen, als auchauf die von unsim Kapitel 7 abgeleiteterEigenschafterder
stabilisierenderrunktionenund derenMollifier-Funktionenzuriickgreifen- an denentsprechendestel-
len werdenwir deswgenauf genaueQuenerweise so diesenicht zwingendnotwendigzu seinscheinen,
verzichtert®.

Wir betrachteralsowiederdie OperatogleichungersterArt,
Af=g ,

in derderOperatorA alsexaktbekanntvorausgesetzei(h = 0im Diskrepanz-FunktiongB.6)). Weitersei
g eineregularetemperierteDistribution®, alsog € ' undg € L. In unserenfall konnerwir g zusatzlich
alseinestetigeund (sogar)analytische-unktionvoraussetzeR.

Essei ¢¢ die fehlerbehafteteespekive nur approximatv bekannteFunktion und ebentlls eine regulare
temperierteDistribution: gf € §" undgf € L

Beschankenwir uns- jedentll vorerst- nunin demnachfolgendeuf die Norm*®:
pmy (0] = sup{ (1+>%) 2 D% [x€ RY, o <1} . (8.67)

Betrachterwir nundie AbweichungderFunktiong® von derFunktiong, gemesseauf S respektie §’, um
die fir die Modifikation notwendigeAbschatzungdesDatenfehlergu erhalten Da sowvohl gf € §' alsauch
g € 5’ geltensaoll, gilt offensichtlichauchg? — g € §’, undwir wissenausder Theorieder Distributionen
von derExistenseinerAbschatzungder (allgemeinenform

G —0,0) <em) Pmi[d] ,d€S, o, ges . (8.68)

4ZsieheallgemeinAnhangB unddie schondfterserwahntenBiicher[BB93, Wal94, Lig66]

43Entsprechendverdenwir in dennachfolgenderbschnittendiesesKapitelsverfahren.

4450 eszu keinenMiRversandnisseriiihrt, werdenwir denindex , T* andertheoretischenexaktenFunktionin diesemAbschnitt
fortlassenwie hier bereitsgeschehen.

45sieheAbschnitt2.1

46Ebentlls werdenwir unsimplizit auf N = 1 beschanken. Die nachfolgendeiErgebnissesind jedochebensam RN gilltig.
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OhneEinschankungdeshier Notwendigenkdnnerwir in (8.68)I =0, alsoa = 0in derNorm(8.67),setzen
- dasNachfolgendewird diesesnoch besttigen.Sehenwir unsjetzt die AbschatzungdesDatenfehlers
detailierteran:

|<gs_ga¢)| =
- / (%) — () H(x) dx (8.69)
= | [ @0 —g() 1+x)7Z (1+x)2 ¢(x) dx (8.70)
< [1g° = 9gll pm,o[¢]_lmdx<oo furm>1 (8.71)

wobeiwir in derAbschatzung(8.71)die HOL DERscheUngleichund’ angevandtunddanachdie Definition
(8.67)derNorm pm, ausgenutzhabenEsseiwieder||gf —g||» < €. DerVergleichderAbschatzung(8.71)
mit derallgemeingultigen (8.68)emibt dannfir die GroRegm = emo:

r 1
Em—=€o | ——m dx furm>1 . 8.72
" / (1+x3)7 (8.72)

Wendenwir unsnundemintegralin (8.72)zu: Esist offensichtlich

= =2 = . 8.73
/1+x2? 0/1+x22 ( )

Die Mellintransformiertedesintegranderin (8.73)ist wohlbekannt?:

[

1 11 .

IR B , 74

/ 1" =5 (2 2(m s)) mit 0 < Res<m (8.74)
0

wobeiB(x,y) wiederdie Beta-Funktiofi® ist. Fur die Stelles = 1 erhalterwir einmal,direktausdenEigen-

schafterrespekive der Definition der Beta-Funktion(nochmalsyie Bedingungm > 1 undfur dasintegral
(8.73)denAusdruck

r r()r(m-1) -r(m-1)
20/ 1+x2%“ i r(z%”) =Vm 2r() ’ (8.75)

wobeiwir die Darstellung® der Beta-durchdie Gamma-Funktiomndr (1/2) = y/Ttausgenutzhaben So
erhalternwir beispielsweiséir m= 2, wennwir nochdie bekannteEigenschaff (n+ 1) = n! beriicksich-
tigen,konkret:

[ _ ) _
20/ 1+x2%1_ T[r(l) =T , (8.76)

4"Konkretwurdedie allgemeineVersionder HOL DERschenUngleichungnach[Wer95] benutzt;sieheauchGl. (7.26)und (7.27)
auf Seite103.

“Bsiehe[Tit67, EMOT54]
49siehe]AS68, EMOT53, JEL66 undhier auchAbschnitt3.3f
S0sieheGleichung(3.25)auf Seite34 und[AS68, EMOT53, WW69]
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also
€2 =TEx . (8.77)

Zusammengeii3t erhaltenwir somit fir die Abschatzungdes Datenfehlersalso der rechtenSeite des
Diskrepanz-Prinzips:

(of—9,0)] < &m Pmold] (8.78)

€0 ﬁ m , (879)

mit €m r (m)
2

undkonkretfiir m= 2 erhaltenwir:

[{g® — 9, 0)| < Ttew p2o[d] - (8.80)

Entsprechendur Abweichung(8.69) transformiertsich jetzt die Diskrepanzvon gf, die durchdie Regu-

larisiertegewonnene zu gt. Daszweite modifizierte Diskrepanz-Prinzip die puristischeUbertragungauf
denRaums respektive aufderenDualraums’, lautetalsogenerell:

(97— &, 0)| = &m pmol] (8.81)
mit demdurch(8.79)gegebenerAusdruckfir gy, undfir m= 2 erhalterwir nochkonkret:
(0f — o, 0)| =Ttew P2old] - (8.82)

Die wiederdurchdie Regularisierteerzeugte-unktiongy, sei,wie schonin denvoranggangenerbschnitt
8.2.2,vermdgeder Mollifier-FunktionF, durch

gy = Afy = Fyx g (8.83)

gegebenworausmit Fy € § Yy e Rt undg® € §’ unmittelbarg; € §' V' y € R* folgt. Zusatzlichfolgt aus

denEigenschaftenlesFaltungsprodukt¥,, dagf eineregularetemperierteDistribution seinsoll, daRdann
die durch(8.83)gegebeney; ebenseineregularetemperierteDistributionist.

EntsprechendemimSkalarproduk{8.51)im voranggangenerbschnittgilt fur dielinke SeitedesDiskrepanz-
Prinzips(8.81),und gehenwir ebensowie ebenbei der AbsctatzungdesDatenfehlerssor (Gleichungen
(8.69)bis (8.71)),dannerhalterwir:

oy —g%0)| = [(d50y—9)]| (8.84)
= U o) (14072 (1+3)7 (¢y(x) — (%)) dx (8.85)

. "
< 16°llee Pmo [y — 0] _Z 1107 dx<eo firm>1 . (8.86)

Berlicksichtigerwir jetzt, dafdie Integralein (8.71)bzw. (8.78)undin derobigenAbschatzung(8.86)die
gleichensind und benutzerden Ausdruck(8.72)fur ey, soerhaltenwir als AbschatzungdesDiskrepanz-
Prinzips(8.81)sofort:

€o Pmo[d] < [Ig°]lo Pmo [y — 0] (8.87)
. 16F — gl Pmo [y — ¢]
respekive Tz < omold] , (8.88)

Slsiehehier AnhangB.4.1



140 KAPITEL 8. ZUR WAHL DESREGULARISIERUNGSRARAMETERS

jeweils mit m > 1, wobeiwir in (8.88)||gf — ||« < €» angevandthaben- wasaberletztendlichnur eine
Geschmacksfragist, um die letzte Zeile in einemathematischelegantereti Form zu bringen.Bei einem
entsprechendeviorgehererhalterwir Gibrigens(ebensmicht iiberaschend)

— Yl y—Ylim
Ig° =gl _ lloy— 9l

¥l = [l0[lm
In Worten bedeuterdie Abschatzungen(8.88) respekive (8.89): wird der Parametely genafR desmodi-

fizierten Diskrepanz-Prinzip£8.81) gewahlt, so ist der relative Fehlerder regularisiertenGrundfunktion
grofRerodergleichdemrelativen Datenfehler

mitm>1 . (8.89)

Erinnernwir unsjetzt wiederan die Konsequen? desSatzes8.1, so kdnnenwir, entsprechendur Vor-

gehensweisém voranggangeneribschnitt, alternatv zur Wahl desParameters UberdasDiskrepanz-
Prinzip (8.81) als Kriterium die obigenAbschatzungen(8.88) respekive (8.89) benutzenjndemwie die

GleichheitderbeidenSeitenansetzenWir postulieenalsoalsAlternative unddirektesKriterium zur Wahl

desParametesy:.

I —glle _ Pmo[oy—¢] 8.90
e~ Pmold] (8.90)
lgf—alle — lloy—ollm

bzw T = T , (8.91)

jeweilsmitm> 1.

BeziglichderprinzipiellenAnwendbarleitdesDiskrepanz-Prinzip€8.81)unddesKriteriums(8.90)repek-
tive (8.91) gilt zu dendieshiglichenBemerkungerauf Seite136im voranggangenembschnittEntspre-
chendesindsoll deswgennicht nocheinmakxplizit wiederholtwerden.

Am EndediesesAbschnittesvollen wir nochaufden(Ordnungs-)Zusammenhgawischender Norm auf
S undder L*-Norm hinweisen.Betrachterwir dazuwiederfolgendesEssei¢ € S undg € 5, wobeig
sogareineregularetemperierteDistribution sei. Fir denBetragdesSkalarproduktesgilt, nebendenobigen
Abschatzungenoffensichtlict?® ebenso:

[(g,0) |

/ g(x) 6(x) dx

IN

llglleo [[$llLz - (8.92)
Fur jedesp € S gilt jetzt, dirketausder Definition desRaumess folgend:

sup{ (1) |00}

o) < _ (8.93)
603 T
SomitlaBtsichdie Norm [|¢(|_1 durchdie Norm pm,[¢] (GI. (8.67))folgendermafRenbsctlatzen:
r dx
1 < prcld] [ —2 (8.94
Jo(1+x2)2
DasSkalarparoduk{8.92)laRtsich hierarchisclalsoabsclatzenzu:
[ dx )
149,0) [ <9l [|$]]L2 < [0l Pmo[d] /ﬁ , (8.95)
S (1+x2)2

52giehedie Bemerkungemm AnfangdiesesKapitelsauf Seite128
53Djesesfolgt sofortausder HOL DERschenUngleichung.

S4Man erinneresichauchandie Norm pr, (Gl. (8.67)).
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entsprechendegilt fur die Norm ||¢||3,. Die AbschatzungdesSkalarprodukte$8.92)in der L-Norm ist
somit, beziglich der Ordnungsrelationeder Normen,eine scharfereals die in der S-Norm. Wir kdnnen
jetzt die Norm auf § entsprechendler Relation (8.94) ersetzenund so (beispielsweiseplasalternatve
Kriterium (8.90)respekive (8.91)dementsprecherals

19°—gll _ ll9y—0llis (8.96)

l16°leo lI9]]L2

formulieren;dieseshattedie eventuellleichtereZuganglichkeit der L1-Norm gegeriiberder s —Norm zum
(praktischen)orteil. Im folgendemwerdenwir unsweiter hauptgchlich(8.90) respektve (8.91) zuwen-
den.Die Ergebnissaund Aussagergeltendannoffensichtlich,aufgrundder Ordnungsrelatior8.94), ent-
sprechendir dasKriterium (8.96).

8.2.4 Kiritik andenmaodifizierten Diskrepanz-Prinzipien

Ankniipfendan denvoranggangenerbschnitt,zuerstdie postiven Kritikpunkte®®:

Wie wir bereitsbei der erstenModifikation desDiskrepanz-Prinzip8.2.2auf Seite136 bemerkthabenjst
einVorteil, wennwir die Funktionenals Distributionenauffasserunddannkonsequenterweistie Betrach-
tungenaufeinemGrundfunktionenunddessemistributionenraun{Dualraum)ausweitengie Vermeidung
von AbleitungenbeliebigerOrdnungder gesuchterFunktion f oder der Dateng und derenNormer?®.
Und wie aufgrundder Gemeinsamé&iten der Ansatze bei den Modifikationennicht anderszu erwarten
war, besitztdie obige Abschatzung(8.87) respektve (8.88) die gleiche Struktur wie die entsprechende
Abschatzungfir daserstemodifiziertePrinzip, Gleichung(8.59) respekive (8.60) oder Gleichung(8.62):
derrelative Datenfehlerin einemMaf gemessenyird mit demrelativenFehlerderregularisiertenGrund-
funktion gegeriiberderenUrspiiinglichen,in einementsprechendelal gemesserverglichen,d.h. wir
haberesnurmit alsgrunds@itzlichbekanntvoraussetzbare@rofRenzu tun. Aus dieserbeidenPunkterfolgt
weiterhin,wennwir anstelledermodifiziertenKriterien (8.47)und(8.81)die ausdiesengeborenemlterna-
tivenKriterien (8.64)und(8.90)respekive (8.91)anwendendal3wir zur BestimmunglesParametery auf
mathematischeinfaché Gleichungerzuriickgreifen die esunssogarerlaubennochvor dereigentlichen
Durchfuhrungder Regularisierungpei alleiniger Kenntnisder Datenund derenrelativen (quadratischen)
Fehlers,y zu bestimmenDer numerischeAufwandwird selbstbei diesenbeziglich y als nicht-linearzu
erwartenderGleichungenjm Vergleich zu der direktenAnwendungeinesDiskrepanz-Prinzipsgrheblich
niedrigersein.

Der wesentlichenegative Kritikpunkt an den modifiziertenDiskrepanz-Prinzipier§8.47) und (8.81), der
ebensdeidenalternatvenKriterien (8.64)und(8.90)respektve (8.91)greift, ist abergeradederenErwei-
terungauf einemGrundfunktionenraunwodurchder Parametel nicht mehrnur eine Funktionder Daten
und derenFehlerist, sondernzusatzlich noch eine Funktion, genauerein Funktional,der Grundfunktion
wird:

y=vY[e, ¢ ¢] - (8.97)

AusderGililtigkeit von
\|/|r%<Fy*¢—¢,LIJ>=<6*¢—¢,LIJ)=0, FVESVV€R+7V¢7LIJ€5 ) (898)
—
woraussich,wie implizit defterenbereitserwahnt,(unmittelbar)derLimes

im (Fxd—9) =0, RESYYERT, Vopes (8.99)
Y—

55Der Begriff Kritik wird von unsin seinerallgemeinenBedeutungverwendet.So bedeutetKritik u.a. die Hervorhelung und
Untersuchungawohl derpositven alsauchdernegatven Eigenschaften.

56(Jberhauptermbglicht, wie schondie Ausfiihrungendesnachfolgendembschnitts8.2.5und die desKapitels9 zeigenwerden,
die Verwendungler Theorieder Distributionen,eleganteAusdiiicke respekiie Absctatzungeriiberdie Differenzzweierals Distri-
butionenbetrachteteFunktionenabzuleiten.
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ergibt, folgt, dalRderderlaut Definition 4.5 der Regularisierungund desParametery geforderterLimes
(8.3),jetztin seinerabgavandelter-orm, beider AnwendungdermaodifiziertenDiskrepanz-Prinzipiennd
deralternatvenKriterien gultig ist:

Igl_r;rgJ v[e,df; 6] =0 Voes . (8.100)

ot —ar

DerLimes(8.100)gilt, wie wir deutlichdaraufhinweiserwollen, fur jedesp € S undim SinnederTheorie
der Distributionenauchunabléngigvon der Grundfunktiond. Wir wollen auchdaraufhinweisendaflaus
denEigenschafterler Funktionenin .§ und der Normenpm, [¢] bzw. |||, auf.$ die Stetigleit beziglich
y derrechtenSeiteder Kriterien (8.64)und (8.90) respektve (8.91)folgt, esdurchdie neueAbhangigleit
von¢ € S beiderWahlvony somitzu keinenweiterenneuenSchwierigleitenkommt.

Es stellt sich jetzt die Fragenachder weiterenNatur der Abhangigleit desParametersy von ¢. Bei der
direktenAnwendungderModifizierten(8.47)und(8.81)ist eineschwerpunktralligexplizite Abhangigleit
zu erwarten,wohingegenbei der Anwendungder alternatvenKriterien (8.64)und (8.90) respektve (8.91)
wir, weil dortrelative Fehlerverglichenwerden eineschwerpunktraRigimplizite Abhangiglkeit vermuten
- und erhofen. Wir wollen an dieserStelle aucheingestehendall es uns bishernicht gelungenist, die
Abhangigleitenvon der Grundfunktiondurcheine (geeignete Mittelung tiberden Grundfunktionenram
zubeseitigenDasgroRteProblemist, wie manbereitserahntdie konkreteDurchfiihrbarleit®” einersolchen
Mittelung.

Wir wollenim Hinblick dieserAbhangigleit nochauf dasfolgendehinweisen Daseinfachsteund wich-
tigsteBeispieleinerGrundfunktiond € § ist die GauRartigd=unktiorr®

d(x) = P(x) G(x) = P(x) e € § (8.101)

wobeiP(x) ein Polynomunda > 0 sei.Daraudfolgt, wenneineFunktionh polynomialabscltzbarist und
h e L! gilt, daRfur dasProdukt

d(x) = h(x) G(X) = h(x) e € 5 (8.102)

gilt. In diesemSinnekannmandie GauRartigefrunktionenals, Erzeugendevon Grundfunktione®in §

betrachtenzumindestaberalseinen,typischenvertretet derFunktionerin . In diesemSinne- undnurin

diesemSinne- kdnnenwir ,typisché Ergebnisséei demAnsetzenGaulRartigeGrundfunktionerin dem
modifiziertenbzw. alternatven Kriterien erhalten Wir wollen der Ehrlichkeit wegenerwahnendalRneben
denin dieserArbeit insgesamtorgestelltenUntersuchungemoch weitere beziglich desEinflussesder
Grundfunktionbei der Wahl desRegularisierungsparametegenifd der ebenvorgestelltenrmodifizierten
und alternatven Kriterien notwendigsind. Da, wie am Anfang diesesKapitels auf Seite 127 bereitshin-

gewiesenwordenist, die Wahl desRegularisierungsparameteirsunseremexponentiellschlechigestellten
Fall nicht wirklich ein grundlegendedProblemist, habenwir auf weitereUntersuchungerguf3erdenhier
insgesamvorgestellterunderwahntenyerzichtet.

8.2.5 Der Zusammenhangzwischenden modifizierten Diskrepanz-Prinzipienund
den Regularisierungsfehler

Bereitsauf Seite 125 im Abschnitt7.3 habenwir daraufhingeviesen,daldie Ausweitungder Untersu-
chungengdurchdie Interpretationder Funktionenals Distributionen,auf einemdem Problemangemesse-
nenGrundfunktionenunddessemistributionenraunaquivalentmit der StabilisierunglesProblemsdurch

57Die MittelungeniiberdenRaum$ beinhaltenderheoretischeusdiiicke sind bisherfiir eine konkret praktischeAnwendung
leidernichtgeeignet.

58sieheAnhangB.2.2und[BB93, Wal94]

59Esist bishernicht bawiesenworden,daRdurch GauRfunktionenatsachlichalle Funktionend € S erzeugtrespektie dagestellt
werdenkonnen.
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Anderungder Topologi€ ist. Diesesberiicksichtigendbetrachterwir die Diskrepanzder, auf derfehler
behafteterFunktiong® € §’ basierendernegularisiertenfy € 5’ vonderexaktenLdsungfr € $’ - im Sinne
derDistributionentheorie:

(fr—f1E,0) = (= f5,0) + (fE = 5,0) ,des . (8.103)

Hierbeiist f&€ € ' die mit g gewonnengformale), Losung, die, entsprechendesAusdrucky(7.184)auf
Seitel24respekive der Theorieder Distributionen,durch

(f5,0) = (A1, 0) = (¢, (A1) 0) (8.104)

definiertrespekive gegebenist®®; ein entsprechendekusdruckgilt offensichtlict?? fur f;. Bei analogem
Vorgehererhalterwir fir dasSkalarproduktler Regularisiertermit einerGrundfunktion wobeiwir mit Ty
wiederdenRegularisierungs-Operatdrezeichnenvollen:

(fy,9) = (Tyd%,0) = (&5, Ty9) . (8.105)
Mit den Ausdricken (8.104)und (8.105)kdnnenwir daszu untersuchend&kalarproduki8.103),unter
Berlicksichtigungdesseriinearitat, folgendermalRenmschreiben:
(fr=17,0) = (gr — &% (AH"¢) + (¢, [(AH" - Ty T9) . (8.106)
Fahrenwir jetztnoch,analogzur Gleichung(7.185)auf Seite124, die GroBenA und A, durch
A= (A (8.107)
und Ay = T/o (8.108)

ein, soerhaltenwir letztendlichdas,eleganteré Ergebnis:

(fr—15,0) = (gr — " NV +(&F,A- 1) . (8.109)

Wie wir bereitsan dem Ausdruck(8.103) hattenableserkdnnen,beschreibtyon seinemWesenher, der
ersteTerm der rechtenSeitevon (8.109)wieder den Einflul? desDatenfehleraund der zweite Term den
reinenEinfluBderRegularisierundly aufdemGesamtfehlgderlinkenSeitedesobigenAusdrucks Ausder
Definition 4.5 desRegularisierungs-Operatoify undder Stetigleit desSkalarproduktsn § folgt Ubrigens
unmittelbarder Limes®3

\I/i_r}rg)(g,/\—/\ﬁ:O ,vVgeds'. (8.110)

Beimverschwindenderdatenfehleralsogf — gr, unddendadurchimpliziertenLimesy — 0, folgt somit
dasVerschwinderderrechtenSeitedesAusdruck$? (8.109):

lim (fr—fy,0) = lim ((gr — ", A) +(¢F,A=Ay)) =0 . (8.111)

o=t gF—or
Aus der HoL bERschenUngleichung® emgebersichnundirekt fiir die TermederrechtenSeitevon (8.109)
die beidenAbschatzungen

llgr — &l [IA]]La (8.112)
Ig¥lle IA=Ayllea (8.113)

(gr —d",N)
R

IN N

60sieheAbschnitt4.2.5und [Lou89]
61Mit O* seihierwiederdasAdjungiertedesOperator<O bezeichnet.
62gieheauchdie Ausfilhrungerauf Seite125im Abschnitt7.3

63Genauemilt, nachDefinition 4.5, limy_oTyg = Afg, wobei AT die verallgemeinertdnversesei (siehegenerellKapitel 4). Wir
kdnnenhier jedochentwedergenerellden inversenOperatordurch das entsprechendeerallgemeinerténverseersetzen und in
diesenSinnebeidekurz (undleichtfertig)alssynorym betrachten oderbeiiicksichtigendaRbei Entfaltungsproblemenyie wir hier
im Abschnitt5.3.1gezeigthabendie beidenOperatorerdentischsind.

64DjesenLimeshattenwir selbsterstindlichebensalirektaus(8.103)ableitenkdnnen.
65siehe[Wer95 Doe71]
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mit 1 < p< o, £+ % = 1undderKonvention = 0, wobeiwir natirlich nochgr, g° € L9 undA, Ay €
LP voraussetzemiissen.Aus der erstenAbschatzung,Gleichung(8.112), folgt Uibrigensdie Stetigleit
desinversenOperatorsA~! beziglich der schwécherenTopologié€®® in $, und mit der (vorausgesetzten)
Linearitat und Stetigleit desOperatorsl, und ¢ € S folgt insgesamtlie Stetigleit der Skalarprodukten
(8.103)und(8.109).

Die ersteAbschatzung(8.112)ist als eine (modifizierte) AbschatzungdesFehlersder Funktion gt inter-
pretierbar Entsprechendu der Vorgehensweisé denvoranggangenerAbschnitten8.2.2f, kdnnenwir
wiederumein (modifiziertes)Diskrepanz-Prinziglurch

(&5, A=Ay [=1lgr — &Flle [l (8.114)

vormulieren,und ebensocentsprechendu der voranggangenen/orgehensweisegrhaltenwir fur dieses
Diskrepanz-Prinziglie Abschatzungder Form

llgr = GFlle _ A=Ayl
[Fexd T VAV IE R

derrelative Datenfehleiist wiedereineuntereSchranle desrelativen, auf die Funktion /A bezogenen(ge-
samtenRegularisierunsgsfehlers.

(8.115)

Wir habenauf Seite131 nundie quasioptimale Wahl desRegularisierungsparameteesngefihrt, indem
wir letztendlichdie GleichheitdesEinflusseslerbeidenFehlerquellenn (8.109)geforderthabenalso

(Gr =N = (5 A-Ny) . (8.116)

Ubertragerwir dieseVorderungdirektaufdie Abschatzunger(8.112)und(8.113),sofiihrtunsdasaufeine
direkteBestimmungsgleimingdesParametery, mit derunsjetzt bereitsgelaufigenStruktur:

llgr — &lle _ 1A=yl
lIg°l|Le [IAlla

(8.117)

Wir sehen,dalRwir durch die Ausweitungder Untersuchungerauf den Raum S respektve §’, die die
Anwendungder Theorieder Distributionenzur Konsequenhat, einenZusammenhangwischendenmo-
difizierten Diskrepanz-Prinzipiet8.47) und (8.81) einerseitsund der Diskrepanzvon der regularisierten
fy zurexaktenLosungf; (GI. (8.103))andererseitin einerdirektenArt und Weiseableitenkonnten,ge-
nauereinenZusammenhangwischendenbetrefendenAbschatzungerder relatven Fehler:die Struktur
dieserAbschatzungengdie Gleichungen(8.59) respektve (8.60) oder Gleichung(8.62) fur daserstemo-
difizierte, und die Gleichungen(8.87) respektve (8.88) fur daszweite modifizierte Diskrepanz-Prinzip,
ist mit der Struktur der Abschatzung(8.115)des- letztendlichausder Abweichung(8.103)geborenen
Diskrepanz-Prinzip$8.114)identisch.Der relative Datenfehlerist hier jeweils eine untereSchranle des
modifiziertenrelativen RegularisierungsfehlerOffensichtlichkbnnenwir sogardie gleichenNormenin
diesenAbschatzungenvoraussetzemeispielsweisg = o undq = 1. Wir habenso einezusatzlicheMoti-
vationfur die modifiziertenDiskrepanz-Prinzipien.

Von groRererBedeutungst die, durchdie ErgebnissaliesesAbschnittsgevonnene zusatzlicheMotivati-
onjedochfir die zu denDiskrepanz-Prinzipiealternat postulierterdirektenKriterien (8.64)und (8.90)
respektve (8.91),in denender Parametery durchdie Gleichsetzunglesmodifiziertenrelativen Regulari-
sierungsfehlersnit demrelativen Datenfehletbestimmiwird, und die dieselbeStruktuf’ wie dasebenso
ausderdirektenAbweichung(8.103)geborendriterium (8.117)aufweist.Bei derBestimmungvony iiber
die Kriterien (8.64)und(8.90)respektve (8.91)kdnnenwir erhofen, dalRdersogevonnenéiertfury von
der (numerisch)gleichenGroRenordnungvie der durch(8.117)gegebene,quasioptimalé Wert ist. Die
Gleichheitder StrukturdieserKriterien ist, andersausgediickt, ein Indiz, natirlich nochkein Beweis, fur

66sieheauchAbschnitt4.2.5und[Loug9]

67Die GleichheitdergenerellerStrukturenliegt selbsterstindlichin denvon derenWeserheridentischerAnsatzenbei derUnter
suchungerer Diskrepanzemegriindet.
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einetatsichlichquasioptimaleWahl desParametery durchdiesealternatvenKriterien. Wie wir bereitsbe-
merkf® habenmuRderZusammenhangwischerderquasioptimalenWahl undderWahl nachdensoeben
eingefihrtenalternatvenKriterien jedochnochweiterund genauemathematisclintersuchtverden.

Wir wollen abschlieRendocherwahnendalRwir einenzur Abschatzung(8.115)respektve zumKriterium
(8.117)korrespondierendeAusdruckableitenkdnnen,wennwir wie im Abschnitt8.2.2denFehlervon
g¢ explizit durch eine statioriire stochastischefunktionv beriicksichtigenund deswgen zusatzlich die
statistischeMaximumsnormeinbeziehenGehenwir alsoentsprechengvie im Abschnitt8.2.2vor, dann
erhaltenwir als direktes,durch statistischeGroRenausgedicktes,Kriterium fir eine ,,quasioptimalefi
Wahl desRegularisierungsparameters:

2
2 (IN=AYlI72
o2 v ==z (8.118)
e = AR,
mit®9 ,
02 [V] cald (8.119)

~ supjgr|2+ 0?V]

Fur die andererhier abgeleiteterGrof3enerhaltenwir analogeAusdriicke, die wir, dawir auf diesenicht
explizit zurickgreifenwerden hier nicht wiedeigebenwollen.

Wir wollenabschlieBendarauthinweisendalRdieim direktvoranggangeneibschnitt8.2.4aufgezeigten
Kritikpunkte, insbesonderglie negativen, entsprechendliir die ErgebnissediesesAbschnittsgelten. Wir
wollen jenedeshaltandieserStellenicht wiederhohlen.

8.3 Ein Konsistenzkriterium oder die Wahl desParameterstiber die
Schrankender integrierten Dichtefunktion

In diesemAbschnittwollen wir ein bisherin der Literatur nochnicht erwahntesverfahrenvorstellen,das
unstheoretischzumindesteinenBereich, erlaubtet Werte desRegularisierungsparameteydiefert. Wie
wir im AnhangD kurz darlegen,kdnnenwir nebenderdirektennumerischemBehandlungler Integralglei-
chung(2.13) bzw. (2.47)im Sinneeiner Regularisierungdieseauchnochauf eineralternatven Art und
WeisenumerischbehandelnBasierendauf dem(allgemeinenMarkov-Krein Theoemausder Theorieder
Tchebyhef-System¢KS66] konnenrigoroseobele und untele Scranken, I und | —, fur die integrierte
\erteilungsdititel derexaktenLdsungp;, welchedurchdie Gleichung

I(t0) = /@(T—To) pr(7) di = / pr (1) dt (8.120)
0 To

definiertist, berechnetverden Die Funktion®(t — To) ist die bekannteT heta-Funktior(Stufenfunktion):

1 fur 1>10
O(t—19) = 8.121
( ) { 0 fir <19 ( )
Aufgrundder Schranlkeneigenschaftegilt unmittelbar
17 (t0) < 1(T0) < 17(T0) VToeR" . (8.122)

Wichtig zu erwahnenist noch,dafl3bei der Berechnungler Schranlken sonvohl die Normierungder Dichte-
funktion alsauchdasFehlernveauderDateniiberNebenbedingungegingehen.

68sjehedie FuRnotet0 auf Seite136

69sjeheauchdie Definition (8.63)desquadratischenelativen Fehlers
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Daessichbeiy = y(g,g?) genalRdesSatzes.1umeinemehrdeutigé-unktionhandeltkdnnendie Schran-
ken also prinzipiell benutztwerden,um den Wert bzw. dasIntervall des Regularisierungsparametersi

bestimmenin demdie integrierteregularisierteDichtefunktionly fur fastalle 1o innerhalbder Schranlen
I* undI~ liegt unddiesenWert respektve diesedntervall als zur RegularisierungzulassigbetrachtenDie

Grundideeist also die Forderungder Konsistenzvon integrierter regularisierterDichtefunktionmit den
Schranlender Integrierten,die jeweils auf der Basisder gleichenDatenbestimmtwerden.Ausformuliert
war die Strat@ie zur Wahl desParametery alsowie folgt:

1. Ist die exakte,theoretisché-unktionbekannt;st alsogf = gr, € = 0, sofilhremanzur numerischen
Behandlungn derRegularisierunghumerisctdenLimesy — 0 ausbzw.’® setzey = 0.

2. Esgelte||g® — gr|| < €. Istjetzt nochzusatzlich||g|| < € erfulllt, dannseiy = «. Andernflls,d.h.es
sei ||gf|| > €, seider Wert desParametersespekive dasintervall der mbglichenWerte so gewahlt,
daf3fur die Integrierten

I~ (t0) < Iy(to) < 17(10) furfastalletro e R* (8.123)
wobeioffensichtlich

(t0) = [ o) (8.124)
sei,gelte.

Zu dembisherigenersteinmalnoch einige Bemerkungen Das ebenvorgestellteKonsistenzkriteriunist
insofernnochals ein Vorschlagzu betrachtenals daszu einemnochnaherzu klarenist, wasgenauunter
Lfur fastalle 1o mathematisconkretzu versteherst. Sowohl die Schranlen!®) alsauchdie integrierte
Iy werdennur numerisch(diskret) vorliegen. Eine Moglichkeit ware beispielsweiseym dasVerfahrenzu
testendie Vorderungdamindesten®0 % der Datenpunkteson |y die Bedingung(8.123)erfullenmogen.
Ein weitereoffene Frageist zum anderenmdie nachden moglichenFormender Schranlen. So kdnntees
ohneweiteressein,dal’keiny existiert, fur dasdie Bedingung(8.123)erfullt ist. Dieseskdnntegeradedann
der Fall sein,wennbeideSchranlen|* und |~ sehrnahebeieinandetiegenodersich (hnumerischkaum
voneinandeunterscheidemwiirden.In diesenFallenist esdenkbardie VorderungnachderKonsistenaler
integriertenFunktionenderartzu interpretierendalRdie Bedingungen

ly-(To) <17 (T0) und 1*(10) < I+ (To) furfastalleto € R (8.125)

geltenmdgen,wobei dannals Regularisierungsparametarm den sthrendererEinflul} desDatenfehlers
klein zu halten dergroRerederbeidenwWertey(*) zuwahlenist.

Bei der Untersuchngler theoretischerEigenschafteresKonsistenzkriteriumsst es, wie schonbei der
Untersuchungler Regularisierungpraktisch die schonoftmalserwahnteVariablentransformation= e!
durchzufihren.Ebensowerdendie mathematischeAusdriicke wieder eleganter und so auchhandlichey
wennwir wiederan Stelleder Funktion p die Funktionw betrachtenFir die Integrierte’® Iy derDichte

Wy ergibt sichsomit,mit I, (e™") = Iy (t) undw, (e™") = Wy (t)

o to
Wy (T et —
Iy (t0) = / %() gt S5 i) = / W (1) dt (8.126)

To

7OwelcheVorgehensweisbkeidernumerischemuswertungnit exaktenDatendie sinnvollereist, hangtvon demGradderSchlecht-
gestelltheidesProblemaundvon denverwendeteriRegularisierungssrfahren ah Diesesallessetztselbsterstindlichvoraus daldie
Ldsungauchbei VorliegeneinesexaktenanalytischerAusdrucksder Funktiong nur durcheinenumerischernversionzuganglichist.

"IDje Bezeichnungf,) soll andeutendalRessich sovohl um die theoretischels auchum die Regularisierterespektie auf diese
Funktionerbasierend&dandelt.
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Entsprechenémibt sichfur die Verteilungsfunktiof® Py, definiert® durch

To

To

W) (T)

Py (to) = / Py (1) dT = / % dr , (8.127)
0 0

die entsprechendéransformation
ot —
Py() =3 Pylto) = / Wy (1) dt . (8.128)
to

Wir sehengdalisichdie RollenderVerteilungsfunktior) undderintegriertenl ) unterderTransformation
1 = e! geradevertauschen.

Wir wollen an dieserStellenochmalsdie Notwendigleit weitererUntersuchungemebendenhier vorge-
stellten,beziglich desKonsistenzkriteriumbetonenum weitere Aussageriberdesser(praktische)An-

wendbarlitunddesseriitezu erhaltenEinigekonkretetheoretischéussagereiderAnwendunglieses
Verfahrensauf unserProblemwerdenwir nochim Abschnitt9.5.2wiedegeberf*.

AbschlieRendeBemerkungen

Wie wir bereitsdesofterenerwahnthabenjst die BestimmunglesRegularisierungsparameteyginesder
beidenfundamentalerProblemebei der Regularisierung Ebensowie bei der FragenachdenRegularisie-
rungs\erfahrerf®, wird sich bei denUntersuchungemur Wahl desRegularisierungsparametetsesonders
in Hinblick aufdie Praxis,im Falle derEntfaltungsproblemgroRenteilaaufdie Anwendbarleit derFourier
TransformationbeidenmetrischeRaumenX undY generellufHilbert- oderBanach-Raumereellwertiger
Funktionenf undg und zusatzlichnochoftmalsauf die AnwendungeinesStabilisatorg-ter Ordnungbe-
schiankt. Dafur sind einige Methodenzur Wahl des Regularisierungsparameteentwickelt worden, die
ohnedie genaueglenntnisdesFehlerse derbekannterFunktiong® oderderKenntnisderVarianzo?[v] des
Rauschens auslommenwie z.B die cross-validatiorMethodevon WAHBA [BW82], aufdiewir aufgrund
derschorerwahntenGrindenhiernichtnahereingehemwollen. Fur Weiterfuhrendesind Detailsseiwieder
aufdie Literatur, wie beispielsweisauf[AT77, Dav82, Mar82, Mil74, RC82,BW82], verwiesen.

72I(y) ist geradedie zu Py, komplemertire Funktion,d.h.esgilt Py (1) +1()(T) = 1V T € R*.

73Bediglich derausder Statistikstammende®efinitionenderBegriffe der\Verteilungsfunktior® undderenkomplemeritren Funk-
tion | seibeispielsweisauf [Str634 verwiesen.

"4Im Abschnitt9.5 sollengenerellkurz konkretethoeretischaind praktischeErgebnissdiberdie Anwendbarkit der hier vorge-
stelltenStrategyien zur Wahl vony auf dashier behandeltefProblemwiedegegebenwerden.

"Ssiehedie diezberiglichenKommentarén denKapiteln5 ff
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Kapitel 9

Zur konkretenRegularisierungund
deren Eigenschaften

In demnunfolgenderKapitelwollenwir dasbisherabgeleiteteunkonkretzur Regularisierunglerphano-
menologischemntegralgleichunganwendenDabeiwerdenwir unsnatirlich hauptschlichauf dasgenuin
auf stabilisierenderunktionenbasierend®egularisierungserfahrenkonzentrierenwobeidie im Kapitel
7 abgeleitetergatze7.3und 7.4 die Kernpunktebildenwerden.Im RahmerdieserAbschnittewerdenwir

jedoch,dadie AnwendungeinesSpezial&llesder Mellin-Transformatiorzur Losungmoglichist, auchauf
die Anwendbarleit der Tikhonov-Phillips Regularisierungund desidealenTiefpassegingehenwobeiwir

die DarstellungdieserRegularisierungserfahreniiberderenkilter betrachterwerden.

Generellwerdenwir uns mir der Wahl desRegularisierungsparameterslativ kurz befassenwobei das
von unseingefihrteKonsistenzkriteriungineAusnahmebildet undwir diesesetwasaustihrlicherbetrach-
ten werden.Der Grund, die Wahl des Regularisierungsparameteaslgemeinkirzer zu behandelnjiegt
vorweggenommerarin,dalldaseinfache, Trial andError* -Verfahrenrespekive dasDurchfahrendesRe-
gularisierungsparametermerhalbeinesintervalls aufgrundder Einfliisseder einzelnerFehlerquellerauf
dasReyularisierungserfahrenausreichendeinwird.

Zuerstsollenjedochdie, fur die Regularisierungnicht geradeunwichtigen Eigenschafteer Integralglei-
chungzusammerdssendviederholtwerdenundeinigekurz Vorbetrachtungdurchdie die Regularisierung
~elegantet durchget@ihrtwerdenkann,durchgetihrtwerden.

9.1 Vorbetrachtungenoder
Eigenschaftender Integralgleichung Il

Fasserwir zuerstdie wesentlicherkEigenschafteesphanomenologischeAnsatzeg2.13),

£ = [ i PO
0

die wir bisherin denvoranggangeneKapitelnaufgezeighabenzusammen:

1. Die Strukturderintegralgleichung2.13)ist die einesFaltungsintgrals.

2. DaessichbeiderIntegralgleichung2.13)um eineFredholmsbe Integralgleichungerster Art han-
delt, getdrt diesezu denschledt gestellteninversenProblemen

149
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3. In derLosungderIntegralgleichung2.13)sind die funktionentheagtishenEigenshaftendergege-
benerFunktionE™ undderenanalytisheFortsetzungrespektve Fortsetzbarkit) implizitinvolviert

4. Die Reziprole derMellintransformierterdesintegralkernsk ~* divemiert exponentiellandenGren-
zender(komplexen)inversenMellin-Transformatior{Gl. (2.98))! GenaRdenAusfuhrungerim Ab-
schnitt4.3zurKlassifizierungschlechgestelltefProblemebedeutetiesesdalidie Integralgleichung
(2.13)exponentiellschlecht gestelltist!

Fur dasFilter Ify bedeutetie exponentielleSchlechtgestellthedlesProblemsdalRdiesesfiir s — ico und
s— ioo fiir jedesy > 0 derartexponentiellstarker alsK ~! abfallenmuf,danotwendid

%V € L?(c—iw,c+im) Vye R\ {0} (9.1)

gelte,einenichtgeradeinerheblichéBedingung.

Im Abschnitt2.4.2habenwir an Stellevon p die Funktionw durchdie Gleichung(2.46),

eingefihrt,wodurchdie Integralgleichunghundie Form (2.47)

s 1 w)

E (w)_/l—iw) . drt (9.2)
0

annimmt,undgezeigtdaldie BestimmunglerFunktionw vollig aquivalentzur Bestimmungler Funktion

p ist, dabeideFunktionenbeziglich der Mellin-Transformatioridentischsind, d.h. derenMellintransfor

mierte funktional identischsind. Die Losungder Gleichung(9.2) als inverseMellin-Transformationist

dementsprecherdlrchdie Gleichung(2.50)gegeben,

C+ioo -
1 _s E*(—9)
W(T)—ﬁ / T K(=9 ds |, (9.3)

einbeZiglichderVariablens symmetrischeand, eleganterér Ausdruck beidembestimmteEigenschaften
aufgrundvon Symmetrierhier erstrichtig deutlichwerden;dazukommenwir in denspaterenrAbschnitten.

Gemalall desbisherErwahnten sucherwir alsoregularisierteL dsungenw, der Integralgleichung(9.2),
und per definitionemdesRegularisierungserfahreng5.50) erhaltenwir diesedurchdasEinsetzereines
Filters lfy, derdie BedingungerdesSatze$ 7.3respekive desSatzes7 .4 erfillt, in die theoretischeglurch
die komplexe inverseMellin-Transformatiordargestellte L osung (2.50):

C+ioo ~
wy(x) = Zim/x_sﬁy(—s)%ds (9.4)
CHioo _s .
W) = % . (}() E(9) S'”fT“S) E*(s) ds 9.5)
_ ATy A d 9.6
- / (>‘<> Fera=g - &d - (©6)

1sieheAbschnitt7.2.2,Gleichung(7.129)
2Fir dasnachfolgendseiinsbesonderauf die Ausfiihrungerim Abschnitt7.2.2f verwiesen.

3sieheauchGl. (2.45)undmanbeachtedenErganzungssat3.27)
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UndwiederumSatz7.3respekive Satz7.4folgend,konnenwir dieseRegularisiertermit Hilfe desregula-
risierenderkerns®y in die fur die Praxisrelevanteund anwendbaré&orm

0

w(x) = /(Dv (%)) E*(w) %’J (9.7)
0
T Fy(9)
m|t ch(Z) = ﬁ . m Z_S dS (98)

bringen,wobeihierin (9.8) gemaRdesAusdrucks(9.6) konkretz = ix zu setzerist’.

Nebenderkomplexwertigenintegralgleichung9.2) wollen wir ebensalerenReal-und Imagiréarteil, also
die Gleichungen(2.53)und(2.55),

Ei(w) = /Tloor)-’—wm$ (9.9)
0

Ex(w) = /%MO? ; (9.10)
0

alseigensindigelntegralgleichungemetrachterund entsprechendasbishervon unsadaptierteRegulari-
sierungserfahrenanwendenDerenRegularisierterkonnenwir demnachalsoin derForm

C+ioo ~
wy(x) = % / xS B,(—s) Eigig ds (9.11)
und w = 2 T SHR Eo(~9)
W(X) = ﬁ/x F(-9) Ko(=5) ds (9.12)

angebenmespekive mit dendazugeIbrenderregularisierenderKerneqb\ll und qJ\Z,, perdefinitionemwieder
umals

C+ico
1 R(s) _
1 = Y s
v, (2) o | K z>ds (9.13)
C—loo
1 C+ioo'f()
2 - v(S) s
und  D{(2) o | K ds (9.14)
C—loo
gegebendurchdie praktischanwendbarefrormeln
r 1 dw
w(x) = / oy (%) Ex(w) — (9.15)
0
r 1 dw
wy(x) = / ®; (%) Ep(w) (9.16)
0

40ffensichtlichkénnerwir in denhierbehandelteroblemdurcheinegeeignetd/ariablensubstitutiodie regularisierendekerne
immerin die Form (9.8) bzw. in die nachfolgenderorm (9.21)bringen,sodalwir unstatsachlichnur aufdieseAusdiiicke fur @y zu
beschankenbrauchen.
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darstellenwobei die Mellintransformiertender Integralkerneexplizit durchdie Gleichungen(2.64) und
(2.65),

1 T

Ki(s) = = O0<Res< 2 9.17

1() 2 S|n(%T[S) 4 ( )
1

ka9 = 5 T _1cses<1 (9.18)
cos(3Tts)

gegebersincP.

Die Gleichung(9.7) fur die komplexe Integralgleichungund die Gleichungen(9.15) und (9.16) fur die
IntegralgleichungemnlesReal-unddesimaginarteils,die durchdie Satze7.3und 7.4 begriindetsind, bilden
zusammengef3talso,zusammemmit den entsprechendeAusdriicken fiir die regularisiertenKerne, die
wir offensichtlichin derallgemeinerfForm (9.21)darstellerkdnnen,die Ausgangsbasifiir die praktische
Anwendungdesvon unsvorgestelltenentwickeltenrespektve adaptierterRegularisierungserfahrens.

Zusatzlich zu der Ausgangsgleichunf.16) zur Regularisierungder Imaginarteil-Integralgleichung, wer-
denwir beijenerebensoaufgrundderDarstellun§ (2.72)derenLdsungdasaufderFourierTransformation
basierendd&egularisierungserfahrerf (5.47)anwendenywodurchesunsu.a.moglich seinwird auf einer
einfacherArt undWeiseverschieden&egularisierungserfahrenzu vergleicher.

9.2 Filter zur Regularisierungder phanomenologischenntegralglei-
chung

Wendenwir unsnundemkonkretenFilter lfy zur Regularisierungder Integralgleichung9.2), genaRGlei-
chung(9.4) respektve der durch®, damgestellterregularisierten(9.7), zu. Dasnachfolgendeilt entspre-
chendubrigensselbsterstindlich auchfiir die Integralgleichungerdes Real- und desImaginarteils der
phanomenologischeidje obigenGleichungen(9.9) und(9.10),sodalwir jenenur dannexplizit erwahnen
oderbehandelwerdenwenngesonderte@derabweichendéussageriur diesegelten,soinsbesonderan
Fall derIntegralgleichungemlesimagirérteils.

Wie wir obenbereitserwahnthabe miissendie geeigneterfilter die exponentielleDivergenzder Rezipro-
ken der Transformierterk unter der Bedingung(9.1) kompensierenDa wir denregularisierenderkern,
derperdefinitionemdurchdie untenstehendeformel (9.21) gegebenist, notwendigerweisanalytischbe-
rechnef® milssenum dasRegularisierungserfahrerentsprechendesSatzes .4 respekive 7.3anwenden
zu konnen,sind wir notwendigeroder gezwungenekVeise auf Gaulischdermein Ify angeviesen,d.h.
Gaulartigd-ilter sind die ,,einfachstet und ,minimalstefi Filter zur Regularisierungauf der Basiseiner
komplexenUmkehrformet?, exponentiellschlechtgestellteProblememit denerwir tatsachlichanalytisd
denKern®, berechnerkonnen.

DenkbarwarennochFilter, derenMollifier-Funktionenauf der sogenannteBeta-2Dichte!? basiererund

5An jenenkdnnenwir unmittelbay miiRigzu ernéhnen die zu ervartendesxponentielleSchlechtgestelltheiler beidenintegral-
gleichunger(9.9)und(9.10)ablesen.

8sieheAbschnitt2.4.3,Seite19
“sieheAbschnitt5.3.2,Seite77
8Dieseswird im Kapitel 10 durchgedihrt werden.

9sieheauchdie Ausfilhrungenim Abschnitt2.4.3 zur Lésbarleit der IntegralgleichungerdesImagirérteils durch die Fourier
Transformation

10pjesesschlieRtauchdenFall ein, dalwir ®, zwar alseinen,geschlossenérmusdruck,wie beispielsweisals Reihedagestellt,
angeberkdnnendiesenedochbei derpraktischerRegularisierungselbstnochnumerischauswertemmissen.

11Bei demauf derFourier Transformatiorbasierend&erfahren(5.47)ist das, einfachsté Filter fiir die Behandlung/on exponen-
tiell schlechtgestellteRroblemeroffensichtlichderidealeTiefpal(6.4).

125iehe[MS78, Str633
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dereneinfachsterVariantenim FourierLaplace-bzw. Mellin-Raumdie Darstellung

R(s) =CJ[ra-jyra+jy) (9.19)
=1

besitzenwobeia € R ein ParameteundC die Normierungsknstantedie die Normierungder Mollifier -
FunktionF, sicherstelltsei. Die Problematikan dieserStelleist jedoch,damitder obige Ausdruck(9.19)
tatsachlichein Filter fur ein exponentiellschlechtgestellteBroblemist, dalwir ein unendlihesProdukt
ansetzemiussengdennansonstemwirdedasintegral fir ®y,

o 1 M@= iy9r(a+iy
—s I=
) Fori-9

ds , (9.20)

wobeiwir in C alle verbleibenderKonstantereinbezogemaben nichtfur alley € Rt \ {0} korvergieren,
sondermur korvergentbis zu einemvon m abrangendeert ym € RY, mit 0 < ym <y, sein.Diesesfolgt
ubrigensunmittelbarausdenExistenz-und Korvergenzeigenschaftesrer Mellin-Barnesintegralerespek-
tive der FoxschenH-Funktion, und um ein solchesintegral handeltes sich bekanntlichbeim Ausdruck
(9.20),wie wir sieim AnhangA kurz wiedegegeberhaber. Die AuswertungderkomplexenUmkehrfor
mel (9.20)wirdedann®y, entsprechender Reihendarstellungeff.14) und (A.15) einesMellin-Barnes
Integralsbzw. der FoxschenH-Funktiort* quasidurch eine ,unendlicheReihevon unendlicherReiheri
darstellen;wir missenalso eine (unendliche)Reihe von Reihenuber die (unendlichen)Residuuerder
Gamma-Funktiomuswertenderennumerischéerechnungneberder Frageder Kornvergenzdesunendli-
chenProduktesn (9.20),ein weiteresgroReresProblemdarstellerwiirdet®.

Ebensadenkbarware jetzt zwar noch, Filter auf der BasisHoher Transzendentdfunktionenzu konstru-
ieren, doch wiirde dieseswiederumauf grof3e Schwierigleiten bei der dann notwendigennumerischen
Auswertungvon ®, fuhren;der numerischeAufwandwarefur eine praktischeAnwendungschlichtund
ergreifendzu groR3. Das Fazit ist, daRBwir tatsachlich fur eine praktikable Anwendungdesvon unsun-
tersuchterRegularisierungserfahrensGaulisché\nteile in Ify ansetzemmussen Dem Rechnungragend,
werdenwir im nochfolgendenAbschnitt9.2.2die ,Multifilter* oderregularisierendé&olgeneinfithren die
esunstheoretiscterlaubervon GaulifilterausgehendveitereFilter eines(exponentiell)schlechtgestellten
Problemszu konstruieren.

9.2.1 Gaulfilter

Dasin Hinblick auf die Moglichkeit eineranalytischerBerechnungler Funktion

C+ico Cioo
- F
dy(2) = Ziru' / ®y(s) 2 °ds= Ziru' % Z %ds (9.21)
C—ioo C—ioo

als stabilisierenderkern und eineranschlieendenumerischerRealisierung,einfachsté und ,, minima-
le" Filter, dasdie in denvoranggangenembschnitt7.2.2respektve 7.2.3ausgearbeiteteBigenschaften
erfullt, ist alsoein Gauf3filterder Form

R =exp(V’s) (9.22)

13Bediglich Mellin-Barnesintegrale und der FoxschenH-Funktionsei auch,nebenden AnhangA und dendortigenReferenzen,
hier aufdenAbschnitt3.4 verwiesen

14sieheAnhangA aufder Seite341fund[MS78]

15wir wollen auf die Bemerkungerzur Numerik hintereinandegeschachtelteReihenin [PTVF92, KF87] undinsbesondereur
NumerikderMellin-Barnesintegralerespektre der FoxscherH-Funktionin [MS78, EMOT53] hinweisen.
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desseMollifier-Funktionbeziglich der FourierLaplaceTransformatiorals
1 1 1t2 g
Ry(t) = 2y P (_Z?) =4k (9.23)

undbediglich derMellin-Transformatiorals
11 1In%x ~
= - _ [ — = _1F 24

gegeberist'® | alsowie erwartetselbstwiedereineGauRfunktionemarstellt.

Die im Satz7.3 gefordertenEigenschaften bis VI sind offensichtlicherfullt: die Gau3funktionist be-
kanntlich der typischeVerdrehtereiner Grundfunktiort” ¢ € § und offensichtlichist dieseexponentiell
Abschatzbarund getort zur Klassé8 ,,, d.h. esgilt i, e SN, Vye R\ {0}; entsprechendind so-
weit die Bedingungerdes Satzesr .4 erfullt. Wie wir ebensosofort sehenkonnen,erfullt dasGaulifilter
tatsachlichdie ausl bis VI abgeleitetericigenschafteifa) bis (d).

Genausdeichtseherwir, daRdie BedingungVIl.a desSatzed .3erfilllt. Die Funktiondy ist hierkonkret:

B9 = exp(y) SN

Tt

1 . .
exp (Ys) — (exp(ims) —exp(—ims)) (9.25)
Dieseist, mit s=x+1y, in jedenendlichenvertikalstreiferx] < x < x} eineanalytischécunktion,womit ®,
und E+ sichereinengemeinsameivertikalstreifenbesitzenwerden,in demdieseanalytische~unktionen
sind,underfullt dortdie folgendeAbschatzung:
~ 1
|Dy(s)| < o &P gV (e —€Y)] (9.26)

Darausfolgt fiir |y| — o die (asymptotischefbschatzung:

B9 < P e (0.27)
2
< cye_yz(y‘7> (9.28)
< gV | (9.29)
o
mt C, = %[eyu "

Aus denAbschatzunger(9.26)bis (9.29)folgt bekanntlichunmittelbar daid

F
€L (c—iw,ctim) YyeR"\{0}

gilt, undbereitsausder Abschatzung(9.26)kdnnenwir die exponentielleAbschatzbarleit ablesenworaus
also
®y € a,ye R\ {0}

folgt.

18siehebeispielsweis¢Doe71, EMOT53, Tit67]
L7siehe[Bre65, Lig66, Wal94]
18siehe[Doe71]

wir habenwie bereitsin (9.4) und (9.6) angedeutetden Term i zu xS in der komplexen Umkehrformelhinzugezogenyir
milssersomittatsichlichdie verallgemeinerteintegraltransformationemit derkomplexen Variablenz = i /x verwenden.
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9.2.2 ,Multifilter “ oder die regularisierendeFolge

Die Gaul3schstabilisierendé-unktion(9.22)kannjetzt,zumindestheoretischals Ausgangsbasifir wei-
tere stabilisierendd-unktionendesexponentiellschlechtgestellteRroblems(9.2) dienen.Betrachtenwir
dazuersteinmalganzallgemein,unabtangigvom Gradder Schlechtgestelltheijasfolgende:Wir fuhren
im FourierLaplace-bzw. Mellin-Raumfolgendermal3edie von unsso genannte, Multifilter Funktiori ,
kurz,, Multifilter* oderauch, Multifilter Stabilisatot , R, ein:

Fyn() = Byn(s) Fy(s) = & (% S) F(ys) - (9.30)

Hierbei sei §n, n € N, die FourierLaplace-respektve MellintransformierteeinesElementeseiner aus
Grundfunktionenp € S bestehendenegularisierenderFolge?® {¢n}nen € S, die denSatz7.2 bzw. 7.3
respektve 7.4 erfullen mdge,und Ify seieinedie Eigenschaftem bis VI diesesSatzesrfullendeFunktion,
das,eigentliché Filter; insbesondergeltedemnachmit k seiwiederdie Transformiertedesintegralkerns
bezeichnet): 5

%GLZ(c—ioo,cHW) YneN und VyeR"\{0} . (9.31)

In anderenNortenseidyn respektve §,, einedenBedingunger bis VIl erfillendeFunktion,wohingegen
Fy nur die Eigenschaftet bis VI desbetrefendenSatzesaufweisermulf3.

Die zu Fy, korrespondierendilollifier -Funktionkonnernwir nunalsFaltungderzu &, , undF, getbrenden
Originalfunktionenpy,, undF, darstellef:

Fyn(to) = / dynlto—1) Fy(t) dt . (9.32)

Das Faltungsintgral (9.32) ist mit ¢yn € S und F, € S, jeweils fur alley € R \ {0} undallen € N,
wohldefiniertund esgilt [BB93, Wal94]:

Fn€S VyeR'\{0} und neN . (9.33)

Gehenwir jetztanalogwie im betrefendenBeweisim Kapitel 7.2 vor, sokdnnenwir sehendal3dasobige
durch(9.32)gegebend, , eineApproximationder Deltadistritution darstellt:

lim (Fyn,0) = (3,0) Voes (9.34)
y—0
wobei hier bei den Limites zu beachterist, da3wir tatsichlich zuerstn — o und anschlieBend¢ — 0
auszufihrenhaben;beideLimites missermathematisclstrenggetrenntausgeiihrt werden.Dieseshangt
damitzusammendaRdie Multiplikation zweier Distributionennicht definiertist [BB93, Lig66, Wal94].
Nichtdestotrotzst der Limes (9.34), also die getrennteLimesbildungn — c undy — 0, im Sinneder
Theorieder Distributionenwohldefiniert,dasavohl ¢,,» € S alsauchF, € S geltensoll.

DesweiteremaRtsichleichtzeigendaRwir mit demsokonstruierteriy, , unddesseMollifier -FunktionFy,
approximatve, regularisiertel dsungererhalterkdonnenjndemwir beifestgehalteneRegularisierungspa-
rameterdenLimesn — o bilden.DadieseLimesbildungnumeriscimmernur approximatv durchfihrbar
seinwird, d.h.konkretnumerischwird n immerendlichbleiben,erhaltenwir sotatsachlichauchfir jedes
endlichy eineregularisierteLdsung.

Offensichtlichkdnnenwir , Multifilter* fur dasEntfaltungsproblen{2.50) konstruierenwennwir fr §y,n
wiedereineGaulifunktioransetzen:

Fyn(s) = exp (%5)2 R(9) - (9.35)

20siehe[BB93, Wal94]undAnhangB.4.3

21wir beschanken unsim folgendemauf die Ausdiiicke beiglich FourierLaplaceTransformationDie Aufriicke fiir die Mellin-
Transformatiorergebensichdannwir gewvohnt.
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Far Ify kdnnenwir jetzteinebeliebige die Eigenschafteh bis VI desbetrefendenSatzesrfullende,Funk-
tion einsetzef?.

Ein BeispieleinerFunktion Ify, dieansonstemichtfir alley einestabilisierendé-unktionseinwirde,ware
die ausdersogenannteBetaType-2Dichte[MS78] erzeugté®:

Crem 1 eo(-3)
O Y i ap()) o
E(9 = F%ﬁrw+nga—ﬁ), (9.37)

wobeia € RT, a > 0 zugeltenhabeundvor der Regularisierungals konstantzu wahlenist.

Desweitererwareesmit der,,Multifilter Funktiort moglich, Mollifier-FunktionenF, zur Regularisierung
zubenutzendessenransformiertert, analytischnicht odernur schwerzuganglichsind. Esseien

: Byn(9)
® = =2 9.38
vin(S) ks (9.38)
() = R4 (9.39)
sokonnenwir die Regularisiertefy, durchdie Faltung
o) = [ Gualo-n g at (9.40)
mit o) = [Rlo-ngnd (9.41)

—00

darstellenwobeiwiederumdie Funktionendy n, F, undg die Originalfunktionender Transformierteriy,,,
lfy und § sein.Wir sehenalso an der Darstellung(9.40) und (9.41) der durchdas,,Multifilter* erzeugte
RegularisiertendaR die analytischeKenntnisdesFilters F, gar nicht notwendigist, sondernnur dessen
Existenzund Eindeutigleit gewahrleistetsein muf3. Ein Beispiel fir eine derartigeMollifier-Funktionen
waredersogenannt€riedrichsche Glattungsopeator?*:

) = / fOpyto—t) dt (9.42)
desserKerr?S p, durch
Cexp| -——2 2) fur Y <1
py(t) = ( -(3) i : (9.43)
0 far ‘5‘21

mit der NormierungsknstanteC, gegebenist. Esgilt?® p, € © vy e R+ \ {0} undwie wir leichtsehen,

22Tatsachlichkénnenwir die Bedingungeran die FunktionF, und derenIntegraltransformierterify sogardahingehendockern,
dalwir die Eigenschafteine Grundfunktionzu sein,aufheberkonnen;F, mul die Eigenschaftereiner Dichtefunktionaufweisen,
die vermbgederanzuwendendelmtegraltransformatioreineindeutigmit F, verlundenist und die EigenschafterinesFaltungsatzes
geriige. Auch dannist Uibrigensder Limes (9.34) im Sinne der Distributionentheoriewohl definiert; siehediesbeiglich [BB93,
Wal94].

237ur Berechnungder FourierLaplace- respektie MeIIintransformiertenlfv der Beta-Dichtensiehe [Doe71, Tit67, MS78,
EMOT53]

24siehe[BB93, Wal94, Wer95]und AnhangB

25Der Integralkern desFriedrichscherGlattungsoperatorsird in der mathematischehiteratur korventionell mit py bezeichnet;
siehe[BB93, Bre65 Wer95].Hier gilt also(trivial) F, = py.

26siehe[BB93, Bre65 Wal94 undhier AnhangB.2.1
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gerligt py einerExponentialabsciitzungesgilt alsoebenspy, € A, Vye R \ {0}.

Abschliel3endvollenwir jedochbemerlen,dal3der Ansatziiberden, Multifilter” (9.35)zwar grundstzlich
geeignetist, fur dasexponentiell schlechtgestellteProblem(9.2) weitere stabilisierendd~unktionenzu
erzeugendochsehenwir bereitsandemkonkretenAusdruck(9.35),dalRdasasymptotisch&erhaltender
FunktionFy fiiry — 0 undn — o im wesentlicherdurchdenGauRtermbestimmtseinwird. Wir werden
darauf,dieseswird auchdurch die Numerik’’ besttigt, in den nachfolgenderbschnitt9.3 (zumindest
implizit) kurz eingehen.

9.3 DasasymptotischeVerhalten der Filter

In diesemAbschnittwerdenwir unsdemasymptotischeWerhaltender Filter Ify respekive desauf diesem
basierendeRegularisierungserfahrerfiiry — 0 zuwendenWie wir bereitsm Abschnitt4.2.4dagelegt?®
haben konnenwir beilinearen Regularisierungs-Operatorely - auf jenewollen wir unsin dieserArbeit
auchbeschénken- dengesamterReyularisierungsfehlein einemAnteil, der den EinfluR desDatenfeh-
lers (auf die Regularisierungundin einemAnteil, derden(reinen)FehlerdesReyularisierungsverfaken
beschreibtaufteilert®:

15 = fell <11 (= A) gll + [Ty (@ - )|, (9.44)

oderkurz symbolischals
AI < llAyl]+ (1A (9.45)

geschriebenDasgeneelle Verhaltenfir y — 0 der beidenAnteile [|A7|| und [|AY]|, respektve A] und AY,

fur einem, beliebigefi linearenRegularisierungs-Operatoly, wurdein der Literatur bereitsaustihrlich

diskutiert® und von unshier bereitsexemplarischam Beispielder Differentiationim Abschnitt4.2.4 auf
derSeite60ff demonstriertWir wollen deswegendiebeziglich nur kurz die wichtigstenErgebnisseusam-
menfassenGenerellgilt nunfury — 0 folgendes:

lajl — o (9.46)
und [I&y] —» C (9.47)
allgemeingilt sogar
AN = 0 (9.48)
und Ay — C (9.49)

wobeiin (9.47)bzw. (9.49)C jeweils ein konstanteiVert odersogarunendlichseinkann.In Wortenheif3t
das'l: Der reine Regularisierungsfehlegehtfiir y — 0 generellgegen Null, wobei der EinfluR desDa-
tenfehlersin der Regularisierungwenn nicht divergiert, so abermindestengiegen einenkonstanteriVert
korvemiert.Die Funktionem{, undA§ sind,wennTy, linearundstetigist®?, danniibrigensmonotonerunk-
tionenin y.

2hwir werdenunsdeshallim Abschnitt10.2auf die WiedegabeeinestypischenErgebnissesler Anwendungeines, Multifilters*
beschanlen.

28sjeheauchdie Bemerkungerzur Gleichung(4.48)auf Seite60

29T pezeichnehier wiederdenOperatorder Moore-Penrosé dsung.die im Fall von FaltunggleichungersieheAbschnitt5.3.1,
mit den, Ublichefi Losungsberiff identischist.

30wir wollen diesbefiglich besonderswuf [AT77, Iva76 Lav67, Lou89, Mor84], undinsbesonderém Fall der Tikhonov-Phillips
Regularisierungnochauf[Gro84], verweisen.

31DjiesesgenerelleVerhaltender beidenFehlerquellerkénnenwir unsbereitsaufgrundder Definitionendes,,schlechtgestellten
Problem$ undder,Regularisierunty klar machenGraphischhabenwir jenestibrigensschonin der Abbildung 4.1 auf der Seite61
verdeutlicht.

32sieheauchdie Bemerkungzur Definition 4.5 der Regularisierungauf der Seite60
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Explizite Ausdriicke fir A} und A} habewir schonim Abschnitt5.3.3,als wir Uber die allgemeinenEi-
genschaftemesgenuinauf Ify basierendeNerfahrenggesprochemaben abgeleitetZwar habenwir dort
konkretnur die Ausdiiickt fur dasauf der Fourier Transformatiorbasierendé/erfahrenanggeben,doch
wie wir dortebensdereitserwahnthabensind die Regularisierungserfahren(5.47),dasauf der Fourier
TransformationdasVerfahren(5.49),dasauf der FourierLaplaceTransformatiorund (5.50),dasauf der
Mellin-Transformatiorbasierendebeziglich derenformalenStrukturvollig aquivalent sodal3fir die je-
weiligenRegularisierungserfahrerentsprechendausdiiicke existieren.Dawir im nachfolgenderxplizit
dasauf der FourierLaplace-bzw. auf der Mellin-Transformatiorbasierendé/erfahrenuntersuchemver-
den,wollenwir andieserStellenundie entsprechendefusdriicke fiir A undA\i angebenEsgilt alsofur

A
dasaufderFourier-LaplaceTransformatiorbasieendeVerfahren (5.49):

C+ico

AYt) = % (Rs)—1) fr(9etds , (9.50)
C+ico

ASt) = % / Py(s) U(s) e ds (9.51)

undentsprechendilt fur dasaufderMellin-TransformatiorbasieendeVerfahren (5.50):

C+ico

N(x) = % (Fy(s)—1) fr(s9) xSds (9.52)
C+ico

A(x) = % / () U(s) x Sds . (9.53)

Eine Bemerkungzu denverwendeterBezeichnungeriWir habenhier wiederdie NotationdesAbschnitts
5.3,die wir in dieserArbeit durchgingigverwendethaben penutzt. Demzufolgebezeichnetb, die Trans-
formiertedesregularisierendeiernesdefinierf3 durch

dy(s) = , (9.54)

wobei k die Transformiertedes (Faltungs-)Intgralkernesk sei. Die FunktionV symbolisierewieder die
TransformiertedesDatenfehlerswobeiwir die fehlerbehafteté&unktion,wie schonin denvoranggange-
nenUntersuchungenyiederals

F=0gr+v
darstellbabetrachtenDementsprechenderdenwir fur denEinflul desDatenfehlersebensalie im Ab-
schnitt5.3.3eingefihrteBezeichnung\y verwendend.h. esgilt in dieserArbeit AY = Ay.

Die Gleichungen(5.55) und (5.56) respektve (9.50) und (9.51) bzw. die Gleichungen(9.52) und (9.53)
bildenalsodie Ausgangsbasifiir die nunnachfolgendetntersuchungen.

9.3.1 DasasymptotischeVerhalten von A,

Bevor wir unsnunkonkretder Asymptotikvon A{, fury — 0 zuwendenwollen wir nochdaraufhinweisen,
daRwir in diesemund dennachfolgende\bschnittenauf die schonbekannterEigenschaftemesFilters
lfy respekive desserMollifier-FunktionF,, die wir im Kapitel 6 dargelegt habenund auf die hier von uns
im Kapitel 7, und insbesondereort im Abschnitt7.2, abgeleiteterEigenschafterzuriickgreifenwerden.

33sieheauchGleichung(5.53)unddie entsprechendefusfiihrungen
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Dementsprechenderdenwir in diesenAbschnitterauf explizite Quenerweisebeiglich derverwendeten
Eigenschaftergsseidenn,da3jeneNotwendigzu seinscheinenyerzichten.

Im Abschnitt5.3.3habenwir aufgezeigtdalRwir denreinenEinfluRdesvon unsbetrachteteiRegularisie-
rungsverfahensals eineMittelung der exaktenL dsungmit der Mollifier -Funktionenbetrachterkdnners.
Esgilt demnach

Ry(t—ta) fr(t) dua (9.55)

_..,
<4
~~
=
S—r
Il
—~——s

—00
00
0

oder, in anderenNorten,esgilt im FourierLaplace+espektve Mellinraum

O
N
=
—
<4
~~
X
N—r
I

A(3) mOF (9.56)

fy =R fr(s) . (9.57)
In denAbschnitt(7.2.1)respekive (7.2.2)fhaberwir gezeigtdalkfur dasFilter die Darstellung®

Ry(s) =F(ys) (9.58)

gilt. Desweiterernaberwir gezeigtdaRF, einegeradeFunktionist, Fy(s) = F,(—s) unddasF(0) = 1 gilt.
Bedeutendeist allerdingsdie EigenschaftonF, in einemVertikaIstreiferv(\{ <Res< x\é eineanalytische
Funktionzu seir?®. AufgrunddieserEigenschaftemogealsodie folgendeReihendarstellundesFilters R
gelten:

Ry(s) = ch (v9)*" = 1+ch o> (9.59)
n=0 n=1

wobeic, € C Vn € N und(offensichtlich)speziellcy = 1 sei.Zusatzlichsetzerwir die absolutekonvergenz
derReihe(9.59)flr |s| < « voraus.Setzenwir die Reihendarstellung9.59)nunin (9.57)ein undbilden
die inverseMellin-Transformationgdie wir unsnunzuerstzuwenderwollen, um einenweiterenAusdruck
fur die (reine)regularisiertel dsungzu erhalten:

C+ico

fr(x) = % xS <i Cn (ys)2”> fr(s) ds (9.60)
Cc—io n=0
0 1 C+ico

= " — [ xS f(s)ds (9.61)
g 2TuC _4}

wobeiwir bei dem Ubergangvon (9.60) zu (9.61) die absoluteKonvergenzder Reihe (9.59) ausgenutzt
habenAus der Theorieder Mellin-Tranformatiorkennerwir die folgendeZuordnung”:

(x(%()nf(x) & ()" f(s) . (9.62)

34sieheGleichung(5.61)und Gleichung(5.62)auf Seite79f
35siehebeispielsweiselie Ableitung der Gleichung(7.114)

36sieheEigenschaft) von F, auf Seite113; wir wollen daraufhinweisen hierbeix] undx}, nicht mit der hiesigenVariablenx der
Mellin-Transformatiorzu verwechseln.

37Bediglich weitereDetailsund,,Rechenrgel' siehe[Doe71, Tit67]. Wir verwenderhier wiederdie folgendeNotation:

(X%>nf(x) :x% (X% ( (X%f(x)»)
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Wendenwir die obige,Rechenrgel (9.62) auf die inverseMellin-Transformation(9.61) an, wir kdnnen
dortoffensichtlichdenTerm (—1)2" erganzendannerhalterwir fir fJ letztendlichdie Reihendarstellung:

gcnyz” (Xd% ) i fr(X)
X) + i cny?" (x%) i fr(x) . (9.63)
=1

fy (%)

Aus der obigenReihe(9.63)folgt somitunmittelbarder fiir y — 0 und, strenggenomme#®, x — 0 asym-
ptotischeAusdruck:

m 2n
d
sznw+zhf(ﬁg 00 +0 (™) (9.64)
n=1
wozuoffensichtlichim Mellin- respektve FourierLaplaceRaumder Ausdruck
) ~ fr (s +Zc )20 £ (X +o(y2(m+l>) (9.65)

korrespondiertAndersausgedickt heildtdiesesExistiertim Mellin- respektve Fourier-LaplaceRaumein
fur y — 0 asymptotischeAusdruckder Form (9.65),danngilt im urspinglichemRaumeine Asymptotik
derForm (9.64).

Um einenasymptotischeusdruckfur denFall der FourierLaplaceTransformatiorzu erhalten,gehen
wir entsprechendor, wobeiwir jetztdie Zuordnung
d" £

s'f(s) (9.66)

verwendenBasierendauf derReihendarstellun¢p.59)erhalterwir nun

CHico

fr(t) = (ch 2”) fr(s) ds (9.67)
C_Im d2n

= chyz gz il (9.68)

= fT(t)"‘ZCann@fT(t) ) (9.69)
n=1

woraussich entsprechendnmittelbardie fur y — 0 die asymptotischerormelpaare

+Z% %n+owmﬂ

3
@
2

und f

+chv2 tzn H©+0 (™) (9.70)

wobeibeiderletztenAsymptotik (9.70)nocht — 0 zu bericksichtigerist, ergeben.

<4
X

Bevor wir die asymptotischerormelpaarg9.65) und (9.64) savie (9.65) und (9.70) weiter untersuchen
bzw. fur GauRsche-ilter konkretisierenwollen wir noch auf dasfolgendeaufmerksanmachenim Ab-
schnitt5.3.3haberwir gezeigtdaBwir die wiederumdurchdie regularisiertel 6sungf, gevonneneFunk-
tion gy, definiertdurch

gy =kxfy, (9.71)

38Bediglich desasymptotischeVerhaltensler FourierLaplace-und Mellin-Transformationemnd derenkomplexen Umkehrfor
melwollenwir insbesonderauf[Doe73, aberauchnochauf[Doe71, Tit67] verweisen.



9.3. DASASYMPTOTISCHEVERHALTEN DERFILTER 161
ebensals Faltungmit derMollifier-FunktionenF, darstellerkonner?®:

o) = [ Rt-t)gt)dy , (9.72)

—~—s

bzw  gx) = / AHUECER (9.73)
0

Darausfolgensofortdie fur y — 0 zu obigenentsprechendemsymptotischefformelpaare:

6 ~ g+ch +o(y2<m+1)) , (9.74)
fur®: o) ~ gt)+ Z a2 2 S 90 +0 (y2<m+l)) : (9.75)
furd:  gy(x) ~ g(X)+ ngl " (xd—x> g(x)+0 (yz(m”)) . (9.76)
Die ebenabgeleitetemsymptotischeusdiiicke geltensicherlichfir Gaul3scheFilter 40|5y:
Fy(s) = exp(ys)” = i} (Vsn)!zn : (9.77)
n—

Wie beispielsweiseDOETSCH in [Doe7 im Rahmender Untersuchungder Asymptotik der Fourier
Laplace-undder Mellin-Transformatiorschon darlegt, ist die obige Reihenentwicklund9.77) der Gaul3-
funktion, die bekanntlichfurr |s| < c absolutkorvemiert, ein (wichtiges)Beispielfur eine Gleichheitder
Reihendarstellungndeinerasymptotische&ntwicklung;(9.77)bildetalsoebensalie asymptotisch&nt-
wicklung fur y — 0. Darausfolgt dann- offensichtlich- die Gultigkeit respektve Existenzvon asymptoti-
schenFormelpaaremer Form (9.65)und (9.64) sawie (9.65)und (9.70),je nachanzuwendendédntegral-
transformationKonkreterhaltenwir alsofiir GauRschéilter die folgendenasymptotischeusdriicke:

(s ~ o(y2<m+l)) (9.78)
em T Y dT
far Mm: fy(x) = fT(XH—;W (x&> fT(x)+o(y2(m+l)) , (9.79)
d2n
fur€: £t ~ an o +o(y2(m+l)) , (9.80)

jeweilsfury — 0undx — 0 bzw. t — 0. Entsprechendeltendie obigenAsymptotischer{9.78)und(9.79)
bzw. (9.80)fur die wiederumdurchdie regularisierteerzeugte-unktiongy respektve gy.

Betrachterwir die asymptotischeusdiiicke nungenauerWie wir sofortfeststellerkonnen erhaltendie-
senichtnurdie gesuchtd-unktion f+, sonderrauchderenAbleitungenbeliebiger(endlicher)Ordnung- ein
generelleUmstandauf denwir bereitsdesofterenhingeviesenhabert!. Die Ausdriicke (9.78)und(9.79)

39sieheGleichung(5.73)auf Seite80
4OsieheauchGleichung(9.22)unddie Gleichunger(9.23)und (9.24)fiir desserMollifier-Funktionen.

“IDiesbetiglich wollenwir insbesonderaufdie Bemerkungauf Seite136 zur ersterModifikation desDiskrepanz-Prinzipgbenso
aufdie allgemeinerBemerkungerin denAbschnitten8.2.2bis 8.2.4und dendortigenQuenerweise savie auf die Literatur [AT77,
Lou89,Gro84 Mor84], hinweisen.
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bzw. (9.80) sind alsodannmathematiscksinnvoll?, wenn f; Ableitungenbis zur Ordnung2(m+ 1) be-
sitzt, wobeidie Ableitungenbis zur Ordnung2m stetigseinmiissenEntsprechendegilt selbsterséndlich
beziglichder Asymptotischeriir gy. Im Abschnitt2.1amAnfangdieserArbeit haberwir wiedegegeben,
daRim unserenfall die Funktiorf® g; = E*, die (entsprechendormierte)Dielektrizitatsfunktion,in der
oberenkomplexen HalbebeneginschlieRlichder reellen Achse, eine analytischeFunktiorf ist. Im Fall

dertheoretischemlielektrizitatsfunktionE™ geltendie asymptotischerusdriicke alsosogarfur beliebige
Ordnungenn m, esgeltensomit ebenscAusdiiicke der obigenFormen(9.63) respektve (9.69), dort f;

durchE* ersetzt:

L d 2n
E(0) = E'(0+) cy” (x&> E*(X) (9.81)
n=1
_ _ @ n _
bzw.  Ej(t) = E*()+)> " jth EX(t) , (9.82)
n=1

wobeihierE*(x=e™) = E*(t) sei.

Gehenwir jetztin der Asymptotik bis zur niedrigsterOrdnungin v, alsobis zur zweiten,dannerhalterwir
sofort:

e ~ fi(9+09°fr(9+0(V) (9.83)

2
faroe:  f(x) =~ fT(x)+y2x(%fT(x)+x%fT(x))+o(y4) : (9.84)
furgy:  fJ(t) = fT(t)+y2:T22fT(t)+O(\/‘) , (9.85)

mit x,t — 0. Am asymptotischemusdruck(9.84) fur die Mellin-Transformatiorerkennenwir, was wir
ebensdereitsanderAsymptotik(9.79)beobachtekdnnennundeutlichdie prinzipielle Reproduktiorder
Asymptotikdergesuchterf; fiir x — 0 unterderBedingungdaR(offensichtlich)y?x <« 1 geltenmuR.Die
im Abschnitt3.6 bereitserwahntewichtige Fragestellunghachder Asymptotik der Dichte p respektve w
furkleineRelaxationszeiterdie wie dortfur diewesentlichsteiModelldichtenuntersuchhabenwird also,
andersausgednckt,durchdenreinenReguIarisierungsfehleﬁ{, im Falle desaufderMellin-Transformation

basierendeWerfahreng5.50) nicht odernur geringbeeinfluRtsolangewie erwahnt,y?x < 1 gilt.

Aus (9.84) respekive (9.85)folgt nun unmittelbarfur A} die Asymptotikin niedrigsterOrdnungin vy fir
y— 0undx — Orespektvet — O:

. ‘ d d?

furgme:  AYX) = yzx(&fT(x)+foT(x))+O(y4) : (9.86)
2

frgy: AUt ~ yz% HO+O(Y) . (9.87)

Vorweggenommenwollen wir deshalbauf die Abbildung 9.27,in der wir die Cole-Davidson Dichte?®
und deren,auf Gaufifilterbasierendereine Regularisiertedarstellen hinweisen,welche die prinzipielle
Reproduktionder Asymptotik fur verschwindend&elaxationszeiteralsofiir t — 0, exemplarisch® de-
monstrierenAn der Asymptotik (9.86)kdonnenwir nunsofortablesendal3fur den(reinen)Fehlerdesauf

42Djesesyilt, wie wir bereitserfahrenhaben solangewir die Funktionemnicht als DistributionenaufassenDen Fall, daRwir die
Funktionenals Distributionenaufassenyerdenwir im Anschluf3besprechen.

43sieheGleichung2.9auf der Seite9
44siehebeispielsweisauch[Jac75 Roo69 ElI83]
4SsieheAbschnitt3.3

46Die entsprechendeAbbildungenim nachfolgender\bschnitt9.5 von Modelldichteund deren,auf der Mellin-Transformation
basierendeneinenRegularisiertenwiirdendie Reproduktionder Asymptotik ebensademonstriererywennwir dort nichtt = —Inx
gegenw(e™t) = W(t) aufgetragematten.
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derMellin-TransformatiorbasierendeiRegularisierungserfahreng5.50),sowir die Stetigleit der Ablei-
tungenbis zur zweitenOrdnungdergesuchterf; voraussetzerfjir y’x — 0 zumindestilt:

A(x)=0(Yx) . (9.88)

Erinnernwir unsjetzt aberandie im Abschnitt3.6 betrachtetéAsymptotik der Dichten p derin derPra-
xis zumeistangavandtenphanomenologischeNodelle*’ fiir E*, insbesonderdesCole-Cole-,desCole-
Davidson-und des,diesebeidenModelle beinhaltendeHavriliak-Negami Modells, so sehenwir, da3der
Ausdruck(9.88) aufgrundder schwachenDivergenzdieserDichtenfir Tt — 0 nicht giiltig seinkann.Be-
trachterwir aberan Stelleder Dichte p die Dichtew, die, zur Erinnerung?® tiber

(9.89)

definiertist, so sehenwir unmittelbar da fur jene Dichten der Ausdruck(9.88) gltig ist, denndiese
strebenjetzt fur die betrachteteModellenfir T — 0 offensichtlichgegenNull. Wie wir auchspaterzur
Abbildung 9.27 hinweisenwerden,sind wir geradeso bei der Berechnungler (reinen)Regularisiertenpy
desCole-DavidsonModells vorgegangend.h. wir habendie (reine) Regularisiertewy, bestimmtund dann
uber

py(T) = (9.90)

die Funktion py. DieseVorgehensweisbegiinstigtschlieRlichnochdie Reproduktiordesasymptotischen
VerhaltenglerDichte p furt — 0.

Wir wollen abernicht unerwahntlassengdafidie asymptotischeusdiiicke (9.79)bzw. (9.84),und somit
auch(9.86),auchim Fall derschwacheDivergenzeraufweisendghanomenologischebichten p gilt. In

diesemFall geltendie Ausditicke mit AuBnamedesNullpunktes,denntatsachlichmiissenwir bei diesen
Dichtenbereitsin derkomplexenUmkehrformelderMellin-Transformationhier konkretin denGleichun-
gen(9.52)oder(9.60),denPunktx = 0 ausschlieRen geradebegriindetdurcheine mogliche (schwache)
DivergenZ? derUmkehrformelaufgrunddesTermsx—S fiir x — 0.

Die ebenabgeleitetenauf GauBschd,fy respekive F, basierendeasymptotischeAusdiiicke geltenselbst-
verstindlichauchdann,wennwir die Funktionenf; und g, entsprechendesAnsatzesm Kapitel 7 zur
Ableitung der EigenschaftenlesFilters und der Mollifier-Funktion,als (temperierte Distributioner?® auf-
fassenmehrnoch,jeneAusdiiicke geltendannsogarfirr die ,, fehlerbehaftetén(temperiertenpistributio-
nenfé undgt. Im Rahmerder Distributionentheorigyeltenfiir diesesogardie Reihendarstellunder Form
(9.68)respekive (9.63),genauemilt fir jedetemperierteDistribution®! f € '

<fy,¢> - < (i % D2 f) ,¢> - <f, (i (—1)2“% D2 ¢>> Voes . (9.91)

n=0 n=0

4’Esseiaufdie jeweiligen Bemerkungemind Quenerweisederim Kapitel 3 behandeltemodelle verwiesen.
48sieheGleichung2.46auf Seite15

49Beziglich desmbglichenAusschlussedesNullpunktesin der komplexen Umkehrformelder Mellin-Transformatiorrespektie
desMellin-Barnesintegralsseiauf[Doe71, MS78, Tit67, WW69], und dort besondersuf derenallgemeinerEigenschafternverwie-
sen.Implizit wurdedieserAusschluffibrigensbereitsbei der Berechnungier Dichtenim Kapitel 3 getan.Desweitererseihier noch
aufdenAnhang A Mellin-Bar nesiIntegrale und die Fox’scheH-Funktion verwiesen.

50zur Theorieder Distributionensiehedie Verweiseém Kapitel 7 savie AnhangB. Wir wollen andieserStellenochdarauthinwei-
sen,dafl’die Ausdiiicke im Rahmenrder Distributionentheorieviederauf dert-Skalerzu betrachtersind,d.h.in denGleichungerfur
die Mellin-Transformatiorwiederumdie Substitutiorx = et durchzutihrenist.

S1AufgrundderInklusion
D(RY) c S (RY) c L' (RV)
gilt die folgendeReiheauchfir Distributionen f € 2'. Beziglich der Definition der Ableitung einer (temperierten)Distribution
siehehier AnhangB und die dort anggebeneLiteratur Letztlich wollen zusatzlich daraufhinweisen,daaufgrundder absoluten
KorvergenzderReihendarstellunder Exponentialfunktiorder SatzB.6 gilt.
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Wie angedeutetkdonnenwir hier fur f die fehlerlose theoretischédsung,als Distribution betrachtet f-,
die exaktenDatengr, die fehlerbehaftet osungfé, definierP? durch

(15,0) = (A~'%,0) = (¢, (A)"0) (9.92)

undebensdlie fehlerbehafteteatengt, auf derenBasisgenaobigenAusdrucks(9.92)die Distribution
f¢ definiertist, einsetzenDie Reihe(9.82) existiert respektve gilt somit- im diesenSinne- auchfir die
fehlerbehaftetd=unktionE* = E; + v, auchwenndieseswie wir gleich sehenwerden,ein vorwiegend
theoretischinteressanteErgebnisist.

Erinnernwir unsnun an dasim Kapitel 8.2 vorgestellteM orRozovscheDiskrepanz-Prinzipsind dessen
Modifikationen,insbesonderdesserpuristischeAdaptionauf S respekive S’ im Abschnitt8.2.3.Auf der
Basisder Reihendarstellung9.91) kdnnenwir jetzt soforteinenfur y — 0 asymptotischeusdruckder
im jenemPrinzipzentralerDifferenzg; — g* angebenkir GauBsché&ilter undderenGauRRscheMollifier -
Funktiongilt alsodie Reihendarstellung

(g-d.0) = < (Z % D2 gs> ,¢> = <g€, <f (—1)2”§ D2 ¢>> . (093

n=1

ausder sichunmittelbardie Asymptotik

e {(E G ooty

Q

CRR)

e (eE oty o

Q

fury— 0 ergibt. Wie nichtanderszu erwartenwar, beginntdie obigeasymptotisch&ntwicklung,beziglich

derniedrigsterOrdnungdesRegularisierungsparametersijt y2. Die Entwicklungen(9.94)und (9.95)ba-

sierenauf der asymptotischerer Form (9.80), bei der wir noch korrekterweiseg — 0 beriicksichtigen
milssensodalwir alsKonsequendesserie Entwicklungnicht einfachmit derniedrigsterOrdnungin y

beendemirfen,sonderrfur y — 0 nochdie dort nachfolgendeisummerals, Korrekturtermé bericksich-
tigenmissenWurdenwir die Summerin (9.94)und(9.95)nicht mehrberiicksichtigenwaredie Gultigkeit

derdannresultierendeusdiiicke durchdie Forderungyt < 1Vt € R beschankt.

Die asymptotisché&ntwicklung(9.94) bzw. (9.95) zeigtalso,dalRdasim Abschnitt8.2.3untersuchteauf
S respekive §' adaptierteDiskrepanzprinzipfur y — 0, bei einemauf einemGauffilterbasierederRe-
gularisierungserfahren yon der OrdnungO (yz) ist - ahnlichdemreinenFehlerdiesesRegularisierungs-
verfahrens.So liegt auchgeradedarin der Wert dieserasymptotischerEntwicklung, jenesVerhaltenfir
verschwindendeRegularisierungsparametaufzuzeigenkur einewirkliche praktischeAnwendungsind
beideEntwicklungen(9.94)und (9.95)denkbarungeeignetda diesezum einenexplizit von einer Grund-
funktion®® ¢ abrangerundzumanderemochAbleitungenjm gunstigsterFall der Grundfunktion bis zur
2m-tenOrdnungbeinhalten.

Als nachstesvollen wir unsdemidealen TiefpaR®?,

= oy ) 1 fur g <yt
Ma_{Ofm|ﬂ>rl ; (9.96)

52sieheauchGleichung(8.104)auf Seite143

53wir wollen diesbefiglich auf denAbschnitt 8.2.4Kritik an den modifizierten Diskrepanz-Prinzipienhinweisen Derwesent-
lichsteKritikpunkt ist geradedie explizite Abhangigleit jenerim RahmerderDistributionentheori@bgeleiteteusditicke von einer
Grundfunktion.

S4sieheGleichung(6.4)im Abschnitt6.1; wir habenin (9.96)gegeriiber(6.4)y — y~! gesetztdamitwir derLimesy — O fiir alle
verwendeterRegularisierungsparameteenhalterbleibt.
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zuwendengdesserMollifier-FunktionF, firt € R durchGleichung(6.8),

_ siny 't

el (9.97)

R(t)

gegebenist®®. Im Abschnitt6.2 habenwir zwar gezeigt,dalwir denidealenTiefpalnur unterstarkein-

schiankenderBedingungerauf dasauf der FourierLaplace+espekive auf der Mellin-Transformatiorba-

sierendeVerfahrenmathematiscliibertragerkonnen,dochwollen wir diesenFilter aufgrunddesserBe-

deutungin der Anwendungdes auf der FourierTransformationbasierenderRegularisierungserfahrens
(5.47) kurz behandelnuns sogarnur auf die Wiedeigabeder wesentlichenaberschonlangebekannten
Ergebnisse®, beschanken.Zusatzlichseidaranerinnerp?, daRwir die Integralgleichunglesimagirérteils,

Gleichung® (9.10),ebensainterAnwendungder Fourier Transformatiodsenkénnenundsomitdortden

idealenTiefpaRdirekt anwenderkdnnen- undspaterauchwerden.

Betrachterwir alsonunden,aufderFourier Transformatiorbasierenderusdruck(5.55)fir Aj:

A(x) = (219 N2 / (B(E)—1) () 68 d (0.98)

RN

Esseinun f; € HP (RV), mit B > 0, wobeiwir mit HP wieder einenSobole-Raunt® bezeichnerwol-
len. Danngilt fur denreinenRegularisierungsfehlelgenaueifir den Filterfehler desidealenTiefpasses,

gemesseim derL2-Norm:
7] 2 < VP rlle - (9.99)

DerreineRegularisierungsfehlast beimidealenTiefpaRalsoproportional®, alsogilt, andersausgediickt,
145]],2 = O (V).
yilL2

Vemgleichenwir jetzt (9.99) mit denasymptotischerusdruck(9.87) desGaulifilters der ebensdr das
auf derFourierTransformatiofi® basierend®egularisierungserfahrengilt. Stellenwir dafiir nunanaloge
Voraussetzungie zu denobigenandie gesuchtefr, konkretsei f; € H? (]RN) , undmessemwir A} ebenso

in derL2-Norm, dannseherwir unmittelbardie Giiltigkeit®* von:
&Y >~V Ifrlluz+O(Y) - (9.100)

DerVergleichderAusdricke (9.99)und (9.100),diesebeidenkdnnenwir nur sinnvollerweisemiteinander
vemgleichenzeigtalso,dal’derFilterfehlerdesGaulifilterswie auchnichtandersu erwartenwar, asympto-
tischproportionalzu y? ist undder FehlerdesidealenTiefpassesnicht nur asymptotisctsonderrgenerell,
proportionalzu \# ist. JenachBetragvon B und der Norm || fr||,;2 bzw. || f«||s wird, offensichtlich,das
Gauf¥filteralsoin einemasymptotischerSinnebeziglich desreinenFilterfehlersgiinstigersein als der
idealeTiefpaR.Bedenlenwir noch,dalBwir denidealenTiefpal3im Falle der FourierLaplace-respekive
Mellin-Transformationwie obenbereitserwahnt,ohnegroReRestringtionerbeziglich desinversenPro-
blemsanwenderkdnnen soscheintdasGaul¥filtemicht nur keineschlechter&Vahl zur Regularisierungzu
sein,sonderrfur jeneVerfahrenein Art ,Ersat? fur denidealenTiefpaRdarzustellen.

55zwar geberwir die nachfolgendeiErgebnisaligemeinefiirt e RN an,dochrichtetsichunserHauptinteressauft € RN, welches
fur unserProblemrelevantist.

56Dje nunfolgendeundweitere fiir dieseArbeit nur tertiar relevante Ergebnisseind EigenschaftedesidealenTiefpassesverden
beispielsweisén [AT77,Lav67, Lou89] diskutiert. Wir werdendeswgenauchkeineBeweiseangeben.

S7sieheAbschnitt2.4.3
58sieheauchGl. (2.55)auf Seite16

59zur Definition der Sobole-Raumeseiauf [Lou89, lva76 Wer95]verwiesenbeziglich der Wahl f € HP (RN) seiauchauf die
Bemerkungespektre Ful3note37 zur KlassifizierungschlechigestellterProbleme- Abschnitt4.3- hingeviesen.

60Dje kiirzesteBegriindungist hier, die Fourier Transformation alseinenSpezialéll der (allgemeinerenfourierLaplaceTrans-
formation&, zuinterpretierendiesbeiiglich sieinsbesonderauf[Doe77] verwiesen.

61Diesesfolgt unmittelbarausder Definition des Sobole-Raumsund der Isometrieder 7 -Transformatiorin L?; siehe[Doe71,
Lou89,Wer99g.
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Beenderwir dentheoretischeVergleich zwischenGauffilterund idealenTiefpal,indemwir die auf de-
ren Mollifier-Funktionenbasierendd®arstellungderreinenRegularisierungalsodie Mittelung respekive
Faltung fJ = Ky fr, in diesemKapitel Gleichung(9.55), betrachtenworaussich letztendlichein Ver

gleich der Mollifier-Funktionen(9.23), die desGaulifiltersund (9.97), die desidealenTiefpassesergibt.

Wir sehensofort, da die Mollifier -Funktion des Gaul3filtersselberwieder eine Gauf3funktionist, daf3die

auf diesebasierendeeine RegularisiertefJ eineglatte, mitunter,, verwaschent Funktion seinwird, wo-

hingegendie auf der Mollifier -Funktion (9.97) basierendeufgrundderen,inshesonderélir y — 0, stark
oszillierenderCharakterselberoszillatorischeAnteile aufweiserwird, selbstwenndie theoretischexakte
Losungfr selbstkeine solchenAnteile aufweisenwiirde. Der unbestreitbard/orteil des Gaulifiltersge-
gerilberdesidealenTiefpassesst also, beziglich der reinenRegularisierungglatte Regularisiertefy zu

liefern. Die artefaktischoszillierendemnteile in der(reinen)ReguIarisiertean sind,andersausgediickt,

geradedergroReNachteildesidealenTiefpassesDoch solangewir nochnicht denEinfluR desDatenfeh-
lersbeidiesenbeidenFiltern untersuchtespekive diskutierthaben solltenwir nochkeine Aussageriiber
eingrundstzlichesAbratendesidealenTiefpassesinddemgegeriibereineEmpfehlungdesGaulfilterszur

Regularisierungunsere$roblemgatigen.

Als nachstesverdenwir dasim Abschnitt6.2.2in der Gleichung(6.38)vorgestellterilter der Tikhonov-
Phillips Regularisierung, .
= k(9)?
AS) =
" k@2 +ylb(s) 2

untersuchenwir habenin jenenAbschnittbereitsauf die Problematilen bei der direktenAnwendungdes
Filters der Tikhonov-Phillips Regularisierunghingewviesen,insbesonderauf die Problematikder nume-
rischenAuswertungder komplexenUmkehrformelnder FourierLaplace-und Mellin-Transformatiorund
aufderSchwierigleit deranalytischerBerechnunglerkomplexenUmkehrformel die Ausdriicke derForm

desTikhonov-Phillips Filters (9.101)beinhalte?, alsodie Gleichungerzur Berechnungler zumFilter Ify

korrespondierendemollifier-FunktionF, und zur BerechnunglesregularisierendefKerns®,. Aufgrund
dereinerseitschonfundamentaku nennende®edeutungler Tikhonov-Phillips Regularisierun§® undda
beZziglich der Anwendbarleit diesesverfahrensauf die Integralgleichunglesimaginarteils(9.10) entspre-
chendegilt wie beziglich der obenerwahntenAnwendbarlkit’* desidealenTiefpassessoll jenejedoch
trotzdemkurz untersuchtwverden.Konkretwerdenwir wiederumbekannteErgebnisseausder Literatur,

ohne(genaueAngabederBeweise, wiedegeben.

(9.101)

Wir werdennun die hier interessierendeallgemeinerAussageriiberA!, gemessein der L>-Norm, wie-

demeben Da die nun folgendenAussagengenaueiKolloras, auf der Darstellung® (5.17) desTikhonov-
Phillips Funktionalsbasierengeltendiesefur beliebigeHilbertraume.Es kdnnendie nun folgendenko-
rollars iberdasglobale Konvergenz\erhalterder reinenTikhonov-Phillips Regularisierungpeziglich des
Parametery, bewiesenwerder§®:

Korollar 9.1
Essef’ fireina € R* mit0 < a < 1: A'ge R ((A*A)%). Danngilt:

|8y . =0 (¥) - (9.102)

Korollar 9.2
EsseiAtg e R (A*). Danngilt
||A;||L2 =0(y) . (9.103)

62sjehedie jeweilig entsprechendefusfithrungerim Abschnitt6.2.2und nochdie FuRnote25 auf der Seite93

63wir wollen bediglich der Tikhonov-Phillips Regularisierungwiederumauf die Ausfiihrungendes Abschnitts5.2 und dessen
Quellenangabermsbesonderaochmalexplizit auf[AT77,Gro84 Lou89,TGSY9], verweisen.

64siehedie Bemerkungauf dervorherigenSeiteundwiederumAbschnitt2.4.3
65sieheAbschnitt5.2, Seite71
66Dje BeweisedieserbeidenKorollarssindbeispielsweisén [Gro84] zufinden.

67Mit f = Afg bezeichnemwir wiederdie Moore-Penrosé 8sung;siehediesbefiglich auchAbschnitt4.2.3und5.3.1
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Am Korollar 9.1 sehenwir, da3der Filterfehlerder Tikhonov-Phillips Regularisierunghdchstens/on der
Ordnungy? seinkannund zwar auchnur dann,wennfiir die Moore-Penros& 8sungAfg € & (A*A) gilt.
Tatsachlich kann jetzt gezeigf® werden,daR, mit der notwendigerBedingungA'g € ® (A*A), maximal
tatsachlich, nur*

Ayl . = 0o(y%) (9.104)

moglichist. Der konkreteWert desParameterr im Korollar9.102wird Ubrigenswie wir nicht unerwahnt
lasserwollen, in der Praxiszumeistunbekannbzw. nur mit Mihezu ermittelnseirf®. Ebensowollen wir
andieserStelledie Gultigkeit derKorollars9.1und9.2fur beliebigeStabilisatoremer Ordnungp betonen,
d.h.die Ordnungin y ist unabtangigvon der Ordnungp der Stabilisatoren.

9.3.2 DasasymptotischeVerhalten von Av

Wendenwir unsnundenEinflu desDatenfehlersAy, in der Regularisierungzu. Wir wollen am Anfang
daraufhinweisendallin dennachfolgendetntersuchungedasFehlernveauder Datenalskonstantvor-
ausgesetzvird.

Bereitsin [Ros99 habenwir einenAusdruckderForm (9.53)untersuchtgenauehaberwir denfolgenden,
auf diesembasierendeiusdruckfir die Varianzo?[v,] des,regularisierteh stochastischeRrozesses,,
definiert© durch

Oz[vy]=<(A¥)2>ST : (9.105)
abgeleitet:
i  d+iw (5’)
2R, ¥(S) —(s+9) &,
o’ / ds / ds’{ TS s’) S[v,s+s’]} . (9.106)
c’ jco  —ioo
Die FunktionSv; w], definiert? durch
v;w] = Z/e‘i‘“’f (v(0),v(1))g;dT = Z/e‘i‘*“ﬁ[v;T,O] dr (9.107)

ist die spektale Dichtederwiederumalsstatiorér vorausgesetztestocastishenFunktionv, mit Jv; s sei
derenMellintransformiertebezeichnetweiterbezeichne’[v; 11, 12] = K[v; 11 — 2] die Korrelationsfunktion
derstatiortirenStochastischeandmit (-); seidie stochastistie Mittelungbezeichnet.

Mit (9.106)besitzenwir zwar einenkonkretenAusdruckdesEinflussesdesDatenfehlersn der Regulari-
sierung,gemesseim einerexperimentellabsclatzbarerstochastischeNorm, dochbeinhaltedieseroffen-
sichtlichebenseinige, Schwierigleiterf . Um dieserAusdrucksownohl fiir theoretischalsauchpraktische

68siehe[Gro84, Morg4]

69Djesberiglich seiauchauf die theoretischetntersuchungein [Gro84, Mor84] verwiesenworaussich dieserUmstandunmit-
telbaremibt.

"OsiehebeispielsweisdLou89, Str63a Str631 und hier die Bemerkungerund Ausfiihrungenzu stochastischefrunktionenim
Abschnitt8.2.2

"IDje Ableitung des Ausdrucks(9.106) ist bereits aus den entsprechendearstellungenin [AT77], unter Verwendungder
Ausfuhrungernin [Str634 beZiglich statiorarerstochastischdfunktionenabzulesenvennwir anStellederdortverwendetefrourier
Transformatiordie Mellin-Transformatioransetzen.

72Wir wollen daraufhinweisen,daRin der Literatur verschiedené®efinitionender spektralerDichte existieren, die sich jedoch
lediglichim VorfaktordesFourierint@ralsrespektie der Fourier Transformatiorunterscheiderso, fehlt' in einigenderFaktorzwei.
Wir verwenderhier, wie auchin [AT77], die in [Str638 anggebeneDefinition. Fur weiteregenerelleEigenschaftemer spektralen
Dichte §v; 0], wie auchstatiorarer stochastischeRunktionernv und derenAutokorrelationsfunktione £[v; 11, 12| seiwiederumauf
[Str63a Str634 verwiesen.
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Aussagerauswertereu kbnnenmussernVoraussetzungesin die stochastische respektve derenspektrale
Dichte§v; w] respekive derenMellintransformierter§v; s| aufgestellwerden die meistensexperimentell
nichtzuganglichsind,undeinigesogarzurestringtv seinwiirden Ebensaseinichtunermahnt,dal’die dann
aufderBasisvon (9.106)erhalteneusdiiicke analytischur mit groRemAufwand,souiberhauptauswert-
barsind. DieseanalytischerAusdriicke, die dann- wie zu erwarten- explizit Eigenschaftemlerspektralen
Dichte,wie beispielsweiséerenasymptotischeNerhaltenpeinhaltenbesttigendannletztendlichnurdas
generelleverhaltervonAy respekive||A ||, mit einergeeignegewahitenNorm. BeeindruclendeBeispiele,
die dasebenerwahntebesttigen,gebendie entsprechendetdntersuchungeron ARSENIN und TIKHO-
NOV in [AT77], wobei sie konkretdie den Einflu3 desDatenfehleram, auf der FourierTransformation
basierendenmyerfahren(5.47)betrachtenZusatzlich zu dengenerellerBemerkungerzur Wahl desRegu-
larisierungsparametein® Kapitel 8 aufderSeite127,seherwir jetzteinenzusatzlichenGrund,Ausdiiicke
der Form (9.106)nicht unbedingtdetailierterzu betrachterr solangediesesnicht, um wesentlicheErgeb-
nisseund Eigenschaftezu erhalten zwingendnotwendigzu seinscheint.

Tatsachlichgeriigenim unsererfall desexponentiellschlechtgestelltenProblems(9.2) die Betrachtung
weit weniger, kompliziertet Ausdiicke alssolcherwie derGleichung(9.106),um dasrelevanteVerhalten
vonAy, insbesonderbeziglich der Numerik, zu erhalten Betrachterwir deswgenzuerstfolgendesphne
einenkonkreterFilter Ify oderKernk anzusetzersondermurderenallgemeinerEigenschafteausnutzend,
umersteallgemeineAussageriiberdasVerhalterdesDatenfehlerzu erhaltenim FourierLaplace+espek-
tive Mellinraumgilt fur denDatenfehlerentsprechendenAusdriicken(9.51)und(9.53),offensichtlichdie

Darstellung . .
Ay =y (§F-Gr) (9.108)

WobeiCTJy wiederdurch(9.54)gegeberseiundwir diesmali = § — §; angavandt’® habenBetrachterwir
nur die L2-artige Abweichund* derForm

1 ey,
850001 = 5 [ 1B+ i) Pay (0,109

AusderDreiecksungleichungndderPars&alscherFormel’® fiir die &, -Transformationgiesewollen wir
jetztwiederumzuerstbetrachtenfolgt direkt, mit s= x+ iy:

1 7.
layoo) | < E[/|¢(Xo+ly)|2dy
/|g£(xo+iy)_GT(X0+iy)|2 dy (9.110)
< /|d3(Xo+iY)|2dy/e_2X°t|gs(t)—gT(t)|2dt : (9.111)
Esgeltenundie Abschatzung
[0 -grPd < 200) (0.112)

—0o

mit derwir alsodie rechteSeitevon (9.111)ihrerseitszu

0

/ 1B (k0 + iy) [2dly / &2 [gF (1) — gy (1) 2t < £2(x0) / Bootiyfdy  (9.113)

—00

73Genauebenutzerwie anstelleder symbolischerSchreibweisé fiir die TransformiertedesDatenfehlergetzt die mathematisch
Jkorrekter& §¢ — @r.

"Die Normzeichergeltenin mathematischeBtrengewennin denfolgenden petrachteteiGleichungerxg identischgleichist.
"SsieheGleichung(7.128)auf Seite116 undbediglich desParsealscheriTheoremgDoe71, Tit67]
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absclatzenkdnnen Furtransformlerteslby desregularisierendeernesgilt nun <Dy € ay, jenegeriigtsomit
perdefinitionemeinerExponentialabscitzungunddajetzt ebenssonohl Fy € a,, alsoauchk € a;, gelten
soll, wird fur die Transform|ert6Dy eineExponentialabsditzungder Form

A9
k(s)

geltenwobeiwir, derEinfachheitvegenundohnedie Allgemeinheitatsichlichwesentlicheinzuschénken,
die symmetrischefExponentialabschtzungen

< Ce~(M)—P)lyl (9.114)

Cy e N (9.115)
Cp e P (9.116)

|'Ev(s)| <
k(9| <

vorausgesetztaben- ansonstergeltenentsprechend&xponentialabscitzungerfiry > 0 undy < 0 -
wobeip € R eine positive Konstantesei und n = n(y) einereelle, nicht negative Funktiondes(reellen)
Regularisierungsparameteysei.Mit all demerhalterwir nunzusammengefiitfiir denEinfluR desDaten-
fehlersdie Abschatzung

8% ()| < C £2( / e 200-PIY (9.117)
0

worausunmittelbarundletztendlich

||2 < 82()(0)

|4y (%o 5 (9.118)
folgt. Natirlich gilt die ebenhemeleiteteAbschatzung(9.118)nur unterderBedingung
ny >p YyeR"\{0} , (9.119)

die jedoch per definitionenf® desregularisierenderfilters Fy erfullt seinwird; ansonsterware Fy kein
regularisierendegilter beziglich destransformierterKernsk. Wie wir im Abschnitt7.2.2gezeigthaben,
weistdasFilter Fy die folgenderEigenschaftemauf:

i) Esgilt Feo = 1.
ii) DerLimeslim = 1ist stetig.
y—0
Aus diesenbeidenEigenschafter) undii) undweil perdefinitionemeinerstabilisierendert-unktiondie
Bedingung(9.119)erfullt ist folgt nun,dalin einemasymptotishenSinnderLimes
nly) = p fur y—o0" (9.120)

geltensollte,wasin Wortenbedeutetdal3n(y) fur beliebigkleine,aberendliche Wertevony beliebignahe
anp kommt,jedochimmergrof3eralsp ist:

ny)—p<d fur y—=0" mit 0<3eR . (9.121)

Die Konsequenausdemist nunoffensichtlichderasymptotisché&imes:

2
vl <c 2% Lo fur ysor (9.122)
V) —-p
Aufgrund der allgemeinenEigenschafterder hier relevantenFunktionen,besondersler exponentiellen
Abschatzbarleit respektve Schlechtgestelltheiton k, kdnnenwir demnachim asymptotische®inne,eine
Divergenzvon || Ay (xo) || fir y — 0%, denEinfluB desDatenfehlerserwarten.

- 78An dieserStelltewollen wir auf die Definition 4.5 der Regularisierungund auf die im Kapitel 7 abgeleiteterEigenschafterwon
Fy hinweisen.
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Natirlich sind die Ausfihrungenzum (asymptotischenlimes (9.122)jetzt nicht als Beweiseim mathe-
matischstrengenSinn zu verstehensondernsollten, wie an derenAnfang erwéhnt, dazudienen,erste
allgemeinerespekive zu erwartenderkigenschaftevon Ay zu erhaltenBetrachterwir jetzt,umkonkrete-
re Ergebnisseu erhaltendenndie Funktionn (y) im Limes(9.122)isti.A. unbekanntGauRscheFilter 77
respekive fir y — 0 asymptotish GauRsbeFilter 8, esmdgenunalsodie, bei asymptotisctGauRRschen
somitim zumindesfiry — 0T asymptotische®innegtiltige, Abschatzung

R < (9.123)

fur dasFilter F, gelten.Fur die Transformierted, folgt darauswennwir fiir k wieder die Exponential-
abschatzung® (9.116)annehmengie Abschatzung:
Fy(s)

k(s)

Analog zur Gleichung(9.117),erhaltenwir jetzt fiir ||AY(xo)||, die wir wiederumbetrachterwollen, den
Ausdruck:

<ce (Py-ei) (9.124)

18y (0)||* < 2 C £2(0) / e 207 =P gy (9.125)
0

Das Integral in (9.125)ist nun wohlbekanrt® und unter Beriicksichtigungder Definition®® der Error-
FunktionErf,

X

2
Erf(x) = 7 / et (9.126)
0
erhaltenwir dannletztendlichdie Abschatzung:
2 2

N 2<c\/ﬁs (o) o (p—> [1+Erf (i)] . 9.127
|| V(XO)” — 2 y p 2y2 \/iy ( )
Bereitsjetztkonnerwir anderobigenAbschatzungdie Divergenzvon ||AY(xo) || fiiry— 0 ablesenBertick-

sichtigenwir jetztnochdenLimes?

. P
ImErf{— | =1 , 9.128
y—0 (ﬁy) ( )

soerhaltenwir die asymptotisché\bschatzung,
£(x0) p
A (x0)|I? <C v2m ex (—
8300)|* s € van =22 e (£
ausderwir dasdivergenteVerhalternochdeutlicherableserkdonnenlm Fall unserephanomenologischen
Gleichung(9.2) konnenwir Uibrigensnochkonkretangeben:

2

) far y—o0t | (9.129)

cC = (2m?
- 3.
=73

"TsieheauchGleichung(9.22)

7830mitschlieBerwir in dennachfolgendemBetrachtungmplizit die im Abschnitt9.2.2vorgestellten, Multifilter* oderregulari-
sierenderfFolgenmit ein.

Swir wollen nochmalsdaraufhinweisen daaufgrundder implizit vorausgesetzteexponentiellenSchlechtgestelitliek so per
definitionemexponentiellabsclatzbarist.

80pa die Berechnunglesintegralsin (9.125)im wesentlichenelementar ist, wollenwir auf derenDetailsverzichterundstattdes-
senaufbeispielsweis§AS68,BS76 EMOT54, WW69] sowie sogarauf Standardwerkzur Integrationverweisen.

8lsiehe[AS68, EMOT54]; in der Literaturwird die Error-FunktionErf und derenkomplemertrenErfc (sieheSeite191) ebenso
auchohnedenVorfaktor2/+/meingetihrt, wie beispielsweisén [EMOT53].

825ieheauch[AS68, EMOT54]
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Als asymptotisché\bschatzungfur denEinfluR desDatenfehlerrhalterwir fir die hier behandeltéslei-
chung(9.2) somitkonkret:

g2 ore .

||A§(X0)||2 < (em~/2 % exp (W) fur y—o0t . (9.130)

Wir kdnnenalsozusammerdssenAnhandderAbschatzung(9.127),undnochdeutlicheranhandderasym-
ptotischerAbschatzung(9.129)bzw. (9.130),erkennewir ein exponentielldivergentesverhaltendesEin-
flussesdesDatenfehlerdiir y — 07 bei GauRartigeespektie asymptotlschauBartlgd:y, sok exponen-
tiell absclatzbarist. In anderenWorten bedeutetdieses,da wir in der praktischenAnwendungzur Re-
gularisierungexponentiellschlechtgestellterProbleme so wir die auf der FourierLaplace-bzw. auf der
Mellin-Tranformatiorbasierendeis.49)bzw. (5.50)anwendemiissenaufeinenGaulRartigerfermin Ify
angaviesensind®3, dennansonstenwiirde sich die analytischeBerechnunglesregularisierenderiKernes
®, eventuellals praktischschweroder sogarunmbglich erweisen,dafider Einflul des Datenfehlersein
kontrolliertesexponentielldivergentes/erhalterfiir y — 0% aufweisenwird; ein Umstandderletztendlich
die ManifestationderexponentiellerSchlechtgestellthedtesProblemsn dengenuinaufFilter basierenden
Verfahrenist, dennderUrsprungdesFaktors

exp(pﬁz) (9.131)

in denasymptotischeibschatzungerist geradedie exponentielleAbschatzung(9.116)der Transformier
tenk. Ein FaktorderobigenForm (9.131)werdenwir, wasnichtunerwahntbleibensoll, auchdannerhalten,
wennwir Ay unterBeinhaltungder tibrigenVoraussetzungein der Supremumsnormesserwdirden.

Dieseshatjetzt offensichtlichbei der Anwesenheivon Datenfehlerf* zur Konsequenzjaldasasympto-
tischeVerhaltendergesuchtemichtew, respektve p, fur x — 0, obwohl jenesdurchdasreineRegularisie-
rungs\erfahrenprinzipiell reproduzie®® wird, nundurchebenjenenFehleriiberlagerwird, wodurchjene
Asymptotik nicht nur eventuellverfalscht,sondernm unginstigsterfall in der Regularisiertengar nicht
mehrablesbaseinwird. Wir werdendarauf,nebenweiterenAspektender Numerik desgenuinauf Filter
basierendeRegularisierungserfahrenspaherim Kapitel 10 eingehen.

Wendenwir unsjetzt demidealen Tiefpal, Gleichung(9.96),und dendortigenEinflu? desDatenfehlers,
wiederuminsbesonderéei exponentiellschlechtgestelltenProblemenzu. Betrachterwir demnachden
aufderFourierTransformatiorbasierendeusdruck® (5.56),derjetzt die konkreteForm

By = (™2 [ E(lz) (6 (8) - r (7)) €%9 e (9.132)

g|<yt

annimmt.Weiter setzenwir voraus,dalg® € L? (RN) sei, sodaf||gf — gr|| 2 < € gelte. Wegender Iso-
metrié?’ der FourierTransformatiorin L2, erhalterwir fur denEinfluR desDatenfehlersgemessein der
L2-Norm, offensichtlichdie generellgtriviale) Abschatzung

) e, (9.133)

1Al = sop, k(&

woraussichunmittelbamit dervorausgesetztesxponentiellerAbschatzbarleitderReziprolender Trans-
formiertenk,

k@) <cell, per* (9.134)

83sjehedie Ausfilhrungeram AnfangdiesesAbschnitts9.2, Seite152f

84wir wollen bemerlen, dalwir andieserStellekeinerleiAussageriiberdie Naturder Datenfehlegemachhabend.h.diesersich
bereitsin einerreinennumerischemiskretheiterscldpfenkann.

85siehediesbenglich Seite161f
86sieheAbschnitt5.3.3auf Seite78
87siehe[Doe71, Tit67, Lou89, Wer9g
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letztendlich

Y]], <£C exp (%) (9.135)

eryibt®8, Ebensavie im Fall desGauRfiltersdivergiert derEinfluRdesDatenfehlersxponentielbeikleiner
werdenderRegularisierungsparametgy wasletztendlichoffensichtlichwiederumeine Manifestationder
unterliggenderexponentiellerSchlechtgestellthedesinversenProblemsst.

Wendenwir unsjetzt der Tikhonov-Phillips Regularisierung zu. Wie im voranggangenerbschnitt,auf
derSeite166,werdenwir unsmehrdenallgemeinenglobalenAussageriiberdenEinflu desDatenfehlers
zuwendenWie schondie Korollars9.1 und 9.2 im voranggangenembschnitt,basiertdasnachfolgende
wiederumauf der Darstellund® (5.17)desTikhonov-Phillips Funktionals- undsomitfiir beliebigeHilber-
traume.

Es seiwiederumg® die fehlerbehafteté-unktionund esgelte ||g° — gr|| < €, wobeiwir mit ||-|| hier, wie
im voranggangenerAbschnitt,wieder eine (beliebige)HilbertraumNorm bezeichnerwollen. Uber den
Datenfehlereinflujibt nundasfolgendeKorollar Auskunft®:

Korollar 9.3

Essei,wie ebenerwéhnt,||gf — gr|| < € undy derRegularisierungsparametédanngilt fiir denEinfluf3des
Datenfehlerglie Abschatzung:

€
Y
Istjetzt Atg € R (A*) undexistierteinA € R \ {0} derart,daly = Ae gilt, danngilt fur denGesamtfehler
derRegularisierunghy:

lay]| < (9.136)

ay]|=0C) . (9.137)

Ebensowie der Gaul¥filterund der ideale Tiefpal3,divergiert im Tikhonov-Phillips Verfahrender Daten-
fehlereinfluRentsprechendesobigenKorollars’! 9.3 fuir y — 0F, jedochnicht exponentiell,sondernwie
O(1/y). Diese,globalé¢ Divergenzist jedoch,woraufwir hinweisenwollen, unablangigvon Grad der
SchlechtgestellthedtesinversenProblemaund,wie im Fall desreinenFehlersdesRegularisierungserfah-
rens?, ebensainablingigvon Grad p desverwendeterStabilisatorgmit konstanterKoefizienten).

Eine weitere Abschatzungdes Gesamtfehles der Tikhonov-Phillips Regularisierung die wir nicht un-
erwahntlasserwollen, liefert dasnunfolgendeKorollar®:

Korollar 9.4
Essei fureina € R* mit0< a < 1, A'ge R ((A*A)") undessei

V¥ =AgmT (9.138)
Danngilt fir denGesamtfehler:
|ay] =0 (s2) . (9.139)

Die schnellsteKonvergenzratdiir denGesamtfehleder Tikhonov-Phillips Regularisierungdie alsodurch
dasKorollar 9.4 garantiertwird, ist somit

la =o(e72) . (9.140)

88Am Ausdruck(9.132)erkennenwir iibrigenssofort, dawir eineentsprechend@bschatzungerhaltenwerden,wennwir Ay in
derSupremumsnorrmessemwirden.

89sieheAbschnitt5.2, Seite5.17

9Osiehebeispielsweis¢Gro84, Morg4]

91wir wollen auf die diesbeiglichenDiskussionerin [AT77, Gro84,Mor84] hinweisen.
92sjehedie Bemerkungezu denKorollars9.1und9.2, Seite167

93siehewiederum[Gro84,Mor84]; mit f = Afg bezeichnenvir wiederdie Moore-Penrosé dsung.
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Wie wir bereitsbeziglich desKorollars9.1 erwahnthabenwird in der Praxisder Wert desParameters
unbekannbdernur mit Mihezu ermittelnsein.Nichtsdestotrotsind die hier wiedegegebenerKorollars
aufgrundihrer AussageriiberdasmaximalmoglicheFehlenerhaltenvon groRenwert.

Ein weiterer,Nachteit derbeidenKorollars9.3und9.4sindderenAnnahmeriiberdie funktionaleBezie-
hungzischendenRegularisierungsparametgiund denDatenfehleie. Fasserwir jedochdie Aussagerder
Korollare9.2 und 9.3 zusammenynd setzendafiir die Gultigkeit von Atg € ® (A*) voraus,soeribt sich
fur denGesamtfehleder Tikhonov-Phillips Regularisierungpei 0 < y, dasfolgendeBild:

|ay|| < Cy+ % , (9.141)

wobeiC wiedereinepositive, von Null verschiedeneKonstantesei.

9.3.3 Zusammenfassungind Resumeezum asymptotischenVerhalten

Den Abschnitt iber das asymptotisché/erhaltenabschlieRendwollen wir, trotz der Redundant¥, die
wichtigstenErgebniskurz zusammerdsserund Resumeeiehen,insbesonderbeziglich Asymptotik der
Gauf3filterund insbesonderéeziglich der Anwendungder Filter auf exponentiellschlechtgestellteR®ro-
blemen.

Die ErgebnisseumidealenTiefpal’ sind, die Gleichunger(9.99)und (9.135)zusammengefi3t:
Sei fr € HP(RV), mit B > 0, undg® € L2(RV) so,daR||g® — gr||, 2 < € gelte.Danngilt fiir denGesamt-
fehler:

1ay]2 <P [frlls +€C exp(%) . (0.142)

Die Ergebnisséir die Tikhonov-Phillips Regularisierung habenwir bereitsin der obigen Gleichung
(9.141)aufdieserSeitezusammengef3t:

12y]l,2 < §+O(v) : (9.143)

Und letztendlich,erhaltenwir fur denGesamtfehleeinesGauli¥filters respektve Gaul3artigerFilters, die
Gleichungen(9.80),(9.99)und (9.127)zusammengeii3t:

lavo)]| - < Z§||Dznﬂ(xo)||+o<y4(m+l))
n=1 "

e () ()] o

woraussichdie in kleinsterOrdnungin y asymptotisch&ntwicklung®

f!(xo)HjL\/E(Zn)% e(xo) exp(p—z) fur y— 0" (9.145)

18y00) ]| SV %) e (£

ergibt.

Die Ausdrticke fur denidealenTiefpaBundder Tikhonov-Phillips Regularisierunggeltenfir alley € R \
{0}, wohingggendie Ausdriicke fir dasGauf3filter insbesonderder Ausdruck(9.145),als asymptotische
(Entwicklungen)ur y — Ot zuinterpretierersind.

94DieserAbschnittist fiir all diejenigengedachtdie ohneDetailsandenwesentlicherErgebnissernteressiersind.
95sieheauchdie Gleichunger(9.85), Seite162und(9.129),Seite170
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Wir kdnnenaufgrundderobigenAusdriicken(9.142)bis (9.145)nunfolgendedesthalten:

Der groteEinfluld desDatenfehlersveistin diesenAbschatzungerder GaulRfilterauf, gefolgt vom idea-
len TiefpaR.Da diesebeidenFilter exponentiellanwachsenddermefirr y — o™ aufweisenwohingegen
derenreine Filterfehler asymptotisctproportionaly? bzw. y? sind, kdnnenwir erwarten,daR der Daten-
fehlereinfluRbei einerVariationdesRegularisierungsparametetseispielsweisgenalldes, Trial andEr-
ror*-Verfahren8®, sobalddieserin der GroRenordnunglesreinenFilterfehlerskommt, sich deutlichim
Graphender Regularisiertenbemerkbamachenwird. Bei der Bewertungder Tikhonov-Phillips Regula-
risierungsolltenwir bedenlen, dalder Ausdruck(9.143)von seinemWesenher das,globalé Verhalten
in einemHilbertraumdiesesVerfahrensbeschreibt’. Der EinfluR desreinenFilterfehlersund desDaten-
fehlersscheineralsoentsprechendenobigenAusdiickenvon der gleichenGrolienordnungu sein. Wir
werdenspaterim Kapitel 10 jedochsehendalidas, Trial andError* -Verfahrenzur Wahlvony im unserem
Fall auchbeiderTikhonov-Phillips Regularisierungausreichenvird.

Abschlieendst es, nachden bisherigenAusfilhrungen mi3ig zu erwahnen,da die in den gesamten
Abschnitt9.3 abgeleiteterfasymptotischenhusdriicke zu einerpraktischenWahl desRegularisierungspa-
rametershichtrespektve nur sehreingeschiinktverwendetverdenkdnnen insbesonderaufgrundderdie
Funktion f; beinhaltendelerme,die in der Praxisunbekannseindurften.

9.4 DieregularisierendenKerne

Nachdemwir unsdenkonkretenFiltern zur Regularisierungder Integralgleichunget9.2),(9.9) und (9.10)
gewidmethabenwenderwir unsjetztderenaufdieserFilternbasierenderespektve durchdieseFilter er
zeugtenregularisierendefKerne,die, zur Erinnerung pei demauf der Mellin-Transformatiorbasierenden
Reyularisierungserfahren(5.50)allgemeindurchdie Gleichung(9.21),

C+ico CtHioo
- F
dy(x) = Ziru' / dy(s) x >ds= Ziru' % XSds , (9.146)
C—ioo C—ioo

definierf® sind, zu.

Berechnef wir zuerstdenregularisierendetkern fiir unsererAusgangsgleichunglie (komplexwertige)
phanomenologischenntegralgleichung (2.47) der Dichtefunktionw. Die MellintransformierteK deren
Integralkernsk ist, zur ErinnerungdurchdenAusdruck® (2.40),alsodurch
js It
sin(T)

=ir(r(1—s) , mit 0<Res<1 |, (9.147)

analytischgegebenAls Filter Ify setzerwir, gemalderbisherigerAusfihrungendasGaufifilter(9.22),

R =exp(V’s) (9.148)
an,wodurchwir alsounmittelbarfiir die Mellintransformierted,
5e = S _ s sin(ms)
By(9) = 9= e (V<) - (9.149)

9sjeheAbschnitt8.1

97Entsprechendegilt zwar formal auchfiir denAusdruck(9.142)desidealenTiefpassesgocherkennenwir ohneProbleme auf-
grundder Darstellungerim voranggangenerAbschnitt,daeine Absctatzungin der Supremumsnorriir den Datenfehlereinflu
ebenscinenexponentiellerFaktor der Form exp(p/y) liefernwirde.

98siehein diesemKapitel Seite153,aberauchAbschnitt5.3.3undinsbesonder&apitel 7

99Aufgrund der fundamentalerBedeutungdesregularisierenderkKerns®, in denvon unshier abgeleiteterRegularisierungssr-
fahrenwollenwir UbrigensdesseBerechnungtwasausfihrlicherwiedegeben obwohl wir letztendlichwiederumauf schonin der
Literaturbekanntdntegralerespektie inverseTransformationeigefihrtwerden.

100sjeheauchGleichung(9.6)im Abschnitt9.1 unddie Ausfilhrungerzur Ldsungder Integralgleichungm Abschnitt2.4.2
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erhaltenalsoderregularisierend&erndurch

CHico .
Dy(X) = 2—1“ / (ix) ™S exp (y*S?) smi{ns) ds (9.150)

gegeberist. Setzerwir in diesenAusdrucknunz = ix undtransformierender Einfachheitwegen, ®,(x) —
®y(2) und nutzenden Zusammenhangwischender Sinus-und der Exponentialfunktionrespektve die
Definition' ! der Sinusfunktion

sin(z) = ? , (9.151)
aus,soerhaltenwir:
Cico
Dy (2) = (2—1'1u')2 / 7% exp (V<) (exp(its) — exp(—iT)) ds . (9.152)

Esseiaufdennichtunwesentlichetumstandhingeviesendalwir mit der Substitutionrx e R — ze€ C den
Ubemgangvonder,herkbmmlicheri Mellin-Transformatiommit derreellenVariablenx zu derverallgemei-
nertenMellin-Transformatiori%?,

oo(8)
(mt(f’)f)(s)z / () dz=f(s) |, (9.153)
0
zuderdie (verallgemeinertekomplexe Umkehrformel
1 C+ico
—_ ~S £
f(z)_ZTu_ /z f(s) ds (9.154)
C—loo

gelort, vollzogenhabenHierbeiist jetztargz= 9 in demWinkelraumd; <9 <92, in demf eineanalyti-
scheFunktionist, einfur allemalstetigfestzulgenundin (9.153)und(9.154)dementsprecherm= &P+
also

771 = glsDlnptid) - s _ gslinp+i9) (9.155)

zu setzenDer Grundfiir denUbemgangzur verallgemeinerteivellin-Transformatiorist ilbrigens daso
eineelegantereanalytischeBerechnunglerregularisierendeernemoglich ist.

Betrachterwir jetztdie Exponentialfunktionemmit einer(einfachen)uadratischeikrganzungkdnnenwir

diesesofortzu
i\ 2
+ — 9.156
(s m)] (9.156)

zusammerdssend.h.wir miisserdie inverseMellin-Transformatiorder Form

exp[(ys)> +ims) = exp Liyz] exp

C+ioo

1
L) =55 [ 700

C—ioo

V2 (si 2'—;;) 2] ds (9.157)

berechnenSubstituierenwir nun in den obigen Ausdruck (9.157)8§ = s+ % und nutzendie Formel
7¥a = g*alnz 35 s erhaltenwir als zu invers-transformierendBunktion eine GauRfunktionder Art des

101siehebeispielsweis§AS68, BS76,Tit86]; esexistierenje nachKontext in der mathematischehiteratur bekanntermaReauch
alternatve Definitionender Sinusfunktion

102pje verallgemeinerteMellin-Transformationhabenwir bereitsim Abschnitt7.2.3,Seite121, eingefihrt. Detailiertwird jenein
[Doe71 behandeltwobeiwir ebensaochauf[Tit86, Tit67] verweiserwollen.
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Filters (9.148). DieseverallgemeinerténverseMellin-Transformatiommit der komplexen Variablenz ist
(selbsterstindlich)ebensavohlbekannundsoll deswgenauchnicht detailiert%® vorgefilhrtwerden Fur
die inverseMellin-Transformation9.157)erhaltenwir so, analogzur Mollifier-FunktiondesGauf3filters,
Gleichung(9.24)auf Seite154:

l+(2) = Inz] exp [—i In?( )] . (9.158)

2vﬁ1 [ dy?
Setzerwir jetztdasobigeErgebnis(9.158)in die Gleichung(9.152)fur ®, ein undbericksichtigerwieder
die Formel(9.151),soerhaltenwir zusammengeft:

(2 = ﬁ exp [g] exp [—ﬁ Inz(z)] sin[%ln(z)] : (9.159)

Fur die numerischeAnwendungberdtigenwir denAusdruck(9.159)in derreellenVariablenx. Beachten
wir, dal3fir denLogarithmusmit ze C bekanntlich

In(2) = In (|z|é'9) =In|z| +i(0+ 2kn) (9.160)

gilt'%4 undbeschankent®wir unsaufdenHauptzweigler LogarithmusFunktion alsoaufk = 0in (9.160),
soerhaltenwir mit z= ix jetzt konkret:

In(ix) = In|x] +ig . (9.161)

Setzerwir diesegetztin (9.159)ein, soerhalterwir fur denauf Gaul3filterbasieenderregularisierenden
Kern der (komplexwertigen) Integralgleichung(2.47)letztendlich:

dy(x) = ﬁ exp [g] exp [—% (In(x)+|E)2] sm[zyz( n( )+in)] : (9.162)

Als nachstesverdenwir unsdenregularisierenderKern qb\ll der Integralgleichung des Realteils Glei-
chung(9.9) auf Seite151, zuwendenDie MellintransformierteK; desintegralkernsk; dieserintegralglei-
chungist, wie bereitsmehriacherwahnt,durchdenAusdruck (9.17),

1
Ki(9) =2 —~— 0<Res<2 , (9.163)
2 sin(31)
gegebenWir erhaltenalsoals Ausgangsgleichungjir ®1, wobeiwir selbsterstindlichwiederdenGauR-
filter (9.148)anwenden:

C+ioo
1 2 1
Ly — & —s Z sinl =
D09 = /x exp (Vs n5|n(2ns> ds . (9.164)
C—ico
Ersetzerwir jetztwieder, wie ebendie Sinusfunktiondurchdie Gleichung(9.151),sogelangerwir zu
C+ico
ol(x) = i/x_S exp(yzsz)i exp il —exp —itrs)| ds (9.165)
¥ 2 i 2 2 '
C—ioo
11 C+ico
_ X\ 75 i-s
= o exp (Y’s?) <(|) (ix) )ds , (9.166)
C—ioo

103siehedazu[Doe7], Tit67, EMOT54]
104siehebeispielsweis¢AS68,BS76 Tit86]

105siehediesbeiglich auchdie obigenBemerkungzur Gleichung(9.155)
106sjeheauchGleichung(2.64)auf Seite17
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undmit der Variablensubstitutioa; = § undz = ix, wobeiwir denKern (zwischenzeitlichju qb\ll(x) -
qb\ll(zl’g) transformierenerhalterwir alsdanrdaswichtige Zwischenegebnis:

C+ioo
11
1 — R
Vy(z2)= o | exp (V$) (z1°-7°) ds , (9.167)
C—ico
d.h. wir wendenzur Berechnungviederumdie verallgemeinertMellin-Transformationan. Die obigen
Gleichung(9.167)ist wiederdie altbekannténverseMellin-Transformatioreiner(reinen)GauRfunktion®’
undsoerhaltenwir alsozusammengetit:

Dy (21,2) = %_[ ﬁ {exp [—%\Flnz(zl)] —exp [—4%2 |n2(22)]} . (9.168)

Wiederumberitigenwir fir eine numerischeAnwendungdenobigenAusdruck(g.168)desKernsCD$ in
derreellenVariablenx. Wir gehenjetzt ebensowie ebenvor, d.h. wir wendendie Formel (9.160) unter
Berlicksichtigungder Gleichung(9.155) an, um den Logarithmusmit komplexen auf einenmit reellen
ArgumenterumzuschreiberBeschankenwir unsdementsprechensiederauf denHauptzweigderLoga-
rithmusfunktion,alsoaufk = 0 in (9.160),soerhaltenwir diesmal:

In@) =In(¥)= Inj-iz (9.169)
und In(z2) =In(ix) = In|x|+ig . (9.170)

Setzerwir abschlieRen@.169)und(9.170)in (9.168)ein, bildendanndasQuadraim Argumentder Ex-
ponentialfunktionenfasserdie geeigneteMermezusammenndbericksichtigeranschlieBenaviederdie
Definition (9.151),soerhaltenwir fur denauf Gaul¥filterbasieenderregularisierenderKern der Integral-
gleichungdesRealteilsletztendlich:

Py(x) = w% sin [4—1\-:2In(x)] exp [—4%2 (Inz(x) - g)] : (9.171)

Zum SchlulRwendenwir uns denregularisierenderKern CD% der Integralgleichung des Imaginarteils,
Gleichung(9.10)auf Seite151,zu. Die Mellintransformierteks ihresintegralkernsist durchdie Gleichung

(9.18),

1 1

gegebenMit demGaul¥filter(9.148)erhalterwir alsoals Ausgangsgleichunfjir <D$:

CHico
1 2 1
2 _ —S
PG(x) = o / xS exp (Y’ = cos(éns> ds . (9.173)
C—ico
Gehenwir jetzt entsprechendir beider BerechnungjesKernsCD% vor: Benutzerwir diesmaldie Defini-
tion198 der Cosinusfunktion

cogz) = % (#+e7?) (9.174)

107siehewiederumGleichung(9.24)auf Seite154und[Doe71, EMOT53, Tit67]

108sjehebeispielsweisaviederum[AS68, BS76 Tit86]; ebensawie im Fall der Sinusfunktion,existierenin der mathematischen
Literaturbekanntermal3ekontextabtangigalternatve Definitionender Cosinusfunktion.
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umdenCosinus-Ermin (9.173)wiederauf Exponentialfunktionemmzuschreibersoerhaltenwir sofort:

C+ioo
Pi(x) = Ziru' / xS exp(yzsz)% [exp(i%ns)+exp(—i%ns)] ds (9.175)
11 C+ico
Pi(n2) = e / exp (V'S (z1°+25 ds . (9.176)

Beim Ubemgangvon Gleichung(9.175)zur Gleichung(9.176)sind wir ebensawie geradebeim Ubergang
vonderGleichung(9.165)bis zur Gleichung(9.167)zur BerechnungjesKernsCD& vorgegangenwir habe
also wiederumdie Variablensubstitutiorz; = IZ und z, = xi und die Transformationd)%(x) — CD%(ZLz)
durchgefihrt.

Der ebenabgeleiteteAusdruck(9.176)unterscheidesich von den entsprechendeAusdruck(9.167) nur
durchdasPluszeichelin denKlammerausdrucklerVariablenz; undz, d.h.wir erhaltensofortalswichti-
gesErgebnis:

W) = 7 5= (o0 -z )| re |-t | ©.177)

worausbei zur obigeranalogervorgehensweiseeim Umschreiberauf die reelle Variablenx, wobeiwir
anschlieRBendntsprechedie Definition (9.174)derCosinusfunktioranwendensichfir denauf Gaulifilter
basieenderregularisierenderKern der Integralgleichungdesimaginarteils letztendlich

005[4—;[2In(x)] exp [—4—\1/2 (Inz(x) - g)] (9.178)

ergibt.

Unterzieherwir nun die ebenabgeleitetenauf Gaul¥filterbasierendenAusdriicke der regularisierenden
Kerne,alsoder Gleichung(9.162)fur @y, derGleichung(9.171)fur CD% undderGleichung(9.178)firr ®2,
einerkritischen Betrachtung:

Als erstedallt auf, dalRder Gauf3filter wie nichtanderserwartet,im Mellin-Raumsichin einemGaufiterm
in denKernenniederschigt. Desweiterererkennenwir, daf3sich die exponentielleShlectgestelltheitder
Integralgleichungerebensan den Kernenmanifestiert- die regularisierenderkKerne hangenschlief3lich
von denTransformierterder Integralkerneab - und zwar in Form der oszillieendenTerme DiesenSach-
verhalterkennerwir sofort,wennwir unsdie ebendurchgetfihrteAbleitungderKernenochmalssor Augen
fuhrenunddabeiinsbesonderauf denUrsprungder Sinus-bzw. Cosinustermachtenwelchergeradedie
Mellintransformierterder Kerneder Integralgleichungerist. Weiter seherwir, dalwir fury — 0 aufgrund
der GaulRtermewar immer schmalewerdenderRegularisierenderwartenkonnen,dochdaflldanneben-
sodie oszillierendenTermean Dominanzgevinnenwerden,und zwar zum einenaufgrundderfury — 0
starker werdenderDszillationen die ,FrequenZz der oszillierendenTermenimmt dannoffensichtlichzu,

zumandereraufgrunddesfiiry — 0 divergierenderfaktorsexp [%] in (9.162)bzw. exp [%] in (9.171)
und(9.178),worausalsounmittelbardie Divergenzder Regularisierendeffiir y — 0 folgt.

Als Konsequenall dessererwartenwir beidernumerischeiiRealisierunglesgenuinaufFilter basierenden
Regularisierungserfahrengdie fundamentaléProblematik® der numerischenntegrationiber (stark) os-
zillierendenFunktionen Auf diesesundweitereProblemen der Numerik desRegularisierungserfahrens
werdenwir detailierteiim aufdiesemrmachfolgendeiapitel 10 Zur numerischenRealisationund deren
Ergebnissesingehen.

109Beziglich der Problematikder numerischerintegration tiber (stark) oszillierenderFunktionensei bereitsan dieserStelle bei-
spielsweiseuf[DR84, KF87, PTVF92]verwiesen.
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9.5 Die Wahl desRegularisierungsparameters

In diesemAbschnittwerdenwir unsder Anwendungderim Kapitel 8 vorgestellterMethoderzur Wahl des
Regularisierungsparametesaf unserProblemzuwenden Entsprechendlen einleitendenBemerkungen
dieseKapitels,aufderSeite127,werdenwir unsgenerelkurz halten,obwohl wir aucheinigeinteressante
Ergebnissedie in derPraxisnichtunbedingtinedirekte Anwendungoesitzenerwahnenwverden.

9.5.1 DasMoRrozovscheDiskrepanz-Prinzip

Bevor wir aufdie praktischeAnwendungderin denAbschnitter8.2.2f vorgestelltermodifiziertenDiskrepanz-
Prinzipien eingehenwerden,wollen wir noch kurz eine Abschatzungdes M orozovsche Diskrepanz-
Prinzips,wie wir esim Abschnitt8.2 vorgestellthaber1?, bei VerwendungeinesGauRfilterszur Regula-
risierungexponentiellschlechtgestellteProbleme angebenEntsprechendu denBetrachtungemlesEin-
flussesdesDatenfehlerdm voranggangenerAbschnitt9.3.2, wir verwenderauchhier die dortigenBe-
zeichnungenwurdedasDiskrepanz-Prinzipmit derin derGleichung(9.109)eingefihrtenNorm || f (xo) ||,
konkretals

(65— &) (x0)||* = €2(x0) (9.179)

wobei
I =00l = 5 [ 1800+1) -8+ i) dy (9.180)
< € (x0) (9.181)

und Af¢ = gf geltensoll, formuliert. Die linke Seitedesso formuliertenPrinzips(9.179)laRtsich jetzt
ersteinmaburch

(g} — gr) (x0)|| + [1(gr — &) (x0) | (9.182)
(g5 — 9r) (%) || +&(x0) (9.183)

(g — o) (o) ||

VAN VAN

absclatzen Erinnernwir unsjetztandie Darstellungm FourierLaplace-respektve Mellin-Raum,

() — Gr(s) =k(s) (fS(s)—fr(9) (9.184)

und setzendiesein die Norm gemalider Gleichung(9.180)ein, so kdnnenwir die Norm auf derrechten
Seiteder Abschatzung(9.183)ihrerseitsdurch

[[(g5 — ar) (x0) || < V2m [[k(o)l| ||(Fy = Fr)(0)]| (9.185)

absclatzen womit zusammengei3tdie Ungleichungen
lgG—)0) < Vamlk(xo)ll [[(f — fr)(x0)|| +2(x0 (9.186)
und ||(9$—9 X0|| < Van ko)l ( [1450 ||+||A§XO||)+s(xO) (9.187)

folgen;in denSchrittzurUngleichung9.187)haberwir nochdie Gleichunger{9.44)und(9.45)verwendet.
Auf derBasisderDarstellung9.184)konnenwir denreinenRegularisierungsfehledy, aufdie theoretische
gr umschreibenso daBwir mit den Ergebnisserdesvorenggangenembschnitts9.3, insbesondereler
zusammerdssendeleichung(9.144) respekive (9.145),letztendlichals Abschatzungder linken Seite

110wir wollen nochmalsdaraufhinweisen,daR es sich bei den dort benutztenNorm prinzipiell um beliebigehandelt; historisch
wurdedasDiskrepanz-Prinziguf Hilberradumenformuliert [AT77,Lou89, Mor84].
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desPrinzips(9.179)

-0l < 3 10700

+ (x0)<1+c”kfﬁ)” exp(%) \/[1+Erf<%y)]> (9.188)

undanalogdie fur y — 0T asymptotische

(g - 0| <

g, (o) |
- |

k(o) P
N exp(4y2) (9.189)

erhaltenwobeiwir in € die konstanten/orfaktorenzusammengezogedraben In denobigenAbschatzun-
gen(9.188)und(9.189)weistalsoderEinfluRdesDatenfehlerslasselb&ewicht wie in denAbschatzungen
zum Gesmatrgularisierungsfehleauf, wasletztendlichein Hinweis daraufseindurfte, dabei der Wahl
desRegyularisierungsparametenachdemDiskrepanz-Prinzif9.179)der Datenfehlereinenanalogertin-
fluR habersolltewie in derRegularisierungDiesesdst Uibrigensauchdie KernaussagenerAbschatzungen,
undin jenerAussagdiegt auchdie Bedeutungder Abschatzungendennfir eine praktischeAnwendung
sinddieseaufgrundder Unkenntnisder Ableitungender Funktiong; denkbamungeeignet.

+ 2¢g(x0)C

Setzerwir nunin denbeidenAbschatzungen(9.188)und (9.189)dasDiskrepanz-Prinzig9.179)ein, so
erhaltenwir sofortfur dennachdiesemPrinzip gewvahltenWert yp, wobeiwir unsauf denasymptotischen
Ausdruckbeschéankenwollen:

%) <V k(o)

VYo

Nicht erstaufgrunddesobigenAusdrucks(9.190) konnenwir vermuten,daf3essich bei denebenabge-
leitetenAusdriicken (9.188)und (9.189)um Uberabschtzungerder linken SeitedesDikrepanz-Prinzips
handelrdirfte. Tatsachlichhabenwir bereitsbeiderVorstellungdesDiskrepanz-Prinzipsn Abschnitt8.28
mit derGleichung(8.28),

gZ(xo)H+2C~s( ) p(4y2> fur yo— 0" . (9.190)

gy — o[l < ymMulF] gl

essei||gf — gr|l. < €, eineformal, einfacheré Abschatzungin der Supremumsnormabgeleitetim Falle
deshier verwendeterGauffilters!! nimmt die Funktion''? my [F] die konkreteForm

[

my[F] = /|t| exp (%tz) dt = %{ (9.191)

—00

an,sodaRwir hier die konkreteAbschatzung

2
-l < v llg”l. (9.192)

erhalten Fir dennachdemin der SupremumsnorrformuliertenDiskrepanz-PrinzigewahltenParameter
Ve folgt somit,gemaRder Gleichung(8.30)aufder Seite132:

VI &

Yoo 2 =5~
2 1197l

(9.193)

MEsseiauf Abschnitt9.2.1,besonder§leichunger(9.22)und (9.23)undinsbesonderaochauf die DarstellungerdesFiltersund
desserMollifier-Funktionim Kapitel 7 hingeviesen.

25ieheauchGleichung(8.27)auf Seite132und [Str634.
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Die Abschatzung(9.192)desin der Supremumsnornformulierten Diskrepanz-Prinzipscheintnur mit
der Abschatzung(9.188)bzw. mit der asymptotischebschatzung(9.189)nicht konsistentzu sein. Wir
solltenbeieinenVergleichdieserAusdiiicke aberdie VerwendungweierhdchstunterschiedlicheNormen
bedenlen,so daunsnicht der Fehlerunterkuft, hier ,Apfel mit Birnert zu vergleichen.Auch wennder
Parameteyin denAusdriickenrechtunterschiedlicivorkommt,dasVorgeherin denbeidenAbschatzungen
ist ebensaechtunterschiedliclgevesensohangendiesedochahnlichsensity vom Datenfehlerab,denn
je nachNivau des Datenfehlerswird die Norm | g¥'|| ., entsprechendtark variierert!3. Ebensosollten
wir bedenlen, setzenwir die Glltigkeit der Darstellungder Funktiong; Uberein (exponentiell)schlecht
gestelltesProblemvoraus,so ist dieseSchlechtgestellthegntsprechendmplizit''# in der (Supremums)-
Norm, genauein derAbleitungdervorgegebener-unktion,enthalten.

9.5.1.1 Die Modifikationen desDiskrepanz-Prinzips

In den Abschnitten8.2.2f habenwir unsModifikationendesM orozovschenDiskrepanz-Prinzipguge-
wandt,genauehabenwir diesesPrinzipaufdemSchwarz-Raums respekive desserDualraums’ tibertra-
gen,wobeiwir in 8.2.2nochzusatzlich einestatistischeéMittelung, um die stochastischélatur der Daten-
fehlerRechnungzu tragen eingefihrt habenundim daraufolgendenAbschnitt8.2.3haberwir danndas
Diskrepanz-Prinzippuristischauf S respektve S’ ibertragenDementsprechengollenwir unszuerstder
erstenModifikation zuwenden.

Im Abschnitt8.2.2habenwir alsogezeigtdalRwir dasmodifiziertePrinzip(8.47)

E (65— ¢",0)[7] = o] 101 (9.194)

wobeiwiederummit gf = Afg, ¢ € S gelteundmit E[-] die stochastisch#littelung bezeichnesei, durch
die Ungleichung(8.60)respektve (8.62)absclatzenkdnnen:

5 _ 2
g[v]z LY ‘12>||L2 7 (9.195)
llorllf2 + 0?[V] [l
2
respektve  0%[v] Iy 9l (9.196)

ez

wobeioZ, [v] derrelative stochatisch&ehlerdervorgegebenerny® sef''>.

Im Abschnitt8.2.4 habenwir bereitsdeutlichdie explizite Abhangigkeit der Abschatzungendie wir fur

die aufdenRaums respekive §’ UbertragenenBrinzipienerhaltenwie beispielsweiselie obigen(9.195)
und(9.196),von der Grundfunktionkritisiert. Ebenschabewir dortjedochdaraufhingenviesert!®, daRdie

Gauf¥funktionbzw. GauRartigg-unktionenals ,typisché Funktionin S betrachteiverdenkann;so kann

die Gleichung(8.102)als,auf GauRfunktionemasierende,erzeugend&leichung 117 fir Grundfunktionen
¢ € S betrachtetverden.Um alsoin diesenSinne, typisché Ergebnissezu erziehlenwerdenwir in den

Abschatzungerwie denobigenbeidenGaul3artigeb ansetzen.

Wendenwir alsojetzt dem,typischeti Ausdruckfir die rechteSeiteder Abschatzung(9.195)respektve
(9.196)zu, naiirlich beiderAnwendungeinesGauRfiltersAufgrundderlsometrié‘8der F -Transformation

113ir solltennicht vergessendaRdie Differentiationzu den schvach schlechtgestellteRroblemergetbrt; siehedie Abschnitte
4.2.4und4.3und[Lou89].

14wir verweiserdiesbeiglich auf die Bemerkungerin der mathematischehiteratur, insbesonderaiederumauf [AT77, Gro93,
Gro84,lva76 Sab90 TGSY9], verweisen.

115sieheauchGleichung(8.63)auf Seite136

116sjehedie Bemerkungermmb Seite142f

1 7ir wollen auf die Bemerkungezum Wesendieser, Erzeugendénauf der Seite142 hinweisen.
U8siehe[Doe71, Lou89,Wer9g
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in L2, undinsbesonderweil die FourierTransformatiorein Automorphismu$t®in § ist, werdenwir, der
Vereinfachungwegen,die Normen||¢||, - undinsbesondere

oy =]l = [0 F—¢].2

im FourierraumberechnenDer Gauf3filter(9.22) nimmtim FourierRaum,manerinneresichauchandes-
senMollifier-Funktion(9.23),offensichtlichdie Gestallt

Ry(w) = exp(-Yw?) (9.197)

wir beschankenunshier auf die ein-dimensional&ourierTransformationalsoauft, w € R, an.Die Fou-
riertransformiertéd der GauRschesrundfunktion die bekanntermaReselbstwiederumeineGauf3funkti-
onist, mdgejetzt die konkreteForm

b(w) = (%) zeXp(—wz) (9.198)

annehmenWir habedie Grundfunktiond € S alsoderartangesetziial

dllz = lI§ll2=1 (9.199)

gilt. Fur die zweiteNorm, die Differenzvon ¢ zu ¢, erhalterwir, wie die gradlinigeRechnungeigf-?®:

0

[6y=01" = [ 18R -8 do (9.200)
- \/% / (e—(v2+1)co2_ e—w2)2 dos (0.201)
- e Z : (9.202)

Zusammengeiidterhaltenwir alsodie konkreteAbschatzung,respletive wennwir daszum Diskrepanz-
Prinzip (9.194) alternatve Kriterium (8.64), die sozusagenquasioptimaleri Wahl y;, desRegularisie-
rungsparameteté! anwenden:

3
2

2

OZg[V] 1+ \/y%— v (9.203)
o2 ] = ! 22 (9.204)

o \/y§0+1 - \/y50+2

Die Gleichung(9.202)stellt alsoin einemgewissenSinne,nachdembishererwahnten eine, universellé
rechteSeiteder obigenAbschatzungerrespektve der,,quasioptimaleri Wahl bei Gauf3scherundfunk-
tionend und GauBfiIternlfy dar, dennoffensichtlichkdnnenwir mit geeigneterSkalierungerdie entspre-
chendenAusdriicke auf einen, universelleti Graphenabbilden.Diese,Universaliit' ist natirlich keine
wirkliche, da jene sich nur auf reine Gaul3funktionerbezieht.In Sinneeiner Asymptotik, gilt die Norm
(9.202),und somitdie Gleichungerf.203)und (9.204),auchdann,wennwir esmit asymptotischGaul3-
schenFiltern, wie beispielsweisdei GauRtermein den,Multifiltern, zutun haben.

Betrachterwir alsodiese,Universaliit' beZiglich derreinenGaul3artigerAnsatze,die wir in der Abbil-
dung9.1aufdernachsterBeitevisualisierthabengenauehabenwir dortdie Gleichung(9.204)graphisch

19jeheSatzB.10im AnhangB, auf Seite366
120Solangeeszu keinenMiRverstindnisselkommenkann,werdenwir im folgendendenindex ,, L2 an denNormsymbolforlassen.
1215jeheSeite136 und die betrefendenAusfilhrungerdesAbschnittss.2
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Abbildung9.1: Das, universellé Verhalterbei GauRschep undF,.
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dargestellt,d.h.denrelati\/en(quadratischerﬂ)atenfehIen?el[v] gegendenParametely aufgetragen:

Als erstesfallt unsnatfirlich bereitsan den Ausdiiicken (9.203) und (9.204) die in hohemMaf3e Nicht-
LinearitatbeziglichdesRegularisierungsparametessf. Wesentlicherst jedochdie Tatsachegalldierech-
te SeitedieserGleichungereinemonotonebijektive Funktionin yist, undsetzerwir in diesenAusdiiicken
y = 0, soerhaltenwir fiir die rechtenSeitentatsachlichdenWert Null, sodaf3,nachder Definition 4.5 der
Reyularisierungdie Vorderungder Gultigkeit desLimes(8.3),

lim y(e,gf) =0 ,

gE—or

erfullt ist; genaueyilt jetztdie erweiterteVorderung(8.100),
lim y[e,o ¢]=0 Voes

gf—ar
Der Vollstandiglkeit halberwollen wir nocherwahnen,da3nachdenAusdriicken (9.203)und (9.204)der
Limes 02, [v] — 1 fir y — o gilt; die Abschatzung(9.203)liegt also genauin der GroRenordnungles

"> Mrel
relatvenFehlers.

Das nachste dasuns an den Graphen9.1 aufallt, ist, daR der grof3te Teil desIntervalls der (praktisch)
moglichenWerte bereitsbei y = 20, wobei dieserWert zu 02, [v] = 0.9 korrespondiertendet?? d.h. die
VariationdesParametersvird praktischbereitsvollstandigin denlintervall [0, 20] liegen.Bei einemWert
vony=3.5ist ofel[v] = 0.5,undfiry=10ist bereitsafel[v] = 0.8, worausfolgt, daBim Intevall [0, 10] die
vemgleichsweisgroflRteVariationvony stattfindet Geherwir davon aus,dafin derPraxisDatenmit einem
Fehlervon 2,[v] = 0.5 von vornhereinverworfen'23 werden,so konnenwir demnachelsoerwarten,daf
fur denWert desRegularisierungsparametesnwir diesengenaf3(9.204)wahlen,y < 3.5 geltenwird.

NebendenAusdiiicken(9.203)und(9.204)solltenwir somitauchderenAsymptotikfiry— 0 untersuchen,
wobeiwir unsjetztexplizit auf denAusdruckfir den, quasioptimalefi Wertbeschankenwollen; die Aus-
driickefurr die Abschatzungiolgendanntrivialerweise EineMoglichkeit'?*ist jetzt,um eineasymptotische
EntwicklungderrechtenSeitedieserAusdriicke zu erhalten(wiederum)die entsprechendasymptotische,
auf der Reihendarstellunger GauRRfunktiorbasierendefntwicklungim FourierRaumauszuwertenDer
naheliggendereWeg ist jetzt jedoch,alternatv (9.203), respektve (9.204),nachy zu entwickeln'?>, Be-
trachtenwir zuerstdie niedrigsteOrdnungder (asymptotischenfEntwicklungfir (9.204)in y, entwickeln
wir alsodesseWurzeltermeundfasserdie soerhaltenemermeinklusive O (y“) zusammengannerhalten
wir:

o2y ~ %y4+o(y6) far y=0 . (9.205)

Die ebenhingeschrieben@symptotik (9.205)wird aufgrundder NaturdieserEinwicklungfury <« 1, ma-
ximal jedochfiiry < 1 geltert?%. Tatsachlichgilt fur dieserasymptotischedusdruckbeiy = 1 (offensicht-
lich) ofel[v] = 1% = O.1875,WohingegenderexakteAusdruck(9.204)0$e|[v] = 0.0741liefert. Gehenwir

alsoin derasymptotischei&ntwicklungnocheineOrdnungn y hdher, entwickelnwir alsodie Wurzelterme

derrechteSeitevon (9.204)bis zu O (yG) , soerhaltenwir nunzusammengef3t:

0@[\)]%%\/‘ (1—§y2>+o(y8) fur y—»0 . (9.206)

In der Abbildung9.2 auf dernachstereitevergleichenwir graphischdie beidenasymptotischeintwick-
lungen(9.205)und (9.206)mit denexaktenAusdruck(9.204).Wie erwartet,weichendieseschondeutlich

122Genauekorrespondiery = 20 hier zu G?el[v] = 0.908869.Da esunsaberum die GroRenordnungler betrefendenWertegeht,
werdenwir im folgendemauf die AngabedergenauerNachlommestellerverzichten.

123pjir wollen daraufhinwiesendaRdannderrelative statistischéDatenfehleica. 70%betiagt.
124siehebeispielsweiselie allgemeinemusfiihrungerzu asymptotische&ntwicklungenin [Doe72
125sieheentsprechend.a.o.

126pjesesfolgt unmittelbarausder Entwicklungder Wurzelterme.
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vor y ~ 1 von den exaktenAusdruckab'?’. Wahrenddie Entwicklungin der niedrigstenOrdnungin v,

nachderenUbereinstimmungnit denexaktenAusdruck,generelliberdiesenliegt, liegt die nachsthohere
anschlieendnterdenexaktenundaby = 0.895nimmtdieserAusdrucksogamegative Wertean; dieseasy-
mototischeEntwicklungbricht hier alsozusammenGestehenvir jetzt denasymptotische&Entwicklungen
bis zurihrer VerwerfungeineAbweichungvon & = 10~2 von denexaktenAusdruckzu, sogilt die Entwick-

lung (9.205),die niedrigsteOrdnungin v, firy < 0.4, waszu ofel[v] < 0.004 korrespondiertunddie in y

nachstohere(9.206)gilt dannfiry < 0.52,Wozu0$e|[v] < 0.01geldrt. In andereWortenbedeutetlieses,
daf3wir, unterder obigenVoraussetzunglie Asymptotik (9.205)fur relative Datenfehlerog|[v] < 6.0%
unddie Asymptotik (9.206)fur relative Fehlero g [v] < 10%, anstelledesexaktenAusdrucks(9.204),be-
nutzenkdnnen- undwir deswegenauchkeinehdherenOrdnungerin y in derasymptotischentwicklung
betrachterwerden.

Wir wollen nochmalsbemerlen: Die ebenangegebenWertevon y und die genaf3der Gleichung(9.204)
dazukorrespondierendeWerte von ofel[v] beZziglich der Variations-und Gultigkeitsbereichesind nicht
absolutsonderrals Grolenordnungenu betrachtendenn,wie wir bereitszur Gleichung(9.202)bemerkt
habenwerdensich diese,absolutet Werte andern,sowir die Gau3schesrundfunktionenp andersals
durch(9.198)ansetzenWie derLesersichaberleichtselbstklarmacherkann,wird esdabeijedochnichtzu
(wesentlich)qualitatv andererErgebnissetkommen.Ginstigerwarennatirlich uberdenRaum.s gemit-
telte Ausdiiicke, die bisherjedoch,wie bereitszur Kritik 128 ander expliziten Abhangigleit von ¢ bemerkt,
fur einepraktischeAnwendungungeeignesind. Letztendlichsind,wie ebensalort bereitserwahnt,weite-
re Unersuchungeder hier vorgestellterModifikationennotwendig.Desweiterersolltenwir unsnochmals
die Bemerkungerauf der Seite127am AnfangdesKapitels8 in dasGedachniszuriickrufen,dadie Wahl
desReagularisierungsparametemsie wir jetzt bereitsdeutlichgezeigthabendurften, nicht daswesentliche
Problembei der RegularisierungunserexponentiellschlechtgestelltenProblems(2.47) respekive dessen
Real-(9.9) und Imagirarteil-Integralgleichumgen (9.10) ist. Die numerischerkErgebnisselesKapitels 10
scheinenyorweggenommenzu demonstriererga3die obigequasi,adho¢ Wahl der Funktion¢ unddie
aufdieserbasierendekonkretenAusdiiicke zu ,quasioptimaleni Wahl (9.204)undderenasymptotischen
Entwicklungen(9.205)und(9.206)tatsachlichakzeptableindausreichendErgebniss&® beiderWahl des
Parametery liefernwirden.

Mehr der Vollstandigleit, dennaufgrundeiner praktischerAnwendungwegen,wollen wir unsjetzt recht

kurz demim Abschnitt8.2.3vorgestelltenauf S respektve §' puristischadaptierterDiskrepanz-Prinzip
zuwendenKonkret betrachterwir das,aufgrundder leichterenZuganglichkeit der L*:-Norm, durch die

Gleichung(8.96),

l19¥[]eo [/ e

formuliertePrinzip,wobeiwir dararerinnernwollen,dalwir die L*-Normdurchdie Norm pmo[¢] respekti-
ve||¢]3, auf s entsprechendesAusdrucks(8.94)absctitzert*° konnen peziglich dieserOrdnungrelation
derNormendie Abschatzungerin derL!-Norm alsosogarscharferesind.

lg"—9llw _ [Idy—9llis (9.207)

Betrachtemwir diesmalls, typischefi Rep@ésentantederFuntionenp € S die GauR3funktiorderkonkreten

Form 1
o(t) = NG e’ (9.208)

die wir alsoananlogzur Mollifier-Funktion (9.23) desvon uns konkretangesetzteiGaul3filtersgewahlt
habenundfur die ||¢|| » = 1 gilt. Mit demGauffilter(9.22) bzw. desserMollifier-Funktion,erhaltenwir

127pjie Bemerkungvony < 1 bezogsichnur auf dengrundsatzlichmaximalmoglichenGiiltigkeitsbereichder asymptotischefEnt-
wicklungen.

128sjeheAbschnitt8.2.4,Seite141

129ir wollen daraufhinweisendalwir in demKapitel 10 die Wahl desRegularisierungsparamese ausdenbekannterGriinden,
nuramRandebehandeliwerden,auchum denUnfangdieserArbeit in einemnochertraglichenRahmerzu halten;weitereUntersu-
chungenwarendeswegennochvon Noten.

130sjeheAbschnitt8.2.3,Seite140
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fur die regularisierteGrundfunktiond, denkonkretenAusdruck3%:

dy(t) = 11 exp (—L) : (9.209)
VR Virag O\ Tvap

Auf derBasisder Ausdiiicke (9.208)und (9.209)IaRtsichjetzt die Norm ||y — ¢||,; explizit berechnen,
undwir erhaltenletztendlichfiir das, quasioptimalé Prinzip (9.207):

lg-al, _ 1 1
. ZlE”{fz\/('”(”“yz)> (4y2+1>}
1 [In(1+4y3)
Erf{w/TH (9.210)

Hierbeiist Erf die Error-Funktiont®2 die bekanntlicheine(streng)monotoneFunktionist. Die Argumente
derbeidenError-Funktionenin (9.210)sind offensichtlicheebensanonotoneFunktionenin y und da das
ArgumentderersterstetsgroRerodergleichdasderzweitenist, ist derobigeAusdruckalsoinsgesameine
monotong~unktionin y.

Die obigeimplizite, nichtlineareBestimmungsgleichund.210)desParametersy ist fiir eine praktische
Anwendungiedochnur bedingtgeeignetinsbesonderaufgrundder Error-Funktionenund aufgrundder
ebenwiederin die ErinnerungzuriickgerufeneBemerkungzur Wahl des Parametersy, habewir darauf
verzichtet,dieseBestimmungsgleichunfjir eine praktischeWahl tatsachlichanzuwendenHinzu kommt
noch,weil die ersteModifikation desDiskrepanz-Prinzipslen (relativen) Datenfehlerin der experimen-
tell zuganglichenstochastischeorm!33 ausdiickt, daBwir beziglich einerpraktischerAnwendungim

RahmerdieserArbeit unserHauptaugenmerKersteinmaljauf jenesPrinzipbeschankthaben.

Wir habenallerdingsnochkurz dasfir y — 0 asymptotisch&/erhaltendesobigenAusdrucks(9.210)un-
tersuchtGehenwir zur Gewinnungeinerasymptotischentwicklungnun analogwie bei denender Fil-
terfehlef3* vor, setzerwir alsoim FourierLaplaceRaumdie EntwicklungdesGauRfiltersein und bilden
die inverseTransformationsoerhalterwir letztendlichals Ausgangsgleichung:

ool = [ [ 620

Mit demGauRschel aus(9.208),erhalterwir jetztin niedrigsterOrdnungin y die asymptotisch&®:

dt . (9.211)

e 2%’ )
thgs'f”"w\/ay%o(y“) far . (9.212)

Der obigeasymptotischéusdruck(9.212)gilt fury — 0, undinsbesonderanterderBedingungy < 1.

9.5.2 DasKonsistenzkriterium

Wendenwir unsjetztdemvon unsim Abschnitt8.3 eingefihrtenKonsistenzkriteriunzu. Um einenersten
Eindruckuberdie mdglichenFormenund die im jenenAbschnittbereitserwahntendarausresultierenden

131p3 essich bei dennachfolgendemBerechnungenim elementareund dementsprecherauchum bekanntehandelt,wollen wir
aufderenDetailsverzichten;ansonsteseibsplv. auf[BS76, CH68a CH68h WW69] verwiesen.

1327yr Definition sieheGleichung(9.225)auf Seite191 und zusatzlich bediglich derenEigenschaftefiAS68, EMOT54]
1337umindesist experimentelleine AbsdiatzungdesstatistischenstochastischeRehlerszuganglich; siehebsplv. [Str633 WW99]
134sieheAbschnitt9.3

135Hjerbeiist tatsichliche = et
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moglichenProblemé3® zu erhalten zeigenwir in der Abbildung 9.3 auf der nachsterSeitedie Schranlen
|®) derintegriertenDichtefunktionfiir die Delta-Dichte desDrudemodells'3”

wobei die einzigenFehlerquellerin den Datenderen(numerischeDiskretheitund derenendlicheDar-
stellbarleit auf einemComputerseinmogen.Konkretbasiererdie Schranlen|® auf denReal-undIma-
ginarteil der urspiinglichenintegralgleichung(Gl. (2.17)und Gl. (2.18)) und einemDatensataon 1024
in demintervall t € [-10,10] gleichdistanziertddatenpunktenwobei wir die schonofters durchgetihr-
te Variablensubstitution = et respektvet = —Int zur Erhdhungder numerischerstabilitatt3® bei der
Berechnungler Schranlen durchgetihrt haben.Da sich die auf den Real- oder Imaginérteil basierenden
Schranlennumerisctkaumvoneinandeunterscheidergeigenwir im nachfolgendemur die aufdenReal-
teil basierenden.

Die Integriertel (1o) respektve die auf die Variablety substituiertentegriertel (t) = I (€7%) ist gemaRder
TheoriederDistributionendurch _

[ (to) = O(to) (9.213)
gegebert®. Dort wird gezeigt,daldie Ableitung der Theta-Funktiongdie ihrerseitseine Distribution dar
stellt, die Delta-Funktionist!4?. Dementsprechendird dasintegral

0

fo
I(to) = / @ dt =5 Qo) = / 3(t) dt (9.214)

To
alsdie Theta-Funktiorinterpretierbar

Betrachterwir alsodie Abbildung9.3. Wir habendort —tp anstatttp gegenl(tp) aufgetragerum denur-
spiinglichenCharakterder Integrierten| visuell zu erhalted*!. Esist als erstesfestzuhaltendaRwie er-
wartettatsachlichGleichung(8.122),

I7(to) <I(to) <I"(to) Vt€eR , (9.215)

gilt.

Als nachsteseherwir, daf3die Schranlen,andersalsvielleicht erwartet,trotz fehlerloseDaten,aufRerden
obenerwahntenFehlerquellennicht ibereinandeliegenund mit derexaktenlntegrierteniibereinstimmen.
Auch mit einerErhdhungderDatendichteind VergroRerunglesDateninteralls erhalterwir keineanderen
Schranlen; tatsaichlichunterscheidediesesich numerischnur minimal, quasiinnerhalbder numerischen
(Maschinen-)Genauigdit. Ziehenwir die allgemeinerErgebnissalernumericherRegularisierungexakter
Datert*? hinzu, so kdnnenwir vermuten,dalRdie exponentielleSchlechgestelltheider Integralgleichung
(2.13)sichebensan derBerechnunglerSchranlenauswirkt.Zusatzlichmiisserwir andieserStellejedoch
auchnoch beiiicksichtigen,dafi es sich bei den Distributionend und ® um numerisch, pathologische
Funktionerhandelt,sodalesallein aufgrunddesserauchnicht verwunderlichist, daf3die Schranlenhier

136sieheSeite146f
137sieheAbschnitt3.1

1385 st bishernur ein ErfahrungswertdaR die Berechnungder Schranken in der Variablent numerischstabilerist als in der
Variablert. BeiderAnwesenheitrealet (stochastischepatenfehleistabeinerGroRenordnungesrelatvenFehlersionoyq| > 1%
derUnterschiedn der Stabilitit jedochnur nochmaminal.

1395 qweit eszu keinenMiRverséndnisseriiihrt, werdenwir im folgendemin diesemAbschnittanstatti (t) ebensd (t), fur andere
FunktionengelteentsprechendeschreibenSosindwir auchschonstillschweigendn derBeschriftungder Abbildung9.3verfahren.

140siehe[BB93, Bre65 Lig66, Wal94]
141siehedie Bemerkungzum Verhaltender Integriertenl unterderobigenVariablensubstitutioauf Seite147 (Abschnitt8.3)

142%5ieheKapitel 10
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Abbildung9.3: SchranlkenderIntegriertenl desDrudemodells

nicht mit der exaktenintegriertenibereinstimmenglie &-Distribution selberist bekanntlichkeineregulare
Distribution, worausderenNichtdarstellbarkit durchherkbmmlicheFunktionerfolgt'43.

Da nundie Schranlennicht Uibereinandeliegen, kdnnenwir ausjenennur, wie im AnhangD daraufhin-
gewiesenwird, sowir die exakteLdsungnicht kennenwirden,indirekte Informationentiberdie gesuchte
Dichte erhalten Eine Ableitungder Schranlkenselberist nur bedingthilfreich, dadie sogevonnen, Dich-

terf selberselbsterstindlichallgemeinkeine Schrankeneigenschafteaufweiserwerden.Dieseswollen
wir kurz mit der Abbildung 9.4 auf der nachstereiteverdeutliched®”.

In dieserAbbildung bezeichnetw; = 9, die theoretischeDeltadichte,w* ist die Ableitung der oberen
Schranle ™ undentsprechendst w— die AbleitungderFunktionl —, esist also

dl &) (to)
() (1) = o) .
W (to) dtg '

(9.216)
die Bezeichnungv(®) soll jedochkeineSchranlenderFunktionw suggerierensonderraufderenUrsprung
hinweisenKonkretwurdendie AbleitungennumerisctgentRdeszentralerDifferenzquotiented.51)

&) (to+h) — 1F)(tg— h)

Dl ®)(to) > ,h>0

: (9.217)
wobeih hier, der Einfachheitwegen,der Abstandder diskretenDatenpunkteson | ) ist.

Bei nahererBetrachtungder Abbildung 9.4 sehenwir, da3die Ableitung der Schranlken in dem Sinne
hilfreich seinkdnntengrobdenBereich,indemdie gesuchté&unktionvon Null verschiedetist, zu ermitteln;
1435iehe[BB93, Wal94]und AnhangB

4Wir solltendaraufhinweisen daRdie Ableitung der Schranken | #) (to) selbsterstndlichzur Dichtew(tp) und nicht zur Dichte
p(to) korrespondiertdiesegfolgt unmittelbarausder Definition (2.46)von w und der Variablensubstitution = e™t.

189
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Abbildung9.4: Ableitungder Schranlen

einelnformation,die wir jedochbereitsebensamrobausdenSchranlenableserkonnen Uberdie Lagevon
ExtremakdnnendieseAbleitung aufgrundihresUrsprungsaiirlich keineverlasslicherAussagerireffen
- soferndie Schranlen sich nicht mamginal unterscheidenSo ist die numerischeUbereinstimmungies
Zentrumsder Funktionw®™ mit dender Deltadichtew; hier nurals purerZufall zu bewerten.

Wendenwir unsnun,dawir die vorgebend-unktionals prinzipiell exakt bekanntvorausgesettabender

reinenRegularisisierungzu. Aus denbekannterGrindenwahlenwir wiederumals Filter den Gaul3filter
(9.22)unddessemMollifier-Funktion(9.23)

B 2.2
Fs(t) = —= exp(—P7t 9.218
[3( ) /T p( B ) ) ( )
wobeiwir beZiglich desRegularisierungsparametedse offensichtlichsichhier anbietend&ubstitution
1
- 21
B=1 (9.219)

durchgeifihrthaben Die (reine)Regularisierteist, zur Erinnerund*®im allgemeinerdurch
wg(to) = (WxFg)(to) = /w(t)FB(to—t) dt (9.220)
undim speziellerFall derobigenDelta-Dichte(offensichtlich)durch

Wy (to) = (5% Fy) (to) = / 5(t)F(to—t) dt = Fy(to) (9.221)

145sieheAbschnitt5.3.3und Kapitel 6f
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gegebensodalwir mit der GauRscheMollifier-Funktionletztendlichbei

W (to) = %{ exp (—B*§) (9.222)

angelangerSomitist die Integriertelg, im allgemeinerfall derreinenRegularisierungdurch

to o
B(to) :/ (/ W(tl)FB(t—tl) dt1> dt (9.223)

gegebenhier sofortals
Ip(to) = /FB t) dt = / (—B??) dt (9.224)

gegebenUnterBericksichtigungder Definition derkomplemenérenError-Funktion,

Erfe(q =1-Erf(x = = / edt (9.225)

wobeiErf wiederdie Error-Funktion,definier*® durchdie Gleichung(9.126),

et
Erf(x - / dt (9.226)

ist, erhaltenwir nacheinereinfachenRechnundtur die Integrierte(9.224)

Ia(to) = %Erfc( Bto) = (1+ Erf(Bto) . 9.227)

Ausdriicke wie (9.227),in denendie Error-Funktionund die komplemenére Error-Funktionvorkommen,
sindin der Statistikwohlbekann{Str63a AS68]. Sofolgt bereitsunmittelbarausdenDefinitionen(9.225)
und(9.226)die Eigenschaft

téigﬂmlg(to) =1 VBeR" . (9.228)

Ein weitere,geradém RahmerderDistributionentheorideicht nachzuweisend&igenschaftierIntegrier-
ten(9.227)derreinenRegularisierterdesDrude-Modellsst

lim IB(IO) =0(ty) , (9.229)
B—reo
dennesgilt bekanntlich
lim lg(to) = i 2
am, p(to) B'_f;flo / (—B7%) dt

= ] 3(t) dt

In dennunnachfolgenderbbildungenwollen wir denAusdruck(9.227)fur Ig fur einigeWertedesPara-
meters3 mit denSchranlenvergleichen.

1465jeheSeite191und[AS68, EMOT54]
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Abbildung9.5:1g fur f = 4.0

Die Abbildung 9.5 auf dieserSeiteist an dieserStelle ersteinmalnur als eine zustzliche Information
zu verstehendoch markiertder Wert 3 = 4.0 geradeden maximalenWert des Parametersis zu dem
numerischeStabilitat bei der AnwendungdesGaulfilterg9.22)und desserMollifier -Funktion(9.23) bzw.
(9.218)vorliegt - unablangigvon der Art dernumerischetmplementierund®’.

Die Abbildung9.6 aufdernachsterseiteundbesonderslie Abbildung9.7auf Seite194demonstrierenun
die prinzipielle Anwendbarleit desKonsistenzkriteriumbei der Kenntnisder exaktenVorgegebenenBei
einemWertvon B = 10.0 seidasKriterium derKonsitenzvon Schranlen| *) undintegrierterlg nochnicht
zufriedenstellenerfullt - die Flanken der Integriertenliegennochauf3erhallder Schranlen, wohingegen
wir beieinemWertab 3 = 15.0 schondie Bedingungvon ,fastallenty’s' alsgegeberbetrachterkdnnen.

Ab einenWert von 3 = 20.0 ist die ForderungnachKonsistenzauchnumerischtatsachlichfur alle tg’s,
saweit numerischverfugbar erfullt. Die zu diesenWertendesParameter{3 respekive Integriertenkor-
respondierende(reinen) Regularisiertenwg (Gl. (9.222))sind in der Abbildung 9.8 auf Seite 194 kurz
wiedegegeben.

Kritisch sollte an dieserStelle bemerktwerden,dal3wir alleineausdenbisherigenKenntnisseriiberden
Schranlen!® undderintegriertenls derregularisierterl dsung bei denbisherigenWertendesRegulari-
sierungsparametefs nochnicht auf daseigentlicheWesender exaktenDichtew; schliel3erkdnnten;die
Frage,ob essich bei dieserFunktionum eine schmaleGauRRdichtendertatsachlichum eine Delta-Dichte
handelt,ist mit denbisherigerWissenoffensichtlichnicht zu klaren,ein Umstandderim Hinblick auf die
numerischeppathologischehEigenschaftederDelta-DichteundderschmalerGauRRdichtedieihrerseits
eine Approximationder Delta-Funktionist, auchnicht wirklich verwundert.Ein wichtigesKriterium zur
BeantwortungdieserFragewarehierzwar die reineRegularisierteng, die in derPraxisaberunbekannsein

147Diesegyilt strenggenommenur solangewir nichtauf sogenanntgMultiprecision-Routingh zuriickgreifen.n derPraxiswerden
jedochMelRwerteselltenmehrals, doppeltgenaugZahleri vorliegen;sieheauchKapitel 10
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durfte.

Dochsolltenwir aberebensdereitsandieserStelleerwahnendalidie Fragenachdemmathematisclxak-
ten Wesen* der gesuchterDichte nicht nur aufgrundjenereventuellenmahematischeand numerischen
»patologischehEigenschaftesonderrschonwegenderexponentiellerSchlechtgestelltheiter Ausgangs-
gleichungund desdarausfolgendengenerellerEinflussesdesDatenfehlersn der Regularisierungselbst
bei einemrelatvenmittlerenDatenfehlenvon o,e) ~ 1% kaummaglich seinwird4.

Wendernwir unsnunalsnachste8eispieleinerwenigerpathologischeichtezu, derGauRdichterespek-
tive derdesGaulR3-Modells,

a 2 2
wr(t) = —= exp(—a“(t—t 9.230
diewir 0.B.d.A.entsprechender Gauf3schestabilisierendefrunktiongevahlt habenHierbeisinda und
t1 Modellparameterwobei wir, vorweggenommenhier in der numerischerAuswertungt; = 0 gesetzt
haben.

Zuerstwollenwir unsjedochnochkurz einigen(einfachentheoretischelErgebnissezuwendenDie reine
Regularisiertewg, wieder auf den Gaul3scherfrilter und desserMollifier -Funktion (9.218) basierendist
durch(9.220)gegeben:

wg (to) :/?B exp (—0?(t —t1)?) exp(—P(t—to)?) dt ; (9.231)

hierseiwiederump = 1/(2y) der(reziproke) Regularisierungsparameté@enAusdruck(9.231)zu berech-

nenist einerelativ einfacheUbung,und soerhaltenwir fur die Regularisierte:

2
Wt = s (- e to-1?) 0.232)

bzw. mit der Setzung
a@) = —2B (9.233)

Ve

erhaltenwir letztendlichdennicht iberaschendefiusdruck

wp(to) = 2 e (~[a(Bto-1)?) - (9.234)

Entsprechenaur Integrierten(9.227) der regularisiertender Delta-Dichte,emibt sich die Integierte der
Gaulidicht€9.230)zu

I(to) = %Erfc [—a(to—t)] = %(1+ Erfla(to—t))]) . (9.235)

Ebenscentsprechendrhalterwir fur die Integriertelg der(reinen)Regularisierten(9.234)die Ausdiiicke:

o) = [ e (-la@Rto-w?) o (9.236)
= %Erfc [—a(B)(to—t1)] (9.237)
= %(1+ Erf[a(B)(to—11))]) - (9.238)

148Ein anderedVesenist auchnicht mdglich zu emriinden;siehe[Haa83
149DetailssieheAbschnitt9.3 und Kapitel 10



196 KAPITEL 9. ZUR KONKRETENREGULARISIERUNG

In denAbbildungen9.9bis 9.11zeigenwir die Integrierte(9.235)desGaul3-ModellsindderenSchranlen,
wobeiwir alsModellparametejeweils a = 1.0 (Abbildung9.9aufdernachsterseite),a = 3.0 (Abbildung
9.10aufSeite198)unda = 10.0 (Abbildung9.11aufSeite199)sowie - wie bereitserwahnt- t; = 0 gewahlt
habenWiederumseiendie FunktionenkE; und E; desGaul3-Modellsals prinzipiell exakt bekanntvoraus-
gesetzigawvesend.h. die einzigenFehlerquellerbei der Berechnungler Schranlen seiendie numerische
DiskretheitderDatenunddie endlicheDarstellungderZahlenin denComputerDesweiteremilt beziglich
derBerechnungler Schranlendasselbevie bei derBerechnungenerdesDrude-Modells Wir habenhier
sawohl die auf denReal-(2.17) als auchdie auf den Imaginarteil (2.18) basierenderschranlen wieder
gegebenum zu demonstrierendaf3sich die so gewonnenhier tatsachlich nur geringfiigig unterscheiden.
Ebenschabenwir unsentschiedensavohl T gegenl (1), alsodie urspiiinglicheSkalierungdesProblems,
alsauch—tp, um die Charakteristikvon | visuell zu erhaltengegenl (to) aufzutragef®.

Wie schonim BeispielderDelta-Dichte fallenauchhiertrotz fehlerloseDatendie Schranlkennicht mit der
exaktenIntegriertenzusammenDie Form und Lage der Schranlen erinnernauf derty Skalaan einerArt
Parallelerschielnngderexaktenintegrierten. Ebensaseherwir, daRdie Schrankenmit wachsenderRara-
metera sichderexaktenintegriertennaherndiesequasi,immerengerumschlie3eh Vermgleichenwir jetzt
die Abbildung9.11mit derentsprechende®.3 der Delta-Dichte wie in der Abbildung9.12 auf Seite200
verdeutlichtdurchgefihrt, sokonnenwir einennumerischerendzur Korvergenzderjeweiligen Schran-
kenvermuten wie alsodie GauR3-Dichtefur a — « bekanntermafieim Sinneder Distributionentheorie
gegendie Delta-Distribution korvergiert, so scheinteine entsprechend&orvergenzbei den Schranlen
vorzuliegent>L,

Wir wollen nunanhandder Abbildung 9.13 auf Seite201 die Ableitungder SchranlendesGauf3-Modells
diskutieren Beziglich der Bezeichnungegilt dasentsprechendwie bei der Ableitung der Schranlenim
Falle derDelta-Dichte(Abb. 9.4aufSeite190).Wie beijenen geberdie Ableitungen(grob)denBereichan,
indemdie exakte Dichte liegt - eineInformation,die wir aberwiederumbereitsvon denSchranlendirekt
erhaltenkdnnen.Ebensowie im Beispiel der Delta-Dichte,ist die Form der Ableitungenein vagesBild
dertatsachlichenLinienform - wasunsaufgrundder Schrankennaturauchnicht verwundert Am ehesten
konnenwir die Gau3formder Dichte bei demModellparameten = 3.0 erahnengie Ableitungenfiir den
Modellwerta = 1.0 sindtatsachlichnur ein vagesAbbild einerGauRkure undfir denWert a = 10.0 ist
einelnformationtiberdie Kurvenformehrlicherweis&kaumerhaltlich. Esist miiBig zu erwahnendaf3die
Abbleitungenselbsterstindlich keine Informationeniiber die Lage der Extremabeinhaltenkdnnen.Sie
beinhalteralsonur bedingtmehr(direkte)Informationeniiberdie gesuchtdichtealsdie Schranlkenselber
undsindsogeseherfbisher)ein netterZusatz.

Ziehenwir alsoin derBetrachtungler Abbildungen9.9bis9.11unddenAbleitungenderSchranlen(Abb.
9.13)nochdie obigenSchranlkender Delta-Dichte(Abb. 9.3) und derenAbleitungen(Abb. 9.4) hinzu, so
erkennerwir, daf’die SchranlkenderungesbrtenDatenimplizit Informationeniberdie Kurvenformenthal-
ten;diesedaltsichebensowie ebenerwahnt,andenAbleitungenderSchranlenablesenJedochseherwir
auchandenVermleichder Schranlender Delta-Dichteund der Gaul3-Dichteiir a = 10.0, Abb. 9.12,dal
die alleinige Kenntnisder Schranlen trotz Fehlerlosigleit der eingebrachter-unktionenkeine Entschei-
dungermibglicht, ob essichum einerelativ schmaleGauRR-Dichtewie jeneesfur denParametenr = 10.0
ist, odertatachlich um eine Delta-Dichtehandelt.Ein Umstand,der uns aufgrundder mathematischen
Verwandtschaftzon Delta-und Gaul3-Dichterauchnicht verwundert.

Wendenwir unsnunden(reinen)Regularisiertengenauederenintegriertenlg (Gl. 9.238)zu undverglei-
chendiesemit denzu denModellengetbrenderSchranlenum wiederumzu untersuchemb undwennfir
welcheWertedesReyularisierungsparameteBsdasKonsistenskriteriunanwendbaseinwird.

Im Fall desGauR-Modellsmit a = 1.0 seherwir in der Abbildung 9.14 auf Seite202, dalRzwar bei dem
Wert 3 = 1.0 desRegularisierungsparametedse Integriertelg derregularisierter 6sungdie Bedingungen

150zur Erinnerungi (t = e7) — | (to)

151pasdie Integriertenly respektie Py desGauRR-Modelliir a — o gegendie Integriertender Delta-Funktiorkorvergieren, folgt
ausder Eigenschafder GauRRfunktion eine Approximationder Delta-Funktionzu sein. Die numerischeKorvergenzder Schrankn
habenwir jedoch,dajenezwar eininteressantelebenegebnisdieserArbeit ist, fir daseigentlicheriThemaabernur bedingtwichtig,
nichtweiteruntersucht.
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Abbildung9.9: Integriertel, undderenSchranlenfir a = 1.0
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1(to)

I(t,)

Abbildung9.10:Integriertely undderenSchranlenfira = 3.0
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Abbildung9.11:Integriertely undderenSchranlenfir a = 10.0
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0.0 : ‘ : e R R s e L
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Abbildung9.12:1* derDelta-undder GauR-Dichtga = 10.0)

desKonsistenzkriteriumaochnicht zufriedenstellenerfillt sind,bei einemWertvon 3 = 2.0 jenejedoch
schonvollstandigerfullt sind; esgilt sogartatsachlichdie Ungleichung(8.123)desKonsitenzkriteriums.
Fur dasGauR-Modelimit o = 3.0 ergibt sich ein, geméR der Abbildung9.15auf Seite203,analogeSBild
beidenWerten = 2.0 und = 3.0: bei ersterenst dasKonsistenzkriteriunmochnichtvollstandig,abdem
letzterenfur alle (verfugbaren)Vertevontg vollstandigerfullt.

Wie wir bereitsim Beispielder Delta-Dichtean dieserStelle bemerkthaben,markiertder Wert 3 = 4.0
fir GauRschetabilisierenddunktionendasEndeder numerischerstabilitat der Regularisierung®2 Wir
stellensomit fest, dal3dashier vorgestellteKonsistenzkriteriunfir diesebeidenGaul3-Modelleim Fall
fehlerloseDatenim Bereichdernumerischemnwendbarleit liegt!>3. In der Abbildung9.17auf Seite205
zeigenwir die zu diesenRegularisierungsparameté&orrespondierenderegularisiertenLdsungenwobei
wir ebensalie Regularisiertefir denWert 3 = 4.0 in die Grapheraufgenommeihaben.

Die Abbildung9.16auf Seite204 zeigtnundie Entwicklungder Integriertenlg im Fall desGau3-Modells
mit a = 10.0 beiwachsendeg : erstabf3 = 6.0 ist dasKonsistenzkriteriunfiir ,fastallety” erfullt; nurin
denFlankenliegt die Integriertelg etwasjenseitsder Schranlen.Bei einemWert von 3 = 8.0 ist dasKri-
terium (8.123)numerischfur alle to-Wertefollstandigerfullt. Zusatzlich habewir nochdie Integriertefur
B = 10.0anggebenginenWert, beiderdie entsprechendimtegriertederDelta-DichtedasK onsistenzkrite-
rium nichterfullt hat>4. Die zudenRegularisierungsparametefin= 6.0, 8.0 und10.0 korrespondierenden
Losungerhabenwir, derVollstandiglkeit wegen,in der Abbildung9.18auf Seite205wiedegegeben.

DieseAbbildungenzusammengeif3tdemonstrieresomitauchim Fall desGauf3-Modelldie prinzipielle

152f{r DetailssieheKapitel 10

153pa wir jedochdie Dichte desGauR-Modellsxakt berechnerkdnnen stellendie Grenzerder numerischerStabilitit keine Ein-
schiankungerdar

154sieheAbbildung 9.6 auf Seite193
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I(t,)

I(t,)

Abbildung9.14:1g fur dasGauRR-Modello = 1.0
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Abbildung9.15:1 fur dasGauRR-Modello = 3.0
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Anwendbarleit desKonsistenzkriteriumgur Wahl desRegularisierungsparameterdei exakt vorgegebe-

nenDaten.

I(t,)
I(t,)

I(t,)
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Abbildung9.16:1g fur dasGaul3-Modello = 10.0
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Abbildung9.17:GaulidichtemundderenreineRegularisiertenfur a = 1.0; 3.0
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Abbildung9.18: Gaul3dichtaindderenreineRegularisiertenfir a = 10.0
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DasletzteModell, andemwir die grundsitzlicheAnwendbarleit und einigegrundstzlicheEigenschaften
desKonsistenzkriteriumantersuchhabenjst die Dichte desCole-Davidson Modells (Gl. 3.33)!%%

sin{rm} 1 T a . T
Reo(T) = — 1 (TCD—T) fur 0< o < 1

(9.239)
0 fur 1< TCLD <o

mit Re a < 1. Fura — 1 konvergiertdasCole-DavidsonModell geggendasDrude-Modellundentsprechend
korvergierenauchderenDichten. Wir wir im Abschnitt3.6 damgeleggt haben,weist die Dichte desCole-
DavidsonModellssowohl fiir t — 0 alsauchfir t — 19 eineschvxacheDivergenzauf156:

po(t) = O(t* 1) fur 1—0
und  pep(t) = O((to—1)™%) fur 1—71o

Diesesasymptotisch&erhalterundvor allemderUmstanddaflidasModell in derPraxiszur Interpretation
von MeRdaterbenutztwird!®’, habenunsbewogen,nebender Delta-undder GauR-Dichtezusatzlichnoch
die DichtediesesModellsin denUntersuchungeaufzunehmen.

Die VerteilungsfunktiorP.p derCole-DavidsonDichteist perdefinitionemdurch

Peo(to) = / oo (1) T
0

To

; o]
- /S'”{m}}( ! ) dt (9.240)
T T \Tep—T
0
gegebenUnterBerlicksichtigungderunvollstandigenBeta-FunktiorBy(a, b), definiertdurch
X
Bx(a,b) = / 2t (a-t)~tdt (9.241)
0

undderenEigenschaftet?® erhalterwir nacheinigeneinfachenUmformungersoforf>%

@ BTO/TCD(GJ 1-a) fir 1<Te

i (9.242)
1 fir 1> 1o

Peo(T0) = {

Die Integriertelcp, ist dannperdefinitionemdurchlc, = 1 — Pep gegebenDie unvollstandigeBeta-Funktion
in (9.242)laRtsich nunproblemlod8° numerisctberechnen.

Esfolgennundie Schranlenfir die IntegriertedesCole-DavidsonModells.Als WertederModellparameter
habenwir hier a = 0.25, a = 0.5 und a = 0.9 und 1, = 1.0 gewahlt. Beziglich der Berechnungder

Schranlengilt dasselbeavie bei derBerechnunglerVoranggangenenentsprechendurdendie Datenals

fehlerlosvorausgesetztyennwir von denbereitsobenmehrfacherwahntenFehlerquellerabsehenDieses
schlie3twir wollen esandieserStelleausdiicklich erwahnenauchdie vollstandigeKenntnisdesVerlaufs

derFunktionE* ein.

155sieheAbschnitt3.3und[DC51]
156sieheGleichungen(3.72)und(3.73)
157siehebeispielsweis¢Bec8g DC51]
1585iehe[AS68, EMOT53]

159Tatsachlich wurde die VerteilungsfunktionP-, der Cole-Davidson Dichte pcp von COLE und DAVIDSON berteitsin [DC51]
anggeben.

160Es exisitieren (schonlanger) ausgereifteRoutinenzur numerischerBerechnungder Funktion By(a,b); siehebeispielsweise
[PTVF92].
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a=0.25

Abbildung9.19:Integriertelc, undderenSchranlen;a = 0.25
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Abbildung9.20: Integriertelc, undderenSchranlen;a = 0.5
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Bei denSchranlenfur dieModellparameterwerte = 0.25unda = 0.5, die Abbildungen9.19auf Seite207
und9.19auf Seite207, habenwir sovohl die auf denReal-als auchdie auf denimaginarteil basierenden
wiedegegebenlm Gegensatzu denSchranlender Delta- und der Gaul3-Dichtepnterscheidesich jene
sogewvonnenhier numerichgenerellgeringfigig, abgesehemon der Stellebei /15 & 0.5 in denunteren
Schranlen|~ beia = 0.25, die sich hier wesentlichunterscheidervermutlichhandeltessich bei diesem
Punktin derauf denRealteilbasierendeischranie um einen,numerischerAusreifl3et. In der Abbildung
9.21 auf der vorherigenSeite,die Schranlen bei a = 0.9, habenwir nur die auf den Realteil beruhen-
denwiedegegebenda sich hier die beidenSchranlenpaarevieder iberaschenderweiseimerischnicht
unterscheidenEbensohabenwir die Schranlen sowvohl auf der urspiinglichent-Skalarals auchauf der
t = —In(1/1cp)-Skalarwiedegegebenund bei letzterem,um wiederumden Charakterder Funktion| zu
erhalten,—t gegendie Integrierte aufgetragenBei a = 0.25 und a = 0.5 wird auchder mogliche Nut-
zen,beideSkalenzu betrachtendeutlich: erstauf dert-Skalarsehenwir, dalwir bei der Berechnungler
Schranlen noch nicht den gesamterBereichder Integriertenabgedeckhaben.Wir habenjedochdarauf
verzichtetdenBereichdieserSchranlenzu vergroRernum zu untersuchempb die Kenntnisder abgebilde-
ten Schranlenfir eine AnwendungbereitsausreichtDie wesentlicherCharakteristikaler Integriertenlcp
werdenim UbrigenbereitsdurchdieseSchranleneingeschlossen.

Wie manaufgrundder vorang@angenerschranlen bereitsvermutenkdnnte,fallen auchhier beidenicht
mit der exaktenlIntegriertenlcp, zusammenDesweiternseherwir andenAbbildungen9.19 bis 9.21,dal
die unterliegendeForm der Schranlen,im Gegensatim Fall derGauR-Dichté®?, bei prinzipiell exaktvor-

gegebenerDatennicht mit der Form der theoretischerntegriertenidentischist, die Schranlenalsonicht
vermige geeigneteTransformationerund Umskalierungerauf die exakte konkruentabgebildetwerden
kdnnen;die oberenSchranlen fir a = 0.25 sind sogarmerklich keine glatten Funktionen.Ein weiterer
Gegensatzur Gaul3-Dichtast, dalwir beidenSchranlenfir I bei steigendenModellparametea kei-

ne generelleTendenZir ein engerekinschlieerder exaktenintegriertendurchdie Schranlen erkennen
konnert®2 Wir hattenein derartigeggenerelles/erhaltenerwartet,dabeideModelle mit wachsendeni®a-

rametergegendie Delta-Dichtekornvergieren,genauerdas Cole-Davidson Modell fir a — 1 gegendas
Drude-Modellrespekive die Dichte gegendie Delta-Dichtekorvergiertt63

Sinddie AbleitungenderSchranlkenderDelta-undderGauR3-Dichtemoch(eventuell)vonNutzen,sosehen
wir bereitsan der Form der Schranlen der Cole-DavidsonDichte, dal3derenAbleitungenkeineweiteren
Informationenenthalterwerden.Diesessollenauchexemplarischdie Abbildungen9.22 auf der nachsten
Seiteund 9.23 auf der nachsterSeiteder Ableitung der Schranlenfir die Modellparameteo = 0.25 und

o = 0.9 zeigen.

Wir habenunsentschiedensavohl die ,urspitingliché Funktionp aufdert-Skalaralsauchdie Dichtew
auf dert-SkalarabzubildenWir wollen nochmalsdaranerinnern,daidie Bezeichnungem®) respekive
w#) keineSchranleneigenschaftesuggerierersollen,sondernderenUrsprungals Ableitung der Funkti-
on |® kennzeichnenBei demParametein = 0.25 wurdenkonkretdie auf denimaginarteil basierenden
Schranlenabgeleitetbeia = 0.9 die aufdenRealteilbasierenderAuf die Wiedeigabederentsprechenden
Ableitungbeia = 0.5wurdeverzichtetweil derenQualitatzwischerdenernvona = 0.25unda = 0.9 liegt,
dieletztereralsogeradedlie beiden,Endpunkté in FormundQualitat,in RahmerunseretJntersuchungen,
reprasentieren.

Bei den Schranlenfir o = 0.25, Abbildung 9.19, lassenbereitsaufgrundderenmerklichennichtglatten
Form erahnendaldie entsprechendenumerischerAbleitungenkeine weitereninformationeniiber die
gesuchteichte enthaltenund selberdurchunterliegendes, numerischeRauscheh dominiertwerdert®4,

Wirdenwir die theoretischichte fiir a = 0.25 nicht kennen,so kdnntenwir alsoausdenAbleitungen

161sieheAbbildungen9.9bis 9.11

162Esist jedochnicht auszuschleiRemlaRin einemBereich0.9 < o < 1 einederartigeTendenzu erkennenseinkénnte;wir haben
diesegedochaufgrunddernichtallzugroRerRelevanzbediglich dereigentlicherZiele unseretUntersuchungenicht weiterverfolgt.

163sieheauchAbschnitt3.3

164\jie wir bereitsauf Seite64 erwahnthaben getbrt die Ableitung einer Funktionzu denschwachschlechtgestellteRroblemen;
sieheauchdie Abschnitte4.1.1.1und 4.2.4.Wir habenhier, wie erwahnt, die einfachsteStratgjie zur Regularisierungbei diskret
gegebenerDatengevahlt undgenmaRdeszentralerDifferenzquotiente.51) die reinenDatenpunktaler Schrankn eingesetzt.
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Abbildung9.23: Ableitungder SchrankendesCole-DasidsonModells;a = 0.25
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Uberhaupkeine Aussagerilberdie mogliche Form tatigen- im Gegensatzu denentsprechendefblei-
tungendesGauR-Modell§Abb. 9.13 auf Seite201), bei denenwir die Linienform der Dichte zumindest
ansatzweiserahnerkdnnen.

Etwas hilfreicher sind, gemal3 Abbildung 9.23, die Ableitungenfiir a = 0.9. Ebensowie die vorangegan-
genenAbleitungen,markierendiesehier, bis auf die Stellet = tp, an der die theoretischeDichte eine
schwacheDivergenzaufweist grobdenBereich,in demdie gesuchtdichteliegt. Uberdie Linienformlas-
sensich hier jedochebensdeineklarenAussagerireffen. Auf die (schwache)Divergenzlafitsich, selbst
beigroR4igigerinterpretationnicht schlieRen.

Fasserwir die Abbildungender Schranlen9.19bis 9.21und die Ableitungenfir dasCole-DaridsonMo-
dell zusammenso sehenwir, daRdiesetrotz fehlerloserDatenwenigerInformationeniiber die exakten
Funktionenbeinhaltenals die entsprechendeim den voranggangenerfallen. Diesesist insofernauch
nicht verwunderlich,als daRdie Dichte pcp und somitauchderenintegriertenlcp beit=0undt = 1¢p
keineanalytischa~unktionensind und die Numerik, auchwennessich hier um schwache,integrableDi-
vergenzenin pep handelt,diesesVerhaltennicht zufriedenstellendespekive ohnegroRerenAufwand®
erkannbamachbildenkann. Die Schranlen alleine, und derenAbleitungenschongar nicht, lassenzwar
die Vermutungjnsbesonderbeia = 0.9, aberkeineneindeutigerSchlul3zu, ob essich bei dergesuchten
Funktiontatsachlichum eineCole-DavidsonDichte handelt.

Nichtdestotrotzbeinhaltendie Schranlen, so wir (ausanderenQuellen)wii3ten,dalRes sich um die des
Cole-DaridsonModellshandelnpediglich desParameterscp, dermaximalenRelaxationszeitm Modell,
einewesentlichdnformation:derNulldurchgangc, derunterenSchranle | —, also

o =iqf{reR+ 17 (1) =0}

ist offensichtlicH66 eineuntetle Scranke fiir tep:

T <Tep - (9.243)

Als nachsteswollen wir unsder reinenRegularisiertender Cole-Dasidson Dichte und derenintegrierten
zuwendenWiederumbenutzerwir die Gau3schdlollifier-Funktion(9.218)zur RegularisierungDie reine
Regularisiertewg wurdenungenéfiderallgemeinerGleichung(9.220),

Wy (to) = / Weo t) Fa(to—t) dt

undanschlieBenderenintegriertelg gemaf3(9.223),

to ©

Ia(to) = / / Weot)Fp(t —to) dty | dt

—00

numerischberechnetwobeihier die Funktionwc, nach(9.239)offensichtlichdie konkreteForm

sin{mo } et a . et
Wep (t) = m (TCD‘G’[) fir 0< eo <t (9.244)
0 fur 1<& <o

annimmt.

165ir wollen an dieserStelle eingestehendaRes uns bishernicht gelungenist, mit groRerenDatengitzenals 1024 Datenpunkte
qualitaty andereSchrankn zu erhalten Wir habendiesesaberaufgrunddesvermuteterEinflussesder exponentiellenSchlechtge-
stellheitder Integralgleichungauf die Berechnungler Schrankn nicht weiter verfolgt, dadannbei der Anwesenheiton Fehlernein
hoheremumerischeufwandkeineverbesserte&rgebnissdiefern wiirde.

166pjesesfolgt direkt ausder Schrankneigenschafton 1 —.
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In derAbbildung9.24aufdernachsterSeite,in derwir die Integriertelg mit denaufdenRealtailbasieren-
denSchranlenvergleichenzeigenwir die Ergebnissdiir denModellparametea = 0.25.BeidenWert 1.0
desRegularisierungparametefsliegt die Integriertelg furt < 0 jenseitsder Schranlent®’, sodaRwir in
diesemFall daskKonsistenzkriteriunals nochnicht hinreichenderfullt betrachterkdnnen.Esfallt aberdie
jetzt schonminimale Abweichungder Integriertenlg von dertheoretischemntegriertenlep furt > 0.5 auf.
Bei einemWertvon 3 = 2.0 ist dasKonsistenzkriteriunbereitsfur fastalle t-Werteerfillt, beia = 3.0 ist
estatsachlichfur alle t-Werteerfillt. Bei denletztenbeidenWertenist ein Unterschiedzwischenlcp, und
Ig, auBerin demerwarteterBereichum dennichtanalytischerPunkit = 0, visuellkaumnochzu erkennen.

Die Abbildung9.25auf Seite215 zeigt die entsprechendeBrgebnissdiir denModellparameteo = 0.5.
Als Schranlenhabenwir wiederumdie auf denRealteilbasierendegewahit. Hier konnenwir fur 3 = 2.0
dasKonsistenzkriteriumga auchhier (grob) fur negative t-Wertelg jenseitsder Funktionenl* liegt, als
nochnicht zufriedenstelltenerfullt betrachtenBei B = 3.0 ist jenesfiir fastalle, undbei 3 = 4.0 fir alle
t-Werteerfullt. Zusatzlichseherwir dasVorliegeneinergenerellergrofererAbweichungder Funktionen
lcp undlg voneinander

DendirektenVergleichvon Integriertenund SchrankenabschlieRendzeigenwir in der Abbildung9.26auf
Seite216 die Ergebnissdiir denModellparameteo = 0.9. Bei 3 = 2.0 liegt wiederder Fall vor, bei den
wir die BedingungemleskKonsistenzkriteriumalsnochnichthinreichencerfullt betrachtednnen Fir die
Werte3 = 3.0und = 4.0 ist dasKriterium bereitsfur allet-Werteerfullt. Die AbweichungderFunktionen
lco undlg voneinandeist erwartungsgerafi3in denBereichumt = 0 amgroften.

Die Abbildungen9.24 bis 9.26 demonstriereralso die prinzipielle Anwendbarleit desKonsistenzkriteri-
ums, bei exakt vorgegebenerDaten, selbstbei ,,pathologischerichterf wie der Cole-Dasidson Dichte

Pco, €inerDichte mit schwachenDivergenzenEbensdegendie AbbildungendenSchluBnahe,daf3nicht

die Notwendigleit der Kenntnissder Schranlen tiber den vollstandigenVerlauf der Integriertenbesteht,
sonderrdalesauszureichescheintdaljenedie wesentlicherCharakteristikalertheoretischemntegrier-

teneinschlieRemiissenwie hier bei denModellparameterit = 0.25unda = 0.5.

DieseUntersuchungesaweit nunabschlielendyollen wir nochin der Abbildung 9.27 auf Seite217,in
derwir T gegendie urspiinglichenDichte p aufgetragerhaben,die zu diesenRegularisierungsparame-
tern korrospondierende(reinen) Regularisiertenwiedeigeben wobei wir daraufhinweisen,da3wir die
Funktionwg berechnehabenunddie dazugehbrenderegularisierteDichte pg danndurch

(1)

pp(T) = T

gegebenist. Dementsprechengerwundertesauchnicht, dal3die regularisiertel 6sungzwar die schwache
Divergenzfur T — 0 derCole-DavidsonDichte pcp reproduziererkann,die Funktionwe, strebtfirt— 0
gegenNull, nichtaberdie schwacheDivergenzfiir t — 1¢p.2%8. Letzterewird mathematiscimur durchp —
o vollkommenkorrektreproduzierteinenumerischichtrespekte schlechdurchfihrbareLimesbildung.

9.5.2.1 Zusammenfassungler Untersuchungenzum Konsistenzkriterium

Wir haberhierdasvonunsim Abschnitt8.3 eingefihrteKonsistenzkriteriumgie Konsistenz/on Integrier-
ter I der Regularisiertenmit denSchranlen | der theoretischerntegriertender gesuchterDichte, zur
Wahl desReyularisierungsparameteysespektve 3, bei exakt vorliegenderDatenam Beispielder Delta-
Dichte (Drude Modell), der Gau3-Dichteund der Cole-Davidson Dichte, bei der VerwendungGaul3scher
stabilisierendeFunktionenuntersuchund dabeifestgestelltdaldasKriterium prinzipiell tatsachlichan-
wendbarist. Wesentlichist bei allen Modellendie BeobachtunggdafdasKriterium selbstbei exaktenDa-
ten nicht einen(eindeutigen)Wert fur den Regularisierungsparametéiefert, sonderneinenBereichder
mdglichenundim SinnedesKriteriums zulassigenWertefur 3. Rekapituliererwir die Abbildungen,die

167Der Lesermdgebeachtengalwir ausdenbekannterGriindenwieder—t gegenl (t) aufgetragetaben.

168\ aherszu denEigenschaftenlerreinenRegularisierunginsbesonderbei GauBartigerﬁv, sieheAbschnitt9.2f.
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Abbildung9.27:Die Cole-DaridsonDichteundderenreinenRegularisierten
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die Schranlen1®) mit der Integriertenlg vergleichen,so liefert offensichtlichunserKriterium bei exak-
ten DateneinenunterenWert B~ desRegularisierungsparameterab demdasKriterium gilt. Dieses,zu
erwartende Ergebnisunterstreichhochmaldie prinzipielle,oderandieserStellebessetheoretischeAn-
wendbarleit desKriteriums.

Wir wollen auchnicht unerwahntlassen,dafldie Untersuchungemn denim Rahmender Numerik ex-
aktenDatennicht nur von rein theoretischeNatur sein missen,dennin den hier behandelterProblem
derIntegralgleichung2.13)bzw. (2.47) bedeuterexakte Datenstrenggenommetatsachlichdie Kenntnis
der Funktion E* an beliebigenStellenauchnumerischbeliebig genau!Letztendlichhat diesesdie Not-
wendigleit desVorliegenseinesmathematisctanalytischerAusdrucksder FunktionE*+ zur Konsequenz,
umin Sinneder Regularisierungkorrektvon exaktenDatensprecherzu kdnnen.Darausfolgt also,wenn
wir beispielsweiselie Dichte desGauR-Modellsicht exakt ausrechnekdnntenoderdie FunktionE* aus
Simmulationemumerisctbeliebiggenatbekannseinwiirde!®, somiissterwir zurnumerischefRegulari-
sierungderim diesenSinneexaktenDatentatsachlichStrategyienzur Wahl desRegularisierungsparameters
anwendengin Umstanddenwir erstim Kapitel 10 aufzeigerwerden.

Die wesentlichKritik an dem Konsistenzkriteriumgdie wir nicht unerwahntlassenwollen und die wir
eigentlichbereitsschonnachdesserPrasentatiorhattenformulierenkdnnen,ist abergeradedesserki-
genschaftselbstbei exakten DatenkeineneindeutigenwWert des Regularisierungsparameters! liefern,
wie dieses.A. die UbrigenStrateyien gewarleisten sonderneinenBereich,nurim SinnedesKriteriums,
zulassigeWerte.Die Schranle alleinegarantierengenaf3 denebenprasentierteruntersuchungersomit
nichtdenlaut Definition 4.5 geforderterLimes

lim y(e,g°) =0 , (9.245)

gt—or

derZusatzim Konsistenzkriteriurh’®,

»Ist die exakte,theoretisché-unktionbekanntjst alsogf = gr, € = 0, sofilhremanzur nume-
rischenBehandlungn derRegularisierunghumerischdenLimesy — 0 ausbzw. setzey =0,

ist alsoein notwendigerDieseErgebnisséedenlendsindwir fern davon, daRvon unsprasentierté&konsi-
stenzkriteriumals eine, iberlggendé Alternative odergaralseine, Revolutiornt bei derWahl desRegula-
risierungsparameters proklamieren.

Nichtsdestotrotaind, und daszeigenebensalie obendamgelggtenUntersuchungersovohl die Schranlen
selberals auchder Vergleichvon integrierterlg mit denSchranlen!® von Nutzen.Die Schranlenselbst
beinhaltenje nachderenQualitat, wertwlle Informationentiber die gesuchteDichte, zumindestkdnnen
diesedenBereich(grob)absteckn,in demdie Gesuchteron Null verschiederist, undderVermleichselber
kdnntealsKriterium Uberdie Qualitat dergevonnenregularisierten.dsungdienen besonderslann,wenn
die Funktionerbeziglich ihrer Kurvenformervergleichbat ’* sind, wie in denhier gebrachterBeispielen.

Abschliel3endwvollen wir noch eine Vermutung,die ausder Betrachtungder Abbildungender Ableitun-
gender Schranlen, besondersliejenigendesGaul3-Modell§Abb. 9.13 auf Seite201), beruht,wobei die
Ableitungenbeim Cole-Davidson Modell au3erfur a = 0.9 eine AuRnahmedarstellenwiedegeben:die
Abbildungenlegendie Maglichkeit der Berechnungron Schranlen pt®) fiir die gesuchteDichtefunktion
ausden Schranlen1® nahe,wobei Stellen,an denendie gesuchteFunktion keine analytischeFunktion
ist, Ausnahmerbilden. Wie SIMON in [SIim93 darlegt, lassersich derartige(rigorose)Schranlenfir die
unterliggendeDichtefunktionausden (rigorosen)Schranlen der Verteilungs-bzw. integrierten Funktion
dannberechnenwennjenestricktkonvex sind,eineBedingungdie die Schranlenhier offensichtlichnicht

169pjesewirklich rechtkonstruierwirkendeBeispielesolleneinewesentlicherProblematilexponentielischlechtgestellté?robleme
verdeutlichendal, exakteDateri synorym mit ,analytischerAusdruckK ist.

170sieheAbschnitt8.3

171Ein Gegenbeispielvare eine oszillierendeFunktion Ig, wie jenebei der VerwendungdesidealenTiefpassegntsteherkonnen,
manerinneresichandesseMollifier-Funktion(6.8),innerhalbkeine Oszillationeraufweisenderschranken.
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erfillen. Bisherist esunsabemicht gelungereinenAusdruckderartigauf | ¢) basierendechranlen pt*)
abzuleitenweitereUntersuchungeniesbeziglich und beZiglich desKonsistenzkriteriumsind alsovon

Noten.
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Kapitel 10

Zur numerischenRealisationund deren
Ergebnisse

Nachdemwir bisherdasgenuinauf Filtern basierenddRegularisierungserfahrenrein theoretischunter
suchthabenwollenwir unsin diesemKapitel jetzt der Praxis,genauedernumerischerRealisatiordieses
VerfahrenszuwendenHierbei sollen zum einennatirlich dessergenerellnumerischEigenschafterund
Grenzenan* kontinuierlichenModellert, d.h. die vorgegebend-unktion seiprinzipiell an beliebigvielen
Stellenbekanntund zumandererdie numerischerkigenschafterund Grenzenm praktischeriFall endli-
cherDatenétze wobeidie Datensowohl fehlerlosalsauchfehlerbehafteseinkdnnen,untersuchtverden.
Wir werdenuns,wie defterenbereitserwahnt,dabeisonvohl der(komplexwertigen)phanomenologischen
Integralgleichung9.2) alsauchderenReal-undImaginarteil alseigensandige separaténtegralgleichung,
alsodenGleichungen(9.9) und (9.10), zuwenden Ebensowerdenwir in dennumerischeruntersuchun-
genverschiederModelldichtenbetrachtenwobei wir insbesonderauf die Delta-, die Cole-Davidson-,
aberauchauf keine mathematischeRathologienaufweisendevie die Cole-Cole-und die Gaul3-Dichte,
zuriickgreifert werden.

Innerhalbder Darlegungdernumerischertigenschaftedeshier untersuchteRegularisierungserfahrens,
soll diesesebensanit denenim Kapitel 5 vorgestelltenverglichenwerden,inbesonderenit der Tikhonov-

Phillips Regularisierung Dabeiwird, vorweggenommenhaupt&chlich die Regularisierungder Integral-

gleichungdesimagirérteils, die durch dasauf der Fourier-Transformatiorbasierende/erfahrerf (5.47),

welchesseinerseitslurch die Losungjener Gleichungals inverseFourier-Transformatiorbegriindetist®,

gewonnenwird, herangezogewerden.

Wie wir bereitsam AnfangdesKapitels8 bemerkthabert undwie die Ausfihrungerder Abschnitte9.3,

jene beiglich desfur y — 0 asymptotischeVerhaltensder (GauRR-)Filtey und 9.5, jene beZiglich der

Konkretisierungler Wahl desRegularisierungsparameteasif unserementfaltungsproblemschongezeigt
habenkdnnten,besteherdie fundamentalerschwierigleit (der Numerik) nicht in derangemessenege-

eignetenWahl desRegularisierungsparameteiBie nachfolgendemumerischerergebnissaverdendieses
noch besttigen,doch werdenwir nichtsdestotrotkurz auf einenVerleich zwischendenim Kapitel 8

vorgestellterverschiedeneBtratgyien zur Parametenahl eingehen.

1Beziglich derModelldichtenund derenEigenschafteseiauf dasKapitel 3 verwiesen.
2sieheAbschnitt5.3.2

3sieheAbschnitt2.4.3,Gleichung(2.72)auf Seite19 und die Bemerkungemlazuim Abschnitt9.1, Seite152
4sieheSeite127
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10.1 Zusammenfassungder Die Ausgangsgleichungen

Wendenwir uns jetzt den Ausgangsgleichungefur die numerischeRealisierungdes genuinauf Filter

und durchregularisierend&ernedarstellbarerRegularisierungserfahrenszu, sowie wir esim Kapitel 9

speziellauf die hier behandelténtegralgleichungconkretisierthabenwobeiwir ebensaauf die Verweise
undZitatejenesKapitelsverweisef wollen.

Die konkreteAusgangsgleichungur Regularisierungder phanomenologischén(9.2), ist, gemaR desbis-

herigen durchdenAusdruck(9.4) gegebenwobeiderregularisierendélern ®y beider notwendigerver-

wendungGauRschestabilisierendeFunktionerf seinerseitslurchdenAusdruck(9.162)gegeberist. Dem
entsprechendind die regularisierterlsungerder Integralgleichun§ desRealteils,Gleichung(9.9), und
die desImaginarteils, Gleichung(9.10), durch die Ausdticke (9.15) bzw. (9.16) gegeben,wobei deren,
ebensmotwendigerweisauf Gaul3filterrbasierendesegularisierendeiernekonkretdurchdie Gleichung
(9.171)f0r denKern qb\ll desRealteilsunddurchdie Gleichung(9.178)fur denKern qJ\Z, deslmaginrarteils
gegebersind.Fassemwir dieseAusdriicke alsoexplizit zusammensoerhaltenwir als,im Sinnedesnotwen-
digenGaul¥filtersginfachsteregularisiertel 6sungfur die phanomenologischitegralgleichundkonkret

W) = [o() et
= e ool [{oo e (0 (2) )
sl (n() D) e} 2

fur die IntegralgleichunglesRealteilserhalterwir dannkonkret
1 r 1 X dw
w(z) = [oi(a) B S
0
17 X 2 (X ™ dw
it [l (@)oo ((0) %) [p@ . w2

I
\8
<
<N
/N
S|
N——
J
£
|Q.
)

() -
- / corl o (£)] o[- (i (£) - )| s 2. 0

In denobigenGleichungen(10.1) bis (10.3) fir die Regularisiertenhabenwir, um den MellinschenFal-
tungscharaktezu bewvahren;t = 1/X gesetzt.

5Insbesonderseiandie Ausfilhrungerder Kapitel 5ff erinnert.
6sieheauchGleichung(2.47),Seite15

“siehediesberglich die AusfiihrungerdesAbschnitts9.2
8sieheauchdie Gleichunger(2.53)und(2.55),Seite16 und 16
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10.2 Vorbetrachtungen zur Numerik

Vor dereigentlichemumerischeRealisierungsolltenwir die obigenGleichunger{10.1)bis (10.3)beziglich
dernumerischerintegrationeinerkritischenBetrachtunginterziehen:

Wir konntenjetzt jeneGleichungerohneweitereVeranderungemumerischimplementierendochwirden
wir dannauf eineder Schwierigleitender numerischerntegrationMellinscherFaltungsgleichungetsto-
Ren:beiderDiskretisierunggilt fur dasDifferentialder obigenGleichungeroffensichtlich:

w Wi
wobeiAwy die i-te Schrittweiteder numerischenntegrationund w; deni-ten w-Wert bedeutermoge. Wir
erkennersofortdie Problemedie wir beidernumerischenntegrationderobigenAusdiicke anderunteren
Integralgrenzauinzweifelhafbelommenwirden:die wy-WertewerdengegenNull strebenwohingegendie
SchrittweiteAw; endlichbleibenwird. Zwarist esjetzt prinzipiell mdglich, die Numerikderartauszutihren,
daf3die DivergenzdesAusdrucks(10.4) fur uy — 0 durchdasgegenNull strebender regularisierenden
KernebeigleichenLimeskompensiertvird, undwir soeinenumerischstabilelntegrationerhaltert®, doch
konnenwir in diesenFallen sogarohneeinensolchenprogrammiertechniscrofRererAufwandeinenu-
merischeStabilitat erreichen,in demwir die hier nun schonroutiniert eingesetzté/ariablensubstitution
w= et undX = e~ durchfihren,wodurchwir die Gleichunger(10.1)bis (10.3)nunbekanntlichin die,
numerischstabilere pekanntd=altungsstruktur

: (10.4)

[

W,(to) = / dp%(to—t) Ef,(t) dt (10.5)

—00

mit den(offensichtlichenBubstitutionemv(e™t) =W(t), dy%(e™t) = dy2(t) undEf ,(e™) = Ef,(t), trans-
formierenkdnnen Esist miiBig zu erwahnendallin derForm (10.5)die obigenRéguIarisiertér(lO.1) bis
(10.3) subsumiertind, d.h. mit 53\1,’2 und éfz seiendie jeweilig entsprechenderegularisierenderKerne
undvorgegebenerrunktionerbezeichnet.

Beispielsweisaimmt jetzt die derarttransformiertaegularisiertel 5sungdeskomplexwertigenphanome-
nologischemnsatzeg9.2) die konkreteGestalt

0

W = L eplpr] /{exp[_sz(<t-to>+ig)2]

2 g
; 2 _ M g+
sm[ZT[B ((t to)+|2)] E (t)}dt , (10.6)
an,wobeiwir zusatzlichbeiglich desRegularisierungsparametedse Substitution
1
=, 10.7
B 2y (10.7)

die einebequemer€ numerischeéJntersuchungrmdglicht, durchgetihrt haben Die transformierterRe-
gularisiertender IntegralgleichungdesReal- und desimaginarteilsfolgen jetzt entsprechendso daRwir
jenejetztnicht explizit angeberwollen.

Desweiterenist zu bemerlen: Der Integrandin (10.6) ist langsdesIntegrationsinteralls eine analytische
Funktiont?, diesesgilt hier generellfir den allgemeinenAusdruck(10.5), so daRes also diesbeiiglich

9Auf dieseund andereProblemebei der numerischenntegration MellinscherFaltungsgleichungeiauf [DR84, PTVF92,5t099
SBO0O]undallgemeinaufdenBand[KF87] verwiesen

10siehea.a.O.
11wir wollen eingesteherdaRdieseSubstitutiormehreine Geschmacksfraget.

12Bediglich derAnalytizitatseigeachdten derFunktionE* seiaufdenAbschnitt2.1undbeispielsweisauf[AM76, Jac75R0069
verwiesen.
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in der numerischerntegrationkeine Problemegebenwird. Wie wir jedochbereitsim Abschnitt9.4 auf

Seite178kritisch angemerkhaben erwartenwir aufgrundder oszillatorischerAnteile in denregularisie-
renderKernendiefiry — 0, alsof3 — «, anDominanzzunehmemnverden Problemébeieinernumerischen
Integration,denntatsachlichist die IntegrationtiiberstarkoszillierenderFunktionenein aktuellesProblem
dernumerischeMathematik®.

Tatsachlich handeltes sich hier bei der Integration Uiber die oszillierendenTerme um ein nicht zu ver-
nachhssigendesnd sogarschwerwigendesProblem.Dieseswollen wir mit der Abbildung 10.1auf der
nachstereiteverdeutlichenin derwir exemplarischdie Grapherder Kerne(Dé und GJE flr verschiedene

B-Wertezeigert*. In derlinken Spaltehabenwir die GrapherdesKerns(iJé, in derrechtendie desKerns

&)E aufgetragenjeweils fur die Parameterwert@ = 1.0, 2.0, 3.0, 4.0. Wie aufgrundder Ausdriicke fur
jene Kerneauchnicht anderserwartet,nehmendie Oszillationenmit wachsendenWert fuir 3 zu. Es ist
jetzt zusatzlich noch besonderswffallig, daRaufgrunddesGauRtermsler Bereichbzw. dasintervall der
Oszillationenmit wachsendenParameterzwar kleiner wird, die Amplitude dafur aber(ebenscaufgrund
jenesTerms)exponentiellansteigt waswir wiederumaufgrundder Gleichungen(10.1) bis (10.3) erwar-
tet habenWir sehenjedoch,daf3selbstbei einerVariationdesParameter$ innerhalbdesrelativ kleinen
Intervalls [1, 4], dasEndediesedntervalls liegt selbstnumeriscochjenseitsdes, Werte$ Unendlich®,
eszu sehrgroRenVariationender Graphender Kernekommt. Tatsachlich zeigendie Graphender Abbil-
dung10.1,daRessogarbereitszu grol3enVariationeninnerhalbder Schrittweiteeins,alsobeispielsweise
zwischen = 1 undf = 2, kommt.

In der Abbildung 10.2 auf Seite226 habenwir noch,um die Graphernzu verwlistandigen die Kernefir

B = 5 undp = 10 abgebildet Diese Abbildung demonstriertviederumdie starle Variation der Graphen
der Kerne@)é und éé bei einerkleinen Variation desParametersywennwir die Graphenfir f = 4 und

B = 5 vergleichen.Der Graphfur denWert 3 = 10, der zu y = 0.05 korrespondiertsoll zusatzlich die

groReSchwierigleit, die wir bei einernumerischerintegrationiiberdieseFunktionererhaltenwerden de-
monstrierenjnsbesonderanterBeriicksichtigungdesLimes 3 — o (y — 0) bei derBereitstellungmmer
exaktereiDaten BesonderandiesemGrapherwird nochmalsieutlich,dal3wir nichtnuraufdie Problema-
tik, UberstarkoszillierendeFunktionenzu integrieren,stoRensonderrdaszustzlich die Amplitude jener
Oszillationenstarkzunimmt,in anderenNortenderWert der Integranderin (10.1)bis (10.3)respektvein

(10.6)sehrstarle oszillatorischeéschwankungenund je nachWert von 3 sogariiberDekadenpunterworfen
ist - unablangigvon denWert derDaten.

Erinnernwir unsjetztandenUrsprungderoszillatorischefermé® in denregularisierendeikernen Jener
liegt geradein der VerwendungeinesGauffilterszur Kompensierungler exponentiellerDivergenzender
Funktionk—!. Esist alsokonkretdie inverseMellin-Transformatiorder Form'’

C+ioo

/ Z S exp [yz(siia)z} ds (10.8)

C—ioo

|:|:(Z) = ﬁ

der Ursprungjener Terme.Wir wollen daraufhinweisen,dal3wir die als inverseMellin-Transformation
datgestellterKernqu\l, und qJ\Z, ebensaufderBasisderallgemeinerorm (10.8) berechnekdnnen- was
an den Ausdiiicken (9.166) und (9.175) unmittelbarablesbaiist. Die Notwendigleit, Gaul¥filterrespek-
tive Filter mit GauRRartigerTermenzur RegularisierungdesexponentiellschlechtgestelltenProblemszu
verwendenfihrt somitin denregularisierendefKernenzu oszillatorischerAnteilen, die ihrerseitszu nu-
merischerProblemerfuhrendurften. Demzufolgewerdenwir auchdannmit Oszillationenin denKernen
zurechnerhabenwennsichdasFilter fur 3 — o (y — 0) asymptotisclGauRartigrerhélt. Wir werdendiese

B3Fiir allgemeineDarstellungersiehebeispielsweis¢gDR84, KF87, Sto99 SBOJ.

14F{r die Grapherdeskomple<wertigenKerns&JB gilt bediglich desserReal-undImagirarteilsentsprechendes.
15Der Wert B = 4.0 korrespondierzuy = 0.125, welchernumeriscinochweit von Null entferntliegt.

18Esseiauf die AusfilhrungerdesAbschnitts9.4 verwiesen.

L7sieheauchGleichung(9.157),Seite175
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Oszillationensomit auchbei der Verwendungeines, Multifilters* 18 nicht umgeherkdnnen,sondernjene
hochstensdampferi: die hier zu verwendend&onkreteForm eines, Multifilters* istim Mellin- respekive
FourierLaplaceRaumdurchdenAusdruck(9.35),

Fyn(s) = exp (%5)2 RS (10.9)

gegebenandenwir dasDilemmaableserkdnnen,dalizwar fur kleinen € N die Oszillationendurchdas
Filter Ify guasigeglattetwerden,wohingegenfiir n — o jene Termewiederan Dominanzgewinnen.Die
Anwendungdes, Multifilters* (10.9)kannsozu einernumerischerstabilisierungunterinkaufnahmeeiner
eventuellschlechteremegularisierteri dsungfiithren.Entsprechendesirdenwir aberschonbei derWahl
eineskleinerenWertesfur 3 - respektve einesgrol3ererfir y - erreichenDiesesseihier, die numerischen
Ergebnissevorweggenommenexemplarischmit der Abbildung 10.3 auf der nachsterSeitedemonstriert,
in derwir die Ergebnissaler Anwendungeinesauf dem FriedrichscherGlattungsoperatdf basierenden
»Multifilters" darmgestellthabenangavandtauf die IntegralgleichungdesReal-und desimaginarteils.Als
Modell haberwir die Cole-DavidsonDichte?® angesetzidie AnzahlMD der diskretenDatenbetrug2048
in dem Intervall [-30; 30] und der mittlere relative Datenfehlemwar o,g) = (1.5+ 0.9)%. Der Wert des
Reyularisierungparametedeskriedrichschei®peratorsvary= 0.5. In derTabelle10.1sinddiejeweiligen
RegularisierungsundderDatenfehlerbeidein der L>-Norm ausgedickt’?, aufgelistet.

[n] Mo -WE % [ M -WR 2] & | & |
1 0.0144 0.0145
2 0.0109 0.0114 5.6-107%5| 9.0-10°%
2 0.0114 0.0114

Tabelle 10.1: Fehlerder auf den FriedrichscherGlattungsoperatobasierendeéMultifilterregularisierung:
B=0.5;MD = 2048,0,¢| = (1.5+0.9)%

In der Abbildung 10.3,und so auchin der Tabelle10.1,sind nur die Ergebnisseler regularisiertenFolge
bis n = 3 wiedegegebendabei 4 < n die Numerik bereitswiederzusammengebrochéhist. Der Beginn
desZusammenbruchdeutetsichbereitsin denGrapherderregularisierterwén derIntegralgleichungdes
Realteilsbei n = 3 an. Vergleichenwir jetzt die Graphenmit denentsprechendemochvorzustellenden,
derAbschnitten10.4.2und 10.5.2 sobeshttigt?® sich die obigepessimistisch8emerkungzur Anwendung
eines, Multifilters” . Wir haltenestrotzdemfur angebrachtdie ,Multifilter* nochweiter zu untersuchen,
insbesondereediglich derenAnwendungauf andereschlechtgestellteProblemeder Physik,derenGrad
derSchlechtgestelltheiticht exponentiellsonderergeringerist.

Beenderwir jetzt die eingeschobeneBrgebnissealer ,Multifilter* undfilhrendie vorherigenBetrachtun-
genfort. Im Sinnedesebendamgelegtenkdnnenwir somitzusammerdssendagendaldie Oszillationen
in denregularisierendeiKerneneineweiter ManifestationderexponentiellerSchlechtgestellthedesAus-
gangsproblemist. Diesegyilt, wiederumin Sinnedesebengesagtenstrenggenommaenur solangewie wir
GauRanteilén denFiltern F, verwendengdochwie wir im Abschnitt9.2 bereitsdagelegt haben fiihrt zu-
mindestbeziglich einerpraktischemAnwendund* kein Weg andieserTermevorbei. Wir wollen andieser

18sieheAbschnitt9.2.2
19a.a.0.Gleichungen(9.42)und9.43;sieheauch[BB93, Wal94, Wer95]

20Dje Griindefiir die BetrachtungleseineschvacherDivemyenzaufweisendeole-DaidsonModellswerdenin folgendergekfrt
werden.

2Isiehediesbeiiglich FuRnotes6 auf Seite242
22paszusammenbrechetier Numerikund denDatenfehlereinfluBverdenwir in folgenderdetailierteruntersuchen.
23eswurdedeswegendie Anwendungder, Multifilter numerischichtweiter detailierteruntersucht.

24wir wollen in diesemZusammenhaninsbesonderauf die Darlegung zu demauf der Beta-2Dichte basierendefrilter (9.19),
Seite153, hinweisen.
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Abbildung 10.3: Ergebnissedesauf dem FriedrichscherGlattungsoperatobasierendeMultifilters: 3 =
0.5; MD = 2048,0,¢| = (1.5+£0.9)%

Stellebereitsdaraufhinweisendalwir auchin der Tikhonov-Phillips RegularisierungOszillationenerhal-
tenwerden,wobeisich jenedirektin derregularisiertenLdsungmanifestiertend.h. bertreitsein Artefakt
desreinenRegularisierungsfedhrensind.

Wie ebenschonerwahnt,ist die numerischéntegrationtiber(stark)oszillierenderi-unktionerein aktuelles
ProblemdernumerischefMathematikund esexistiereneinige Ansatze diesesProblemzu behandelnAll-
gemeinéAnsatzewerdenwie bereitsverwiesenin [DR84, KF87, PTVF92 Sto99 erlautert,derenAnwen-
dungin unserentall jedochnur einengeringerErfolg bringt. Ohnejetzt auf Detailseinzugehenbricht die
NumerikbeieinerVariationdesParameter$ bei AnwendungenerVerfahrenleidernur geringfugig spater
zusammerals bei der Anwendungeiner,herkdbmmlicheri Integrationsroutineinsbesonderan Vergleich
mit demTrapezerfahrenoderdemGauR\erfahrerf®. Ein vielversprechendegerfahrenwird iibrigensvon
Hsu und ZHou in [HZ87] vorgeschlagernDie Nachteile,oderbessedie Schwierigleiten,diesesverfah-
rensbei desserkonkretenAnwendungauf unsereGleichungersind jedochzum einen,die Gultigkeit der
VoraussetzungetlesVerfahrendmmer zu garantiererund zumandererein nicht unerheblicheAufwand
beZiglich einertatsachlichenprogrammierterRealisierung.

Es hat sich aberfiir unsiiberraschengezeigt,und dasist auchder eigentlicheGrund,dalwir hier das
von Hsu und ZHou vorgestellteVerfahrenbeziglich einerAnwendungnicht weiteruntersuchhabendall
wir die numerischéntegrationohneeinenweiterengrof3erenprogrammiertechnischelufwanddurchdie
Verwendungsogenanntemmultiprecisioti Algorithmenstabilisiererkénnerf®. Konkretwird, von derpro-
grammiertechnischeBeite her, durch die EinbindungentsprechendeBibliotheken nur der Datentypzu
~Multiprazisionszalilgeandertundaufdie ,herkbommlicheri Integrationsroutinerzuriickgeayriffen.Beson-

25Diesesindbeispielsweisén [PTVF92,St099 SBO(J henorragenddagestellt.

26Wir wollen an dieserStelle auf eine Darstellungder verwendeten,multiprecisiott Algorithmenverzichten dieseswiirde den
RahmendieserArbeit bei weitemsprengenynd stattdesseauf die allgemeinerDarstellungenn derLiteratur wie beispielsweisén
[DR84,PTVF92 Sto99 SB0Q, verweisen.
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Name Description Type Dynamic?| Default
mpi pl | Maximumandinitial precision,in digits int no 100
npi ou Initial outputprecision,in digits int no 56
npi ep log, of initial MP epsilon int no 10—nmi pl
mpwds | Maximumandinitial precision,in words int no %%2-1- 1
mpoud Currentoutputprecision,in digits int yes npi ou
npeps CurrentMP epsilonvalue np_r eal yes 10"Pi ep
npl 02 log2 np_r eal no log2
mpl 10 log10 mp_real no log10
nmppi ¢ T mp_real no T
idb MPFUN dehug level i nt yes 0
mer Crosseer pointfor advancedroutines i nt yes 7

Tabelle10.2: Tunableparameter$or the MP package.

derselegantund ohnegroRerenProblemekdnnenwir diesestibrigensin der Programmierspraciié C++
realisierenwobei, was wir am Randenotierenwollen, eine objektorientierteProgrammierunguch bei
dernumerischerRealisierunglerIntegrale(10.1)bis (10.3)respektve der Integralezum Ausdruck(10.6)
entsprechendyon Vorteil und Nutzenist. Dementsprechendurdein dieserArbeit denvon SIDDHAR-
THA CHATTERJEE geschrieben€++Aufsatznpf un++ zur ,,Multiprézisionbibliothek MPFUN von DAvID
H. BAILEY, derjeneBibliothek urspiinglichin For t r an- 77 programmierhat,verwendet®.

Die wichtigsteneinstellbarenParameteljener Bibliothek sind, zur Information,in der Tabelle 10.2, die
wir ausder Dokumentatior{Cha94 desC++Aufsatzes(direkt) zitiert?® haben,zusammengefRtwieder
gegeben.So wir nicht daraufexplizit hinweisen verwendenwir die Bibliothek mit derenurspiinglichen
(,default’) Parametereinstellungererwendend.h. inshesonderejalRfur dembediglich unsererAnwen-
dungrelevantesteParametenpi pl , die (interne)Rechengenauiggit, npi pl = 100geltenwirdC.

10.3 Der numerischeEinfluR desDatenfehlers

Im Abschnitt9.3.2haberwir denEinfluRdesDatenfehlerdy beiVerwendunginesGauffiltergheoretisch
untersuchtDie zentralenAusdriicke fur denDatenfehlessind, zur Erinnerungdie Abschatzung(9.127)auf

Seitel70undderenAsympotikfury — 0, Gleichung(9.129)auf Seite170bzw derhier fur die phanome-
nologischeGleichungkonkreteasymptotischéusdruck(9.130),

o

||A¥(Xo)||25(2ﬂ)‘1/282(—;°) ap(g) fur y—0t . (10.10)

Untersuchermwir jetzt numerischden Einflul? desDatenfehlersindemwir quasiden Ausdruck(9.51) re-
spektize (9.53)fur Ay in diet-Domanetransferierenpdermit anderenWortengleichaufdie Darstellungen
(10.1)bis (10.3)bzw. aufdie allgemeinerDarstellung(10.5) zurickgreifenundauf derenBasisdenDaten-

2’Die Programmiersprach@t+ wird beispielsweisgon derenErfinder STROUSTRUPin [Str91] dagelegt.

28Bediglich Detailsder konkretvon unsverwendeteBA | LEY schenProgrammbibliothePFUN sei auf [Bai90, Bai93 verwiesen.
Die Bibliothek selberist unterht t p: / / ww. net | i b. or g 6ffentlich zuganglich.

2%Wir habenuns desween eine Ubersetzungler Tabelle verzichtet.Die Informationenin der Tabellesind implizit ebensoin
[Bai9O, Bai9j enthalten.

30sjehea.a.O.
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fehlereinfluBhumerisctberechnenwir untersuchemlsonumerischdie Ausdtiicke derallgemeinerfForm
AY(to) = / St -t vy dt (10.11)

wobei hier v wiederumder Datenfehlersein moge, d.h. die fehlerbehafteteivorgegebenerwiederdurch

E = E; +v darstellbat! seinmdgen Entsprechendesim voranggangenebschnittsDargelegten,wurde
derAusdruck(10.11)numerisctunterAnwendungderBAILEY schen,Multiprazisionbibliothek MPFUN bei

Verwendungeiner Trapezroutineur numerischerintegrationrealisiert.Der stochastisch&ehlerv wurde
auf der Basisdesin [PTVF97 beschriebeneBufallszahlengeneratot’ der gleichwerteilte Zufallszahlen
liefert, numerischrealisiert.

Die Abbildung10.4aufdernachsterSeitezeigtexemplarischdie auf der Basisder Gleichung(10.11)mit
demKern &JE desimagirérteilserzieltennumerischerErgebnissé®. Wir habendort nun exemplarischdie
Ergebnissdir A‘é(to) beity = 0 als FunktiondesParameterg aufgetragerund vergleichenjene mit den
entsprechendu (10.10)gegebenerasymptotischeAusdruck.

Dabeiist zu bemerlen, daRwir im gewissenSinneso natirlich ,Apfel mit Birnert vergleichen,da wir
dennumerischerDatenfehlerin der Supremumsnormmessenwohingegender Fehlerin (10.10)in einer
L2-artiger?* Norm gemessewird. Tatsichlichhabenwir auchfiir die GegeriiberstellungeneNorm (grob)
durchdie SupremumsnorrabgeschtztunddieseAbschatzungin denasymptotischeAusdruckeingesetzt,
wodurchsich so selbsterstindlich zusatzlichekonstanteFaktorer?® ergeben.Das Wesentlichebei dieser
Untersuchungst abemichtdie Fragenacheinertatsichlichemumerischetubereinstimmungon Numerik
mit derasymptotischeAbschatzung(10.10)respekive der Abschatzung(9.127),dieseFragehaberwir so
auchgar nicht betrachtetsonderndaRdie numerischerntersuchungeden grundsitzlich kontrollierten
exponentielldivemgentenEinfluR desDatenfehles in der Regularisierungbesttigen DiesesResultatwird
durchdie Abbildung 10.4 offensichtlichmehrals drastischdemonstriertbei einemwWert von 3 = 1.5 wird
derDatenfehlebeispielsweisbereitsaufca.seinerfunffacherwert, verstrkt' , undbeif = 2.0 (y= 0.25)
ist der Datenfehlereinfluereitsca.4222-malsogroRals derurspiinglicheFehlef®.

Wie wollen nicht unerwahntlassen,dafl der Unterschiedzwischendem numerischerErgebnisund der
asymptotischeAbschatzungim unterenTeil der Abbildung10.4nichtverwunderlichist, dahierdie Asym-
ptotik (10.10)nochnicht geltensollte. Der obereTeil der Abbildungweistjedochbereitsauf die Uberein-
stimmung- innerhalbder numerischerGenauigleit - von Numerikund Abschatzungfir 3 — oo hin.

Die numerischerergebnissefur A‘é bekraftigenalsodie theoretischerUntersuchungezum Datenfehle-
reinflulRauf der Regularisierungund so wundertesunsauchnicht, entsprechendenzusammerdssenden
Ausfuhrungenm Abschnitt9.3.3zu A‘é, daRdas, Trial andError* -Verfahrensd” zur Wahl desParameters
[ bereitsausreichengeinwird um akzeptablaind geeigneteRegularisiertezu erhalten Wie die Untersu-
chungerin dennachfolgendei\bschnitterbesttigenwerden kdnnenwir erwarten,die Dominanzvon A‘é
bereitsandenGrapherder Regularisierterableserzu konnenund dementsprechenghnndie Regularisie-
rungzu beendenmespekive denParametef zu bestimmen.

3lsieheAbschnitt5.3.2undbeispielsweis¢AT77, Dav82, lva7 LBP9I1]
32sieheauch[Sto99 SB00]

33Die Ergebnissedie mit denKern (13[3 derkomplexwertigenund mit denKern &D% der Realteilgleichunggevonnenwerden,sind
vollkommenagquialentund sollen deswgen hier nicht explizit wiedegegebenwerden.Die einzigenUnterschieddiegen hier, wie
erwartet, nur in dengenauenAbsolutbetage der einzelnenDatenpunktejedochnicht in derenrelatven GroRenordnungdie Gra-
phensind Ubrigensvisuell kaumvoneinanderzu unterscheidemind eshat nur historischeGriinde,dawir die auf denlmagirgrteil
basierended®atenzeigenjenesinddie erstendie berechnetvordensind.

34siehedie diesbeiglichenHinweiseim Abschnitt9.3.2,Seite168

35wir wolleneingestehenjaReinesolcheAbschatzungnochbediglich derzusatzlichenVorfaktoreneinegewisseFreiheiteinaumt.
36Der AbsolutwertderanggebenerzahlenhatkeinerleiBedeutungsondermur derenGroRenordnung.

37sieheAbschnitt8.1
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Abbildung 10.4:Numerikzum Datenfehlereinfluy



232 KAPITEL 10. ZUR NUMERIK UND DERENERGEBNISSE

Wir wollen an dieserStelle jetzt daranerinnerr?®, dalder Ursprungdes Exponentialfiktorsin der obi-
gen asymptotischerAbschatzung(10.10), der Exponentialtermist ebensoBestandteilder Abschatzung
(9.127),die Verbindungvon Gauffilterund exponentielleDivergenzder Funktionk=1 ist. Die Urspiiinge
derOszillationenin denregularisierendekKernenund deskontrolliert exponentielldivergentenDatenfeh-
lereinflussesind alsoidentisch;beidehangen als Konsequendessenalsoin diesemSinnemiteinander
zusammen.

AbschlieRendeinochdasfolgendebemerkt:NebendemeigentlicherDatenfehlerist eineweitereFehler
quellenatirlich der Fehlerdesnumerischenntegrationserfahrensgder sichin den(numerischenkrgeb-
nissender Abbildung 10.4 ebensmniederschigt, und trotz Verwendungeiner ,,Multiprazisionbibliothek
solltenwir nicht vergessendalRauchhier die numerischdntegrationiberdie bei wachsendenfs immer
starker werdenderOszillationenirgendvannzusammenbrechenird. DiesesZusammenbrechekdnnen
wir, waswir in dennachfolgendembschnittendemonstriererwerden,durch eine VergroRerungder in-
ternenRechengenauiggit der Multiprazisionszahlerrreichen jedoch hat dieseseine Verlangsamunty
der Programmezur KonsequenzEs soll auchnicht unerahntbleiben,dalBwir diesesZusammenbrechen
der Numerikanhandder Ergebnissdur A‘é nur schwerbis garnicht ableserkdnnen;bei dernumerischen
Integrationliber Zufallszahlenist esletztendlichkaum mdglich dieseszu entscheidenDie FragedesZu-
sammenbrecher&f3tsich nur anhandvon Modellrechnungerklaren.Diesessoll nunim nachfolgenden
Abschnitteinerder Schwerpunkteler Untersuchungesein.

10.4 Die Regularisierung kontinuierlicher Daten

Untersuchenvir alsoalsnachsteslie RegularisierungcontinuierlicherDaten,d.h. die vorgegebend-unkti-
onwird anbeliebigvielen Stellenalsbekanntorausgesetztyobeijenefehlerbehaftef® oderfehlerlossein
kann.Die Kerneunddie Datenselberwerden,wie schonbei der UntersuchunglesDatenfehlereinflusses,
sofortals MultiprazisionszahlebereitsgestelltWir wollen an dieserStellebemerlen,dalRdie Trapezrou-
tine zur Integrationtatsachlich bereitsausreichtund wir auf die AnwendungdesaufwendigererGaul3al-
gorithmusesverzichtenkdnnen.Letztererbringt in denhier untersuchterrallen bei der Verwendungder
mpf un++ Bibliothek insgesamkeineVerbesserunger numerischerkrgebnissegenaueerzieherwir mit
beidenVverfahrendie gleichenErgebnissederUnterschiediegt selbstbei derVerwendungler, Multiprazi-
sionszahlehim Rahmerder(numerischenRechengenauigdit.

10.4.1 DasDrudemodell

Als erstesModell wollen wir uns dem Drudemodeft! zuwendendesserDichte durch den Ausdruck?

(3.6).
po(T) = WDT(T) = % 0 (In %) , (10.12)

alsoim wesentlicherdurcheineDelta-Distritution, gegebenist, wobeitg ein (Modell-)Parametesei. Die
entsprechendufdie Variablet substituierteDichteW ist dannalsodurch

Wh(t) = 3(t —to) (10.13)

gegebenDie Dichte (10.12),respekive (10.13),stellt somiteinennumerischpathologischerrall dar; die
Delta-Distritution ist, zur Erinnerung keine regulare Distribution und kann nicht durch,,herkdbmmliché

38sieheAbschnitt9.3.2,Seite171

39Die Geschwindigkit bzw. die Effektivitat der Programmmebediglich Laufzeitwird kein ThemadieserArbeit sein.Wir haben
unsnur auf die grundsitzlichennumerischertigenschaftetkonzentriert.

4OTatsachlichwird jedochin diesemAbschnittdereinzigeFehlerdie endlichenumerischéarstellungder Vorgegebenersein.
“sieheAbschnitt3.1
“ZsieheauchAbschnitt3.1, Seite32
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Funktionendamestelltwerderf3. Dieseshatzur KonsequenzjalResjetzt selbsterstindlichnicht mdglich
ist, die regularisiertel 6sungg numerischdirekt mir der Dichte (10.13)desDrudemodellsu vergleichen.
Stattdesserist esjetzt naheligender quasials, einfachsté und,,bequemste Maglichkeit, die numerisch
erhaltenamit dertheoretischerreinenregularisierterL dsungzu vergleichen Die reine Regularisierte\Néh

desDrudemodellsst bei Verwendungler Mollifier -FunktionFs desGauffilteré* durch'

W' (to) = (Wb * F) (to) = %T oxp (—B5) (10.14)

gegebenalsoperdefinitionemder d-Distribution durchdie Mollifier-Funktionselbst.

Bevor wir uns aberden mit den Multiprazisions-AlgorithmergewonnenErgebnisserzuwendenwollen
wir zum einendemonstrierengadie Verwendungvon Multiprazisionszahleff in denIntegrationsrouti-
nen,wenndie Datenals doubl e-Zahlerf” bereitgestelliverden tatsichlichbereitszu einerStabilisierung
fuhrt. Dabeiwerdenwir ebensesehenwannbei® doppeltgenaueh Datendie Numerik zusammenbricht.
Wir wollen aberdaraufhinweisendaRdiesesZusammenbrechemenigervon derverwendeterichte als
von der zu regularisierendeusgangsgleichungbhtangigseinwird. In diesemSinnesind die folgenden
Ergebniss@uchalsexemplarisctezu betrachten.

Besclaftigenwir unszuerstmit der komplexwertigenGleichung,alsomit der explizit durch(10.6)gege-
benenregularisiertenLdsung.Der Integralkern &Jy seiin der Numerik sofortdurchMP-Zahlendamestellt,
ebensandgederIntegrationsalgorithmuauf MP-ZahlenbasierenLediglich die vorgegebend=unktionE™
in (10.6)seials" doppeltgenat, dafur aberan beliebigvielen StellenbekanntyorausgesetzEs seinoch
erwahnt,dafdie nicht Bereitstellungder vorgegebenerals MP-Zahl bei der Verwendungder npf un++ Bi-
bliothek zu keinen (programmiertechnischemroblemenfiihrt, da jene Bibliothek Konversionsroutinen
der” herkdommlichet Datentyperzum MP-Datentypbeinhaltet RealeMeRwertekdnntensomitebensamh-
ne weiterenProgrammier oderalgorithmischerAufwandals Vorgegebenebzw. Eingabedatererwendet
werden.

In der Abbildung 10.5 auf der nachsterSeitesind nun die Ergebnisseder Numerik fiir die Regularisierte
(10.6) wiedegegeben Wir vergleichendort, wie obenerwahnt,die durch (10.14)gegebengreine) theo-
retischereguIarisierte\Néh mit der numerischeMp; genauethabenwir in derlinken SpaltefReWg undin

der rechtenSpalteder Abbildung Jm\W; desErgebnissesler numerischerintegrationvon (10.6) fur Wg

anggiebenDenRegularisierungsparameteabenwir insgesamim Intervall [3.5, 4.0] mit derSchrittweite
AR = 0.1 variiert, wobeiwir abernur die Ergebnisséis 3 = 0.7 angeyeberhabenjenseitsdiesesParame-
terwertesbestehtdie numerischd.6sungde factonur nochaus,numerischenRauscheh Wir wollen an
dieserStellebereitsdaraufhinweisen daRaufgrundder prinzipiellen Fehlerlosigleit von E* die numeri-
schemit dertheoretischeRegularisierterilbereinstimmeisollte.

Die theoretischetUntersuchungeim Abschnitf®® 9.3 habejetzt gezeigt,und wir wollen an dieserStelle
explizit daraufhinweisengdal3die regularisierte dsungMg derkomplexwertigenintegralgleichungronder
SeitedesVerfahrenshernuraufgrunddesDatenfehlerginenvon Null verschiedeneimaginarteil besitzen
kann;derreineFehlerdesRegularisierungserfahrensalsoderFilterfehler kannkeinenJmWg erzeugefr

- sowir die Gesuchtalsrein reell voraussetzerEineweiter Quellefur einennichtverschwindeneimWg

wird ebensalergesamtenumerischd-ehlersein.Der Imaginarteil der Regularisierten(10.6)ist somitein

weiteredMal3respektve Indiz fir dengesamteriRegularisierungsfehlewobeijetzt der FehlerderNumerik
mit enthalterist.

43sieheAbschnittB.3, Seite355undbeispielsweis¢BB93, Bre65 Wal94]
4sieheGleichung(9.24),Seite154

4SsieheauchAbschnitt9.5.2,Gleichung(9.222)auf Seite191

46wir werdenim folgendendie , Multiprazisionszahlénals MP-Zahlenbezeichnen.

4"Die GroRederdoubl e-Zahlenbei dervon unsverwendeterHardware (Prozessorerfetrug64 Bit.
“8sieheauchAbschnitt5.3.3und 6.2

“Ssieheauchbeispielsweis&leichung(5.55), Seite78 und Gleichung(9.50)bzw. (9.52),Seite158
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Abbildung 10.5:ZusammenbructesphanomenologischeAnsatzedeidoubl e-Zahlen;0.5 <3 < 0.7
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Abbildung10.6:ZusammenbructesphanomenologischeAnsatzedeidoubl e-Zahlen;0.6 <3 < 0.7
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Betrachterwir nundie GrapherderAbbildung 10.5,sostellenwir fest,dalin der Tat JmWg mit wachsen-
demFehlerin der (eigentlichinteressierenderfRegularisiertertRe g zunimmt. Der oszillatorischeCha-
raktervon JmW laltvermuten dal3die Fehlerquellehauptsichlichein numerischsystematischefehler
seinwird. Obwohl die Datenprinzipiell als fehlerlos,bis auf die Tatsachedal3jeneals ,doppeltgenaugé
Zahlenvorliegen,betrachtetverdenkdnnen reichtderennumerischeésenauigleit offensichtlichnicht aus,
um systematisch&ehlerbei dernumerischenntegrationiiberdenoszillierenderkKernin (10.6)zu verhin-
dern,und diesesgilt bereitsbei einemWert von 3 = 0.5. DaR der Fehlerhauptgchlich ein numerischer
seindurfte, wird zusatzlichdurchdie Graphernvon e W gestitzt: abf3 = 0.6 nehmendie (systematischen)
Oszillationenin derRegularisierterzu, undbeif = 0.7 bestehtler Graphquasinur nochausOszillationen.
Desweitererandertsich die Gestaltder Graphenvon 3 = 0.6 auf 3 = 0.7, aufgrunddesEinflussegenes
Fehlersbetiachtlichund zwar analogzum Datenfehlereinflufgin Umstand deraufgrundder Grapherdes
Kerns®, in der Abbildung 10.1 auf Seite225 schonzu vermutenwar. Die Abbildung 10.6 auf der vor-
herigenSeite,in derwir die Graphender Regularisiertenfur den Parameterbereicf0.6, 0.7], quasiden
»Weg in die Oszillationef\, detailierterwiedegegeberhabenyerdeutlicherdiesenSachwerhalteindrucks-
voll: sobaldderEinfluRdesnumerisctsystematischeRehlersanBedeutungyewinnt, reichthier bereitsdie
minimaleVariationvon A3 = 0.02 aus,bis dieserFehlerdie Grapherabsolutdominiert.

In der Abbildung 10.7 auf der nachstenSeite sind jetzt die Ergebnisseder auf der Basisdes Datentyps
doubl e gewonnenregularisiertenLdsungerder IntegralgleichungdesReal-und desimagirarteils,Glei-
chungen(10.2) und (10.3), auf die Variablet substituiert,zusammengefi3t daigestellt. Wir habendort
wiederumdie Graphender theoretischerregularisierten\/\/éh mit den numerischerErgebnisserWB1 der

Real-undWB2 derImaginarteilgleichungpei der VariationdesParameter$ im Intervall [3.5, 4.0] mit der
SchrittweiteAp = 0.1, verglichen.

Als erstedHallt unsauf, sowir dieseErgebnissemit jenendeskomplexwertigenAnsatzessergleichendald
die Numerikerstsehrviel spaterbei einemWertvon 3 = 4.0, im Gegensatzu 3 = 0.64, zusammenbricht
respektve der Einfluld desnumerischeriehlersbei diesemWert merklich an Dominanzgewinnt. Dieses
Zusammenbrechelauft jedochanalogwie im obigenFall ab: sobaldder Einflu des Gesamtfehlersn
denGraphersichbarwird, geriigt einevergleichsweiséleine VariationdesParameter$, bis jenerFehler
(absolut)ddominiert,waswiederumein Hinweis auf einenexponentiellansteigend€&influ fiir wachsendes
B ist. DieserHinweis bzw. dieseVermutungwird durchdie Abbildung 10.8auf Seite238 untermauertin
derwir die Graphenfir die Parameterwert@ = 3.9, 4.0 und 3 = 4.1 wiedegegebenhaben:warenddas
Ergebnisfur B = 4.0 fastnochals akzeptabebetrachtetverdenkdnnte besteherie Grapherbei3 = 4.1
nur nochausOszillationenausdenenwir keinerleilnformationentiberdie gesuchteéDichte mehrablesen
kdnnen.

Weiter fallt auf, daRdie Oszillationenweniger, systematischalsin denobigenFall deskomplexwertigen
Integrals(10.6) zu seinscheinenEin Grunddafur wird die (notwendige)Konversionder doubl e-Zahlen
zu MP-Zahlenin der Integrationsroutinesein,in der die ,restlichefi Ziffern der M°-Zahlenu.U. ,zufallig
aufgefillt* werdenund der dadurchentstehendeusatzliche,stochastisclfeFehlerentsprechenérstbei
hoherenParameterwertemerkbarwird, so daf3jener Fehleranteilim obigenFall der komplexwertigen
Gleichungbei denParameterwerterfiir die die eigentlicheNumerik, alsodie Integrationiiberdie Oszilla-
tionen,zusammenbrichfjochnicht sichbarist.

Mit der Abbildung 10.9 auf Seite240 seinun die stabilisierendeEigenschafder MP-Zahlendemonstriert,
selbswenndie Datenselberalsdoubl e-Zahlenvorliegen.Wir vergleichenin derAbbildung10.9wiederum
dietheoretischeRegularisierteNéh mit dennumerischerergebnisseis, wobeidie vorgegebend-unktion,
wie bisher an beliebig vielen Stellenin Form von doubl e-Zahlenvorlagen.Die mit den Kreisen,, ("
damgestelltenErgebnissevurdenmit einem,doppeltgenati bekannterkern ®g (double)berechnetdie
mit denQuadraten, 0 symbolisiertermit einem,wie bereitsbei denbisherigenErgebnissengdurch M-
ZahlendamestellterKern ®g (MP), wobeidie numerischerAlgorithmendannwie obendementsprechend
ebensaufMP-ZahlenbasierenWir wollen nichtunermahntlassendalwir exemplariscmurdie Ergebnisse
der Regularisierung(10.3) der Imaginarteilintegralgleichungwiedegegebenhaben,da die Ergebnisseur
die Realteil-unddie phanomenologischimtegralgleichungrsollig analogzu denhier damgestelltersind, mit
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Abbildung10.8:ZusammenbructlerReal-undIimaginarteilgleichungemeidoubl e-Zahlen;3.9< 3 < 4.1
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AusnahmelesParameterbereicfi8 bei der phanomenologischen.

Bei B = 3.9 sinddie oszillatorischerAnteile mit dendurchdoubl e-ZahlendamgestellterKernbereitsdeut-
lich sichbarwohingegendie dazukorrespondierenddargebnissenit den,MP-Kerr' nochkeinederartigen
Anteile aufweisen Besondergleutlichist die Stabilisierungdurchdie MP-Zahlenjedochbei 3 = 4.0: bei
denrein aufdoubl e-Zahlenbasierendeizrgebnisdominierenhier bereitsdie Oszillationenabsolut,Infor-
mationeniiber die gesuchteDichte kdnnenhier nicht mehrabgeleserwerden,wohingegen jene Anteile
bei denmit dem,MP-Kerri' erzieltenErgebnissemochverhaltnisméRiggeringsind; hier kdbnnenwir noch
einigelnformationeniiberdie Dichteableiten.Obwohl wir bereitsandervoranggangenerbbildung10.8
abgelesehabendallbeiden,MP-Kerneri die Numerikdanndochbereitsbei3 = 4.1 enddiltig zusammen-
bricht, kbnnenwir als Fazit ziehen,dalRdie Verwendungler MP-ZahlennichtsdestotrotzinenVorteil, in
Form einermitunterauchnur kurz tragenderstabilisierendefVirkung, gegeriiberderVerwendungreiner)
doubl e-Zahlenhat.

Nachdemwir uns nun mit dem Zusammenbructder Numerik bei der Bereitstellungder Daten durch
doubl e-Zahlenundder, zumindesiprinzipiellen,stabilisierendettigenschaftder MP-Algorithmenrespek-
tive -Zahlenbesclaftigt habenwollen wir unsjetzt sozusagener grundstzlichennumerischerAnwend-
barkeit der durchdie Gleichungen(10.1) bis (10.3),respektve jeneauft transformierterund somitin die

allgemeineForm (10.5) gebrachtengegebenerregularisiertenL dsungerzuwendenWir stellenuns, mit

andererWorten,alsodie Frage,ob die Darstellungder Regularisierterdurchstabilisierendékerne,insbe-
sonderamit denhier explizit anggebenerkerner?! (9.10),(9.15)und (9.16),fir eine praktischeAnwen-
dungim denSinneuberhaupgeeignesind, dalauchnumerischtatsachlichfury — 0 (B — «) derLimes
Wg — W gilt. Dabeimusserwir natirlich, entsprechedenAusflihrungeram AnfangdesAbschnitts10.4,
die prinzipielle Fehlerlosigleit der Datenvoraussetzergusgenommeder intrinsischemumerischereh-
ler aufgrundderendlichemumerischeiDarstellbarleit undendlicherRechenzeitkonkretbedeutetieses,
dalwir jetztnichtnurdie Kerne®>?, sonderrauchdie vorgegebeneli.)atenléf2 durchMP-Zahlendarstel-

len - die Algorithmen zur Integrationsind selbsterstndlich entsprechenduf MP-Routinenadaptier?? -
undjeneDatenwiederumals quasikontinuierlichbekanntvoraussetzen.

Die Abbildung 10.10auf Seite241 zeigtjetzt die Ergebnisseler sonumerischintegriertenRegularisierten
(10.6) deskomplexwertigenphanomenologischeAnsatzesEbensowie bereitsin den Abbildungen10.5
und 10.6 habenwir hier sovohl eV als auchJImWg wiedegegeber®. Die interne Prazisionder M-

Zahlenbetrugbei diesenErgebnissempi pl = 100,alsodenstandardraRigenwert4.

Bis B = 3.1 konnenwir keinemerklichenAbweichungerxwischerwéh undW; (visuell)erkennentatsachlich
weichenbeideFunktionennur in denBereichenjn denendiesegegenNull strebenpei diesenParameter
wertnumerisctvoneinandeah Die Ergebnisséiir § = 3.2 sindmehrderVollstandigleitwegenangeyeben:
hier bricht selbstbei der Verwendungier MP-Zahlendie Numerikzusammemnd die FunktionWg besteht
vollstandigausnumerischerRauschenlm Gegensatzu einemWert von ca. 3 = 0.62, bei denendie auf
~doppeltgenaué DatenbasierendéNumerik zusammenbrichtsind wir mit 3 = 3.1 schoneinengrofRen
Bereichfir B weitegekommen,was die Vermutungnahelgt, dal3 mit einer Erhdhungder Genauigleit
mpi pl  derMP-ZahlenderWert fur 3, bei denendie Numerikdannzusammenbrechesird, erhbhtwerden
kann,wobeiwir dabeijedochmit einerlangererRechenzeitechnermiissengazuspatermeht

Wie schonim Fall ,doppeltgenauér Daterr®, ist hier der Imagirérteil der (numerischenRegularisierten
wiederumein Mal3 fur dennumerischerfFehler:bei f = 3.0 ist JmWg zwar nicht mehrfur alle t-Werte
tatsachlich Null, diesesgilt im Rahmender Numerik fur kleinere B-Werte, doch mit || JmWg_3 [« <
2 10~°, numerischermittelt, nochin einem geeigneterAkzeptansrahmerDer entsprechend&Vert bei

50sieheobigeAusfithrungerzur Abbildung 10.5f

5lsieheAbschnitt9.4, Seite174F

52Esseiandie Bemerkungerauf Seite228 zur npf un++ Bibliothek erinnert.
53esseiandie diesbeiiglichenBemerkungerauf Seite233verwiesen.
S4sieheTabelle10.2auf Seite229

55sieheAbbildung10.5und 10.6
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Abbildung10.9: Stabilisierendéigenschaftier,, MP-Zahlert
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Abbildung 10.10: PhanomenologischeAnsatz: Regularisierungmit reinen ,MP-Datert; npi p| = 100,
3.0<B<L32
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B = 3.1 ist Ubrigens||JmWs_3 /| < 0.0018.DieserWert, undinsbesondereer GraphJmWs_3 1, weist
bereitsauf einengroRerwerdendertinflul? desgesamtemumerischerehlershin. Desweitereregendie
Graphenvon JmWg insgesamtlie Vermutungnahe,da jeneim Gegensatzu denauf, doppeltgenaug
Datenbasierend&rgebnissekeinereinensystematischemszillatorischerstruktureraufweisendafhier
der groR3teEinflu im numerischerFehlerdochdie endlicheZahlendarstellungein dirfte, derenFehler
sichmit densystematischeRehlerndernumerischemntegration,die maninsbesondera denGrapherbei
B =3.0undp = 3.1 erkennerkann,lberlagert.

Um dasAnwachserdesnumerischeiiGesamt-)Fehle@uchquantitaty zu charakterisiereryndderVollstandig-
keit halber haberwir in der Tabelle10.3die in derL2-Norm, entsprechendumerisch® approximiert,ge-
messenéE)ifferenzzwischen\Néh undWg fur die in der Abbildung 10.10wiedegegebenerParameterwerte
ang@eben.

| B [ W —wgli?, |

30| 9.2-10°1°
31| 20-10706
3.2 7.3-10°97

TabeIIe10.3:Differenzzwischerwéh undWg beinpi pI =100

Wie anhandderebenbesprocheneAbbildungauchnicht anderszu erwartenist, liegt der Betragder Dif-
ferenzbei = 3.1 in einemnochakzeptablerRahmenjnsbesonderevennwir unsandenzu diesemWert
korrespondierendeGraphervon JmW erinnern,wohingegender Wert fur B = 3.2 entsprechenérwar-
tungsgemRweit jenseitsaller akzeptablersrenzersichbefindet.

In derAbbildung 10.11aufdernachsterSeitesindjetzt die numerischerErgebnisseler Auswertung’ der
Gleichunger(10.2)und(10.3),aufdie Variablet substituiertwiedeigegebenwobeiwir, wie beidenvoran-
gegangener\bbildung,jeneErgebnissenit dertheoretischeRegularisierten(10.14)vergleichen Wie die
LegendederAbbildung10.11zeigt,habenwir nurdie Ergebnissalerregularisierterimaginarteilgleichung
explizit anggeben.Diese sind wiederumals exemplarischzu betrachtenund tatsichlich unterscheiden
sichjetztdie Ergebnissédir die Real-von derimaginarteilgleichungselbstim RahmerderMP-Algorithmen
nichtodernur derartgering- fir die maximaleAbweichungder Regularisierterilt [[Wg —Wg || < 10710

- daRdieseim RahmereinerGrafik visuell nicht darstellbarsind.

Konkrethabenwir in der Abbildung 10.11die Ergebnissdir die Werte desRegularisierungsparameters
im Bereich4.0 < 3 < 9.0 anggebenpeginnensomitander Stelle,bei derdie auf,,doppeltgenaué Daten
basierenddRegularisierungzusammenbrich. Selbstbei = 9.0 kdnnenwir noch keine merkliche Ab-
weichungzwischenwéh undWg ausmachenAnhandder Abbildung 10.8 auf Seite238, in derwir quasi
denWeg desZusammenbrecherter Numerik dokumentierhaben erkennenwir, dal3tatsachlicherstbei

B = 9.4 sichnumerisché-ehlerbemerkbamachenjei 3 = 9.3 sind visuell nochkeineFehlerin Wg aus-
zumachensonderrtatsachlichnur bei einem(numerischenyergleichmit Wéh, wobeisichjeneFehlerauf
denBereichderDichtenbeschéanken,in denendiesegegenNull gehen.

Wie in denvoranggangenembbildungen sofallt auchhier auf, dainnerhalbeinerkleinenVariationdes

56Die L2-Norm wurdegenaRdereinfachennumerischerQuadraturformetiurch

2
th
HwB — W

W) - wix)

approximiert,wobei (offensichtlich) x die Stellensind, an denenW; numerischbestimmtwordenist und Ax; die entsprechende
Schrittweiteist; siehe[Sto99 PTVF92]. Ebensowollen wir daraufhinweisen,dawir in dieser wie auchin den nachfolgenden
Tabellen tatsichlichdenquadmatischenFehler, also[|~||f2, ang@ebenhaben.

57Fiir die interneGenauigkit der MP-Zahlengalt wiederumnpi pl = 100.
S8siehedie entsprechendabbildung 10.7
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-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Abbildung10.12:Real-undImaginarteilgleichungRegularisierungnit reinen,MP-Datert ; npi pI = 100,
9.3<B<95
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Parameter$ die Fehlerin der Numerik starkzunehmenkdnntenwir dasErgebnisfur 3 = 9.4 alsnoch
geradeakzeptabelm Sinneder Moglichkeit, Informationentiberdie Gesuchtezu erhalten betrachtenso
ist dasErgebnisfur 3 = 9.45, ebensan diesemSinne,groRtenteilmicht mehrbrauchbarunddasErgebnis
fur B = 9.5ist offensichtlichzu verwerfen Die GrapherderAbbildungen10.10bis 10.12sindsomit,alsein
(vorlaufiges)razit, weiterelndizienfurr einenexponentielldivergenterEinflud desnumerischerrehlers.

[ B [ Ivg" Wiz, |
9.3 1.8-107%
9.35 0.0015

9.4 0.16
9.45 14.56
9.5 166555

TabeIIe10.4:Differenzzwischerwéh undWB2 beinpi pl =100

In derTabelle10.4haberwir wiederumdie in derL.2-Norm, entsprechendumerischapproximiertgemes-
seneAbweichungzwischerf\lvéh undWB2 fur denebenbesprocheneRarameterbereicfAbb. 10.12)ange-
gebenDerWertfur g = 9.3 weilRtbereitsauf denbeginnenderkinfluB desnumerischerfGesamt-)Fehlers
hin. Insgesamsind dieseWerte, wie auchdie der entsprechendemabelle 10.3fur die komplexwertigen
Gleichung ein weiterer und gewissermalRefundierterer quantitatver Hinweis auf einenwiederumexpo-
nentiellenEinflul desgesamtnumerischdrehlers.

Wie wir bereitsauf Seite239 bei der Besprechungler Abbildung 10.10bemerkthabenwerdenwir durch
eineErhdhungderGenauigleitmpi pl derMP-ZahlendenParameterbereiclin dendie Numeriknochnicht
zusammengebrochést, erhbhenkdnnen.Dalldiesedatsachlichder Fall ist, demonstrieremie Abbildun-
gen10.13auf Seite247 und 10.14auf Seite248, in denenErgebnissdir die Genauigleit mpi pl = 200
damestelltsind.

In derAbbildung10.13sinddie ErgebnisselerNumerikderRegularisierter(10.6),alsodeskomplexwerti-
genAnsatzesfir denParameterbereich.3 < 3 < 4.5 wiedeigegebenwobeihier, wie in denentsprechen-
denvoranggangenerbbildungenwiederumsovohl ReW alsauchImWg desnumerischerErgebnisses
aufgetragersind. Durch die Verdopplungder Rechengenauight® ist esunsalso gelungendie Regula-
risierungder MP-Datenjetzt bis zu 3 < 4.5 zu betreiben DasErgebnisbei B = 4.6 habenwir nicht mehr
wiedegegebenweil hier die Numerikbereitsvollkommenzusammengebrochést; im betrefendenGraph
dominierendie Fehleranteile.

| B [ MG — vl |
43| 1.3-10°36
44| 20-1071°
45 0.1

46| 7.2-101

Tabelle10.5:Differenzzwischen\Néh undWg beinpi pI =200

Wie nicht anderszu erwarten,ist wiederumJImWg ein MaR fur den numerischerfehler Etwas tberra-
schendbeim Vergleichmit denErgebnissernn der Abbildung 10.10beinpi pI = 100, ist jetzt aber dal
wir in jenenGrapheneinengrof3erenEinflul? einessystematischenumerischeri-ehlersgegeribereines

S9Tatsachlichhaberwir die numerischéarstellungder Zahlen, verdoppett.
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numerisch,stochastischénFehlers begriindetdurchselbsterstindlichnochimmer endlichenZahlendar

stellung,erkennenkdnnen.In der Abbildung 10.15auf Seite249 habenwir deswgenden Mittelteil des
Graphenvon JmW bei 3 = 4.5 vergrol3ertwiedegegebenwir konnenhier deutlichdie Uberlagerungei-

nessystematischeaond einesdurchdie Endlichkeit der Zahlendarstellungesultierendenstochastischén
numerischerrehlersbeobachterd.h. beideFehleranteilesind hier prasent.

In derTabelle10.5ist nun(wiederum)diein derL2-Norm, natirlich entsprechendumerischapproximiert,
gemessenébweichungder Funktionenwéh und W voneinanderaufgelistet.Wir habendort auchdie

Abweichungfur B = 4.6 angegyeben die daraufhinweist, dalder entsprechend&raphtatsachlichdurch

denFehlereinflufdominiertseinwird. Die Wertebesttigenwiederum,ebensavie voranggangenenden

Hinweis desexponentiellanwachsendettinflussesdesnumerischeriFehlers- bei einervergleichsweisen
minimalenVariationAB = 0.1 desRegularisierungsparameters.

DiesenTeil desAbschnittesabschlielendyendenwir unsnochkurz der Diskussionder Abbildung10.14
auf Seite248zu, in derdie entsprechendergebnisseler Regularisierungder Integralgleichungdesima-
ginarteilO fur denParameterbereich3.0 < B < 13.6 wiedegegebersind.

\ B \Ilwéh—Wéllﬁz\
130| 9.7-10°3%2
134| 1.2-107%8
135 0.007
136 350605
137 1.4-10%

TabellelO.G:Differenzzwischerwéh undWB2 beinpi pI =200

Die Tabelle10.6listet wiederdie in der L2-Norm gemessen@bweichungvon Wg zu \/\/éh in jenemPara-

meterbereiclauf, wobeiwir, entggender Abbildung, nochzusatzlich denWert bei f = 13.7 angeeben
haben.

Saowohl ausder Abbildungwie auchausder Tabellekdnnenwir ablesendal3wir beieinerGenauigleit von
mpi pl = 200 den Regularisierungsparamet®is zum Zusammenbrecheder Numerik bis auf f = 13.5

erhbhenkdnnenwobeiwir danneinenquadratischefrehlervon 0.007 gegeriiberdertheoretischefRegu-
larisiertenerhalten.Die Abbildung 10.14besatigt die bisherigenrBeobachtungezum Verhaltender Gra-
phen,insbesonderdesstarkanwachsendetrehlereinflussebei einerminimalenVariation A = 0.1 des
ParameterseEsfallt jedochzusatzlichauf, unddiesekdnnenwir ebensdimplizit) ander Abbildung10.13
beobachtendaR dasZusammenbrechetler Numerik, alsoder Fehlereinflu3 pei Variationvon  starker
ansteigrespekive zunimmtalsbeidenzunpi pl = 100entsprechenborrespondierendergebnisseft,

wasletztendlichein weitererGrundfur die HypotheseeinesexponentiellerEinflussedes(gesamtenhu-

merischerFehlersdarstellt.Esist UibrigensmiiBig zu erwahnen dalRdie Werte desquadratischeifrehlers
jeneHypothesezusatzlichuntermauern.

60Es geltenhier die entsprechendeBemerkungerauf Seite242 iiberdie Wiedegabeder Ergebnissdiir die Gleichungen(10.2)
und(10.3)wie zur Abb. 10.11.

61sieheAbb. 10.10fund 10.11f
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Abbildung 10.13: PhanomenologischeAnsatz: Regularisierungmit reinen ,MP-Datert; npi pl = 200,
43<B<45
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Abbildung10.14:Real-undImaginarteilgleichungRegularisierungnit reinen,MP-Datert ; npi pI = 200,
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Abbildung10.15:3mWg; npi pl = 200

10.4.2 DasCole-Davidson Modell

Nachdem Drudemodellwollen wir unsnun dem Cole-DavidsorModell zuwendengdesserDichte?? wep

durch
sin{rop (L)a ( L )a fir 0<-t<1
Wep(T) = T \fep/ \teo™t ) fco , (10.15)
0 fur 1< T <®

mit 0 < o < 1, gegebernist, unddie dazukorrespondierendBichteWs,, ist danrf® durch

sinfre} g-at—teo) (1 g-(t-teo)) " fij —(t~tcp)
V\ko(t)={ T € (1 e ) fur O<e <1

(10.16)
0 fur 1< e (t-tep) < oo

?

gegebenwobei 1, = €7 gesetztwordenist. Wir erkennenam Ausdruck(10.15),daR die Dichte wep
gegerilberpep zwar nichtmehrdie schwacheDivergenzfiir t — 0 aufweist,abernochdie ebensschwache
flir t — Tcp, welchesich (selbsterstindlich)bis in die DichteWs,, fortpflanzt,d.h. esgilt®

Weo(t) = O ((1_ e—(t—th)) ‘“) firt >tp  (t>tep) - (10.17)

Wie wir bereitsim Abschnitt9.5.2auf der Seite206 bemerkthaben,st geradediesesasymptotisché&/er-
haltenundderUmstand daRdie Cole-DavidsonDichte zur Interpretatiorvon MeRdaterverwendet® wird,

62sieheAbschnitt3.3und[DC51]
63sieheauchAbschnitt9.5.2,Gl. (9.244)auf Seite212
64sieheauchAbschnitt3.6,Gl. 3.73auf Seite45
65siehewiederumz.B. [Bec88 DC51]
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derGrundauchjeneDichte zum Testender Numerikheranzuziehen.

Wie bei der Behandlungder Drudedichteim voranggangenerbschnitt 10.4.2,werdenwir zuerstdas
Zusammenbrecheden Numerik bei der Bereitstellungder Daten durch den Datentyp,doppeltgenat
untersuchenyobei,denobigenUntersuchungeantsprecherf§, derregularisierendeferneunddie Inte-
grationsroutinelurchMP-Zahlendamgestelltwordenist.

Betrachterwir wiederzuerstdie Regularisierung(10.6) der komplexwertigenintegralgleichungWir wer-
denunsdabeiaufa = 0.5 alsWertdesModellparametedesCole-DavidsonModellsbeschanken,alsquasi
exemplarisctfur dengesamterrarameterbereiction a, denntatsachlichweichendie Ergebnissédeiglich
der Werte desRegularisierungsparametefls an denendie Numerik zusammenbrichtei einer Variation
desModellparameterst nur derartvoneinandeiab, daf3jene sich erstab der zweitenNachlommastelle
bemerkbamacherundsopraktischmaminal undirrelevantseindirften.

Bevor wir unsdie Grapheransehenseiauf die Tabelle10.7verwiesenjn derwir diesmaldie Abweichung
der RegularisiertenW von der Cole-Davidson Dichte (10.16) aufgelistetist, wobei jene wiederin der,
numerischapproximiertefi’, L2-Norm gemessemordenist.

B[ I g%, |

1.0 0.078
11 0.090
12 0.092
13 0.093
1.35 0.548
14 17077

Tabelle10.7:Differenzzwischen, undW bei,doubl e-Datert; a = 0.5

Wie schonbei den Untersuchungerur Drudedichte so fallt der sprunghafteAnstieg desquadratischen
Fehlersbei einerkleinenVariationdesParameter$ auf, insbesonderbei demUbemgangvon = 1.35zu
B = 1.4, bei der der quadratischéehlervon 0.548 auf 170.77 ansteigtwodurchwiederein exponentiell
steigendeFehlereinflulhaheelegt wird.

Dementsprechensehendie Graphender regularisierter\g aus,die wir in der Abbildung 10.16auf der
nachsterSeite,in derwir denParameterbereich.0 < § < 1.2 wiedeigegebenhaben,und der Abbildung
10.17auf Seite 252, in der der Bereich1.3 < 3 < 1.4 wiedegegebenist, abgebildethaben.Ebensowie
in denentsprechendeAbbildungendesvoranggangenermbschnitts,habenwir in derlinken Spalteder
AbbildungertRe W undin derrechterimWg wiedegegebenDer Imagirarteilderregularisierte\ ist of-
fensichtlichwiederein MalR fur dengesamtemumerischerehler Erwartungsgeral3wachstder (absolut)
Betragvon JmWg mit steigendenf, undwir kdbnnennebenoszillatorischerAnteile, die auf einensyste-
matischemumerischerrehlerhindeutengbenseineUberlagerungnit stochastischartigefehleranteilen
erkennenDie letztererkdnnenwir wiederdadurcherklaren,daf3beiderKornversionderdoubl e-Zahlenzu
MP-Zahlendie letztenZziffern quasizufallig aufgefillt werden.

Der Einflul? einessystematischenumerischerFehlerskonnenwir insbesonder@ochbei f = 1.3 in der
Abbildung10.17erkennenin denGraphender Regularisiertersind deutlichoszillatorischeSchwelnngen
in denBereich,in denWp identischNull ist, zu erkennen.Diese Schwelingenund der ,stochastisclie
numerische-ehlernehmenbereitsbei einer Variationvon AB = 0.05 deutlich zu. Aus der regularisierte
Losungbei 3 = 1.35 kannman aufgrunddesstarkangavachsenenirehlereinflusseaur noch mit gutem
Willen auf die zugrundeligendeDichte W schlieRenganzim Gegensatdei demWert 3 = 1.3, wo wir

trotzt desBeginnensdesAnwachserdesFehlersnochdie reine,mit einemGaul¥filtergavonnenetheoreti-

66sieheauchdie Bemerkungemuf Seite233
67sieheFulRnote56 auf Seite242
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Abbildung 10.16:Wp: ZusammenbrucldesphanomenologischeAnsatzedei doubl e-Zahlen;a = 0.5,
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Abbildung 10.17:Wp: ZusammenbrucldesphanomenologischeAnsatzedei doubl e-Zahlen;a = 0.5,
13<B<14
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scheRegularisiert€® erkennerkonnen.

Wendenwir uns jetzt der auf ,,doubl e-Datert basierendenwiederumin der Form (10.5) damgestellten,
Regularisierungder Realteil-und Imaginarteilintegralgleichungzu. Generellsei jetzt - wie in denvoran-
gegangenerAbschnitt- mit WBl die regularisierteder Realteil-und mit WBZ die derImaginrarteilgleichung
bezeichnet.

| B | IMeo—WEIIZ, | [MEo —WEIIZ, |

3.0 0.070 0.070
35 0.072 0.072
3.8 0.073 0.073
3.9 0.118 0.076
4.0 2.481 0.222
4.1 1380 7.934

Tabelle10.8: Differenzzwischensp undjeweiIsWB1 undWB2 bei,doubl e-Dateri; a = 0.5

In der Tabelle10.8 habenwir wiederdie in der numerischapproximierteri.?-Norm gemesseneAbwei-
chungderregularisiertervon derexaktenL dsungaufgelistetDie Fehlerverhaltensichjetzt genauso, wie
wir esaufgrunddervoranggangenetntersuchungearwarten:iibereinenweitenBereichsteigtdiesetbei
einerkleinenVariationdesRegularisierungsparametegsringfigiganbis zu demWert,abdemderEinflul3
desgesamtemumerischerrehlersdominantwird; anschlieRendteigtder Fehlerbei einerkleinenVariati-
on, hierkonkretvon AR = 0.1, drastischan- waswiederdie VermutungdesexponentiellerEinflussesles
numerischerrehlersbestrkt.

Wendenwir uns jetzt einemanderenPunkt zu, dennwie bereitsbei der entsprechendebntersuchung
desZusammenbrechemer Regularisierungm Modellfall der Deltadichté&®, sokénnenwir schonanhand
der Tabelle10.8ein leicht graduellunterschiedliche¥erhaltenbei der Regularisierungder Realteil-und
derImaginarteilintegralgleichungbeobachtendie Regularisierungdesimaginarteilsbricht graduellspater
zusammerals die desRealteils,genauemnimmt der Fehlereinflufentsprechendraduellspaterin der be-
obachteterdrastischer-orm zu. Visuell besttigt wird dieseBeobachtungn der Abbildung 10.18auf der
nachsterSeite,in derwir denBereich3.0 < 33.8, und in der Abbildung 10.19auf Seite255, in der wir
denParameterbereicB.9 < B < 4.1 wiedegegeberhabenIn derlinken SpaltejenerbeidenAbbildungen
haberwir WBl undin derrechterWBZ, jeweils verglichenmit derexaktenDichteWp fiir a = 0.5, abgebildet.

Wir erkennenin der Abbildung 10.18in der regularisierterWBl bei B = 3.8 bereitsdie erstenoszillatori-
schenUberlagerungerdie wir in WBZ zwar bei diesemParameterwerbereitserahnerkdnnen,dochderin

dieserDeutlichkeit erstbei 3 = 3.9, in der Abbildung 10.19,zu beobachterist, bei demin denGraphen
von WBl die Oszillationenbereitsdeutlichan DominanzgegeriiberdenFilterfehlergevonnenhaben.Bei

3 = 4.0 wird der Graphvon WBl praktischvollkommenvon dennumerischerirehlerdominiert,wobeiwir
im Gegensatalazuam entsprechende@raphernvon WBZ die zugrundeligendeDichte W, genauederen

theoretischeeineRegularisierte nocherahnerkdnnen Ab 3 = 4.1 sinddie GrapherbeiderRegularisierten
vollkommenvon dennumerischerrehlerdominiert.

Desweitererkdnnenwir, was nicht unerwahntbleibensoll, in den Graphender Abbildungen10.18und
10.19,wie beiderkomplexwertigenintegralgleichungdie Uberlagerunginessystematischenumerischen
FehlersdersichdurchoszillatorischeSchwelingenbemerkbamacht,und einesnumerischenstochasti-
schefi Fehlersderwiederdurchdie Korversionderdoubl e- zu MP-Zahlenerklarbarist, erkennen.

DasFazitderbisherigerintersuchungediesesAbschnittedst also:

68sieheauchAbschnitt9.5.2,Seite9.244
69sieheAbb. 10.7f
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Abbildung 10.18:W.p: Zusammenbruchkler der Real-und Imaginarteilgleichungerdoubl e-Zahlen;a =
0.5,3.0<pB<38
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Abbildung 10.19:W.p: Zusammenbruchkler der Real-und Imaginarteilgleichungerdoubl e-Zahlen;a =
05,39<pB<41
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Regularisiererwir auf der Basis,doppeltgenauer Daten,so brichtim Fall desCole-DavidsonModells’®
die Numerik fir denkomplexwertigen,phanomenologischeAnsatznach'* B = 1.3, die Numerik furr die
Realteilintgralgleichunghachp = 3.8 unddie derImagirérteilgleichunghachp = 3.9 zusammen.

Nachdemwir die Grenzender Numerik bei der auf ,doppeltgenaue Datenbasierenddregularisierung
ausgelotehabenwollen wir unsnun,wie im vorang@angenemi\bschnitt,der Regularisierungeiner, MP-

Dateri zuwendend.h. sowohl der regularisierendeKern Cbé’2 als auchdie VorgegebeneEIt2 sind durch
MP-Zahlennumerischdamgestellunddementsprecherist die numerischéntegrationsroutineuf MP-Zahlen
respektve -Algorithmenumgeschriebeft. Fir die Genauigleit derMP-Zahlengeltezuerstwiedempi pl =

100.Wendenwir unszuerstwiederder RegularisierungdeskomplexwertigenAnsatzesu.

(8 [ IMeo—Wll%, |

2.0 0.070
25 0.091
3.0 0.098
31 0.099
3.15 50.70
3.2 3.1-108

Tabelle10.9:Differenzzwischen\, undW; bei,MP-Datert; a = 0.5, npi pl = 100

In der Tabelle10.9ist nun wiederumdie in der, numerischapproximierten].2-Norm gemessenébwei-
chungderregularisierte\g von derexaktenWe, aufgelistetwobeiwir unsnichtnuraufdenin derAbbil-
dung10.20auf der nachsterSeitewiedelgegebenParameterbereicheschankthaben Die Wertein jener
Tabellebesttigendie bisherigerntersuchungennsbesonderdasrapideAnwachserdes(quadratischen)
gesamterrehlers sobaldder (gesamtehumerischd-ehleran Dominanzgewinnt.

Betrachterwir jetzt die Graphender Abbildung 10.20,in derwir konkretdie wesentlicherEntwicklungen
im ParameterbereicB0< 3 < 3.15aufgetragemabensobesttigenjeneGrapherdieaufgrundderTabelle
10.9gewvonnenVermutungdaRbei = 3.1 dieregularisierté/\g, genauederenRealteil, alsapproximatve
Losungnochvollig geeigneist, wohingegenbei 3 = 3.15 die Regularisiertevon dennumerischeriehler
vollig dominiertwird undletztendlichzu verwerfenist.

Desweiterererkennewir in derAbbildungwiederumdalimWg alsMaRfur den(numerischenlrehlerbe-
trachtetverderkann.Etwasiiberraschenist jetztallerdingsdie Festellungselbsteikleinerer3 3-Werten
wenigerreinesystematisch®szillationenoder Schwelingenim Imagirarteilausmacheru kbnnen,son-
derndaRquasisoforteineUberlagerungon systematischennd, stochastischémumerischerfrehlerquel-
len zubeobachtelst; systematisch&infliussdassersichinsbesonderbei 3 = 3.0 beobachten.

Als nachsteswollen wir uns der Regularisierungder Real- und der Imaginarteilintegralgleichungn zu-
wendenwobeiwir nur exemplarischdie Ergebnissdiir W2, alsoder Regularisiertendesimagirérteils’,
angeberwollen.

"OEsseidaranerinnert,dalwir die Ergebnissdiir denModellparameterwent = 0.5 desCole-DavidsonModellsals exemplarisch
fur denGesamtparameterbereidesModellsanggebenhaben.

"Iwir wollen daraufhinweisendaRdie nachfolgendeertefiir B als Richtwertezu verstehersind. So kénnteder Wert = 3.9
beiWrb nochalsgeradeakzeptabebetrachtetverden.

72Es seidiesbenglich wiederumauf die Bemerkungzur Multiprazisionsbibliothle npf un++ und derenVerwendunginsbesondere
im Rahmerder Programmiersprach@*+ aufderSeite228hingeviesen.

73Diesesgilt auchfirr die kleinerenB-Werte,die wir nicht grafischwiedegegeberhabenwie bsplv. = 1.0 und = 2.0.
74Es sei auf die Bemerkungauf Seite 242 beziglich der exemplarischerWiedegabevon WB2 hingaviesen.Im weiterendieser

Arbeit werdenwir nur dannexplizit die FunktionenWB1 undWBZ. alsodie Regularisiertender Real-und der Imagirérteilgleichung,
wiedegebensodiesesichsignifikantund nicht nur mamginal voneinandeunterscheiden.
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Abbildung 10.20: Wep: PhanomenologischeAnsatz: Regularisierungmit reinen ,MP-Daterf; o = 0.5,
npi pl =100,3.0<B<3.15
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[ B [ IWeo —W2I1% |

8.0 0.095
9.0 0.103
9.1 0.114
9.2 0.116
9.3 0.119
9.4 29.45
9.5 115601
100| 59-10*

Tabelle10.10:Differenzzwischengp undWB2 bei,MP-Dateri; a = 0.5, npi pl =100

Wie bisheriiblich, wurdein der Tabelle10.10die in der (numerischapproximierten).2-Norm gemessene
Abweichungvon W2 zu W aufgelistetund wir kénnenausder Tabellesofort wiederumdie bisherigen
Beobachtungeablesenso dalRwir auf eine (weiteren)Wiedegabejenerverzichtenwollen. Nur kurz sei
erwahnt,dalwir, wie in dervorang@angenefabellezur Regularisierungder PrAnomenologischemjer
nicht nur denin der Abbildung 10.21 auf der nachsterSeitegrafischwiedegegebenerParameterbereich
ang@eberhaben.

Auch die in jener Abbildung wiedegegebenerGraphender regularisierten\Ng- besttigendie bisherigen
Untersuchungensobaldder EinfluR des (gesamtennumerischerFehlersim Graphender Regularisier

ten bemerkbatrist, reicht eine kleine Variation des Regularisierungsparametersier A = 0.1, bis die-

ser Fehlerden Graphenvollstandig dominiertund so die Numerik zusammenbrichtUnd tatsachlichist

die Regularisiertefur 3 = 9.3 trotz beginnenderEinflussesdes Numerikfehlersnoch vollstandig akzep-
tabel, wir kdnnenhier sogarnoch die theoretischeegularisierteder Dichte W, erkennen,doch bereits
bei B = 9.4 ist die Numerikzusammengebrocheder Graphvon W2 wird vom ,Rauscheh desNumerik-
fehlersvollstandig bestimmt.Ein RuckschlufBauf die zugrundeligendeexakte Dichte ist hier, eigentlich
Uberfiissig® zu erwahnen nicht mehrmoglich.

DieseUntersuchungerur Cole-DasidsonDichte 10.16abschlieBendyollen wir kurz die Ergebnisseler
Regularisierungangebenwennwir fur die Genauigleit der MP-Zahlennpi pI = 200ansetzen.

| B [ IMeo—Wg|2 |

4.4 0.081
4.5 5.38
4.6 2.7-101°

Tabelle10.11:Differenzzwische\, undW bei,MP-Datert; a = 0.5, npi pl = 200

Undsoistin derTabelle10.11die Abweichungder Regularisierte\ von derexaktenWe, wiederange-
gebenwobeiwir unshier auf dasEndedesParameterbereichseschankthabend.h. denUbemgangzum
ZusammenbrechaterNumerikangegeberhabenWie bisher wurdein derAbbildung10.22aufSeite261
ReWs undImW grafischdamgestelltjetztfur die Parameterwert@ = 4.4 und3 = 4.5: ersterekennzeich-
netdenletztenWertfir 3, beidemdie Numerik stabil ,alsonochnicht vom (gesamtenhumerischeifrehler
dominiertwird, ist, letztererkennzeichnetiasendgiltige Zusammenbrecheater Numerik. Erwahnenswert
warennur nochzumeinen,da3derEinflulidesnumerischefrehlersggemalider Tabelle10.11mit wachsen-
demp jetzt starker zunimmtalsim vergleichbarerfall mit npi pl = 100; dieseshabenwir bereitsbeider

"SEsgibt abertatsachlichnoch, Wissenschaftlér die ausderartigerRegularisiertenauf die exakte LésungschlieRerwollen. Aus
Pietitsgtindenwollen wir dieseabernicht namentlicherwahnen.
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Abbildung10.21:Wep: Regularisierte\Ng: Regularisierungmit reinen,MP-Dateri; a = 0.5, npi pl = 100,
9.1<B<94
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Drudedichtebeobachteff konnen.JenesVerhaltenbestrkt nochmalsdie Hypotheseeinesanalogerzur
Abschatzund”’ (9.127)exponentiellsteigendeninflussesiesnumerischerfrehlersderein derartiges/er-
haltenerklarenwirdeundwir hier bei hoherenwertefrr 3 sindalsim Fall npi pI = 100.Zum andererist
kurz erwahnenswertiaBwir jetztdeutlicheralsin dervergleichbarembbildung10.20einesystematische
Signaturin JmWg, alsoeinensystematischenumerischerirehley erkennerkdnnen.

Wendenwir unsjetzt, wie Uiblich andieserStelle,denexemplarischerErgebnissemer Regularisierungder
Imaginarteilintegralgleichungbei demParametenpi pI = 200, zu.

[ B[ IMeo—WEIIZ |

13 0.272
13.1 0.329
13.2 0.342
13.3 0.347
134 0.350
13.45 1.010
135 92.835
136 | 8.199.10%
13.7 | 7.398-10%

Tabelle10.12:Differenzzwischengp undWB2 bei,MP-Dateri; a = 0.5, npi pl =200

Die Tabelle10.12listet die Entwicklungder, wiederumin dernumerischapproximierteri.2-Norm gemes-
senenAbweichungder regularisierteW?2 von der exaktenWep auf. Wie bisher so kbnnenwir auchhier
ein dramatische&\nwachserdesFehlersheobachtensobaldder (gesamteNumerikfehleran Einfluf3,und
demzufolgdetztendlichan Dominanzgewinnt.

In der Abbildung 10.23auf Seite262 sindjetzt die wesentlichsterErgebnissalesin der Tabellewiedege-
gebenerParameterbereichgrafischwiedegegeben:wie die Werte jener Tabellebereitsvermutenlassen,
ist 3 = 13.4 derletzte,beidemwir nochkeinenmerklichenEinflu desNumerikfehleran denGrapherder
Reyularisiertenerkennenkdnnen,und entsprechengener Werteist bei 3 = 13.5 die Numerik tatsachlich
bereitsvollig zusammengebrocheWir erkennenandenGrapherder Abbildung 10.23jedochauchetwas
UiberraschendinenandererVerlaufund SignaturdesZusammenbrechemter Numerik: wie sichbereitsim
Graphenrbei 3 = 13.45 andeutetwird die SignaturdesZusammenbrecherser nicht durchOszillationen
und ,,quasi stochastiscte Fluktuationenbestimmt,sonderndurch phantom-und karrikaturhafteRepro-
duktion der fuir die theoretischeRegularisierterWSP, die wir nachfolgendchochkurz kritisch untersuchen
werden typischenSignaturander Stelle,bei derWep ihre schwacheDivergenzaufweist.DiesesVerhalten
ist auchder Grunddafur, daBwir denGraphenbei 3 = 13.5 in der Abbildung 10.25auf Seite263 noch-
malsdetailierter genauein einemAusschnittwiedegegeberhabenwir erkennerhier sogardaf3,wie bei
B = 13.45, jenetypischeSignaturvon WBCD bei der schwachenDivergenzin einemkleinenintervall sogar
nocherkennbamachgebildetvird. Dieseskannjetzt, ehrlicherweisegherZufall sein,docherkennenwir an
denGrapherbeify = 13.45undf = 13.5 deutlichdie Dominanzeinessystematischenumerischerrehlers,
gegeribereinessich mehr,stochastischauswirkenden der sich durchdie Erzeugungvon ,,Phantomeh
dererwahntentypischenSignaturauszeichneiir wollen erwahnendalRdiese,Phantome, sobaldsiebe-
obachtetwverden auchbei einerErndhungder Stiitzstellenbei gleichzeitigeVerringerungder Schrittweite
in dernumerischemntegrationnicht prinzipiell verschwindensondermur Form undLageverandernDie-
seshabenwir, letztendlichwieder exemplarisch,n der Abbildung 10.24 auf Seite 263 dokumentiert,n
derwir die Regularisiertebei f = 13.45 fur zwei verschieden&\Verte der StiitzstellenN der numerischen
IntegrationwiedeigegeberhabenDaslntegrationsinterall | war beibeiden—20.0; 20.0]. Bemerlenswert

"8siehedie Ausfiihrunger246
"TsieheAbschnitt9.3.2,Seite170
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Abbildung 10.22: Wep: PranomenologischeAnsatz: Regularisierungmit reinen,MP-Dateri; a = 0.5,
mpi pl =200,44<B3<45
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15

15

Abbildung10.23:Wep: Regularisierte\Ng: Regularisierungmit reinen,MP-Dateri; a = 0.5, npi pl = 200,
133<B<135
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Abbildung10.25:Wep: RegularisierteWé: Detailsbeif = 3.5
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andieserAbbildungist UbrigensdaRhier die Phantombilderbei denhier wiedegegebenerwertenfir N,
gespigeltundvergroRertwerden.

Bevorwir mit denUntersuchungeaneinemweiterenModell fortfahren soll, wie obenbereitsangekindigt,
die RggularisierunglerCole-DavidsonDichtekritisch betrachtetverden Konkretist die reine, theoretische
Regularisierte\NgD, die gemraRderallgemeinerGleichund?® (5.61)durch

WP (to) = / Weo(t) Fp(to—t) dt

wobeiFg wiederkonkretdie gemaf3(9.23)bzw. (9.218)gegebendsauRschdollifier -Funktior'®,

Fa(t) = %[ exp(—p%2)

sei,gegeben An demobigenAusdruckfur Fg unddenAusdruck(10.16)furWep kodnnenwir ohneSchwie-
rigkeitendie Existenzvon WBCD fur allet ableserrespektve die Existenzund KonvergenzdesobigenFal-
tungsintgrales Ebensaseherwir anjenenAusdiiicken,daldie reineregularisierte\NBCD einestetigeFunk-
tion sein mufRund insbesonder&eine schwachenDivergenzenaufweisenwird. Dieseswird auchdurch
die Graphender Abbildung 10.27 auf Seite 266 besttigt, in der wir einenUberblick iiber die Funktion
WBCD im ParameterbereicB < 3 < 100 gebenBis zu 3 = 10 sind wir, grob gesprochenschonbei unse-
rem bisherigenUntersuchungerorgedrungenWir habewgD fur jenenWert nochmalsdetailierterin der
Abbildung 10.28 auf Seite267 wiedeigegeben Wir kdnnenhier nochimmer eine deutlicheDiskrepanz
zwischender theoretischexaktenWe, und dertheoretiscrreguIarisierterWBCD erkennen Erinnernwir uns
jetzt nochandie GrapherdesHavriliak-NegamiModells, Abbildung 3.2 auf Seite41, soerkennenwir so-
fort, dalRwir, nichtnurin demParameterbereicf < 50, auf der Basisdertheoretischemegularisierterdas
Cole-Davidson-nicht von einemHavriliak-NegamiModell, mit dengeeigneterParameternunterscheiden
konnen.WeitereZweifel ander grundsitzlichenMoglichkeit dieserUnterscheidunguf der Basisregula-
risierteLosungeriefert nochder detailierterGraphfur 3 = 100, in der Abbildung 10.28wiedeigegeben:
wir erkennenan dem betrefendenTeil dieserAbbildung, dal3die Singulari&t von W, selbstbei jenem
Parameterwertelativ schwvachwiedegegenwird. Selbsterséindlichist unsklar, dalwir bei jedemendli-
chenB-WertnumerischkeineSingulariitwerdenbeobachtekonnendochliegt derWert 3 = 100, wie wir
jetzt aufgrundder bisherigenUntersuchungesagerkonnen,bereitsweit jenseitsderin einerpraktischen
RegularisierungmoglichenWerte.

Undsowird jetztnochjeneSkepsisbeziglichderUnterscheidungustzlichdurchdie Abbildung10.26auf
dernachsterSeitebekraftigt, in derwir die DichteW,y desHavriliak-NegamiModells, fur die Parameter
a = 0.5 undjeweils y = 0.99 undy = 0.999, mit den RegularisierterwgD fur B = 10, 50, 100verglichen
habenGeradehier wird die Schwierigleit derUnterscheidundpeiderModelle auf der Basisregularisierter
Losungerbesondersleutlici® und esbedarfwohl keinerweiterenDiskussioniiberdie dort abgebildeten
GraphenBetrachterwir jetzt noch zusatzlich die Regularisiertenfiir 3 = 4.0, die wir in der Abbildung
10.28auf Seite267 aufgrundihrer Relevanzbediglich der praktischerRegularisierun§* ebensmochmal
wiedegegebenhaben,so kommenwir, die Abbildung 3.2 der Dichte desHavriliak-Negami Modells mit
einbeziehendzu denpessimistischerteil der Unmbglichkeit der auf Regularisierte basieendenUnter-
scheidungder Cole-Davidsonvonder Havriliak-NegamiDichte

8sieheAbschnitt5.3.3und Kapitel 6f
"9sieheAbschnitt9.2.1und9.5.2

80JeneSchwierigleit bleibt somitsogarin einemParameterbereichestehenderin derPraxiskaumerreichbarseindiirfte, wie die
Regularisierung,doppeltgenauér Datengezeigthat.

81JenerWertkdnnenwir GrobalsGrenzedernumerischeiRegularisierungoei,,doppeltgenaueh Datenundalsoauchfir gestrte,
,realé Datenbetrachten.
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o =0.5; y=0.99 o =0.5; y=0.999
| S—— — 25

Abbildung 10.26: Vergleich von WBCD (gestrichelteLinien) mit W,y (durchgezogentinie) fir einige B-
Werte
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Abbildung 10.27:TheoretischelseguIarisierte\NgD
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10.4.3 DasCole-ColeModell

Die letzteDichte,diewir im RahmerderUntersuchunglerRegularisierungcontinuierlicheDatenbetrach-
tenwollen, ist die desCole-ColeModell$?, dasnebendem Cole-Davidson-und dem Havriliak-Negami
Modell®3, wobei letztersdie beidenerstenals Spezialille®* beinhaltet,als phanomenologischeslodell
fur E* zur Beschreilbing von Messungerherangezogewird. DieserUmstandund der Tatsachedal3wir,
im Gegensatzzu der auchvon unsals , Testdichté gerneverwendeterGauRRdichtedie ,Daterf E* be-
reitsdurcheinenanalytischerAusdruck® vorliegenhaben pevogenuns,jeneDichte hier zu untersuchen.
Andersalsin denbeidenvoranggangenembschnitten10.4.1f,wollen wir die Ergebnisseum (weitere)
Redundanzu vermeidennur kurz prasentiereundnur die neugefundenemetaillierterdiskutieren.

Wie die Dichte W, desCole-DavidsonModells, ist die Dichte W desCole-ColeModells schonlanger
bekanntunddurchdenAusdructé®
Wee(t)

sin(am)

= Zri[cosHat) + cogomy] Mro<a<l (10.18)

gegeben.

Vergleichenwir alsodie regularisierté\g mit demobigenAusdruck(10.18)flir Wec. In der Tabelle10.13
habewir die in der, naiirlich numerischapproximierten|.>-Norm gemesseneAbweichungder Regulari-
siertenvon der Exaktenangegebenwobeiwir fir denModellparametea = 0.5 gewahlthaben.

[ B [ Ve —Wll% |

1.25| 8.77-10°°
1.3 0.002
1.31 0.005
1.32 0.016
1.33 0.052
1.34 0.1699

Tabelle10.13:Differenzzwischer\ec undWg bei,doubl e-Datert; o = 0.5

DieseAbweichungverhalt sichhier grundfitzlichgenauso,wie bereitsbei denvorherbehandelteodel-
lenbeobachtetAufgrundderWertefiir denquadratisch&ehlerkonnenwir vermutendalRdie Regularisier
te bei B = 1.3 die erstenEinflissedesnumerischerrehlersaufweisendiirfte und spatestendei 3 = 1.33
dieserFehlerdominiert. Tatsachlichzeigendie Graphenvon W in der Abbildung 10.29auf der nachsten
Seite, daRdernumerischd-ehlerbereitsbei 3 = 1.31 rechtdominantist; dieseRegularisiertemdgehier als
geradenochakzeptabegelten.In der Abbildung 10.30auf Seite270 habewir, mehrder Vollstandigleit
halber die weitereEntwicklungvonW bis 3 = 1.34 wiedegegeben Sicherlichsolltendie Regularisierten
ab = 1.32, so essichjetzt um eine praktischehandelnwiirde, verworfen werden.Wir wollen jedochin
diesemZusammenhangocherwahnendalwir bei = 1.25fur dieserModellparametebereitseinerecht
brauchbarépproximationderexaktenW erhalten.

NebendenobigenModellparametethaberwir dasCole-ColeModell beimModellparametea = 0.9 unter
sucht.In derTabelle10.14sindwiederdie Abweichungerder Regularisiertervon der Exaktenaufgelistet,
undin der Abbildung 10.31auf Seite271 habenwir die Grapheneinschlie3lichder letztennochgerade
akzeptablefRegularisierterbei f = 1.35wiedeigegeben.

825iehe[CC41]

83siehe[HN6G6]

84sieheAbschnitt3.4,im welchemwir diesesaustihrlicherdagelegt haben
85siehe[CC41] undhier Abschnitt3.4, Gleichung(3.35)auf Seite36

86a.a.0.undsiehe[Bec8q
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Abbildung 10.29:W.c: ZusammenbrucklesphanomenologischeAnsatzesbei doubl e-Zahlen;a = 0.5,
1.25<B<131
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Abbildung 10.30:W.c: ZusammenbrucklesphanomenologischeAnsatzesei doubl e-Zahlen;a = 0.5,
1.32<B<134



10.4. DIE REGULARISIERUNG KONTINUIERLICHER DATEN

I \Ak ~
ﬂ%eWB(t) WBC JmWB(t)
1.2
1 - pB=13 \ 1
0.8 - ! 1 L ]
L ‘Jl
|
10 -5 0 5 10 -10 -5 0o 5 10
1.2
1 p=133 1
0.8 i 10T I
0 5 10
1.2
10 -5 0 5 10 -10 -5 0o 5 10

271

0.01

0.005

-0.005

0.02

0.01

-0.01

-0.02

0.2

0.1

Abbildung 10.31:W.c: ZusammenbrucklesphanomenologischeAnsatzesei doubl e-Zahlen;a = 0.9,

1.3<B<1.35



272 KAPITEL 10. ZUR NUMERIK UND DERENERGEBNISSE

[ B [ IMec—Wl% |

1.25 0.123
1.3 0.115
1.33 0.124
1.35 0.169

Tabelle10.14:Differenzzwischer\tc undWg bei,doubl e-Datert; o = 0.9

Die Graphender Regularisiertenfur f > 1.35 ersparerwir unswiederzugebenda dieseder Qualitt der
Graphenin der Abbildung 10.30entsprechemnind in diesemSinnekeineweitereninformationenoderEr-
kenntnissdiefern.

Esfallt hier auf, dalsich der Wert desParameterdis zum Zusammenbrecheder Numerik geringfigig
erhbht hat: bei dem Modellparameten = 0.5 war bei 3 = 1.32 Schlul3 jetzt hat sich der Parameterauf
B = 1.35,erhoht' ; die GroRenordnunglesParameterverandertsich bei einerVariationdesModellpara-
metersalsonicht, derabsolutéVert nur geringfiigig - undfiir die Praxissicherlichvernachéissigbdt’. Was
sich jetzt erwartungsgeral geanderthat, ist die Qualitat der approximatven Ldsung.Betrachterwir die
Reyularisiertenin der Abbildung 10.31insgesamtso gebendieseein ,,verwaschenésBild derzugrunde-
liegenderExaktenwieder im GegensatzumFall a = 0.5. Wir kdnnenhierbereitstendenzielbeobachten,
daRRdasRegularisierungserfahren,breit¢ Dichtenwie bei a = 0.5 eherreproduziererwird kdnnenals
»Schmalé Dichtenwie beia = 0.9. Dieseswerden,vorweggenommendie Untersuchungein dennach-
folgendenAbschnitterbesatigen.

Wie in denbisherigenAbschnitteniiblich, folgen jetzt die Ergebnisseder Regularisierungder Real-und
Imaginarteilintegralgleichungnatirlich auf ,doppeltgenaueh Datenbasierend.

| B[ e —WIIZ, [ Ve —WEIIZ, |

30| 22-10°6 2.2-10°
35| 12-10°° 2.2-10°
3.8 0.0002 5.9.10°°
3.9 0.0098 0.0031
4.0 0.5138 0.1517
4.1 28.9294 6.96418

Tabelle10.15:DifferenzzwischenWsc undjeweilstl undWB2 bei, doubl e-Dateri; a = 0.5

Betrachterwir zuerstwiederdenFall desModellparameterst = 0.5. In der Tabelle10.15ist wiederdie
jeweiligeAbweichungderregularisierten/VB1 undWB2 von derexaktenWcc, in dernumerischapproximier

tenL?-Norm gemessergufgelistet Erganzendzu denin denAbbildungen10.32aufdernachsterSeiteund
10.33auf Seite274 aufgetrageneraphenm ParameterbereicB.5 < 3 < 4.0, habenwir in der Tabelle
nochzusatzlich die Wertefiir B = 3.0 und p = 4.0 anggebenBei denUbergangvon f = 3.0 zu = 3.5
nimmt der (quadratischelrehlerab, dahier der Filterfehler alsoderreineFehlerdesRegularisierungser-
fahrensgegeriiberdemnumerischerehlernochdominiert. Aus der Tabellekdnnenwir ablesendal3ab
ca.3 = 3.8 derEinfluR des(gesamtenhumerischerrehlersan Dominanzgewinnt.

Wie bereitsbei der entsprechendeRegularisierungdes phanomenologischeAnsatzeserhaltenwir fir
die beidenintegralgleichungersehrgute Approximationender exaktenDichte, hier bei = 3.5. Ab (ca.)
B = 3.8 nimmt, wie ausderTabelleabgeleserderEinfluRdesnumerische-ehlerdan denGrapherdeutlich

87DiesesVerhalterkdnnenwir beijedenderhierbehandelteiModellenbeobachtersieheauchdie nachfolgendetntersuchungen.
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Abbildung 10.32:W.c: Zusammenbruchkler der Real-und Imagirérteilgleichungemoubl e-Zahlen;a =
0.5,35<B<39
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Abbildung 10.33:W.c: Zusammenbruckler Real-und Imaginarteilgleichungerloubl e-Zahlen;a = 0.5,
B=4.0

zu.Wennwir dieGrapherderreguIarisierter\/VBl undWB2 beip = 3.8 alsnochakzeptabebetrachtekdnnen,
sosindjeneGrapherbei 3 = 3.9, strenggenommenschonzu verwerfen:bei diesenkdonnenwir nur noch
rechtvageauf die zugrundeligendenExaktenschlieRenDie Graphender Abbildung 10.33bei 3 = 4.0
sollenwiederdasdramatischénwachserdesFehlereinflussedemonstrieren.

Wie in denentsprechendefibbildungen10.18und10.19im Fall desCole-DavidsonModells,kdnnenwir

hierein Ieichtunterschiedliche‘ﬁ(erhalterﬂerregularisierterWB1 undWB2 beziglichdesFehlereinflusselse-
obachtenin derregularisierterWB2 gewinnt dernumerischéehlererstspateran Einflu®®, einenUmstand,
dendie Werteder Tabelle10.15ebensaeutlichwiedegebenwir sehendalider Fehlerf'L]rWB2 maurginal
sp'aterzunimmtalsderFehIerfUrWé.

| B | e —WEII2, [ Ve —WEI% |

3.0 0.0161 0.0161
35 0.0106 0.0106
3.7 0.0090 0.0091
3.8 0.0083 0.0086
3.9 0.0114 0.0122
4.0 0.2561 0.2233
4.1 16.972 9.22801

Tabelle10.16:Differenzzwischerc undjeweilstl undWB2 bei,doubl e-Dateri; a = 0.5

88Der Leserbeachtalie leicht unterschiedlich&kalierungder Grapherbei 8 = 3.9.
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Wendenwir unsjetzt der FunktionWec beia = 0.9 zu. In der Tabelle10.16haberwir wiederdenVerlauf
denin der numerischapproximiertenL?>-Norm ange@ebenenjeweiligen Abweichungder regularisierten
WBl und WBZ von W aufgelistet.Das Minimum des(quadratischen}ehlersliegt hier bei 3 = 3.8. Das
Fallen desFehlersbei der Variationvon 3 im Bereich3.0 < 3 < 3.8 kdnnenwir, analogwie oben,durch
die DominanzdeskFilterfehlersin diesemParameterbereicgegeriiberdesgesamtemumerischerehlers
erklaren.In der Abbildung 10.34 auf dieserSeite habewir die Graphenbei 3 = 3.7 aufgetragenjener
Wert markiertdasEnde,bei demwir in den Graphen(visuell) keinenEinflul desnumerischerfehlers
entdeclenkdnnenWenderwir unsnunderAbbildung10.35aufdernachsterSeitezu. Obwohl 3 = 3.8 das
Minimum in derL?-Normist, erkennerwir in demGraphvonW} die erstenpochschwacherOszillationen:
ab hier beginnt somitder Einflufd desNumerikfehlerszuzunehmenSo konnenwir die Regularisierterbei
B = 3.9 alsnochakzeptabebetrachtenwohingegenjenebei 3 = 4.0 aufgrundderdesnundominierenden
Numerikfehlerdereitswiederzu verwerfensind.

Wir wollen nocherwahnengdalwir zwar andenGrapherderAbbildung10.35wiederumerkennerkdnnen,
dafin WBZ der Numerikfehlermaminal spater Einflul3 gewinnt, jenesVerhaltendiesmaljedochalleinean-
handderin derTabelle10.16aufgelisteterfrehlemichtsoforterkennbaiist; abf3 = 4.0 wird jenesdeutlicher
durchdenFehlerwiedegegebenDa jedochdie beidenFehlerbis dahinvon der gleichenGroRenordnung

sindundsichnurgeringfigigunterscheiderkdnnerwir dieseAbweichungaufdie numerisch&enauigleit
derapproximierterL?-Norm zuriickfiihren.

W5 (t) WE(t)
B B
1.2 T T 1.2
—-— W = Wee
=37 —— B=37
1 ‘ 1 F 11
| n
I I
0.8 A = 1 0.8
0.6 A = 1 0.6
0.4 A = 104
0.2 B = -1 0.2
0 0
-10 10 -10 10

Abbildung 10.34:W.c: Zusammenbruchkler der Real-und Imagirérteilgleichungemoubl e-Zahlen;a =
09,=36

NachderUntersuchunglerauf, doppeltgenaueh DatenbasierendeRegularisierungwerdernwir unsjetzt
wiederderauf MP-ZahlenbasierendezuwendenDabeiwollen wir unsauf denModellparameteo = 0.9
in (10.18)beschanken,dennwie ebengeseherkdnnenwir bereitsmit ,,doppeltgenaueh Datendie exakte
Wec, beidemModellparametea = 0.5, sehrgut approximierenpereitsin denGrapherderregularisierten
W1 und W2 kénnenwir, bei einemquadratischetrehlervon ||AWB||f2 =1.2-107% bei B = 3.5, keinen
UnterschieduW.c mehrausmacherDesweiteremwerdenwir unsauchaufnpi pl = 100alsPrazisionder
MP-Zahlenbeschénken,daeine Erhbhungder GrolReder MP-ZahlenkeineneuenErgebnissdiefert, wobei
wir insbesonderaur eineErhdhungdesParameter$, abdemdie Numerikzusammenbrichbeobachten.

Die Tabelle10.17listetwiederden,numerischapproximiertenin derL?-Norm gemesseneRehlerder Re-
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Abbildung 10.35:W.c: Zusammenbruckler der Real- und Imaginérteilgleichungeroubl e-Zahlen;a =
0.9,3.8<p<40
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| B [ IMec—Wel% || B | IMec—Wg|I2 |
3 0.0191265 3.11 0.0215382
3.01 0.0192116 3.12 0.0970841
3.02 0.0196898 3.13 2.0575
3.0 0.0196481 3.14 49.07
3.04 0.0195039 || 3.15 126569
3.05 0.0193405 || 3.16 303167
3.06 0.0191747 3.17 742711
3.07 0.0190091 3.18| 1.67458 107
3.08 0.018844 3.19| 3.98795 10°
3.09 0.0186709 3.2 | 8.84619 10°
3.1 0.0185581

Tabelle10.17:Differenzzwischere. undWg bei,,MP-Daterf; a = 0.9, npi pI = 100

gularisierterbeziglichderExaktenauf. Dabeiwurden,umdie EntwicklungdesFehlersdiesmaldetailierter
zudokumentierendieserfiir denBereich3.0 < 3 < 3.2 aufgelistetwobeiwir unsin derzur Tabelle10.17
korrespondierendeAbbildung 10.36 auf der nachsterSeiteverstindlicherweisenur auf die fur diesem
ParameterbereiciwvesentlicherGraphenbeschankt haben.Das Minimum in der Tabellebei 3 = 3.1 ist,
wie wir ausder Abbildung 10.36ableserkdonnen tatsichlichder letzte 3-Wert, bei demwir in den Gra-
phenderRegularisiertemochkeinenEinflull desNumerikfehlerserkennerkdnnen.Bei 3 = 3.12,beidem
derFehlerbereitsum (fast)einerGrofienordnungngestigenist, kdnnenwir deutlichdie beginnendeDo-
minanzdesNumerikfehlerserkennen,die bei dem, nachfolgendeWert bereitsrechtdeutlichausgepigt
ist. Zu erwahnenseinoch,dal3sichJmWs genausavie bei denbisherbetrachteteModellenverhalt, ins-
besonderelalwir eine Uberlagerungeinessystematischemit einem, hier wenigerstark ausgepigten,
»Stochastischémumerischerrehlerserkennerkdnnen.

| B [ M —W2I% || B | IMec—WEIIZ, |
8 | 0.000742171|| 9.5 925808

9 | 0.000486601| 9.6 | 7.64351- 10’
9.1 | 0.000564842| 9.7 | 2.73913 103
9.2 | 0.000562573|| 9.8 | 6.68297- 10
9.3 | 0.00228653 || 9.9 | 4.95671- 10*!
9.35| 0.00855614 || 10 | 6.83562- 10%*
9.4 232174

Tabelle10.18:DifferenzzwischeWgc undWB2 bei,,MP-Dateri; a = 0.9, npi p| 100

Die Tabelle10.18listet nunendlich,zum Abschlu3dieserUntersuchungergenFehlerderregularisierten
W2 zu der exaktenWi filr denParameterbereicB.0 < B < 10.0 auf, und war somit, wie im obigenFall
der Phranomenologischemie EntwicklungdesFehlersdetailierterals sonstdokumentieremwollen. In der
Abbildung10.37auf Seite279sindjetzt die wesentlicherGrapherdiesesParameterbereict&0 < 3 < 9.4
wiedegegeben Hier machtsich der Numerikfehlerzuerstsehrschwachbei 3 = 9.3, demMinimum des
FehlersgentRder Tabelle, bemerkbal® und dominiertbereitswiedernicht unerartetvollstandigbeip =
9.4.

89Wiirdenwir tatsachlich nicht die exakte LosungWee kennen,so kdnntenwir bei p = 9.3 eigentlichnoch gar nicht auf eine
beginnenderEinfluBnahmelesnumerischerrehlersschlieRen.
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Abbildung 10.36:W.c: ZusammenbruchesphanomenologischeAnsatzesdei MP-Zahlen;a = 0.9,3.1<
<313
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Abbildung10.37:Wc: Regularisierte\NBz: Regularisierungmit reinen, MP-Dateri; a = 0.9, .npi pI = 100,
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Abbildung 10.38:QuadratischeFehlervon\g (oben)undWB2 (unten);a = 0.9,npi pI =100
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In der Abbildung 10.38 auf der vorherigenSeite habenwir nun die Tabellen10.17 und 10.18 grafisch
wiedegegeben,um der Hypothesedes (vermutlichanalogzu der Abschatzung® (9.127))Einflussesdes
(stochastischerpatenfehlersexponentiellannwachsendemNumerikfehlerseine weitere Grundlagezu ge-
ben;und mehrals einenweiterenHinweis bzw. weitere Grundlagefiir ein solchesVerhaltendesNume-
rikfehlerskanndie Abbildung aufgrundder kleinen Parameterbereici&, die dort jeweils wiedegegeben
werden auchnichtsein.Konkrethaberwir in der Abbildung 10.38jeweils denRegularisierungsparameter
B gegenden,auf einerlogarithmischerSkalerabgebildeten(quadratischenfrehleraufgetragenwobeiin
derobigenAbbildung die Fehlerder Regularisiertender phanomenologischeand in der unterendie der
Imaginarteilgleichungdamgestelltsind. Wir lesenausder Abbildung 10.38ab, daf3,sobaldder Einflu des
Numerikfehlersan Dominanzgewinnt, der quadratischd-ehlerin den abgebildeterParameterbereichen
tatschlichexponentiellanwachstwelchesnsbesonderian demoberenGrapherder Abbildungdeutlichzu
erkennerist, undsomitdie Hypothesedurchdie bisherigerErgebnissainterstitzt wird. Kritischerbetrach-
tet zumindeskeinedeutlichenZweifel an jenerHypotheseaufgevorfen. EinenBeweisin strengerSinne
kdnnendie bisherigenUntersuchungesrelbsterstéindlichnicht geben.

10.4.4 Fazit der Numerik kontinuierlicher Daten

An dieserStelle wollen wir ein erstes,auf den bisherigengesamteriJntersuchungeibasierendedrazit
beZziglich dernumerischerRegularisierungziehen.Vorabwollen wir folgendesemerlen:

Sicherlichist die Drudedichte(10.13)ein numerischrechtpathologische®roblem welcheseventuellbe-
sondereEigenschaftein dernumerischeBehandlungufweiserwird. Jedoctsollte jeneDichtetrotzdem
in den numerischerntersuchungetetrachtetwerden,insbesonderaufgrunddes Umstandesdafd wir

sofort auf Deltadichtengefuhrt werden falls diskrete Dichter?? betrachtetrespekive eingefihrt werden.
Desweiterererhalt die Deltadichteihre Relevanz und Bedeutungals LosungdesDrudemodellsdasauf
reinenexponentiellerzerfalle beruh®,

Die Begrundungfir die BetrachtunglesschwacheDivergenzeraufweisende€ole-DavidsonModell wur-
de ja bereitsmehriach@* gegeben.Desweiterensei zu bedenlen, daR das von uns vorgestellte,durch
die FoxscheH-Funktion dagestellte verallgemeinertdodell®® (3.63) bei einemgeeigneterParameter
satzebensoschwacheDivergenzenaufweisenwird, und da diesesModell als eine,,allgemeine(Modell-
)LoOsung interpretiertwerdenkann, die als Grenzhll sogardie Deltafunktionbeinhaltet,ist die Untersu-
chungeinerschwacherDivergenzeraufweisendeModelldichtenaheligend- undratsam.

DasbesonderdnteressantelesCole-ColeModells ist, wie ebensdereitserwahnt,dallwir nicht nur die
Dichte, sondernauchdie Vorgegebenerals analytischeAusdiiicke vorliegenhabenwodurchdie numeri-
scheUntersuchundequememird alsim Fall einer GauRdichtebeideDichtenweisenbekanntlichkeine
irgendwiegearteterPathologienauf.

Nachdemwir unsdie Grindefur die Wahl der Dichten,die wir in denhinter unsliegendenAbschnitten
10.4.1bis 10.4.3untersuchtiaben nhochmalkurz bevu3tgemachthabenwollen wir auf die interessante-
stenund relevantesteErgebnissalieserAbschnittezu sprecherkommen.Als erstesundwohl wichtigstes
Ergebnis,fallt auf, dalRwir zwar prinzipiell numerischdie exakte Losungbei numerischexakten Daten
reproduziererkdnnen,dochmiisserwir dafur letztendlichdie numerischeDarstellungder Zahlenbis zur

9sjeheAbschnitt9.3.2,Seite170

91Der Grund,daRwir hier keine groRerenParameterbereicheiedegegebenhabenJiegt an demnumerischerAufwand, genauer
der Rechenzeitdie die auf Multiprazisionsalgorittmen basierendefProgrammeberbtigen. Es sei aberauchbedachtdalaufgrund
desstarlen AnwachsenslesFehlergenekleinenParameterbereichia der Praxisrelevanterseinwerden alsdie VariationdesRegu-
larisierungsparameteibergrofRereBereiche.

92sjehebeispielsweisgBec8q; esseibemerktdalfmanchmakontinuierlicheDichtendurchdiskreteDichtenin Form einerunend-
lichen Reihevon Deltafunktionerapproximiertwerden.Aus der Distributionentheoridolgt aber dalRdieseReihenimmer divergent
sind[BB93, Wal94],

93sieheAbschnitt3.1 undbeispielsweisAM76, Jac75 Roo6g
94sieheSeite206 und die Bemerkungemmm AnfangdesAbschnitts10.4.2
95sieheAbschnitt3.5, Seite43; siehein jenemAbschnittauchdie Gleichunger(3.61)und(3.62)
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einerbeliebighohenOrdnungdurchfihren Mit andereiWortenbedeutetliesesin einem,Korollar* verbal
ausgedickt:

Korollar 10.1
ExakteDatensindim Fall einesexponentiellschlechigestelltenEntfaltungs-)Problemsjessereinfachste
stabilisierendé-unktioneine Gauf3funktionist, ein Synorym fir einenanalytischerAusdruck.

Insbesonderbedeutetias,Korollar’ 10.1,daResnichtausreichtdie FunktionE* zwar anbeliebigvielen
Stellenundnumerischexakt, d.h.im RahmenreinerimmerendlichemnumerischerGenauigleit, zu kennen,
sonderrtatsichlichauchanjedemPunktnumerischbeliebig,also,, unendlichi genauumvonungesbrten,
exaktenDatensprecherzu konnen.Es sollte klar sein,dal3diesesnumerischtatsachlichniemalserfiillbar
ist, doch zeigt dasBeispiel der Cole-ColeDichte, bei dem Modellparameten = 0.5, daRwir dieseEx-
aktheitbereitsmit ,,doppeltgenaueh Datenrechtgut approximiererkdnnen dajetzt die Exaktedurchdie
Regularisiertemit einemquadratischerfrehlervon HAWBHi2 =8.77-107° im Fall deskomplexwertigen
phanomenologischeAnsatzesapproximiertwird, wobei nur ein kleiner Unterschiedn denGraphender
Funktionenzu erkennenist, und ||AWB||52 =2.2-10-%im Fall derreal-undimagirarteiligenintegralglei-
chungenwobeiwir hier insbesondereisuell keine Unterschieden denbetrefendenGraphenerkennen
kdnnen.

Vemleichenwir dieseResultatemit denentsprechendeim Fall desModellparameten = 0.9, der eine
schmaleDichte beschreibtso erkennenwir desweiterenga jetzt die Graphender Regularisiertenimmer
deutlicheUnterschiedezu den Graphender Exaktenaufweisen,dafd hier zum einensicherlich, doppelt
genaué Datennochkeine hinreichendgute Approximationzu exaktensind, und zum anderendaswohl
wichtigere Ergebnis,daR breite Dichten, die sich auf der t-Skalar iiber mehrereDekadefi® erstreclen,
einfacherzu approximierensind respektve durch die Regularisiertenreproduziertwerden,als schmale
Dichten. Diesesbeleggenauchdie rein auf MP-ZahlenbasierendeiErgebnissedennerst hier kdbnnenwir
die Cole-ColeDichte, bei dem Parameterr = 0.9, bis auf einemquadratischefrehlervon hier minimal

HAWBHiZ = 0.00049,bei der Regularisierungdesimagirérteils,approximierenEs sind dabeinur geringe
Unterschiedeur Exaktenzu erkennen.

Das nachstewichtige Ergebnisist der Umstand,dalRwir auf der Basisder Regularisiertenaufgrundder
Manigfaltigkeit der Havriliak-Negami Dichte, und insbesonderédesverallgemeinerteModells, die Cole-

DavidsonDichte nur schwerseparieretkonnen,d.h. zu entscheidenpb die zugrundeligendeExakteeine
schwacheDivergenzbesitztoder nur eine besonderscharfeStruktur Um die schwacheDivergenzdes
Cole-Daridson Modells in der Regularisiertentatsachlich zweifelsfrei identifizierenzu kénnen,miissen
wir mit dem Regularisierungparameten die GroRenordnund® = 100 oder hoher gelangen Bedenlen

wir jetzt jedochdie GrenzendesParameter$, bis zu denendie Numerik stabil ist, bei der auf ,,doppelt
genaué Datenbasierend®egularisierungso erkennerwir sofortdie Unmoglichkeit der zweifelsfreied”

UnterscheidungenerModelle.

JeneGrenzwertéhabenwir jetztin der Tabelle10.19,einzelnfiir jedesderbetrachteteModelle, der Uber
sichthalberzusammengefi3t.Hierbeisollendie Punktebei einigenWertenandeutengdalldie Regularisier
ten deszuletztangegebenenNertes,trotz merklichenEinflussesdesNumerikfehlersnochals akzeptabel
betrachtetverdenkdnnten Betrachterwir nundie Wertein der Tabelle,sokdnnenwir alsgenerellgessi-
mistisch&® Grenzerfir B bei der Regularisierungder komplexwertigenintegralgleichung3 < 1.3, wobei
die Deltadichtehier eine Aul3anahmébildet, undbeider Regularisierunglerreal-undimaginarteiligeninte-
gralgleichungB < 4.0 angebef. Wir wollen derEhrlichkeit wegenerwahnengdalRwir bisherkeineplausi-
ble Erklarund° fur dengeringerermaximalenWert desRegularisierungparametebi der Deltadichtein

98Daswesentlichehier ist die ErstreckungiberDekaden.
97Von einereindeutigerUnterscheidungvagenwir aufgrundderbisherdagelegten Ergebnisséereitsnicht mehrzu sprechen.
98pessimismusst hierin der(eigentlichenBedeutunglesmaximalMoglichenzu verstehen.

99DieseGrenzerkdnnenu.U. tatsichlich bei diskretenDatenerreichtwerdenjedochmit einementsprechendroRerenFehlerals
im Fall reinerMP-Daten.

100Ejne Vermutungist dasfiir die Numerik ungliickliche Zusammenspieton regularisierederKern und der Vorgegebenenyobei
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derRegularisierungderkomplexwertigenintegralgleichundghaben.

DeltaDichte
Komplexwertige Real-/Imagirarteil
0.6 3.9

Cole-DavidsonDichte

Komplexwertige Real-/Imagirarteil
12, ...,13 35, ...,38
Cole-ColeDichte
Komplexwertige Real-/Imagirarteil
1.25 35, ...,38(a=0.5
13 3.8(a=0.5)

Tabelle10.19:GrenzerdesRegularisierungsparametefdei, doppeltgenaueh Daten

Die verschiedeneGrenzender Regularisierungder komplexwertigeneinerseitsund der real- und ima-

ginarteiligenintergralgleichungandererseitspiegelnjetzt quantitatv wider, waswir bereitsdeutlichquali-

titiv andenbetrefendenGrapherbeobachtehaben:die Regularisierungdesurspiiinglichenkomplexwer-

tigen,phanomenologischeAnsatzesst numerischschwierigerd.h.bricht schnellezusammenalsdie je-

weilige einzelneRegularisierungemesReal-und desimagirérteilsdesAnsatzesObwohl die Behandlung
desgesamterkomplexwertigenAnsatzespum analytischeAussagerzu gewinnen,von Vorteil war, denn
sostandunsdafur beispielsweisauf natirlicher Weisedie Funktionentheorieur Verfugung,unterderen
Beriicksichtigungdannebensalie Mellin-Transformationerlegantergelost! werdenkonnen,ist esbei

der numerischerBehandlungoffensichtlichjedochgunstigerund sinnvoll, die Real- und Imaginarteilin-

tegralgleichungerals eigensandigeGleichungerrustzlich zu der komplexwertigenzu betrachtengenn
schlieBlichkdnnenwir kaumdamitrechnendalwir diesesunterschiedlich/erhalten pis die Numerik zu-

sammenbrichtnicht bei dernumerischerRegularisierungdiskreterDatenbeobachtenverden.Ein Grund

fur dieseswird geradederUmstandsein,dalwir auskomplexenFunktionereineDichte,alsoperdefinitio-

nemeinereelleFunktion,berechnenderimaginarteil deslintegrals(10.6),derentsprechendszillatorische
Anteile aufweiserwird, alsoNull seinmuf3.Esist somitnichtwirklich verwunderlichdal3wir ein derarti-

gesunterschiedlicheKornvergenz\erhalterder Numerikbeobachten.

Abschlie3endvollen wir nochhaufdasfolgendehinweisen:

Ausdenschongenannteiriindenjst esnatirlich nicht moglich, eineDeltadichtenumerisctdarzustellen,
sonderrbestendlls numerisctdurcheineherkdbmmlicheFunktionzu approximierenErinnernwir unsjetzt
darandaldietheoretischeRRegularisiertersovohl derDelta-alsauchderGaul3dichtebeiderVerwendung
einesGaul3filtersund somit einer Gaul3schemollifier-Funktion, selbstwieder GauRfunktionersind. Im
erstenFall wird die Mollifier-Funktionselbstreproduziert®, im zweitenFall erhaltenwir die GauRsche
Mollifier -Funktion mit einem ,renormierteh Regularisierungsparametewie bereitsim Abschnitt9.5.2
damelegt habeA®3, Betrachtenwir, diesesmit bedenlend, nocheinmaldie Grenzwertedes Parameter§d
in der Tabelle 10.19fur dasDrudemodell,so erkennenwir die weitere,nebender beziglich desCole-
Davidson Modells, Unmbglichkeit der Unterscheidungeiner approximiertenDeltadichtevon einer vom
WesenherebensapproximiertenschmalerGauf3dichteEsist, aufgrunddes, niedrigefi Maximalwertes
desParameterdei der Regulasrisierungler Real- und Imaginarteilintegralgleichungenpessimistisctzu
bemerlen,dalRwir Problemehabendurften, einezugrundeligendeDelta- von einernur relatv schmalen

ersterevon derletzterenabhangt; sieheinsbesonderdie Darstellungn denKapiteln 6ff
10%wir wollen diesbeiiglich insbesonderauf dasdreitindigeWerk von DOETscH [Doe71, Doe72 Doe73 verweisen.
102%sieheGleichung(10.14)im diesermrKapitel
103sieheGleichungen(9.232)und(9.233),Seite195
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GauRdichteauf der Basisder Regularisiertenpnterscheidet* zu konnen.

10.5 Die Regularisierungdiskreter Datenoder Simulierte MeBwerte

Nachall denhinterunsliegenderunerRlichenUntersuchungenyenderwir unsnundenmehrder Praxis
bezogenerzu: der Untersuchungler (numerischenRegularisierungdiskreterDaten.In diesemAbschnitt
werdenwir ebensavieBwertesimulieren,indemwir dendiskretenDatenzusatzlich einenstochastischen
Fehler generierdurchgleichwerteilteZufallszahlenaufpragerwerdenunddie RegularisierunglieserDa-
tenuntersucherNebendenim voranggangenembschnitt10.4untersuchteichten,werdenwir zusitz-
lich nochdie GauRRdichtainddenFriedrichscherlattungoperatoals Modelldichtenbetrachten.

Zuerstaberein paarBemerkungerrespektve Erlauterungerzur numerischerRealisierung:Wie in den
voranggangenerAbschnitt, wird auchhier prinzipiell die Numerik auf der Basisder Multiprazisionsbi-
bliothek npf un++ durchgeiihrt. Diesesbedeutekonkret,daRdie regularisierenderkerne> qbé’z wieder

durch MP-Zahlen,aufgrundder numerischstabilisierenderEigenschaftel’® der Multiprazisionsalgorhit-
menbeiderintegrationiiberdie starkoszillierenderKerne damgestelliwerden Die diskreterDatenwerden
zur numerischerntegrationlinear interpoliert, und anschlieRenaverdendie interpoliertenzu MP-Zahlen
korvertiert.Beziglich desintegrationserfahrensst zu erwahnendalRwiederumdie Trapezroutineinddie
GauRintgrationdie selbenErgebnissdiefern. Tatsachlichist numerischzwischendiesenbeidenintegra-

tionswerfahrenkein Unterschiedzu erkennen;genauetiegt die relative Abweichungope‘fm, unabléngig

von derbetrachteteModelldichte bei 6MUM < 10-1%0%%. Wir wollen nochdaraufhinweisendadurchdie
Korversionder Datenzu MP-ZahlenkeineweitereFehlerquellehinzukommt. Vergleichenwir denDaten-
fehlerderaufden,doppeltgenaueh Datentypbasierendeiaten,denFehleralsobeziglich der, doppelt
genaueh ungesbrtenFunktion,mit denFehley bezogerauf die ungesbrte MP-Versionder Vorgegebenen,
derkonvertierterDaten sosinddieseFehlemumerischexaktgleich'®’. Untersuchemir jetztwiedereinige
Modelldichten.

NocheineBemerkungzu derweiterenVorgehensweisa dennunfolgendenUntersuchungeniie wir zur

Tabelle10.19bemerkthaber®® ist esbeiderNumeriksinnvoll, die real-undimagirérteiligenGleichungen
als eigenshndigezusatzlich zu - oderan Stelle von - der komplexen zu betrachtenAndersausgedickt

ist der bei kontinuierlichen,doppeltgenaueth DatenerreichbareMaximalert desParametermax von

1.3 geradeim Hinblick einer praktischenAnwendungrechtgering,und so wird die Regularisiertejener
Integralgleichunggenerellein nur sehrverschvommenesild derzugrundeligenderexaktenL dsungsein.

Dieseshatzur Konsequenzler schwerpunktralligenUntersuchungler IntegralgleichungemesReal-und

deslmaginarteilsgegeriiberdes(gesammtenfomplexwertigenAnsatzesDieseshedeuteti.a.,dalwir uns
aufdie wesentlichemumerischerErgebnissé® beider Regularisierunglerkomplexwertigenbeschanken

werden.

104ginephilosophisch@emerkunglazu:Esist natirlich fraglich, ob essichbeidiesetUnmiglichkeit derUnterscheidungatsichlich
um ein wesentlicheProblemhandelt,da hier die Fragenachder Existensvon Deltadichtenin der Natur berihrt wird. Wir wissen
aberseit KANT (siehe[Kan95]), dalRExistenzkein realesPradikatist, und zum anderersolltenwir uns,spatestenseit der Proble-
matik der Interpretationrder Quantenmechanilyiitenaufgrundder LosungdesmathematischephanomenologischeAnsatzesine
ontologischeAussagebediglich der Losungzu treffen. Es sollte somit klar sein, da es sich bei der Deltadichtein Rahmeneiner
mathematischerphysikalischerBeschreiling ebensaim ein Idealisierunghandelt,daBwir tatsachlichniemalsexperimentellreine
Deltadichtenverdenbeobachtekdnnen.Fur weiteressei,nebenK ANT, auf beispielsweisauf die entsprechendebarlegungenzur
Wissenschaftsand Erkenntnistheorion HAAG in [Haa83 hingewviesen.

105sieheauchdie Gleichunger(9.162),(9.15)und(9.16)
106sjehedie Ausfiihnrungerzur Abbildung 10.9auf Seite240

107Natiirlich unterscheidesich die Fehlernachdemdurchden, doppeltgenaueh Datentypnicht mehrdagestellterNachiomme-
stellen.Ansonsterist abertatsaichlichkeine AbweichungdieserDatenfehlevoneinanderon unsbeobachtetvorden.

108sjeheam Endedesvoranggangenerkapitels, Seite283

109AufgrundderErgebnisselesAbschnitts10.4gilt jeneBeschankungsoin gewisserWeisegenerell alsoauchfiir die Integralglei-
chungerfir E; undE,.
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10.5.1 DasDrudemodell

Als ersteswollen wir unswiederdem Drudemodell,alsoden Deltadichten zuwendenDie Regularisie-
rung der komplexwertigen Integralgleichung, gemafd Gleichung(10.6), wollen wir, entsprechendem
ebenerwahnten,also nur kurz abhandelnHier gilt jenessogarnochin versctarfter Form, da der maxi-
mal mogliche Regularisierungparametét® Bmax = 0.6 betiagt; dasBild der Regularisierteri\g wird so
grundsitzlichnur eine, starkverwascheneApproximationdertheoretischel\, sein.Die komplexwertige
Integralgleichungst alsofur die Regularisierungvon Deltadichtergenerellbesonderschlechigeeignet.

Wendenwir unsalsonun kurz der Regularisierten(10.6) zu. Untersucherwir zuerstdie Regularisierung
reinerdiskreterDaten&tze,d.h. nebender numerischemiskretheitund der Endlichkeit der Zahlendarstel-
lung, konkretdurchdenDatentyp,doppeltgenati, mdgedie FunktionE* keineweiterenFehlerbesitzen.

Die Abbildung 10.39auf dernachsterSeitezeigtjetzt die Ergebnissaler RegularisierungeinesDatensat-
zes,desserAnzahl der DatenpunkteMD, in denlintervall [—-10; 10}, 1024 betrug.Wir habenunsin jener
Abbildungauf die Wiedeigabeder Ergebnissdir die maximalmoglichenParametebeschénkt. Die Gra-
phen,in denender Fehlereinfludominiert,entsprecheidem Fall kontinuierlicher,,doppeltgenauéer E+,
wie in denAbbildungen10.5auf Seite234und 10.6auf Seite235dagestellt Wie erwartetist JmWg wieder
ein Mal3fur denFehlerder Regularisiertenundwir erkennendeutlichdie Dominanzeinessystematischen
numerischerGesamtfehlersjerjedocheineandereStrukturbesitztalsim Fall kontinuierlicherDaten.

| B | M —wgll2, || £
0.5 | 7.40372-1079°
0.6 | 1.47847-10°97

1.06754- 1010

TabellelO.ZO:Differenzzwischerwéh undWB undDatenfehlerMD = 1024

In der Tabelle10.20sind wiederdie in der, numerischapproximierten].2-Norm gemesseneAbweichun-
genwiedegegebenWie wollen daraufhinweisendal3wir jetzt wiederdenFehlerder numerischemegu-
larisierten\g gegeruberdertheoretischemegularisierterwéh anggeberhabed!l, Desweitererhabewir

jetztauchden(quadratischenatenfehler?, gegebendurche? = ||Ef — E+||Ez, anggebengenauehan-
deltessichhierum denFehlerderlinearinterpoliertenDatert!2. Esist bemerlenswertdaRwir wiederum
als maximal moglichenParameteiBmax = 0.6 erhaltenund Daten&tze mit einemgrofierenDateninter
vall und einergroRererDatenzahihatirlich keine Verbesserungringen.Entgegengesetzivirde sich die

Qualitatder Regularisierterbei einerVerringerungler Anzahlder Datenpunkteserschlechtern.

Betrachterwir nun die RegularisierungfehlerbehafteteDaten,d.h. wir habendem Datensatzauf dem
die Ergebnisseader geradediskutiertenAbbildung 10.39 basierennoch ein numerischesstochastisches
Rauscheraufgepagt. KonkretwurdediesesRauschemurchdie ErzeugunggleichwerteilterZufallszahlen,
wie esin [PTVF92 Sto99 beschrieberund erklart wird, realisiert. Wir wollen an dieserStelle darauf
hinweisendaRdie so erzeugterzufallszahlereine Funktionder Variablent sind, d.h. dalwir tatsachlich
eine stochastisch&unktionv(t) numerischrealisierthaben.Diesesist deswgenvon Vorteil, dawir so
verschieden®atensitze,die sichzwar beziglich der LangederenDateninteralls undder AnzahIMD der
Datenunterscheidemdgen,ansonsterjedochdasgleiche Fehlernveaubesitzenmdgen, also durch die
gleichestochastisch&unktionv gestrt seinmogen,ohneProblemevergleichenkdnnen.

In der Abbildung 10.39 auf der nachstenSeite zeigenwir nun die Ergebnissefur einen Datensatzmit
MD = 1024,[—10;10] und einenrelativenmittleren Fehler o] = (0.04+ 0.02)%. Zu diesenDatensatz

sieheTabelle10.19auf Seite283
siehedie diesbeglichenBemerkungemm AnfangdesAbschnitts10.4.1

120ffensichtlichist der Fehlerderinterpoliertervon dergleichenGroRenordnungyie der Fehlerder,reinefi diskreterDaten.
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Abbildung 10.39:RegularisierungdesphanomenologischeAnsatzedei diskretenDaten;0.5 < 3 < 0.6,

MD = 1024
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Abbildung 10.40:RegularisierungdesphanomenologischeAnsatzedei diskretenDaten:0.5 < 3 < 0.6,
MD = 1024,0,¢ = (0.04+ 0.02)%
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ist zu bemerlen, dalR dieserbereitseine optimistischenSimulation einesexperimentellaufgenommenen
Datensatzeserkorpert:wennauchdie Zahl der Datenpunkteexperimentellnochrealisierbairist, obwohl
jene bereitseine ,obereSchrank darzustellerscheint,ist der relative Datenfehlerim Promillebereich
praktischsicherlichkaumrealisierbat'3. Wie bisheriiblich, haberwir die relevantenFehlerin der Tabelle

[ B [ Iwg—wpll [ ¢
0.5 | 4.20977-10705

0.55 0.00059 1.95-10706
0.6 0.00501

TabellelO.Zl:Differenzzwischerwéh undWg undDatenfehlerMD = 1024,0,¢| = (0.04+ 0.02)%

10.21,wobeiwir ebensadenin der L2-Norm gemessenequadratischeatenfehlers?, nebendemeben
bereitsanggebenemelatvenFehlero,, aufgelistethaben.

Sowohl die WertederTabelle10.21alsauchdiein 10.40abgebildetetGrapherbesatigendasschonerwar-

tete Ergebnis:der maximalerreichbareNert Bmax ist jetzt nicht mehrder, denwir bei denprinzipiell als
fehlerlosbetrachteteratenerhalten,sondernverringertsich. Wir kbnnenan demGraphender Regulari-

siertenbei 3 = 0.5 bereitsdie ersteroszillatorischerstorungenderhinweistauf denBeginn derDominanz
desNumerik- und Datenfehlerspeobachtendie bei B = 0.55, also nach der minimalen Variation von

AR = 0.05, bereitsdeutlicherausgebildesind undletztendlich ,nachder erneuterminimalenVariationum

AR = 0.05, bei B = 0.6 die Regularisiertebereitsin einerverfalschendert und Weisebeeinflul3t,denn
wahrenddie Oszillationerbeipositivent’snochalssolchezu erkennersind,ist die ,doppeltPeak Struktur
alsoeinnumerischeértefakt, welchesohnedie KenntnisdertheoretischeRegularisiertemichtunbedingt
alssolchezu erkennerist.

Als letzteswollen wir unsnun einenmehrrealistischerDatensatzd.h. einen,der auf einemExperiment
beruherkonnte zuwendenDabeihaberwir denbisherverwendeteuliskretenDaten,alsodie mit den, Da-
tensatzparametefnMD = 1024und[—10; 10, die gleichwerteiltenZufallszahlendie denstochastischen
Fehlernumerischmodellierensollen, derartaufgepigt, dalBwir jetzt einenmittlerenrelativen Fehlerim
Prozentbereiclerhaltenkonkretbetrugder relative Fehlerhier oy = (4.0 £ 2.0)%. In der Tabelle10.22

LB [l || e |

0.1 0.0220
0.2 0.0123
0.3 0.0118
0.4 0.0224 0.0191
0.45 0.1951
0.5 0.4518

TabelIelO.22:Differenzzwischerwéh undWg undDatenfehlerMD = 1024,0,¢| = (4.042.0)%

sindwiederdie Fehlerder Regularisierungjn der (numerischapproximierten)_2-Norm ausgediickt, auf-
gelistet. Wir kdnnenausjener Tabelleablesendalibereitsbei diesemrelativ geringenDatenfehler(wir
habenhier €2 = 0.0191,die Abweichungder numerischemegularisierter\g von der theoretischerRegu-

Iarisiertenwéh) selbstbei diesenrechtniedrigenWertendesParameter$, im Vergleichzu denbisherigen
Ergebnissenschonrechtgro3sind. Diesedst auf denbereitsbei dieserkleinenaufgelisteter3-Wertenbe-

113wir habemichtdenAnspruch ginenvollstandigenUberblick iberdie experimentellrealisierbareratenstzezu besitzendoch
beziehemwir unshieraufdie Aussagerin [Bec88 LBP91]unddie verdffentlichtenDatenwie beispielsweis@ [CC41, DC51, UT95]
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Abbildung 10.41:RegularisierungdesphanomenologischeAnsatzedei diskretenDaten:0.1 < 3 < 0.3,
MD = 1024,0,¢| = (4.0£2.0)%
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Abbildung 10.42:RegularisierungdesphanomenologischeAnsatzedei diskretenDaten:0.4 < 3 < 0.5,
MD = 1024,0;¢ = (4.0£2.0)%
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ginnendergesammterDatenfehlereinfluR zuriickzufithren.Das Minimum desauf die theoretischévvéh
bezogeneifrehlerdiegtin beidenin der Tabelleangegyebenerwertenbei 3 = 0.3.

In der Abbildung 10.41auf der vorherigenSeitehabenwir die numerischerErgebnissdir denParame-
terbereich0.1 < 3 < 0.3 grafischangeeben Esfallt sofortins Auge, und diesedaltbereitsdie Tabelle
vermutengdaBsichschonbei = 0.1 ein Datenfehlereinflubemerkbamacht,dernumerischéRe W weist
hier einenNulldurchgancauf, dersichim Laufesteigendef zu OszillationerausbildetderenweitereEnt-
wicklung - und derenweiterenVerlauf- wir in der Abbildung 10.42auf der vorherigenSeitebeobachten
kdnnen.Der GraphdesminimalenFehlersbei f = 0.3 weist zwar die charakteristisch&aul3struktuvon
\/\/éh auf,dochwird diesedurchdie OszillationeniiberlagertwobeiandieserStellennochkeineeindeutige
ZuordnungwaseinetatsichlicheStrukturder Zugrundeliggenderabbildetund wasnumerischeoszillato-
rischeArtefaktesind, moglichist.

In der Abbildung 10.42auf der vorherigenSeitesind jetzt nochdie numerischerErgebnissdir den Pa-
rameterbereicl®.4 < B < 0.5 grafischwiedegegeben Hier fallt desweiterersofort auf, wasletztendlich
die Zahlenwerteder Tabelle10.22einenschonohneder Kenntnisder Abbildung 10.41auf dervorherigen
Seitevermutenlasserkdnnen,dalwir bereitsim Grapherbei 3 = 0.4 deutlichoszillatorischeSthrungen
beobachterkdnnen,die mit wachsendentarameter3 quasi,exponentielt in ihren Amplituden zuneh-
men.DenEinflugenerellunddas,wie bisher ,explosionsartigé AnwachserdesDatenfehler&onnenwir

ebensaviedersehrklar andenGraphernvon JmW ablesenjenerbei = 0,4 ist bereitsdeutlichvon Null

verschiedendasgilt offensichtlichebensdereitsfir denin 10.41abgebildeterymWg, undweisteineos-
zillatorischeStrukturauf. Wir vermutendeswgen,dalR3der DatenfehledenGesamtfehlederartbeeinfluf3t,
dalein ,effektiver* systematisch&umerikfehlerletztendlichdominiert. Erwahnenswertvare noch,daf
die Absolutwertevon ReW und Img bei 3 = 0.5 bereitsin dergleichenGrof3enordnungind.

Die ebenvorgestellterErgebnisséesttigenalsounserepessimistischenndkritischenBetrachtungemm

Endedesvoranggangenem\bschnitts10.4und am AnfangdiesesAbschnitts10.5: speziellauf der Basis
der Regularisierungder komplexwertigen Integralgleichungwird es nicht moglich sein, eine zugrunde-
liegendeDelta- von einer Gaul3dichtezu unterscheidengeschweigalenn,iiberhaupteine Deltadichtezu

identifizieren.Dieseggilt insbesonderbei derRegularisierung,realef MelRwerte.

Als nachsteavollen wir unsder Regularisierung der Real- und der Imaginarteilintegralgleichung zu-

wenden.Im Gegensatzzu der auf diskreteDatengtzebasierendemegularisierungder komplexwertigen
Integralgleichung bei der wir, wie ebengezeigt,bereitsmit den DatensatzaVD = 1024 und [-10; 10]

dasErgebnisder RegularisierungkontinuierlicherDatenreproduziererkonnten,emgibt sich bei ersteren
Gleichungendiesberiglich tiberaschenderweisgn andereBild. Wie wir gleich demonstriererwerden,
gerigt die Anzahlder Datenpunkteszon MD = 1024 sogarbei weitemnochnicht, um Giberhaupmit den
Regularisierungsparametpiin die GegenddeskontinuierlichenMaximalwertesBmaxzu gelangenbisdie

Numerikzusammenbrichtespekte dergesammtéatenfehlereinflulenGrapherder Regularisierterin

derbekannterdestruktvenWeisedominiert.

B[ IWP W T I W22 | & ] & ]
26| 233.10% | 3.15.10°%
2.7 0.0053 0.0063 3.25.10710 | 2.84.10°10
2.8 0.9459 1.0495

TabelIelO.23:Differenzzwischer\Néh undje\NeiIsWBl undWB2 undjeweiligemDatenfehlerMD = 1024

Als ersteshabenwir in derTabelle10.23die FehlerderRegularisierungleshisherbei derkomplexwertigen
Gleichungverwendeterreinert!® Datensatzesnit MD = 1024und [—10; 10], und denjeweiligen (qua-

114ir werdenim folgedem, Datenfehlér und, gesammtebatenfehlér als Synorymefiir die SummedesreinenDatenfehlersind
desNumerikfehlersrerwendengesseidenn,dalwir auf die UnterscheidungenerbeidenFehlerquellerexplizit hinweiserwerden.

115esseidaranerinnert,daRaulRemder (numerischenpiskretheitundder Endlichleit dernumerischerZahlendarstellungeneDaten
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dratischen)Datenfehlere? und €3 der FunktionenE® und E? aufgelistet.Trotz der geringenDatenfehler
brichtalsodie Regularisierungveitauseherzusammeralsim Fall kontinuierlicherfehlerfreierDaten:aus
der Tabellelesenwir jetzt fir den Maximalert desRegularisierungparametegptimistischBmax = 2.7

ab,wohingegenwir im letzterenFall, zur Erinnerung Bmax = 4.0 erhalterhaben.

Betrachterwir jetzt die in der Abbildung 10.43auf Seite291 grafischwiedegegebenenzu der Tabelle
10.23korrespondierendenumerischertrgebnissesoerkennerwir: bei = 2.7, demoptimistischenert
fur Bmax. sindin denGrapherbereitsdeutlichder Einflufd der Datenfehlerin Form von Oszillationenzu
erkennenBei 3 = 2.8, alsonachder minimalenVariationvon AR = 0.1, sind die Grapherbereitswieder
vollstandigdurchdenDatenfehlereinfluominiert.

Tatsachlich miissenwir die Anzahl MD der Datenpunkteerheblicherhbhen,und auchdasIntervall der
DatenvergroRern,um den Wert des maximal moglichenParameterzu erhbhenund so dem Wert Bmax
fur kontinuierlicheDatennaherzu kommen.In der Tabelle10.24sind die Ergebnissealsodie Fehler des
Datensatzesit MD = 1000und[—20, 20] wiedeigegebenwir haberalsogrobdie Datenzahlierzehnécht
unddasintervall verdoppelt.

(B W Wiz [ W W2z [ & &
2.9 0.0002 0.0067

30| 00025 01162 || 13|, e 1010
3.1 0.0440 2.3685

3.2 0.8248 48.50

TabeIIe10.24:Differenzzwischerwéh undjeweilstl undWB2 undjeweiligem DatenfehlerMD = 10000

Wiederumseherwir, dalwir, trotz derso bewirkten VerkleinerungdesDatenfehlersimmernochnichtan
denWert fur kontinuierlicheDatenheranlommen sonderrder Datenfehleidie Numerik vorherdominiert.
AusderTabellelesenwir, genauerermuterwir, wobeidie Vermutungdurchdie zurjenerkorrespondieren-
denAbbildung sogleichbesttigt wird, als Maximalvverteﬂ]rWB1 Bmax = 3.0 undfiir W2 Bmax= 2.9 ah
Auffallig ist nochandenWertender Tabelle, daRdiesmaldie Regularisierungler Realteilgleichungnargi-
nal stabilerist als die der Imagirarteilgleichungwohingegenwir bishergeradedasumgelehrteVerhalten
beobachtéf® haben.

Sohabenwir nunin der Abbildung 10.44die zur Tabelle10.24gelbrendemumerischerrgebnissara-

fischwiedegegeben Grundstzlichbeobachtemvir nichtsneuesn jenerAbbildung,dennwir sindbereits
mit denUmstandvertraut,daf3beieinerkleinenVariationdesParameter§ derDatenfehlereinflufgventuell
bereitsvorherschwacherkennbaydrastischan Dominanzgewinnt, entsprechenderqualitatvenVorhersa-
geder Abschatzung?!’ (9.127).Und tatsachlichmiisserwir, unterBeibehaltungder Intervallange fur die

AnzahlderDatenpunktéViD = 40000wahlen,umdie Ergebnissaler Regularisierungderkontinuierlichen
zureproduzierensownohl beziglich desmaximalenRegularisierungsparametefgnax als auchbeiglich

derQualitat, wobeiim RahmendesNumerikfehlersbei ,doppeltgenaueh Daten,die quantitatven Werte
der Regularisiertendannebenélls reproduziertwerdendenObwohl wir also bei der Regularisierungder

Real-und Imaginarteiligenprinzipiell, beziglich desRegularisierungsparametensgiter kommenals bei

derRegularisierungder Komplexwertigen beritigenwir beiderletzterenwenigerDaten,umdie Regulari-

sierungderKontinuierlichenzu reproduzierenDiesesErgebnislegt denpessimistische®chlunahe,dald
wir aufderBasisrealistischeDatentzeauchbei derRegularisierunglesReal-unddesimaginarteilseine

zugrundeligendeDeltadichtenichtidentifizierenwerdenkdnnen.

Als nachstesollendeswegenfehlerbehaftetal.h. stochastisclgestrte, Datengitzebetrachtetverden wo-
beiwir zuerstdenzuletztverwendetematendieserFehlerderartaufpiagerwollen, dallwir einenmittleren

keineweiterenFehlerbesitzermdgen,d.h. die Datenansonstemingesbrt seinmogen.
116sjehedie ErgebnissalesAbschnitt10.4
17sieheAbschnitt9.3.2,Seite170
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relativen Fehlerim Promillebereich!® erhalten.

| B | I —WEZ, [ W w2, || € &
15 0.00036 1.46-1079°
1.6 0.00293 9.15-1079

17 0.02728 0.00109 1.85-1079 | 1.41.10797
1.8 0.22961 0.01760
1.9 1.75564 0.25606

Tabelle10.25:Differenzzwischer\Néh undjeweiIsWB1 undWB2 undjeweiligem DatenfehlerMD = 10000,
Orel = (0.04+0.02)%

Die Tabelle10.25listetwieder, wie mittlerweiletiblich, dierelevantenFehlerderRegularisierunglieseDa-

tensatzesuf. Esfallt auf, da3sichdie quadratisch®atenfehlek; unde; in einerGroRenordnungonein-
anderunterscheiderpbwohl bei beidender mittlererelative Datenfehletatsichlicho,e) = (0.04+0.02)%

betragt.Diesedst aberein nurscheinbareWiederspruchgdadie StandardabweichurdgsmittlerenFehlers
selberbei 50% liegt. Wir habenaber waswir an dieserStelle erstbemerlenwollen, absichtlicheine so

breite Streuungum denmittlerenrelativen Fehlerzugelassenim damit einender denkbarerunginstigen
FallenfehlerbehafteteDatenzu simulieren.Ohnedaswir in dieserArbeit explizit daraufeingeherwollen,

sinddie ErgebnissdehlerbehafteteDaten,die eineweitausgeringereStreuungum derenmittlerenrelati-

ven Fehleraufweisenyollkommenanalogzu denhier vorgestelltenausschlaggeberatheintdasmittlere

Fehlernveauzusein.

Betrachterwir nun die Tabelle10.25:wir sehendeutlich,dalRdie Regularisierungder Imagirarteil- ge-
geriberder der Realteilintgralgleichungsich beziglich desangeebenerf-ehlersgunstigerverhalt. Wir
wollen daraufhinweisen,dalRwir ein ahnlichesVerhaltenbereitsim Abschnitt 10.4 beobachtehaben,
sodaRwir die ,giinstigeré regularisierteW? gegerilberW} nicht allein durch dengeringererFehlere;
erklarenkdnnen.Betrachterwir jetzt die Abbildung 10.45auf der nachsterSeite(zur Tabellekorrespon-
dierende) so relatiiert sich dasbesserd-ehlenerhalten,und die so geveckteHoffnung auf ein grafisch
gualitatv bessere&rgebniswird sofortzunichte Wie bereitsausder Tabelle10.25ablesbarkommenwir
bei WBZ mit dem Regularisierungsparametewar (mamginal) hdherals bei W{, und dementsprechendbo-

miniert der Datenfehlerspater dochsind die Graphender Regularisiertenqualitativ1® gleich. Aufallend
andenGraphenvon WBl und WBZ ist dasjetzt unterschiedlich&/erhaltenbei demWeg zur Dominanzdes

Datenfehlerswarendbei WBl in der Flanke bei negativen t-Wertendie Oszillationenbeginnenund sich

dannzum Maximum der regularisierterfortpflanzen beginnendieseOszillationenbei W2 bereitsum das
Maximum.DaswesentlicheErgebnishier ist jedoch,ebensavie bei denentsprechendelDatensatzlerre-

gularisierten\g derkomplexwertigenGleichung,da3sichbereitsein Fehlerim Promillebereichdrastisch,
im Vergleichmit reinenkontinuierlichen,doppeltgenaueh Daten,auf die regularisiertel dsungauswirkt,
sodaf3eine Annaherunggeschweigalenneine Reproduktion der regularisierterkontinuierlichenDaten
bereitsnicht mehr- odernur sehrschwer- moglich ist. Diesesseieindruckswll mit der Abbildung 10.46
demonstriertjn derwir die kontinuierlichen,anfanglich,,doppeltgenaueh Datenauf die selbenArt und

Weisé?0 einenstochastischenumerischefrehleraufgepigthabensodalwir wiedereinenmittlerenrela-
tivenFehlervon oye = (0.04+ 0.02)% erhalterhaben Die Datenfehlebetrugeriibrigense? = 1.89. 1076

undes = 1.46-10-%, d.h. dieseentsprachesogarfastdenDatenfehleesdiskretenSatzesVergleichen
wir die GrapherderbeidenAbbildungen10.45und 10.46,sokdnnenwir in jenenkeinequalitatve Unter

schieddeststellensomitbesttigt sich hier daspessimistisché&rteil.

L18Esist unsbewult, daRein derartigeDatensatexperimentellsovohl beziglich der Datenanzahlaberinsbesonderbediglich des
Fehlernveaus nur schwermrealisiertwerdendurfte.

119piesedegt, bei einerkritischenBetrachtungbereitsdie Werteder Tabellenahe.

120Tatsachlich handeltees sich dabeium die gleiche,von t-abtangige,gleich\erteilte Zufallszahlenfunktiongdie wie auchbisher
verwendehabenfir Detailsdiesemumerischestochastischeseiauf[PTVF92,Sto99 verwiesen.
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Betrachterwir nun die RegularisierungeinesrealistischerDatensatzesnit denkonkret Satzparametern
MD = 1024im Intervall [-10; 10| undeinemmittlerenrelatvenFehlero,e| = (4.0+ 2.0)%, alsodemglei-
chenDatensatzdenwir bei derentsprechendeRegularisierungder Komplexwertigenbenutzthabenund
derenErgebnissezur Erinnerung,in denAbbildungen10.41auf Seite289 und 10.42grafischdamgestellt
sind. Wir habenuns entschiedendiesenDatensatnun zu betrachtenda die Ergebnisseder Datenstze,
derenAnzahl an DatenpunkteMD hohersind und derenFehlernveaugeringersind, zwischendeneben
unddenjetzt betrachtetersatzenliegenwerden.In diesemSinnestellt derjetzt betrachtetdatensatalen
LunterenBereich dermoglichenErgebnisdar

[ B I W% [ I w2, | & | & |
05| 5.95.1079 5.89-10°06
0.8 0.00098 5.62-1079°

1.0 0.00673 0.00037 0.0168| 0.0013
1.2 0.06142 0.00498
15 3.43252 0.17752

Tabelle10.26:Differenzzwischen\Néh undjeweilstl undWE und jeweiligem DatenfehlerMD = 1024,
Orel = (4.0£2.0)%

In der Tabelle10.26habenwir wiederdie relevantenFehlerdieserRegularisierungaufgelistet Wie bereits
bei der ebenbetrachteterRegularisierungweist E? einen niedrigeren(quadratischenFehIers% auf als
El. Entsprechenibt die hier gemesseneAbweichungdernumerischerReguIarisierterWé gegerilberder

theoretischeiwéh betragsri'af&igkleineralsderentsprechendelﬁehlerderregularisierterwé. Demzufolge
kdnnenwir ausder TabelleablesendalRwir beiWB2 bis zu einemhdherenWert desParameter$ gelangen

als bei W}, Kritisch betrachtetjst der UnterschiedzwischendiesenbeidenParameterwertejedochrecht
gering, so dalRwir beZiglich der Qualitat der Regularisiertenkeine wesentlichenUnterschiederwarten
durfen.

Und sozeigendie Grapherder FunktionenW; undW?, die wir in der Abbildung 10.47auf dervorherigen
Seitewiedegegebenhaben tatsachlich keinenbeobachtbaremwesentlichemqualitatven Unterschied Es
fallt wiederauf, dalRderDatenfehlereinflufh WBl sichzuerstbei negativent-Wertenbemerktbamachtund

mit wachsendebominanzsich zumMaximumder Funktionfortpflanzt,wohingegendieserEinfluf3in WBZ
sich bereitsanfanglich oszillatorischum dasMaximum bemerkbamachtund sich dementsprecherioei
wachsendebominanzfortpflanzt.Letztlich ist jedochfestzustellendalibeideRegularisierteein nur sehr
starkverschvommene®ild derzugrundeligenderDeltadichtewiedegeben Esist sogaraufgrunddieser
Graphenunmiglich zu entscheidenob essich jetzt bei der theoretischenzugrundeligenderDichte um
eine GauR3-odereine Deltadichtehandelt.Zusatzlich sei erwahnt,dal3,aufgrundder niedrigenWerte des
Regularisierungsparametensir jetzt selbsterstindlicheventuelleFeinstrukturerder zugrundeligenden
Dichtenochgarnicht feststellerwiirden.

Bedauerlicherweis@ndertsich die Qualitat der Regularisierterbei einerErhdhungder Datendichtenicht,
waswir mit derder Abbildung 10.48auf der vorherigenSeitedokumentiererwollen. Dort habenwir die
ErgebnissalesDatensatzesit MD = 10000, unter Beibehaltungder Intervallangé?! und desFehlerni-
veaus,abgebildet.Trotz der fast zehnichenDatenmengekonnenwir offensichtlichkeinenqualitatven
Unterschiedzu denErgebnisserer RegularisierungdesDatensatzemit MD = 1024erkennenWir erin-
nernuns,dalwir diesesvVerhaltenbereitsbei einemFehlernveauim Promillebereichheobachtetetaben,
sodafunsdiesegetztauchnichtmehrverwundert.

Letztendlichlassendie Ergebnissealsodaspessimistisch&rteil der Unmbglichkeit der, auf denregulari-
siertenWBl undWB2 basierendendentifizierungeiner Deltadichtezu. Fasserwir diesesmit demErgebnis

12ir wollen erwahnen daReine VemgroRerungder Intenallangewederdie Qualitt der RegularisiertemochdenWert desmaxi-
malenRegularisierungsparametenserklichbeeinflussen.
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der Untersuchungewer regularisierteni\y der Komplexwertigenzusammenso hei3tdaspessimistische
Urteil122

Ergebnis2
Die zweifelsfreie.aufdenregularisierten\\g, W1 undW? basierendddentifizierungeinerzugrundeligen-
denDeltadichterespektve die Unterscheidungon einerGauf3dichtést nicht moglich.

Die ernichternderkKonsequenzedeszusammerdssendertrgebnisse® sind, dal3wir generellnur mit
grobenNachbildungender zugrundeligendenDichte, die man auchals ,unscharf oder ,verwascheh
bezeichnerkdnnen,rechnendirfen und daf so detailierte,scharfeStrukturennicht respektve dement-
sprechendschlechtoder kaum aufgebst reproduziertwerdenkdnnen.Dieseswird sich in denweiteren
Untersuchungenochbesttigen,wobei diesespessimistisch&Jrteil sich nicht auf dasbisherbetrachtete
Regularisierungserfahrenbeschéankenwird, sonderrauchiiberdie zumVergleichherangezogenesrwei-
tertwerdenkann.

10.5.2 DasCole-Davidson Modell

DasnachsteModell, daswir separatindetwasdetailiertetbetrachterwollen,ist dasCole-DavidsonModell.
Wie wir bereitsim Abschnitt 10.4.4bemerkthaben Jesenwir ausdenin der Tabelle10.19aufgelisteten
GrenzerdesRegularisierungsparametebgi kontinuierlichenDatendie Unmdglichkeit der zweifelsfreien
IdentifizierungdesCole-Daridson Modells ah Diesesgilt fir die regularisierten\NB1 undWB2 und insbe-
sonderdur dieregularisierté\; derKomplexwertigen.Dementsprechengerdenwir die Regularisierung
der komplexwertigenIntegralgleichung nur kurz behandeln.

Und so habenwir in der Abbildung 10.49auf der nachsterSeitedie Ergebnisseader Regularisierungdes
diskretenDatensatzemit MD = 10000unddemintervall [—20;20], bei ansonstemlsfehlerfreibetrachte-
ten Daten,wiedegegeben Fur denModellparameteder Cole-DavidsonDichte wahltenwir exemplarisch
o = 0.5; die Ergebnissébei anderenWertendiesesParametersind vollkommenaquivalent. Dieser Da-
tensatzst tibrigensder ,Minimale*, mit demwir die Ergebnissaler RegularisierungkontinuierlicherDa-
tenquasireproduziererkdnnen,d.h bis zum maximalenWert Bmax = 1.3 tatschlichdie Regularisierung
betreibenkdnnen.Andersals bei denbisherigenAbbildungen,habenwir unsjetzt entschlossemur die
regularisierteg = ReWp anzugebendader Imaginarteil, JmWg, keineneueninformationerentralt. Wir
bisher kdnnenwir ausdiesemaufgrundeinercharakteristischeaszillatorischerstruktur, wie wir diesebe-
reitsin andererFallenbeobachtehabendie Dominanzeinessystematischenumerischerrehlersablesen.
Anstelleder FunktionJmWg, habenwir unsentschlosserdie ,urspiiingliche Dichte pcp, anzugebendie
wir ausWep abgeleitehabert??,

Daspessimistisch&rteil zur Moglichkeit eine ldentifizierungder Cole-DavidsonDichte wird offensicht-
lich durchdie diskretenDatenbesatigt. Wenigerdie Notwendigleit einesrelativ grolenDatensatzemit
MD = 10000,sonderndie Qualitat der erhaltenerRegularisiertensind der Grundfir die Besttigung:die
schwacheDivergenzder Dichte pcp wird durchdie regularisiertepg nicht mal ansatzweisdeschrieben,
d.h. ausder alleinigenKenntnisder regularisierterwiirdenwir nicht mal diesespathologische/erhalten
der zugrundeligendervermuten.Desweitererilberlagerrdie oszillatorischerkinflissedesDatenfehlers
die Regularisiertederart,daf3die schwacheDivergenzfur T — 0, die offensichtlichdurchdie theoretische
regularisierteexakt nachgebildeé®* wird, sieist zwar zu identifizieren,dochder ExponenijenerDivergenz
kannkaumermitteltwerden.

122E 5 seijedochandie philosophischeerkenntnistheoretisehBemerkungauf Seite283erinnert.
1237ur Erinnerungperdefinitionemist die regularisiertedurch
Pp(t) = wp(1)/T
gegeben.
124sieheauchdie Ausfiihrungerim Abschnitt9.5.2,Seite213undinsbesonderdbbildung9.27
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Abbildung10.49:Wp: RegularisierungdesphanomenologischeAnsatzegsliskreterDaten:a = 0.5, 19 =
1.0;1.3<B < 1.325,MD = 10000
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NachdenderbisherigerErgebnisserieserArbeit, ist esklar, dal3wir qualitatv bessereegularisierte,
auf der BasisfehlerbehafteteDaten,nicht werdenerhaltenkonnen.Die Abbildung 10.49charakterisiert
im diesenSinnedie bestndglichenApproximationerder Cole-DasidsonDichte, die wir mit denkomplex-
wertigenphanomenologischeAnsatzauf der BasisdiskreterDaten&tzeuberhauperhaltenkonnen.Wir
wollen deswgendiesenetzt nicht weiter untersuchensonderrunsgleichder Regularisierung der Real-
und der Imaginarteilintegralgleichung zuwenden.

So habenwir jetzt die Ergebnissealer regularisiertenV: und W2, auf der Basisdesexakt gleichen,obi-
genDatensatzesn derAbbildung 10.50auf dernachsterSeitewiedegegebenWir wollen erwahnengdald
wir auchhier mindestensinenDatensatanit MD = 10000berbtigen,um tiberhaupin der Gegenddes
maximalenBmax der kontinuierlichen,,doppeltgenaueh Datenzu gelangenWie wir an der Abbildung
10.50erkennengelangerwir mit diesemDatensatbis zu demParameterdenwir beiderRegularisierung
kontinuierlicherDatenerhaltenhaben.Vergleichenwir die Abbildung mit der entsprechendeder konti-
nuierlichenDaten,Abbildung 10.32auf Seite273, so stellenwir erstaunlicheiVeisedieselbeQualitat der
Reagularisierterfest.Diesesscheintein erfreulichesErgebnisdarzustellendochsolltenwir nichtvergessen,
daRdie GroRedesDatensatzebD = 10000eineexperimentelleAusnahmebilden diirftel5,

Nachdemwir nun demonstrierthaben,dal3wir mit diskreten,ansonsterals fehlerloszu betrachtenden,
Daten&tzenprinzipiell denMaximalwert Bmax erreicherkdnnenwollen wir unsjetzt wiederdenAuswir-
kungendesDatenfehlerzuwendenEntsprechendler bisherigenUntersuchungerpragenwir demeben
benutzterDatensatnun einennumerischstochastischeRehlerderartauf, daRder mittlere relative Fehler
derDatenim PromillebereicHiegenmoge.

| B | I —WEZ, [ W w2, || € &
1.2 0.0989 0.0991

1.4 0.0923 0.0927

1.6 0.0888 0.0889 3.48-107%6 | 8.66- 10798
17 0.1080 0.0915

1.8 0.3153 0.1141

Tabelle10.27:Differenzzwischer\Néh undjeweiIsWB1 undWB2 undjeweiligem DatenfehlerMD = 10000,
Orel = (0.04+0.02)%

In der Tabelle10.27 habenwir jetzt die, in der numerischapproximierterL2-Norm gemessener)aten-

und Regularisierungfehleaufgelistet;,genauethabenwir den Ausschnittum dasMinimum desgesamten
Regularisierungfehlerdyei der VariationdesParametersm Intervall [1.0;2.0], wiedegegeben Auffallend

ist, daRdie Datenfehle? unde3 beinaheum eineGroRenordnunguseinandeiegen;der mittlererelative

Fehlerbetragtbei beidenjedochdenang@ebenerwert.

Aus der Tabellelesenwir als Wert fur B, bei dem der Regularisierungsfehlesein Minimum annimmt.
B = 1.6 ah Wir habenjetztin der Abbildung 10.51auf Seite302 sovohl die Graphender regularisierten
WBl undW? bei diesemWert als auchdie GraphendesjenigerMinimalwertes bei demin jenennochkein
DatenfehFereianurZu erkennerist, abgebildet.

Esfallt wiederdasleichtunterschiedlich&erhalterbei derRegularisierunglerReal-undderimaginarteil-
gleichungauf: esscheintso zu sein,dalRdie Regularisierungder Imaginarteilgleichunghumerischstabiler
alsdie derRealteilgleichungst. Dawir diesesVerhaltenauchbei derRegularisierunglerkontinuierlichen
Datenbeobachtehaben konnenwir diesesnicht einfachauf denUnterschiedder Datenfehlere? und €3

zuruckfuhren.

DaswesentlicheErgebnisder Abbildung 10.51ist jedochdie Besttigungder Beobachtungdal3selbstein
Fehlerim Promillebereichsich drastischauf dasEndegebnisder Regularisierungauswirkt. Der maximal

125siehediesbeiiglich [Bec88 CC41, DC51, WW99]
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Abbildung 10.50:Wep: RegularisierteWy undW¢ bei diskretenDaten:a = 0.5, To = 1.0; MD = 10000,

3.8<B<3.95
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Abbildung 10.51:Wep: RegularisierteWy und W bei diskretenDaten:a = 0.5, To = 1.0; MD = 10000,
1.2 < B < 1.6; Ope| = (0.0440.02)%
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Abbildung 10.52:Wp: Regularisierte\NBl undWB2 bei diskretenDaten:a = 0.5, 10 = 1.0; 1.0 < B < 1.4,
MD = 101,04 = (0.5£0.2)%
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Abbildung 10.54:Wep: Regularisiertepé und pé: a =05, 10=10; 1.0< B < 1.4; MD = 101, Gy =
(0.5+0.2)%
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mdglicheParameterbis zu demwir einenochbrauchbar&egularisierteerhaltenjst drastischvon Bmax=
3.8 auffmax= 1.6 gesunlken.Desweitererseherwir anhandierregularisiertet: beip = 1.6, alsobeiden
Wert desRegularisierungsparametetsei demder quadratisché-ehlerder Regularisiertenminimal wird,
dafRdiesenicht die glattestezu seinbrauchtrespektve dort bereitsder Einfluld desDatenfehlersieutlich
erkennbaiseinkann.DiesesverwunderunsaufgrundderNaturderNorm,in derwir denFehlerangeeben
habenauchnicht.

Wendenwir unsjetzt, dieseUntersuchungenunabschlieBendyiederder Regularisierungeinessimulier
ten Datensatzegu, wie jenerin derPraxisrealisiertwerdenkdnnte . Konkretbetrachterwir denDatensatz
mit MD = 101im Intervall [-10;0] und einemmittlerenrelativen Fehlero,g = (0.5+ 0.2)%. Die Mo-
dellpar<';1meté126 der Dichte W, sindwiedera = 0.5 undtp = 1.0 gewvesen Wir habendiesenDatensatz
in der Abbildung 10.53auf dervorherigenSeitegrafischdagestellt.Hierbeisind, wie die Legendeesuns
verrat, die durchgezogenkinie die theoretischerfehlerfreienFunktionenE! und E? und die Sternesind
die simuliertenMeRwerte Trotz desgeringerrelatvenFehlerskdnnenwir bereitsvisuell einegeringeAb-
weichungderDatenpunktezon der Exaktenerkennenjnsbesonderan denBereich,indemdie theoretische
Elihren,Plateauwett Einsbeit — co annimmit.

| B[ I -WAZ [ I -wRliz [ &€ | €
1.0 0.1070 0.1072

12| 00981 0.0982 104.10-05 | 5.29.10-06
1.4 0.1087 0.0926

1.6 0.5615 0.1110

Tabelle10.28:Differenzzwischen\/\/éh und jeweils WBl undWB2 und jeweiligem DatenfehlerMD = 101,
Orel = (0.4£0.2)%

Die Tabellelistet die unsinteressierendeRehler in der numerischapproximierteri.?-Norm gemessenen,
derRegularisierungsawie die Datenfehleauf. Konkretist die Tabellewiederein AusschnitiderErgebnisse,
die beiderVariationdesParameter$ im Intervall [1.0;2.0] erhalterwordensind. Wir lesenals denWert,
bei demder Regularisierungsfehlejeweils sein Minimum annimmt,fur beideRegularisiertef = 1.2 ah
Wir wollen nochkurz daraufhinweisen daRder beginnendegdrastischDatenfehlereinflubei W= sichbei

B
denWert 3 = 1.6 bereitsandeutet.

Die zur Tabelle10.28getrendembbildungensindjetzt 10.52auf Seite303und 10.54auf dervorherigen
Seite.In derersterersind,wie bisheriiblich, die Ergebnisseé[JrWBl undWBZ, vemglichenmit derzugrundelie-
genderexaktenW.p, grafischdamgestellt.Wir haberhier sovohl dasergebnisfiir denWert3 = 1.2, beidem
alsoder Rayularisierungsfehleminimal wird, und jeweils dasErgebnisfiir denWert angegeben pei dem
wir nochkeinenbzw. einensich geradezu beginnenabzeichnendeB®atenfehlereinflulérkennenkdnnen;
andersaausgedicktzeigenwir dasErgebnisfir denWertdesRegularisierungsparametedenwir nachdem
Ltrial anderrot Verfahrer?” erhalterhabenchier liegendie beidenWertedesRegularisierungsparameters
alsodichtbeieinanderein Umstand derunsaufgrunddesexponentiellerEinflusseslesDatenfehlersiicht
verwundert.

Bereitsandenin der Tabelle10.28wiedegegebenderBereichsdesRegularisierungsparametefallt uns
auf, da3sichjenerParameterbereiclin denwir akzeptableegularisiertel dsungererhaltendie durchden
DatenfehlereinfluBicht vollig korrumpiertsind, sich nur geringfigig von denentsprechendeBereichdes
obendiskutiertenDatensatzemit MD = 10000und, wichiger, mit einemrelativen Fehlerim Promillebe-
reichunterscheidenlatsichlichahneltsichdie Qualitat der Regularisierterauffallig.

In derAbbildung10.54aufdervorherigerSeitehabenwir die ausdenregularisierte'W} undw? abgeleite-
teregularisierterder,urspiingliché Dichte pcp abgebildetSinddie Regularisierte erAbbiﬁ:iung 10.52

126\\ir wiederhohlendaRdie Ergebnissdiir anderéWerteder Modellparametevollkommenagquivalentsind.
127sieheAbschnitt8.1
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bereitsvon einerernichternderQualitat, so lasserdiejenigender regularisierterder Dichte pcp quasidie
Hoffnung auf die Moglichkeit der Identifizierungjener Dichte fahren:esist offensichtlich,dalwir allein

ausdenRegularisierterdie Cole-DavidsonDichte nicht identifizierenkdnnen ja esist geradeso, dal3wir,

wennwir die zugrundeligendenichtkennenwirden,iiberhauphicht auf die ldeekommenwiirden,dalRes
sichhierumdasCole-DavidsonModell handeltdadieseapproximierterkein Anzeichnereinerschwachen
Divergenzaufweisenpetrachtemwir die DichtendesHavriliak-NegamiModells*?8, sowiirdenwir ausden
regularisierterLdsungereherauf diesesModell schlieRen.

10.5.3 Fazit der Numerik diskreter Daten

EswarenunmiiRig,die RegularisiertenweitererDatensitzezu prasentierenerhbhenwir denDatenfehler
sokonnendie Losungeroffensichtlichqualitativ nicht bessemwerden.Eine nochmaligeVerringerungdes
Datenfehlersst insbesonderaufgrundderexperimentellerMdglichkeitenkeinesinnvolle Alternative,und
andererseithiabenwir in denhinter unsliegendenUntersuchungeden bereitsdrastischerEinflufl? eines
relativen Datenfehlersm PromillebereictdemonstriertEinzig die Variationder Datendichtescheintnoch
sinnvoll zu sein,dochdemonstrierder ebendiskutierteDatensatzdaf3die dominanteFehlerquellen der
Regularisierungder Fehlerder Numerik und insbesonderéer stochastisch®atenfehlerzu seinscheint.
Im Laufe der nochverbleibenderUntersuchungemwerdenwir nochkurz die Ergebnissdiir einigeande-
re Datengtze,die eine geringereDatenzahlaufweisen prasentierenNichtsdestotrotavollen wir darauf
hinweisenphnedaswir diesesanhandvon numerischerErgebnissemletailiert?? belegenwollen, daRein
Datensatzmit MD < 100 nicht zu empfehlenist; die Numerik konnte,bezogenauf einen aquivalenten
Datensatzanit MD > 100, sonstzu schnellinstabilewerden,wobei dieseGefahr inbesonderédei einem
mittlerenrelativen Fehlerim Prozentbereicbesteht.

Bei derRegularisierungliskreterDateng&tzekonnenwir zuersteinmatlie prinzipielle Mdglichkeit der Re-
produktiort®° der Ergebnisseder Regularisierungkontinuierlicher Datengitze feststellen,wobei bei der
phanomenologischemtegralgleichungsogarbereitsein Datensatzmit MD = 1024 und [—10; 10] aus-
reicht- im Fall der Deltadichte.Diesesgilt, ohnedalRwir esbeweisenwollen, ebensdir alle weiteren
Dichten,die keinenumerischerrathologienaufweisenjnsbesonderalsfir die Cole-Cole-und die Gaul3-
dichte.Beim Cole-DavidsonModell berbtigenwir, um mit denRegularisierungsparameter denBereich
der Kontinuierlichenzu gelangenjm GegensatadazueinenDatensatanit MD = 10000,unterBeibehal-
tungderintervallange denwir ebens@enerelbeidenintegralgleichungenlesReal-unddesimaginarteils
berbtigen.

Auchwennein Datensatmit der Grol3enordnungon jeweils 10000Datenpunkterexperimentelinichtun-
bedingtrealistischzu seinscheintrelativiert sichdiese€rgebnissobaldwir Daten&tzemit einemmittleren
relatven Fehlerim Promillebeeich betrachtenunabléngigvon der zugrundeligenden(Modell-)Dichte
wirkt sich dieserFehlerbereitsderartdrastist und destruktivin der Regularisierungaus,so dal3wir mit
denRegularisierungsparametaur nochin denBereichb < 2.0 gelangenMan mogejetzt einwendengdafd
unsereDatenétze,dajeneeinesehrbreitenStreuungdesrelativen Fehlersaufweisen zu sehrverrauscht
warenund die experimentellerBegebenheitemventuellnur ungeriigendmodellierenwiirden.Dazuist zu
sagen:Untersucherwir den Einflul} des Datenfehleramit Daten&tzen,die eine geringereStreuungum
derenmittleren relativen Fehleraufweisen so sind dieseErgebnissemit den hier vorgestelltervollkom-
mengqualitatv und,im RahmendermoglichennumerischerGenauigleit, bezogerauf denDaten-undden
numerischenntegrationsfehlebei der Integration tiber stark oszillierendeFunktionen,sogarquantitaty
aguialent.Ausschlaggebensicheintsomitnur dasmittlere Fehlerniveawu sein.Desweitererwollen wir
aufdie IrrelevanzdiesesArgumentedei Fehlernim Promillebereicthinweisen:selbstbei einer Streuung
um 100%wareder Datenfehleimmernochnicht mehrals, ein numerische®Rauscheh

128sjeheAbschnitt3.4, Abbildung 3.2 auf Seite41
129pjesessoll schonallein um die Arbeit in einennochertraglichenUmfangzu haltennicht detailiertausgeiihrt werden.

130pjeseist natirlich mit deneinerentsprechentohenAnzahlundeinerentsprechendiedrigenDatendichtémmergegebendoch
soll eshierum derartige,pseudokntinuierliché nichtgehen.
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DerGrund,dalwir die auf Daten&tzendie einebreiteVariationdesrelativenFehlersaufweisenpasieren-
de Ergebnisséiier prasentierhabenundnochprasentierenverden,st, dal3jene Datengitzeexperimentell
vielleichtgarnicht sounrealistisctsind. Betrachtemanjenegenauesostellt manfest,dafl’dieseVariation
durchdie Datenpunktesrzeugtwird, bei denendie Vorgegebenersehrkleine Funktionswerteder, wie im
Fall von E;, einen(asymptotischelonstantennehmenUndim Gegensatzu einerexperimentellerSitua-
tion, sosolltenwir nichtvergessensindwir hierin derLage,denmathematischeexaktenFehlerangeben
zu kdonnen.Desweitererkdnnenwir, falls die Argumentenicht Uberzeugendie Datenstzebediglich der
Variationalsdie ,schlimmstermdglichenFalle’ betrachten.

NebendemErgebnid3! derUnmbglichkeit derldentifizierungeinerzugrundeligenderDeltadichtejst ein
weitereswesentliche$-azit dieserUntersuchungejedoch,dal3daspessimistisch&rteil iberdie Identifi-
zierungder Cole-DavidsonDichte besttigt wird. Wir kbnnenalsoformulieren:

Ergebnis3
Die auf den regularisierten\\g, WBl und WBZ basierendddentifizierung eines zugrundeligendenCole-
DavidsonModellsist nicht méglich.

Wenn uns auch das pessimistischéJrteil beziglich der Deltadichtevon erkenntnistheoretisch&¥ Sei-
te nicht zu storen braucht,so ist diesesUrteil von gro3ererBrisanz,insbesonderaufgrund,der bereits
oftmals erwahnten,Bedeutungder Cole-Davidson Dichte bei der Interpretationvon Me3werten:mit der
Unmoglichkeit der Identifizierungverliert dasModell letztendlichseineBedeutungseineninterpretato-
rischenund erkenntnistheoretisché?® Wert. Letztendlichwird dasCole-DavidsonModell, insbesondere
in dernumerischerAuswertungwie wir jetzt deutlichgezeigthabensollten,durchdasHavriliak-Negami
Modell aufgehobenletzteredst bekanntlichebensain phanomenologisches.

Wir wollen nun die Untersuchungeaum Cole-Davidson Modell abschlieRenywobeiwir nocherwéhnen
wollen, daRestatsachlichAutoren'®* gibt, die die in ihrer Gesamtheitviedegegebenemegularisierterder
Cole-Davidson Dichte als ,,gute Reproduktioneh bezeichnerwiirden. Wie man auf ein derartigesdefi-
zitaresUrteil kommenkann,mogeein GeheimnidieserAutorensein.

10.6 Der Vergleich verschiedenerRegularisierungswerfahren

In diesemAbschnitt sollen also verschiedend&egularisierungserfahrenmiteinanderverglichen werden.
Konkretwollen wir dasregularisierendé&erneverwendendé/erfahren,alsodasvon unsbehandeltemit
dem, Standarderfahrefi in derRegularisierunggderTikhonov-PhillipsRegularisierung®> undderLandweber
Iteration'3%, wobeiletzteresein Beispieleines,zumindesin derphysikalischeriteratur, wenigerbeachte-
tesist. Die letztenbeidenVerfahrenwenderwir in derenFormulierungalsinverseFourier Transformationen
an,waszur Konsequenhat,dalwir in Wirklichkeit nur die Integralgleichunglesimagirérteilst3” behan-
delt habenDie Verfahrenso anzuwendertbringt jedochgrof3eVorteile bei der numerischerRealisierung,
dawir jetzt nichtaufwendigereaumerischéextremalisierungenespekive numerischOperatogleichungen
iterativ 1dsenmuissen sonderndie numerischausgereifteund besserkontrollierbaré3® schnelle Fourier-

BlsieheSeite2
132%5iehedie Bemerkungemuf Seite283

133Dje phanomenologischilatur desCole-Davidson Modells verbietetvon vornhereireine ontologischenterpretation siehedazu
[Kan95 Haa83.

134gin ahnlicherHinweis auf Autorenist in [LBP91] zufinden.
135ieheAbschnitt5.2

136sieheAbschnitt5.4 und[Lan51, Lou89]

137zur Lsbarleit derImagirérteilintgyralgleichung siehewiederAbschnitt2.4.3

138aychwennwir in dieserArbeit denRechenzeitaufand nichtbetrachtehabensoist diesbeiiglich die Anwendungderschnellen
FourierTransformatiorein weiteresArgument.
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Transformatiod?, die wir der Korventionentsprechendhit ,FFT* abkiirzenwerden,anwenderkonnen.
Zusatzlichhaberwir die direkteAnwendungder stabilisierenderi, im FourierRaum,verglichenmit den
dazukorrespondierendelnernCD\ZI, untersuchtWir wollen nochdaraufhinweisendalwir in denfolgenden
Abbildungenund Tabellendie Tikhonov-Phillips Regularisierungdurch, TP* unddie Landwebeilteration
durch,,LW* abkirzenwerden.

Noch eine Bemerkungzu den folgendenPrasentationenDen Leserwird auffallen, dal wir nicht mehr
zu jederAbbildungdie dazugehirendenTabellemit denrelevantenFehlernangeyebenhaben Wir haben
uns daraufbeschénkt, nur noch exemplarischdie Tabellenanzugebenund insbesonderauf diejenigen
verzichtet,derenAussagerbereitsin denandererifabellenenthaltersind. Ein weitererGrundist, wie wir
bereitsandenvoranggangenetntersuchungeableserkdnnen daldie quantitatvenWertederL2-Fehler
nur bedingtgeeignesind Schiisseliberdie Qualitat der Regularisierterzu ziehen Diesediegt, wie schon
einmalerwahnt,in derNaturderL?-Norm.

Vergleichenwir zuerstdie mit denverschiedeneRegularisierungerfahrergevonnenRegularisiertereines
einfachenGaulimodellsgdaswir in volliger Analogiezu der Gaul3scheMollifier-Funktionals

a
Wealt) = n exp (—ot?) (10.19)
formuliert haben.Ebensohabenwir uns der Einfachheitwegen auf die Zentrierungum den Nullpunkt
beschéankt. Esist klar, da3die Ergebnissenicht von der Lage desMaximumsder GauRRdichteabrangen
werden.

Als ersteswollen wir dasobigeGauRmodel(10.19)mit a = 2.0 untersuchenin der Abbildung 10.55auf
der nachsterSeitesind nun die, auf ,doppeltgenaueth kontinuierlicheDatenbasierendennit denunter
schiedlicherverfahrenbestimmteregularisierten_dsungerabgebildetKonkrethabenwir die Ergebnisse
derdirektenAnwendungdesFiltersim FourierRaum gekennzeichnemit , Gaul¥filterFFT* , derTikhonov-
Phillips Regularisierungmit , TP-FFT gekennzeichnetind desregularisierenderkKernsabgebildet Auf
die WidergabedesErgebnissederLandwebetiterationhaberwir, dadiesesnit demderTikhonov-Phillips
Regularisierungdentischist, der Ubersichtn derAbbildunghalberverzichtet Ebensoverzichtethabernwir
aufdie AngabederWertedesjeweiligen Regularisierungsparametersdein direkterVergleichdiesemu-
merischenMerteist offensichtlichsinnlos.

Wie wir auchnichtanderserwartethabenunterscheidesich die Ergebnissaler beidenunterschiedlichen
RealisierungemlesGaufifiltersqualitatv nur mamginal, wir erhaltenals maximalmoglichenWert desRe-
gularisierungsparametebei der direkten Anwendungalso keinenandererals dender regularisierenden
Kerne,undtatsaichlichweisen yorweggenommengie UntersuchungejenerbeidenAnsatzegenerellkaum
Unterschiedauf. Insbesonderé Hinblick auf die Praxis,sind somit jene beidenaquialent,wasdurch
dasnachfolgendenochbesttigt wird. Esverwundertauchnicht wirklich, daRRjenebeidenRealisierungen
aquivalenteErgebnissdiefern, dadasProblem,lberstark oszillierendeFunktionenzu integrieren,in der
FormulierungalsinverseFourier Transformatiorewar implizit, abernachwieror enthalteA*© ist.

Nachdenumfangreichendetailiertenund mitunterauchmiihevollen Untersuchungerist esernichternd,
die Reproduktiorder ModelldichtedurchdasTikhonov-Phillips Verfahrenfestzustellenin der Abbildung

10.55konnenwir keinen Unterschiedzwischenden Graphender Modelldichte und der regularisierten
Lésungmehrerkennen.Der in der L2-Norm ausgediickte Regularisierungsfehleist hier sogarnur von

der GroRenordnund.0~10. Der EinfluR desDatenfehlerdst, und dashabenwir bereitsdamgelegt!*t in der
Tikhonov-Phillips Regularisierungein andererund offensichtlichderart,dal3diesersich erstbei grof3eren
Fehlernbemerkbamachtund auf demNiveau, doppeltgenauer DatennochkeineRolle spielt. Desweite-
renkonnteauchnochdie Moglichkeit einessubexponentiellerFehlereinflusselsestehen.

13%jehebeispielsweis¢PTVF9I2, Sto99 SBOQ

140Dje Problematikder numerischerintegration ilber stark oszillierendeFunktionenwird durch den Algorithmus der FFT quasi
verschleiertsiehedazuauch[Sto99 KF87]

141siehe Abschnitt 9.3.2; wir wollen daranerinnern,daR die dort anggebenenFehlerabschtzung das globale Fehlenerhalten,
bediglich einerHilbertraumnorm beschreibtund nur indirekt Riickschlisseauf dasin der Numerik beobachtbaréokale Verhalten
zulaRt.
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Zur BeantwortungdieserFragetragennundie Abbildungen10.56aufdernachsterSeiteund 10.57auf Sei-
te 312bei: in dererstererhabernwir die Regularisiertereinesfehlerbehafteteatensatzemit denSpezifi-
kationenMD = 1024im Intervall [—20; 20| und einemmittlerenrelatven Fehlervon o,g = (0.4+ 0.2)%
wiedegegebenijn derletzterendie RegularisierterdesselbenDatensatzegetzt mit einemrelatvenmittle-
renFehlervonoe = (1.3+£0.9)%. Auchwenndie um GrofRenordnungequalitati bessereftrgebnisseler
Tikhonov-Phillips Regularisierungoei ungesbrten Datendie Hoffnung auf eine generellbessereriRepro-
duktionderzugrundeligenderwecken, zeigendie auf fehlerbehafteteatenbasierendefRegularisierten
einandere®ild: wir erkennenandenAbbildungenl10.56auf dernachsterSeiteund 10.57auf Seite312,
daRdie Tikhonov-Phillips Regularisiertewir habeniibrigensgenerelleinenStabilisatot*? mit konstanten
KoeffizientenderOrdnungp = 1 benutztzwar die Gaul3spitzgscharfet’ wiedegibt alsdie beidenanderen
Reyularisiertendie ein rechtunscharfe®ild der Gaul3dichteviedegebendochist die Tikhonov-Phillips
Regularisiertevon Oszillationed*? tiberlagertEbensdcodnnenwir in denbeidenAbbildungeneinenleich-
ten Unterschieddes Zentrumsder regularisiertenGaufRdichtebei der Tikhonov-Phillips Regularisierung
erkennen.Wir werdendieses,wanderfi einesZentrumsspater deutlicherbeobachterkdnnen,wennwir
DoppelgaufModelldichten(kurz) betrachterwerden.

Beziglich der beidenverschiedeneRealisierungerdes Gaulifilterskonnenwir dasselbdesthaltenwas
wir bereitsbei derRegularisierunglerungesbrtenDatenbeobachtebhabengrundstzlichsindjenebeiden
Regularisiertervon dergleichenQualitat, unddie WertedesParameter$ sindvon dergleiched** GroRen-
ordnung,d.h.jeneWerteweichennur geringfligig voneinandeah Und offensichtlichgilt fur denWert des
»trial anderrof -Verfahrenammer 3 < 3, 2, wobei 3 = denWert, bei demder (gesamteRegularisierung-
fehler, ausgediickt durchdie L2-Norm, seinMinimum annimmt,bezeichnersoll.

14ZsieheAbschnitt5.2

143DerartigeOszillationenin der Tikhonov-Phillips Regularisierungwvurdenbereitsbei ahnlichen starkschlechigestellterProble-
menbeobachtetsiehedazuauch[AT77, Gro84 Lou89, TGSY95]

H4wVirdenwir samtlichuntersuchteModelle und derenverschiedeneRarameterorstellen sowiirdedie Arbeit jedesertragliche
MaR sprengenSokdnnenwir nuraufdasVertrauerdesLesershoffen, wennwir derartigeErgebniss@hneweiterenNachweisauf3er
dennumerischelin ihrer Gesamtheitangeben.
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Abbildung10.56:Gaul3dichteVergleichdermit verschiedeneﬁeguIarisierung\eerfahrert‘:]ewonner\/VB2 bei
gesbrtenDaten:a = 2.0; MD = 1024,6,¢; = (0.4+0.2)%
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Abbildung10.57:Gaul3dichteVergleichdermit verschiedeneReguIarisierungerfahrergeNonnenWBZ bei
gestrtenDaten:a = 2.0; MD = 1024,0,¢ = (1.3+0.9)%

Ein weiteresProblembei der Tikhonov-Phillips Regularisierterist nochzu erkennennamlichwelcheder
OszillationentatsachlichnumerischeArtefakte sind und welcheeventuell Strukturender zugrundeligen-
denDichte zu reproduziereversuchengadieseOszillationenjm Gegensatzur Regularisierungmit den
GauRfilterimmerzu beobachtesind, alsoauchbei einemhdherenWert*® desParameters§.

Die Regularisierungsparametemurdenibrigenssovohl nachdem, trial anderrof -Verfahrenalsauchtber

das numerischbestimmteMinimum des (gesamtem)_?-Regularisierungsfehlersestimmt.Beide Werte

sind hier tatsachlichidentisch.Die asymptotischefEntwicklungen(9.205)auf Seite 184 und (9.206) auf

Seite184 zur ,quasioptimalet Wahl desParameter$l genalR deserstenmodifiziertenDiskrepanzprin-
zipst*6 ergebeniibrigensein zu groRenwert, bei demder Datenfehlereinfluereitszu starkdominiert.

In der Abbildung 10.58auf der nachsterSeitehabenwir jetzt die, auf einemDatensatanit dengleichen
Spezifikationenvie obenundwiederummit einemmittlerenrelatvenFehlervon o, = (1.3+0.9)% basie-
rendenRegularisiertereinerGauRdichtewobeider Modellparametejetzt a = 3.0 betrug,wiedegegeben.
Diesmalhabenwir wieder die relevantenFehlerdieserRegularisierungin der Tabelle 10.29 aufgelistet.
Wir lesenausder TabelledenminimalenFehlerbei der Tikhonov-Phillips Regularisierterah Zu denzwei
verschiedenehlVertendesParameter$ bei denbeidenverschiedeneRealisierungdesGaul¥filtersst zu
erwahnendalwir denWertbeidemregularisierendeierngenafiides,trial anderrof -Verfahrengewahlt
habenwohingegenwir derWert bei demdirekt angevandtenGaufifiltemachdem,numerischbestimmten,
Minimum desL?-Regularisierungsfehlergewahlt haben.

145Esseidaranerinnert,daRim Tikhonov-Phillips Filter B — 0 beig® — g gilt.
146sieheAbschnitt8.2.2und9.5.1
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Verfahren ‘ B ‘”WGauB_WBZ“EZ‘

TP-Filter 0.004 0.249
GauR-Filter| 1.3 0.411
GauBlern 1.1 0.507

TabeIIe10.29:VergIeichderDifferenzzwischerWGauBundWB2 beiverschiedeneRegularisierungserfahren:
o =3.0,00=(1.3+0.9%

Wiederumzeigtessich,daRdie Regularisiertemit denminimalenL?-Fehlemur bedingtauchdie , bessere
gualitatve Approximationdarstellt: Zwar zeichnetdie Tikhonov-Phillips Regularisierteeinendeutlichen
Gaul3pealnach,doch mit einemfalschenZentrum,das Maximumsder Regularisiertenliegt nicht beim

MaximumderZugrundeliggendenundist wiederummit OszillationeniberlagertEinendeutlicherEinflufd

des Datenfehlersmanifestiertebensodurch Oszillationen,weist die Regularisiertedes Gaul3¥filtersauf.

Ziehenwir in der Betrachtungenernoch dasErgebnisdesregularisierenderkKernszustzlich heran,so

erkennenwir die numerischartefaktischeNatur der zusatzlichenoszillatorischerpitzenin denGraphen.
Ubrigensreproduziererbeide GauRfilterrgularisiertedie Stelle des Maximums der Zugrundeligenden
korrekt.

a=30
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---------- Gaussfilter: 3 =1.3
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t

Abbildung10.58:Gaul3dichteVergleichdermit verschiedeneﬁeguIarisierung\eerfahrert‘:]ewonner\/VB2 bei
gesbrtenDaten:a = 3.0; MD = 1024,0y¢| = (1.3+ 0.9)%
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NachdemeinfachenGaufmodelivollen wir ein ebenseeinfachedDoppelgauModell derForm

Wot) = at exp (—of(t—t)?) +(1— a)“—i[ exp (—o3(t—t1)?) (10.20)

VT NG
mit 0 < a< 1 betrachtenAls ersteskonkretisierewir die Parameteim (10.20)zua; = 0 =2.0,t; = —1.0,
to = 1.0unda = 0.5, alsozwei Gaul3peaksit jeweils dergleichenBreite.

Die Tabelle10.30listetdie obligatorischerrehlerderauf regularisierendeernenbasierendeirgebnisse
derBehandlunglerReal-undIimaginarteilintegralgleichungn,wobeiwir zuersteinenreinenDatensatait
MD = 1024und Dateninterall [—-20;20] betrachtehaben.

[ B ] Vs = WEIZ, | [Mess = WEIIZ, [ B ] M= WEIZ, | [Mbass— WEIIZ, [[ €2 [ €3 ]

3.0 0.0096 0.0096 3.6 0.0053 0.0052

31 0.0086 0.008 3.7 0.0069 0.0065

3.2 0.0078 0.0078 3.8 0.0860 0.084 0|0
3.3 0.0070 0.0079 3.9 3.3244 3.3244

3.4 0.0063 0.0063 4.0 15141 15141

35 0.0057 0.0057

Tabelle 10.30: Differenz zwischenW,,; (Doppelgaul3dichtelind jeweils WBl und WBZ und Datenfehler:
MD = 1024

Die Abbildung 10.59auf der nachstenSeitezeigt jetzt die grafischeAufarbeitungder zur Tabelle10.30

gehrenderErgebnisseWir haberunshieraufdie WiedegabederRegularisierterbeif = 3.6, jenemWert,

bei denenderquadratisch&ehlerminimal wird, beschénktundwie nichtanderserwartet,kdbnnenwir die

zugrundeligendeDichte mit diesemVerfahrennicht vollstandig reproduzierenDie Losungder direkten
AnwendungdesGauf3filtersm FourierRaumist vollkommenaquialentmit derhierf'L]rsz anggyebenen,
sodaRwir auf derenWiedegabeverzichterkdnnen.

| Bre | M WEIR | Bre | IMeaa—WRIZ || €2 ]
5-107%9 | 9.03985 1098 || 1-10°°8 | 3.36783-10"%8
6-107%° | 6.78715 10798 || 2.107%8 | 3.41492.10708
7-10799 | 5.37796-10°%8 || 3.107%8 | 7.23693.10°% || 0
810799 | 4.44569 1078 || 4.10798 | 1.35804 10~%7
9.10799| 3.80851. 10798 || 5.10798 | 2.19812.- 10797

Tabelle10.31:DifferenzzwischenW;,., (Doppelgaul3dichtejnd der Tikhonov-Phillips regularisierterWB2
undDatenfehlerp=1; MD = 1024

Nehmenwir nundenobigenDatensatzind wendendie Tikhonov-Phillips Regularisierungan. Die Tabelle
10.31listet die Regularisierungsfehlebei VariationdesParamete3» auf. Bereitsaufgrundder Wertein
jenerTabellekdonnenwir die Reproduktiorder Zugrundeliggendervermutenwasmit der Abbildung10.60
auf Seite316 beshtigt wird. Wie bereitsim Fall dereinzelnenGaul3dichteist die Tikhonov-Phillips Regu-
larisierungtatsachlichin derLage,diesesauf der Basisdiskreter,doppeltgenauétr Datenzu vollbringen.

Abschliel3endvollen wir die RegularisierungdesansonsteffiehlerfreienDatensatzemit der Anwendung
der LandwebetlterationbetrachtenderenErgebnisseaabellarischin 10.32und grafischin der Abbildung
10.61aufSeite317wiedegegebersind.Undsostellenwir erniichternd*’ fest,daRdie Landwebetiteration

147Die Erniichterungst auf denSchwerpunktinsererrbeit bezogen.
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Abbildung 10.59:DoppelgauBdichteRegularisierte\NBl undWB2 bei diskretenDaten:MD = 1024
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Abbildung 10.60: Doppelgauf3dichteTikhonov-Phillips regularisierteWB2 bei diskretenDaten: p = 1.0;
MD = 1024

einderartigerDatenfehlereinflu®esitzt,in denderreineFehler,doppeltgenaut diskreteDatensichnoch
nichtin derRegularisierungauswirkt.

| B [ Ve WRIZ || B | IMGaa—WEIIZ, || €3 ]
1-10%| 2.667-10°1° || 6-10'® | 2.030-10°1°
2-106 | 2.094-10°10 || 7-10%® | 2.030-10°10
3-10% | 2.047-10°10 | 8-10%| 2.030-10°10 || 0
4.10% | 2.031-10710 || 9.10'6 | 2.030-10°10
5.10'% | 2.030-10°10 | 1.10'7 | 2.030-10°1C

Tabelle 10.32: DifferenzzwischenW;,; (Doppelgauf3dichtedind der Landwebeﬂ?egularisierten\NB2 und
Datenfehlerp = 0.8; MD = 1024

Bevor wir jedochaufgrundder positiven Ergebnissaler Landwebetiterationbei der Regularisierungdis-
kreter fehlerloseDatengtzezu frih euphorischwerden,untersuchemvir jetzt fehlerbehaftet®atengtze.

Dazugeherwir wie bisheriiblichevor, d.h.wir ibernehmetf® deneberverwendetedatensatzindpragen
diesereinennumerischenstochastischeRehlerauf. Haltenwir unsjetzt nicht mit denexperimentelleher
unrealistischeri-ehlernim Promillebereichauf, sondernbetrachterjetzt sofort einenrelativen mittleren
Datenfehlewvon o,g) = (1.3+0.9)%.

148vir solltenbemerlen, daRwir in denUntersuchungediesesAbschnittsgenauedie SpezifikationdesDatensatzegibernommen
habenNumerischist diesegedochvollkommenaquialent.
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Abbildung 10.61:DoppelgauBdichtel;andweberReguIarisierte\Ng- bei diskretenDaten:p = 0.8; MD =
1024

[ B [ IMean— VG2 | Meaa=WEIZ [| B | IMeaa=WEIIZ | IMewa=W2IZ || & | €& |
0.5 0.1812 0.1810 1.1 0.1751 0.1216
0.6 0.1693 0.1695 1.2 0.4002 0.1187
0.7 0.1587 0.1593 1.3 1.4214 0.1263 0.0323| 0.0010
0.8 0.1475 0.1489 1.4 5.7378 0.1661
0.9 0.1374 0.1385 1.5 26.080 0.3340
1.0 0.1361 0.1290 1.6 147.151 1.2792

Tabelle 10.33: Differenz zwischenW,,,, (Doppelgauf3dichtelind jeweils WBl und WBZ und Datenfehler:
MD = 1024,0,¢(1.3+0.9)%
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Abbildung 10.62:Doppelgau[3dichteReguIarisierte\NB1 undWé2 bei diskretenDaten:MD = 1024,0¢| =
(1.3+0.9)%
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Betrachtenwir zuerstdie Anwendungder jeweiligen regularisierenderKerne auf die Real- und Ima-
ginarteilgleichungin derTabelle10.33habernwir wiederdetailiertdenFehlenerlaufdesRegularisierungs-
fehlers,anggebenin der numerischapproximierteri2-Norm, bei VariationdesRegularisierungsparame-
tersanggiebenEbenschabenwir dort, wie bisheriiblich, denjeweiligen Datenfehlelsf undsg aufgelistet.
Die WertederTabellespiegelndasunsnunhinlanglichbekannteBild wider: sobaldder Datenfehlereinfluf3
spurbarwird, wachstdieserEinflu bei einerrelatv minimalenVariationvon 3 drastischan.Die Wertedes
Regularisierungsparameteitsei demder (gesamteRegularisierungsfehleminimal wird, sind,germader
TabeIIe,f[JrWB1 B=10 undf'L]rWB2 B = 1.2. Die GraphendieserRegularisierterhabenwir in der Abbil-
dung10.62auf dervorherigenSeitedamgestellt.NebenjenenGrapherhabenwir auchdie Regularisierten,
die wir gemalRdes,trial anderrof Verfahrenserhaltenhabenabgebildetin denGraphenrdesminimalen
Reyularisierungsfehlerdsonnenwir bereitsdeutlichdenDatenfehlereinflul@rkennendersichwiederumin
Formvon Oszillationemmanifestierthat. Zwar weisendie Grapherder, trial anderrof' -MethodedieseOs-
zillationennichtrespektve nochnichtin einemdominierendeminddestruktvenMaReauf,dochweistjener
Graphfur W nochkeineDoppelgauRstruktuauf, genauetaRtsichaufgrunddiesesGrapherkein Hinweis
aufdie zugrundeligenderDoppelstruktufinden.Ein solcherHinweis gibt aberim Gegensatdazubereits
derentsprechend@raphvonWBZ. Letztendlichkdnnenwir, auf der BasisdieserRegularisiertenzwar eine
Art Doppelpeak-Struktuerkennen,insgesamsind dieseabernur verschvommeneund vage Bilder der
zugrundeligenderDichte.

| Bre | Mbas—VRIZ || Bre | IMEas—WEI% || €8 |
0.001 1.3662 0.02 0.0954
0.002 0.4886 0.03 0.1079
0.003 0.2880 0.04 0.1183
0.004 0.2033 0.05 0.1262
0.005 0.1588 0.06 0.1321 0.0010
0.006 0.1328 0.07 0.1367
0.007 0.1166 0.08 0.1403
0.008 0.1063 0.09 0.1432
0.009 0.0997 0.1 0.1456
0.01 0.0954

Tabelle10.34:Differenzzwischen;,,, (DoppelgaulR3dichte)nd der Tikhonov-Phillips regularisierterWB2
undDatenfehlerp = 1; MD = 1024,0,¢) = (1.3+£0.9)%

Wendenwir uns nun der Regularisierungdes gleichen,identischenDatensatze$® mit dem Tikhonov-

Phillips Verfahrenzu. Die Regularisierungfehlebei der Variation des Parameterg3;p sind detailiertin

derTabelle10.34aufgelistetum sodenDatenfehlereinfluf@xemplarischzu dokumentierenWir erkennen
ein prinzipiell ahnlichesVerhaltender Fehlerentwicklungwvie im Fall des Gaulfilters,nur dal3wir jetzt
denRegularisierungsparametdekadenweisgariierenmissen Nachdenmder Fehlerbei 31 = 0.02 sein,
numerischbestimmtesMinimum erreichthat, kbnnenwir einenentsprechendeutlichenAnstieg dieses
Fehlersbei einer weiterenVerringerungdes Parametersrkennen,wobei wir nochmalsbetonenwollen,

dalwir hier tatsichlichdenRegularisierungsparametdekadenweisgariierenmissenjnsbesonderem

die soerhaltenerParameterwertjualitativ mit denRegularisierungparametémn Gaulfiltervergleichenzu

kénnen Diesesfolgt!® librigensbereitsausder Form der Abhangigleit von demParametefrp desFilters
derTikhonov-Phillips Regularisierung

In der Abbildung 10.63auf der nachsterSeitesind nundie numerischerkergebnisselargestelltwobeiwir
wiederumzusatzlichnebendenGrapherdesminimalenFehlersdenGraphendenwir nachdem,trial and

149Tatsachlichhaberwir nur die vorgegebeneE, verwendetsiehedie Bemerkungeram AnfangdiesesAbschnitts Seite10.6
150siehewieder[AT77, Lou89,Gro84



320 KAPITEL 10. ZUR NUMERIK UND DERENERGEBNISSE

06 T T T T T T T

—— Weaur / I
— -~ B =0.06 I

Abbildung 10.63: DoppelgauRdichteTikhonov-Phillips regularisierteWB2 bei diskretenDaten: p = 1.0;
MD = 1024,0¢ = (1.34+0.9)%
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Abbildung 10.64:DoppelgauBdichtel;andweberReguIarisierte\NB2 bei diskretenDaten:p = 0.8; MD =
1024,0¢ = (1.3+£0.9)%
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errof -Verfahrengevonnenhabenabgebildeivordenist.

Deutlicherals bei der Regularisierungmit dem Gauf3filter kdbnnenwir bei beidenabgebildeterRegula-

risierteneine Doppelpeak-Struktuerkennen.Stirendsind jetzt jedochdie oszillatorischemrtefakte des
Tikhonov-PhillipsFilters,die sichoffensichtlichnicht nur auf die Flanken,bei denendie Zugrundeligende
gegenNull strebt,sondernauf dengesamterGraphenauswirlen. Vergleichenwir die beidenAbgebilde-
ten, so kdnnenwir wederauf die relative Hohe zueinandeder erkennbarerMaxima noch auf die Lage
jenerschlieBenGeradebeziglich derletztenFragestellundpeobachtenvir, daRdie Lageder Maximabei

einerVariationvon Brr zu wandernscheint.DiesesPhanomender ,wandernderMaximd werdenwir im

AnschluRnoch(kurz) untersuchen.

DasletzteVerfahrendaswir zur Regularisierungdesbis jetzt verwendeteatensatzesum Doppelgaul3-
Modell angavandthabenjst die Landwebeiiteration,derenEntwicklungdesRegularisierungsfehlerbei
VariationdesParameter,, wir in der Tabelle10.35einmalausfihrlich dokumentierthabenWir wollen
bereitsjetzt daraufhinweisen,dafahnlichwir bei der Tikhonov-Phillips Regularisierungder Parameter
B.w dekadenweisé! variiertwerdensollte,insbesonderdasoein qualitativer VergleichderParameteder
verschiedeneNerfahrenmoglich ist. DieseStrategie wird nochzusatzlich (exemplarischdurchdie rechte
Seiteder Tabelle10.35untermauertin derdetailiertdie Variationim Intervall ]3000; 500( aufgelistetst:
derRegularisierungsfehleverandertsichdort nur minimal.

‘ BLW ‘ HWGaursfw[_))Z”Ez H 8% ‘
3100 0.0317
3200 0.0314
3300 0.0312
[ B [ Meas—WEIZ ] 3400  0.0309
- 3500 0.0308

1000 0.0511
2000 0.0374 3600 0.0306
’ 3700 0.0305
3000 0.0320
3800 0.0304
4000 0.0303 3900 0.0303
5000 0.0310 ’
4000 0.0303 0.0010
6000 0.0336
7000 0.0377 4100 0.03026
i 4200 0.03026
8000 0.0431
4300 0.03028
9000 0.0494 4400 0.03033
10000 0.0568 ’
4500 0.03040

4600 0.03049
4700 0.03059
4800 0.03072
4900 0.03087

Tabelle 10.35: DifferenzzwischenW;,; (Doppelgauf3dichtedind der Landwebeﬂ?egularisierten\NB2 und
Datenfehlerp = 0.8; MD = 1024,0,¢| = (1.3+ 0.9)%

In der Abbildung 10.64auf dervorherigenSeitehabenwir dasErgebnisder Landwebetiterationnungra-
fisch damgestellt.Hier fallen Uibrigensdie Graphenfur die Buy-Werte,die wir einmalnachdem,trial and
errof -Verfahrenund zum andererilberdenminimalenRegularisierungsfehlebestimmenzusammenso
daflwir nureinenabzubilderbrauchten.

Betrachterwir die Regularisierte:ahnlichwie beider Tikhonov-Phillips Regularisierungweistder Graph
oszillatorischedengesamteriiberlagernnumerischeArtefakte auf. Die Doppelpeak-Struktuwir prinzi-

151pjesesstehtwiederumim Zusammenhangit der Art und WeisedesEingehensiesParamete,, im Filter der Landweber
Iteration.
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piell rechtdeutlich,abernicht vollstandig qualitatv (geschweigelennquantitatv) wiedegegebenZwar
wird der Gaul3pealbeit = 1.0 beinahevollstandigreproduziertebensdkdnnenwir deutlicheinenPeak
beit = —1.0 erkennendochsinddie relatvenHohender MaximanichtkorrektwiedeigegebenDieseshat
u.a.zur KonsequenzjaRdie Breite desrechtenGaul3peakgwar sehrgut reproduzieriird, die Breitedes
linkenjedochverfalscht.iInsgesamstellenwir alsofest: die Landwebetiterationliefert hier die qualitatv

besteApproximationderzugrundeligenderDoppelgaul3-Dichte.

Bei der AnwendungdesTikhonov-Phillips Verfahrenshabenwir, bei VariationdesRegularisierungspara-
meters.ein ,Wanderfi der Zentrender zu reproduzierendemugrundeligendenGauR3dichterbeobachtet.
Wir wollen nun kurz untersuchengb wir ein ahnlichesoder dasgleiche Verhaltenbei der Regularisie-
rungverschiedeneDatenstze die aberjedesmablengleichenrelativenmittlerenFehleraufweisermogen,
ansonstenvare ein direkter Vergleich auchnur schwermaoglich, beobachtenDie Spezifizierungder ver
wendeteneinenDaten&tzeund derenAbkiirzungerhabenwir in derTabelle10.36aufgelistet.

Bezeichnung‘ Intervallange(bzgl.t) ‘ MD ‘

Set:1 [—20; 20] 1024
Set:2 [—10; 10] 1024
Set:3 [—10; 10] 32
Set:4 [—100; 100 1024

Tabelle10.36:Spezifizierungler Datensitze

Bevor wir die ErgebnisseliesetUntersuchungediskutierenwollenwir nochfolgendedemerlen:generell
habenwir die Regularisiertermit denminimalemRegularisierungsfehledenwir entsprechendumerisch
bestimmthaben,angegeben.Der Lesermdge unsvertrauerwennwir daraufhinweisendafl3sichanden
Ergebnissemgrundstzlich nichtsandertwennwir stattdessedie genal3des,trial anderrot -Verfahrens
ermitteltenRegularisierterangeyeberhatten. Eine Ausnahmebildet der GauR¥filterrespekive die auf regu-
larisierenderKernebasierend®arstellungder AnwendungdesGaulfiltersnsofern,alsdalRderenRegula-
risiertenmit minimalenRegularisierungsfehlepereitseinendeutlichenDatenfehlereinfluf@ufweisenWir
habenunsdeswgenentschlosserhier auchdie , trial anderrof’ Ergebnissenzugeben.

Exemplarischfiir dasregularisierende&kerneverwendendéd/erfahren,habenwir in der Abbildung 10.65
auf der nachsterSeitedie Ergebnisseder regularisiertenV2 bei denverschiedene®atenstzenangee-

ben.In denoberenBildbereichder Abbildung, in denwir die Ergebnissegemald dem ,trial and errof -

Verfahrenanggeberhabenkdnnenwir keine, Wanderung dersehrflachenMaximaerkennenErstwenn

die OszillationendesDatenfehlereinflussedeutlicherkennbardie Grapherstoren,welcheswir im unteren
Bildbereichbei denErgebnissemesminimalenFehlersbeobachtekdnnen andertsich,je nachDatensatz,
die Lageder Maxima, wobeidieseAnderungin einembegrenzterBereichstattfinderund deutlichalleine
durchdenDatenfehlereinflu®ewirkt werden Andersausgediickt, sinddie RegularisierterdesGaul3filters
zwar unscharfegineniedrigeAuflosungaufweisendé\bbildungender Zugrundeliggendendoch,solange
derDatenfehlereinflu®ochkeinewesentlicheRolle spielt,stabil beziglich derreproduzierterstrukturen.

Ein dramatisclanderesild zeichnesichjetztbeiderTikhonov-Phillips RegularisierungAbbildung10.66
auf Seite325,undderLandwebeiiteration,Abbildung 10.67auf Seite325,ab: bei dieserbeidenRegulari-
sierungserfahrenkdnnenwir ein ,Wanderfi der Maxima, abrangigvom Datensatzyndwie die vorange-
gangenerdiskutiertenBilder gezeigthaben,auchvom Wert desRegularisierungsparametérs, beobach-
ten,welchessichjetzt nichtwie im Fall desGaulifilterdn einemkleinenBereicherstrecktsodaldeutlich
qualitativ falscheErgebnissébeziglich der Lageder Maximageliefertwerden.Auch wird die Gesamtheit
der mit jenenbeidenVerfahrenerhaltenerRegularisiertenkeine sichereAufschlissetber die Lage, die
relative Hoheund mitunteriiberdie Breite der Maximazulassen.

152Dje Giiltigkeit diesedUmstandeei derLandwebedterationwerdenwir nichtexplizit aufzeigendadie prasentiertetErgebnisse
diesedgmplizit bereitsenthalten.
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Abbildung 10.65: Doppelgau[3dichteIReguIarisierteWB2 bei verschiedenematen&tze: p = 1.0; MD =
1024,0y¢1 = (1.3+0.9)%
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Abbildung 10.66: DoppelgaulRdichteTikhonov-Phillips regularisierteWB2 bei verschiedeneaten&tze:
p=1.0; MD = 1024,0,¢| = (1.3+ 0.9)%
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Abbildung 10.67: DoppeIgauBdichtel'_andwebeiRegularisierteWBZ bei verschiedeneDatengtzen:p =
0.8; MD = 10240,o = (1.3+0.9)%
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DurchdieseEigenschaftliesebeidenRegularisierungserfahrenwerdendie qualitatv etwasbessererr-
gebnissalerRegularisiertenjnsbesonderdie deutlichereReproduktiorder Gaul3peaks derLandweber
Iteration,sofortwiederrelativiert. Insbesonderbestehtbei diesenbeidenVerfahrendie Problematikwie
bereitserwahnt,numerischeArtefakte,in Form der denGraphenin derenGesamtheitiberlagernde®s-
zillationen,von nachzubildendeMaximazu unterscheiderdennim Gegensatzu denRealisierungeiles
reinenGauffilterskdnnenwir dieseOszillationenerbei Vorliegenvon fehlerbehafteteatenimmerts3
beobachten.

Wir wollen die Untersuchungemler Gaumodellenun abschlieBenin dem wir kurz auf das, Auflose-
vermbger! der Regularisierungserfahreneingehenwerden.Konkretwollen wir dasDoppelgaul3modell
(10.20)untersucherheidemwir, verglichenmit denbisherbetrachtetemurdie LagederMaximaverandert
haben,und zwarindemwir jenejetztauft; = —0.5 undt; = 0.5 setzenwollen, alsodie GauBpeaksaher
zusammenbringemollen. Desweiteremwerdenwir unssofortfehlerbehafteteatenzuwendenwobeiwir
jetztwiedereinenDatensatanit MD = 1024in demintervall [-20; 20] ausgevahlthabenderwiedereinen
mittlerenrelativen Fehlervon o) = (1.34 0.9)% aufgaviesenhat.

0.60
—— 1P-Filter: =003
'''''''' Gaussfilter: B =1.0
0.40 - — - - LW-Filter: =200 -
€ 020 - -
=
0.00 — w
—_ 20 | | | | | | | | | | | | | | |
-10.0 -8.0 -6.0 -4.0 -20 00 20 40 6.0 8.0 10.0

t

Abbildung10.68:Doppelgaul3dichte/ergleichdermit verschiedeneRegularisierungerfahrengevonnen

Wg: MD = 1024,0r¢| = (1.3£0.9)%

In der Abbildung 10.68auf dieserSeitehabenwir die Ergebnisseder RegularisierungdiesesDatensatzes
mit dendreizuvergleichendeVerfahrerwiedegegebenKonkrethaberwir die Regularisiertendie jeweils
denminimalenRegularisierungsfehleaufweisenjn dieserAbbildunggrafischdamgestelltunddie Regula-
risierungsfehleselbsthabenwir in die zu dieserAbbildung getbrendenTabelle10.37aufgelistet Esfallt
auf,daRkeinesderRegularisierungserfahrerauchnurandeutungsweissgineDoppelpeak-Struktunatdar
stellenkdnnengeschweigelendetailiertereproduzierekonnten Die rechtvageAndeutungeinesPeaksn

1535 seidiesbeiiglich nochmalsauf die Literatur hingaviesen,in derderartigeoszillatorischeArtefakte bei der Tikhonov-Phillips
Regularisierungundbeiiteratven Regularisierungserfahren beschriebemvordensind.
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Verfahren ‘ B ‘“WGauB_WBZ”EZ‘

TP-Filter 0.03 0.0296
LW-Filter 200 0.0297
GauR-Filter| 1.0 0.0701

Tabelle10.37:Vemleichder DifferenzzwischenW,., (DoppelgauBdichte)ndWB2 beiverschiedeneRe-
gularisierungserfahren:oyg = (1.3+£0.9)%

derrechtenFlanke der Gaulifilterrgularisierterkann,bei alleiniger KenntnisdieserFunktion,kaummehr
als ein rechtschwacheslndiz fur eine mogliche, zugrundeligendefeinerenStruktur dienen.Weiter fallt

auf,dalRdie Tikhonov-Phillips Regularisierteunddie LandweberRegularisiertehier sogarzusammerdllen
undsichnur maminal unterscheiderBei beidenwirdemanauf eineneinzelnenGauf3pealschliel3enaber
kaumauf eineDoppelpeak-StruktulVir miissersomitfeststellendalbei einemmittlerenrelativenFehler
im ProzentbereicHie Regularisierungserfahrerbereitseinrelativ geringes Aufloserzermogert aufweisen,
bezogerauf demhier betrachtetemxponentiellschlechtgestelltemProblem.

10000
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Abbildung 10.69:Tikhonov-Phillips RegularisierungQuadratischek >-Regularisierungsfehler

Diesesfuhrtunsnundazu,dochnochkurz einenBlick aufdenDatenfehlereinflul¥lenhier die Tikhonov-
Phillips Regularisierungund die Landwebetiterationaufweisen zu werfen.Die Datenfehlerdie wir bei
der Variationder Regularisierungsparameter der RegularisierungdesebendiskutiertenDatensatzedes
Doppelgau3-Modellgerhaltenhaben,ist nun furr die Tikhonov-Phillips Regularisierungin der Abbildung
10.69auf dieserSeiteundfir die Landwebediterationin der Abbildung 10.70auf der nachsterSeitedar
gestellt,wobeiwir aufgrundder obenerwahntendekadischevariationder Parameterum jenetiberhaupt
sinnvoll qualitati vergleichenzu konnen die Datendoppellogarithmisclaufgetragermaben Die Befiirch-
tung, die uns bei der Betrachtungder RegularisierungfehlerbehafteteDaten beschleichtpeshtigt sich
mit diesenbeidenAbbildung: in demgenannterSinne,weisendie Tikhonov-Phillips Regularisierungund
die Landwebelterationein exponentielldivegentenDatenfehleeinflulZauf! Die exponentielleSchlechtge-
stelltheitdesphanomenologischeAnsatzeananifestiertsich alsoauchbei diesenbeidenVerfahrendurch
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Abbildung 10.70:Landwebetiteration: Quadratischek ?-Regularisierungsfehler

eineexponentielleDivergenzdesDatenfehlersSo verwundertesjetzt nicht mehr, daRdie Regularisierten
jenerbeiderVerfahren,sowir die problematischerEigenschaftefener Verfahrenin unserenUberlegun-

genmit einschlieRengewissermafieron vergleichbareQualitat wie die RegularisiertendesGaul¥filters
sind, obwohl jene beidenVerfahrenbei ,doppeltgenaueh Datenunserhier untersuchte¥/erfahrenum

GrofRenordnungeiberlagenist.

Die Vergleiche,undauchdie numerischertntersuchungeimsgesamtnun abschlieRendyerdenwir jetzt
nochkurz die, jeweils mit den unterschiedIicherReguIarisierung\erfahrengeNonnen,regularisierten\Né
desCole-DavidsonModellsvergleichen.

Die Abbildung10.71auf dernachsterSeitezeigt dasErgebnisder Regularisierungkontinuierlicher, dop-
peltgenauet Daten Wir erkennersofort,daRdie Uberlegenheitder Tikhonov-Phillips Regularisierungind
derLandwebetiterationbeidemCole-DavidsonModell zusammenbrichtjennauchjeneVerfahrenkdnnen
die schwacheDivergenznicht zweifelsfreireproduzierenBetrachterwir die Regularisiertenenerbeiden
genauerso kdonnenwir dasgleichewie fir denGaul¥filterfeststellendie Regularisierterkdnntenauchzu
einerentsprechendeBichte desHavriliak-NegamiModells getbren.Wir wollen aberder Ehrlichkeit we-
generwahnendaRdasTikhonov-Phillips Verfahrenbei kontinuierliche®* , doppeltgenaueh Dateneher
aufdie zugrundeligendeCole-DavidsonDichte schlieReh®® |aRt,als esdie beidenverbleibendemdglich
machen.

Dochdieseswird sofortwiederzunichte wennwir die Abbildung10.72auf dernachsterSeitebetrachten,
in derwir die bestemualitatven Regularisierterbei Datenmit MD = 1024und einemmittlerenrelativen

Fehlervondiesmalo,e) = (0.4 0.2)%, alsonochunterhalbdesEinprozentbereichsyiedegegeberhaben.
Nachdembisherdamgelggten,ist esnunmiiRig,weiteriiberdieseAbbildungzu diskutierensoist jenedoch

einweitereBeweisfir daspessimistisch&rteil Uberdie Moglichkeit derldentifizierungderCole-Davidson

Dichte,wodurchjenenunenddiltig in die Havriliak-NegamiDichte aufgehoberzu denlenist.

154Um einevemgleichbareReproduktiorbei diskretenDatenzu erzielen sind Datengtzemit 10° < MD notwendig.

155Niichtsdestotrotist aberauchdanneinezweifelsfreildentifizierungaufgrundder tiberlagernde®szillationemnur eingeschiinkt
maoglich.
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Wir verzichtenandieserStelleauf ein Fazit der ErgebnissaliesesAbschnittsund wollen unsliebergleich
demabschlieRendeResumeelerprasentiertetuntersuchungeauwenden.



Kapitel 11

Resumee

11.1 Zusammenfassungler Ergebnisse

Wir habein dieserArbeit den phanomenologischeAnsatz,der mathematiscreine Fredholmschédnte-
gralgleichungdarstellt,die ihrerseitsgenerellzu denschlechtgestelltenProblemergehbren,zur Beschrei-
bungdielektrischelEigenschafteipolareramorpheiSystemaintersuchtDabeihabenwir die analytischen
Losungengeinmaldamgestelltdurchdie komplexe Umkehrformelder Mellin-Transformatiorund zum an-
derendamestelltals Sprungder Dielektrizitatsfunktionlangsihresin der unterenkomplexen Halbebene
liegendenVerzweigungsschnittsjorgestellt. Die AquivalenzbeiderLdsungendie eine Konsequenzer
Eindeutigleit der Losungist, beweistdie Involvierungder analytischerfFortsetzungler vorgegebeneri-
elektrizitatsfunktionbei der Losungder Integralgleichung Desweitererfolgt ausder Losbarleit der Inte-
gralgleichungdurchdie Mellin- respektve der FourierLaplaceTransformatiorderenexponentiellerGrad
der Schlechtgestelltheidie Transformiertedesintegralkernsist exponentiellabsclatzbar und dajenere-
ziprokin die Losungeingeht folgt darausunmittelbardie exponentielleSchlechtgestelltheiDieseshatfur
die hierberitigteanalytischd-ortsetzungur KonsequenzjalRdieseselbstwiederumexponentiellschlecht
gestelltist.

Die Losungerhabenwir nunzur ReproduktionbekannteDichtenvon, selbstwiederumals phanomeno-
logisch und heuristischzu betrachtendenVlodellen der Dielektrizitatsfunktion,wie dasCole-Cole-,das
Cole-Daridson-unddie DrudeartigerModelle,angavandt,konkretwurdedie Darstellungdurchdie kom-
plexe inverseUmkehrformelbenutzt,undwir habendie bisherunbekannté 6sungdesHavriliak-Negami
Modells, daseine VerallgemeinerunglesCole-Cole-und Cole-Davidson Modells ist und jene als Spezi-
alfalle beinhaltetabgeleitetJene.dsundaftsichdurchdie FoxscheH-Funktionausdiicken,dieihrerseits
durchein Mellin-Barnesintegral definiertist, fur die wir eine Reihendarstellungabenangeberkdnnen,
die nunzu einernumerischearstellunggenutztwordenist. Motiviert durchdie Darstellungder Dichte-
funktion alsFoxscheH-Funktion,habenwir eineaufjeneFunktionbasierendgverallgemeinertésModell
bzw. eine,verallgemeinertélodellosung formuliert. DiesesModell kannsogarnochmals, verallgemei-
nert werdenwasunsdanndirekt auf ein,in der Statistikschonlangerbekanntund angevandt,allgemei-
nes(Wahrscheinlichkits-)Modellfuhrt. JenesallgemeineModell beinhaltetquasialle verallgemeinerten
Funktionender Mathematikund mathematischeRhysikund zeigtdie immensbreite Mannigfaltigkeit der
Loésungerderphanomenologische@leichungauf. Dieseshatzur Konsequenzjaldie allgemeinerEigen-
schafterderDielektrizitatsfunktionkeineeinschénkendenAussageriiberdie Dichte ergeben.

In diesenZusammenhangabenwir nochdasfir verschwindend®elaxationszeiteasymptotischd/er
haltenderDichtenuntersuchtinddabeiaufgezeigtdalidie ebenerwahntenphanomenologischeModelle
eineschwacheDivergenzaufweisen Dieseswar fur dasCole-Cole-und dasCole-Davidson Modell zwar
schonlangerbekanntaberfir dasHavriliak-Negami Modell bishereine offene Frage.Weiter habenwir
aufderBasisdesallgemeinerModellsgezeigtdallansonstefedesfir eineDichtemathematisckinnvolle
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Verhaltenwird beobachtetverdenkdnnen,alsonebeneinerschwachenDivergenzdie Korvergenzgegen
einenkonstantenWert odergegenNull, fir t — 0. Mit andererWortenbedeutetliesesdalldie allgemei-
nenEigenschaftemer Dielektrizitatsfunktionnicht nur keineeinschénkendenAussageriiberDichtenals
solchemacherkdnnen sonderrauchkeineeinschénkendenAussageriiberderenAsymptotik. Diesesgilt
Ubrigensauchfur die Asymptotikbei T — .

Nach den Untersuchungemler allgemeinenEigenschafterder phanomenologischesleichungund der
Losungerder Modelldichten,habenwir unsder Regularisierungener Gleichungzugevandt. Unservor-
demrindigesZiel war es,eineregularisiertel dsungauf der Basisder Darstellungder analytischerdurch
dieinverseMellin-Transformatiorzu erhalten Diesesist mit der EinfuhrungeinesFilters(stabilisierenden
Funktion) moglich, was zu dem genuinauf Filter basierendeverfahrenfiihrt. Bedauerlicherweisgvird
sichin dermathematischehiteratur, mit AusnahmeallgemeineionzeptaundderenmathematischeBxi-
stensaussageayf die Anwendungder FourierTransformatiorbeschénkt,in derenKontext Bedingungen
und EigenschaftemegularisierendeFilter' bereitsabgeleitewordensind. Nachdemwir die nur begrenzt
mdogliche direkte Adaptierbarleit dieserErgebnisseauf die RegularisierungunsererProblemstellunguf-
gezeigthaben Jeitetenwir, basierendauf der Theorieder Distributionenund der Theorieder Mellin- re-
spektive FourierLaplaceTransformationEigenschaftefiir stabilisierend€unktionerbei der Anwendung
jenerkomplexenintegraltransformationeah Dabeiist eswesentlichsavohl die gesuchtédichtealsauch
die Dielektrizitatsfunktionals DistributionenaufzufassenDiesesist Uibrigenskeinewirkliche mathemati-
scheErweiterung,sondernm mathematische®innesogarein notwendigerSchritt, da die Deltafunktion
die LosungderDrudeartigerModelleist. Esist unssonungelungenguasiein ,Rezept zur Konstruktion
einesregularisierenderfrilters angeberzu kdnnen.Weiter kdnnenwir mit einenso gefundenemegulari-
sierenderfilter dendazugehbrendernregularisierenderKernim Ursprungsraunibestimmengder berbtigt
wird, um die ihrerseitsSchlechtgestellthedler komplexen Umkehrformelnzu umgehenDie Darstellung
derregularisiertenLdsungdurcheinenregularisierenderKern bietetauchden Vorteil, daldie MeRwerte
direkt,d.h.ohnevorherigelntegral-Transformationin dasRegularisierungserfahreneingehen.

DerexponentielleGradder Schlechtgestelltheftatnunaberweiteredrastisché&onsequenzeinsbesonde-
re auf die Regularisierungder phanomenologische@leichung Wie wir damgelegt habenjst dermathema-
tisch,insbesonderbeziglich einernumerischerRealisierunggeinfachsteregularisierendd-ilter bei expo-
nentiellschlechtgestellterProblemendie mit denhier betrachtetefkomplexenintegral-Transformationen
gelbstwerdenkdnnen ein Gaulifilter DiesenGaul¥filterkdnnenwir jetzt prinzipiell als Ausgangsbasisu
KonstruktionweitererRegularisierendebenutzenwobeiwir dannauf die, zumindesin diesemKontext,
von unseingefihrten,Multifilter* oder,regularisierenderrolgerf gefuhrt werden.Aus der Struktur der
~Multifilter* folgt sofort, dalRderenasymptotische¥erhaltenfur verschwindendeRegularisierungspara-
metery, von demjegliche Regularisierungserfahrenper definitionemabhangenundfur den,ebentlls per
definitionem,gilt, daRbei Konvergenzder fehlerbehafteteivorgegebenergegendie Theoretischedieser
gegenNull strebt,von demGau3ternmdominiert,d.h. bestimmiwird.

BeziglichderanalytischeEigenschaftedesgenuinauf Filter basierendeRegularisierungserfahrenssind
Gaul¥filter aufgrundderenanalytischerEigenschaftengine Art ,Gliicksgrif‘, konntenwir dochnuneine
Reihederuntersuchtemind interessierendeRigenschafteatsichlichanalytischableiten,wobeiwir hier
stellenweiseviederdie Distributionentheoriezerwendethaben Konkrethabenwir die beidenFehlerquel-
len desgesammterRegularisierungsfehlerantersuchtalsozum einendenreinenRegularisierungsoder
Filterfehler undzumandererdenEinflud desDatenfehlers.

So zeigt es sich, daRder reine Fehlerdes Regularisierungserfahrensbei Gaul3artigerfiltern fur y — 0
asymptotisctproportionalzu y? ist, was beziglich der Abhangigleit vom Regularisierungsparameteis
sehrgut bezeichnetverdenkann.

Desweiterereeigt sich bei der UntersuchunglesFilterfehlers,nicht ganzunerwartet,daRdasgenuinauf
Filter basierend&/erfahreneffektiv und aunschaulictals eineMittelung der gesuchterichte, oder, wenn
wir die regularisierteL dsungwiederin dasAusgangsprobleminsetzenum sodie ,regularisierterDatert

E, zu erhalten,der vorgegebenerE™ mit jenem~Filter interpretierbaiist. Das Regularisierungserfahren

1Damit bezeichnemir, zur Erinnerungdie Filter, die einenRegularisierungsoperat@rzeugensieheKapitel 5



11.1. ZUSAMMENFASSUNGDER ERGEBNISSE 333

bestehsomiteffektiv auseinerstabilisierendeMittelung. Dieselnterpretatiorgilt beziglich der,regula-
risiertert DatenE; ubrigensgenerell- undnichtnurim Kontext desFilterfehlers.

Nach dem asymptotischguten VVerhaltendesreinen Regularisierungsbzw. Filterfehlers,habenwir den

EinfluR desFehlersder DatenE* untersuchtwobeiwir einenexponentielldominierten,als Funktiondes

Regularisierungsparametersachweiserkonnten.Fur y — 0 divergiert der Datenfehleralso exponenti-

ell, wodurchdasausgesprocheguteVerhaltendesFilterfehlerssofortaufgehobenvird. Die Untersuchung
diesesxponentiellerEinflussehatgezeigtdal’RderenGenesisviederderexponentielleGradderSchlecht-
gestelltheitder Integralgleichungst. Wir wollen aberdaraufhinweisendaRder Einflu desDatenfehlers
beiderRegularisierundcontrollierbarist; kontrolliertwird dieseriberdenRegularisierungsparameteavas

alsdesservordegriindigenAufgabeinterpretierbaist.

Bevor wir die numerischerErgebnisseekapitulierenwollen wir nochunseremehrtheoretischemeitrage
zurWahl desRegularisierungsparametegswahnen Nebender Fragenachdemoderdie geeigneteriRegu-
larisierungserfahrenschwebtbeiderBehandlungchlechigestelltelProblemedie Fragenacheinergeeig-
netenWahl desRegularisierungsparameterma Raum.Wie bereitsmehriacherwahnt,habenARSENIN und
TIKHONOV gezeigtdalesprinzipiell beliebigviele Verfahrengibt, die der Definition der Regularisierung,
die die Definition desRegularisierungsparametdoginhalteterfullen. Konkrethabernwir, nebendenschon
bekanntentrial anderrot -Verfahrendasausfihrlich untersuchté orozov scheDiskrepanz-Prinziwor-
gestelltumanschlieBenchoglicheModifikationenund AdaptioneraufeinenDistributionenraunzu prasen-
tieren.Diesesst insofern, naheligend , weil wir, wie erwahnt,die FunktionendesProblemsals Distribu-
tionenbetrachtehaben Der wesentlichevorteil der Adaptionbzw. Modifikation desDiskrepanz-Prinzips
auf einen Distributionenraumbestehtdarin, daR mit der Distributionentheorieein machtigesMittel zur
Verfugungsteht,explizite Ausdiiicke und Abschatzungereur Wahl desParametersabzuleiten So gelang
esuns, eine Bestimmungsgleichunfjir die sogenanntgquasioptimaleWahl' desRegularisierungspara-
metersabzuleitenjn derderDatenfehlealsstochastischerespekive statistischemittlererrelativer Fehler
ang@ebenist. Wir habean dieserStelle aberauchdie explizite Abhangigleit jenesAusdrucksvon den
Grundfunktionengenauewon einer Grundfunktion kritisch angemerktBisherist esunsleider nicht ge-
lungen,dieseAbhangigleit durcheineMittelung iiberdenGrundfunktionenraurau eliminieren.

NebendenerwahntenStratejien, habewir eineneuevorgeschlagermjasvon unssobenanntgeKonsistenz-
kriteriunt' : Basierendauf demMarkov-Krein Theoemausder Theorieder Tchebyhef-Systemgekdnnen
auf gestrtenDatenbasierendigoroseobereund untereSchranlen der theoretischerntegriertenDichte-
funktion (numerisch)berechnetverden.Der Regularisierungsparameteei jetzt so gewahlt, dal3die in-
tegrierte regularisierteDichtefunktionkonsistentmit diesenSchranlenist. Diesesfihrt jetzt i.d.R. nicht
mehrauf eineeineindeutigdVahl desParameterssonderrergibt einenBereichderim diesenKontext er-
laubtenWertedesParametersinnerhalbdieserArbeit habenwir amBeispielderDelta-,der GauR-undder
Cole-DavidsonDichte die prinzipielle Anwendbarleit desKonsistenzkriteriumdyei Vorliegenungesbrter
diskreterDatenstze gezeigt Wie bei denbetrefendenUntersuchungearwahnt,sindabersicherlichnoch
weitereUntersuchungeaumKonsistenzkriteriurmotwendig.

Die Grunde,die Wahl desRegularisierungsparametesshwerpunktra3igtheoretiscrzu betrachtenywer-
denzum einendurchdenexponentiellenDatenfehlereinflufind zum andererdurch die numerischerktr-
gebnissadleutlich,die wir zuerstrekapitulierenwollen. Die fundamentaléProblematikbei der konkreten,
numerischemRealisierunglesphanomenologischefinsatzesst, dalidie notwendigzu verwendenderegu-
larisierenderKerne,die notwendigerweisauf Gaul3filternbasierermiissenmit kleinerwerdenderRegu-
larisierungsparamet@mmer starker werdendeOszillationenaufweisenDie Genesidieserstarken Oszil-
lationenist, undwir wageneskaumzuformulieren letztlichwiederderexponentielleGradderSchlechtge-
stelltheit. Andersausgedickt: bei der Regularisierungderphanomenologischelmtegralgleichungmiissen
wir numerischiiber stark oszillierendeFunktionenintegrieren; das Problemist aberein fundamentales
Problemder numerischerMathematik.Gliicklicherweisezeigte es sich jedoch,dalRdie Verwendungso-
genannteMultiprazisionsalgorithmenu einer Stabilisierungdiesernumerischerintegrationfuhrt, selbst
wenndie Datenselberanfangsnur als ,herkbmmliché numerischeDatentypenvorliegenund im Lau-
fe derNumerik zu ,Multiprazisionszahlénkonvertiertwerden.DasallgemeineKonzeptder numerischen
Realisierungoestehtsomitdarin, die regularisierenderKernesofortals , Multiprazisionszahlénvorzuge-
ben,in demverwendeterAlgorithmuszur numerischenntegrationMultiprazisionsalgorithmeanzuwen-
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denund die Datendementsprecherzli ,, Multiprazisionszahlénzu kornvertieren.Dieseskannohneeinen
groRenprogrammiertechnischeiufwandin der Programmiersprach@++ mit der Einbindungder Multi-
prazisionsbibliothekpf un++ realisiertwerden Zu erwahnerist noch,dalwir sovohl die komplexwertige
Integralgleichungals auchderenReal-und Imaginarteil als eigenséndigelntegralgleichungerbehandelt
haben.

In der Prasentatiorder Ergebnissénabenwir dannzuerstgezeigt,dalwir mit denregularisierenderker-
nenbeikontinuierlichenDatendie zugrundeligenderModelldichtenreproduziererkdnnen,so die Daten
ebensals, Multiprazisionszahlenvorliegen.Dashatzur Konsequenzlerim diesenkKontext Synorymitat
von exaktenDatenund analytisqiemAusdrud. Letztlich konnenwir diesesErgebniswiederauf die expo-
nentielleSchlechtgestellthe#uriickfuhren.

Wasbereitsbei der BetrachtundkontinuierlicherDatenauffiel, zeigtesich ebensdei der Betrachtunglis-
kreterDatengtze:die NumerikderRegularisierunglerkomplexwertigenintegralgleichungorichtdeutlich
eher bezogerauf denRegularisierungsparametausammerals die desReal-und Imaginarteils.Ein we-
sentlichesErgebnisist, dalwir als GrenzerdesRegularisierungsparametefis= 1/2y, bis zu demdie Nu-
merik aufgrunddesDatenfehlereinflussamd desFehlersder numerischerntegrationuiberstarkoszillie-
rendernFunktionemochnichtzusammengebrochést, beifehlerlosenkontinuierlichen,doppeltgenaueh
Datenpmax= 1.3 furr die komplexwertigeund Bmax = 4.0 fur die Real-undImaginarteilintegralgleichun-
generhalterhabenWie die Ergebnisseler RegularisierungliskreterDatenétzegezeigthabensinddieses
tatsachlichdie maximal erreichbareWerte desRegularisierungsparametefs Simulierenwir MeRwerte
durchdasAufprageneinesstochastischergleichwerteilten,numerischertehlers so zeigtsich,dal3bereits
bei Fehlernim PromillebereicldermaximaleWert umfastdie Halfte sinkt, waseineBesatigungdesexpo-
nentiellenDatenfehlereinflussast. Ebenschaberwir Argumenteiir einenebensaxponentiellerEinflu
desreinenNumerikfehlergegebenjedochnurin FormnumerischetUntersuchungerwie wollenaberdar
aufhinweisendaReinesolcheMNumerikfehlereinflussesei allennumerischetuntersuchungekonsistent
beobachtetvordenist.

Die RegularisierungsimulierterDaten&tzehat letztlich die nur unzulnglicheReproduktionder zugrun-
deliegenderDichte zum Ergebnis:die Regularisierungmit dem notwendigenGaul¥filterliefert bei einem
realistischeriFehlernveauein nur ,verschvommenesind unscharfes Bild derzugrundeligenderDichte.
EtwaigeFeinstrukturedassersich nicht reproduzieren.

DasEndedernumerischetntersuchungehildetederVergleichderregularisierendeierne,derdirekten
AnwendungdesGaulfifilteram FourierRaum,der Tikhonov-Phillips Regularisierungund der Landweber
Ilteratior? miteinanderDie letztendrei Verfahrenwurdennur auf die Integralgleichungdesimagirérteils
angevandt,da nur jenermit der Fourier Transformationanalogzur Losungder komplexwertigenmit der
Mellin-Transformationanalytischgelost werdenkann. Dabeihat essich anfanglichgezeigt,dal3zum ei-
nem eskeinenqualitatven Unterschiedgibt, ob wir einenGaulfifilterimplizit als regularisierenderKern
oderexplizit im FourierRaumrealisierenund zum anderendalRdie Tikhonov-Phillips Regularisierung
unddie Landwebetiterationauf derBasis(diskreter),doppeltgenauer Datendie zugrundeligendeDich-
te reproduzierekdnnen- wasbei demvon unsabgeleiteterund untersuchteierfahrennicht moglich ist.
DiesesBild andertsich bei der Anwesenheitinesstochastischeatenfehlersaberdrastischdennhier
kdnnendie letztenbeidenVerfahrenwomdgliche GauR3artigeStrukturendeutlichnachbildendochsind de-
renregularisiertel dsungerimmerdurchOszillationenderenGenesisowohl in derenFilterfehleralsauch
im Datenfehlereinflufliegt, iberlagertDie fir die Praxisjedoch,zerstrensté Eigenschafienerbeiden
Verfahren,die wir bei denauf einenGaulfilterbasierendemicht beobachterkdnnen,ist jedochdie In-
stabilitat einmalder Lage der reproduzierteMaxima und zum anderender relatve Hohe jener Maxima,
wobeidamitauchdie Breite jenereingeschlosseist. Erinnernwir unsnochdaran,dawir die Regulari-
siertenin derVariablent bestimmthabendie mit denurspringlichen(dimensionsloseriRelaxationszeiten
T durcht = e~ verkniipftist, sokonnenwir sofortdie drastisch&onsequenderUnbestimmtheitlerLage
derMaximafur diein T ausgedickteDichte erkennenDesweiterenveisendie numerischetntersuchun-
genbeiderTikhonov-Phillips RegularisierunguindderLandwebeslterationwiederumeinenexponentiellen

2Wir wollen daraufhinweisen daRdie Ergebnissaler Landwebedterationauf alle lineareniterativen Verfahrenzur Regularisie-
rung Ubertragemwerdenkdnnen;siehedazuauch[Lou89).
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Datenfehlereinflufauf. DasFazit desVemleichesdieserVerfahrenbei der Anwendungauf denphanome-
nologischemMnsatzist: Zwar kdnnendie Reproduktionerder Tikhonov-Phillips Regularisierungund der
Landwebeiiterationstellenweiseg scharferé Bilder der zugrundeligendentheoretische dsungliefern,
dochsind die Bilder beZiglich Lage,relative Hohe und Breite der erkennbarertrukturenunzuverlassig.
Desweiterernst eineeindeutigeUnterscheidunginer Strukturvon einerartefaktischenOszillation,die die
Regularisiertenjener Verfahrenhier immer tiberlagernnicht immer moglich. Die Bilder der Gauf3schen
regularisierenderKernebzw der direkt angevandteGaul¥filterliefern zwar diesbefiglich stabileBilder,
dochsinddiesenureinevage,,verschvommeneaundunscharfe AbbildungderZugrundeligendenDadie
Genesidir diesesverhalterder Regularisierungserfahrenetztlich auf die exponentielleSchlechtgestellt-
heit desheuristischerAnsatzesuriickgeilhrt werdenkann,sind besserdergebnissanit andererinearen
Verfahrengrundstzlichnicht zu erwarten.

Soist nunklar, warumwir die UntersuchungurWahldesRegularisierungsparametensmerischichtwei-

ter fortgefuhrt haben:Aufgrund desallgemeinbeobachteteexponentiellenDatenfehlereinflussegeriigt

das,trial anderrot -Verfahrenbereitsvollstandig,um im Rahmender jetzt aufgezeigtersehrbegrenzten
Maoglichkeitender Verfahrenzur approximatven Reproduktionder ZugrundeliggenderakzeptableErgeb-
nissezu erzielen.Ein AnwendendesMorozovschenDiskrepanz-Prinzipsvirde nur einenunnitigennu-

merischerAufwandbedeuten.

11.2 Kritische SchluRbemerkungen

Die relevantenEigenschaftenlesphanomenologischeAnsatzeszur Beschreilbingder Dielektrizitatsfunk-
tion in polarenamorphersystemersind:

e In derLdsungdesAnsatzesst die analytischeFortsetzungder Dielektrizitatsfunktionin die untere
komplexe Ebeneinvolviert.

e DerphanomenologischAnsatzist exponentiellschlechtgestellt.

Beide Eigenschaftemangenwie die Untersuchungem dieserArbeit nun gezeigthabensollten,zumin-
destimplizit miteinanderzusammenist dochdieseanalytischa-ortsetzungwie wir gezeigthaben selber
ebensa@xponentiellschlechigestellt.Und dieseexponentielleSchlechtgestelltheist esgeradedie sichbis
in fastjeder Eigenschafdesauf stabilisierenderrunktionenbasierenderfregularisierungserfahrenaus-
wirkt. Man mdgejetzt nicht einwendendaf3diesesnur fir genuinauf Filter basierendgilt, dennwie die
TheoriederschlechtgestellteRroblemedeutlichzeigt, undwir habendiesehier deswgenauchwiedege-
gebenkannjedesRegularisierungserfahrenauf ein Filter abgebildetverdenund dieseggilt insbesonders
beiinversenFaltungproblemerDie Konsequenist, dalfauchbei Verfahrenwie die Tikhonov-Phillips Re-
gularisierungoderder Landwebetiterationder exponentielleGrad einendirektenEinflu3 in desserfilter
aufweist.Dieseswurdedurchdie numerischerergebnisseesttigt, die generelleinenexponentiellerDa-
tenfehlereinfluln demgesammteRegularisierungsfehleaufzeigenJenesd/erhaltenkonntenwir nunfur
denGauflifiltersogaranalytischnachweisen.

Die allgemeinerBetrachtungezur AsymptotikderFehlerquellerdesGesamtrgularisierungsfehledggen
die Vermutungnahe,dalwir diesendestruktven exponentiellenEinfluf? bei jedemlinearenRegularisie-
rungs\erfahrerwerdenbeobachtelkonnen.

Die Konsequenist eine nur ungeriigendeReproduktionder zugrundeligendenDichte, sobaldwir auf
fehlerbehaftet®atenangeviesensind, und zwar unabtangigvon denhier verglichenenRegularisierungs-
verfahren.Aus den genannterGriindenerwartenwir auch nicht, daf3 die Maximum Entropie-Methode
wesentlichbessere&Ergebnisseerzielenwird. Dieseswird auchin der Literatur® zur Maximum Entropie-
Methodebesttigt, in der stellenweiseuf die Ahnlichkeit der Qualitat der Ergebnisseyerglichenmit der

Swir wollen diesbeiglich auf[Gro93, Jay57 Jay68 Dav82] hinweisen.
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Tikhonov-Phillips Regularisierung hingeviesenwird. Da die Maximum Entropie-Methodeein Spezial-
fall desallgemeinerTikhonov-Phillips Funktionalsist, sind qualitative Ahnlichkeitenzu erwartenbzw. zu
erwartengevesen.

Ebensoerwartenwir nicht, dafddie Anwendungvon Wavelets derenAnwendbarleit als stabilisierende
Filter* bereitsbekannund untersuchtvordenist, und derenAnwendungebenscin linearesVerfahrenist,
zur Regularisierungdesheuristischemnsatzeswesentlichqualitatv bessereéergebnissdiefern wird, da
hierdasReziprolederTranformierterdesintegralkernsin eineranalogerirt undWeisein dieregularisierte
Losungeingehtwie im Fall ,herkdmmlichet Filter.

Eine weiteresschwerwigiendesrgebnisdieserArbeit habenwir im AnhangE vorgestellt:soneit essich
um physikalischrelevante Kerne handelt,dirrfte jede IntegralgleichungersterArt, die mit der Mellin-
Transformatiorgelostwerdenkann,exponentiellschlechigestelltsein.Aus der Theorieder Mellin-
Transformatiof folgt, soder IntegralkernlangsdesintegrationsgebietsineanalytischeFunktionunddort
polynomialabsclatzbaiist, daffdessemellintransformierten einemVertikalstreifenderdasintegrations-
gebietderkomplexenUmkehrformeleinschlieRteineanalytischaé=unktionist, die dort einerExponential-
absclatzunggerigt. GenaR der KlassifizierungschlechtgestellterProblemefolgt darausunmittelbardie
exponentielleSchlechtgestelltheit.

Analogesgilt im Fall der Anwendbarleit der FourierLaplaceTransformatiofi, wobei jetzt der Kern ex-
ponentiell absclatzbarsein moge. Bedenlen wir im Kontext physikalischrelevanter Kerne, daR diese
Abschatzbarleit beinaheeine notwendigeBedingungfur die mathematisch&xistenzder FourierLaplace
Transformatiordarstellt,sogilt dasentsprechendgessimistisché&rteil.

Wasbedeutetll diesesnunzusammengeftundkritisch bewertet?

Bereitsin den Abschnitten10.4.4und 10.5.3habenwir als Fazit gezogendalwir savohl eine Delta-

dichteals auchdie Cole-Davidson Dichte durchdie regularisiertenLdsungemicht identifizierenwerden
kdnnen,oderandersausgedickt, werdenjene beidenDichten niemalseindeutigund zweifelsfreirepro-
duziertund identifiziert werdenkdnnen.Es wird immer die Moglichkeit bestehenim Fall der Delta- auf

eineentsprechendchmaleGauRRdichteundim Fall der Cole-Davidson-auf eineentsprechengarametri-
sierteHavriliak-NegamiDichte zu schlieRenDieseshatdie vollstandigeAufhebungjenerbeidenModelle

in dasGauRrespektve Havriliak-NegamiModell zur Konsequenayomit die beidenerstereretztlichihre

erkenntnistheoretischBedeutungaufgeben.

Soweit esjetztlineareRegularisierungserfahrenbetrifft, konnenwir bei der Regularisierungexponentiell
schlechtgestelltelProblemeund diesesverdenall diejenigenphysikalischaProzessdeschreibendinte-
gralgleichungerersterArt sein,die vermbgederMellin- respekive FourierLaplaceTransformatiorgelost
werdenkdnnen einengenerellexponentielldestruktven Einflul? desDatenfehlererwarten,so daRselbst
beiDatenim Promillebereichdie gevonneneRegularisiertebestendills einunscharfesyagesyerwaschenes
Bild seindurfte,soim Fall der Gaul¥filter oderein mitunterscharfereStrukturenaufweisende8ild, wobei
dieLage relative HoheundBreitejenerStruktureralszweifelhaftundnichtbestimmbaanzusehesind,so
bei der Tikhonov-Phillips Regularisierungund der Landwebetlteration.Da die erhaltenerRegularisierten
alsonur einevagesBild derzugrundeligendersind, sind diesefiir einelnterpretationder physikalischen
Prozessaicht geeignetMit anderenNorten,wir kdnnenauf der BasisderregularisierterL dsungerkeine
Erkenntnissdiberdie physikalischerProzessén Systemerhaltenwomit jene,in denbisherigerKontext,
ihre phanomenologischend heuristischéBedeutungufgibt.

Wir wollen abernochdaraufhinweisendaRwir aufgrundder Natur’ der schlechtgestellteRroblemedie
regularisierterDichtenbenutzerkdnnten,um auf derenBasisbeobachtbar&ro3enzu berechnenin den

4EineEinfilhrungin die Wavelet-TransformationemindderenAnwendungeninsbesonderbei schlechigestellterProblemengibt
[LMR98].

Ssiehe[Doe71, Tit67]

6Beispielefiir Integralgleichungendie mit der FourierLaplaceTransformatiorgelbstwerdenkdnnen kdnnenwir in der Vielteil-
chentheoridinden,wie beispielsweiselie VerkripfungeinerGreensfunktiommit der Spektraldichtewobeiletztereals Wahrschein-
lichkeitsdichte ein Systembei einerbestimmterFrequenzanzurgen,interpretierbaist.

“siehe[Lou89)|
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die Dichte wiederin Form einer schlechtgestellteintegralrelationeingeht,wie hier beispielsweiséei
derBerechnungler Leitfahigkeit einesamorpherSystem8. Nur dirfenwir dannder Dichte selberkeine
physikalischeRelevanzbeimessen.

DasFazit dieser Untersuchungenist somit:

DerphanomenologischAnsatzderBeschreiling physikalischeGroiendurcheineMittelung tiber
exponentielleZerfalle ist, bei der AnwendundinearerRegularisierungserfahrenfur einen
Erkenntnisgevinn derphysikalischerProzesselesbetrachteteisystemaingeeignet.

Wir wollen dieseArbeit nicht mit diesempessimistischetlrteil beendensondernebensdkritisch auf die
Begrenztheitder Gultigkeit der insgesamhier vorgestelltenErgebnissém Kontext linearer Regularisie-
rungsverfahenverweisenUberdasVerhaltemicht linearer Regularisierungsverfatenist hier nichtsaus-
gesagtworden.Wir bezweifelnnur, dal3ein nicht linearesVerfahrenein um GroRenordnungebesseres
Fehlenerhaltenbeziglich des Datenfehlereinflussesufweisenwird. Doch sollten trotzdemdie Anwen-
dungsolcherRegularisierungserfahren,wobei wir beispielsweiselasVerfahrender konjugiertenGradi-
enterf vorschlagenwollen, auf den phanomenologischeAnsatzhin untersuchtwerden- wir warendie
letzten,die positive Ergebnissaliesberiglich nicht begriRenwiirden.

Desweiterenwollen wir noch daraufhinweisen,daRdie von uns benutzteroderabgeleiteten, Konzepté
wie die AsnwendungregularisierendeiKerneoderdie ,,Multifilter* aufihre Anwendbarleit bei nicht expo-
nentiell schlechtgestellteProblemenuntersuchtverdensollten. Ebensosolltendie von uns abgeleiteten
EigenschafterstabilisierendeFunktionengenutztwerden,um Filter fir schlechtgestellteProblemejen-
seitsdesGaul3filterooderdesidealenTiefpassezukonstruierenUnd letztlicht solltenunserebescheidenen
Beitragerzur Wahl desRegularisierungsparametevgeiter verfolgt und untersuchtverden,besonderslas
Konsistenzkriteriunyelchesmoglicherweiseeinewirkliche , konsistent Alternative zu denDiskrepanz-
Prinzipienseinkonnte.

8siehe[Zal83]
9siehe[Lou89)|
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Anhang A

Mellin-Bar nesintegrale und die
Fox’scheH-Funktion

FurweitereDetailsdesnunfolgendenseivorabschoneinmalaufdie Biichervon WHITTAK ER und WATSON [WW69]
undMATHAI und SAXENA [MS78], savie auf[EMOTS53] verwiesen.

Die Fox'sche H-Funktionist beieinerVielzahlvon Problemerder Mathematik der Statistikundder (mathematischen)
Physik anwendbarDie Bedeutungder H-Funktion liegt in der TatsachedalR diesefastalle speziellenFunktionen,
die in der Mathematikund Statistik, und somitauchin der Physik,vorkommen,als Spezialtlle beinhaltet.Zu die-
sengelbrenbeispielsweiselie (verallgemeinerteBesselfunktiorund die hypegeometrischerfrunktionenund deren
Verallgemeinerungeisowie die Meijer'scheG-Funktion.

A.1 Definition

Kommenwir nunzur Definition derMellin-Barnesintegrale undderH-Funktion.

Definition A.1
IntegralederallgemeinerForm

HEZ) = — / h(s) 25 ds (A1)

T om
L
mit

Tr(b+is) [T (1—aj—a;)
=1 j=1

(s = — : , (a2)
II T(1-bi—-Bis) [I F(aj+ajs)
i=m+1 j=n+1

langseinesintegrationswgsL in derkomplexens-Ebenewobeiaj, bj € C undaj, Bj positie relle Zahlensind und
Z=exp(sin|z+iamgz) (A.3)

wobei sich hier nicht unbedingtauf den HauptzweigdesLogarithmus’beschénkt werdenmul3, werdenals Mellin-
BarnedintegralebezeichnefEMOT53, Tit86, MS78 WW69], unddie durchdiesedefinierteFunktion

(ag,01),...,(ap,ap)
(b1781)a"'5(anBq) ) (A4)

H(2) = Hply'(2) = Hply' (z

wird Fox'scheH-Funktiongenanrit [MS78§].

1Definition undNotationderFox'scherH -Funktionsindnichteinheitlich.Einezu (A.1) aquivalenteundebensdiaufigverwendete
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LeereProduktewerdenhier als Eins interpretiert.Der Integrationswe L seifur dasweiteredahingehendpezifiziert,
daldieserdie PolevonT (bj 4+ Bjs) andenPunkten

bj+v
s:—(’+) j=1,....m;v=0,1,... (A.5)
B
vondenPolenvonl (1—aj —aj) andenPunkten
1-aj+A
s:(ailf) j=1...mA=01,.. , (A.6)
]

separiertwobeiein derartiged. immerdannexistiert, wenn
aj(bg+v) #pBr(aj—1—A) W,A=0,1,2,...; k=1...mj=1...n (A.7)

gilt.

A.2 Existenz,Eigenschaftenund Darstellung der H-Funktion

Fuhrenwir nundie folgendenGroR3en,
q p
u=> Bj—> aj (A.8)
j=1 =1
und
p o q "
B=]1o}" [I8" - (A.9)
j=1 j=1

ein. Unter ZuhilfenahmedieserbeidenGrof3en,kann beziglich der Existenzder H-Funktion nun folgendesgezeigt
werden:

Die Fox’scheH-Funktion,definertnachdenGleichungenA.1) bis (A.4), existiertin denfolgenden
Fallen:

1.g>1,u>0:
H(z) existiertfirallez, z# 0.

2.9>1,u=0:
H(2) existiertfuralle |z < B~2.

3. p>1,u<0:
H(z) existiertfurallez z#0.

4. p>1,u=0:
H(2) existiertfuralle |z > 2.

H ist danneineanalytischerunktior? in zundder Integrationswe L kanndannauf Lic—iw ctim), AlSO

ausgedehnfdeformiert)werders.

Definitionist [WW69]:

m n

IIT(bi—Bis) [T T(1—-aj+ajs)
= = Zds .

1 ra-bi+gs I r@-a9

i=m+1 j=n+1
BeideDefinitionengehenhier durchs — —sineinanderiber

’Dasbeinhaltetauch,sodie IntegraldarstellundA.1) nur fir z€ R korvergiert, daRdannH eineanalytischeFunktionfir reellez
ist, die (in einemWinkelraum)analytischfortgesetziverdenkann;siehedazu[EMOT53] und hier dasnachfolgendéapitel A.3.

3Allgemeinergilt, daRdannH von derkonkretenForm deslntegrationswes L unabléngigist.
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Bevor wir unsder Darstellungder H-Funktion,nebenderals Mellin-Barnesintegral, widmen,sollennocheinigeihrer
grundsitzlichenEigenshaftenang@ebenwerden die geradeauchvon praktischednteressaind Bedeutungsind:

1l Istay=... =dp =Py =...=Pq =1, soreduziertsichdie H- auf die Meijer'scheG-Funktion
1),...,(ap,1) a,...,a
Hmn (alv IEERERNS o) —_cmn FEEREIC o Al
pa (Z (b1, 1),..., (bg, 1) ) = P9 (Z] by, .., by (A.10)

Hmn<z (alaal) (apaap)) :Hn,m<} (1_bla[31)7---:(1_anBQ) ) (A.11)

(bl7Bl) (bQ7Bq) %P z (1_a17al)7"'7(1_apvap)
DieseEigenschaferlaubtes,die H-Funktionmit demArgumentzin die mit demArgument% zutransformieren,
respektve denFall p > 0in denFall p < 0 undvice versa.

mn (alaal)a---a(apaap) m,n (al‘l'oalaal)a'"’(ap+0ap’ap)
SHM, —Hm .
Hra (Z (bl,sl),...,(bq,sq)> Ho ( (b1+osl,sl),...,(bq+osq,sq)) (A12)
1 mn (ag,01),...,(ap,ap) mn (x (ag,kay),..., (ap, kap) K
kP (Z (bl,sl),...,(bq,sq)> H"q( (bl,km),...,<bq,ksq>> >0 A1y

Fur weitereEigenschafteseibesonderauf [MS78] verwiesen.

Kommenwir nunzu einer(eventuellnumerischperechenbarebarstellungder H-Funktion,die auf denResiduensatz
[BS76,Tit86] basiert.Nehmenwir im folgendennochzusatzlich an,dafRder Integrand(A.2) nur PoleersterOrdnung
besitzenmoge. Basierendauf die Existenzaussageh bis 4., kdnnendanndie folgendeFalle unterschiedemind die
H-FunktiondannfolgendermafRedaigestelltwerden:

| Fur die Falle 1. und 2. kann die H-Funktion durch die Summeder Residuender Pole (ersterOrdnung)von
r(bj+Bja), j=1,...,mbeis= —% damgestelltwerden:

1 r(bJ B; bh+v)ljlr(1*aj+ﬂj£%l)

mn - j=1,j#h
I D) e o -
et r(1-b;+6%2) 11 1 (a-a; %)
j=m+1 j=n+1
(-1
— Z Pn

Il Fur die Falle 3. und 4. kann die H-Funktion durch die Summeder Residuender Pole (ersterOrdnung)von
Nl—aj—ajs),j=1,...,nbeis= w damgestelltwerden:

H F(l a (1 ah+v))ﬁr(b +8; 12:+v)>

mn _ i=1,j#h j=1
Hpa (@ = ZZ Tty oty
= 1 r(ay+o; =) 1 r(1-bj—p; =)
j=n+1 j=m+1
1V _ (A-antv)
( EnE e (A.15)
apv!

Fur denallgemeineenFall, beidemdie PolevonT (bj + B;s) respekive I'(1—a; — ajs) auchvon hdhrerOrdnungsein
durfen,laRtsich ebensceine Reihendarstellungngebendie jedochum einigeskomplexer ist; fur weitereDetailssei
wiederumauf[MS78] verwiesen.

A.3  Zum Konvergenz\erhalten und zur Asymptotik der H-Funktion

Essollennunkurz die, geradeauchfiir die Praxisrelevanten,Ergebnissezur Kornvergenzder Mellin-Barnesintegra-
le (Gleichung(A.1) und (A.2)) und zum asymptotischeVerhaltenfir kleine und groReArgumenteder H-Funktion
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wiedegegebenwerden Bevor wir die Ergebnissgrasentierentiihrenwir die folgendenGroRenein:

n p m q
a = Zaj— Z Gﬁ—Zij Z Bj (A.16)
=1

j=n+1 =1 j=m+1

p q
B = Ha?j 1‘[1[3]—131 (A.17)
= =
po= B-Ya (n.18)
=1 i
. p g

m p
A= ZBj— > Bj—Zaj (A.20)

Mit Hilfe desasymptotischerusdrucksderI'-Funktionfur groReArgumentdWWe69, EMOT53] kanndasKonver
genzerhaltendesMellin-Barnesintegralsuntersuchtverden? Der Absolutwertdesintegranden(A.2) fir |t| — o ist
dannmit )

eanT[N |t|7pC+v RfcelDtBC (A.21)
absclatzbay wobei wir von einenintegrationswg Lc_iw c+i parallelzur imagiraren Achseausggangensind, und
wobeis = 0 +it undz= Rd® sei.Eskannennunvier verschieden&alle unterschiedemwerden:

1. a> 0:Daslntegral (A.1) korvemiertabsoluffir |®| < a unddefinierteineim Winkelraum| argz| < min(m ag),
unterAusschlufdesNullpunktes analytisché=unktion.

2. a= 0, p# 0: DaslIntegral (A.1) korvemiert zwar nicht fur komplexe z, jedochfir z> 0, z € R absolutwenn
¢ derartgewahlt wird, dalpc> 1+ y gilt und es exisitiert danneine analytischeFunktionin z, definiertim
Winkelraum|argz| < 1, derenWertfir positive z durch(A.1) gegebenist.

3. a=p=0,y< —1:DaslIntegral (A.1) korvergiertfur alle ze R* absolutundreprasentiereinestetigeFunktion
vonzin 0 < z < . Esexistierenun,jeweils fur 0 < |zl < =1 und |z > B2, im Winkelraum|argz| < mzwei
analytischerunktionenderenWertfir 0 < z< =1 undz > B~ (zseijetzt reell) durch(A.1) gegebenrsind.

4. a=u=0,—1<y< 0:Daslntergral (A.1) korvemiert, zwar nichtabsolutfiir z< p~1 undfirz> -1, ze R*.
Wie im Fall 3., exisitierenzwei analytischeunktionenjeweils fiir 0 < |z < B~* und|z| > B~1, im Winkelraum
|argz| < 1, derenWertfir 0 < z< B~1 undz > B! (z seijetzt reell) durch(A.1) gegebensind. An demPunkt
z = (3 besitztdaslIntegral eine Unstetigleit, an der eshdchstendm SinneeinesHauptwertintgrals existieren
kdnnte.

Kommenwir nunzur AsymptotilkderH-Funktion.GenmaRdenAusfiihrungerin [EMOT53, MS78,, lassersichfolgende
Aussagenbasierendauf der Asymptotik der I'-Funktionoderauf denReihendarstellungemyie beispielsweis¢A.14)
und(A.14), herleiten:

1. Essei

b4
H>0 und c=minRe (B—')
i
Fur z— 0 gilt dann(asymptotisch):
HIM(Z2) =O(|Z) . (A.22)
2. Essei 1
p>0,a>0,|amgz < ag und d=maxRe (%)
j
Fur x — oo gilt dann(asymptotisch):
HIN(x) = O (|x|d) . (A.23)

4Wir folgen hier denAusfilhrungerin [EMOT53], die bediglich desKorvergenzerhaltenstwasdetaliertersind als[MS78].
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A.4 Einige Spezialflle der H-Funktion

Wie bereitserwahnt, beinhaltetdie H-Funktionfastalle speziellenFunktionender Mathematik,und somit auchder
mathematischefPhysik, als Spezialélle. Um diese,Universaliit der H-Funktion zu illustrieren, wollen wir kurz
einigedererSpezialtlle angeben:

1.
H&’f (z‘ (b,_B) ) —B 1z exp (—zl/B) (A.24)
il CIFRPRCIC N “29

3.
H11;11 <z‘ (1(6"’1’)1) ) =T (V) (1+2) 7V =T (V) 1Fo(V; —2) (A.26)

4.
2 [2](252). (3520~ v

wobeiJ,(z) die BesselfunktiomrsterArt ist.
5. Die nachsterbeidenBeispielelassersichnichtals Spezialélle der G-Funktionableiten:

Ho2 (21(0,1), (~v,1) = (@) (A.28)
wobeiJ}(z) die verallgemeinerteBesselfunktiofist.
6.
» I[IM(aj+ajr)
HLP (z‘ (1—ap,ap) ) _ Zj:l ey
Pa+1\"|(0,1),(1-bg,Bq) =0 11T (b +Br) r!
j=1
(ap,ap) )
as ((bqi Ba)i—z) (A29)

wobei piq Maitland’s verallgemeinertehypegeometrishe Funktiongenanniwird.



344 ANHANG A. MELLIN-BARNESINTEGRALE UND DIE FOX’'SCHE H-FUNKTION



Anhang B

Funktionalanalysis und Distrib utionen

In diesemAnhangwollen wir einenkurzenUberblicktiberdie Grundbeyriffe, Konzepteund Ergebnisseusder Funk-
tionalanalysisund eine sehrkurze Einfiihrung,ehermehreinen Uberblick, iber die Theorieder Distributionen die
auchTheorieder verallgemeinerterFunktionengenanntwird, gebenwobeiwir allgemeindasHauptaugenmerfauf
die fur dieseArbeit wichtigen Konzepteund Ergebnisseaichtenwollen. Eine austihrliche Einfihrungin die Funk-
tionalanalysisgibt beispielsweise WERNERS Buch [Wer95], der in seinemBuch auchkurz auf Distributionenzu
sprecherfkommt. AusfuhrlicheEinfihrungenn die Distributionentheorieind derenAnwendunggeberbeispielsweise
die Biichervon BLANCHARD und BRUNING [BB93]? und WALTER [Wal94], und desweitererwollen wir noch auf
[Bre65,Lig66, Roo69 verweisen.

B.1 Grundbegriffe

Im weiterembezeichnerwir kurz mit K denKorperR der reellenoderden KorperC der komplexen Zahlen,also
K =R oderK =C.

B.1.1 Integrale

Der verwendetdntegralbeariff ist im allgemeinerderdesLebesgue-Intgrals, wobeidie zentralenSatzeauchfir das
Riemann-Intgral sinnvoll sind,nur dannwenigerallgemeinWal94, Wer95].

IntegraleohneAngabendesintegrationsgebietesindilberdenganzerRN zu erstrecler?:

/f(x) dx:/f(x) dx . (B.1)
RN

Wir schreiberalsobei N-dimensionalenRaumintgralendx fur dx; ... dxy.

B.1.2 Funktionenklassen

Ck(G) ist die Mengederin deroffenenMengeG c RN stetigenundmit stetigerpartiellenAbleitungbis zur Ordnung
k versehenetrunktionend(x) = ¢(xg,...,xn) (0 < k < ). Insbesonderést C°(G) die Klasseder stetigen,c*(G)

1Es existiert eine Vielzahl von sehrgutenEinfilhrungenin die FunktionalanalysisWERNERs Buch sei hier nur als ein Beispiel
genannt.

2DasBuchvon BLANCHARD und BRUNING wendetsich geradeauchan den (theoretischenPhysiler und entrilt Beispielefiir
die Anwendungder Theorieder Distributionenin der Physik.

Szwar gilt fiir dasvon unsbehandeltéroblemN = 1, nichtsdestotrotavollen wir die allgemeinerDarstellungerund Ergebnisse
fur beliebigeN wiedegeben.
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die Klasseder beliebigoft stetigdifferenzierbarerfrunktionen Die KIasseC(‘j(G) enthalt alle Funktionenaus CX(G),
welcheauRerhalteinerkompaktefi Teilmengevon G identischverschwindetim Fall G = RN schreiberwir einfach
C¥ bzw ¥ stattck (RV) respektve ¢§ (RV). Die KlasseC¥ entfalt alsoalle Funktionenaus ¥, die auBerhalteiner
beschanktenMengeidentischverschwinden.

Die betrachtetefrunktionensindimmerreell oderkomplexwertig. Ist ¢ = ¢1 + i¢p2 komplexwertig, ¢1 = Re ¢, o =
Jm@, sobedeutety € CK nafirlich, daldq, o € CKist>.

Ebensoverdenauchdie RaumelLP(G) (p > 1) derin G mefRbarerrunktionenf mit endlichenLP-Norm

[|f]lLe = (/|f(x)|p dx) < © (B.2)
G

betrachtetlst f : G — C mef3baund| f|P iberjedesin G gelggenerKompaktumintegrierbar sogetbrt f zuderKlasse
LPc(G). Im Fall G=RN schreiberwir kurz LP undLP..

An dieserStelle wollen wir folgendeBemerkung machen:Die Réume(Lpz.||...||p) sindfur p > 1 Banahiraume

Obwohl die LP-RaumeeigentlichkeineRaumevon Funktionen sonderrvon Aguivalenzklassenron Funktionensind,

behandelimanihre Elemente als warenes Funktionen.Man schreibtalso f € LP statt[f] € LP usw In der Regel

tretendadurchkeine Komplikationenauf. Beispielsweisést f — [ fd\ einewohldefinierteAbbildung auf L1(G),
G

nicht jedoch f — f(xg). Von besondereBedeutungsind die Raumel?(G); diesesind bekanntlichdie sogenannten
Hilbert-Raume

B.1.3 Finite Funktionen, Trager einer Funktion

Einein RN erklarteFunktion¢(x) ist finit, wenndieseauRerhalteinerbeschanktenMengeverschwindetDer TrageP
von ¢, suppd, ist die abgeschlossertélille aller Punktex mit ¢(x) # O, in Formeln

suppd = cl{x: ¢(x) #0} . (B.3)

Der Tragerenttalt gevissermaReuie Punkte welchefir ¢ ,wesentlich sind. AuRerhalbdesTragersverschwindeth
in demfolgendemSinne:Zu x ¢ supp¢ gibt eseineUmgelungU (x), in welche$ = 0 ist. Die drei Aussagen:

e ¢ istfinit,
e ¢ hateinenkompakterTrager
¢ ¢ verschwindetulRerhalteinebeschanktenMenge,

sind aguialent. Die finiten Funktionenaus ¥ bilden die Klasse (§ (= Funktionenaus C¥, welcheauRerhalkeine
kompaktenTeilmengevon G identischverschwinden).

Fur komplexwertigesp = ¢1 +id» gilt
supp¢ = (suppd1) U (suppdz) (B.4)

B.1.4 Vektorraume

Untereinemreellenbzw. komplexen Vektorraum auchlinearer Raumgenanntyerstehtmanein Menge‘Z, in welcher
eineAddition a+ b und eineMultiplikation Aa mit reellenbzw. komplexen Zahlenerklartist, wobei ‘T beziglich der
Addition eineAbelscheGruppedarstelltundauRerdeniiiira,b € 7, A, € R bzw C die Gesetze

AMa+b) = Aa+Ab | (B.5)
(Awa = A(ua) (B.6)
(Awa = Aatpa |, (B.7)

“EineMengeA c RN ist genaudannkompakt,wennsie beschankt undabgeschlosseist.
SEntsprechendegilt bei denandererFunktionenklassen.
Sengl.support
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gelten.
Von grof3erBedeutungst die folgende
Definition B.1

Der RaumL(X,K) der stetigenlinearenFunktionaleauf einemnormierten(topologischenRaumX heif3t Dualraum
von X undwird mit X' bezeichnet.

Eslafltsichnunfolgendeseigen[Wer99:

Korollar B.1
Der DualraumeinesnormiertenRaumesyersehemit der Maximumsnorm

Xl = sup X(x)] , (B.8)

lIXl<1

ist stetsein Banachraum.

B.1.5 Lineare Funktionale (Linearformen) und lineare Operatoren

Definition B.2
Eineauf‘T definiertekomplexwertige Funktion
T:T->C (B.9)

wird Funktional(aufT') genanntEin Funktionalist alsoeine Vorschrift, welchegedesElement) € T einekomplexe
ZahIT[¢], auchkurzin AnlehnunganderOperatorschreibweiSep geschrieberguordnetDasFunktionalheif3tlinear,
wenn

TAG+ W] =ATO+puTY firg,pe 7, \,ue C (B.10)

ist. LineareFunktionalewerdenauchals Linearformenbezeichnet.

Nur derVollstandigleit halberwollen wir auchnochfolgendeDefinition derlinearenOperatorerangeben:

Definition B.3
Eine stetigelineareAbbildungT : X — Y zwischendennormiertenRaumenX undY heif3tlinearerOperator Ist der
Bildraumder Skalartorper sosagerwir, gemaf3der Definition B.2, FunktionalstattOperator

Ein stetigerOperatorT : X — Y erfiillt einederaquivalentenBedingungeriWer94, wobeix, eine(Funktionen-)Blge
in X sei:
1. Falls lim xp = X, sogilt lim Tx, =Tx
n—oo n—oo
2. Furallexg € X undalle€ > 0 existiertein 4 > 0 mit

X=Xl < 8= [|Tx—Txol <& . (B.11)

3. Furalle offenenMengenO C Y ist
T10)={xeX:Txe 0} (B.12)

offenin X.
Von groRterBedeutungdn der Funktionalanalysisst die folgendeCharakterisierungtetigerOperatorerfWer95]:

SatzB.1
SeienX undY normierteRaume,undseiT : X — Y linear Dannsinddie folgendenAussageraquivalent:

1. T iststetig.
2. T ist stetigbeiO.

3. EsexistierteinM > 0 mit
ITX| < M|X| VxeX . (B.13)
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4. T istgleichnmaBigstetig.

Definition B.4
Die kleinstein (B.13) desSatzesB.1 auftauchendéonstantewird mit ||T||, die Norm desOperatorsT, bezeichnet,
d.h.

[ T||:=inf{M >0: ITX| < M|[x|| VxeX} . (B.14)
Esgilt offensichtlich
11 = sup L sup 7 = sup T (8.15)
xz0 X =2 i<

sawie die fundamentaléngleichung:
T < ITIIX] vVxeX . (B.16)

Da stetigeOperatoremach SatzB.1 die (abgeschlossen@inheitskugeBy {x € X : ||x|| < 1} auf eine beschankte
Mengeabbilden sprichtmanauchvon bestiranktenOperatoren.

Betrachterwir nun

L(X,Y):={T : X =Y : T istlinearundstetigh . (B.17)

EsistjetztL(X,Y) beziglich deralgebraische®perationen
(S+T)(X) = X+Tx (B.18)
(AT)(X) =ATx (B.19)

ein Vektorraum{Wer95].
Fuhrenwir diesenAbschnittabschlieRendochdasKonzeptdeskompaktenOperatorsin:

Definition B.5
EinelineareAbbildung,respektie einlinearerOperatorT zwischemormierterRaumerX undY heifStkompakt wenn

T (Bx) relativkompaktist, wasaquialentmit derAussagest, daRT (By) kompaktist. Die Gesamtheitler kompakten
Operatorenwird mit K(X,Y) bezeichnetfernersetzerwir K(X) = K(X, X).

Offenbarist einelineareAbbildungT : X — Y genaudannkompakt,wennT beschankteMengenaufrelatvkompakte
Mengenabbildete bzw wennfir jede beschankte Folge {x,} in X die Folge {Txn} C Y einekorvemgenteTeilfoge
enttalt [Wer95]. Da kompakteMengenbeschankt sind, sind kompakteOperatorerstetig; esgilt alsostetsK(X,Y) C

L(X,Y) [Wer95].

Wir wollen nocherwahnendallein Integralopemator
Ti: L2 (RN) 12 (RN) , ka(x):/k(x,y) f(y) dy (B.20)

dannkompaktist, wennk € L2 (RN x RN), also

Jox [ ay eyt < (B.21)
gilt.

B.2 Grundfunktionenr aumeder Distrib utionentheorieund deren Ei-
genschaften

Im folgendemwollenwir die wichtigstenGrundfunktioneriiume7’, diein der TheoriederDistributionenangevendet
werden,undderenEigenschaftenorstellen.Ganzallgemeinhandeltessichbei allen Grundfunktioneriiumeiibrigens
um Hausdorfsche lokal korvexe topolagiscthe Vektorraume Da wir dieseTatsachen dieserArbeit abernicht explizit

ausnutzemespektve verwenderwerden,wollen wir auf weitereDetails” diesberglich verzichtenund die Raumein

ihrenalternatv Ublichen,beziglich theoretischemind praktischerUntersuchungenichtsdestotroteleganten aquia-

lentenFormulierungerangeben.

7Zur Definition und fiir weitere Details beziglich topologischerVektoraumeim allgemeinerund Hausdorfschelokal korvexe
topologische/ektoriaumeim besondereseibeispielsweisauf[BB93, Wer95]verwiesen.
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B.2.1 Der Grundraum D

Als ersteswollen wir den, Basisraurh D der Distributionentheorieeinfuhrenund die wichtigstenEigenschaftemnd
Ergebnissedie mit diesemRaumzusammendingen kurz diskutieren.

Definition B.6
Der GrundraumD ist die Menge Cy (RN) allerim RN finiten und beliebigoft differenzierbarerfkomplexwertigen)
Funktionen DiesewerdenGrundfunktioneroderTestfunktionef genannt.

Da¢ € D einefinite Funktionist, wasaquialentzuAussagest, ,¢ verschwindeauferhaleinerbeschanktenMengé,
ist  nachobigenAussagereinebeschankteFunktion.

Den Grundfunktionenraun® kdnnenwir kurz, aberoffensichtlichvollig aquivalentzu obigenDefinition B.6, auch
nochfolgendermaf3erinfiihren:

Bezeichnerwir mit Q ¢ RN eine offene und nichtleereMenge.Mit D(Q) wird dannder Testfunktioneraum aller
C”-Funktionerauf Q mit kompaktenTrager in Q bezeichnet.

B.2.1.1 Beispieleiner Grundfunktion

Wir wollen nunein BeispieleinerGrundfunktionin > gebenEsseifiirx ¢ RN:

ap(frl)@) fur |x/ <1

(B.22)
0 fur |x]>1

h(x) = g(1->) = {

Dag(t) undt=1— X2 beliebigoft stetigdifferenzierbasind,gilt dasselbfir h. Esist somith € D undsupph = B1,
wobeiB; die abgeschlosserginheitskugelm RN bezeichnetDurchMultiplikation von h mit einerNormierungskn-
stanteC erhalterwir die Funktionp(x) = Ch(x) € D, die dannoffensichtlichdie niitzlicheEigenschaft

/p(x) dx = / p(x)dx=1 (B.23)

Ix|<1

besitzt;somitkdnnenwir p alsDichtefunktioninterpretierenFuhrenwir jetzt noch,basierendiuf p, die Funktion

Pa(X) =a~N p(g) (B.24)

mit a > O ein, sobesitztdieseoffensichtlichebensalie Eigenschaften

Pa(X) = Pa(—X) (B.25)

und,wasmit der Substitutionx = ay, dx = ady soforthachweisbaist,

/pa(X) dx=1 . (B.26)

Die sodefinierteFunktionpq ist eineGrundfunktionin D, fur die pq(x) = 0 fur |x| > o gilt.

B.2.1.2 Mittelwert von Funktionen, Generierung von Grundfunktionen auf D

Mit Hilfe der Funktionpg laRtsich nun eine Fiille von Grundfunktionerin © angebenFiir f € ¢° wird mit fy der
~bewichteteMittelwert'

fol = [ F(Epalx—E) dE &R (B.27)
bezeichnetdaslintegral erstreckisich tatsachlichnur Uberdie Kugel|x— | < a. ObigeslIntegral latsich auchin der
Form

o= [ fx-Dpa(®) dE= [ f(x—oB)p(®) ck (8.28)

[l<a |E|<1

8Die ElementeeinesGrundfunktionenraumeserdenganzallgemeinals Grundfunktioneroder Testfunktionetmezeichnet.

9Diesedfolgt offensichtlichdirekt ausderKettenrgel.
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schreibenDasWort , Mittelwert' ist angebrachtiennnachdemMittelwertsatzder Integralrechnungilt, falls f reell-
wertig ist, wegenpqy > 0 undderNormierungvon py auf Eins:

fol) = 1) [ palx ) dE = 1) (B.29)

fur ein X' mit [X —x| < a. Ist f komplexwertig, so bestehteine Gleichungder Form (B.29) fur 9e f und fur Jm f.
Insbesonderést fq(xo) = ¢, wenn f(x) = ¢ in By (Xo) ist'®. Darausfolgt, daR fy finit ist, wenndasselbdir f gilt.
Ebenscerkenntmanleicht,dalR fy € C” ist. Im Integral (B.27) kannmannamlichdemParameteix beliebigoft unter
demintegralzeicherpartielldifferenzierendaessichumein Integral mit festen endlicherintegrationsgebiehandetL.
Durchdie Mittelwertoperation(B.27) wird also f geglattet.Der durchdie Gleichung(B.27) definierteOperatorTy,

Taf(x) = / F(E)pa(x ) dE (B.30)
RN

wird Friedrichsdher Glattungsopeator genanntSeineBedeutundn derFunktionalanalysisndbesonders derTheo-
rie derDistributionenfasserwir in denfolgendenLemmazusammetfiwWal94, Wer95]:

LemmaB.1
Esseif € 0. Dannist fq € C0. Ist f(X) = ¢ in Bq(Xo), SOist fq(Xo) = ¢; ist  finit, soist f eineGrundfunktionin D.
Fir denTréagervon fy gilt suppfq C (suppf)a.

B.2.1.3 Konvergenzbegriffin D

Definition B.7
Wir sagendie Folge{$y} von Grundfunktionerkornvemiertin D gegen0 undschreiberdafir

o0k —0 firk— o oder kIim ox=0 , (B.31)
—»00
wenn

1. alle ¢y auBBerhalkein undderselberbeschénktenMengeidentischverschwinden,

2. dieFolge{ ¢y} undjededarausiurchpartielleAbleitung(vonbeliebigeOrdnung)gevonnend-olgegleichmafig
im RN gegen0 korvemiert.

Die folgendeBezeichnungst haufig von Nutzenund wird in der Literatur quasi,standardraBig benutzt.Ist p =
(p1, .-, Pn) einMehrfach-Inde, auchals Multi-Index bezeichnetd.h. p; > 0 undganzzahligsoist'?

Ipl=p1+...4+ PN, XP = xPr xR (B.32)

9\ M 0\ M alnl
p_ (2 e[ — = — B.33
P (5X1> (5XN) P o (8.33)

Die zweiteKornvergenzbedingungaltsichdannauchals
lim DPp, =0 gleichmaRigim RN (B.34)
—00
(fur jedesp) schreibenMan beachteNicht verlangtist die gleichnéRigeKorvergenzin x und p, also|DPy(x)| < €
furalle x, alle pundalle k > ko(€).

Hiermitist natirlich fur ¢y, ¢ € D auchdie Bezeichnungy — ¢ erklart:

dk— ¢ bedeutet (¢x—¢)—0 (B.35)
¢=> ¢k bedeutet s=¢1+02+...+dx—0¢ . (B.36)
k=1

10wir bezeichnemnit By (xo) die offeneKugelmit Mittelpunktxo € RN und Radiusr:
Br(xo) = {xe RN : [x—xo| < r}.
LF{r alle x mit [x| < Rkdnnenwir alsIntegrationsgebief| < R+a wahlen.

12FaRtmanD als Vektorauf, soist die Definition (B.33) bereitsin der PotenzdefinitioB.32) enthalten.
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Entsprechendind Limites der Form ¢, — ¢ fir A — Ag* definiert. Sind etwa eine Familie von Grundfunktionen
{®x}ren, Mit A C R oderauchA ¢ RN, und eine Grundfunktiond gegebenundist Ag ein Haufungspunkvon A, so
bedeutet
lim ¢=¢ inD (B.37)
)\—))\0

oderauchg, — ¢ firA — Ag, dail

1. ein KompaktumK mit suppé, C K furalleA € ANU existiert,wobeiU eineUmgelungvon Ag ist;
2. furjedenMulti-Index p
lim DP9, =DP¢ gleichmaRigin RN (B.38)
)\—))\0
gilt.

DieserKornvergenzbgriff laltsich,genawvie klassisch&onvergenzbgriffe, aufdie Korvergenzvon Folgenzuriickfuhren.
Esbestehtder

SatzB.2
Esgilt o\ — ¢ firA — Ao (in D) genaudann,wennfir jedeFolge (Ai) aus/A mit Aj — A die Beziehungp,, — ¢ fir
i — oo (in D) besteht.

Bei Korvergenzfragerin D ist esoft bequemdie MaximumsnormauchSupemumsnorngenanntzu benutzenFur
eineim RN erklarteFunktiong ist bekanntlichdie Maximumsnornmdurch

llglles = sup{|g(x)| : x € RN} (B.39)

gesetztDabeidarf g vektorwertigsein,wobeidann|g(x)| die EuklidnormbezeichnetDamitlaRtsich die Beziehung
(B.34)in derForm
kIim IDPdy]| =0 (B.40)
—»00

schreibenMehr noch,wir kdnnenmit der Maximumsnormdie Definition der Konvergenzin © auchnochbequemer
folgendermafeformulieren:

Die Folge{¢x} von Grundfunktionerkorveriertin D gegenO,
ok — 0 firk— o oderklim k=0 , (B.41)
—»00

wenn

1. alle ¢y auBRerhaltein undderselberbeschanktenMengeidentischverschwinden;
2. kIim |IDPd || = O fiir jedesp gleichmaRigin RN,
— 00

Ohneeszu beweisenwollenwir nochdaraufhinweisengdafldie Korvergenzbeziglich derMaximumsnornygleichbe-
deutendnit gleichméRigerKorvergenzist [Wal94, Wer95].

Zusammenfassung

Am EndediesesAbschnittesvollen wir folgendesbeziglich desGrundfunktionenraume® zusammergssen:

(i) Der Grundraum® ist die Menge ¢’ (RN) allerim RN finiten und beliebigoft stetigdifferenzierbarerkom-
plexwertigen)Funktionend.

(ii) Die Funktionenp € D sindbeschankt.
(i) Bei Konvergenzfragerist esnitzlich (und eleggant),die Maximums-bzw. Supremumsnorrau benutzen:

[[9]leo == sup{|p(x)| : x eRV} . (B.42)

(iv) Die Konvergenzbediglich derMaximumsnormist gleichbedeutenchit dergleichmaRigerkKonvergenzim RN,

(v) GenafderDefinitionB.2,wird eineauf D definiertekomplexwertigeFunktionT : © — K (K =R oderK = C)
Funktionalauf D genannt.
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B.2.2 Der Grundraum S

Definition B.8
Die Funktion$ € C* gehbrt zu S, wennfiir beliebigeMulti-Indizesp, q
IXIDPY]|,, = sup DPP(x)]| < oo (8.43)
xRN
isft3, Gleichwertigdazuist die Bedingung
m
H (1+¢) DP¢H (B.44)
fur beliebigem > 0 undp also
C m
DPY(X)| < ——— mitC:H 1+x2) DP H . B.45
D%609] < gy (145¢) oo _ (B.45)

Der Grundfunktionenrauns wird auchals Schwarz-RaumoderTestfunktionenrauraller iberpolynomiabbfallenden
C®-Funktionenbezeichnet.

Die Funktionaus$ nehmeralsofur [x| — e schnellerabalsjedePotenzl/[x|™. Man machtsichohneMuheklar, daf
mit & und Y auchAd undd + @ zu § getdren; S ist alsoein komplexer Vektorraum.Ubrigensgeldrt auchdy zu §,
d.h. S ist, ebensavie D, einekommutatve Algebra[BB93, Wal94,Wer9].

Kompakter aber offensichtlichvollig aquivalent zur Definition B.8, wird der Raums$ auchnoch folgendermallen
eingefihrt:

S(RN)

Py [$]

{deC®| pmld] < VmI=0,1,2...} (B.46)

sup{(1+x2)7|D°¢| ‘XERN, |a|§|} . (B.47)

Offenbarsindalle Grundfunktionerauss, d.h. D ist einUnterraumvon §: D C S. Dochesgilt sogamochmeht denn
durcheinfacheBeispielelassersichfolgendelnklusionenzeiger*:

DRY) c SRY) c LY(RN) . (B.48)
B.2.2.1 Beispieleiner Grundfunktion in $
DaseinfachstaundwichtigsteBeispieleinerGrundfunktiond € S ist
o(x) = PE ¥ € 5 (B.49)
wobeiP(x) ein Polynomunda > O sei.
B.2.2.2 Konvergenzbegriffin §

Wir fuhrenin § denfolgenderKorvergenzbgriff ein.

Definition B.9
Isto € S firk=1, 2, ..., sobedeutet
kIim dx=0 oderpy —0 firk— oo (B.50)
—»00
daB3fiir beliebigeMulti-Indizes p, q
kIim || XIDP ]| = O (B.51)
—300

gilt.

13Zur ErinnerungxP = x;t - - xJN .

14Bediglich derBeweiseseiauf[BB93, Wal94] verwiesen.



B.2. GRUNDFUNKTIONENRAUME 353

Diesedtrifft genaudannzu, wenndie folgenderbeidenAussagerbestehen:

(i) Zujedemp,q gibt eseineKonstanteCpq mit
[IXIDPhy|leo < Cpq firk=1,2,... . (B.52)

(i) Furjedesp gilt
DPp — 0 firk— o (B.53)

gleichmaRigauf kompakteriTeilmengernvon RN,
Hier folgt (i) ausderBeschanktheitderNullfolgen ||xXADPdy||. und(ii), in demwir in (B.51)q = 0 setzenUmgelehrt

folgt aus(i), dal(zu vorgegebenerp undg) eineKonstanteC; mit ||x9 (1+ x2) DPy]l < Cy existiert. Zu € > 0 gibt
esalsoein R mit

IXADP(x)] < 1%)(2 <e furjx|>R . (B.54)
Aus (i) folgt dann
[XIDPo(x)| <€ furallek>ky (B.55)

d.h.esgilt (B.51).

B.2.2.3 Zwei stetigeAbbildungen

Aus der Gleichung(B.43) der Definition B.8 kdnnenwir ablesendaBaus¢ € .S folgt xP¢(x) € S und DPd(x) € 5.
Die Abbildungend — xP$ und¢d — DP¢ von § in sichsind offenbarlinear. Siesindsogarstetig,ausdx — ¢ folgt
XPoy — xPd undDPd, — DPo in S.

Erinnernwir unsjetzt darandaRdie Fourier Transformatiorim wesentlicherdie Ableitung D unddie Multiplikation
x& miteinandervertauschenso konnenwir schonerahnengdaRder Grundfunktionenraung beziglich der Fourier
Transformatioreinebesonder&olle spielenwird.

B.2.2.4 Normenin §

Wir fuhrenin $ die Normen
0% = sup{ 1+ )™ DP o) [Pl <m xRN}, (B.56)

wobeim > 0 sei,und die dazuaquialentenNormer®

prue] =supf (1) * D% [xe R, Ja <1} (8.57)
ein.
EsbestehemlannfolgendeAussagen:

(@) furd € C* gilt:
dbeSe|b) <o Vm . (B.58)

(b) Furdy € S gilt
lim ¢ =0 in S lim ll0klls =0 (B.59)
—»00

k— 00
fur jedesm.

15siehe[BB93, Wal94, Wer95 undhier obigeGleichung(B.47);in dieserArbeit werdenbeideNormengleichberechtighebenein-
anderbenutzt.
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B.2.3 Der Grundraum ‘E

Der in gewisserHinsicht,breitesté Grundfunktionenraun.h. derjenigemit denmeistenElementenjst folgender
maferdefiniert:

Definition B.10
EsseiQ c RN offenundnichtleer Mit E(Q) bezeichnenvir denGrundfunktionenrauraller C*-FunktionenaufQ.

Am Randvon Q unterliggendie Grundfunktioneraus‘E keinenRestriktionenim Unterschiedzu denFunktionenaus
Dunds.

B.3 Distrib utionen

Kommenwir nunendlichzu Definition derDistribution. Die allgemeinstéDefinitionist wie folgt:

Definition B.11
EineDistribution T, auchverallgemeinert&unktiongenanntjst ein aufdenGrundfunktionenraurd , wobei'T = D,
T = S oderT = E sei,erklartesstetigedinearesFunktional.

Betrachterwir kurzdie hiervorgestellterGrundfunktionerunddie aufdieserdefinierterDistributionenetwasgenauer

B.3.1 Der Distrib utionen-Raum 2

GenalderallgemeinerDefinition B.11,ist eineDistribution einauf D erklartesstetigedineared-unktional. Der Raum
L(D,K) derstetigerinearenFunktionaleauf 2 ist abergeradegenaRderDefinition B.1 derDualraum?’ von D, d.h.
die Gesamtheigller Distributionen(auf D), derRaumder Distributionen?’, entsprichtlem(topologischenpualraum
von D.

Bevor wir unsdenweiterenEigenschaftenesDistributionen-RaumgY zuwendenwollenwir alsEinschubeine,nicht
nur fir die Theorieder Distributionen,der bedeutestenndwichtigstenArten von Funktionalerbetrachten.

Integrierbar e Funktionen als Funktionale

Wir nennereinefiir x € RN erklartereelle-oderkomplexwertige Funktion f lokal integrierbar oderauchlokal inte-
grabel wenn f(x) Uberjede kompakteMenge(oderauchiiberjede Kugel) integrierbarist. Wir schreiberdafir dann
fell,.

Hierbei wird der Lebesgueschintegralbeyriff zugrundgelegt. Eine komplexwertige Funktion f = f1 +if; ist also
genaudannlokal integrierbar wenndie reellenFunktionenf; meBbarsind und | f;(x)| dx < o fiir jede kompakte
K

MengeK ist (j = 1,2). DaslIntegral [ f(x) dx ist perdefinitionemgleich [ f1(x) dx+i [ f2(x) dx.

K K K
Jedochsind, wie bereitsam Anfang diesesAnhangeserwahnt, die noch folgendenErgebnisseund Satze mit ihren
Beweisenauchim RahmerdesRiemann-Intgralssinnvoll, nur ebenwenigerallgemeinWal94,Wer95. Lokale Inte-

grierbarleit von f = f1 +if, im RiemannSchenSinnebedeutetdaldie Funktionenf; und|f;| UberjedeKugeldes
RN eigentlichoderuneigentlichRiemannintegrierbarsind.

Jederokal integrierbaren Funktion f ist jetztin natirlicher Weiseein linearesFunktionalF genafd

F[cl)]:/f(x) o(x) dx furd € DRV (B.60)

zugeordnetDaslIntegral existiert, da$ aul3erhalteinerKugelidentischverschwindetind dasintegral demgenafZnur
UiberdieseKugelzu erstreckenist. AuBerdensiehtmansofort,dallF einlinearesFunktionalist. Esgilt der
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SatzB.3
Jedem RN erklarte,lokal integrierbareFunktionf erzeugtein auf demGrundraumD definiertedinearesFunktional

gemaB Formel (B.60). Ist f € (°, ist f durch,seirf Funktionaleindeutigbestimmt;zur BestimmungdesFunktions-
wertesf (Xo) ausF kannmanz.B. die Grundfunktiond(x) = pa (X —Xo) benutzen:

Flpa(X—X0)] = f(Xo) fira — 0t . (B.61)

Allgemein laRtsich aus(B.61) der Wert einerlokal integrierbarenFunktion f an jeder Stetigleitstellexg gewvinnen.
Im besondererst alsofiir N = 1 einestiickweisestetigeFunktion f durchihr FunktionalF bis auf die Werteanden
Sprungstellewollstandigbestimmt.

UnterZuhilfenahmevon Satzenausder TheoriedesLebesgue-Inigralslaitsichallgemeinzeigen:

Korollar B.2
Einelokal integrierbareFunktionf (x) ist durchF[¢] bis aufeine(LebesgueschéYullmengeeindeutigdefiniert. Auch
in diesemFall gilt (B.61)fur allexg ¢ N, wobeiN eine(Lebesgueschéyullmengeist.

Aufgrund dieserErgebniss&kannman einelokal integrierbareFunktion f(x) und dasvon diesererzeugte~unktional
F[¢] als zwei Seitenein und derselberSacheansehenWir schreiberdeshalbauch f[$] oder (f,$) oder(f,¢) statt

Fl0]
(1,0) = (F,0) = £[4] ::/f(x)¢<x) dx . (B.62)

Normalerweisestehtin der Analysis der ersteGesichtspunkitm Vordegrund: f ist definiertals Abbildung, welche
jedemx e RN einezahl f(x) zuordnetDie Theorieder Distributionenkniipft geradean die andereMoglichkeit an, f
durchein Funktionalzu kennzeichnenwelchesedem¢ € D, respektie ¢ € 7', eineZahl f[¢] zuordnet®.

Offenbarist dasdurcheinelokal integrierbareFunktion f erzeugte~unktional f[¢] stetig,alsoeineDistribution. Gilt
namlichdy — 0, soist erstenshy = 0 aul3erhalteinerbeschanktenMengeA, undfernerwegen

lim ||DP¢y]|e — O (B.63)
k—o0

furp= (0, ---, 0). Die Distributionenverallgemeinermalsodenbegriff derlokal integrierbarerFunktiort’. DieseVer-

allgemeinerungvird, um unserebisherigenUberlggungenzusammenzaissen gevonnenaufgrundeiner Charakteri-
sierungvon f nichtalsPunktfunktionf (x), sonderralsFunktional( f,$). Auch bei Distributionenwerdeniibrigensdie

Bezeichnungen

To=T[0] = (T,0) = (T,0) = (T(x),5(x) (B.64)

nebeneinanddyenutzt.

Wir wollennunanhandeinigerBeispieleEigenschaftederDistributionenundweitereKonzeptevorstellenunderlautern:

(a) Regulare Distributionennenntmannenntmandiedurchlokal integrierbard=unktionenf erzeugteistributionen
(0= [ 109009 x . (8.65)

(b) Die wohl bekanntest®istributionist die Dirac’sche Delta-Funktion

(3,9) :=¢(0) , (B.66)

auf die im Rahmender Regularisierungunserbesonderefnteressdiegt. DalR d ein linearesFunktionalist, ist
sofort zu sehen Ebensaist die Stetigleit evident: aus¢y, — 0 (in D) folgt d(¢x) = px(0) — 0. Esist ebenso

18ManbeachtedaRdieseKennzeichnunderFunktionf durchdasFunktional( f,¢) nichtfir alle, sondermurfiir lokal integrierba-
re Funktionermdglichist. Fernewvereinbaremwir, dal3zweilokal integrierbareFunktionenwelchesichnur aufeiner(Lebesgueschen)
Nullmengeunterscheideridentifiziertwerdenwodurcherreichtwird, dalverschieden&unktionenf auchverschieden&unktionale
(f,9) entsprecheriTatsichlichhandeltessich, wie bereitserwahnt,bei denLP-Raumenja nicht um Raumevon Funktionensondern
um Raumevon Aquivalenzklasseron Funktionen.

17Eine kurze Bemerkungzur Historie: Der Name, Distributior wurdevon L. SCHWARTZ eingefihrt. Daneberhat sich seit dem
ErscheinemerArbeitenvon GELFAND-ScHILOW derlangereabervielleichttreffendereName,verallgemeinert&unktioneh durch-
gesetzt.
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leicht zu sehendaRd keineregulare Distribution ist, d.h. also, es existiert keinelokal integrierbareFunktion
6(x) mit derEigenschaft

/a(x) 0(x) dx=(0) furde D (bes) . (B.67)

Obwohl 5 keine Funktion (im herldmmlichenSinne)ist, werdenwir in Ubereinstimmungnit (B.64) 5(x) und
(8(x),d(x)) schreiberundweiterhinauchvonder, -Funktiorf sprechen.

(c) Ist f € L., alsoeinelokal integrierbareFunktion,und DP einepartielleAbleitung,sowird durch

<a@:/umwﬁmm (b€ D) (8.68)

eineDistribution Sdefiniert.
(d) IstallgemeinelF eineDistribution,sowird durch

(S¢):=(F,DP$) (¢€D) (B.69)

(p fest gavahlt) eine neueDistribution'8 erklart. Offensichtlichist S ein linearesFunktional.Da mit ¢, auch
Wk = DPdy in D gegenNull korvemiert, gilt

(St = (F,y) =0 (B.70)

d.h.Sist auchstetig.

(e) Stieltjes-Integral als Distrib ution:
EsseiN = 1undg: (R) — R einemonotonwachsendé&unktion.Dannwir durchdasRiemann-Stieltjekitegral

T[0] 1=/¢(t)d9 fur¢ € D (B.71)

b
eine Distribution definiert.Es handeltsich hier um ein Integral [ ¢(t) dg, wobeisupp¢ C [a,b] ist. SeinWert

a
ist von der Wahlvon a, b unablingig. Offenbarist diesesFunktionalauf D erklart. Ist {¢y} eineNullfolge von
Grundfunktionerund suppdy C [a, b] fur alle k, soist mit derBezeichnungy = ||$]]«

b b
o1 < [ 100] da < o [ dg=oc(alb)-a(@) (k=) . (8.72)
a a
Insbesonderést die Delta-Funktionals Riemann-Stieltjesntegral darstellbal®. Mit der Heaviside-Funktion
H(t)
. <
H(t) = 0 f.l." t<0 (B.73)
1 fur t>0
ist namlich
[owran=o0 =50 - (8.74)

B.3.1.1 Addition und Multiplikation

Addition zweier Distributionenund Multiplikation einerDistribution mit einemSkalarbietenkeine Schwierigleiten.
Esist:

Definition B.12
SindF, G zwei Distributionen,soverstehemwir unterF + G die Distributionen

(F+G0):=(F)+(G¢) . (B.75)

IstA einekomplexe Zahl, soversteherwir unter\F die durch

18pje Gleichunger(B.68) und (B.69) weisenbereitsauf eine (mdgliche) Definition der Ableitung von Distributionenhin.

19poETscH fithrtbeispielsweisén seinemhenorragenderBuchiiberdie Laplace-TansformatiofDoe7] die Delta-Distritution
UberdasRiemann-Stieltjesntegral ein.
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(AF,0) :=(F,A0) =\ (F, ) (B.76)

definierteDistribution.

In derMenge?’ derDistributionen(auf D) ist somiteineAddition undeineskalareMultiplikation erklartworden.Es
kannjetztgezeigiwerden dalkdieseMengetatsachlicheinen(komplexen) Vektorraunbildet, denRaum®’ der Distri-
butionen.Unsereschonvorausgreifend8ezeichnungon 2’ alseinemRaumist somitalsogerechtfertiggevesen.

Betrachterwir alsBeispieldasDistributivgesetz
(A WF =AF +pF . (B.77)
EinemElementp € 9D wird nach(B.75)und(B.76)durchdie Distribution

A+wF diezahl (F,(A+wo) (B.78)
AF +pF  dieZahl (F,Ad)+ (F,ud) (B.79)

zugeordnetDiesebeidenZahlensindaufgrundderLinearitatvon F gleich.Damitist auchdie SchreibweisgF, ¢) statt
F[¢] gerechtfertigtEsist namlich (F, ¢) eineBilinearform d.h.esbestehtinearitatin denbeidenArgumenten:

(F, A 4 ) ANFEO)+u(Fy) (B.80)
AF+UG o) = AF,0)+u(G0) . (B.81)

Ist f € LL,. unda(x) unendlichoft differenzierbatac ), soista- f ebenéllslokal integrierbar undfir dieseregulare
Distribution st

(af0) = [ 209 109 69 dx= (f,a) . (B.82)

Eswird aufgrunddessendie folgendeDefinition getrofen:

Definition B.13
FirF € D', a(x) € C* wird dasProduktaF = Fa geréf

(aF,9) = (F,a) (B.83)
definiert,aF ist eineDistribution.
Bemerkung: Es sei daraufhingeviesen,daf3a(x) nicht finit zu seinbrauchtund daBim Falle a(x) = const= A die
beidenDefinitionen(B.76) und (B.83) Ubereinstimmen.

Von wesentlichereBedeutungst aberdie zweite Bemerkung: DasProduktF - G zweier Distributionenlal3tsichim
allgemeinemicht in sinrvoller WeisedefinierenIm besondereist esnicht moglich, dasQuadratder Delta-Funktion
&2 zu bilden.

B.3.1.2 Konvergenzbegriff

In naheli@enderArt undWeisewird durchdie folgendeDefinition ein Korvergenzbgriff in 2’ eingefihrt:

Definition B.14
SindF undFy, F», ... Distributionen,sobedeuteF — F (kK — ) oderklim F«=F, daB
—00

im (Fio) = (F,) (8.84)

far jede Grundfunktiond ist.

Die Korvergenzeiner(unendlichenReihes= Fy 4+ F, +... (s,Fc € D') ist wie Ublich alsKorvergenzder Teilsummen
s = F1+... + F definiert.Gleichbedeutendamitist also

s=Y Re(sd)=> (R.0) firjedespe D . (B.85)
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Entsprechenderfahrtmanbei von einemParameted, dereinereelleoderkomplexe Zahl oderauchein Elementdes
RN seinkann,abhangigenDistributionenF, . IstalsoF, € D', sobedeutet

lim /R, =G< lim (F,0)=(G,¢) firjedespe D . (B.86)
)\—))\0 )\—))\0
Nebenbeibemerkt,ist somitauchdie stetigeAbhangigleit derDistribution F, vom Parametei erklart: Man nenntF,

stetigim PunktAg, wennk, — Fy  flir A — Ag gilt.

Man siehtleicht, dalRder obendefinierteLimes eindeutigbestimmtist und daRer mit denalgebraische®perationen
vertauschbaist; letzteredbesagtdalRausk, — F, Gy — G folgt

AR+ UG — AF +uG (B.87)

ausk — F,ac C* folgt ak, — aF.

B.3.1.3 Abschatzung von Distrib utionen, Maximumsnorm in &

SatzB.4 (Abschatzungssatz)
EsseiF € D' undK einekompakteMenge.Danngibt eseineKonstanteC > 0 und einenicht negative ganzeZahlk,
sodaf3firalle € D mit suppK

|(F,#)| < Csup{|DPo(x)| | xe RY; |p| <k} (8.88)
gilt.

Mit Hilfe derMaximumsnornin ¢

10l = sup{DPo (9| | x e RY; [pl <k} (B.89)

laRtsichdasBehauptetédurzin derForm
[(F,9)| <Cl9ll (B.90)
furalled € D mit suppd K schreibenUbrigensertalt manfir k = 0 die (herkdmmliche)Maximumsnorm|d|[e.

Wir notierennochzwei EigenschaftemlerNorm || - ||x:

(a) Furd,p € Dundk > Oist
0wl < 20l Wil - (B.91)

(b) Es ist offenbar ||gradd(x)|| < v/N||d|l1; v/NJ|/¢||1 ist also ein Lipsditzkonstantefir ¢ und allgemeinerist
v'N||0||k+1 eineLipschitzkonstantefiir DP¢ mit |p| < k.

B.3.1.4 Distributionen von endlicher Ordnung

Wir stellendenfolgendemiitzlichenBegriff vor:

Definition B.15

F hei8tDistribution von endlicherOrdnung wennim AbsctatzungssatB.4 die Zahlk unabléngigvon derMengeK
gewahlt werdenkann, andersgesagtwennes eineganzeZahlk > 0 gibt, so dal3zu jederkompaktenMengeK eine
ZahlC = Cy mit suppd C K existiert. Daskleinstek von dieserArt wird Ordnungvon F genannt.

SatzB.5
Ist suppF kompakt,soistF eineDistributionvon endlicherOrdnung.Bezeichnek die OrdnungvonF, sogibt eseine
Konstante&C derart,dal3die Abschatzung

[(F,0)[<C|ollk VoeD (B.92)

besteht.
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DasWesentlichean dieserversclarften Abschatzungist die Aussagedalimanhier mit einerKonstanterC fir alle ¢
auslommt.

Fur unseventuellinteressansind nochdie folgendenAussagen:

(a) Jederegulare Distribution ist von der Ordnung0. Darausfolgt abernicht, daljede Distribution von der Ord-
nungO eineregulare Distribution ware. Wird die regulare Distribution von einerilberdenganzeriRN absolut
integrierbarerFunktionerzeugtsogilt die sctarfereAbschatzung(B.92) mit k = 0.

(b) PositiveDistributionen EineDistribution F wird reellgenanntwennF ¢ reellfur alle ¢ € D (respekiwe ¢ € §)
ist. Die reelleDistribution hei3tpositiv, wennaus¢ > 0 folgt F¢ > 0.

(c) Die Delta-Distritutionist einepositive Distribution der Ordnung0.
(d) InteressanteweisekanngezeigtwerdendaReineSummederForm

F=> cpDPs (B.93)
p

keine Distribution darstellt, wennunendlit viele cp # 0 sind. Natiirlich ist jede endlicheSummedieserForm
eineDistribution, derenTragernur ausdemNullpunkt bestehtalsonachdemobigenSatzeineDistribution von
endlicherOrdnung(wasmanauchdirekt seherkann).Umgelehrtist jede Distribution F mit suppF = {0} als
endlicheSumme}_ c,DP3 darstellbar

B.3.1.5 Differentiation oder die Ableitung als lineare und stetigeOperation

Die DifferentiationeinerDistributionist folgendermaRedefiniert:

Definition B.16
FirF € D' istdurch

(DPF,0) = (— )Pl (F,¢) (B.94)

eineDistributionDPF, die Differentiationder Distribution F, definiert.

Esgeltendie Differ entiationsregeln:

() FurF,Ge D' istfuri=1,...,N

0 0 0
a—xi()\F(x)JruG(x)) :)\a—XiF(x)Jrua—XiG(x) . (B.95)
(i) Istae C* undF € 2, sogilt furi =1, ..., N die Produktegel
0 0 0
G_)q(a(X)F(X)) = (6—)(ia(x)> F(x) +a(x) (6_xiF(X)> . (B.96)

(iii) Die Kettenegel konnenwir nur fur denSonderéll der linearenSubstitutionerklaren,daF(g(t)) nurfur linea-
res0 g(t) erklartist. Dieselautetdanngenausavie bei Funktionen

SF@ b =aF(ah) (B8.97)

falls?l a 0.

Die Ableitung?? ist eine Abbildung F — F’ von 2 in sich. DieseOperationist linear Sieist auch- und dasist ein
zentrale€ErgebnisderDistributionentheorie stetig,wie derfolgendeSatzzeigt.

20GenauekannF (g(t)) fur all diejenigerFunktionerg(t) erkiartwerdenwelchealsstetige Variablentmnsformationeinterpretiert
werdenkonnen[Wal94, BB93, Bre6g.

2 m Fallea=0ist F(at + b) nichterkfart.
22Wir beschanken unskurzfristig ohneBeschankungderAllgemeinheitauf N = 1 undaufdie ersteAbleitung.
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SatzB.6 (lUber die gliedweiseDiffer entiation)
EsseienF, undF bzw S Distributionen.Danngilt

aus Fk—F folgt F/—F (k- ) (B.98)
aus S=» R folgt S=>F . (B.99)
k=1 k=1

Man ,darf alsokonvergenteFolgenund Reihenvon Distributionengliedweisedifferenzierenund zwar in jedemFall
und ohnezusatzlicheVoraussetzungenyie diesebei denentsprechende8atzender klassischerAnalysis notwendig
sind.

B.3.2 Der Distrib utionen-Raum S’

Kommenwir nunzu denauf denGrundfunktionenraurg definiertenDistributionen,welche,genaflR derallgemeinen
Definition B.11,folgendermafedefiniertsind:

Definition B.17
Einaufs erklarteslinearesundstetigegkomplexes) Funktionalf wird temperierteDistribution genannt.

Die Mengealler temperierterFunktionerbildet einenVektorraund®, dermit ' bezeichnewird. Der Zusammenhang
zwischens und $’ ist alsogenauderselbewie jenerzwischen? und 2/, d.h. §' ist der (topologische Dualraumvon
S. Wir schreiberwieder(f, ) fur diedurchf € S’ demElementp € S zugeordnet&omplexen Zahl.

Integrierbar e Funktionen als Funktionale
Ist f einelokal integrierbareFunktionund wachstf hdchstensso starkwie eine Potenzvon [x| fur |x| — oo, etwas
allgemeinerespektve konkreter
[f()] < PO (L+[x)™ mitpel’, p>0 (B.100)
soexistiert dasintegral
(F,0) :/f(x) o) dx firge.s (B.101)

und stellt ein stetiges linearesFunktional,also eine temperierteDistribution, dar?. Wir sprecherwiedervon einer
regularen (temperiertenDistribution.

Funktionenfur die f € LL,. und(B.100)gelten,werdenauchschwad wachsendeFunktionengenannfLig66].

ZusammenfassendDefinitionen, EigenschaftenBemerkungen

Die bisherigerauf denRaum?’ bezogeneResultatdassersich, gelegentlichmit kleinen Anderungenauchfiir den
Raums’ beweisen.Wir wollen jetzt kurz einige Definitionen,Ergebnissaind Bemerkungerspeziellfir denRaum.s’
zusammenstellen:

1. Da, wir frlherschonerwahnthaben die identischeEinbettungvon D in § stetigist, ist jedesstetigelineare
Funktionalauf § auchein stetigedinearesFunktionalauf D, d.h.
sco . (B.102)

JedetemperierteDistribution ist alsoeine Distribution. Aber 5’ ist echtkleiner als D', dennbeispielsweisést
die regulareDistribution F (x) = e?‘z, F € D' keinetemperierteDistribution, daF nicht auf die Grundfunktion
0 =e 2, ¢ € § anwendbaist:

(F6) = [ et i oo

23Der Baweisist beispielsweisén [BB93, Wal94 zufinden.

24pennfur dasPolynomp(x) = 2(1+x?) ist 1-+|x| < p(x). Wegen(1+ |x))™|o(X)] < ||p™(X)$]|. < oo ist ¢ € LY, undausy — 0
folgt || P™(X)dk|| — O, also(f, i) — 0.
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ist divergent.

2. Addition zweierDistributionenund Multiplikation einerDistribution mit einemSkalarsindformal genausavie
in D' definiert,die AdditionzweierDistributionenalsogenalder Gleichung(B.75) unddie Multiplikation einer
Distribution mit einemSkalargenaf3derGleichung(B.76).

3. Differentiation: Fur f € ' istdurch

(DPf,9) = (-1 (f,DP) (B.103)
einetemperierteDistribution DP f definiert.Esgeltenebensalieim AbschnittB.3.1.5anggebenemifferentia-
tionsregeln.

4. Die Multiplikation a(x) f (x)
(af,0) = (f,a0) (B.104)

istin $' definiert,wenna € C* ist undzu jedemMulti-Index p zwei Konstanter€ > 0 undm > 0 mit
IDPa(x)| < C(1+ |x])™ (B.105)

existierert®. Im besonderesindin §' die Multiplikation mit xP, alsomit Polynomenundmit Grundfunktionen
ac S erklart.

5. Allgemeinergilt sogar:EinelineareFunktion f : § — K ist genaudanneinetemperierteDistribution, wennes
eineKonstanteC; undganzeZahlenms, | existieren,sodald

[(F,0)[=1T[0]] < Ctpmy[d] VdeS mit (B.106)

Pmy [0] sup{ (1+x2)%|D°¢| ‘XGRN, o gl} (B.107)

gilt.

6. FurtemperierteDistributionenlaltsich,ebensawie fr Distributionen(aus?’), ein Darstellungssatbeneisen.
Er ist wesentlicheinfacherals derentsprechendsatZ® fiirr 2’ undlautet: f ist genaudannein Elementaus.s’,
fallseseineZahl ks € N undstetigepolynomialbeschankteFunktionengq, |a] < k¢, d.h.

|ga(X)| < Ca(1+X)™, myeN (B.108)
gibt, sodaRfuralle € S gilt
(f,0)="" [ ga(¥) DPO(x) dx . (B.109)
|a|<ki

7. Jedestetiglangsamwachsendé&unktion(schwachwachsendé&unktion),alsojede polynomialbeschéankte,ist
eineregulareDistributionin §', abernichtjedestetigeFunktion,die zu 5’ N D, gelbrt, ist langsamwachsend;
ein Beispieldafurist f € $' N D,

f(x) = & sin(e) = — & (coge")).
8. Korvemenzin §': Dieseist formal genausavie in 2’ definierf”. Fur f, € ' gilt:
fu = inS o (f,0) = (f,¢) firjedeFunktionp €5 . (B.110)

Sinddie fi regulare Distributionenund existiereneineganzeZahl m > 0 und eine Funktionp € L1 derart,daR
fur alle k eineAbschatzung

[Tk < PO (L4 [x])™ (B.111)
bestehtsofolgt ausder punktweiserkorvergenzlim fi(x) = f(x) fir allex € RN, daR f eineregularetempe-
rierte Distributionist und f, — f in §’ gilt.

9. Bevor wir unsdenparameteraliingigerDistributionenzuwendenerinnernwir unsanrespekte fuhrenwir die
Korvemenzin § ein:Ist {¢, } eineFamilie von Funktionerauss, wobeiA etwain einemintenall J C R variiert,
soist die Korvergenzd, — ¢ in S fir A — Ag in Analogiezur Folgenlorvergenzdurch

[XIDP(dr = 9)[lo = O fUrA — Ao (B.112)

25Dje Konstantertiirfenvon p abhangen.

26Wir habenden Darstellungssatfiir Distributionenaus 2’ hier nicht anggeben,dawir diesenim RahmendieserArbeit nicht
berbtigen;siehebeZiglich diesesSatze§BB93, Wal94.

27sieheDefinition B.14
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(p, q beliebig)definiert. Entsprechendst die stetigeAbhangigleit vom Parametei durchdie Forderung
dr— 0y, fUrA—Ag (B.113)
erklart. Derauf D bezogené&atzB.2 hatseinAnalogonin S:
O = O fUrA = Ao & 0), = 0 (B.114)

fur jedeFolgein J mit A — Ao.

10. Wendenwir unsjetztdenparameteratimgigentemperiertemistributionenzu, indemwir die Korvergenzin §’
einfuhren:
Fur eineScharvon Distributionenf, € 5’ (A € J) ist die Korvergenzfiir A — Ag € J in ' nachdemVorbild der
Konvergenzin D' erklart;
f, = finS' & (fy,0) — (f,9) (B.115)

furalle ¢ € S (A — Ao). Damit sind auchdie stetigeAbhangigleit von f, vom ParameteA und die Differen-
zierbarleit nachA definiert. Fur regulare Distributionen f\ € S’ bestehtKonvergenzin §’, wenn punktweise
Korvergenzfy (x) — f(x) firx € RN bestehuindeinm> 0 undeineFunktionp > 0 ausL? existiert mit

()] < p(X)(L+ x)™ furaed . (B.116)
11. Gebenwir jetzt Abshatzungnfir Distributionenin §’ an:Zu jedenf € §’ gibt esein mundeinC mit
[(f,0)| <Clidlm furges . (B.117)
12. Vortsetzbarkit nach $': EineDistribution f € 2’ 1aRtsichgenawdannzu f € §’ vortsetzenwenneineAbsclhatzung
[(f.0)[<Cliglly furpeD . (B.118)

gultig ist. Die Fortsetzungst eindeutig,undfir diesegilt die vorstehendébschatzungin S.

B.4 Faltung, Approximation und Fourier-Transformation

Um beispielsweiseu sehenunterwelchenBedingungemwir ein Faltungsproduktir Distributionenerwartenkdnnen,
daraufwerdenwir dannam EndediesesKapitelseingehenpetrachterwir zurachstdie Faltungvon Funktionen.Da
mandie Faltungnichtfur beliebigeFunktionersinnvoll definiererkann,betrachtenwvir anfanglichspezielleKlassevon
Funktionenpevor die Ergebnissauf allgemeinerd-unktionenklassetibertragerwerden.

B.4.1 Allgemeineszur Faltung

Die Faltung oderdasFaltungspoduktder Funktionenu undv wird ganzallgemeindurchdie Formel

()09 = [ ue—y) vy) dy (8.119)

erklart, sodasintegral mathematiscisinnvoll ist und existiert.

Gebenwir jetzt,ohneBeweis’®, einigeEigenshaftender Faltungwieder:

(i) Esgilt: uxv=vsu¥uyve c°(RV).
(i) uxviststetig,denndau undv stetigundfinit sind(ue C°(RN) undv e cO(RN)), folgt darausdau+v ebenélls
stetigundfinit ist.
(iii) Istu stetigundfinit (ue %) undv stetig,soist ux v stetig.
(iv) supp(uxVv) C suppu+ suppv.
(v) Fallsue ¥ (RN) undve O (RN) ist, sogilt uxv e CX(RV) undDP(u*v) = DPuxv¥ |p| < kundentsprechend
gilt, fallsve ¢ (RN), ue ¢®(RV): DP(uxv) = uxDPvY |p| < k.

285iehe[BB93, Wal94, Wer95]
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(vi) Esgeltendie Absctatzungen:

[Jux Ve llulleo [IVIler (B.120)

<
<l (Ve (B.121)

[[u Voo

(vii) Esseijetztue LP,ve L9 mit é + é = 1, dannist ux v beschanktundstetigundesgilt die Abschatzung:
lusv]o < [lulleo [Mls - (B.122)
(viiiy Sindu undv ausL?, soexistiert dasFaltungsprodukfiir fastalle?® x, esist dannux* v € L1 und esbestehdie

Abschatzung
[Jusvis <flullee (Ml - (B.123)

(iX) DieseAufzahlungabschlieRendseiu € L2N LY undv e L2. Dannist uxv € L2 undesgilt die Abschatzung:

[Jux V|2 < Julle V]2 (B.124)
Setzerwir u(x—y) = k(x,y), sonimmtdie Faltungsoperatiodie Gestalt
Tuv(x) / k(x,y) v (B.125)

an.Esagilt hierjetztjedochk ¢ L? (RN x RN), denn

/dx/dy|k(x,y)|2: ||f||EZ/dx:oo . (B.126)

Faltungsoperatoresind daherkeine Hilbert-Schmidt- Opefatorer??, sind sind, aufgrundobiger Gleichung(B.126),
nichteinmalkompakt.

Wie wir spatersehenwerden,ist einederwichtigstenAnwendungerder Faltungdie Approximationvon Funktionen
undDistributionendurchregulare(glatte) Funktionen.

B.4.2 Faltung mit Grundfunktionen

Istin derFormel
h(x) = ( *g)(X /fE)gx £) d (B8.127)

die Funktiong eineGrundfunktion,genaueseig € D, solaltsichdieseFormelauchals

) = (F Q) = [ 1(8) g(x—) d& = (F(®), ax—B) (B.128)
schreibenDaslegt die Vermutungnahe daRfur einebeliebigeDistribution F € 2’

Frg=(F(£),9(x—¢)) (B.129)

gilt. TatsachlichlaftsichfolgenderSatzaussprechen:

SatzB.7
IstF € D' undg eineregulare, von einer Funktiong € D erzeugteDistribution, so ist F x g ebenélls eine regulare
Distribution. Diesewird von einerFunktionh € C* erzeugtundesist

h(x) = (Fxg)(x) = (F(£),9(x—¢€)) (B.130)

Dasnachfolgend&orollar wollen wir derVollstandigleit wegennichtuneréhntlassen:

29Damitist die Existenzhis auf eineMengevom LebesguescheiaReNull gemeint.
30zu Hilbert-Stimidt-Opeatoren siehebeispielsweis¢BB93, Wer9g
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Korollar B.3
IstF ¢ ‘E', alsoeine Distribution mit kompaktenTragey undg € £ = C®, soisth=F xg € C*; h laBtsich nach
(B.130)berechnenDabeiist zu beachtengdal3(B.130)jetztim Sinnevon

h(x) = (F&,a(&)g(x—¢&)) (B.131)
zuversteherist, wobeia € D unda = 1 in eineUmgelungvon suppF istL.
Somitist, die bisherigenErgebnisseusammengeafit, die Faltung einer Distribution F € D’ mit einer Grundfunktion
¢ € D durch
(Fx9)(x) = (F(&),0(x—8&)) = (F,dx) (B.132)
mit dx(§) = (x—¢&), erklart.

Fasserwir nochkurz die wesentlichsteftigenschaftewlieserFaltungzusammeriBB93, Wal94]:
1. EsistF*¢ € ¢ (RV) undesgilt
DP(Fx¢)=T«DPp=DPF+¢p VpeN' . (B.133)
2. supp(F *¢) C suppF +suppé

3. Perdefinitionemgilt: (F,$) = (F x $)(0), mit derNotationd(x) = ¢(—x).
4. Esseid,p € D undF € 2. Danngilt

(Fxd)xp=Fx(pxy) . (B.134)

Kommenwir jetztzur Faltung in §’:

Die Faltungd, * ¢» zweierFunktionend; € S ist offensichtlichdefiniertund getort, wie sichzeigenlalit,wiederzu §
[BB93, Wal94P2. Dieseslegt nunnahe die Faltung der Distribution f € §’ mit der Grundfunktiond, € S durchdie
Formel

(Fxd1,02) = (f,P1x2) (B.135)

zudefinieren.

Wir wollen vorwegnehmenderwahnendaflsavohl die Formel (B.132)als auchdie Formel (B.135)die Ausgangbasis
fir die sogenannt®egularisierungeinerDistribution, die vonihremWeserhereineApproximationeiner Distribution
ist, darstellt.

B.4.3 Approximationssatzfir Distrib utionen oder die Regularisierung

AusdenEigenschaftenind Satzezur FaltungeinerDistribution mit einerGrundfunktionrespekive ausder Faltungauf
demRaumder Distributionenlassersich Aussageriiberdie Approximationder Distributionenherleiten.

Wendenwir unszuerstdenApproximationender Distrib utionenin ' zu.Esgilt:

SatzB.8 (Approximationssatzfir Distrib utionenin ')
Zu jedemF € 7' gibt eseineFolge von regularenDistributionenhy € C* mit

h—F firk—o (inD) (B.136)

DieserSatzsagtalsoaus,daB(C® dichtin 2’ liegt.

Ubrigensist (F % pe, d) = (F(X), (pe(&), d(x+ £))), wobeidie Funktionpe durchGleichung(B.24) gegebensei.Wegen
Pe(X) = pe(—x) ist (pe(&), d(x+&)) = de(x). Fuhrenwir nochdie Notatior?® Fe = F * pe ein, sogilt also

Fee C”, (Fe,d) = (F,d¢) (B.137)

31Bediglich Einzelheiterseiauf [Wal94] verwiesen.
32sjeheauchnachfolgendembschnittB.4.4

33Mmit dieserNotationschreiberwir also:e = ¢ * pe.
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undFe — F fure — 0F.

Hierauslassensich weitere Aussageriberdie Approximationgewinnen.Ist etwa F von der Ordnungm und gilt die
Abschatzung

[{(F,0)| <C||dp||m fUralle¢eD , (B.138)
sofolgt
[{((Fe=F),0) | =[(F, (¢e = 0)) | < Catll¢[lmsz (B.139)
da||® — de|lm < £v/N||¢||my1 ist. Man nenntin diesemZusammenhang. = F * p; die Regularisierung™ vonF.

Einefir dieseArbeit wichtigereKonsequenzesApproximationssatzeB.8 ist aber:
Ergebnis4

Die Delta-Funktionkann als Limes von regularen Distributionen damgestelltwerden,sogarvon solchen,die durch
Grundfunktione?P erzeugtwerden.Insbesondergilt fiir die Grundfunktionpe die Beziehungpe — & fiire — 0%,

Betrachterwir nundie Regularisierungin '
Wir greifen auf die Bezeichnungenund Ergebnisseaus der Regularisierungin 2’ zuriick. Insbesonderést ¢, =
(pe, d(x+Y)) derobeneingetinrteMittelwert.

(@) Istd € 5, soistauchde € S, undfir0< € < 1 gilt

[10ellim < 2™ 0], (B.140)
sowie
l[9e — 0l < 2™ VN e [[0[]7,4 (B.141)
Insbesonderstrebtd: — ¢ in $ fure — 0*.

(b) Ist f € 5, soist fe = f x p eineregulareDistributionausC® und.$’. Esgilt auchin § die Gleichung

(fe, ) = (f,de) fUrpes . (B.142)

Bestehfir f die Abschatzung(B.117),sogibt esKonstanterCs, C, mit
I(fe;0)| < Cuilidlly furo<e<1 (B.143)
|(fe—f,0)] < Cae|ds furo<e<1 (B.144)

undalle ¢ € S. Insbesonderblgt f — f in S’

AbschlieRerwollenwir diesenAbschnittmit einerweiterenVersiondesApproximationssatze&ir Distributionen,der
unsquasiein ,Rezept firr konkreteund praktischeApproximationeriiefert. DiesekonkretisierteVersiort® lautet:

SatzB.9

EsseiF € ', respektieF € §', eineDistributionund{¢$;} eineregularisierendé-olge, die folgendermafedefiniert
ist:

i) &j € D(RN), respektied; € 5 (RN),
i) 9j(x) >0VXxeRNVjeEN,

34Es seidaraufhingaviesen,daRin [BB93] als Reyularisierteder Distribution T ganzallgemeindie FaltungT %, ¢ € D (siehe
voranggangenerfbschnittB.4.2) bezeichnetvird, der Begriff der RegularisiertereinerDistribution in der Literaturalsonicht ein-
heitlich ist. Auch wollen wir nocheinmaldavor warnen,denBegriff der Regularisierungm Rahmender Theorieder Distributionen
mit der RegularisierungschlechtgestellterProblemezu identifizieren.Trotz derengemeinsamenZiels', der Approximationmathe-
matischerEntitaten, sind die konzeptionellernterschiedeffensichtlicherheblich;soist der Begriff der Regularisierungschlecht
gestellterProblemeallgemeinerund damit ,weitet' , gefaRtals der der Distributionen.Doch werdenes andereseitgeradedie Ge-
meinsamkiten sein, aufgrundderendie Regularisierungvon Distributionenein wertwlles Mittel bei der Regularisierungschlecht
gestellteiProblemeseinwird; weiteresdiesbeiglich sieheKapitel 7.2.

35Dieseggilt fiir Grundfunktionersovohl aus? alsauchaus.s.

36Urspiiinglichwird dieserSatzin [BB93] im Zusammenhangit der Approximationfirr Distributionenaus?’ anggeben Doch
gilt der Satz,bei entsprechendeModifikationendesin [BB93] anggebenerBeweises gbensdir Distributionenaus.s’.
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i) [oj(x)dx=1VjeN,
RN
iv) §;(x) = No(jx) j €N, o € D(RN), respektied € 5 (RV), fest.
Dannagilt:

1. Fj=Fx¢j € C”(RV),V j € N, insbesondergilt alsoF; € D' (RV), respektieFj € D' (RN),V j € N.
2. F=Ilim Fj = lim Fx¢;j in D' (R), respektiein §' (RN).
J—00 ]

B.4.4 Faltung und Fourier-Transformation in S und §’

NebenderApproximationinteressiertinsim RahmerdieserArbeit auchnochdie Integraltransformationewon Distri-

butionen.Da die diesbefiglichenErgebnissesbensoron grolRerBedeutundiir die Theoriepartiellerintegralgleichun-
gen,und auf Umwegensogarbis in die Vielteilchentheoriehineinreichenwollen wir zwar kurz, aberallgemeindie

FourierTransformationunddarin eingeschlosseauchdie Anwendungder FourierLaplaceTransformationdiskutie-
ren.

B.4.4.1 Fourier-Transformation in .S

Betrachterwir als Ausgangsbasidie Fourier Transformatiorauf demRaum., desserbesonder@edeutundgir die
FourierTransformatiordernunfolgendeSatzaufweil3t:

SatzB.10
Der Operatorder Fourier Transformationf ist ein Automorphismusn S, d.h. F bildet S linear, stetigund bijektiv

auf§ ab, unddie Umkehrabbildungdie inverseFourier Transformationrespektie derinverseOperator F -1 pesitzt
dieselberEigenschaften.

Bezeichnerwir mit ,+* wiederdie Faltungsoperation

w(x) = / d(x— &) W(E) dE . (B.145)
RN

Sindjetzt$ undy auss, soist auch wie bereitsim voranggangenembschnittB.4.2erwahnt,w = ¢ x| auss. Daraus
folgt Uibrigenssofort,daR$ mit der Operation+ und * einekommutatve Algebrabildet [BB93, Wal94]. Desweiteren
solltenwir jetztnoch,im Zusammenhanmit der FourierTransformationfesthalten:

(a) Durchdie Abbildung (¢, W) — ¢ * Y wird einestetigeAbbildungvon § x S in S definiert.

(b) DerZusammenhangwischerFaltungundFourierTransformationn § wird, wie auchnichtandersu erwarten,
durchdenFaltungssatbeschrieberin Formelndurch’

Foxy) = Fo-Fy (B.146)
Fo-w) = o™ FoxFyY (B.147)

ausgediickt.

B.4.4.2 Fourier-Transformation in §’

Fuhrenwir nundie FourierTransformatiorin §’ ein. DasRezeptist unsvon andererOperationenyie beispielsweise
die Multiplikation unddie Differentiation bekanntMan walzedie Operationauf die Grundfunktionah

37zur verwendeterForm der Fourier TransformatiorsieheGleichungB.149.
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Definition B.18
Die FouriertransformierfF f einertemperierterDistribution f ¢ ' (RN) istdurch

(F1,0)=(f,70) Voes(RY) (B.148)

definiert.

DiesesFunktionalist auf s erklart, linearundstetig,daausgy, — 0 auch¥ ¢ — 0 unddamit(f, F ¢y) — 0 folgt, also
einetemperierteDistribution. FernerstimmtdieseDefinition fur f € L1 mit derdurch

(FH)E) = (&) = / £(x) & 15X dix (B.149)

gegebenerklassischemefinition iberein,da

(f(8),0(2))

Il

0@ [ 100 axee
(F09,6())

ist38,

Esgilt derwichtige Satz:

SatzB.11
Die FourierTransformation¥ : f — f ist ein Automorphismusin §', d.h. ¥ und F -1 sind lineare, stetigeund
bijektive Abbildungenvon $’ auf.s’.

Die inverseFourierTransformationst nundurch
<T‘1f,¢>=<f,f‘l¢> (fesS, des) (B.150)

gegeben Setztman
f(=x)=f*(x) dh.also (f*¢)=(f(x),0(-x) ,

sokannmandie inverseFourier Transformatiorauchdurch
F o= (em N g (B.151)
oder FFf = (2m)~N f* (B.152)
charakterisieren.
DarananschlieRendvollen wir nochein paarEigenschaftebzw. Rechenrgelnangeben.
(@) F (DRf) (&) = (i&)P (F F)(2),
(b) DE(F £)(8) = F(~i&)Pf (&),
(c) Ist f €5, sogilt in Analogiezu (B.146)

F(fxpe)=5F-Fpe , (B.153)
kurz fe = f- Pe.
Bemerkungen: Sei
P(D)= ) aDP (B.154)
[pl<m
ein partiellerDifferenzialoperatomit konstanterKoefizienten.Aus der obigenFormel(a) folgt dann:
FIP(D)f](8) =P(-ig)f(8) . (B.155)

DieseRelationdeutetan, wie wichtig die Theorieder Fourier Transformatiorvon Distributionenbei derUntersuchung
partieller Differentialgleichungemit konstanterKoeffizientenist. Setzerwir in der Rechenrgel (a) beispielsweise
f = 9§, soerhaltenwir

38Daslntegral ist absolutkorvergent, mandarfalsozuersmnachg unddannnachx integrieren;esgilt der Satzvon FUBINI.



368 ANHANG B. FUNKTIONALANALYSISUND DISTRIBUTIONEN

7 (DF) (&) = (i&)P (7 8)(€) = (i&)° (B.156)
undsetzenwir in (b) f = 1, soerhaltenwir bekanntlich
F ((-1x)P) () = (2m" DE3(E) . (B.157)

Die Theorieder Fourier Transformatiorin § und $’ |aRtsichfolgendermaReachematisczusammersssef®:

t )
L2 (RN) 7,2 (REN) (unitar)
1 )

B.4.4.3 Fourier-Transformation in D

Ist € D, soistwegend € S auchd = F¢ € 5. Wir konnenjedochviel mehrbeweisenlst$ € D undsuppd € Br =
{xeRN | |x <R},soist

f&)y= [ o(x) e ™™ dx . (B.158)
/

Dieseslntegral existiert auch,wennmanfirr £ beliebigeWerteausCN zulaRt, und es stellt eine ganzeholomorphe
Funktiondar:

Q) = /¢(x) e ™dx furgecN (B.159)
Br
mit {x = {1%1+ ... +{nXn- Man siehtsofort,dalR§() stetigdifferenzierbarm CN und
aSZ(Z) = —/in (I)(X) e_izx dx (8160)
Br

ist.

Man nenntiibrigenseine Fourier Transformationpei welcherwie in (B.158)die Variable§ auchkomplexwertig sein
darf, Fourier-LaplaceTransformationEsist alsod({) die FourierLaplaceTransformierteson ¢ € D.

SatzB.12(von PALYE-WIENER) _
Die FourierLaplaceTransformiertgB.158)bildet denRaumaller ¢ € D mit suppd C Br (R > 0) bijektiv abaufden
Raumaller ganzerholomorpherFunktionerfy(C) mit der Eigenschaftdal3zu jedemMulti-Index p einCp > 0 mit

I2PH ()| <Cp Ml (=2 +in) (B.161)

existiert. Dabeibezeichneln| die Euklid-Normvon|n|.

Hat also eine ganzeholomorpheFunktion §(Z) die Eigenschaft(B.161), soist $(£) € S und ¢ € F~1§ € D mit
supp C Br.

39Die Pfeilein derVertikalenmodgenstetige(identische Einbettungoedeuten.
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B.4.4.4 Fourier-Transformation in ‘£’

Fur regulareDistributionenf ausL?! laRtsichdie Fourier Transformatiorin der Form
f(&) = (F09,e7)

schreibenEsist naheligendzuvermutendaldieseFormelimmerdanngilt, wennsiesinnvoll ist, d.h.wenn< f (x),e—i5X>

definiertist. Dasletztereist derFall, wennf € £’, demRaumder Distributionenmit kompakteriTrager dieserist wie-
derumder(topologischePualraumdesGrundfunktionenraumg, ist. Nochmeht esist auchzulassig dalRg komplee
Werteannimmt.Esgilt einmalder Satz:

SatzB.13
Fur f € E istdurch
f&) = <f(x),e*izx> (B.162)

eineganzeholomorphe~unktiondefiniert,undesist F f = f.
Die Analogiezu der FourierTransformatiorin 9 ist offensichtlich,so daRdie ExistenzeinerVersiondesSatzes/on
PaLYE-WIENER B.12fur die FourierTransformatiorin £’ nicht verwundert:

SatzB.14
Der Raumder Distributionenf € E' mit suppf € Br (R> 0) wird durchdie FourierTransformatiorbijektiv auf den
Raumaller ganzerholomorpherFunktionent (¢) abgebildetwelcheeinerAbsctatzung

If@Ql<c@+ghmen (g=&+in) (B.163)

geriigeri®.

B.4.4.5 Der Faltungssatzfur Distrib utionen

Seinun f; eine (temperierte)Distribution mit kompaktenTrager f, € £’ und sei f, € §', soist F f1 - F f, gemaR
desSatzesB.13 einewohldefinierte(temperierte Distribution. Also ist LF—l(ijl - F f2) in §’ wohldefiniert.Aus der
Kompaktheitvon supp f; folgt jetzt, daR f1 * f», dasFaltungsprodukion f; und f, in D’ wohldefiniertist [BB93,
Wal94]. Der Faltungssatsagtnundie Ubereinstimmungon fy  f, mit 7~ 1(F f1- F f5) aud™:

SatzB.15(Faltungssatz)
Esseif; € D', suppf, kompakt,in andereiNortenseif, € E', undf, € §'. Dannist zumeinenfy x f, wohldefiniert
undesgilt f1* f, € S’ undesgilt zumanderen

Ffrxf)=@mN F-Flo= (2N - f . (B.164)

40C undm durfenvon f abtangen.

“IDiesesist auchein {iberraschendeBrgebnisder Theorieder Distributionen: Obwohl dasProduktzweier Distributionen nicht
sinnvoll definiertwerdenkann, existiert aberunter bestimmten(restriktven) Bedingungerdie Faltung zweier Distributionen und
bildetwiedereineDistribution.
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Anhang C

Die Kramers-Kr onig Relation im
Mellin-Raum

In diesemAnhangwollenwir das,universellé Verhaltnisder Mellintransformiertengdaswir im Abschnitt
2.4.3fur die phanomenologischimtegralgleichung2.47)abgeleitehabenallgemeinfiir bestimmte~unk-
tionenbeweisen die denKramers-KronigRelationergerigen.

Formulierenwir zuerstden

SatzC.1

Esseie = €1 +ie2 einein der oberenkomplexenHalbebeneginschliellichderreellenAchse,analytische
Funktion,derenRealteile, dereinegeradd-unktionsei,undderenmagirérteils,, dereineungeradd-unk-
tion sei, denKramers-KronigRelationergeriigenmégen.Desweitererseiene, unde;, als Mellintransfor
miertedarstellbard.h. derenMellintransformierterg; und€, mégenzumindestm SinnedesCauchyschen
Hauptwertsxistieren.Danngeltenfir die Mellintransformierterdie Beziehungen

€1(9) = &(9 cot(%ns) (0<Res< 2) (C.1)
B9 = E( tan(%ns) (0<Mes< 1) (C.2)

Kommenwir nunzudemBeweis:

Die Funktiong(2) seialsoin deroberenkomplexenHalbebene einschliellichderreellenz-Achse- eine
analytischéFunktiont. Wir wissendann,daRsichausder Cauchyscheintegralformeldie Kramers-Kronig
Relationerfiir denRealteilReg(2) = £1(2) unddenimagirarteil Jme(z) = 3(2) ableitenlassen:

g1(x) = % V.P / :(_‘”))( dw (C.3)
(X)) = —%[V.P./ 3(_0)))( dw , (C.4)

mit X, w € R, wobeidie IntegralealsCauchyschélauptwertintgralelangsderreellenw-Achsezuverstehen
sind.Die obigenKramers-KronigRelationerkdnnenwir, danachVoraussetzung; einegeradeunde; eine

1sieheauchdie Bemerkungam EndediesesAnhanges
2siehe]AM76, Jac75R006g
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ungeradd-unktionist, bekanntlichnochin die Form

2 00
fa(x) = VP / ‘:)282_(‘)‘:2) dow (C.5)
0
und &(x) = —%{VP/:;l_((::g dw (C.6)
0

bringer.

Die nachsteVoraussetzungesSatzesdst: Die Funktioneng; undep, und somitauchdie Funktiong, seien
alsMellintransformiertedarstellbat, d.h.esgelte

1 C+ioo
e(x) = Z—Tﬂ/x_sél(s) ds (C.7)
C—ico
1 C+ioo
- —S g
und &(x) = o X g(s)ds (C.8)
C—ioo
undsomitauch _
1 CHico
—_ —S g
s(x)_zTu_ /x g(s)ds . (C.9
C—ioo

Hierbeisind€; undg; respektvet die MellintransformierterderFunktionere; unde; respektves. Ausden
Satzenzur Darstellbarleit einerFunktionals Mellintransformiertawvissenwir, daf3fir diesedannzumindest

€12(8) = V.P./xs‘1 €1,2(x) dx (C.10)
0
gilt®.
Als erstesvollenwir jetztdie MellintransformierteE; desimaginarteilse, berechnenDie Kramers-Kronig

Relation(C.6),die denlmagirar durchdenRealteildarstelltkbnnenwir nochzu

8 —

=N \V)

V. P/ X ey g 4o (C.12)
(A)+X
0

umschreibermywomit die Mellintransformierteg, durch

[

820 = V.P [ x1ey(x)dx

Il
<
o

L W+ X)(w—X)
_ 2 r X1 g1 (w) dx
= VP (—ﬁ> V.P./mdw ~ (C.12)
0

3sieheAbschnitt2.1
4Zu derDarstellbarkit einerFunktionals FourierLaplace-respektie Mellintransformiertesiehe[Doe71.

SDasbedeutetdaRdie Mellin-Transformatior(C.10)zumindesim SinnedesCauchyschehauptwertsexistiert.
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gegebenist.

Die Integrationsreihenfolgan (C.12)durfenwir jetztnichteinfachvertauschertblauptwertintgraleerfillen
die Voraussetzungedes Satzesson FUBINI nicht, sondernwir miissenhier die Formel von POINCARE-

BERTRANDS, )
¢ t tl dtl / / t tl dt
—_— A
/t—to = —12 §(to,to) + [ dtz (—t)t-0 (C.13)
anwendenHier ist aIso.x_t, w=ty,tp = O0und
L Xl er(w)
o(t,t) = Totx

Als nachstesmussenwir die Limites w — 0 und x — 0, dawir in der Formel (C.13) von POINCARE-
BERTRAND denWert ¢ (to,to) berbtigen,betrachtenEsist zumeinen,waswir unmittelbarableserkdnnen

s+1
lim (Iim Xisl("’)) -0 , (C.14)
w—0 \x=0 W+ X
undzumanderen

s+1 s+1

x=0\w=0 W+X x—0 X
= g(0)limx*=0 , (C.15)

x—0

solangeRes > Qist’. Fur die Mellintransformierteerhalterwir somit:

0 or1
g VP/dX (—3) V.P./ix aw 1 4,
X I W+ X wW—X
0
( ) P/deP/dxX (W 1
(w+x) x((o—x)
0 0

<——)VP/dw81 VP/dxxsm : (C.16)

Die Mellin-Transformatiorin (C.16), die Integration Uiber die Variablex, ist nun wohlbekanrt und wir
erhalten:

m
N
—~~
«

I

r 1 no. 1
V.P./dxxsmz P l[ercot(11(s+l))] (0<Res< 1), (C.17)
also:
E(s) = (—%) V.P/dm sl(w)g Wt [WlSJrl)) + cot(Ty(s+ 1))]
0
= _ [W;m + cot(Ti(s+ 1))] V.P.O/dwsl(oo)ws‘l
= —&(s) [m + cot(m(s+ 1))] : (C.18)

Ssiehebeispielsweis¢Mus65,Smisq
“Wir habenbei denLimites die Analytizitat der Funktione; auf derreellenAchseausgenutzt.

8Fir Detailssiehe[Doe71, Tit67, EMOTS53]; tatsachlichexistiert dasintegral nurim SinnedesCauchyschefauptwertes.
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Beziglich dertrigonometrischefrunktionengilt bekanntlich:

sin(m+x) = -—sinx) |, (C.19)
cof(Tt+x) = cot(x) (C.20)
und tan(g) = 1 ;i(ri?(S( . (C.21)
Berlicksichtigerwir dieseEigenschaftersoerhaltenwir
£(s) = £1(9 [sin(ns) - cot(ns)]

£ 11 cogm)]

sin(Tts)

undmit (C.21)erhaltenwir die zu zeigendeBeziehungC.2):

€2(s) = €1(9) tan(%ns) (0<MRes<1) . (C.22)

Analog berechnemwir nundie Mellintransformierteg; desRealteilse;: Mit derentsprechendelramers-
Kronig Relation(C.5),

2 00
81(X) = ﬁ /
0
_ 2yp / wsz o
L (w+x)(
0
bestimmtsichdieseliber:
gi(s) = V.F?/xs‘lsl(x) dx
0
00 0 s
- V.P./d—XgV.P./wX W 1 4, (C.23)
X T w+Xx  (Ww=—X)
0 0

Fur die Formelvon POINCARE-BERTRAND, diewir natirlich hier ebenéillsanwendemiissengilt analog:
X=t, w=ty,to =0und
.~ WX er(w)

W+ X

o(t,t1) =

Betrachterwir die wiederumberbtigtenLimites:

lim <Iim M) = (ﬂino(wsz( )Ilm X )

w—=0\x=20 W+X W+ X
— 0 fur Res>0 (C.24)
S
und  lim (Iim M) -0 . (C.25)
x=0\w—-0 W+X

Die Anwendungder POINCARE-BERTRANDschenFormelliefert unsjetzt denAusdruck
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Yo 1

I
|
<
0
—
o
)
)
<
£
<
0
—
a

X oI @=R (C.26)
0 0

Die Mellin-Transformatiorin (C.26), dasIntegral iber die Variablex, ist bekann? und wir erhaltenals
Zwischenegebnis:

(s =

=N\

+ oos‘lcot(ns)]

T s
V.F?/dmmsz(w) %% [m SnS)
0

+ cot(ns)] )

V.P./dw e2(w) w1 [sin(ns)
0

1+ coqTs)

also  &(s) = E&x(s) S

mit 0<Res<2 . (C.27)

Esqilt nun

X 1+ cosx
cot(é) ===, (C.28)

womit wir letztlich bei derzu zeigendeBeziehung(C.1) angelangsind:
~ ~ 1
£1(s) = €2(9) cot(yts) (0<Res<2) . (C.29)

Wir habenalsodenSatzC.1bewviesen.d

Abschlieendvollen wir nochbemerlen: Die Analytizitatseigenschafteder Funktioneng; und €5 - re-

spektize der Funktione = €1 + i€z - und somitauchdie Kramers-KronigRelationensind die mathemati-
scheManifestationdesKausalititsprinzip4®. Da die Beziehunger(C.1) und (C.2) desSatzesC.1 als die

in demMellin-RaumtransformierterKramers-KronigRelationerinterpretiertwerdenkdnnen,sind diese
ebensalseineFolgeundals AusdruckderKausaliit zu betrachtendie Kausalitit auRertsichalsoin dem

~universelleti Verhaltnis (C.1) respektve (C.2) der Mellintransformierterg; undés.

9Fiir Detailsseiwiederumauf[Doe71, Tit67, EMOT53] verwiesenauchhier existiert dasintegral nur als CauchyscheHauptwert.

10pasKausalititsprinzipistim Zusammenhanmit demDeterminismuslerMoglichkeiten,d.h.daRdie Scheidungwasméglichist
undwasunmbglichist mit Notwendigleit, wobeiessichbeidieseimmerum einehypotetischekeinekateggorische handeltausgesagt
werdenkann, zu denlen. So driickt Kausalitit einenKonnex zwischeneinemsteuerbareifraktor und seinenEffekt aus;siehedazu
beispielsweisgHaa83 Kan9].
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Anhang D

Berechnungder Schrankender
Integrierten Dichtefunktion

Nebenderdirektennumerischemehandlungler Integralgleichung2.13)im SinneeinerRegularisierung,
eineanderedirekte Behandlungvareunsinnig,die zu einerapproximatvenLdsungder Gleichungfiuhren
wirde, kdnnenwir dieseauchnochauf eineralternatven Art undWeisenumerischbehandelnbeiderwir

letztendlichindirekte Informationentiber die eigentlichgesuchteDichtefunktion p erhaltenwerden.Die

nunim folgendenkurz vorgestellteMethodeist zum erstenMal von URBANEK und TAN auf die Integral-

gleichung(2.13)angavandtworden[UT95].

Basierendauf demMarkov-Krein Theoemausder Theorieder Tchebydef-SystemgKS66] konnenrigo-
roseobere und untere Sdranken!* und |~ fir die integrierte Verteilungsditite | (to) derexaktenLdsung
pr, die durchdie Gleichung

I(t0) = /@(T—To) pr(7) dt :/pT(r) dt (D.1)
0 To

definiertist, also die zur VerteilungsfunktionP(tg) Komplemerére', berechnetwerden.Die Funktion
O(T — To) ist die Theta-FunktioR:

1 far 1>10
O(t—19) = D.2
(t=10) {orm 1< T (b-2)
Offensichtlichgilt
1(0) = / pr(n)di=1 (D.3)
0
undaufgrundder Schranleneigenschaften
7 (t0) < 1(10) £ |+(To) Vioe Rt . (D.4)
In [UT95] wurdekonkretdie IntegralgleichunglesRealteils(2.17)
E(oo)—/m (T);d'[ (D.5)
ww=/p (wr)2+1 ’ '
0

1siehe[Str633
?Die Theta-Funktiorist, ebensawie die Delta-Funktion gineDistribution; siehe[BB93, Lig66, Wal94]
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zur Berechnungler rigorosenSchranlen herangezogeh doch eignetsich die Integralgleichungdesima-
ginarteils, Gleichung(2.18) auf Seite 10, grundsatzlich ebensd. Die Schranlen der integrierten Vertei-
lungsdichtd (1p) (D.1) werdennun,amBeispielder Realteilgleichunglemonstriertwie folgt bestimmt:

1. Eswird daslintegral

[

I(T0) = /@(T—To) p(t) dt (D.6)
0
unterdenm-Nebenbedingungen
E(m)—/m OR—— 0.7)
He=/P (wT1)2+1 '
0
undderNebenbedingung
p(t)y >0 V1 (D.8)

minimiert. Nebenbedingungerie in Form einer Ungleichungwie in (D.8) ausgediickt werden,
fuhrenauf die Methodederverallgemeinerteriagrange-Multiplikatoren die detailiertbeispielsweis
in [KS66] diskutiertwird. Fur eine Funktion, die sich nicht durch ein Polynom,dessenOrdnung
kleinerals mist, darstellen&af3t,wie im Fall der Theta-Distritution, bei der essich bekanntlichum

keineregulare Distribution handelt,und somit sich nicht durch eine Potenzreihdzw. ein Polynom
darstelleniaRf, erhalt maneineextremalisierend®ichtefunktionder Form

pHm =3 W a-1") (D-9)

wobeidie Anzahl der Stiitzstellent; endlichsel’. Dabeisind die GeNichteV\/i(i), die zur Stitzstelle
T; getbren,nicht-neyativ.

2. AnschlieRendsetzenwir die extremalisierendé®ichtefunktionp™ in (D.6) ein und erhaltenso die
gesuchtemberenundunterenSchranle

6 = W o 1) (D.10)

i
Hier bezeichné* (1) die obereund! (1) die untereSchranle derintegriertenDichtefunktionl (T).

3. Nurwenndie obereunddie untereSchranle identischsind, erhalterwir (offensichtlich)die Dichte-
funktion durchdie Berechnungler Ableitung

p(1) = —d:j—(:) : (D.11)

Ansonsterkonnenwir auf der Basisder Schranlennur indirekt auf die DichtefunktionschlieRef.

3Der Grundfiir eineBeschankungauf denRealteiloderdenimagirarteil bei dieserMethodeist der, daRdie zur Berechnungier
Schranknbenutztemumerischelgorithmennurfur reelwertige Variablenund Funktionengiiltig sind. DasMarkov-Krein Theorem
gilt aberebensdir die gesamtekomplexwertigeIntegralgleichung.

4lm Abschnitt9.5.2habenwir, wie dort erwahnt, sovohl die IntegralgleichungdesReal-als auchdie desimagirérteils zur Be-
rechnungder Schranknverwendet.

SMit Ex(wi) seideri-te Datenpunkiausder Mengeder m-Datenpunktdezeichnet.
6siehe[BB93, Wal94]undhier AnhangB.3

“Wir wollen betonen,daf die extremalisierendeDichtefunktion selberkeine Schrankneigenschafte beziglich der gesuchten
Dichtefunktionbesitzt;siehe[KS66, GP73].

8Die indirektenSchlieBungauf die Dichtefunktioniiberdie Schranknist in AnbetrachtlerexponentiellerSchlechtgestelltheder
Integralgleichungkein wirklicher NachteildesVerfahrens.
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Fur diepraktischenumerisch@erechnungvurdedie, linearprogramming Methodevon PLATZ und GOR-
DON benutzt{GP73 UT95]. Desweitererwerdenbei der Berechnungler Schranlendie Fehlerrespekive
dasFehlernveauderFunktionE; beriicksichtigt.

Die Schranlenkodnnentheoretischals zustzlichelnformationenbei der Regularisierungder Integralglei-
chung(2.13)dienen beispielsweisén Form desin denAbschnitten8.3und9.5.2damgelggtenKonsistenz-
kriterium zur Wahl desRegularisierungspaametesy.
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Anhang E

Zum Grad der Schlechtgestelltheitvon
Entfaltungsproblemen

In diesemAnhangwollen wir unseinemKorollar iberdenGradder Schlechtgestelltheiton Entfaltungs-
problemen,die mit Hilfe der FourierLaplace-bzw. der Mellin-Transformatiof (formal) gelost werden
kdnnenzuwendenWir wollen daraufhinweisendalwir deninhalt diesesKorollarsinnerhalbdieserAr-
beitimplizit bereitserwahnthabendochsoll esaufgrundseinertheoretischemnd praktischerBedeutung
in diesenAnhangexplizit formuliertwerden.

Korollar E.1 (Uber denGrad der Schlechtgestelltheitvon Entfaltungsproblemen)
DasEntfaltungsproblem

G(t) = /K(t—T) F()dt t,teR (E.1)

o= [k(3) 10 F zter E2)
0

unterAnwendungder Mellin-Transformatioriésbar Gilt fiir denintegralkernder Integralgleichung(E.1)
K € 2, soist diesesEntfaltungsproblenfasymptotischixponentiellschlechtgestells undgilt analogfiir
denintegralkernderintegralgleichungE.2)k € 98B, soist dieseEntfaltungsproblenebensdasymptotisch)
exponentiellschlechigestellt

Wir wollen andieserStellenbemerlen,dafin der MellinschenFaltungsgleichungler Form (E.2) die Dar-
stellung

~—

g<z>=/k(zz_)f<_% 2 {€R

subsumiertzu denkenist.

DerBeweisdesKorollarsE.1 siehtnunfolgendermalReaus:
Die KlassifizierungschlechtgestellteProblemehabenwir im Abschnitt4.3 damgestelltund dort erwahnt,

1EsseizumBegriff , FourierLaplaceTransformatioh andie FuRnote7 auf Seitel1 erinnert.
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dal3der Grad der Schlechtgestelltheiton Entfaltungsproblememan der Integraltransformierterdes Fal-
tungslerns(unmittelbar)ablesbaist. Wir misserunssomitdenTransformierterderIntegralkernezuwen-
den,undausder Theorieder FourierLaplaceTransformatioR folgt diesberiglich jetzt:

Gilt K € 2,;, d.h. die FunktionK ist in einemHorizontalstreifen-n; <n <nz, mitt -+t =¢+in, der,
entsprechenderlintegralgleichungE.1), hier alsodie reellet-AchseeinschlieBemoge,eineanalytischen
Funktion,die dort einerExponentialabscitzungderkonkretenForm

K@) < Ccev far&>0 , (E.3)
K@) < Cce?® furE<o , (E.4)
wobeix; < x» sei, geriigt, danngilt fir derenFourierLaplacetransformiert& € a,,, d.h. K istin einem

Vertikalstreifenx; < x < x2 (s= X+ iy) eineanalytischerFunktionen,die einer Exponentialabscitzung
derfolgendenForm

cew fury>0 , (E.5)
ce? fury<o0o , (E.6)

A
w
ININ

gerugt.

Entsprechendolgt ausder Theorieder Mellin-Transformatiof: Gilt k € 9B, d.h. der Kern der Integral-
gleichung(E.2) ist in einemWinkelraum—9; < 9 < 8,, z— z=p €7, mit eventuellemAusschluRdes
Nullpunktes- der Winkelraumsoll entsprechender Integralgleichung(E.2) alsowiederumdie reelle z-
Achsebeinhalten eineanalytischaé~unktion,die dort einerPotenzabscditzungder Form

k(| < Cp™ furp<l (E.7)
k(z)) < Cp™ furp>1 , (E.8)

mit X1 < X2, geriigt, danngilt fur derenMellintransformiertek € b, d.h. k ist in einem Vertikalstreifen
X1 < x < X2 eineanalytisché~unktion,die dort der Exponentialabsditzung

lk(s)] < ce¥ fury>0 |, (E.9)
lk(s)| < C€&V fury<o (E.10)

gerugt.

Aus denpaarweiserExponentialabdeatzungen, alsodenUngleichunger(E.5) und (E.6) fur die Transfor
mierteK und(E.7)und(E.8)fur die Transformiertek, folgt nununmittelbardie, zumindestsymptotische,
exponentiellDivergenzderReziprolkender Transformierterntegralkerne woraussofort,entsprechendes
obengesagterzur BestimmungdesGradesder Schlechtgestelltheliei Entfaltungsproblemerdie (asym-
ptotisch)exponentielleSledtgestelltheitder IntegralgleichungerfE. 1) und (E.2) folgt. Somithabenwir
dasKorollar E.1 bewiesen.O

Aufgrund desKorollars E.1 drangt sich die Vermutungauf, daf3 die vermbge der komplexen Fourier
Laplace-bzw derMellin-TransformatiorldsbarenphysikalischrelevantenEntfaltungsproblemexponen-
tiell schlechtgestellseinwerden.Diesegilt inbesonderdir die mit der Mellin-Transformationdsbaren
FaltungsgleichundE.2), dennhier ist die Bedingungk € 9 bei physikalischrelevantenKernenam ehe-
stenerfullt. Ein Beispief, um diesenSachwerhaltzu demonstrierenist hierfur geradedie hier behandelte
Integralgleichung2.13),Seite9 bzw. (2.47),Seite(2.47)undderenreal-undimaginarteiligenintegralglei-
chungenderenintegralkernesawie die im Kapitel 3 betrachteteodelle, die ihrerseitsals Integralkerne
fur alternatve phanomenologischd)ichtefunktionerbeinhaltendé\nsatzedienenkdnnten jn derDarstel-
lung

k(x) = mit |arga] <L, h>0 (E.11)

(1+ax)"

2siehewiederum[Doe71, Tit67, Tit86] undhier Abschnitt7.2
Sa.a.0.

4Wir wollen diesbeiglich auchauf die AusfiihrungerdesKapitels2 hinweisen.
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subsumiersind, derenMellintransformiertenun, wasschonlangerbekannist®, durch

ks =hta %B(E, V—E) mit 0 < Res < h Rev (E.12)

gegebenist. Ohnehier jetzt naherdaraufeingeherzu wollen, erfilllt die Beta-Funktiorin (E.12),insbeson-
derefur |y| — «, Exponentialabsditzungerder (geforderten)rorm (E.9) und (E.10) - worausdie expo-
nentielleSchlechtgestelltheier Integralgleichungendie Kerneder allgemeinenForm (E.12) aufweisen,
folgt.

Der physikalischadJrsprungdesKerns(E.11)ist einegestreckt-gponentiellzerfallendeKorrelationsfunk-
tion 8 in der Zeitdomane,der Kern selberist geradedie durchdie FourierLaplaceTranformationin die
Frequenzdoranetransformiertejener Korrelationsfunktiofi. Erinnernwir uns also an den allgemeinen
phanomenologischeAnsatZ (2.25)fiir einedurcheine DichtefunktiondamgestellteKorrelationsfunktion,
sokonnterwir aufdie ldeekommen die Integralgleichunggleichin derZeitdomanezuformulierer?. Diese
Integralgleichungendie wiederdie allgemeing~orm (E.2) aufweiserwiirden,werdendannKerne,die wir
durch

K(X) = exp (—a%“) mit 9ea>0, h>0 (E.13)

subsumiererkdnnen,aufweisen.Die Mellintransformiertedes Ausdrucks(E.13) ist wiederumwohlbe-
kannf unddurch

S

kg =htair (:;‘) mit 9Res>0 (E.14)

gegeben Die Gammafunktiorerfilllt bekanntlichwiederdie Exponentialabscitzund® (E.9) und (E.10),
insbesonderélr |y| — o, wodurchdieseEntfaltungsproblemwie erwartet,wiederexponentiellschlecht-
gestelltsind. Tatsachlich hattenwir die exponentielleSchlechtgestelltheiier Kerne(E.11),desKernsin

derFrequenzdorane,und(E.13),desKernsin derZeitdonmane, anderenkEigenschaftElementedesFunk-
tionenraumd$B zu sein,sofortableserkdnnen.

Wir wollen daraufhinweisen,dalRdie Mellinsche FaltungsgleichundE.2) nicht nur im Kontext der hier
diskutierternphanomenologischeAnsatze sonderrbeispielsweisén derOptik savohl beider Streuungan
(in Suspensionegelbsten)KolloidenundalsauchanbiologischerSystemerformuliertwird!™.

Die AusfuhrungerzumKorollar E.1abschlieRendyollen wir bemerlen,daRausdieserKorollar natirlich
nichteinegenerelleexponentielleSchlechtgestelltheterunterAnwendungder, reellei FourierTransformation,
eshandeltsichbeidenVariablenin derTranformatiorumreelle,|6sbarerEntfaltungsproblemefolgt. Bei-
spieledafur liefern auchsavohl die mathematischeiteraturalsauchdie Praxiszu geriige.

Ssiehe[Doe71, Tit86, Tit67, EMOT54] undesseiebensauf denAbschnitt3.4 Das Havriliak-Negami Modell verwiesen

6Beziglich diesesZusammenhangesei insbesonderauf [AM76, Bre65 BB93, Jac7% undim Kontext der Physik amorpher
Systemezusatzlichauf[EII83, Zal83 verwiesen.

“sieheAbschnitt2.3, Seite11

8Wir fokussiererunsereBetrachtungemuf die Modellierungerrespektie auf Ansatzein der Physik.
9siehewieder[Doe71, Tit86, Tit67, EMOT54, WW69]

10sjeheinshesonderfDoe71, EMOT53, Tit67, WW69]

Detailierterwerdendurch Mellinsche Faltungsgleichundgormulierte inverse (Streu-)Problemén der Optik beispielsweisen
[BDMP90] besprochen.
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