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Das LUPI-Spiel: Zufall und Strategie vereint
1. Das LUPI-Spiel aus fachdidaktischer und spieltheoretischer Sicht

Zu den generellen Kernforderungen an eine schulische stochastische Grund-
bildung zihlt u. a. die ,,Fahigkeit zur Interpretation und kritischen Bewertung
stochastischer Informationen* und ,,zur Modellierung stochastischer Phéno-
mene, die mithilfe von Daten und/oder Wahrscheinlichkeitsmodellen* auch
in alltdglichen Kontexten beschrieben werden (Kriiger et al. 2015, S. 2) mit
dem Ziel, dass die Lernenden im spéteren Leben Entscheidungsprozesse re-
flektiert bewiltigen (NCTM 2000, S. 48f. sowie Eichler & Vogel 2013). Ein
Blick in die curricularen Vorgaben sowohl der Primar- als auch der Sekun-
darstufe verdeutlicht ebenfalls die Relevanz der oben genannten zentralen
Forderungen fiir den modernen Stochastikunterricht (vgl. u. a. BS 2022).

Das LUPI-Spiel (Lowest Unique Positive Integer) besitzt eine einfache
Spielregel: Es wihlen m Personen einer Gruppe einzeln und geheim eine
Zahl von 1 bis n. Gewonnen hat, wessen Zahl moglichst klein ist, die nie-
mand sonst gewahlt hat. Aus spieltheoretischer Sicht fallt es in die Kategorie
der statischen Spiele (vgl. Riechmann 2013, S. 21, S. 36ff.), bei denen die
beteiligten Spielenden als Entscheidungstriager ihre Entscheidung gleichzei-
tig ohne Kenntnis der anderen Entscheidungen treffen und es daher auch als
Spiel mit imperfekter Information bezeichnet wird. Es gibt dhnliche Spiel-
varianten — z. B. Schwedisches Lottospiel ,,Limbo* (vgl. Ostling et al. 2011),
Zahlenwabhlspiel (vgl. Selten & Nagel 1998) — die ihrerseits in verschiedenen
Wissenschaftsdisziplinen in den letzten Jahren theoretisch und experimentell
untersucht wurden (vgl. fiir einen Uberblick mit Verweis auf weitere Quellen
Yamada & Hanaki 2016, S. 2—4). Fiir detaillierte mathematische Untersu-
chungen u. a. zum Auffinden des spieltheoretisch wichtigen Nash-Gleichge-
wichts sei hier etwa auf Baek & Bernhardsson (2010) verwiesen, Ausfiih-
rungen zu einer experimentellen Versuchsreihe von 50 Spielrunden mit 3—4
Personen und der Auswahl von 1-3 bzw. 14 in Yamada & Hanaki (2016).

Abgesehen von diesen wissenschaftlichen Studien gibt es keine Vorschlage
oder Erfahrungen fiir den Einsatz des Spiels in Schulen. In diesem Beitrag
soll daher das Potenzial des LUPI-Spiels fiir den Stochastikunterricht unter-
sucht werden. Die zugrundeliegende Fragestellung lautet: Inwieweit lassen
sich die drei Zugidnge zur Wahrscheinlichkeit (theoretisch, frequentistisch,
subjektiv) mit einem einfachen Spiel wie LUPI mit Zufalls- und Strategie-
einfliissen gewinnbringend kombinieren und konnen die oben beschriebenen
zentralen Anforderungen an den Stochastikunterricht erfiillt werden?

In: P. Ebers, F. Rosken, B. Barzel, A. Biichter, F. Schacht & P. Scherer (Hrsg.),
Beitrdge zum Mathematikunterricht 2024.
57. Jahrestagung der Gesellschaft fiir Didaktik der Mathematik. WTM. 1041
https://doi.org/10.37626/GA9783959872782.0



2. Vorschlige fiir und Erfahrungen von LUPI im Stochastikunterricht

Im Folgenden werden Einsatzmoglichkeiten des LUPI-Spiels im Unterricht
beschrieben. Abschlieend wird kurz auf die mehrfache Durchfithrung des
Spiels mit insgesamt 524 Spielenden eingegangen.

LUPI - Das Zufallsspiel: Drei Zuginge zur Wahrscheinlichkeit

In der mathematisch-theoretischen Variante des Spiels wihlt jede Person ei-
ner Gruppe ihre Zahl zufillig und ohne weitere strategische Uberlegungen
aus (vergleichbar mit dem Ziehen einer Kugel aus einer Urne mit Zuriickle-
gen). Dem theoretischen A-priori-Wahrscheinlichkeitszugang folgend las-
sen sich Wahrscheinlichkeiten des Auftretens einzelner Zahlen bei LUPI bei-
spielsweise mit n = 15 (Zahlen 1 bis 15) und m = 25 (z. B. GréB3e einer
Schulkasse) 1im Mathematikunterricht im Kontext der Binomialverteilung
zumindest flir die Gewinnerzahl (= LUPI-Zahl) 1 berechnen. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass eine bestimmte Person die einzige ist, die rein zuféllig

. . .1 (n-1\Mm1 o .
eine Zahl k£ von 1 bis 15 wahlt, ist e (T) und damit die Wahrschein-
lichkeit p, dass eine beliebige Zahl k von allen Personen in der Gruppe genau

_pym-1
einmal gewidhlt wurde p = % (nTl) . Im Fall n = 15 und m = 25 ist

25 (14)%* . :
P=1 (E) ~ 0,318 = 32 %. Diese bloBe Rechnung sollte allerdings

nicht das alleinige Unterrichtsziel sein, da es fiir viele Lernende dann unre-
flektiert ein inhaltsloser numerischer Wert ohne Verstiandnis bleibt. Zu be-
achten ist, dass LUPI-Zahlen k > 1 aufwendiger zu berechnen sind, da dann
zusitzlich zur alleinigen Wahl von £ alle kleineren Zahlen jeweils nicht ge-
nau einmal gewahlt sein diirfen. Immerhin ldsst sich im Sinne der Spielregel
schlussfolgern, dass die Wahrscheinlichkeiten fiir LUPI-Zahlen grofer als 1
tendenziell kleiner werden sollten, was eine einfache Simulation bestéatigt.

Mit dem Potenzial der digitalen Medien, hier Tabellenkalkulation, 14sst sich
— dem frequentistischen A-posteriori-Wahrscheinlichkeitszugang folgend
— LUPI effizient in sehr vielen Wiederholungen mit nur wenig Aufwand si-
mulieren. Mit den (MS EXCEL-) Funktionen ZUFALLSBEREICH() lassen
sich beliebig viele Zufallszahlen (hier von 1 bis 15) generieren, mit ZAH-
LENWENN() die absoluten Héaufigkeiten zdhlen und schlieBlich mit einem
komplexeren WENN()-Befehl die kleinste einmalig auftretende Zahl be-
stimmen. Weitere Vorteile des digitalen Mediums sind die gro3e Anzahl an
unabhéngigen Versuchsdurchfiihrungen, variable Parameter » und m fir
Auswahlzahlen und Gruppengroen und natiirlich als besonderes Potenzial
im Verstandnisprozess (vgl. Duval 1999, S. 3ff.) die unmittelbare Visuali-
sierung der LUPI-Zahlen als dynamisches Sdulendiagramm (vgl. Abb. un-
ten).
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Relative Haufigkeit der LUPI-Zahlen (5000 Versuche, n=15, m=25) Relative Haufigkeit der LUPI-Zahlen (5000 Versuche, n=15, m=50)
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Beispiel-Simulationen fiir 5000 Durchfiihrungen mit m=25 (links; oben beschriebenes
Szenario) bzw. m=50 (rechts; geringere Wahrscheinlichkeiten der LUPI-Zahlen und der
dominante Fall keiner Gewinnerzahl)

Diese Simulation kann so genutzt werden, um mit den Lernenden ihre indi-
viduellen subjektiven Vorstellungen ,,Was wire, wenn...?* in der Variation
von m und n anschaulich und ohne Rechnung (und/oder im Zusammenhang
mit der Interpretation des Terms fiir p) zu verdeutlichen. Auf diese Weise
lassen sich die drei Wahrscheinlichkeitszugange (theoretisch, frequentis-
tisch, subjektiv) sinnvoll miteinander verkniipfen. Seit September 2023 wer-
den in verschiedenen Klassenstufen weitere Daten erhoben, um mehr iiber
die subjektiven Sichtweisen der Lernenden sowie thre Argumentationswei-
sen zu erfahren. Die Lernenden verschiedener Klassenstufen ordnen dabei
unterschiedliche visualisierte Haufigkeitsverteilungen des LUPI-Spiels den
verschiedenen vorgegebenen Settings (konstantes n = 15, variable Werte
fiir m mit m = 1, 25,50, 100) begriindet zu, um Riickschliisse auf ihr vor-
handenes Verstindnis zum LUPI-Spiel zu ziehen. Erste Ergebnisse von ca.
200 Probanden zeigen, dass ab Klassenstufe 9 die Lernenden die Verteilung
der Haufigkeiten nahezu fehlerfrei antizipieren und begriinden kénnen und
selbst in den Klassenstufen 6 bis 8 bereits mehrheitlich korrekt zuordnen.

LUPI — Das Strategiespiel: Subjektiv-spieltheoretischer Ansatz

Selbstverstdndlich zeigt sich das LUPI-Spiel in der Umsetzung mit mensch-
lichen Teilnehmenden in groBem Maf3e nicht nur als Zufalls-, sondern v. a.
auch als Strategiespiel. Eine Untersuchung mit n=524 Teilnehmenden (Ler-
nende aus der Primar- und den Sekundarstufen, Lehramtsstudierende und
Lehrkréfte) zeigte dies eindrucksvoll. Die subjektiven Erklarungen fiir die
Zahlenwahl wurden mittels qualitativer Inhaltsanalyse nach Mayring (2015)
codiert und in 10 Kategorien eingeteilt. Es zeigten sich dabei u. a. spielthe-
oretische Uberlegungen, mathematische Ideen, aber auch individuelle, per-
sonliche Begriindungsmuster - allesamt mit ergiebigem und die Lernenden
stets motivierendem Diskussionspotenzial im Stochastikunterricht.

Fiir ndhere Informationen zum Untersuchungsdesign, den Begriindungska-
tegorien sowie den zentralen Ergebnissen sei auf den Beitrag ,,Das LUPI-
Spiel: Niemand traut sich, die 1 zu nehmen!** derselben Autoren in diesem
Tagungsband verwiesen.
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3. Zusammenfassung und Ausblick

Es hat sich gezeigt, dass das LUPI-Spiel ein breites Potenzial fiir den Einsatz
im Unterricht, insbesondere in der Sekundarstufe, bietet und die Moglichkeit
eroffnet, die drei zentralen Ansdtze der Wahrscheinlichkeitsrechnung in ei-
ner Lernumgebung zu kombinieren und auch mit Hilfe digitaler Medien zu
simulieren. Es ist eine motivierende Lernumgebung im Spannungsfeld zwi-
schen Zufall und Strategie mit leicht verstindlichen Regeln und Wettbe-
werbscharakter. Die Lernenden konnen bei der Wahl ihrer Zahl eigene Ideen
einbringen, das Experiment konkret im Unterricht oder als Simulation durch-
fiihren und sich theoretischen Wahrscheinlichkeiten nidhern. Dartiber hinaus
stellt die Durchfiihrung, Diskussion und Reflexion des Spiels eine Bereiche-
rung fiir die Mathematiklehrkréfteausbildung dar. In Zukunft soll eine (digi-
tale) Lernumgebung sowohl fiir den Unterricht als auch fiir den universitiaren
Einsatz ausgearbeitet werden. Die weitere Untersuchung der individuellen,
subjektiven Uberzeugungen der Lernenden mit Hilfe von Interviews, auch
vor dem Hintergrund der mehrfachen Wiederholung des LUPI-Spiels, ist ein
weiteres interessantes zukiinftiges Forschungsprojekt.
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