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Gibt es Beziehungen von Grundvorstellungen?

Das Grundvorstellungskonzept (vom Hofe, 1996) ist sehr erfolgreich, aber
es hat ein Skalierungsproblem: Wenn jedes Konzept ca. 4 Grundvorstellun-
gen hat, bringen n Begriffe 4n Grundvorstellungen mit sich. Wie konnte
man der Fiille Herr werden? In diesem Beitrag wird vorgeschlagen, Bezie-
hungen von Grundvorstellungen zu untersuchen. Die urspriingliche Motiva-
tion fiir diese Untersuchung ergab sich aus der Frage, ob die Grundvorstel-
lungen von Addition und Subtraktion unabhéngig sind, oder ob sie systema-
tisch zusammenhéngen, da es Umkehroperationen zueinander sind.

1. Theoretische Rahmung

Grundvorstellungen sind "tragfdhige mathematische Vorstellungen" (Roth
& vom Hofe, 2023), oder, wie Greefrath et al. (2016) definiert haben: "Eine
Grundvorstellung zu einem mathematischen Begriff ist eine inhaltliche Deu-
tung des Begriffs, die diesem Sinn gibt". Zur Sinngebung gehort sicher auch
die Beziehung zu anderen Begriffen. Allerdings wird dies bisher in der Lite-
ratur nicht intensiv diskutiert. Roth und vom Hofe (2023) visualisieren je
vier Grundvorstellungen zur Addition und zur Subtraktion, die aufgrund ih-
rer Verwendung von Zustinden bzw. Anderungen in Beziehung gesetzt wer-
den, aber die Umkehroperationsbeziehung wird nicht genauer thematisiert.
In einer zusammenfassenden Grafik (ein Ausschnitt ist in Abbildung 1 zu
sehen) gibt es einzelne Grundvorstellung, die Addition und Subtraktion ver-
binden. Solche Verbindungen genauer zu verstehen, scheint ein sinnvolles
Forschungsziel, aus dem sich die Meta-Forschungsfrage ergibt: Welche Be-
ziehungen gibt es zwischen Grundvorstellungen?
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Abb. 1: Beziehungen von Grundvorstellungen bei Roth & vom Hofe (2023)

2. Einige Operationen mit Grundvorstellungen

Es sind verschiedene Kombinationen von Grundvorstellungen denkbar, und
diese werden hier theoretisch elaboriert.

1) Zwei Grundvorstellungen werden kombiniert und bilden zusammen eine
neue Vorstellung. Symbolisch G; & G, = G. Beispiele:
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a) Beim Integral ergibt eine Kombination von Fldcheninhaltsvorstellung und
Kumulationsvorstellung die Vorstellung, dass das Integral Grenzwert einer
Streifensumme ist.

b) Ebenso beim Integral: Die Kombination von Kumulations- und Rekon-
struktionsvorstellung ergibt die Vorstellung, dass die Gesamtdnderung als
Summe kleiner Anderungen dy = f(x)dx ausgedriickt werden kann, wenn
f eine Anderungsrate ist.

c) Eine Grundvorstellung zur Summation und eine Grundvorstellung zum
Grenzwert konnen kombiniert eine Vorstellung zu Reihen bilden.

2) Eine Grundvorstellung kann eine andere erklaren G; = G,. Das bedeutet
insbesondere, dass man auf Basis einer entwickelten G; die G, leicht erwer-
ben kann. Beispiele:

a) Bei der Stetigkeit erklart die (partielle) Grundvorstellung der Durchzei-
chenbarkeit des Graphens die Grundvorstellung der Sprungfreiheit.

b) Bei der Differenzierbarkeit erklart die Vorstellung der lokalen Linearitét,
dass es eine Gerade gibt, die sich anschmiegt, also die Tangentenvorstellung.

c) Ebenfalls bei der Ableitung erklart die Verstarkungsfaktorvorstellung,
wonach Ay =~ f’(x)Ax mittels einer Division die Anderungsratenvorstel-

lung f'(x) = j—i und umgekehrt.

3) Die dritte Art einer Beziehung ist die komplexeste. Man betrachte zwei
mathematische Konzepte, die in einer Relation zueinander stehen. Die Rela-
tion konnte die der Umkehroperation sein, etwa bei Addition und Subtrak-
tion; oder auch Ableitung und Integral. Eine andere Relation ist die der Im-
plikation, etwa dass differenzierbare Funktionen auch stetig sind. Dann soll-
ten sich Paare von Grundvorstellungen finden lassen, die das Bestehen der
Relation erkldren. Die folgende Abb. 2 erklért dies am Beispiel der Umkeh-
roperationsbeziehung zwischen Addition und Subtraktion: Die Beziehung
der Umkehroperation besteht auf der Fachebene zwischen den mathemati-
schen Konzepten, und diese iibersetzt sich also in die analoge Beziehung
zwischen den Vorstellungen: Ein passendes Paar von Grundvorstellungen
erkléart die Umkehrbeziehung.

Beim Beispiel von Differenziation und Integration, die iiber den Hauptsatz
verbunden sind, ergeben sich analog zur Abbildung 2 etwa die Beziehungen
zwischen der Anderungsratenvorstellung und der Rekonstruktionsvorstel-
lung, sowie zwischen der Verstiarkungsfaktorvorstellung und der Kumulati-
onsvorstellung.
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Ein generelles Problem, sowohl bei den Grundrechenarten, als auch in der
Analysis ist, dass es Zusammenhénge gibt, fiir die es schwer ist, passende
Paare von Grundvorstellung zu finden.
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Abb. 2: Relationen zwischen Grundvorstellungen

3. Empirische Optionen

Konnten solche spekulativen Uberlegungen iiberhaupt empirisch gepriift
werden? Ein Ansatz ist der, Grundvorstellungen durch latente Variablen zu
modellieren, deren Werte auf das Einheitsintervall eingeschriankt sind, und
die Grundvorstellungsverkniipfung G; & G, als Produkt der zugeordneten
latenten Variablen y; - y, sowie die Implikation G; = G, als 1 — y; + x1x>.
Erste explorative Studien mit diesem Ansatz zeigen etwa, dass Testdaten
zum 8-dimensionalen Modell von je 4 Grundvorstellungen zu Ableitung und
Integral (Greefrath et al., 2021) vergleichbar gut mit nur 6 latenten Variablen
(algebraisches Verstindnis Alg, geometrische Interpretation Geo, Steigung
St, Flicheninhalt FI, Summation Sum, Linearitdt Lin) erzielt werden konnen.
Dabei wird etwa die Anderungsrate modelliert als AR = St - Alg, die Tan-
gentensteigung als TS = St - Geo und die Kumulationsvorstellung als Sum -
Alg. Dies genauer zu untersuchen, ist eine interessante Herausforderung, die
allerdings darunter leidet, dass es kaum gute Schitzverfahren fiir solche Mo-

delle gibt. Die oben angedeuteten Experimente wurden mittels der Methoden
aus Oldenburg (2024) gemacht.
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4. Kategoriale Interpretation

Die urspriinglich in der reinen Mathematik angesiedelte Kategorientheorie
(MacLane, 1978) wurde in den letzten Jahrzehnten verstérkt auch in Anwen-
dungsdisziplinen relevant. Dieser Umstand legitimiert moglicherweise die
folgenden Spekulationen: Mathematische Konzepte konnten eine Kategorie
M bilden, deren Objekte mathematische Aussagen sind. Dies soll Axiome,
Definitionen und Sitze umfassen. Morphismen sind - wie in der kategorialen
Logik tiblich - Deduktionen. Des Weiteren gibt es die Kategorie V aller denk-
baren sinnvollen Vorstellungen, wobei die Morphismen Erkldarungen sind.
In beiden Kategorien gibt es ein monoidales Produkt &), das als "und"-Ver-
kiipfung gedeutet werden kann. Es gibt einen Funktor F:V — M der jeder
mathematische Vorstellung das entsprechende mathematische Konzept zu-
ordnet. Es wird typischerweise verschiedene Vorstellungen geben, die auf
das gleiche Konzept abgebildet werden, der Funktor ist also nicht injektiv
und deswegen gibt es mehrere Rechtsinverse F;: M' — V, die typischerweise
nur auf einer gegebenenfalls kleinen Teilkategorie M’ von M definiert sind.
Die durch zwei solche Funktoren definierten Vorstellungen sind von ihrer
Erklarkraft dquivalent, wenn es eine natiirliche Transformation zwischen
diesen Funktoren gibt. Entsprechend konnen weitere Konzepte der Katego-
rientheorie libertragen werden - und evtl. zu neuen Erkenntnissen fiihren.

5. Fazit

Die Betrachtung von Beziehungen von Grundvorstellungen 16st ein ganz
praktisches Problem der Lehre: Ist es eine Grundvorstellung zur Division,
Umkehrung der Multiplikation zu sein? Dariiber hinaus gibt es ggf. das Po-
tential der Vereinfachung: Man kommt mit relativ wenigen Grundvorstel-
lungen und ihren Kombinationen aus.
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