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Kurzfassung

Angesichts steigender Anforderungen an Flicheneffizienz, Ressourcenschonung
und den Erhalt der Biodiversitéat riickt die Nutzung von Baumen als Tragstruk-
turen in den Fokus als Ansatz nachhaltigen Bauens.

In der Holzmatrix entstehen Wachstumsspannungen (Eigenspannungen), die dem
Versagen durch Faserausknicken infolge hoher Druckspannungen an der Stammo-
berfliche, entgegenwirken. Ziel der Arbeit ist es, diese Wachstumsspannungen
unter Einbezug der individuellen Stammgeometrie sowie der dufleren Belastung
zu erfassen und fiir die technische Planung und Risikobewertung nutzbar zu ma-
chen.

Hierzu wird ein Phasenfeldansatz entwickelt, der die Stammgeometrie inner-
halb eines Simulationsgebiets beschreibt und die Materialantwort iiber ein linear-
elastisches, transversal-isotropes Stoffgesetz abbildet. Die feuchteabhéngigen ani-
sotropen Materialkonstanten werden aus Literaturquellen abgeleitet und in ta-
bellarischer Form fiir die Modellierung bereitgestellt.

Die lokale Faserausrichtung des Materials folgt einer eingefithrten Morphologie-
linie, die zugleich das primare Wachstum (Hohenwachstum) und das sekundére
Wachstum (Dickenwachstum) des Baumes abbildet. Die zugehorigen Wachstums-
raten sind als Modellparameter an reale Werte anpassbar; ein zusétzlicher Para-
meter erlaubt Wachstumsreaktionen auf duflere Lasten (Thigmomorphogenese).

In neu gebildeten Schichten des Dickenwachstums werden initiale axiale Eigendeh-
nungen aktiviert und manifestiert, sodass ein wachstums- und lastpfadabhéngiger
Spannungszustand der Holzmatrix entsteht.

Zur Validierung dienen analytische Referenzmodelle und experimentelle Litera-
turdaten zu Wachstumsspannungen. Anschlielend werden Anwendungsszenarien
betrachtet: ungestortes Wachstum entlang der Morphologielinie, Wachstum unter
Biegung infolge externer Lasten sowie Fille mit thigmomorpher Verstarkung.

Die Simulationen zeigen, dass Béaume als adaptive Tragstrukturen wirken: Sie
kompensieren Druckspannungen an der Oberflache durch langfristiges Wachstum
und verringern die Durchbiegung abhéngig von der Lastintensitit. Zusétzliches
belastungsinduziertes thigmomorphes Wachstum verstiarkt diesen Effekt. Dies
verbessert die Risikobewertung und erdffnet die Mdoglichkeit einer schrittweisen
Erhchung zuldssiger Lasten nach weiteren Wachstumsperioden.






Abstract

In view of increasing demands for land-use efficiency, resource conservation, and
the preservation of biodiversity, the use of trees as load-bearing structures is
gaining attention as an approach to sustainable construction.

Growth stresses (residual stresses) arise in the wood matrix that counteract failure
mechanisms — particularly fiber buckling under high compressive stresses at the
stem surface. The aim of this work is to capture these growth stresses, taking
into account individual stem geometry and external loading, and to make them
usable for engineering planning and risk assessment.

To this end, a phase-field approach is developed that represents the stem geome-
try within a design space and models the material response by means of a linearly
elastic, transversely isotropic constitutive law. The moisture-dependent anisotro-
pic elastic constants are derived from the literature and compiled in tabular form
for modeling.

The local fiber orientation follows an introduced morphology line, which also
represents the tree’s primary growth (height growth) and secondary growth (dia-
meter growth). The associated growth rates are treated as model parameters and
can be adjusted to match real values; an additional parameter enables growth
responses to external loads (thigmomorphogenesis).

In newly formed layers produced by secondary growth, initial axial residual strains
are activated and retained, giving rise to a stress state in the wood matrix that
depends on both the growth history and the load path.

Validation relies on analytical reference models and experimental literature data
on growth stresses. Subsequently, application scenarios are considered: natural
undisturbed growth along the morphology line, growth under bending due to
external loads, and cases with thigmomorphic reinforcement.

The simulations show that trees act as adaptive load-bearing structures: they
compensate compressive stresses at the surface through long-term growth and
reduce deflection depending on load intensity. Additional load-induced thigmo-
morphic growth amplifies this effect. This improves risk assessment and offers the
possibility of gradually increasing permissible loads after further growth periods.
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Notation

Symbol Einheit  Beschreibung

a,b,c, A - Skalare Zahlen in R

i, 7, k,1, ... - Natiirliche Zahlen in N

abcx - Vektoren in R3

A.B,C,Q - Tensoren zweiter Stufe in R3 x R3

AB,C - Tensoren vierter Stufe in R3 x R3? x R? x R?

€; - Einheitsvektor der Euklidischen Standardbasis

1 - Einheitstensor zweiter Stufe: 1 = §;; €; ® e;

€ijk - Levi-Civita-Permutationssymbol

t S Zeitpunkt, Pseudozeit

dt S Infinitesimales Zeitinkrement

X - Bewegungsfunktion By — B

X m Ortsvektor Referenzkonfiguration By

T m Ortsvektor Momentankonfiguration By

u m Verschiebungsvektor

H - Verschiebungsgradient H = Grad[u]

F - Deformationsgradient F = H+ 1

J - Jacobi-Determinante J = det[F]

Cc - Rechter Cauchy-Green-Tensor C = FTF

U - Rechtsstrecktensor U = VFTF

\ - Linksstrecktensor V.= VFF T

€ - Linearer Verzerrungstensor, € = sym[H]

P, Po kg/m3 Massendichte in Momentan- bzw. Referenzkonfiguration
m kg Masse

T m/s Geschwindigkeit

& m/s? Beschleunigung

b, by N/m? Volumenkraft in Momentan- bzw. Referenzkonfiguration
t,to N/m? Traktion in Momentan- bzw. Referenzkonfiguration
o N/m? Cauchy-Spannungstensor

w Nm/m?® Forminderungsenergie

n — Oberflachennormale der Momentankonfiguration
E N/m?  Elastizitéitsmodul

v - Querkontraktionszahl (Poissonzahl)

w N/m? Lamé-Parameter (Scher- bzw. Schubmodul)



2 NOTATION
Symbol Einheit  Beschreibung

C N/m? Materialtensor vierter Stufe

I — Tensor vierter Stufe der Selbstabbildung

a,ag - Faserrichtung in Momentan- bzw. Referenzkonfiguration
M — Strukturtensor zweiter Stufe, M = a ® a

Cy N/ m? Materialtensor vierter Stufe der transversalen Isotropie

C N/m? Komp. des Materialtensors in der kartesischen Basis

Ctll, c’ N/m? Komp. des Materialtensors in der faserorientierten Basis
T(0) - 2D-Transformationsmatrix fiir den Dehnungsvektor

r m Radialkoordinate in sphér. Koordinaten

0 rad Polarkoordinate (Polarwinkel) in sphér. Koordinaten

10) rad Azimutwinkel in sphér. Koordinaten

e, — Radiale Richtung der sphéir. Orthonormalbasis

ey — Richtung des Polarwinkels ¢ der sphér. Orthonormalbasis
e - Richtung des Azimutwinkels ¢ der sphéir. Orthonormalbasis
My kg Masse des feuchten Holzes

mo kg Trockenmasse des Holzes

My kg Masse des im Holz enthaltenen Wassers

U — Holzfeuchte - Verhéltnis my, zu my

ug — Holzfeuchte bei Faserséttigung

Sij - Elastische Konstanten der Nachgiebigkeitsmatrix

oL N/m? Longitudinalspannung im Querschnitt

o N/m? Anfangsspannung in der neu gewachsenen Holzschicht

Ar m Dicke einer neu gewachsenen Holzschicht

Ta m Auflenradius des Querschnitts

r m Radius, bei dem die Spannung betrachtet wird

€L — Longitudinaldehnung im Querschnitt

5% — Anfangsdehnung in der neuen Holzschicht

O'E N/m? Longitudinalspannung nach Heraustrennen einer Planke
o N/m? Normalspannung in Richtung ¢ im Hauptachsensystem

Gi — Normierte Spannung in Richtung ¢ im Hauptachsensystem
6B — Normierte axiale Spannung im Baumquerschnitt

&ZH — Normierte axiale Spannung nach Heraustrennen einer Planke
€0 — Genetisch veranlagte Axialkontraktion im Kambium



Symbol Einheit  Beschreibung

55{1) — Integrale axiale Dehnung der Schicht n im Jahr a

Aé‘}(la) — Integrales Dehnungsinkrement in Jahr a

a - Jahr des Holzwachstums (Zeitindex)

n - Index der betrachteten Jahresschicht

E; N/m? Elastizitdtsmodul der Schicht 4

A; m? Flache des i-ten Jahresrings im Querschnitt

d; m Breite (Dicke) des i-ten Jahresrings

% — Phasenfeldparameter ¢ — 1 fiir Holz, ¢ — —1 fiir Luft

. €,00) - Materialdichtefunktion

P kg/m3  Effektive Materialdichte p(p) = f(, €, ¥p) po

Po kg/m?  Materialdichte in der Vollholzmatrix (fiir ¢ — 1)

©p — Lage des Wendepunkts der Materialdichtefunktion

€ — Steilheitsparameter der Materialdichtefunktion

P — Gesamtfreie Energie im Phasenfeldmodell, ¢ = ¥yell + ¥arad

Yell - Potentialenergieanteil (stabile Zusténde)

YGrad - Gradientenenergie: energetische Bestrafung von Ubergéngen

L, m Grenzflichenparameter (gleichformige Ausdehnung)

I3 - Parameter des Doppelmulden-Potentials

Py m Grenzflachenmatrix (elliptische Ausdehnung)

Ds - Skalierungsfaktor der elliptischen Ubergangszone

[N — Unterer Schwellwert von ¢, oberhalb liegt Kambium

[k — Oberer Schwellwert von ¢, oberhalb volle Holzmatrix

J — Zielfunktional zur Minimierung

Y1 (dy) - Nukleationsdichte Primérwachstum

dévl — Wachstumsrichtungsvektor der Morphologielinie

~v2(dp) — Nukleationsdichte Sekundirwachstum

dg — Wachstumsrichtungsvektor

v(Gop, u, )  — Nukleationsdichte des spannungsinduzierten Wachstums

Cy,1 — Nukleationsdichtenfaktor: Bestrafung der Zielfunktion 1

Cy,2 — Nukleationsdichtenfaktor: Bestrafung der Zielfunktion 2

Cys — Nukleationsdichtenfaktor: Bestrafung der Zielfunktion span-
nungsinduzierten Wachstums

M(t), Mp(t) — Morphologielinie(n) zur Beschreibung der Stammachse

v — Laufendes Wellenprofil der Grenzfliche

¢ — Bewegte Koordinate ( = X1 — vt

Heaviside-Schaltfunktion



4 NOTATION
Symbol Einheit  Beschreibung

S — Vorzeichenparameter: +1 Druck-, —1 Zug-Reaktion

€00 — Axiale Dehnung in Faserrichtung

Eerit — Kritischer Dehnungsschwellenwert

Oa0 N/m? Spannung in Richtung der Wachstumsrichtung dg

v, U m/s (Vorgabe-)Geschwindigkeiten der Grenzflichenbewegung
vy, Vo m/s Vorgabegeschwindigkeiten des prim./sek. Wachstums

ks — Empfindlichkeitsfaktor fiir thigmomorphes Wachstum

n — Triebkraft fiir Anderungen im Phasenfeld

w —/s Relaxationszeit der Phasenénderung

o(t) —/s Zeitliche Anderungsrate des Phasenfeldparameters

Ay — Inkrement von ¢ in Newton-Raphson-Iteration &

At S Zeitschrittweite im Zeitintegrationsverfahren

o(t) —/s Anderungsrate aus den vorherigen Iterationen

A —/s Anderungsrate von ¢ im aktuellen Iterationsschritt
en(tnr1) — Dehnungsgeschichte zum Zeitpunkt ¢,

Agg — Anderung des integralen Dehnungszustands bei t,, 1

Neumann-Randwert des Phasenfelds



1 Einleitung

1.1 Motivation

Durch das zunehmende Bewusstsein fiir den Klimawandel sowie der 6kologischen Be-
deutung von B#iumen zur Abschwichung daraus resultierender Probleme, hat die
Wertschétzung der Gesellschaft fiir Walder und Badume zugenommen. Vor diesem Hin-
tergrund stellt sich die Frage, ob die zukiinftige Entwicklung der Zivilisation durch die

Integration von Baumen als konstruktive Elemente positiv beeinflusst werden kann.

Derartige Bauwerke stellen hohe Anspriiche aus Sicht der Gefahrenabwehr. Es gibt so-
wohl hohere Anforderungen an die technische Umsetzung als auch an die Risikobewer-
tung. Das mechanische Verhalten der Holzmatrix im wachsenden Zustand unterscheidet
sich signifikant von getrocknetem Holz. Vorliegende technische Regelwerke und Normen
beziehen sich bislang nur auf technisch verarbeitetes und trockenes Holz, so dass sich

daraus nur grobe Riickschliisse auf obige Fragestellung ziehen lassen.

Wird der Stamm eines Baumes zugleich durch Wind- und technische Lasten auf Bie-
gung beansprucht, iiberlagern sich die Beanspruchungen und duflern sich primér durch
Zug- und Druckspannungen in axialer Richtung. Da die Fasern der Holzmatrix auf
Mikroebene ausknicken konnen, neigen viele Holzer zu einer Druckschwéche, welche
sich mit entsprechender Schidigung auf der Druckseite duflert. Daher haben Baume
im Laufe der Evolution eine Strategie entwickelt, diesem Schédigungsmechanismus ent-
gegenzutreten. Dafiir baut die Holzmatrix durch den Zuwachs neuer Zellen sukzessive
einen Eigenspannungszustand auf, der das Ausknicken von Fasern am Rand des Quer-
schnitts erschwert. Dieser Mechanismus fithrt auch dazu, dass Bidume auf verénderte
Spannungszustinde, z. B. durch technische Lasten, reagieren und nach einem gewissen

Zeitraum kompensieren.

Zu kléren ist, ob sich die einhergehenden Tragfahigkeitssteigerungen durch ein nume-
risches Modell quantifizieren lassen, das sowohl die Wachstumsgeschichte als auch die
individuell ausgepriagte Form eines Baumes beriicksichtigt, um sie in potentielle inge-

nieurtechnische Planungsprozesse zu iiberfiihren.
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1.2 Stand der Forschung

Diese Arbeit verfolgt unterschiedliche Forschungsgebiete, tiber deren Entwicklung und

aktuellen Stand berichtet wird:

Mechanische Kennwerte von Holz

Fiir getrocknetes Holz liegen orthotrope Elastizitédtsparameter verschiedener Holzarten
durch Experimente bzw. theoretische Uberlegungen z. B. in [43, 54, 98] vor. Die daraus
hervorgehenden Datensétze und theoretische Grundlagen sind z. B. in KOLLMANN &

COTE [53] systematisch aufbereitet.

Allerdings unterscheiden sich die mechanischen Eigenschaften wachsender Holzma-
trix aufgrund hoheren Feuchtegehalts® signifikant zu getrockneten Holzern [74]. LA-
VERS [61] sowie NIKLAS & SPATZ [76] dokumentieren mechanische Kennwerte wie Dich-
te, Biegefestigkeit, Elastizitdtsmodul, Scher- und Druckfestigkeit fiir feuchtes Holz
oberhalb der Fasersittigung?. Deren Angaben beziehen sich jedoch ausschlieflich auf
die Faserrichtung und lassen keine Riickschliisse auf das orthotrope Verhalten zu.
Experimentelle Untersuchungen zur feuchteabhéngigen orthotropen Steifigkeit einiger
Holzarten liegen allerdings in CARRINGTON [16] vor. Darin zeigt sich ein nahezu li-
nearer Riickgang der richtungsabhingigen Steifigkeiten vom trockenen Zustand bis
zur Faserséttigung. Aufbauend auf diesen Erkenntnissen ermittelt HEARMON [38] die
orthotropen Elastizitétsparameter dieser Holzarten bei einem Feuchtegehalt im Be-
reich der Fasersittigung. Einen umfassenden Uberblick vorliegender Studien zur feuch-
tigkeitsabhéngigen mechanischen Charakterisierung von Holz bietet GERHARDS [31].
Auf Grundlage der recherchierter Versuchsdaten formuliert [31] verallgemeinerte Be-
zichungen zur Anderung von orthotropen Elastizitits- und Festigkeitskennwerten in

Abhéngigkeit vom Feuchtegehalt.

Untersuchungen mit moderner Messtechniken, wie DIC (digitale Bildkorrelation) ein-
setzen, finden sich bei HERING [39] und OZYHAR [78]. Deren experimentellen Studien
liefern Datensétze zu Elastizitdts- und Schubmoduli sowie zu Querkontraktionszahlen

von Buchenholz bei unterschiedlichem Feuchtegehalt.

'Der Feuchtegehalt beschreibt das Verhéltnis des im Holz enthaltenen Wassers relativ zur

Darrmasse.
2Die Fasersdttigung liegt bei den meisten Holzarten oberhalb von 30% Feuchtegehalt vor.
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Wachstumsspannungen in der Holzmatrix

Forstwirtschaftliches Interesse und praktische Probleme bei der Holzverarbeitung
(Rissbildung, Verwerfung), verbunden mit der Anforderung die Holzausbeute zu stei-
gern, begriindet die wissenschaftliche Auseinandersetzung mit den Ursachen und der
Bestimmung von Wachstumsspannungen im Holz. Der Begriftf ,, Wachstumsspannun-
gen“ hat sich in diesem Kontext etabliert, wobei es sich um eine Eigenspannung im

Querschnitt handelt.

Einen umfassenden Uberblick iiber die Entstehung von Wachstumsspannungen, gingige
Messmethoden und Modellierungen fiir dessen Quantifizierung sowie eine Litera-

turiibersicht iiber relevante Quellen liefern z. B. ARCHER [5] und DINWOODIE [23].

Die Erforschung von Wachstumsspannungen in Baumstdmmen begann mit Dehnungs-
messverfahren in JACOBS [45] und BoyD [9], welche die Verteilung von Eigenspan-
nungen im Inneren des Querschnitts untersuchen. Die damit gewonnenen experimen-
tellen Erkenntnisse bildeten die Grundlage fiir die Entwicklung analytischer Modelle
zur Beschreibung axialer Eigenspannungsverldufe [57], welche durch Beriicksichtigung
transversal-isotroper und orthotroper Materialeigenschaften verfeinert wurden [5, 32].
Weiterentwicklungen der Modellansétze, um inhomogene Querschnittssteifigkeiten ein-
zubeziehen finden sich z. B. bei ALMERAS ET AL. [2]. SAURAT & GUENEAU [92] und KI-
KATA & MiwaA [51] stellen Verfahren vor, die freigesetzte Eigendehnungen an der Ober-
fliche mithilfe von Dehnungsmessstreifen untersuchen. Diese Oberflichendehnungen
ermoglichen als Eingangsdaten die Nutzung der genannten analytischen Modelle zur

indirekten Bestimmung der inneren Spannungsverteilung des Stammquerschnitts [5].

Wachstumsmodelle fiir pflanzliche Strukturen

In PIETRUSZKA & LEWICKA [81] sowie PLATEN ET AL. [82] werden kontinuumsmecha-
nische Modelle entwickelt, die das anisotrope Wachstum pflanzlicher Strukturen mit
einer definierten Faserrichtung betrachten. Diese haben jedoch nicht das Ziel Wachs-
tumsspannungen zu simulieren. Sie kénnen allerdings gerichtetes Wachstum auf Basis
von umweltbedingten Reizen abbilden. Dazu wird ein geometriebeschreibendes Finite
Elemente Netz verwendet, weshalb diese Modelle ein adaptives Neuvernetzen benttigen
um Verzweigungen der Struktur wdhrend des Wachstums abzubilden. Vergleichbare
Modelle unter Verwendung der Phasenfeldmethode liegen nach Kenntnis des Verfassers

derzeit nicht vor.
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Phasenfeldmethode

Phasenfeldmodelle werden zur Simulation zeitabhéngiger Prozesse verwendet, in wel-
chen sich insbesondere die rdumliche Verteilung oder Proportion unterschiedlicher Pha-
sen verindert. Die Grundlagen solcher Modelle wurden erstmals von FASANO & PRI-
MICERIO [29] und LANGER [60] beschrieben. Seither haben sich vielfiltige Anwendungs-
gebiete entwickelt, insbesondere in der Erstarrungsdynamik vom fliissigen zum festen
Aggregatzustand von Stoffen sowie in der Bruchmechanik. Eine Literaturiibersicht fiir
die Erstarrungsdynamik findet sich z. B. in BOETTINGER ET AL. [7], wihrend z. B. in
ZHUANG ET AL. [119] eine Zusammenstellung der Literatur zur Bruchmechanik vorhan-
den ist. Ein ausfiihrlicher historischer Kontext zur Entwicklung der Phasenfeldmethode
— von theoretischen Grundlagen bis hin zu konkreten Anwendungen in der Werkstoff-
wissenschaft ist beispielsweise in STEINBACH [100] zu finden. Auch wurde das Potenzial
der Phasenfeldmethode fiir die Topologie- und Formoptimierung verwendet, siehe z. B.
[8, 12, 109]. Das Phasenfeld beschreibt hier keine Stoffzusténde (fest «» fliissig, unge-
rissen <> gerissen), sondern unterscheidet durch eine abstrakte Designvariable kontinu-
ierlich zwischen Material und Leerraum. Einen Uberblick verschiedener Ansitze und

Entwicklungen in diesem Zusammenhang bietet TAKEZAWA ET AL. [102].

1.3 Zielsetzung

Die vorliegende Arbeit schldgt vor, das Wachstum von Holzschichten und die damit
verbundenen Wachstumsspannungen in der Holzmatrix iiber eine Phasenfeldsimulation

zu erfassen. Nachfolgende Ziele stehen im Fokus:

e Das Phasenfeldmodell soll zwischen neu gebildeten Holzschichten und bereits
vorhandener Holzmatrix differenzieren kénnen.

e Neue Holzschichten erhalten initiale, axiale Wachstumsdehnung, deren Eigen-
spannungen mit den Spannungen der vorhandenen Holzmatrix im Gleichgewicht
steht. Je nach vorliegendem Gesamtgleichgewicht, soll sich ein Dehnungszustand
in der neuen Holzschicht manifestieren, was dem Vorgang der Reifung der Zellen
entspricht. Hierzu wird die Implementierung der Geschichtsabhéingigkeit ange-
strebt.

e Die axiale Wachstumsdehnung soll anhand vorhandener Literatur [58, 62, 92| fiir
das Modell quantifiziert werden.

e Das Modell wird darauf ausgerichtet, den Spannungszustand in bereits beste-

henden Baumen simulieren zu kénnen. Somit ist die Form der zu generierenden
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Struktur bekannt und dient als Basisinformation fiir das Phasenfeldmodell, um
primiires Wachstum? zu lenken.

e Die Faserrichtung der Holzmatrix orientiert sich an der Richtung des primé&ren
Wachstums und soll iiber ein transversal-isotropes Materialgesetz erfasst werden.

e Die EKigenspannungsverldufe des Phasenfeldmodells sollen mit analytischen
Ansétzen nach KUBLER [56] und GILLIS [32] verifiziert werden.

e Die wachsende Struktur soll beliebig mechanisch belastet werden kénnen und mit
Wachstumsspannungen interagieren.

e Das Modell soll verstiarktes Wachstum im Bereich hoher mechanischer Belastung

(Thigmomorpher Reiz*) abbilden.

1.4 Gliederung der Arbeit

Kapitel 2 behandelt die Materialbeschreibung von Faserwerkstoffen. Zur Abbildung
der Anisotropie der Holzmatrix werden zunéchst die mechanischen Grundlagen (Ki-
nematik, Gleichgewichtsgleichungen) dargestellt. Darauf aufbauend wird ein konsti-
tutives Modell fiir transversal-isotrope, linear-elastische Werkstoffe sowohl in einer
phinomenologischen Spannungs-Dehnungs-Darstellung als auch in einer energiepoten-
zialbasierten Formulierung hergeleitet. Anschlieend wird die Ausrichtung des Material-
tensors entlang der Faserrichtung erldutert und die Richtungsabhéngigkeit der Kompo-
nenten der Spannungs-Dehnungs-Beziehung aufgezeigt. Damit sind die fiir die weitere

Modellierung erforderlichen mechanischen Grundlagen bereitgestellt.

Kapitel 3 spezifiziert den in Kapitel 2 allgemein behandelten Faserwerkstoff zur Holz-
matrix als wachsendes, feuchteabhingiges Naturmaterial. Daher werden iiber eine rei-
ne Materialparameterbeschreibung hinaus die fiir das Modell relevanten Grundlagen
der Holzanatomie und des Baumwachstums dargestellt, aus der die Anisotropie des
Materials sowie die Entstehung von Wachstumsspannungen resultiert. Anschlieffend
werden die elastischen Materialkonstanten der gewachsenen, feuchten Holzmatrix be-
stimmt. Auf Basis von Literaturdaten werden orthotrope Parameter nahe dem Fa-
sersittigungspunkt ermittelt und tabellarisch aufbereitet. Die so gewonnenen Parame-
tersitze dienen in Kapitel 5 unmittelbar als Eingabe fiir das entwickelte numerische
Modell.

3Das primdre Wachstum beschreibt die Langenzunahme der Triebe des Baumes, die durch

Zellteilung und Zellstreckung erfolgt.
4Ein thigmomorpher Reiz bezeichnet eine mechanische Einwirkung auf eine Pflanze, die zu

einer Anpassung ihres Wachstums fiihrt.
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Kapitel 4 behandelt den Ursprung, die Messung und die Modellierung von axialen
Wachstumsspannungen. Ausgehend vom zelluldren Aufbau der Holzmatrix werden die
Mechanismen ihrer Entstehung hergeleitet. Anschliefend werden in der Literatur ein-
gesetzte experimentelle Messverfahren kategorisiert und bewertet. Verfiigbare Ober-
flichenwerte axialer Eigenspannungen ausgewéhlter Baumarten werden zusammen-
gefiithrt und tabellarisch aufbereitet. Abschliefend werden 1D-Referenzmodelle vorge-
stellt — die analytischen Verldufe der axialen Eigenspannungen nach Kiibler und Gillis
sowie eine 1D-Akkumulationsformulierung —, die als Validierungsmafistab fiir die mit

dem entwickelten Modell berechneten Wachstumsspannungsverldufe dienen.

Kapitel 5 fiihrt den Phasenfeldansatz zur Beschreibung des Baumwachstums und zur
Akkumulation von Wachstumsspannungen ein und integriert die in den Kapiteln 2—4
entwickelten Modellkomponenten zu einem gekoppelten Gesamtmodell. Zunéchst wer-
den die Kopplung von Materialdichte und Phasenfeld sowie die Evolution des Phasen-
felds spezifiziert; hieriiber werden priméres, sekundéres sowie thigmomorphes Wachs-
tum erfasst. Das Wachstum folgt einer eingefiihrten Morphologielinie, aus der zugleich
die lokale Faserausrichtung abgeleitet wird; der Materialtensor wird entsprechend Ka-
pitel 2 ausgerichtet. Aus der formulierten freien Energie werden Variations- und Evolu-
tionsgleichungen hergeleitet, implizit zeitdiskretisiert und Newton-iterativ gelést. Die
Akkumulation axialer Eigendehnungen wird durch die Dehnungsmanipulation neuer
Schichten und Manifestierung des Zustands durch ein Geschichtsfeld innerhalb des Mo-

dells beschrieben.

Kapitel 6 validiert das entwickelte Modell und demonstriert dessen Anwendung.
Zunéchst werden numerische Konsistenz- und Konvergenzstudien durchgefiihrt (Rand-
bedingungen, Dynamik der diffusen Grenzfliche, Netzauflosung sowie Zeitschrittwahl).
Die berechneten Verldufe der axialen Eigenspannungen werden mit den in Kapitel 4 ein-
gefithrten Referenzmodellen nach Kiibler und Gillis quantitativ verglichen und validiert.
Anschlieflend werden Anwendungsszenarien analysiert: ungestortes Wachstum entlang
der Morphologielinie, Wachstum unter Biegung infolge externer Lasten sowie Félle mit
thigmomorpher Verstarkung. Fiir jedes Szenario werden die zeitliche Entwicklung der
Eigenspannungen, die resultierenden Spannungsprofile und deren Auswirkungen auf

das Tragverhalten ausgewertet.
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2 Materialbeschreibung von Faserwerkstoffen

Die mechanische Modellierung von Faserwerkstoffen erfordert aufgrund der ausge-
priagten Anisotropie eine detaillierte Beschreibung des richtungsabhéngigen Materi-
alverhaltens. Ziel dieses Kapitels ist es, die konstitutiven Gleichungen sowie den zu-
gehorigen Stoffgesetz-Tensor speziell fiir transversal-isotropes Materialverhalten herzu-

leiten.

Zunéchst erfolgt die Herleitung der Grundgleichungen der linearen Elastizitdtstheorie,
welche den Ausgangspunkt fiir alle weiteren Modellierungen darstellen. Weiterhin wird
gezeigt, wie sich Eigendehnungen und die daraus resultierenden Eigenspannungen in

das linear-elastische Modell integrieren lassen.

Fiir das Materialverhalten wird zunéchst der Sonderfall eines idealisierten, isotropen
und linear-elastischen Werkstoffs behandelt. Diese Referenz dient als Grundlage fiir
die Erweiterung hin zu Materialien mit eingeschrankter Symmetrie. Darauf aufbauend
folgt eine Einfithrung in das transversal-isotrope Materialmodell — zunéchst in Form ei-
ner phanomenologischen Spannungs-Dehnungs-Formulierung und anschliefend in einer

energiebasierten Formulierung.

Die Orientierung der Fasern ist mafigeblich fiir die mechanische Reaktion des Werk-
stoffs. Der Einfluss der Faserrichtung auf die Materialantwort wird daher im weiteren

Verlauf anhand eines Beispiels analysiert.

2.1 Grundgleichungen der linearen Elastizitdtstheorie

FEin vollstdndiges mechanisches Modell besteht aus der Beschreibung seiner Kinematik,

der Gleichgewichtsbedingungen und dem Materialmodell.

¢ Kinematik:
Geometrische Beschreibung der Bewegung und der Verformung eines Kérpers. Es
wird ein Verzerrungsmaf definiert, um die Verformung zu erfassen.

o Gleichgewicht:
Leitet sich aus Betrachtungen zur Impuls- und Drehimpulserhaltung ab. Es wird
die Wirkung von Kréften und Momenten auf den Koérper betrachtet.
Beschreibt die werkstoffspezifische Beziehung zwischen Spannung und Verzer-

rung.
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Diese drei Sédulen des mechanischen Modells werden nachfolgend im Rahmen der linea-
ren Elastizitétstheorie ausgefithrt und zur Beschreibung von Holz als ndherungsweise

transversal-isotropen Werkstoff explizit dargelegt.

Kinematik

Definition (materieller Korper). FEin materieller Korper B umfasse die Gesamtheit
aller materiellen Punkte, die durch die Oberfliche OB begrenzt sind.

Die Bewegung des materiellen Korpers wird durch die Bewegung seiner materiellen
Punkte beschrieben. Jeder Punkt wird in der Referenzkonfiguration zum Zeitpunkt
to durch einen Ortsvektor X (¢p) = X im euklidischen Raum E® identifiziert, siche
Abb. 2.1. Die Bewegung eines materiellen Punktes wird durch die Bewegungsfunktion
x dargestellt:

r=x(X,t)=X+u(t). (2.1)

Hierbei beschreibt & die momentane Position des Punktes, wahrend w(X,t) die Ver-
schiebung in Bezug auf die Referenzkonfiguration angibt. Diese Lagrangesche Beschrei-
bung ist in der Festkorpermechanik iiblich, da sie die Bewegung der materiellen Punkte

in Bezug auf ihre Ausgangslage verfolgt [34].

X

%Y
A

By

to

Abbildung 2.1: Schematische Darstellung der Referenz- und Momentankonfiguration

eines deformierbaren Korpers.

Der Deformationsgradient F beschreibt die lokale Dehnung und Rotation in der unmit-

telbaren Umgebung des materiellen Punktes:

_ XXt 0z 0 X tw) o, (2.2)

F 0xX 09X = 0X
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©

1
1
1

Abbildung 2.2: Schematische Darstellung der Wirkung des Deformationsgradienten

am Beispiel des Rechts-Strecktensors.

wobei H = Grad[u] = u;; e; ® e; der Verschiebungsgradient ist. Dies beschreibt eine
Kombination aus einer linearen Transformation und einer méglichen Translation, wo-
durch Geraden, Ebenen und Parallelititen erhalten bleiben, siehe Abb. 2.2. Da F auch

Rotation umfassen kann, ist F im Allgemeinen nicht symmetrisch.

Damit eine Deformation physikalisch zuléssig ist, muss die Jacobi-Determinante J =
det[F] strikt positiv sein, also J > 0. Dies garantiert die Invertierbarkeit des Deformati-
onsgradienten und verhindert somit unzuléssige Transformationen wie Volumenverlust,

Spiegelungen oder Selbstdurchdringungen des Korpers.

Um Streckung und Rotation in der Deformation getrennt zu analysieren, wird die polare
Zerlegung verwendet. Diese ist am Beispiel des Rechts-Strecktensors U in Abb. 2.2
dargestellt. Der Deformationsgradient F ist zerlegbar in das Produkt aus orthogonalem

Rotationstensor R € SO(3) und Strecktensor U:
F=R-U. (2.3)

Da F eine affine Abbildung ist, ist der Strecktensor U symmetrisch und positiv definit.
Er wird auch als Ma8 fiir die Verzerrung verwendet [34]. Dabei ist der Cauchy-Green-

Tensor definiert als:
C=F . F=(R-U"-R-U=U"-R"-R-U=U".U=U2, (2.4)

und wird z. B. im Green-Lagrange-Verzerrungstensor E genutzt:
1 1/t
E:i(C—l)zi(F -F—1>. (2.5)

Die Tensoren C und E sind immer symmetrisch.

Bei kleinen Deformationen geht der Green-Lagrange-Verzerrungstensor in den klassi-

schen linearen Verzerrungstensor & iiber. Durch Einsetzen von Gl. (2.2) ergibt sich die
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Darstellung:
1
E:§(HT+H+HT-H>. (2.6)

Fiir die Beschreibung kleiner Verformungen ||H||r << 1 kann der quadratische Anteil

HTH vernachliissigt werden, woraus der lineare Verzerrungstensor folgt:
1
e = Lin[Elu = ; (H + HT) = sym[H] . (2.7)

Diese Annahme wird auch als geometrische Linearisierung bezeichnet [34].

Gleichgewicht

Am betrachteten Korper wird die Einhaltung des mechanischen Gleichgewichts gefor-
dert. Dabei miissen die Gleichgewichtsbedingungen im Allgemeinen in der Momentan-
konfiguration betrachtet werden. Da sich sowohl die Orientierung der Flichennormalen
als auch die Integrationsbereiche B und 05 mit der Verformung &ndern kénnen, hangen
die Gleichungen auch bei elastischem Materialverhalten in der Regel nichtlinear von den
Verschiebungen ab [112]. Bei kleinen Verschiebungen und Dehnungen kénnen alle rele-
vanten Groflen auf die unverformte Referenzkonfiguration By bezogen werden. In diesem
Zusammenhang ist es zulissig, Anderungen der Oberfliche, der Normalenrichtungen
und des Volumens zu vernachldssigen, da deren Einfluss auf die Gleichgewichtsbedin-

gungen vernachléssigbar klein ist.

Ublicherweise erfolgt eine Herleitung iiber die Bilanzsiitze der Kontinuumsmechanik,
wie z. B. in WRIGGERS [112] beschrieben. Da in der Elastizitétstheorie ausschlielich
mechanisches Verhalten eines Korpers ohne zusétzliche physikalische Felder betrachtet
wird, reichen das Kriftegleichgewicht (Impulsbilanz) und das Momentengleichgewicht
(Drehimpulsbilanz) aus.

Satz (Impulssatz). Der Impulssatz besagt, dass die zeitliche Anderung des Impulses

%p = %(m &) = Y F gleich der Summe aller auf den Korper wirkenden Krdifte sein

muss.

Bleibt die Masse m konstant, ergibt sich daraus das 2. Newtonsche Grundgesetz in der

Form F = m &. Das Gleichgewicht fiir einen materiellen Koérper lautet dann:
/pz’édV:/de—l—/tdA, (2.8)
Bo Bo OBy

mit den D’Alembertschen Trigheitskriaften m & = p V &, der Massendichte p, den
Volumenkriiften b und der Oberfliichentraktion ¢. Das Cauchysche Spannungstheorem
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beschreibt, wie sich der wahre Spannungszustand in der aktuellen, verformten Konfi-
guration auf eine gegebene Schnittfliche oder den Rand projizieren liasst. Es stellt den
Zusammenhang zwischen dem Spannungstensor o und dem dort wirkenden Spannungs-

vektor t her:

(2.9)

Im Kontext der linearen Elastizitéit ist es zuléssig, den Cauchy-Spannungstensor fiir
das Gleichgewicht in By zu verwenden, da sich die Oberflichennormalen gegeniiber der

unverformten Lage nur unwesentlich dndern. Fiir das Gleichgewicht folgt:

/pa’édV—/de+/0'~ndA. (2.10)

Bo Bo 9By
Mithilfe des Divergenztheorems kann das Flédchenintegral {iber den Rand 0By in ein

Volumenintegral iiber By tiberfiihrt werden. Dadurch ergibt sich fiir das Gleichgewicht:

/p:'i:dV _ /(Div[O'] +b)dV
Bo Bo (2.11)

mit Divjo] =V .0 = ZZ?;

Dadurch werden die Randkréfte in das lokale Kriftegleichgewicht im Inneren des

(e;®ey) e =0ijje;.

Korpers iibertragen. Sie wirken dort als Quellen fiir die inneren Spannungen o. Fiir
einen im lokalen Gleichgewicht stehenden Korper bei rein statischen Untersuchungen

muss dann Div][o] + b = 0 gelten.

Neben dem linearen Kriftegleichgewicht muss ein mechanisches System auch das Mo-
mentengleichgewicht bzw. die Drehimpulsbilanz erfiillen, um vollsténdig im Gleichge-
wicht zu stehen.

Satz (Drehimpulsbilanz). Die Drehimpulsbilanz besagt, dass die zeitliche Anderung
des Drehimpulses TdtLO = %(@O cw) = Y. M beziiglich eines beliebigen Punktes O
gleich der Summe der Momente beziiglich des Punktes O infolge aller auf den Korper

wirkenden Krdfte sein muss.

Ist der Triagheitstensor @¢o beziiglich des Punktes O wie bei der linearen Elastizitét
nahezu konstant, reduziert sich die Beziehung analog zum 2. Newtonschen Gesetz zu
Mop=00 w.

Fiir einen materiellen Korper By in der Referenzkonfiguration lautet die integrale For-

mulierung der Drehimpulsbilanz dann:

/prtdA+/Xp><de:OeR3. (2.12)
(980 BO
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Hierbei bezeichnet Xp den Vektor des materiellen Punktes P beziiglich des Punktes
O. Beschreibt man diesen Vektor mit den Ortsvektoren X und X, ergibt sich durch

Einsetzen des Cauchyschen Spannungstheorems:
880 BO

Die Anwendung des Gaufischen Integralsatzes sowie der Produktregel auf das Ober-

fldchenintegral fithrt nach weiterer Umformung zur Darstellung:

:>B/2 axl[ skew[o] ] + (X — X o) (Div[o] +b) dV =0. (2.14)
o 0

Dabei ist axl[skew[o]] der axiale Vektor des schiefsymmetrischen Anteils des Span-
nungstensors. Fiir einen statischen Fall mit erfiilltem lokalen Kriftegleichgewicht, also

Div[o] + b = 0 folgt die Forderung:

ax][ skew[o]] = 0 = . (2.15)

Der Cauchy-Spannungstensor ist also symmetrisch.

Schnittebene

Abbildung 2.3: Darstellung eines Korpers in der Referenzkonfiguration mit Schnit-

tebene zur Veranschaulichung der lokalen Impulsbilanz nach dem Cauchy-Theorem.

Materialverhalten

Die bisher betrachteten Prinzipien der Kinematik und des Gleichgewichts liefern
die grundlegenden Gleichungen der linearen FElastizitétstheorie. Diese enthalten je-
doch mehr Unbekannte (15 in E3) als Gleichungen (9 in E®) und sind daher ohne

zusitzliche Materialgesetze unvollstéindig. Um ein Randwertproblem zu l6sen, kénnen
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daher zusétzliche Zusammenhénge eingefiihrt werden, die die 6 Spannungen mit den 6

Verzerrungen in Verbindung setzt — die Material- oder konstitutiven Gleichungen.

Diese Gleichungen miissen in der Elastizitdtstheorie grundlegende Anforderungen

erfiillen:

e Deterministik: Das Materialverhalten soll durch das Modell eindeutig vorhersag-
bar sein. Mechanische Reaktionen beruhen nicht auf Zufall, sondern folgen den
definierten NaturgesetzméfBigkeiten. Bei gleichen Belastungsfillen folgt dieselbe

Materialantwort.

e Lokale Wirkung: Der Spannungszustand in einem Punkt wird ausschlie§lich durch
die unmittelbare Umgebung beeinflusst und reicht aus, um das Verhalten zu

beschreiben.

e Materielle Objektivitét: Die konstitutiven Gleichungen miissen unabhingig von
der Wahl des Bezugssystems sein. Nur wenn sich Spannung und Verzerrung bei
einer Koordinatentransformation konsistent transformieren, ist das Materialge-

setz objektiv und physikalisch zuléssig:
Q- o-Q"=f(Q-e-Q"). (2.16)

Dieser Rotationstensor Q gehort dabei zur speziellen orthogonalen Gruppe SO(3)
und erfiillt die Bedingungen det[Q] = 1 sowie Q' - Q = Q- Q' = 1, was die
Orthogonalitdt und Lénge erhaltende, rein rotierende Wirkung ohne Spiegelung

beschreibt.

Basierend auf den genannten Prinzipien ldsst sich fiir linear-elastische Materialien ein

konstitutives Modell formulieren, das auf einem skalaren Energiepotenzial beruht.
Es existiert eine skalare Tensorfunktion W (e), die als freie Energiefunktion bezeichnet
wird. Die zugehorige Spannung ergibt sich dann durch:

_ OW(e)
o= 5"

(2.17)

Die Energiefunktion W ist somit das Potenzialfeld des Spannungstensors. Die Span-
nung hingt nur vom aktuellen Zustand der Verzerrung ab - jedoch nicht von der De-
formationsgeschichte oder -geschwindigkeit. Durch eine weitere Ableitung lisst sich der

vierstufige Materialtensor definieren:

do  0’°W(e)
C=5 =55, (2.18)
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wodurch sich in der linearen Elastizitétstheorie ein linearer Zusammenhang zwischen

Spannung und Verzerrung ergibt:

o=C:e= Cijklgkl € ¥e;. (2.19)

Im euklidischen Raum E? enthélt der Materialtensor 3* = 81 Eintriige. Da der Cauchy-
Spannungstensor ¢ = ¢! — wie in GI. (2.15) gezeigt — symmetrisch ist und auch der

lineare Verzerrungstensor € = £ per Definition Gl. (2.7) symmetrisch ist, gilt
Eij = Eji, Oij5 = 0jj - (2.20)

Dadurch reduziert sich die Anzahl der unabhingigen Eintrige in C auf 62 = 36. Die

Indizes konnen dabei nach dem Schema:
Cijkt = Cjitt = Cja = Cijik (2.21)

vertauscht werden. Daher darf z. B. eine Indextransformation, wie bei der Voigt-

Notation oder der Nye-Notation mit:

11—=1, 22—-2, 33— 3,

(2.22)
12—4, 13 -5, 23 -6,

verwendet werden. Da auch die Reihenfolge der Ableitungen vertauschbar ist, besitzt
der Materialtensor in der Nye-Notation eine Symmetrie [99]:

Chiny — 8Uij . ow . ow . 0oy
gkt = 8€kl B 8€¢j6€kl N &ekl(‘kij N 861']'

= Chiij - (2.23)

Fiir den Fall ij = kI und unter Verwendung der Definition Gl. (2.22) ergeben sich sechs

Eintriage auf der Hauptdiagonalen des Materialtensors in Nye-Notation:

- N
Cii1 Crizz Crizz Ciiiz Ciniz Crizs

Co222 Ca33 Ca212 Ca213 Co223

Cs333 Cs312 C3313 (3323

Cop = . (2.24)

Ci212 Ci213 Cia23

sym. Ci313 Ci323

Ca323

Fiir ein linear-elastisches, homogenes Material ergeben sich dadurch (62 —6)/2+6 = 21
unabhéngige Koeffizienten. Eine weitere Reduktion dieser 21 unabhéngigen Eintrige

liasst sich durch die Einfiihrung von Materialsymmetrien erreichen [26, 36].

Die detaillierten Eigenschaften der zugehorigen freien Energiefunktion W sind dann
durch diese Materialsymmetrien der Funktion definiert, die in Abschnitt 2.3 zunéchst

fiir Isotropie und dann in Abschnitt 2.4 fiir transversale Isotropie identifiziert werden.
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2.2 Irreversible Eigendehnungen

Rein elastische Materialien verformen sich unter Krafteinwirkung reversibel. Wirkt eine
duflere Belastung, verformt sich das Material und bei Entlastung kehrt es vollsténdig
in den Ausgangszustand zuriick — es treten keine bleibenden Dehnungen (e = 0) oder

Spannungen (o = 0) auf.

Eigendehnungen sind kinematische Zwangszustdnde eines Korpers, die auch ohne
dufere Belastung Spannungen erzeugen. Sie entstehen infolge irreversibler Vorginge,
beispielsweise bei Plastizitéit durch mikroskopische Verschiebungen des Materialgitters
infolge Uberschreitung der Streckgrenze oder wie in dieser Arbeit durch den Zuwachs,

die Streckung und die anschlieende Festigung der Form neuer Zellen in der Holzmatrix.

Es wird eine irreversible Eigendehnung €g eingefiihrt, wie sie etwa in der additiven
Plastizitatstheorie verwendet wird [64]. Die Gesamtdehnung setzt sich dann aus einem

elastischen Anteil und inelastischen Eigendehnungen zusammen:
€ges = €l T €0 - (2.25)
Die zugehorigen Spannungen ergeben sich aus dem konstitutiven Gesetz:
0=C:eq=C: (gges — €0) - (2.26)

Auch im unbelasteten Fall — d. h. wenn die gesamte Dehnung allein aus der Eigendeh-
nung besteht — kénnen infolge inkompatibler Randbedingungen Eigen- bzw. Restspan-

nungen entstehen, die lokal im Gleichgewicht stehen:

Div[C : (gges — €0)] +b=10. (2.27)

Solange das Materialverhalten linear-elastisch bleibt und die Eigendehnungen nicht
wie in der Plastizitét inkrementell tiber eine FlieSbedingung bestimmt werden miissen,
sondern z. B. durch Messung oder Modellannahmen vorgegeben sind, kann die lineare
Elastizitatstheorie auch fiir die Beschreibung von Eigenspannungen verwendet werden.
Die Linearitét und Reversibilitdt des Stoffgesetzes bleibt dabei erhalten — irreversibel
ist allein der geometrisch vorgegebene, inelastische Verzerrungsanteil. Daher wird hier

weiterhin linear-elastisches Materialverhalten betrachtet.

2.3 Isotrope linear-elastische Materialien

Die Kinematik liefert eine Grundlage zur Identifikation der Materialsymmetrien. Es sei

eine Starrkérperbewegung innerhalb der Referenzkonfiguration durch eine Translation
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um y und eine Rotation mit dem orthogonalen Tensor Q, Q' Q=1 beschrieben, siehe
Abb.2.4:

X=y+Q-X =>X=Q" - (X-y). (2.28)

X

—

u(X,t)

Abbildung 2.4: Einfiihrung einer Starrkérperbewegung der Referenzkonfiguration.

Die Momentankonfiguration B wird von By iiber die Bewegungsfunktion x erreicht:
x=x(X,1). (2.29)

Da sich bei einer reinen Starrkorperbewegung keine Deformationen ergeben, folgt der
Deformationsgradient F ausschlieBlich aus dem Rotationsanteil Q:
Ix(X,t) dx X dxr Q' -(X —y)

= 7 = =22 2 T F.Ql. 2.30
0X 0X px 0X 0X (2:30)

>

Nach einer Starrkorperbewegung geméfl Gl. (2.30) transformiert sich der rechte Cauchy-

Green-Tensor C wie folgt:

F=(F-Q")T-F-Q"=Q-C-Q7, vQesS0(®). (2.31)
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Da der Green-Lagrange-Verzerrungstensor E als Funktion von C definiert ist:

E— % (é - 1) , (2.32)

ergibt sich seine Transformation unter einer Starrkdrperbewegung direkt als:
E=Q-E-Q'. (2.33)

Die Invarianz der Einheitsmatrix 1 unter orthogonalen Transformationen Q - 1 - Q' =1
sichert hierbei die Korrektheit der Beziehung. Unter geometrischer Linearisierung ergibt

sich dann:

£=Q-¢-Q". (2.34)

Fiir ein isotropes Material muss die gespeicherte Energie unabhéngig von der Orientie-
rung des Korpers sein. Dies bedeutet, dass die Forménderungsenergiedichte W (e) inva-
riant bleibt, obwohl die Referenzkonfiguration durch eine beliebige Starrkérperrotation

verandert wurde:

W(e)=W(E)=w(Q-£-Q"). (2.35)

Gilt die Bedingung Gl. (2.35) fiir alle Rotationen Q € SO(3), so handelt es sich um ein
isotropes Material. Ist die Invarianz lediglich fiir eine Untergruppe gr C SO(3) erfiillt,
liegt ein anisotropes Material vor. Die in Gl. (2.35) formulierte Isotropiebedingung wird
erfiillt, wenn die Forménderungsenergiedichte W ausschliellich von den Hauptinvari-
anten von € abhéngt. Diese bleiben unter einer Koordinatentransformation Q € SO(3)
unverindert und lauten im euklidischen Raum FE3:

Lo=tr(e), I— % (6r2(e) — tr(e?) , I = det[e]. (2.36)

Im Rahmen der linearen Elastizitét ist die Energiedichte eine quadratische Funktion der
Verzerrung. Da die Hauptinvariante I3 von dritter Ordnung in ¢ ist, bleibt diese Inva-
riante unberiicksichtigt. Eine Alternative zu I bietet die ebenfalls rotationsinvariante

Skalargrofie
Jo = tr(e?) . (2.37)

Aufgrund der Bezichung I, = %(I% — J2) konnen beide Grofien dquivalent verwendet
werden. Die Energie kann dann ausschliefflich als Funktion der Invarianten I, Jo formu-
liert werden: W (/I (g), J2(€)). Sie hdngt somit nur von den Invarianten der Verzerrung

ab und ist daher unabhéngig von der Orientierung des Materials im Raum.
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Das klassische Hookesche Gesetz der linearen Elastizitét erfiillt diese Kriterien mit [99]:

A
W(e) = ptr[e?] + §tr[e]2 . (2.38)
Die Spannungen ergeben sich dann zu:
ow
o= (e) = 2ue + Atre]l (2.39)
oe
Oij = 2u €ij + A Emmdij . (2.40)

Damit beschrianken sich alle Eintrige im Materialtensor C letztendlich auf diese zwei

Lamé-Konstanten p und A:

00, 0 0
Cijri = 2 = — (2p€ij) + =— (Nemmdij) = 20 0i8j; + A 1045 2.41
* = g, 85kl( M6J>+85kl( Emmij) = 2{16ik0j1 + A 610ij (2.41)
C=2ul+A1®1. (2.42)

Hierbei ist I der Einheitstensor vierter Stufe: I = 6;,0,; €; ® e ® e}, ® e;.

2.4 Transversal-isotrope linear-elastische Materialien

Phinomenologische Spannungs-Dehnungs-Formulierung

Ausgehend von einer direkten Spannungs-Dehnungs-Beziehung, wie sie sich auch aus ex-
perimentellen Beobachtungen ergeben kann, werden die Komponenten in Nye-Notation
in einer kartesischen Basis formuliert. Als Grundlage dient ein orthotropes Material-
verhalten, bei dem das mechanische Verhalten entlang dreier bevorzugter, orthogona-
ler Richtungen unterschiedlich ausgeprégt ist. Die zugrunde liegende Symmetriegrup-
pe gr beschreibt alle Transformationen, unter denen sich das Materialverhalten nicht

verandert. Fiir Orthotropie lautet diese Gruppe:
9r=1{-1,Q7,Q3} . (2.43)

wobei o QT die Drehung um die 1-Achse um 7,

e Qj die Drehung um die 2-Achse um m,

e —1 eine Inversion (Spiegelung an allen Achsen)

e Q3 mit QF = Q7 - Q3 die Drehung um die 3-Achse um 7 beschreibt.
Diese Einschrankung reduziert die Anzahl der unabhingigen Materialparameter. Bei
orthotropem Materialverhalten enthélt die Nachgiebigkeitsmatrix 9 Konstanten und es
gelten die Relationen:

Vi V21 13 V31 V23 V32

Tl 7ed = = . 2.44
E, Ey,  FE, E3 E, F; (244)



2.4 Transversal-isotrope linear-elastische Materialien

23

esp | €3
i
i
|
i
) R o—a 4. ......... —_
!
|
__________________________________ _ Y Sy /A——
| ! | €2 n < e
i - - e =" —> ot —>
ARy N Y . . .. |
______ :-L\ /, e — e //
A1
—_— _(._. ] ’_ ..... —_
€1

(a) Orthotropes Material (b) Transversal-isotropes Material

Abbildung 2.5: Innere Struktur und Symmetrieachsen der Richtungsabhéngigkeit des

Materials im Basissystem e, es, es.

Es verbleiben drei Elastizitdtsmoduln E sowie drei Schubmoduln G und drei Querkon-

traktionen v:

ro1 Vo1 v31 T
- By g
o Eq {52 E3 r
1 2 1 V32 0 0 0 11
€22 Ey Ey Es 022
_ns vz 1 0 0 0
3 _ | B Ey  Ej ) 733 (2.45)
2e12 0 0 0 e 0 0 T12
12
2e 1
13 0 0 o 0 — o |]|™
_2823_ G13 1 _7'23_
0 0 0 0 0 e
L Ga3

Wéihrend die Schubmoduln mit der Einheit der Spannung behaftet sind, ist das Maf
der Querkontraktion dimensionslos. Die Querkontraktionszahl v;; ist definiert als das
negative Verhiltnis der in j-Richtung gemessenen Dehnung ¢;; zur in ¢-Richtung auf-
gebrachten Dehnung €;;:

—" (246
Die einzelnen Materialkonstanten aus Gl. (2.45) lassen sich durch geeignete Experimen-
te bestimmen. Im Spannungs-Dehnungs-Verhéltnis bei einem homogenen Zugversuch in

die 11-Richtung berechnet sich beispielsweise eine Dehnung in die 22-Richtung demnach

durch:

V12
€22 = ——/ 011 -

o (2.47)
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Die transversale Isotropie ist ein Sonderfall der Orthotropie. Es gibt gegeniiber der
Orthotropie nur eine Vorzugsrichtung. In alle anderen Richtungen orthogonal zur
Primérachse ist das Verhalten rotationssymmetrisch. Diese erhohte Symmetrie zeigt

sich in einer erweiterten Symmetriegruppe:
gr = {_lanng} . (248)

Statt einer Rotation um 7 ist eine beliebige Drehung 5 € [—m, 7] um die Achse der
Vorzugsrichtung erlaubt. Diese rotationssymmetrische Eigenschaft bedingt, dass das
Material in Radial- und Tangentialrichtung identisches mechanisches Verhalten zeigen
muss. Liegt die Faserrichtung des transversal-isotropen Materials in e;-Richtung des
kartesischen Koordinatensystems, wie in Abb. 2.5b, ergeben sich folgende Symmetrie-

bedingungen:
Ey=FE3, Gi2=Gi13, vig=vi3=vV, Vo =1U31, U93=1U3. (2.49)

Diese Symmetrien erméglichen eine Neubezeichnung der Materialparameter entspre-

chend ihrer Richtung:

e Longitudinal zur Faserrichtung:
E| = Ej, Gig = G13 = GL, (2.50)

e Transversal:

Ey=FE3=Fr, Ga3=0Gr,
By (2.51)

Vig =Vi3 =VLTr, V21 =V31 =VTL = Ef y V23 =V32 =VTT .
L

Durch die Isotropieannahme in der Querschnittsebene ergibt sich fiir den Schubmodul
Gt die Beziehung:
Er Er
Gr=————>vpr=——-—1. 2.52
T 2(1 4+ vrr) T 2GT ( )
Damit l&sst sich die Spannungs-Dehnungs-Beziehung in der e;-Ausrichtung folgender-

maflen schreiben:

r 1 LT VLT T
L )

T Ey,  EL Er, F T
en 1 v 0 0 0 11
€922 Er {ET 092

— 0 0 0
€33 E 033
| = T . (2.53)
€12 — 0 0 012
G1,
2e13 sym 1 0 013
_2823_ GL 1 | 023 |
i G



2.4 Transversal-isotrope linear-elastische Materialien 25

Das mechanische Verhalten eines transversal-isotropen Materials ist demnach
vollstéandig durch fiinf unabhéingige Materialparameter beschrieben: Er,, Et, vir, GL
und Gr.

Die Spannungs-Dehnungs-Beziehung in Gl. (2.53) ist unter Einhaltung folgender Stabi-

litatskriterien invertierbar:

Ey, Er,Gr, Gt >0

| E,

|I/TT| < ]., ‘VLT| < E7T
Er

< JE—

oLl <4/ B

1—VLT1/TL>O,1—M2FT>O

(1 —vpr —2vppvrL) (1 4+ vpr) > 0.

Durch eine Invertierung ergibt sich die Beziehung:

o11 C11 2VLT(/\ + GT) 2VLT(/\ + GT) 0 0 0 €11

099 A+ 2GT A 0 0 0 €99

o A+ 2G 0 0 0 €

33| _ T 33 ’ (2.54)

0192 GL 0 0 2612

013 Synml. Gy, 0 2e13

| 023 i Gr| |2e23]

. VLTVTL + VTT 1—vpr
mit A\ = Er und Cq1 = Er, .
(1= vrr — 2vipvrn) (L + vor) R T e Ve T

Neben der phénomenologischen Spannungs-Dehnungs-Formulierung ldsst sich das
linear-elastische Materialverhalten transversal-isotroper Werkstoffe auch aus einer inva-

riantenbasierten Herleitung auf Grundlage des linearen Verzerrungstensors beschreiben.

Energiepozentialbasierte Formulierung der transversalen Isotropie

Ein  transversal-isotropes  Materialverhalten liegt dann vor, wenn die
Forménderungsenergie unter einer eingeschrinkten Gruppe von Rotationstenso-
ren invariant bleibt. Diese Symmetriegruppe lautet gp = {—I,Qf ,Q3} [36]. Dabei
beschreibt Qf alle Drehungen um die Faserrichtungsachse mit 5 € [—m, 7|, wihrend

Q7 5 Drehungen um eine zur Faserachse senkrechte Achse umfasst — beide beeinflussen
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die Energie nicht. Der Tensor —1 steht fiir eine Inversion aller Raumrichtungen, die

nicht zur Gruppe SO(3) gehért.

Um die bevorzugte Materialrichtung in einem transversal-isotropen Werkstoff zu er-
fassen, wird in der Referenzkonfiguration ein Einheitsvektor ag eingefiihrt. Dieser be-
schreibt die Orientierung der Faserstruktur in By. Deformationen transformieren ag in

die Momentankonfiguration a geméf:
aa(z,t) =F(X,t) - ap(X), (2.55)

wobei « als Streckverhiltnis bezeichnet wird [42]. Um die Anderung dieser Faserlinge
quantifizierbar zu machen, wird das Quadrat der Streckung in Bezug zum Green-

Lagrange-Verzerrungstensor gesetzt:

1 1
5(2—1):§(aO.FT-F-a0—1):aO-E-ao. (2.56)

Fiir kleine Deformationen gilt E =~ €, sodass sich der Ausdruck vereinfachen lisst zu:

1
5(042 —1)=ap-e-ap. (2.57)

Zur kompakten Darstellung werden oft sogenannte Strukturvariablen verwendet — im

Fall der transversalen Isotropie ist dies der symmetrische Tensor zweiter Stufe M [36]:
M=ay®ag. (2.58)
Damit ldsst sich Gl. (2.56) auch als Spurformulierung schreiben:
Lo o
i(oz —1) =tr[e-M]. (2.59)

Die Forméanderungsenergie hangt dann nicht nur von der Verzerrung &, sondern auch

von der Strukturvariable M ab:
W =W(e,M). (2.60)

Diese Energieformulierung muss invariant gegeniiber Transformationen aus der Symme-
triegruppe gr des Materials bleiben. Wird das Material samt Faserrichtung mit einem

Rotationstensor Q € gr gedreht, ergibt sich fiir die Faserrichtung a9 = Q - ag.

Es werden zusétzliche sogenannte Pseudo-Invarianten benétigt, um die Ausrichtung des

Korpers in der Forménderungsenergie zu beschreiben:

14(8, ao) =ap-&€-ag—= tr[s : M] y I5(£,a0) =agp- 82 -apg = tI‘[82 : M] . (261)
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Die Invarianten [, Iy bzw. Jy sowie I3 sind die unter der Rotationsgruppe SO(3) in-
varianten Hauptinvarianten des Verzerrungstensors im euklidischen Raum E3, siche
Gl. (2.36); im linearen elastischen Fall geniigt die Abhéingigkeit der Energiedichte von
11, Jo. Die freie Energie fiir ein transversal-isotropes, linear-elastisches Material lautet
dann:

W =W (e, M) = W(Ii(), Jo(e), 1(e, ao), I5(€, ao)) - (2.62)

Die Deformationsenergie kann auch direkt in Abhéngigkeit der linearen
Verzerrungstensor-Komponenten ¢;; angegeben werden. Hierzu wird die Ener-
giedichte W (e, M) als Summe der integrierten Spannungskomponenten iiber die

Verzerrungskomponenten ausgedriickt:
W(&, M) = Z/O‘ij . d€ij . (2.63)

Die Spannungs-Dehnungs-Beziehung in Nye-Notation lautet, vgl. Abschnitt 2.4:

- 4N AN 9N

o11 Ci Ci2 Ciz3 0 0 0 €11

022 Cy (O 0 0 0 €99

C 0 0 €
o=Cle= 7% = 5 5 (2.64)

0192 C44 0 0 2812

013 sym. 055 0 2613

| 023 | i Ces | |2e23]

Durch Integration der Spannungen iiber die entsprechenden Dehnungen ergibt sich:

1 2
o11 -depy = 5011611 + Cr2e11622 + Ch3e11€33

1 2
o9z - degg = 5022822 + Ca1822e11 + C23e22€33

1 2
033 - desz = 5 C33e33 + C31633611 + Cs2€33€02

2

(2.65)

o12 - derg = Cely

2
013 - de1z = Csse13

2
023 - deag = Cgpeng -

— e S — —

Unter Beriicksichtigung der Hauptfaserrichtung ag e; liegt die entsprechende Material-

symmetrie vor und es gilt:

Ciy =Cs5, Cra=0C13=0C9 =0C3, Cop=0C33. (2.66)
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Damit ergibt sich die Forménderungsenergie als Summe dieser Anteile:

1 1
W(E) :QCH 8%1 + §C22 (6%2 + 833) + 2C665232 + Cy3e99e33 (2 67)

+ C12 (e22 + €33) €11 + 2Cus (212 + €13%) .
Mithilfe der Beziehung Cgs = (Caa—C23)/2 und der ersten binomischen Formel entsteht

die Umformung;:

1 1
Wi(e) 25011 en® + §C22 (222 + €33)% + (Caz — Ca2) (e22633 — £237) (2.68)

+ Ci2 (92 + €33) €11 + 2044 (£12% + €13%) .

Auch hier lassen sich die Invarianten und Pseudo-Invarianten der transversalen Isotro-
pie fiir eine in e; ausgerichtete Faserrichtung mit der Strukturvariable M = e; ® ey

identifizieren:
=& = €11 + €22 + €33,

]
tr[e®] = egjeji = €1 + €39 + €33 + 2615 + 2655 + 2633,
(2.69)
]
]

Die Energiefunktion fiir Isotropie wird zunichst in Abhingigkeit der Invarianten des

linearen Verzerrungstensors betrachtet:

W ()i =2 (tr]e])2 + px[e?]

2
A
= (2 + M) (e11 + €22 + €33)° (2.70)

+ 2//0(5%2 + 5%3 + 6%3 — €11€22 — £11€33 — £22€33) -
Eine Aufteilung der Anteile fiir die transversal-isotrope Ebene 2-3:
W (e)iso == (tr[e])? + ptr[e?]
=— (A +2p) (222 + £33)° + 2u(e53 — €22633)

1
5 (A +2u) (5%1 + 2e11€922 + 2€11€33) + 2#(8%2 + 5%3 — £11€22 — £11€33)

(A +2p) (222 + £33)° + 2u(e53 — £22233)

+ N = + N = o >

1
5 (A +2p) ety + A(eaz +es3)ens + 2u(ely +e1s) |
(2.71)

zeigt bereits an dieser Stelle, dass sich das Material in dieser Ebene isotrop verhélt.

Dies wird durch die Materialparameter:

Coy=C33 =A+2ur bzw. (o =Cs33=A+2GT (2.72)



2.4 Transversal-isotrope linear-elastische Materialien 29

sowie durch die Beziehung:
(022 — 023) = 2ur (2.73)

bestétigt. Diese Zusammenhénge entsprechen der Definition der Spannungs-Dehnungs-
Beziehung aus Gl. (2.54). In der bisherigen Formulierung ist jedoch zu viel Schubenergie

in Faserrichtung enthalten, da sich der folgende Anteil bereits in der Energie befindet:

2ur tr[£2M] = 2ur 8112 + 2u7 (6122 + 8132) . (274)

2 muss daher mit anderen Invarianten verrechnet werden. Weiterhin

Der Term —urenn
muss der gleiche Anteil fiir die Faserrichtung mit dem Schubmodul fiir die Longitudi-

nalrichtung ergénzt werden:
9 20 ] 2 2 2
UL, tr[s M] =2uren” + 2uL (612 + €13 ) . (275)

Vergleicht man diesen Ausdruck mit Gl. (2.68), so lisst sich direkt erkennen, dass fiir den
Materialkoeffizienten Cyy = p1, gilt. Zusétzlich muss der Anteil +2pu1, £112 verrechnet

werden. Es ergibt sich durch diese Betrachtung erneut die bekannte Beziehung;:
Co =C33 = A+ 2ur . (2.76)

Die zuvor beschriebenen Maflnahmen passen die Schubanteile der 2-3 Ebene einer
vollstandigen Isotropie so an, dass sie zu einer transversal-isotropen Materialantwort

passen. Die resultierende korrigierte Form der Deformationsenergiedichte lautet:

W (€)4r,is0,shear Zg(tr[s])2 + pr tr[e?] 4+ (2ur — 2u1)tr[e2M]
:% (X + 2p7) (822 + £33)% + 2ur(e55 — €22€33) (2.77)

+ % (A +2p1, — pr) €1y + 2 (e + €73) + Aoz + e33)en1 -
Um die Querschubverzerrungen in Faserrichtung sowie die Verzerrungsenergie entlang

der Faser korrekt zu erfassen, miissen weitere Terme in die Deformationsenergiedichte

aufgenommen werden.
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Diese zusatzlichen Anteile sind:

e Ein Querschub-Term fiir die Faserrichtung:
a tr[eM]tr[e] , (2.78)

der die Wechselwirkung zwischen der durchschnittlichen Dehnung und der Deh-
nung entlang der Faserrichtung beschreibt.

e Ein Verzerrungsenergie-Term fiir die Faserrichtung:
b
3 (tr[eM])? | (2.79)

der die rein longitudinale Verzerrungsenergie entlang der Faser erfasst, welche un-
abhingig von den anderen Spannungs-Dehnungs-Kopplungen betrachtet werden

muss.

Mit den zuvor eingefiihrten zusétzlichen Termen fiir die Querschubverzerrung in Faser-
richtung und der Verzerrungsenergie entlang der Faser ergibt sich nun die vollstédndige
Form der Deformationsenergiedichte fiir ein linear-elastisches transversal-isotropes Ma-

terial:

A
W(S)tr,iso - 5

+ a tr[eM]tr[e] + g (tr[eM])?

(tr[e])? + por tr[e?] + (2pr — 2p1)tr[e*M]

1
25 ()‘ + QIUT) (522 + E33)2 + 2#T(€%3 — 622633) (280)
1
+ 5 (b4 20+ A+ 2, — pm) €7,

+2p1(efy +€l3) + (a + A)(e22 +ess)en -
Diese Energiefunktion beschreibt vollstindig die elastische Reaktion eines transversal-
isotropen Materials, indem sie sowohl die Isotropie in der transversalen Ebene, als
auch die Richtungsabhingigkeit der Faserorientierung beriicksichtigt. Hier lassen sich
nun auch die verbleibenden Materialkonstanten fiir die Primérrichtung (Faserrichtung)

identifizieren. Diese ergeben sich als:

C'n:b—i—Za—l—)\—l-QML—uT, (2.81)
Cio = (a + )\) . (2.82)

Zur Bestimmung der Spannungen wird die fest vorgegebene Materialstruktur M =
ag ® ag nicht variiert. Daher ergibt sich der zweistufige Cauchy-Spannungstensor allein

aus der partiellen Ableitung der Deformationsenergie nach den Verzerrungen:

o= oW (e,M)  0W(e) ol n oW (e)dJo OW(e)dly OW(e)dls

Oe oL, O¢ dJs O¢ oI, 0O¢ ol; e

(2.83)
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Hierbei lauten die Ableitungen der Invarianten:

8[1 8t1‘[8] 88@@

Y = 3. ©o = dop €0 =1 5

9e D6 (%Ope ® ep p €o & €p

6J2 8tr[s2] 8&' €41

g = e = 85]0: € Re,= (5i05jp5ji + 5ij5j05ip) €, ey = 2¢,

ol otr[eM Ocii M;

(9784 - ra[i ]: Eﬁjsop] €0 ® ey = SidjpMjie, 0 e, =M =M, (2.84)
0I5 8tr[£2M] Oeij 88]‘k

O¢ Oe 8€Op€]k + i Deop ki €0 & €p

O

= (Mj,—i,s;p +5IZ-M,;) e, ®e,=Me+eM.

Mit den aufgelosten Ableitungen ergibt sich:

oW (e)
_ —rfe]l + 2 2ur — 2u1)(Me + eM
0 = —5— =Atr[e]l+ 2ure + (2ur — 2u1)(Me + eM) (2.85)

+ a (tr[e]M + tr[eM]1) + btr[eM] M .

Weiterhin kann durch Ableitung des Spannungstensors nach dem linearen Verzerrungs-

tensor der vierstufige symmetrische Materialtensor fiir transversale Isotropie bestimmt

werden:
0
Cy = (‘TG “A1®1) +2ur]
) 0(Me 4 M) (2.86)
+b(M®M)+(2MT—2ML)T+G(M®1+1®M).
Mit A(e) = Me + €M gilt in Indexnotation
0A;;
L= Mipbj + 6 My . (2.87)
e

2.5 Ausrichtung des Materialtensors

Um die richtungsabhéngigen Materialeigenschaften korrekt abzubilden, ist es notwen-
dig die Orientierung des Materials im Raum durch eine Rotation der kartesischen Basis
e; in ein lokales Materialkoordinatensystem d; zu beschreiben. Dabei reprisentiert ag
die Hauptfaserrichtung des Materials, gemessen im globalen (kartesischen) Koordina-

tensystem:

apg = (ao)i €; . (288)
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Das lokale Materialkoordinatensystem d; ist mit d; = ag in die Hauptfaserrichtung

ausgerichtet.

€1

Abbildung 2.6: Lokales Rechtssystem di, d2, ds entlang der Stammrichtung d; = ayp.

Da die Richtungen von dz und d3 bis auf die Orthogonalitédtsbedingungen frei gewahlt
werden konnen, wird dy in der (e, ez)-Ebene so definiert, dass es senkrecht zu e
steht. Dies entspricht der Konstruktion eines rechtshindigen Koordinatensystems, vgl.
Abb. 2.6. Die Richtung von dy wird iiber das Kreuzprodukt von e3 mit d; bestimmt
und anschliefend normiert:

€3Xd1

do = ——.
2 ’83Xd1‘

(2.89)

Ist dy parallel zu ez, verschwindet das Kreuzprodukt. In diesem Fall wird ds mithil-
fe eines alternativen Hilfsvektors (z. B. e;) orthogonal zu d; konstruiert. Der dritte

Richtungsvektor ds ergibt sich tiber das Kreuzprodukt:

d3 = d1 X dg . (290)

Damit ist das rechtshindige lokale Basissystem di, ds, d3 vollstindig bestimmt. Auf
dieser Grundlage kann ein Rotationstensor Q € SO(3) definiert werden, der die eukli-

dische Standardbasis eq, es, es in das lokale System iiberfiihrt:
Q=d;Re;=di1Re; +dyRes+d3Res.
Die Komponenten des Rotationstensors lassen sich definieren {iber:

Qumn =€m-dy, =dy - e, . (2.91)

Obwohl das Skalarprodukt kommutativ ist, muss die Reihung der Indizierung strikt

eingehalten werden, denn i.A. gilt: Qun # @Qnm. Daraus folgt die Darstellung der
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Drehvektoren:

In der Drehmatrix Q,,; sind die Komponenten der Drehvektoren d; beziiglich der kar-
tesischen Basis e, enthalten. Fiir ein linear-elastisches, transversal-isotropes Material

lisst sich die Spannungs-Dehnungs-Beziehung in E3 wie folgt:
0=Cy:e (2.93)

formulieren, wobei o sowie & zweistufige Tensoren in R3*3 sind und der Materialtan-
gententensor Cy; in R3*3X3%3 Jiegt. Im faserausgerichteten Basissystem beschreiben die

Komponenten des Materialtangententensors:
Co=Cl udi®wd ©dy@d, (2.94)

die elastischen Eigenschaften des Materials. Im Bezug auf die Holzmatrix wird dabei die
Hauptfaserrichtung entlang der priméaren Wachstumsrichtung orientiert. Die Kompo-
nenten des Cauchy-Spannungs-Tensors im kartesischen Basissystem ergeben sich durch

die Transformation:

0=Chie=Cl,di®d@dy@d;: eppen®e, (2.95)

- CtHl ijkl Qoi Qpj @mk Qni Emn €0 D €p.

Hierbei beschreibt Q den orthogonalen Transformationstensor, der die Materialmatrix
in das kartesische Basissystem iiberfithrt. Die daraus resultierenden transformierten

Komponenten lauten:

Cti — CtHl ijkl Qoi ij ka in € ® €p @en @ en,. (2'96)

mit den Komponenten des Materialtensors der transversalen Isotropie in der kartesi-

schen Basis:

Cti mnop — Cl‘l ijkl Qmi an on Qpl . (297)

Durch diese Transformation werden die Materialeigenschaften aus dem faserorientierten
lokalen System in das globale kartesische Bezugssystem iiberfiihrt, wo Spannungen und

Verzerrungen betrachtet werden.
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2.6 Riickfithrung auf 2D

Auf Grundlage der zuvor beschriebenen Transformation kann nun eine Reduktion des
Materialtensors auf einen ebenen Verzerrungszustand (EVZ) erfolgen. Die Reduktion

auf den ebenen Verzerrungszustand kann wahlweise:

(i) in der faserorientierten lokalen Basis durchgefiihrt und anschlieflend iiber eine
Transformationsmatrix in das gewiinschte globale Bezugssystem iiberfithrt wer-
den, oder

(ii) durch direkte Rotation der 3D-Steifigkeitsmatrix in das globale System, gefolgt

von der Eliminierung der Verzerrungskomponente €33 erfolgen.

Beide Vorgehensweisen sind dquivalent. Weiterfithrend wird Option (i) verfolgt. Eine

vergleichbare Darstellung findet sich in ALTENBACH ET AL. [3].

Die Reduktion auf den EVZ erfolgt zunichst in der faserorientierten Basis (dy, ds).
Die mit einem Strich gekennzeichneten Gréflen (') beziehen sich hierbei auf die loka-
le, faserausgerichtete Basis (dj, d2,ds). Die Spannungs-Dehnungs-Beziehung in dieser

lokalen Basis lautet in Nye-Notation:

N
ol Chi Cip O €11
05| = [Cla Cy 0 €99 | - (2.98)
o1y 0 0 Cy 2¢!4
c,
Weiterhin gilt im EVZ mit ¢4y = 0:
O'ég = 013 6/11 —+ 023 5/22 s 0'13 = 0 s 0'53 = 0 . (299)

Fiir eine Drehung um eg mit dem Winkel 6 zwischen (di,d3) und (e, e2) ergeben
sich die Spannungs- und Dehnungsvektoren in der kartesischen Basis aus den 2D-

Transformationsmatrizen T°(#) und T¢(0):

o=T%0)o, e=Th)e . (2.100)
Damit folgt fiir die Steifigkeitskomponenten in der kartesischen Basis:

Catonar(0) = TE(6) T Cl. T2(6) . (2.101)

Die lokale EVZ-Matrix C,Ui besitzt aufgrund der Orthotropie in der faserorientierten
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Basis nur vier Eintrige:
!
Ch
!
&
!
Cy
!
_012

Die Transformation in die globale Basis kann daher auch als lineare Abbildung von
den reduzierten lokalen Steifigkeitskomponenten auf die entsprechenden globalen Stei-

figkeitskomponenten formuliert werden:

C11(0) ct st 45%c? 252c?

C22(0) st ct 4c?s? 2c2s? -Ch-

C14(0) _ 2s? ?s? (c? — s?)? —2c%s? Chy (2.102)
C12(0) c?s? c2s? —4c?s? ct + st Ll

C14(0) A3s  —csd —2cs(c? —s%) —es(c?—s%)| | O,

| Coa(0) | i csd  —c3s  2es(c? — %) ces(c? —s?) | -

mit den Abkiirzungen ¢ = cos(f), s = sin().

2.7 Richtungsabhidngigkeit der Materialparameter

Die Richtungsabhéngigkeit der fiinf Materialparameter eines transversal-isotropen
Werkstoffs ldsst sich durch die Drehung einer virtuellen Materialprobe im Raum ver-
deutlichen. Dabei dient das Kugelkoordinatensystem als geeignete Grundlage zur Be-
schreibung beliebiger Rotationen des lokalen Materialkoordinatensystems relativ zum
globalen, kartesischen Koordinatensystem. Eine solche Rotation kann durch die Anga-
be des Azimutalwinkels ¥ (zwischen 0 und 7/2) sowie des Polarwinkels ¢ (zwischen 0
und 27) eindeutig beschrieben werden. Diese beiden Winkel definieren die Orientierung
der Hauptfaserrichtung im Raum. Fiir eine detaillierte Darstellung sei auf PAPULA [80]

sowie SCHAFKE [93] verwiesen.

Die rdumliche Position eines Punktes P in sphérischen Koordinaten lasst sich in das

kartesische Koordinatensystem durch folgende Umrechnungsvorschriften abbilden:

P =rsindcospe; +rsindsinges +rcosdes . (2.103)
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Abbildung 2.7: Darstellung der kartesischen Koordinaten z, ¥, z und sphérischen Ko-
ordinaten r,v, ¢ eines Punktes P sowie der zugehorigen Orthonormalbasen e, ey, ey

in Kugelkoordinaten und des konstruierten lokalen Basissystems d;, da, ds.

Die Basisvektoren er, ey und ey beschreiben jeweils die Richtung der Bewegung des

Punktes P(r, ¢,?), wenn eine infinitesimale Anderung von r, ¢ bzw. 1 erfolgt:

8P(’I", gb, ’19) 8P1 8P2 8P3

or :8rel+8re2+8r

= sindcospe; + sinvsinpes + costes,
OP(r, ¢, 0 oP OP: OP:
r.9.9) _0h, 0%, %,

¢ o¢ o o9 (2.104)
= —rsindsinge; + rsintcosp ey,
8P(’I”, gb, ’19) . 8P1 8P2 8P3
0w e

=rcosdcospe; +rcosvsinpes —rsinves .

€3

€3

Nur die partielle Ableitung nach dem Radius r ergibt unmittelbar einen Einheitsvektor:

e, = sintcos¢pe; + sinvsing ey + costes . (2.105)

Die Ableitungen nach den Winkeln ¢ und ¢ hingegen liefern Vektoren, die zunichst
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normiert werden miissen:

—rsindsin ¢ ey + rsind cos ¢ ea —sindsinge; + sind cos g es
e = = -
¢ V/ (=7 sindsin ¢)2 + (rsinJ cos ¢)? 7 sin
= —singe; + cospey, (2.106)

rcosvcosge; +rcostsingp ey —rsindes
V/(r cos ¥ cos $)2 + (1 cos ¥ sin ¢)2 + (—rsin )2

€y =

rcostcos¢ e + rcosvsing ey — rsint es
/12 cos 29( cos 2p + sin2p) 4 (—rsin))?

rcosvcosger +rcosdsing ey — rsindes
V/72(cos 209 + sin 29)

= costcospey + cos¥singpes — sindes . (2.107)

2

Dabei ist der trigonometrische Zusammenhang sin 2z 4+ cos?z = 1 hilfreich, um die

orthogonalen Komponenten zu bestimmen.

Um eine eindeutige Ubereinstimmung der lokalen Richtungsvektoren mit den kartesi-

schen Koordinaten in den Referenzlagen zu gewéhrleisten, wird das lokale Rechtssystem

wie folgt definiert: di = e, radial, d2 = e4 azimutal und d3 = —ey anti-meridional:
sin ¥ cos ¢ —sin¢ — cos ) cos ¢
dy = | sindsing | , dy=| cos¢ | , d3=| —cost¥sing | . (2.108)
cos v 0 sin v

In einer standardméfliigen Orientierung der sphérischen Basisvektoren mit d; = e,,
dy = ey, d3 = ey sind dy und d3 in der Ausgangsstellung entgegengesetzt zu e
bzw. es orientiert. Daher wiirde eine Verwendung dieser Konvention die geometrische

Interpretation beim Vergleich zur kartesischen Basis erschweren.

Beispiel zur Richtungsabhingigkeit der Materialparameter

Zur Veranschaulichung der Richtungsabhingigkeit der Materialparameter eines

transversal-isotropen Werkstoffs wird folgendes Beispiel betrachtet.

Ein einachsiger Lastfall mit einer Kraft F} in e,-Richtung dient als Ausgangssituation.
Die Faserrichtung d; des Materials wird dabei durch die Kugelkoordinatenwinkel ¢
und ¢ beschrieben und variiert. Liegt ¥ = 7/2 und ¢ = 0 vor, fillt die Vorzugsrichtung

exakt mit der ez -Achse zusammen.
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es r ‘P Parameter Wert Einheit
A
dif | By 2000 MN/m?
2/ D /;1 VLT 030 [
e Br 1000 MN/m?
es Grr 750 1V[N/m2
o >
// ¢ﬁ GTT 300 MN/m2
€1 ‘//
P
(a) (b)

Abbildung 2.8: (a) Kraftrichtung und Faserausrichtung. (b) Materialparameter fiir

das transversal-isotrope Material.

Aus den in Tab. 2.8b angegebenen Materialparametern lassen sich die fehlenden Quer-
kontraktionszahlen gemafl den klassischen Beziehungen berechnen. Fiir das transversal-

isotrope Material ergeben sich:

Er
2Grr

E
UpT = —1=066, vrL=—Lup=0.15.
By,

Sobald die Vorzugsrichtung durch eine Rotation variiert wird, ist zur Beschreibung
der Materialeigenschaften eine Riickfithrung auf das allgemein orthotrope Modell mit
neun unabhéngigen Materialparametern erforderlich. Die entsprechende Spannungs-

Dehnungs-Beziehung lautet:

ro1 V21 V31
N )

F T Ey Ey  Ej F T
1 vz 1 v 0 0 0 o1
£929 El E2 E3 J9292

_ s vz 1 0 0 0

B3 _ | B Ey  E3 1 733 (2.109)
2e12 0 0 0 — 0 0 T12
2e Gz T

1 0 0 0 0 — 0 1

_2623_ G13 1 _T23_
0 0 0 0 0 —
L Ga3
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V12
V21
Vi3
V31
V23

V32

180°

270°

Abbildung 2.9: Querkontraktionen in Abhéngigkeit einer Drehung des Winkels 1.

90°

180°

270°

Abbildung 2.10: Elastizititsmodul in Abhéngigkeit einer Drehung des Winkels 4.
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90°

180°

270°

Abbildung 2.11: Schubmodul in Abh#ngigkeit einer Drehung des Winkels .

Jeweils zwei der sechs Querkontraktionszahlen sind identisch, wenn die Faserrichtung
mit der Belastungsrichtung iibereinstimmt, d.h. bei einem Winkel ¢ = 7/2 = 90°. Bei
einer Belastung in 1-Richtung treten in der transversal-isotropen Ebene (2-3-Ebene)

identische Querkontraktionen auf, sodass v1o = v13 gemessen wird.

Entsprechend gilt fiir eine Belastung in transversaler Richtung und eine Messung in

Faserrichtung: 191 = 31, wie bereits in Abb. 2.4 erldutert.

Dasselbe Symmetrieverhalten zeigt sich bei einer Rotation mit ¢ = 37/2 = 270°:
Auch hier entspricht die Faserrichtung wieder der Lastrichtung. Diese Konfiguration

ist Bestandteil der Symmetrieoperationen durch Rotationstensoren Q3 5.

Fiir den Fall, dass Faser- und Belastungsrichtung orthogonal zueinander verlaufen,
treten ebenfalls jeweils zwei identische Querkontraktionen auf. Wird beispielsweise um
die 2-Achse rotiert, so entspricht die Vorzugsrichtung des Materials der 3-Richtung. In

diesem Fall ldsst sich eine Vertauschung der Indizes 1 und 3 vornehmen.

Diese Vertauschung spiegelt sich auch in den Elastizitdtsmoduln wider: F3 nimmt dann
den hochsten Wert unter den drei Richtungen ein. In der Situation bei einer Drehung
um ¥ = 7/4 = 45° sowie bei Vielfachen dieses Winkels tritt ein Sonderfall auf. Jeweils

zwei der sechs Querkontraktionen sowie zwei der drei Elastizitdtsmoduln stimmen hier
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ebenfalls iiberein. Es ergeben sich damit nur fiinf unabhéngige Materialparameter zur
vollstdndigen Beschreibung — analog zur Ausrichtung von ¢ = 7/2 = 90° sowie bei
Vielfachen.

Es ist auch eine leichte Verfestigung des Materials in Richtung der Drehachse (hier
der 2-Achse) zu beobachten. Dies widerspricht der naheliegenden Erwartung einer
gleichméfliigen Verteilung der Steifigkeit entlang konzentrischer Kreise um die Faser-

richtung.

Auch in einer dreidimensionalen Darstellung zeigt sich die ausgeprigte Richtungs-
abhéngigkeit der Materialparameter deutlich, siehe Abbildung 2.12. Nur bei spezifischen
Ausrichtungen relativ zur Belastungsrichtung — etwa bei [§ = 7/2, ¢ = 0], [J = 7/2,
¢ =], [0 =371/2, ¢ =0] und [ = 37/2, ¢ = 7| — gelten die Relationen:

Ey=F3, Gi2=G13, vi2=1uv3.

Diese symmetriebedingten Zusammenhénge lassen sich bei orthotropen Materialien

nicht in gleicher Weise beobachten [35].
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Ey E, E3

V12 V13 Va3

Abbildung 2.12: Materialparameter in Abhéngigkeit einer Drehung des Winkels ¢
und ¢.
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3 Wachstum und Materialverhalten der Holzmatrix

Die Holzmatrix wéchst durch Zellteilung. Dabei bilden sich schrittweise stabile
Zellwéande aus, wodurch sich auch die Tragfihigkeit des Stammes erhoht — eine Voraus-
setzung fiir das Hohenwachstum und die Ausbildung der Baumkrone. Zunéchst werden
Basisbegriffe des Baumwachstums eingefiihrt. Die Anordnung der Zellen spielt dabei
eine entscheidende Rolle fiir die mechanischen Eigenschaften des Holzes, wie z. B. die

Steifigkeit.

Technisch betrachtet handelt es sich bei Holz um einen natiirlich gewachsenen Faser-
verbundwerkstoff, dessen Zellausrichtung eine bevorzugte Richtungsabhéngigkeit der
Steifigkeiten zur Folge hat [24]. Im feuchten, lebenden Zustand unterscheidet sich die
Holzmatrix wesentlich von dem getrocknetem oder technisch verarbeiteten Werkstoff —
insbesondere durch den hohen Wasseranteil in Zellen und Zellzwischenrdumen. Daher
werden anschlieffend in diesem Kapitel die richtungsabhéingigen Materialparameter der

Holzmatrix und deren Feuchteabhéngigkeit beschrieben.

3.1 Basisbegriffe des Stammwachstums

Im Inneren des Stammes liegt das Kernholz, das von Splintholz, der inneren Rinde

(Bast) und der dueren Rinde (Borke) umgeben ist, vgl. Abb. 3.1.

Marklinie

Kernholz Mark

Bast (Phloem) Splintholz (Xylem)

Kambium

Abbildung 3.1: Der grobe Aufbau eines Stammes.
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Die Marklinie — auch als Sprossachse bezeichnet — verléduft zentral durch den Stamm-
querschnitt und definiert die longitudinale Richtung entlang der Stammachse. Die
tangentiale Richtung liegt parallel zur Stammoberfliche, wihrend die radiale Rich-
tung senkrecht dazu verlduft und vom Mark aus nach auflen zeigt. Fiir detaillierte

Erlduterungen sei auf RAVEN ET AL. [88] und KADEREIT ET AL. [49] verwiesen.

Das Wachstum des Stammes ldsst sich in zwei Anteile unterscheiden:

1. Primdrwachstum: Das primére Wachstum eines Baumes erfolgt iiber die Trieb-
spitzen. Dort teilen sich Zellen und lagern sich longitudinal entlang der Sprof3-
achse an [49, 88].

2. Sekundidrwachstum: Bei Biumen erfolgt auch ein Sekundérwachstum in ra-
dialer Richtung. Dies geschieht durch eine spezielle Zellschicht (Kambium) zwi-
schen Phloem und Xylem, die in der Wachstumsperiode fortlaufend neue Zel-
len bildet und diese anlagert. Dies sorgt dafiir, dass Stamm oder Aste im Laufe
der Jahre immer dicker werden. In geméfigten Breiten fithrt die jahreszeitlich
schwankende Aktivitdt des Kambiums zur Ausbildung von Jahresringen, anhand

derer sich das Alter eines Baumes bestimmen lésst [49, 79, 88].

Im Kambium unterscheidet man zwei Typen von Initialzellen: fusiforme Initialen,
die in Langsrichtung entlang der Marklinie ausgerichtet sind, und Strahlinitialen, die
radial verlaufen, vgl. Abb. 3.2a. Der Grofteil der Xylemzellen ist longitudinal in Markli-
nienrichtung orientiert, was der Holzmatrix eine ausgezeichnete Richtung mit hochster
Steifigkeit verleiht. Die radial angeordneten Strahlzellen bieten eine gewisse radiale
Steifigkeit. Da ihre volumenbezogene Menge kleiner ist und die longitudinal ausgerich-
teten Zellen in radialer Lastrichtung Querbelastung erfahren, ist die Steifigkeit hier
geringer als in longitudinaler Richtung. Bei Belastung in tangentialer Richtung ist der
Widerstand hingegen am geringsten, da in dieser Richtung alle Zellen quer zu ihrer

Ausrichtung beansprucht werden.

Diese anisotrope Mikrostruktur erklart das orthotrope mechanische Verhalten von Holz.
Die typischen Steifigkeitsverhéltnisse in Faserrichtung zu Radial- und Tangentialrich-
tung betragen etwa 13 : 1.7 : 1 fiir Laubholz bzw. 20 : 1.7 : 1 fiir Nadelholz [73].

Die Zellteilung im Kambium erfolgt immer parallel zur Stammoberfliche, entweder
nach innen oder auflen in radialer Richtung. Wird die Zelle nach innen abgegeben, wird
sie Teil des Xylems. Wird die Zelle nach auflen abgegeben, wird sie Teil des Phloems,

siehe Abb. 3.2a. Dabei entstehen zu einem iiberwiegenden Anteil neue Xylemschichten
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[88]. Dort werden verschiedene Zelltypen, deren Funktion in Tab. 3.1 aufgefiihrt sind,
ausgebildet [24, 88]. Eine ausfiihrlichere Beschreibung der Leitbahnen von Béumen ist

in SCHOPFER & BRENNICKE [94] zu finden.

Tabelle 3.1: Zelltypen in Nadel- und Laubholzern [24], [88], [10].

Nadel- Laub- .
Zelltyp Funktion Zellaufbau
baum  baum

J

Parenchym 4 4 Speicherung
diinnwandig, adaptiv

Lastabt ‘
Tracheid (4 4 D ‘

Transport (Splint)  dickwandig, verholzt

Trachee X v Transport Q

weitlumig, rohrenartig

Jahresring

Fusiforme Spétholz

Strahl Initiale
Initiale

I Xylem Zellen
Kambium
Phloem Zellen

) Holzstrahlen
GefaBe (Tracheen)

Langsgewebe

(a) (b)

Abbildung 3.2: Zellinitialentypen im Kambium und resultierende Struktur der Xy-
lemzellen in der Holzmatrix. (a) Anordnung von Zellschichten um das Kambium nach
RAVEN ET AL.[88]. Die gestrichelte Linie deutet die Zellteilung der Initalzellen an.
(b) Anordnung der Xylemzellen im Gewebestruktur eines Laubbaums nach MATYSSEK
ET AL. [66].

Holzstrahlen entstehen durch die Anordnung von Strahlzellen und verlaufen radial und

quer zum Lingsgewebe, das aus fusiformen Zellen besteht, siche Abb. 3.2b. In Mitteleu-
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ropa bildet sich bis etwa Juni das Frithholz mit weiten Lumen und diinnen Zellwénden.
Danach nimmt die Kambiumaktivitdt ab, wodurch Spatholz mit engeren Lumen und
dickeren Zellwénden entsteht [49]. Dieser Aufbau ermoglicht im Friihjahr einen be-
schleunigten Wasser- und Mineralstofftransport zur Versorgung der Blatttriebe [95].
Der Ubergang vom Frith- zum Spitholz erfolgt kontinuierlich, withrend der Wechsel
zum n#chsten Jahr deutlich abgegrenzt ist [88]. Dieses Prinzip aus Abb. 3.2b gilt glei-
chermaflen fiir Nadel- und Laubb&dume. Die Zellbiindel der Laubbdume enthalten jedoch
mehr Zellen und es gibt dort spezialisierte Geféfle (Tracheen) fiir den Wassertransport
[88]. Das im Splintholz befindliche Xylem ldsst sich in Leitsplint und Speichersplint
unterteilen, die beide an der Wasserleitung beteiligt sind [49]. In &lteren Jahresringen
sterben die Xylemzellen ab und bilden das Kernholz. Dabei lagern sich Gerbstoffe und
Harze ein [49], die eine natiirliche Imprégnierung bewirken. Dies geht hdufig mit einer

Einfirbung des Holzes einher [15].

3.2 Wachstumstropismen

Das Wachstum von Bédumen wird durch verschiedene Tropismen (Reizrichtungsreak-
tionen) gesteuert. Diese Prozesse werden durch Hormontransport vermittelt, was Zell-
wachstum oder -deformation auslost. Bewegung oder Wachstum in Richtung des Rei-
zes wird als positiver Tropismus bezeichnet, wihrend eine Abwendung als negativer
Tropismus gilt. Die fiir diese Arbeit relevanten Tropismen, die das primére sowie das

sekundédre Wachstum ansprechen, sind:

e Phototropismus: Die Reaktion pflanzlicher Strukturen auf elektromagnetische
Strahlung, insbesondere blaues Licht und UV-A-Strahlung, erfolgt zur Strah-
lungsquelle hin [18, 25] (positiv phototrop). Dabei erhoht sich die Konzentration
des Hormons Auxin auf der dem Licht abgewandten Seite im Spross, was dort
zu verstirkter Zellstreckung fithrt. Dadurch neigt sich der Spross in Richtung
der Lichtquelle. Man spricht beziiglich der Triebe auch von einem positiven, zum
Reiz hin gerichteten Tropismus. Wurzeltriebe zeigen hingegen einen negativen
Phototropismus: Sie kriimmen sich bei direktem blauen Licht aktiv vom Licht

weg und wachsen dadurch in tiefere Bodenschichten.

e Gravitropismus: Das Wachstum erfolgt entgegengesetzt zur Gravitationsrich-
tung, d. h., die Triebe wachsen vom Erdmittelpunkt weg [68] (positiv gravitrop).
Die Auxinkonzentration spielt eine zentrale Rolle bei der Bildung von Reakti-

onsholz, welches im Gegensatz zu Normalholz eine hohere Steifigkeit aufweist.
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Experimente mit extern appliziertem Auxin unterstiitzen diese Hypothese. Eine
hohe Auxinkonzentration fithrt zur Bildung von Druckholz auf der Unterseite
geneigter Nadelbaumstémme, wihrend eine niedrige Konzentration die Bildung
von Zugholz auf der Oberseite geneigter Laubbdume begiinstigt. In der Litera-
tur wird die gravitationsbedingte Reorientierung des Stammes als Hauptursache
fiir die Bildung von Reaktionsholz angesehen, z. B. wenn der Stamm infolge von
Hanglagen, Wind oder Schneelast geneigt ist [6, 103, 111]. Die Begriffe Zugholz
und Druckholz beziehen sich dabei nicht auf die Art der mechanischen Spannun-
gen aus externer Belastung im Stamm, sondern auf die notwendige gerichtete

Dehnung, um eine Korrektur der Wuchsrichtung zu bewirken [76].

e Thigmotropismus und Thigmomorphogenese: Pflanzen reagieren auf me-
chanische Reize wie Berithrung, Wind oder Schneelast mit gerichteten Wachs-
tumsbewegungen (Thigmotropismus) oder mit langfristigen strukturellen Anpas-
sungen ihres Wachstums (Thigmomorphogenese) [47, 76]. Bei Beriihrung zeigen
Triebe z. B. einen positiven Thigmotropismus, wie er bei Rankenpflanzen be-
obachtet werden kann. Wurzeln hingegen reagieren negativ thigmotrop, um sich
zwischen Gesteinskdrnungen im Boden neu auszurichten. Mechanische Spannun-
gen fithren durch verstédrktes sekundires Wachstum zur Vergréferung des Quer-
schnitts und erhthen somit die Tragfahigkeit der Pflanzenstruktur. Solche mecha-
nischen Reize steigern die Ethylenproduktion, was ein verstirktes Dickenwachs-
tum des Holzes induziert [46]. Gravitropismus und Thigmomorphogenese treten
dabei oft gemeinsam auf. Studien von RIECH & CHING [90] zeigen jedoch, dass
keine direkte Korrelation zwischen Biegespannung und der Bildung von Reakti-
onsholz besteht. Dies weist darauf hin, dass die Thigmomorphogenese allein nicht
fiir die Entstehung von Reaktionsholz verantwortlich ist. Vielmehr beeinflusst
die Biegespannung primér das radiale Wachstum, was auf einen thigmomorphen
Effekt hindeutet. Wenn eine Belastung auftritt, die nur geringe Auslenkungen
aus der vertikalen Wuchsrichtung verursacht, kann die Thigmomorphogenese —
je nach Baumart — auf der Druck- oder auf der Zugseite zu einem verstéirkten

Dickenwachstum fithren, ohne dass Reaktionsholz gebildet wird [19].
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3.3 Bestimmung der Materialparameter gewachsener Holz-

matrix

Die mechanischen Eigenschaften der Holzmatrix werden mafgeblich durch die Holz-

feuchte u beeinflusst [24, 53, 73]. Diese ist definiert als

u:w:@_L (3.1)
mo mo
wobei m,, fiir die Masse des feuchten Holzes und myg fiir die Trockenmasse des Holzes

steht.

Die Holzfeuchte von frisch gefilltem Holz variiert je nach Baumart zwischen 60 und
200%. Beispielsweise betrigt sie bei Buche im Durchschnitt 79% im Splintholz und 58%
im Kernholz [24]. Generell weist Splintholz eine hohere Holzfeuchte auf als Kernholz,
wobei dieser Unterschied insbesondere bei Nadelholzern ausgepréigt ist [24]. Zudem
unterliegt die Holzfeuchte saisonalen Schwankungen: Wihrend sie im Sommer abnimmt
und ihren niedrigsten Wert im Herbst erreicht, steigt sie im Frithjahr mit zunehmenden

Temperaturen wieder an [122].

Das frisch gefillte, noch nicht getrocknete Holz wird als grines Holz bezeichnet. Die
Zellwénde sind vollstdndig mit Wasser geséttigt und zusétzlich liegt freies Wasser in
den Zellzwischenrdumen vor [33]. Laut NIKLAS & SPATz[75] kann das mechanische
Verhalten von griinem Holz auch im Zustand der Fasersittigung beschrieben werden
— also dann, wenn die Cellulose in den Zellwédnden maximal mit Wasser geséttigt ist.
Der Faserséttigungspunkt ist holzartspezifisch und liegt bei mitteleuropiischen Arten
durchschnittlich bei uf ~ 0.28 [73]. In diesem Bereich ist das Wasser ausschliefllich in
den Zellwénden enthalten und wird als gebundenes Wasser bezeichnet [24]. Auch [53]
stellt fest, dass fiir Holzfeuchten unterhalb von wus nahezu alle mechanischen Materi-
alparameter und Festigkeiten eine lineare Abh#ngigkeit vom Feuchtegehalt u zeigen.
Oberhalb der Fasersittigung — also bei griinem Holz mit u > u¢ — bleiben die meisten
mechanischen Eigenschaften weitgehend konstant [24, 53]. Dies erlaubt es, das mecha-
nische Verhalten von griinem Holz auch bei einer Holzfeuchte von etwa 30% hinreichend

genau zu approximieren.

Eine Ausnahme bilden die Querkontraktionszahlen, die zwar ebenfalls linear mit der
Holzfeuchte skalieren, jedoch je nach Faserrichtung entweder ansteigen oder abneh-
men. Untersuchungen von HERING ET AL. [40] und OZYHAR [78] weisen jedoch darauf
hin, dass die Querkontraktionszahlen nur eine geringe Sensitivitit gegeniiber der Holz-

feuchte aufweisen. Daher kénnen fiir variierende Holzfeuchten ndherungsweise konstan-
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te Querkontraktionen angenommen werden, um das feuchteabhéingige orthotrope bzw.

transversal-isotrope Verhalten fiir griines Holz abzubilden.

HEARMON [38] zeigt, dass sowohl die Elastizitéts- als auch die Schubmoduln mit zu-
nehmender Holzfeuchte deutlich abnehmen, und quantifiziert diesen Zusammenhang
auf Basis experimenteller Daten. Diese Feuchteabhéingigkeit ist insbesondere bei der

Interpretation von Materialkennwerten relevant.

Fiir Fichtenholz beschreibt KOLLMANN & COTE [53] die Variation der elastischen Pa-
rameter in Abhéngigkeit von der Holzfeuchte; entsprechende Kennwerte sind in Tab.
3.2 dargestellt. HERING [39] und OZYHAR [78] liefern vergleichbare Zusammenhénge
fiir Buchenholz, wobei sie Elastizitdts- und Schubmoduln in Abhéngigkeit von der
Holzfeuchte u¢ bestimmen. Basierend auf der Annahme von KOLLMANN & COTE [53]
und DINWOODIE [24], dass die elastischen Eigenschaften von Holz unterhalb des Fa-
sersittigungspunktes linear mit der Feuchte abnehmen, kénnen mit diesen Daten durch
lineare Regression Extrapolationen fiir den Fasersiattigungspunkt durchgefithrt werden,
siehe Abb. 3.3. Fiir die Elastizitdtsmoduln wurden in der Literatur vorhandene Variati-
onskoeffizienten iiber eine gewichtete lineare Regression beriicksichtigt [69]. Besonders
auffiillig ist die Abweichung des Elastizitétsmodulfaktors in E3-Richtung zwischen den
Holzarten. Offenbar reagiert der Elastizitdtsmodul von Buchenholz in dieser Richtung

empfindlicher auf Feuchteveréinderungen als Fichtenholz, siehe Tab. 3.2.

Tabelle 3.2: Durchschnittliche Faktoren fiir das Verhiltnis der verschiedenen Materi-
alparameter bei v = 12% und us = 30%.

Spezies FE Es FEs G12 Giz3  Gsz Literatur
(Flz?ggg) 0.77 055 047 074 069 065 [16, 53]
?ﬁ;fs sylvatica) 073 0.61 022 061 070 043 [39, 78]
](Eé;lilgrcus Spp.) 0.72 - - - - - [54]
Redeholr 078 - -~ - [
Durchschnitt

Laubholz 0.76 - - - - - 65]
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Abbildung 3.3: Lineare Regression der elastischen Parameter von Rotbuchenholz

(Fagus sylvatica) in Abhéngigkeit von der Holzfeuchte u. Die Daten basieren auf HE-
RING [39] und OzYHAR [78]. Die Elastizitdtsmoduln wurden gem#fi DIN V 65352 be-

stimmt, wihrend die Schubmoduln mittels Ultraschallmessung erfasst wurden.
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Ublicherweise werden die 9 unabhiingigen elastischen Konstanten S orthotropen Mate-

rialverhaltens mittels Messungen und Berechnungen bestimmt, siehe Gl. (2.45):

11 S S22 Si3 0 0 0| |on

£22 So1 S22 Saz 0 0] [o2

ess | _ |91 Sz S 0 0 0| foss (3.2)
2e19 0 0 0 Suu O 0 T12

213 0 0 0 0 Ss5 O T13
_2523_ i 0 0 0 0 0 566_ | 723 |

Durch GI.(2.44) bzw. die Symmetrie des Cauchy-Spannungstensors kénnen 9 Mes-
sungen alle 12 Materialparameter Fj, Ea, F3,G12,G13,G2s (6 Messungen) sowie
Vi, V13, V13, V21, V31, V32 (3 Messungen) bestimmen. Dabei werden verschiedene Metho-

den abhéngig von den jeweiligen darin enthaltenen 12 Materialparametern angewandt:

1. longitudinaler Elastizitdtsmodul (E;)

e Biegeversuche mit der Longitudinalrichtung als Hauptspannungsrichtung
[53, 62] - Diese unterscheiden sich in der Verwendung von kleinen Proben
z. B. nach ASTM D143-52 oder groflen Priitkérpern nach DIN EN 408.
Realistischer sind hierbei die Werte grofler Priifkdrper, da sie auch Im-
perfektionen und Inhomogenitéten, wie Aste oder andere Strukturméngel
einbezieht [24]. Hierbei werden allerdings auch Schubverzerrungen mitge-
messen, was aber auf der sicheren Seite liegt, da FE7 kleiner ausféllt. Mit
einem zusétzlichen Term kann dies beriicksichtigt werden, sollte der Schub-
modul fiir die jeweilige Richtung bekannt sein.

e Messung der Eigenfrequenz [24, 37, 53] - Dazu wird an einem kleinen diinnen
Streifenprobe eine Masse angebracht und zum Schwingen gebracht und die
Periodendauer T bestimmt. In Abh#ngigkeit der Liange der Probe, dem
Tréagheitsmoment, der Periodendauer sowie der Masse des Holzstreifens und
der angebrachten Masse lasst sich £ bestimmen. Diese Messmethode erzielt
vergleichbare Ergebnisse zu Biegeversuchen, der gleichen Probengréfie mit
Abweichungen von ca. 3%, [24].

2. radialer und tangentialer Elastizitdtsmodul (FEs, E3)

e Biegeversuche mit der jeweiligen Richtung als Hauptspannungsrichtung [53]
- Die gleichen Messungen fiir kleine Proben mit anderer Faserorientierung

lassen sich auch fiir Fs, F3 durchfiihren.

e Druckversuche in die jeweilige Richtung [53].
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3. Schubmoduln (Glg, G13, G23)

e Zwei Verfahren nach DIN EN 408 - 1. Auswertung der Unterschiede von 3-
zu 4-Punkt Biegeversuchen. 2. Messung mit 3-Punkt Biegeversuchen unter-

schiedlicher Probenléngen [24].
e Verdrehungspriifung zur Ermittlung des Schubmoduls [43, 53].
e Schallgeschwindigkeitsmessung von Transversalwellen [40, 78].
4. Querkontraktionszahlen (42,113,113, Vo1, V31, V32)

e Nur 3 Messungen notwendig, da gilt S1o = So1, 513 = S31, 523 = S32. Mit

weiteren 3 Messungen lassen sich die Ergebnisse validieren.

e Messung der Verhéltnisse der elastischen Konstanten bei einachsiger Druck-

belastung einer Probe in longitudinaler Richtung fiir v1o = —g—ﬁ, Vi3 =
—g—ﬁ’ und in radialer Richtung der va3 = —g—gg, vgl. Gl. (2.45) [17, 53].

e Verwendung von Schallausbreitungsgeschwindigkeiten ist zu ungenau [74].

In neueren Messungen wird auch das DIC (digital image correlation) - Verfahren ver-
wendet, welches in Verbindung mit der Finiten Elemente Methode Daten fiir alle
elastischen Parameter basierend auf den gemessenen Deformationen berechnen kann
[21, 40, 48].

Im Folgenden wird eine Ubersicht der in der Literatur aufgefiihrten Parameter fiir
griines Holz einiger Arten mit westeuropaischem Ursprung und dorthin eigefiihrter
Arten gegeben, siehe Tab. 3.4. Die vorhandene Literatur ist ausfiihrlich beziiglich des
Elastizitdtsmoduls in Lingsrichtung. Hier sind Daten fiir viele Spezies vorhanden. Or-
thotrope Parameter fiir eine Holzfeuchte bei ca. u = 12% lassen sich allerdings auch fiir
einige Arten finden. Durch die Interpolationsverhéltnisse, die fiir diese Arten vorliegen
lassen sich daraus die orthotropen Materialparameter fiir den griinen Zustand ableiten,
vgl. Tab. 3.3.
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Tabelle 3.3: Ubersicht fiir die 9 orthotropen Materialparameter fiir verschiedene Arten
in fasergesittigtem Zustand (Holzfeuchte us ~ 30%). ! Angaben basieren auf Umrech-
nungsfaktoren von CARRINGTON [16]. 2 Angaben basieren auf linearer Regression der
Daten von HERING ET AL. [40] und OZYHAR [78].

Eq Ey, E3 Gia Giz Gz vz 13 o3

Spezies (103" N/mm?] ]

Esche [38 1290 0.71 0.32 0.95 0.60 0.16 0.26 0.77 0.92
(Fraxinus

Rotbuche [38] 11.20 1.05 0.46 1.14 0.71 0.28 0.26 0.77 0.98
(Fagus sylvatica)

Birke [38§] 13.30 0.52 0.25 0.84 0.61 0.11 0.28 0.64 1.01
(Betula)

Ahorn [38] 815 0.71 0.35 0.87 0.74 0.17 0.26 0.75 1.07
(Acer)

Eiche [38 432 1.01 039 0.92 0.51 023 019 0.75 0.83
(Quercus

Walnuss [38] 9.13 0.56 0.25 0.68 047 0.14 0.28 094 0.94
(Juglans)

Gelbpappel [38] 791 042 0.16 0.51 045 0.066 0.18 0.58 0.91
(Liriodendron)

Douglasie [38 12.80 0.50 0.31 0.62 0.59 0.053 0.16 0.68 0.51
(Pseudotsuga

Tanne [38§] 10.40 0.44 0.19 0.66 0.50 0.084 0.26 0.75 0.78
(Abies)
Kiefer [38] 13.30 0.52 0.23 0.82 0.46 0.040 0.24 0.76 0.88

(Pinus spp.)

Sitka-Fichte [38] 945 042 0.20 053 048 0.023 0.21 0.70 0.56
(Picea sitchensis)

Fichte! [17] 10.60 0.50 0.23 0.54 035 0.02 038 0.56 0.43
(Picea)
Fichte! [38] 13.12 046 031 0.60 047 0.03 045 0.54 0.56
(Picea)

Rotbuche? [98] 10.61 1.62 0.63 1.10 0.78 0.19 045 0.52 0.71
(Fagus sylvatica)
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Tabelle 3.4: Ubersicht fiir Durschnittswerte von Elastischen Parametern einiger hei-

mischer oder eingefiithrter Arten Europas in griinem Zustand (Holzfeuchte us > 30%).

Spezies Ey [N/mm?| Literatur
?ﬁ;g&%ﬁlv&tjca) 10800 SAURAT & GUENEAU [92]
FFC‘);;l?sC}sl;lvatica) 9800 NIKLAS & SPATZ [75]
](31132126;1&) 9900 NIKLAS & SPATZ[75]
(Egl?:rcus spp.) 8300 NIKLAS & SPATZ[75]
?52251;3 rubra) 10500 NIKLAS & SPATZ[75]
%ﬁgﬁﬁi@hgmeﬂcana) 9500 NIKLAS & SPATZ [75]
fﬁggﬁ}us) 6800 NIKLAS & SPATZ [75]
%?ﬁf‘;f%esm) 7300 NIKLAS & SPATZ [75]

Mithilfe dieser Methode kann die Abhéngigkeit der richtungsbezogenen transversal-
isotropen Materialparameter von der Holzfeuchte visualisiert werden, wie bereits in
Abb. 2.12 dargestellt. Zur Veranschaulichung wird ein Vergleich zwischen Fichte und
Buche durchgefiihrt. Dabei werden ausschliefllich der Elastizitdtsmodul F; sowie der
Schubmodul Ga3 betrachtet, da die Deformationskorper eine rotationssymmetrische

Struktur entlang ihrer Achse aufweisen.

In Abb. 3.4 wird deutlich, dass das Anisotropieverhéltnis E;/F> bei Fichtenholz —
typisch fiir Nadelholzer — wesentlich ausgeprégter ist. Wie bereits zuvor erldutert, liegt
die Ursache in der unterschiedlichen Faserstruktur. Nadelhdlzer besitzen im Vergleich
zu Laubholzern weniger radiale Holzstrahlen, was zu einer hoheren Nachgiebigkeit in

dieser Richtung fiihrt.

Die Abhéngigkeit der Elastizitdtsmoduln von der Holzfeuchte zeigt bei beiden Holzarten
eine dhnliche Tendenz, sodass im direkten Vergleich keine signifikanten Unterschiede
im Verlauf der moduln erkennbar sind. Auffilliger ist hingegen der stéirkere Riickgang
des Schubmoduls Ga3 bei Buchenholz im Vergleich zu Fichtenholz. Es zeigt sich auch
hier die ausgeprigtere Schubmodul-Anisotropie G12/Ga3 beim Fichtenholz, was auf
die strukturelle Zusammensetzung und die geringere Anzahl an radialen Strukturen

zuriickzufiithren ist.
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Abbildung 3.4: Vergleich der holzfeuchteabhéngigen Elastizitdtsmoduln zwischen
Fichten und Buchenholz im Bereich von ¢ € [7/2, 27].



56 3 WACHSTUM UND MATERIALVERHALTEN DER HOLZMATRIX

G23 (FlChte)

M 12% Holzfeuchte
2000 B (8% Holzfeuchte
M 24% Holzfeuchte
M 30% Holzfeuchte
1000
~1000
2000
2000 2000
4000 ~10gy
e © ©

(7»3 (Buche)

B 12% Holzfeuchte
B 18% Holzfeuchte

2000
B 24% Holzfeuchte
B 30% Holzfeuchte
1000
e 0
~1000
2000
2000 0 =200
B\ . , ~10gy
(<] e\
\} 10,
Q0 00
,lQQQ 2000

Abbildung 3.5: Vergleich der holzfeuchteabhéingigen Schubmoduln zwischen Fichten
und Buchenholz im Bereich von ¢ € [7/2, 27].
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4 Messung und Modellierung von Wachstumsspan-

nungen

Wachstumsspannungen entwickeln sich infolge des sekundéren Wachstums in den neuen
Schichten des Xylems nach der Zellteilung. Dieses Kapitel behandelt ihren Ursprung,
gingige Messverfahren sowie deren Uberfithrung in mechanische Modelle. Zunichst
wird die Entstehung der Wachstumspannungen auf Zellebene verfolgt. Anschlieffend
werden etablierte Methoden zu dessen experimenteller Bestimmung vorgestellt. Ab-
schliefend wird aufgezeigt, wie diese Erkenntnisse in analytische und numerische Mo-
delle iibertragen werden konnen, um Wachstumsspannungen im Querschnitt zu be-

schreiben.

4.1 Entstehung von Wachstumsspannungen

Die Entstehung von Wachstumsspannungen wird mafigeblich durch den zelluldren Auf-
bau und die Reifungsprozesse im Xylem beeinflusst, insbesondere durch die Ausbildung

der Tracheidzellen.

Biopolymere des Zellaufbaus

Fiir eine Beschreibung des Ursprungs von Wachstumsspannungen sind zunichst die
Biopolymere® des Zellaufbaus zu erlidutern, deren Zusammensetzung in der Zellwand

als natiirlicher Faserverbund verstanden werden kann:

e Cellulose ist ein Polysaccharid® und lagert sich zu langen unverzweigten
Cellulose-Mikrofibrillen zusammen, die als Verstdrkungsfasern die Zugfestig-
keit der Zellwand bestimmen [49].

e Hemicellulose ist ebenfalls ein Polysaccharid und bildet weniger geordnete
strukturlose und verzweigte Strukturen [77, 88]. Sie bildet zusammen mit Pek-
tinen eine bettende Matrix zwischen den Cellulose-Mikrofibrillen.

e Lignin besteht hauptsichlich aus Phenolen” und lagert sich in die Zwi-

schenrdume der Cellulose-Mikrofibrillen ein [49]. Durch dessen isotrope Steifigkeit

5Natiirliche, von Pflanzen gebildete Grundbausteine, aus denen die Zellwéinde bestehen.
6Langkettiges Kohlenhydrat aus Zuckerbausteinen.
"Natiirliche Ausgangsstoffe, die in der Industrie unter anderem zur Herstellung von Kunst-

harzen, Klebstoffen und Beschichtungen verwendet werden.
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trigt es wesentlich zur Erhohung der Druckfestigkeit bei [49, 88].
e Pektin ist ein wasserbindendes Polysaccharid und hat ein starkes Quellungs-

vermogen [49, 88]. Es sorgt fiir die Verbindung von Zellen und verleiht ihnen
Flexibilitét.

Im Allgemeinen bestehen die Zellwéinde aus etwa 40 — 44 % (Nadelholz) bzw. 43 —
47 % (Laubholz) Cellulose, 25 — 29 % bzw. 25 — 35 % Hemicellulose sowie 25 — 31 %
bzw. 16 — 24 % Lignin [24]. Die mechanische Festigkeit des Holzes hingt mafgeblich
von diesem zelluldiren Aufbau ab: Je hoher der Zellwandanteil und je geringer der
Anteil an Hohlrdumen, desto dichter und fester ist das Holz [20]. Die Holzmatrix einiger
Eisenholzarten weist z. B. aufgrund des geringen Anteils an Zellhohlriumen selbst im

luftgetrockneten Zustand eine Dichte auf, die iiber der von Wasser liegt, und sinkt
daher [117].

Aufbau und Reifung der Tracheidzellen

Der Aufbau der Xylemzellen, insbesondere der Tracheiden wird z. B. von PLOMION
ET AL. [83], SUGIYAMA ET AL. [101], YAMAMOTO [116], RAFSANJANI ET AL. [86], MA-
TYSSEK ET AL. [66], FROMM [30] und THIBAUT ET AL. [104] beschrieben, siche Abb. 4.1.

S3 — Schicht
S2 — Schicht

S1 — Schicht

Primirwand \ f S Cellulose-Mikrofibrillen

Xylem Zellen

Abbildung 4.1: Zellwandschichten innerhalb einer Tracheidzelle nach RAFSANJANI
ET AL. [86].

Nach der Zellteilung bildet sich zunéchst die Mittellamelle, eine pektinreiche Schicht,
die benachbarte Zellen miteinander verbindet und fiir den Zellverband strukturelle In-
tegritdt schafft. Daran anschlielend entsteht die Primérwand, eine zunéchst dehnbare
Zellwandschicht, die gemeinsam mit der Mittellamelle den dufleren Abschluss der Zel-

le bildet. Da die Cellulose-Mikrofibrillen dort diffus orientiert sind, wird der Zelle eine
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flexible Volumenexpansion erméglicht. Die Matrix der Zellwand besteht zu diesem Zeit-

punkt {iberwiegend aus Pektinen und Hemicellulose.

Im weiteren Verlauf der Zelldifferenzierung lagert sich Lignin ein, wodurch die Steifig-
keit der Zellwand zunimmt und dessen Form manifestiert wird. Es folgen die Ausbil-
dung der Sekundérwénde (S-Schichten), die sich durch unterschiedliche Orientierungen
der Cellulose-Mikrofibrillen und variierenden Ligningehalt auszeichnen. Die S2-Schicht
stellt den volumetrisch dominierenden Anteil der Zellwand dar und weist eine nahezu
longitudinale Ausrichtung der Cellulose-Mikrofibrillen entlang der Zellachse auf. Diese

Anordnung verleiht der Zelle eine hohe axiale Zugfestigkeit.

Wihrend dieser ,,Reifung* der Tracheidzelle beeinflussen drei grundlegende Ablédufe die
Zellwénde [83]:

1. Die Zelle schwillt durch Anlagerung von Lignin in Querrichtung auf.

2. Die Cellulose-Mikrofibrillen ziehen sich durch die Kristallisation der umgeben-
den Hemicellulosematrix zusammen. Aufgrund der nahezu longitudinalen Aus-
richtung der Fasern in der S2-Schicht kommt es zu einer Verkiirzungstendenz
der Zelle in Léngsrichtung. Da die Zellen jedoch mit bereits verholzten, weniger
nachgiebigen Nachbarzellen verbunden sind, kann diese Léngen&dnderung nicht
ungehindert erfolgen. Der resultierende mechanische Zwang fithrt zur Ausbildung
von Zugspannungen in der neu gebildeten Zelle.

3. Lignin wird in die Zellwénde eingelagert, was die entstehende Form und den

mechanischen Zustand manifestiert (Verholzung).

Diese Mechanismen fithren dazu, dass sich die Zellen nach ihrer Differenzierung in lon-
gitudinaler Richtung zusammenziehen und gleichzeitig in transversaler Richtung aus-
dehnen mochten, vgl. Abb. 4.2, Schritt II). Die Anbindung an benachbarte, bereits
verholzte und steifere Zellen iiber die Mittellamelle verhindert jedoch diese freie Kon-
traktion, vgl. Abb. 4.2, Schritt IIT). Dadurch entsteht ein mechanischer Zwangszustand,
in dem Zugspannungen in den Zellwdnden aufgebaut werden. Infolge dessen wird das
zuvor gebildete Xylem im Stamminneren zunehmend unter Druckspannung gesetzt. Je-
de neu gebildete Zellschicht iibt eine Kraft auf die bereits vorhandene Holzmatrix aus.
Waéhrend das Kernholz durch diesen Effekt unter Druck steht, verbleiben die jiingeren
Schichten zunéchst in einem Zustand axialer Zugspannung, vgl. Abb. 4.2, Schritt IV).
Da diese Eigenspannungen infolge des Wachstums entstehen, werden sie in der Literatur
héufig als ,, Wachstumsspannungen “ bezeichnet [4]. Der damit verbundene innere Span-
nungszustand kann nur durch Einschnitte aufgelost werden — eine Methode, die auch

experimentell zur Bestimmung dieser Spannungen genutzt wird. Das durch einen sol-
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chen Schnitt gestorte Gleichgewicht fiihrt zu dufleren Reaktionskriften, die einen neuen
Gleichgewichtszustand erzeugen. Dies duflert sich typischerweise in einer Verschiebung

oder Verkriitmmung der Querschnittsteile, vgl. Abb. 4.2 Schritt V).

Reifungsprozess

I) Neu differenzierte  II) Transversale Ausdehung  III) Verhinderte Kontraktion
Tracheidzelle longitudinale Kontraktion
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Auswirkung der Zellreifung im Stammquerschnitt:

IV) Inneres Kréaftegleichgewicht V) Verkriimmung durch gestortes Gleichgewicht

Abbildung 4.2: Schematische Darstellung der Entstehung von Wachstumsspannungen
in den Entwicklungsschritten (I-III) auf zelluldrer Ebene und die Auswirkungen im
Querschnitt (IV-V).
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Reaktionsholz

Wie bereits in Abschnitt 3.2 erldutert, fithrt die auxininduzierte Reaktion auf Gravi-
tropismus zu einer gesteigerten Kambiumaktivitat und bildet Reaktionsholz aus. Dabei
entstehen auf Zellebene Gestaltédnderungen in unterschiedlicher Weise fiir Laub- und
Nadelholz [30, 83], siche Tab. 4.1:

e In Laubholzern wird die Ausbildung einer gelatingsen Schicht (G-Schicht) zwi-
schen S3 und Lumen induziert [83]. Diese besteht fast ausschlielich aus Cellu-
lose mit nahezu axial ausgerichteten Cellulose-Mikrofibrillen. Dies fiihrt zu ei-
ner verstirkten Verkiirzungstendenz wéihrend der Reifung und spiegelt sich in
hoheren Zugeigenspannungen an der Oberfldche wider.

e In Nadelhdlzern erhalten Cellulose-Mikrofibrillen durch den erhohten Ligninge-
halt in der bettenden Matrix eine flachere Ausrichtung in der S2-Schicht, wodurch
die Zellwand wihrend der Reifung einen Drang ausbildet sich in Longitudinalrich-
tung auszudehnen, statt zu schrumpfen. Dies erzeugt ein Druckkraftinkrement,
was zu einer Reduktion oder sogar Umkehrung der Wachstumsspannungsrichtung
im Bereich der Oberfldche fiithren kann [92].

Der Gravitropismus induziert also Anpassungen der Zellreifung - bei Laubhélzern um
den Stamm in eine vertikale Ausrichtung zu ziehen, wiahrend bei Nadelhdlzern der

Stamm aufrecht gedriickt wird [4].

Tabelle 4.1: Vergleich der Zelleigenschaften von Druck- und Zugholz.

Eigenschaft Druckholz (Nadelholz) Zugholz (Laubholz)
Lignin-Gehalt Hoch Gering
Cellulose-Gehalt Gering Hoch
Mikrofibrillenrichtung Flach Steil, nahezu axial
Mechanischer Effekt Ausdehnung der Zelle Kontraktion der Zelle

4.2 Ermittlung von Wachstumsspannungen

Durch den zellularen, geschichteten Aufbau der Holzmatrix liegt kein homogenes, kri-
stallines Material vor, welches z. B. durch Messung der Gitterabstandséinderungen mit-
tels Rontgenstrahlung auf Eigenspannungen untersuchbar ist. Auch Ultraschallverfah-

ren, die auf Schalllaufzeitmessungen beruhen, erlauben es nur bei homogenen Werkstof-
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fen Riickschliisse auf vorhandene Eigenspannungen zu ziehen. Fiir Holz existieren der-
zeit keine solchen zerstorungsfreien Methoden zur Wachstumsspannungsanalyse. Statt-
dessen basieren die géngigen Verfahren auf der Entnahme von Proben, welche durch
die Zerlegung des Querschnitts kinematischen Zwang zu angrenzenden Schichten ver-
lieren. Die dabei entstehenden Dehnungen lassen Riickschliisse auf die urspriinglichen
Wachstumsspannungen im Holz zu. Diese Verfahren lassen sich in zwei Kategorien un-

terteilen:

¢ Innendehnungsmessung: Hierbei werden grofiere Proben aus dem Holz ent-
nommen und im Labor untersucht, was iiblicherweise die Féllung eines Baumes
erfordert. Diese Methode ermdglicht eine detaillierte Analyse der Spannungs-
verteilung im Inneren, ohne dass Modelle zur Rekonstruktion erforderlich sind.
Solche umfassenden Datensétze sind besonders wertvoll fiir die Validierung von
Spannungsmodellen und tragen zur préziseren Nachbildung der Wachstumsspan-

nungen im Holz bei.

e Oberflichendehnungsmessung: Diese Methoden setzen auf oberflichliche
Eingriffe wie Schnitte oder Bohrungen. Dabei bleibt der Grofiteil des Querschnitts
intakt, so dass der Baum vom Priifverfahren nur lokal geschidigt wird und sich
i. d. R. davon regeneriert. Da jedoch nur Oberflichendehnungen erfasst werden,
dienen diese Messdaten als Datengrundlage fiir Modelle, welche die Spannungs-
verteilung im Inneren des Stammes schéitzen. Einige solcher Modellierungsansétze

werden in dieser Arbeit vorgestellt und diskutiert.

In diesem Abschnitt erfolgt eine systematische Klassifizierung der Literatur, die sich
der Ermittlung von Eigendehnungen im gewachsenen Holz widmet, um quantitative
Werte bestimmter Baumarten zu gewinnen. Diese Erkenntnisse flieflen anschliefend in

die Kalibrierung der Modellparameter ein.

Innendehnungsmessung

Eine der éltesten Methoden ist die sogenannte Holzstreifenmethode (HS), die erstmals
von JACOBS [45] beschrieben wurde. Dabei wird aus einem Stammabschnitt eine Bohle
in Faserrichtung entnommen und anschliefend in gleichméflige, streifenférmige Proben
geschnitten. Die Lingendnderung der einzelnen Streifen gibt Auskunft iiber die ur-
spriinglichen Léngsspannungen: duflere Streifen verkiirzen sich, innere verldngern sich.
Auch die durch innere Spannungsgradienten verursachte Kriimmung der Messstreifen

wird bei der Auswertung beriicksichtigt.



4.2 Ermittlung von Wachstumsspannungen 63

BovD [9] entwickelt die Scheibenschnitt-Methode, bei der ein mittiger Spalt parallel zur
Stammachse gefréist wird. An definierten Stellen (z. B. nahe der Borke und des Marks)
werden Wegaufnehmer angebracht. Durch das sequentielle Entfernen von Stammschei-
ben erfolgt eine schrittweise Entlastung, aus der sich das radiale Spannungsprofil re-

konstruieren lasst.

Ein verwandtes Verfahren wendet KUBLER [57] an: Hierbei wird ein Loch in Stamm-
richtung gebohrt und mit einem Extensometer (Methode E) die Léngsdehnung iiber
definierte Messpunkte bestimmt. Um eine vollstindige Spannungsfreisetzung zu errei-
chen, werden umliegende Stammsegmente schrittweise entfernt. Die Methode wurde

spéter auch von KUBLER [58] weiterentwickelt.

Allen genannten Verfahren ist gemeinsam, dass bereits durch das Frisen, Bohren oder
Sédgen vor der eigentlichen Messung ein Teil vorhandenen Spannung entlastet wird. So
fithrt z. B. das Ausschneiden rechteckiger Bohlen oder Ausschnitte zu einer stirkeren
Freisetzung als punktuelle oder keilférmige Einschnitte [57]. Diese Entlastungseffekte
bewirken eine systematische Uberschitzung der tatsichlichen Wachstumsspannungen

an der Oberfliche. Dies wird in Abschnitt 4.4 genauer beschrieben.

Oberflichendehnungsmessung

NICHOLSON [72] entwickelt ein Verfahren, bei dem an einem rechteckigen Holzprisma
mehrere Messpunkte angebracht werden. Nach Entfernung eines Holzstiicks wird die
Léngsverformung zwischen den Punkten gemessen. Ein dritter Messpunkt ermoglicht

die Korrektur eventueller Durchbiegung des Prismas.

Ein préziseres Verfahren ist die Dehnungsmessstreifen-Methode, bei der elektrische
Dehnungsmessstreifen auf der Oberflache des Splintholzes angebracht werden. In der
von SAURAT & GUENEAU [92] und KIKATA & MIwA [51] beschriebenen Variante — auch
bekannt als 2-Loch-Methode (DMS 2L) — wird zunéchst unterhalb des Messstreifens ei-
ne erste Bohrung gesetzt. Nachdem sich die daraus resultierende Verschiebungsantwort
stabilisiert hat, folgt eine zweite Bohrung oberhalb des Messstreifens. Durch dieses
Vorgehen lassen sich stérende sekundére Effekte minimieren. Der Vergleich mit der
HS-Methode zeigt, dass die mit DMS 2L ermittelten Spannungen um etwa 15 % ge-
ringer ausfallen, was auf eine unvollstdndige Spannungsfreisetzung an der Oberfliche

zuriickzufiihren ist.

Eine weitere Methode zur Oberflichendehnungsmessung ist die sogenannte Ein-
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Loch-Methode, wie sie ARCHER [5] beschreiben. Dabei werden mehrere Messpunkte
ringformig um eine geplante Bohrposition auf der Stammoberfliche markiert. Nach
dem Einbringen des Lochs werden die Verdnderung der Abstédnde zwischen den Punk-

ten analysiert, um daraus die Oberflichendehnungen zu berechnen.

Alle Verfahren zur Oberflichenmessung sind vor Ort einsetzbar, weisen jedoch die
grundsétzliche Einschriankung einer unvollstéindigen Spannungsfreisetzung an der Ober-

flache auf, was die Genauigkeit der Ergebnisse mindert.

4.3 Zusammenstellung von Durchschnittswerten

Die Literatur dokumentiert zahlreiche Durchschnittswerte fiir die Wachstumsspannun-
gen sowohl heimischer als auch nicht-heimischer Baumarten aus geméfigten Klimazo-
nen. Tabelle 4.3 gibt eine Ubersicht iiber die typischen Dehnungswerte der jeweiligen

Spezies, die angewandten Messmethoden sowie die Anzahl der untersuchten Proben.

Um verléssliche Messdaten zu erhalten, ist es essenziell, die Spannungen an mehre-
ren Stellen des Stamms zu messen und Proben von verschiedenen Baumen derselben
Art zu entnehmen. Einzelmessungen konnen durch lokale Einfliisse, wie beispielsweise
eine Schrigstellung des Baums aufgrund unebenem Boden, verzerrt sein und zu fehler-
haften Ergebnissen fiithren [58]. Daher gilt: Je mehr Proben untersucht werden, desto

aussagekriftiger sind die ermittelten Durchschnittswerte.

Die héaufigsten Messungen wurden an Rotbuchen (Fagus sylvatica) und Riesen-
Eukalypten (Eucalyptus regnans) durchgefiihrt. Diese Arten weisen im Durchschnitt die
hochsten Oberflachenwerte der Wachstumsspannungen auf. Generell zeigen Laubholzer
hohere Zugeigenspannungen als Nadelholzer, was auf Unterschiede im Zellaufbau und
in der Reaktionsholzbildung zuriickzufiihren ist [27, 92], siehe Tab.4.1.

In den meisten Quellen wird nicht angegeben, ob eine Korrektur fiir entlastungsbe-
dingte Uberschitzungen vorgenommen wurde. Eine Ausnahme bildet SAURAT & GUE-
NEAU [92], wo systematische Kalibrierungen und Abweichungsanalysen durchgefiihrt
wurden (max. Abweichung: 5%). Der Vergleich der gemessenen Zugeigendehnungen bei
Rotbuche deutet darauf hin, dass in den Arbeiten von LENZ & STRASSLER [62] und
KUBLER [57] eine Korrektur der Messwerte erfolgt ist, auch wenn dies nicht ausdriicklich

dokumentiert ist.
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Tabelle 4.3: Durchschnittswerte der Zugeigendehnung an der Stammoberfliche
verschiedener Arten mit Angabe der verwendeten Methode, der Probenzahl (An-
zahl Bdume x Proben pro Baum) und ob das Vorhandensein von Reaktionsholz
beriicksichtigt wurde. Methoden: HS = Holzstreifenmethode, DMS = Dehnungsmess-
streifen, DMS 2L, = Dehnungsmessstreifen mit der 2-Loch Methode, E = Extensometer-
Messung mit Lochbohrung.

Spezies / Literatur De}'lln (;Elgen Methode Unl;f;}i?jegss}?oglzfﬁr
Robucie 92 g7y pusa .
?1;) ;;D l;lSCE;IEZi]ica) 10.50 HS _
ey S0 E _
Robuce 109 55 pus .
(Bt 0 b _
?5325? spp.) 7.50 E -
?&Zﬁfs [Iii)ra) 14.00 E ]
Ui sonican) 90 _
(Pois) 70 HS _
Waldkiefer [57] 500 1S _

(Pinus sylvestris)

Kiefer [58]

(Pinus spp.) 2.20 DMS 2L -

Literatur mit Beriicksichtigung des Reaktionsholzes

Die Bildung von Wachstumsspannungen ist unmittelbar an den Entstehungs- und Rei-
fungsprozess der Holzzellen gekoppelt. Da sich dadurch sowohl Oberflichenwerte als
auch die Verteilung der Wachstumsspannungen deutlich von Normalholz unterscheiden,
ist es fiir die Bewertung der in Tab. 4.3 aufgefiihrten Durchschnittswerte wesentlich zu

wissen, ob die zugrunde liegenden Messungen Bereiche mit Reaktionsholz enthalten.
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Entsprechende Hinweise sind in der Tabelle vermerkt.

Die Bildung von Wachstumsspannungen ist unmittelbar an den Entstehungs- und
Reifungsprozess der Holzzellen gekoppelt. Wie bereits in Abschnitt 4.1 beschrieben,
verdndert die Ausbildung von Reaktionsholz diesen Prozess, indem die zelluldre Struk-
tur gezielt anpasst wird, was zu verdnderten Oberflichenwerten und Spannungsvertei-
lungen fiihrt. Zugholz erhoht typischerweise die Zugdehnungen an der Stammoberfliche,
wahrend Druckholz diese deutlich verringern oder sogar umkehren kann. Fiir die Be-
wertung der in Tab. 4.3 aufgefithrten Durchschnittswerte ist es daher entscheidend zu
wissen, ob die zugrunde liegenden Messungen Bereiche mit Reaktionsholz enthalten [4].

Entsprechende Hinweise sind in der Tabelle vermerkt.

Einen klaren Zusammenhang zwischen hohen Oberflichendehnungen und dem Vor-
kommen von Zugholz zeigen die Untersuchungen von SAURAT & GUENEAU [92] an
mikroskopisch analysierten Rotbuchenproben. Insbesondere Proben der untersuchten
Laubholzer mit ausgeprigter gelatinoser Schicht der Zellen - ein Anzeichen fiir Zug-
holz - weisen signifikant hohere Dehnungswerte auf als solche ohne Zugholzausbildung,
vgl. Abschnitt 4.1. Auch TRENARD & GUENEAU [105] und LENZ & STRASSLER [62]
berichten von deutlich niedrigeren Dehnungswerten in Stammabschnitten ohne Reakti-
onsholz. Da viele der in Tabelle 4.3 aufgefithrten Studien keine systematische Trennung
von Proben mit und ohne Reaktionsholz vornehmen oder diese nicht dokumentiert ist,
kann eine verléssliche Interpretation dieser Mittelwerte nicht ohne Weiteres erfolgen.
Fiir eine zuverlissige Einordnung miissen sowohl die Ausprigung von Reaktionsholz als

auch die Lage im Querschnitt explizit berticksichtigt werden.

Eine differenzierte Datengrundlage liefert die Studie von TRENARD & GUE-
NEAU [105], in der fiir Rotbuche (Fagus sylvatica) spezifische Durchschnittswerte un-
ter Beriicksichtigung des Reaktionsholzanteils ermittelt werden. Mit der Zwei-Loch-
Dehnungsmessstreifen-Methode (DMS 2L) untersuchen TRENARD & GUENEAU [105]
je Stammquerschnitt fiinf radial verteilte Messpunkte. Die Proben sind in drei Kate-
gorien eingeteilt: (i) starker Zugholzanteil, (ii) gemischte Ausprigung und (iii) ohne

erkennbares Reaktionsholz.

Die Werte fiir Proben ohne Reaktionsholz sind in Tab. 4.4 dargestellt. Daraus ergibt
sich die Normalverteilung in Abb.4.3. Der Mittelwert fiir Oberflichendehnungen in
diesen Normalholz-Proben liegt bei etwa 3 - 10~% und damit deutlich unter den Durch-
schnittswerten aus Studien ohne Differenzierung zwischen Normal- und Reaktionsholz,
vgl. Tab.4.3. Diese Messwerte liefern eine Referenz fiir typische Eigendehnungen fiir

Reaktionsholz-freie Rotbuchenstamme.
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Tabelle 4.4: Einzelwerte der longitudinalen Oberflichendehnung bei reaktionsholzfrei-
en Querschnitten von Rotbuche (Fagus sylvatica) nach TRENARD & GUENEAU [105].

Messpunkt Dehnung [-1074] Messpunkt Dehnung [-107%]

1 3.36 13 2.17
2 4.02 14 1.63
3 3.70 15 3.02
4 2.15 16 2.25
5 1.40 17 3.14
6 2.53 18 2.71
7 3.31 19 3.60
8 2.28 20 3.56
9 2.19 21 1.92
10 2.72 22 3.84
11 2.32 23 3.40
12 1.87
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Abbildung 4.3: Wahrscheinlichkeitsdichte einer Normalverteilung der Ober-
flichendehnungen in Rotbuchenholz (ohne Reaktionsholz) nach [105].
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4.4 Wachstumsspannungsmodell nach Kiibler

Ein oft zitiertes Modell zum longitudinalen Eigenspannungsverlauf wird in KUBLER [57]
vorgestellt. Das Modell beruht auf der Annahme, dass jede neu gebildete Holzschicht ei-
ne initiale Eigenspannung o} aufweist. Die resultierende Kraft dieser neuen Holzschicht

erzeugt eine homogene Verdnderung Ao im restlichen Querschnitt.

Abbildung 4.4: Modell nach KUBLER [57] mit der Annahme einer konstanten Wachs-
tumsspannung in der neuen Schicht (griin) sowie einer konstanten Spannungsénderung

im Restquerschnitt.

Aus der Kriftebilanz lisst sich somit die Verdnderung der longitudinalen Spannung im

Restquerschnitt ablesen:

12 Aop, + 211y o) Ar =0

208 (4'1)

= Aoy =-— Ar,

Ta

mit dem Auflenradius 7, und der Dicke der neuen Schicht Ar. Fasst man den Zuwachs
neuer Holzschichten als kontinuierlichen Vorgang differenziell kleiner Schichten dr auf,
geht Gl.(4.1) in die differenzielle Verdnderung der longitudinalen Spannung im Rest-
querschnitt {iber. Diese differenzielle Verdnderung steht in einem reziproken Verhéltnis
zum Radius 7,. Integriert man nun ausgehend von einem Radius r bis zum Auflenra-
dius r,, wird der Spannungszuwachs durch Gl.(4.1) mit r, = r beschrieben, was auf
folgenden, integralen Zusammenhang fiihrt:

Ta,
dr
oL 208—208 —

L (4.2)

= op=o0) <1+21n<:>) .
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Mit der Annahme linear elastischen Materialverhaltens folgt daraus mit dem Hooke-

schen Gesetz der Verlauf der Eigendehnung:

er, = &) <1+21n<r)> .
Ta

||D*| < |D|

0y

127 > 2]

Wl

AaI

(4.3)
\i/

Abbildung 4.5: Flichenunterschiede zwischen rechteckigem und keilférmigem

Priifquerschnitt beeinflussen das Ergebnis der Holzstreifenmethode.

Der Spannungsverlauf aus Gl. (4.2) wird in KUBLER [57] durch experimentelle Messun-
gen an Holzstreifen nicht unmittelbar bestétigt. So findet beim Herauslosen einer Bohle
aus dem Querschnitt bereits eine gleichméflige Ausdehnung statt, welche die Ergebnisse

des Experiments beeinflussen.

Auch ARCHER [5] schreibt, dass die Experimente von JACOBS [45] an Riesen Eukalyptus,
sowie MAYER-WEGELIN & MAMMEN [67] an Rotbuchen diese Beobachtung bestétigen.
Demnach bleibt zwar der Gradient der Eigenspannugen durch das Entfernen von Holz-
planken bestehen. Die absoluten Werte weichen allerdings durch einen Wert ab, der
den Eigenspannungen am dufleren Rand entspricht. Die Spannungswerte aus der Holz-
streifenmethode weichen an der Oberfliche des Querschnitts vom realen Verlauf der
Eigenspannung um etwa den Faktor 2 ab. Dieser Effekt ist in den Werten der Tabelle
fiir die Ubersicht der Durchschnittswerte von verschiedenen Arten Tab. 4.3, die mit der

Holzstreifenmethode gepriift wurden, bereits beriicksichtigt.
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Da das analytische Modell auf Rotationssymmetrie basiert, miisste die Holzstreifenme-
thode fiir passende Ergebnisse keilférmige Priifkérper untersuchen, vgl. Abb. 4.5 links.
Die rechteckigen Priifkérper enthalten mehr Kernholz im Vergleich zu den Keilférmigen.
Infolgedessen bildet sich in den rechteckigen Priifkérpern unmittelbar nach der Entnah-

me ein verdnderter Eigenspannungszustand aus, vgl. Abb. 4.5 mitte.

it

Abbildung 4.6: Entnahme einer achsensymmetrischen Holzplanke mit gleicher Dicke

d aus einem Kreisquerschnitt mit dem Radius r,.

Uber die Analyse der theoretischen Axialkraftunterschiede zwischen der Spannungsver-
teilung geméfl der Holzstreifenmethode und dem rotationssymmetrischen Modell von
KUBLER [57] verdeutlicht ARCHER [5] diesen Effekt. Dabei identifiziert er zwei wesentli-
che Mechanismen, die die Spannungsverteilung nach dem Herausschneiden einer Planke

bestimmen:

e Entlastung der Querspannungen auf den Seitenflichen (transversal und radial).

e Entlastung der Léngsspannungen auf den Stirnflichen (longitudinal).

ARCHER [5] vereinfacht die Betrachtung, indem er die Spannungsentlastungen in trans-
versaler und radialer Richtung vernachléssigt, da diese im Vergleich zu den longitudi-
nalen Spannungen in der Regel deutlich kleiner sind. Diese Annahme wird durch die
Ergebnisse von VENDHAN & ARCHER [108] gestiitzt. Damit beschrénkt sich die Analyse
auf die Betrachtung der Querschnittsfliche, siehe Abb. 4.6.

Fiir den urspriinglichen Spannungsverlauf nach KUBLER [57] gilt, dass die resultierende
Axialkraft Fi in einem punktsymmetrischen Querschnitt Null ist:

2T 7o

FK://O'LT drdd=0. (4.4)
0 0
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Nach dem Herausschneiden einer Planke tritt eine Entlastung der Stirnflichen auf,
die zu einer Anderung des Spannungsverlaufs fithrt, beschrieben durch Aol Der neue

Spannungsverlauf ergibt sich als:
ol = op, + Aoil . (4.5)

Aufgrund der geringen Dicke des geschnittenen Bretts wird r mit x substituiert, sie-
he Abb.4.6. Fiir die resultierende Axialkraft im Spannungsverlauf der Planke muss

ebenfalls das axiale Gleichgewicht erfiillt sein:
Ta
FH_2t/O'L+AO'IIjI dzr =0. (4.6)
0

FEingesetzt ergibt sich:

Fszt/ag <1+21n<x>>+AU£{ dz=0. (4.7)
0

Ta
Durch Integration und anschlieende Vereinfachung ergibt sich folgende Bedingung;:
2tra[—of + Acfl] =0, (4.8)
die abgesehen von trivialen Féllen nur erfiillt ist, wenn:
Aot = oy, . (4.9)

Somit ergibt sich fiir den Spannungsverlauf in der Planke:
off = o, + Aofl = <2—|—21n<w>> : (4.10)
Ta
Der theoretische Spannungsverlauf unterscheidet sich daher bei der Vernachlissigung
der transversalen und radialen Spannungsentlastungen um einen konstanten Wert, der

den Spannungen an der Oberfliche entspricht.

4.5 Wachstumsspannungsmodell nach Gillis

GILLIS [32] leitet fiir linear-elastisches, transversal-isotropes Material dieselbe Gleichung
fiir longitudinale Eigenspannungen her wie KUBLER [57]. Dariiber hinaus erweitert er
seine Herleitung auf radiale und tangentiale Eigenspannungen und beriicksichtigt ex-
plizit die Spannungsverldufe im Kernbereich des Stammes. Seine mathematische Her-
angehensweise erlaubt es zudem, den Unterschied zwischen den bauminternen Eigen-
spannungen und den durch die Holzstreifenmethode gemessenen Dehnungen prézise zu

beschreiben.
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Ausgangspunkt seiner Uberlegungen ist das Hookesche Gesetz fiir isotropes Material,
das durch gezielte Manipulation der Spannungs-Dehnungs-Beziehungen angepasst wird,
sodass es ein transversal-isotropes Materialmodell reprasentiert. In der Darstellung mit

den Lamé-Konstanten lautet das Gesetz fiir die Spannungs-Dehnungs-Beziehung:
o =2pe + Mrfe]l, (4.11)
und in Indexschreibweise:
0 =0 e ®e; =21+ Aen+ €2+ €33)05 €D ej . (4.12)

Fiir ein Koordinatensystem e; ® e; in den Hauptachsen reduziert sich die Analyse auf

Normalspannungen (i = j), da die Schubspannungen entfallen:
0 = 2uEq; + )\(811 + €99 + 833) . (4.13)

Normiert man diese Spannungswerte mit 2u+\, ergibt sich eine vereinfachte Spannungs-
Dehnungs-Beziehung in den Hauptspannungsrichtungen. Diese ist nicht mehr von
den absoluten Werten der Lamé-Konstanten, sondern lediglich von deren Verhiltnis
abhingig:

~

0; = & + (811 + €99 + €33 — €) - (4.14)

24+ A
Fiir die weitere Analyse dienen Zylinderkoordinaten, wobei die Longitudinalrichtung

durch e, (1-Richtung), die Radialrichtung durch e, (2-Richtung) und die Zirkularrich-
tung durch ey beschrieben wird, siche Abb. 4.7.

>

Abbildung 4.7: Zylinderkoordinaten fiir radiale, axiale sowie zirkulare Eigenspannun-

gen und Eigendehnungen.

Das Gleichgewicht in Longitudinalrichtung léasst sich damit fiir ein rotationssymmetri-
sches Problem (Keilausschnitt) beschreiben iiber:

Ta

27r/7“€71 dr=0. (4.15)
0
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Weiterhin ist das Gleichgewicht in Radialrichtung beschrieben durch:

06

r§+&2—&3:0. (4.16)
In dieser Richtung muss am freien Ende r» = r, die Randbedingung o292 = 0 eingehalten
werden. Nur in Longitudinal- und in Zirkularrichtung gibt es hier Randspannungen.
Spannungsinkremente, die durch den Zuwachs von Material der Dicke dr im restlichen
Stamm entstehen lauten:

dé; = dey + deqq + degg + degz — dE”) . (4.17)

2+ A (
Es wird auch hier angenommen, dass eine konstante Spannungsverteilung infolge des
Zuwachses einer neuen Schicht entsteht. Diese Annahme ist gleichbedeutend mit einem
eben bleiben der Querschnittsfliche wihrend einer Neubelastung durch zugewachsene
Schichten. Das Inkrement der Eigendehnungen in die Longitudinalrichtung ist somit
unabhéngig von r. Mithilfe der partiellen Ableitungen der Wegstrecke » = r e, nach
den Polarkoordinaten r, ¢:

or or 1 1

E :eT:e27 —_— = ;ed): ;63 ; (418)
lassen sich die Inkremente fiir die Dehnungen du(r) = f(r)r in die jeweiligen Richtun-
gen beschreiben. Da die Bewegungsfunktion nicht von dem Winkel ¢ abhéngt, lauten
diese fiir die 2-Richtung (radial) und die 3-Richtung (zirkular):

Odu(r) _90f(r) _ Of(r)

dez = or  Or ér = or

9 du(r) _ f(r) f(r)

d = = = .

Wenn man annimmt, dass die Bewegungsfunktion f(r) = a - r eine lineare Beziehung

mit der Konstante a darstellt, folgt daraus, dass die Inkremente der Dehnungen in
diesen Richtungen betragsmiBig identisch sind. Die Spannungsinkremente aus G1.(4.17)

vereinfachen sich dann mit degy = desg zu:

do; = deq +

A
(2 d£22) s
2p A (4.20)
A6y = degs +

d d .
2M+>\( €11 + dega)

Diese Spannungsinkremente miissen das Gleichgewicht in Longitudinalrichtung gemé&f

Gl. (4.15) erfiillen. Gleichzeitig ist zu beriicksichtigen, dass sich der Radius 7, um den
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Betrag dr, vergroflert hat und in diesem Bereich eine Langsspannung 61 anliegt:

Ta

27r/r61+6?dra dr=20

0
1 4.21

= §dc}1r§+&?drarazo (421)
]_ A 2 ’\0

= 5 d811+2/£+>\2d£22 T‘a—l-O'ldTaT‘a:O.

Gleichwohl der duflere Radius sich geéindert hat, muss die Randbedingung fiir die Ra-
dialspannungen &9 = 0 bei r = r, + dr, weiterhin gelten. Die radialen Spannungsin-
kremente an der Stelle » = r, dndern sich entsprechend des radialen Gleichgewichts
GL.(4.16) zu —69 dr,/ra, mit den initialen Spannungen in zirkularer Richtung &9. Fiir
das Spannungsinkrement in radialer und zirkularer Richtung folgt also durch das Ein-
setzen von dogg:

0 dra

d d = —
2,u+>\( €11+ dego) i

Durch Umformung der Gleichungen erhilt man Ausdriicke fiir die Dehnungsinkremente

dego +

(4.22)

in Abhéngigkeit der initialen longitudinalen und zirkularen Spannungen:

. . dr
d£22 = d£33 = (2140’? — O'g )BT: s

4.23
dr, ( )

Br,’
mit A = A\/(2u+ A) und B = 1 + A — 242, Durch die Integration dieser Inkremente

deyp = —2 <(1 + A)6} — A&§>

kann unter Beriicksichtung der initialen Werte der Verlauf der Dehnungen beschrieben

werden:
Ta
2469 — 60 [ d 2469 — 69
€99 = €33 = O-‘lB 03 / r’ra = — UlB 03 ln<:> +€8
4 a a
2 [(1 + A)6Y — A&g} Ta 2 [(1 + A)6Y) — Aag]
€11 = — / dra = In - +&Y
1 B Ta B Ta L

T

(4.24)
Die Randspannungen, die jedenfalls in radialer Richtung nicht vorhanden sind, miissen
mit den Randdehnungen konform sein. Daher lisst sich G1(4.14) in ein Gleichungssy-

stem mit den unbekannten initialen Dehnungen &? aufstellen:

o_( + A)59 — A9
1 A Al [0 &9 ! B
—ABY + 6
A1 Al ]=1|o = &= ("% o3) (4.25)
A A1 9 59
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Mit den vollstdndigen Dehnungsverldufen findet man mit GI.(4.17) zusétzlich zu dem
longitudinalen Spannungsverlauf den KUBLER [57] herleitet Gl.(4.2), die Spannungs-

verldufe in radialer und zirkularer Richtung:

&1:&?[1+21n<:)], &2:&3111(:), 63:(33[1+1n<:>}. (4.26)
a a a

Identifizierbar ist hier der Zusammenhang zwischen den Verldufen. Die radial und zir-
kular Spannungen unterscheiden sich nur um dem Anfangswert der zirkularen Spannun-
gen 69. Fiir weiterfiihrende Erliuterungen erhalten diese Verldufe 621-3 einen zusétzlichen
Index B, der anzeigt, dass es sich um einen Spannungsverlauf im Inneren des Baum-

stammes handelt.

Die Spannungsinkremente G1.(4.17) sind im Folgenden in finite Inkremente tiberfiihrt.
In 2- und 3- Richtung sind diese nun nicht mehr identisch, da die Annahme in GI. (4.19)

aufgrund der fehlenden Symmetrie nicht anwendbar ist:
AG; = Agji + A(Aeqy + Aega + Acegg — Agyy) . (4.27)

Aufgrund der geringen Dicke des geschnittenen Bretts werden auch hier Kartesische

Koordinaten entsprechend Abb. 4.8 verwendet.

i
AW

AL L)) )] ‘VHI

Abbildung 4.8: Kartesische Koordinaten fiir radiale, axiale sowie zirkulare Eigen-

spannungen und Eigendehnungen innerhalb des Bretts.

Die Voraussetzungen fiir die Umverteilung der Spannungen nach dem Schnittvorgang
fiir die Holzstreifenmethode ist, dass die Spannungskomponenten an den Oberflichen
verschwinden. Das bedeutet, dass die Spannungsverteilung in die 3-Richtung Ads +
6*31? = 0 vor dem Schnittvorgang in Kombination mit dem Inkrement gleich Null sein
muss. Dadurch gilt auch, dass in Radialrichtung alle Eigenspannungen entlastet werden

A&y + 68 = 0. Durch das Einsetzen der Spannungsinkremente ergibt sich mit der
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Substitution der Koordinate r durch « das Gleichungssystem:

Aen 1<x>
A6 55 n 0
et L | ot 7 ) Y
st o M (RN
Ta

das nach dem Auflosen nach Aegs und Aess zu

Ae xz
(Am) (—A 0 —A> S, 1n<ra>
= Aeg

A 44 o — 03 . , (4.29)
€33 — — _
ses) 1)

fithrt. Durch die Kombination der Gleichungen ldsst sich nun ein Ausdruck fiir die

A1 A
A A

Inkremente in die 2- und 3-Richtung ableiten
Aggg = —AAe1 — A |:A(A811 + Aego) + 5‘3 |:l + ln<:>

Aesa = ~A8ers - A|Alder + Acw) + 0§ (£ )] =8 |1 m( L))

Ta

(4.30)

B 1 A6Y 59 x
Aez = <A+1 _1> Aot T AC ) A+

~0 ~0
- _ 93 __ 9 r
At1 1> AT (A=) (A+1)ln<ra>

Diese Inkremente fiir die 2- und 3-Richtung ergénzen die Gleichung des Hookschen

Gesetzes G1.(4.27) in Logitudinalrichtung:

o A A89
A6y =Aeq + A—i—l[_AAEH + A1
~0
—o0m(E) - AAe; - -8 _50m(E 4.31
o3 In " €11 (A—l) O3 1n ra ( )

B A6Y T

Die Randbedingungen miissen nun fiir die Holzstreifenmethode angepasst werden.
Da keine Rotationssymmetrie mehr vorhanden ist, konnen GI.(4.15) und GIl.(4.16)

in der vorliegenden Form nicht angewendet werden. Es muss aber gelten, dass die
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Léngsspannungen nach dem Schnitt fiir die Holzstreifenmethode, abgekiirzt mit dem
Index H, iiber den Querschnitt mit:

Ta Ta

~H _ . ~B _

/01 dx/Aal—i-al dz =0, (4.32)

0 0
im Gleichgewicht stehen. Durch das Einsetzen der zuvor bestimmten Spannungsinkre-
mente der Logitudinalrichtung und den bauminternen Verlauf 61]3 lasst sich das Deh-

nungsinkrement dieser Richtung bestimmen:

ra BAgy; — A9 <1 + 21n<$

) +of (142m(2)) ar—o

, 1+ A4 Ty
BAgy1x — A&gx<2ln<$> - 1) .
x
- { 1+A - —|—&?3:<21n<>—1>] =0 0
Ta 0
BAenra+A6Yra BAey1 +A68
= — 0 Tg=———""—"7—0;
1+ A 1+ A
14+ A)6) — A6Y
= AEHZ( + >2 03.

Setzt man diese wiederum in den Spannungsverlauf &1l in Logitudinalrichtung ein,

erhélt man den folgenden Ausdruck:

61 = A6y + 67

(1+A)6? — 459 — A9 <1+21n(f>> 0 i
= 1+ 4 + 0 <1+21n<ra))
(4.34)
(1+A)s) — AsY) <2+21n(f>>
- 1+ A

— (69— v6Y) <2+21n(2>> .

Vernachldssigt man den in Relation gesehen kleinen Term —V&g, ist erkennbar, dass
sich der Spannungsverlauf &{{ in Logitudinalrichtung im Gegensatz zu den bauminter-
nen Spannungen 67 konstant um einen Betrag erhoht hat, der den durch die Holzstrei-

fenmethode an der Oberfliche gemessenen Lingsspannungen 69 entspricht.

Mit dem Modell von GILLIS [32] lassen sich auch konstante Spannungen fiir den Kern
darstellen. Dabei wird angenommen, dass es einen zu Anfang des Wachstumsprozesses

spannungsfreien und dehnungsfreien Kern mit dem Radius r; gibt. Indem man die



78 4 MESSUNG UND MODELLIERUNG VON WACHSTUMSSPANNUNGEN

Dehnungen ohne Anfangswerte geméifl Gl.(4.24) in die Spannungsgleichung G1.(4.17)

einsetzt, erhélt man die folgenden Spannungen fiir den Kern 0 < r < 7y:

61 =260 1n(”>, Gy = 69 1n<”>, b3 =69 1n<“> . (4.35)
Ta Ta Ta

Fiir den restlichen Bereich des Querschnitts r; < r < r, gelten weiterhin die zuvor

bestimmten Spannungsverldufe Gl.(4.25).

Aufbauend auf diesen Uberlegungen entwickelten ARCHER & BYRNES [4] ein linear-
elastisches, orthotropes Modell und kénnen damit die Ergebnisse von Gillis bestétigen.
Besonders bei den longitudinalen Eigenspannungen liefert dieses Modell fiir Bereiche
auflerhalb eines Kernradius von etwa r; = 0.17, eine gute Ndherung, wie bereits von

KUBLER [57] und GILLIS [32] gezeigt wurde [4].

Fiir die transversalen und radialen Eigenspannungen treten jedoch gréflere Abweichun-
gen auf. Insbesondere bei den radialen Eigenspannungen im Kernbereich weichen die
Ergebnisse des Modells um den Faktor 2 von den Spannungswerten des orthotropen
Modells ab [4].

4.6 1-D Modell zur Erfassung axialer Wachstumsspannungen

Zunéchst wird ein 1-D Modell zur Erfassung axialer Eigenspannungen vorgestellt. Ba-
sierend auf einer festgelegten genetisch veranlagten Axialkontraktion &y werden iiber die
Jahre am Rand Zugeigendehnungen aktiviert. Diese miissen {iber den Querschnitt {iber
Druckspannungen im Kern ins Gleichgewicht gesetzt werden. Der lokale Dehnungswert

in der Schicht n im Jahr a ist definiert durch:

el = Z Ael(f) =gl 4 Ael(la), n=1.(a—1). (4.36)

Hierbei beschreibt Asfla) die Verdnderung des integralen Dehnungszustandes im aktuel-
len Jahr. Demnach ergibt die Summe iiber alle Verdnderungen des integralen Dehnungs-
zustandes iiber die Jahre den aktuellen Zustand. Dies gilt fiir alle Jahresringe aufler den
dufersten Jahresring. Im Modell beschreibt dieser die Verholzung der Kambiumschicht

n = a und manifestiert dessen Dehnungszustand mit:
e@ = A 1 5 . (4.37)

Die SproBlachse (n = 1) sei allerdings im ersten Jahr (a = 1) frei von Eigenspannung
und Dehnung;:
M=o, (4.38)



4.6 1-D Modell zur Erfassung axialer Wachstumsspannungen 79

Unter Beriicksichtigung linearer Elastizitdt und der Annahme von transversaler Isotro-

/R
=0
(a)

. . . . . . . a
Nimmt man an, dass die Jahresringe konzentrische Kreise bilden und E; sowie ¢,

pie ergibt das Gleichgewicht:

2
/ Eiedpdr=0. (4.39)
=0

S|

r =1

o)

innerhalb jedes Ringbereichs konstant sind, ergibt sich:
a
S E ALY =0, (4.40)
i=1

wobei die Breite der Jahresringe durch die Fléche A; festlegt ist. Der Fldcheninhalt der

inneren Jahresringbegrenzung wird vom dufleren Jahresringflicheninhalt subtrahiert

n 2 n—1 2
A= (Zdz) —(Zdi) : (4.41)
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4.7 Vergleich mit experimentellen Messungen

Vergleicht man die Ergebnisse einiger Holzstreifen-Versuche von JACOBS [45] sowie JA-
COBS [44] mit den Innendehnungsmessungen nach der Methode von KUBLER [57], siehe
Abschnitt 4.2, so ergeben sich die Diagramme in Abb. 4.9 und Abb. 4.10.

Das Modell von Gillis beriicksichtigt hierbei einen Kernradius von r; = 0.05. Auch das
1-D-Modell zur Bestimmung axialer Eigenspannungen mit 100 Jahresringen weist einen
Kernradius von r; = 0.05 auf, wobei die Dicke der ersten Schicht d; = 0.05 betrigt.
Fiir die weiteren Jahresringe wird die Dicke proportional zum verbleibenden Abstand

zur Oberflache definiert.

Die Gemeinsamkeiten und Unterschiede der Wachstumsmodelle werden deutlich: Abge-
sehen vom Kernbereich verlaufen die Kurven weitgehend identisch. Im Kern dhneln sich
das Modell von Gillis und das 1D-Akkumulationsmodell, da beide eine Unstetigkeit der
Steigung aufweisen. Diese entsteht im Gillis-Modell durch ein separates Integrationsge-
biet, im 1D-Akkumulationsmodell durch die Annahme eines spannungsfreien Ausgangs-
zustands sgl) = 0. In beiden Fillen werden die Dehnungen im Kernbereich durch die
Dicke des initialen Sprosses bestimmt. Der Unterschied: Das 1D-Akkumulationsmodell
baut bereits in der nachfolgenden Schicht dy einen Gradienten auf, wihrend der Kern

im Gillis-Modell eine echte Unstetigkeit darstellt.

Im Vergleich zu den experimentellen Daten zeigen sich die in Abschnitt 4.4 und 4.5
beschriebenen Unterschiede zwischen den Innendehnungsmessungen mit rechteckigem
Priifquerschnitt und den Wachstumsspannungsmodellen. Dabei unterliegen die Mes-
spunkte durch Spannungsentlastung Abweichungen zum bauminternen Verlauf der
Wachstumsspannungen, vgl. Abb.4.5. Sie sind um einen konstanten Betrag verscho-

ben, der den an der Stammoberfliche gemessenen Figendehnungen £y entspricht.
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Abbildung 4.9: Vergleich der 1D-Modelle mit Messdaten von KUBLER [57] einer Rot-
buche nach Bohrzylinderentnahme und Innenmessung mit Extensometer sowie einer

gemessenen Oberfliichendehnung: £ = 6.66 - 10~%.
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Abbildung 4.10: Vergleich der 1D-Modelle mit Messdaten von [44] eines Riese-
neukalyptus mittels Holzstreifenmethode sowie einer gemessenen Oberflichendehnung;:
g0 =5.75-10"%.
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5 Phasenfeldmodell fiir Wachstumsspannungen

Die in Kapitel 4.4 bis 4.6 betrachteten Modelle zur Bestimmung von Figenspannungs-
verldufen beruhen auf der Annahme isotropen, linear-elastischen Materialverhaltens.
Sie sind zudem auf exakt vertikale Stammabschnitte mit Kreisquerschnitt beschrankt
und vernachldssigen duflere Belastungen. Somit kann weder die Belastungsgeschichte

noch der aktuelle Belastungszustand in diesen Modellen erfasst werden.

Mit Hilfe der Phasenfeldmethode lasst sich hingegen das Wachstum der Holzmatrix
auch unter Beriicksichtigung der Belastungshistorie und mit komplexem Materialver-

halten simulieren.

In diesem Kapitel wird zunéchst eine allgemeine Einfithrung in die Grundlagen von
Phasenfeldmodellen fiir zwei Phasen gegeben. Anschlieffend folgt eine Analyse der spe-
zifischen Modellparameter, die das Baumwachstum sowie die Entstehung und Akku-

mulation von Wachstumsspannungen beschreiben.

5.1 Grundprinzip von Phasenfeldmodellen

Ein gemeinsames Merkmal aller Phasenfeld-Anwendungen ist das Auftreten bzw. die
Annahme einer diffusen Phasengrenze. Im Unterschied zu einer scharfen Phasengrenze
weist die diffuse Phasengrenze eine Ubergangszone auf, in der beide Phasen koexistie-
ren, vgl. Abb. 5.1.

Ein oder mehrere Phasenfeldparameter ¢ werden zur Beschreibung der einzelnen Pha-
sen vorgesehen. Im Ubergangsbereich zwischen den Phasen werden abhingig vom je-
weiligen Modell Materialeigenschaften durch eine Sigmoidfunktion f(y), die Werte im
Intervall [0, 1] annimmt, interpoliert. Die zeitliche Entwicklung des Phasenfelds erfolgt
je nach Problemstellung i.d.R. durch eine Differentialgleichung, wobei zusétzliche Glei-
chungen genutzt werden kénnen, um die physikalischen Eigenschaften der Phasen néher
zu beschreiben. Eine Sensitivitdtsfunktion determiniert die Verteilung der Phasen und
fiihrt auf eine Allen-Cahn-Gleichung [1] oder eine Cahn-Hilliard-Gleichung [14]. Der
wesentliche Unterschied zwischen diesen beiden Gleichungen besteht in der Erhaltung
des Phasenfeldparameters: Die Allen-Cahn-Gleichung ist nicht-konservierend und eig-
net sich daher insbesondere fiir Wachstumsprozesse, bei denen sich Phasengrenzen ohne
Massentransport bewegen. Im Gegensatz dazu ist die Cahn-Hilliard-Gleichung konser-
vierend, sodass Masse lediglich durch Diffusionsprozesse umverteilt werden kann, wie

es z. B. bei der Dendritenbildung in der Erstarrungsdynamik der Fall ist [91].
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Abbildung 5.1: Scharfer und diffuser Phaseniibergang.

5.2 Spezifizierung des Phasenfeldparameters

Hier dient der Phasenfeldparameter ¢ zur Beschreibung der Morphologie® des Stam-
mes. Strebt der Phasenfeldparameter ¢ gegen 1, so représentiert er die Holzmatrix.
Strebt er gegen —1, steht er fiir Hohlrdume bzw. die umgebende Luft. Dazwischen liegt
die Ubergangszone, welche in diesem konkreten Anwendungsfall die Schicht zwischen
Holzmatrix und Baumoberfliche abbildet. Hier findet sich das Kambium des Stammes,
welches wie in Kap. 2 beschrieben neue Holzschichten bildet und fiir die Anlage von
Eigenspannungen verantwortlich ist. Insofern liegt es nahe, den Phasenfeldparameter
als Parameter zur Steuerung von Wachstumsdehnungen zu nutzen. Weiterhin wird er

zur Definition der Materialdichte herangezogen:

ece—¢o)

flp,€,00) = mit  p = f(p) po - (5.1)

ec(p—vp) + 1

In der Materialdichte-Funktion Gl. (5.1) steuert der Faktor e im Exponent die Unschirfe
des Phaseniibergangs und damit die Dicke des Ubergangsbereiches zwischen Luft
(p = 0) und Holzmatrix (p = po), vgl. Abb.5.2. Der Schwellenwert ¢, bestimmt die
Lage des Wendepunkts dieser Sigmoidfunktion. Uber das Kambium (¢ > 0) steigt die

8Der Begriff Morphologie stammt aus dem Altgriechischen: morphé bedeutet ,,Gestalt* oder
,2Form*“ und ldgos steht fiir ,Lehre* oder ,, Wissenschaft “.
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10

Abbildung 5.2: Materialdichte-Funktion f(p,€, ¢, = %) in Abhéngigkeit des Expo-
nenten €, der die Wertemenge des Phasenfeldparameters ¢ im Wertebereich (f(0), f(1))

ausweitet.

Materialdichte kontinuierlich an, sodass fiir f(¢p = 1) die Bedingung fiir das Vorhan-
densein von Holz p ~ pg erfiillt ist. Mit der Wahl der Parameter ¢, = %, € = b ergibt
sich fiir f(¢ = 1) ~ 0.97 und f(¢ = 0) ~ 0.16 eine hinreichend genaue Anpassung an

die gewiinschte Materialverteilung.

Der Materialtensor wird als transversal-isotropes Stoffgesetz an die Faserrichtung der

Holzmatrix sowie an die Dichtefunktion im Gebiet gekoppelt:

Co.tilp) = f(¢)Ci - (5.2)

Das Phloem wird aufgrund seiner geringen Steifigkeit im Modell nicht beriicksichtigt.

Die freie Energiedichte durch elastische Dehnung wird tiber:

W (e, ) = 5 o) Couly)  e(u) Gx)

mit dem linearen Dehnungsmafl €(u) = sym[H] eingefiihrt. Es wird somit von kleinen

Deformationen im Bereich des Stammes ausgegangen.

5.3 Zielfunktionen des Baumwachstums

Wie in Kapitel 3.2 beschrieben, spiegelt die Morphologie eines Baumes das Ergebnis
einer Vielzahl von wechselwirkenden Umweltfaktoren wider, die sich im Verlauf seiner

Genese verdndern und verschiedene Wachstumstropismen auslésen.
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Definition (Morphologielinie). Die Morphologielinie fasst die langfristige Wirkung al-
ler wihrend des Baumlebens einwirkenden Wachstumstropismen und -reize zu einer

idealisierten Wuchsrichtung zusammen.

Eine Erfassung dieser Einfliisse durch ein umfingliches Modell wird hier nicht in
Erwagung gezogen. Stattdessen wird die bestehende Geometrie eines Baumes als gege-
ben angenommen, um die Eigenspannungen in dessen vorliegender Form zu berechnen.
Vor diesem Hintergrund werden im Modell Morphologielinien M(t) eingefiihrt, wel-
che den Verlauf der Marklinie im Zentrum des Stammes beschreiben. Fiir eine prézise
Darstellung solcher Morphologielinien erweisen sich natiirliche Koordinaten als beson-
ders geeignet. Jeder simulierte Starkast wird dabei durch eine eigene Morphologielinie
M, (t) reprisentiert. Die Tangenten e entlang des Markkanals definieren die Wachs-
tumsvektoren dj”!, siche Abb.5.3.

M /‘dy
— Triebspitzen

Abbildung 5.3: Darstellung der primédren Wachstumsrichtung dé‘/[ innerhalb der Mor-
phologielinie und des Gradienten der Phasenfeldvariablen Grad[y] senkrecht zur Ober-
fliche im Stammbereich nach WuLr & MUENCH [115].

Diese Vektoren bilden die Grundlage fiir die Formulierung des primiren Wachstums

iiber die folgende Zielfunktion:

J1 :/— d)'| o AV — minw.rt. . (5.4)
B
"

Da |d}*| > 0, wird die zugehérige Zielfunktion fiir ¢ > 0 minimiert. Dies erzeugt entlang
der Morphologielinie einen Wachstumsdruck, der die Ausbildung der priméren Baum-

topologie induziert. Um jedoch zu verhindern, dass das Material entlang der gesamten
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Morphologielinie gleichzeitig entsteht, wird die Zielfunktion erst in der Ubergangszone

aktiviert.

Mit fortschreitender Topologieentwicklung wiichst die Ubergangszone auch in Dicken-
richtung iiber den Bereich der Morphologielinie hinaus. Zur Modellierung des se-
kundidren Wachstums werden in diesen neu hinzukommenden Bereichen zusitzliche
Richtungsvektoren dg eingefiihrt. Diese werden durch einen in Abschnitt 5.7 beschrie-

benen Mechanismus bestimmt und sprechen eine zweite Zielfunktion an:

Jo = / — |dg] ¢ AV — minw.rt. . (5.5)
B
72

Die explizite Trennung beider Zielfunktionen erlaubt eine unabhéngige Steuerung des

Wachstums in Léangs- und Querrichtung.

Die Richtungsvektoren dé\/l und dg definieren zugleich die Faserausrichtung innerhalb
der Holzmatrix und werden als Vorzugsrichtungen ag im Sinne transversal-isotroper

Materialmodelle geméfl Kapitel 2.4 verwendet.

5.4 Freie Energieformulierung und Grenzflachenbreite

Die freie Energie, die sowohl der Cahn-Hilliard- als auch der Allen-Cahn-Gleichung

zugrunde liegt, setzt sich aus zwei Anteilen zusammen [96]:

1/} = wwell + wGrad ’ (56)

wobei Yyen ein lokales Potential beschreibt und ¥agraq den Einfluss von Gradienten des

Phasenfeldparameters berticksichtigt. Das Potential ¢y wird in dieser Arbeit iiber:

wwell = ﬁ(SOQ - 1)2 (57)

beschrieben und weist zwei energetische Minima auf, die durch ein Maximum getrennt
sind, siehe Abb. 5.4.
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1.5 TT T
— =025
pl=0.p

1.0

E

>

= 0.5 1
0.0

—-2.0 —-1.5 —1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
P

Abbildung 5.4: Potentialkurve mit zwei energiearmen Zustédnden.

In Anwendungen wie der Topologieoptimierung werden hingegen hiufig andere Poten-
tiale verwendet, um die energetische Trennung zwischen Material und Leerraum zu
verstirken [8]. Dabei ist die mechanische Steifigkeit der Struktur direkt mit dem Pha-
senfeld verkniipft. Dementsprechend sind dort auch die Phasenfeldwerte auf ¢ € 0,1
zu beschrinken. In der vorliegenden Arbeit wird darauf jedoch bewusst verzichtet, da
iiber die Materialdichte-Funktion gem#f Gl. (5.1) gezielt auch die Zwischenzusténde
¢ € —1,1 genutzt werden, um das Kambium als Ubergangsbereich zwischen Luft und

Holz zu modellieren.

Dieses Potential begiinstigt Zustédnde, in denen der Phasenfeldparameter ¢ einer der
beiden Phasen zugeordnet ist, z. B. Material oder Luft. Da 1y zwei gleichwertige
Minima besitzt, kénnten allerdings diskontinuierliche Phasenspriinge in beliebiger Aus-

pragung auftreten. Dies wird durch die Gradientenenergie:

1
VGrad = §LC |Grad[<,p]|2 (5.8)

verhindert, da hohe Gradienten Grad[y] in der Phasenfeldvariable iiber den Parameter
L¢ > 0 zu hohen energetischen Beitrégen fithren. Zusammengenommen resultiert daraus
eine Ubergangszone mit endlicher Breite ¢, die iiber den Parameter L. eingestellt werden

kann.

Unter Beriicksichtigung der Wachstumsrichtung dg kann die Ubergangszone anisotrop

vergrofert werden, vgl. Abb. 5.5. Dazu wird die Gradientenenergie iiber eine Matrix Py
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bestimmt:
1
Yrma = 5Gradfg] - Py - Gradle] (5.9)
mit

Pqo=L:.1+ps diag(de) . (5.10)

v/ (Le + ps)

e

g
=

g
=

£
vz ke

Abbildung 5.5: Links: Kreisformige Ausdehnung der Grenzfliche iiber einen einzel-
nen Parameter L.. Rechts: Elliptische Ausdehnung der Grenzfliche in Richtung des
Wachstumsvektors dg.

Der Faktor £/+/253 beschreibt den Einfluss von L. sowie P4 auf die Breite der Grenz-
fliche ¢ und ist durch das gewihlte Potential festgelegt. Zur Bestimmung des sta-

tiondren Profils, der Breite ¢ und des Faktors £ wird das funktionale Minimum der

Gesamtenergie:
U= / »dV (5.11)
B
gesucht. Dies erfolgt tiber die erste Variation:
B OV yenn B
00 = [ Grad[y] - Pq - Grad[dy] + B dpdV =0. (5.12)

B

Die partielle Integration des Gradiententerms fithrt zu:
/ Grad[p] - Pq - Grad[dp] dV = / dp - Div|Grad[y] - Pg] dV
B B

+ do - (Grad[p] - Pq) -n dA . (5.13)
oB
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Unter Vernachlissigung des Randterms, resultiert durch Einsetzen in Gl. (5.12):

awwell
dp

5T = / (—Div[Grad[gp} Puldp+ > SpdV =0. (5.14)

Da die Variation fiir beliebige d¢ verschwindet, folgt:

—Div[Grad[¢] - Pq] + a"gvg” =0 (5.15)
6290 8Tzzjwell o
—ZP et et =0 (5.16)

Fiir die Richtung X ergibt sich die Differentialgleichung;:

dQQD — = L . dwwell
d?X, 4 Py de

(5.17)

Multipliziert man beide Seiten der Gleichung mit ¢’ und wendet die Kettenregel an, so

erhalt man:

"ol 1 ‘dwwell /

[ ST PR

d (L dp\*) _ 1 divear do

— (= (=E) | =—- s 5.18
7 ax, <2<dX1>> Py dp  dX, (5:18)

Die Integration iiber X liefert:

1/ dy 2 1

- = —— e . 1

2<dX1> in n(p) +C (5.19)

Durch die Annahme eines stationéren, isolierten Systems ohne Triebkréfte oder Zwang
treten fiir ¢ — 41 keine weiteren Anderungen auf, sodass die Ableitung verschwindet

de/dX; — 0. Setzt man dies ein, z. B. fiir ¢ = 1, ergibt sich C' = 0 gemé8f:

1 1
0= 7wwell(1) +C = C= _7wwell(1) . (520)
P11 Pll
Damit vereinfacht sich die Gleichung zu:
de 2 2
= — . 5.21
( Xm > Pll ¢Well(w) ( )
Setzt man das Potential ¢y ein:
de ? 26 o 2
= — -1 .22
(42) = mt - 12, (522

so ergeben sich die moglichen Steigungen des Profils:

dy 26 5
=£4/ = -1

(5.23)
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wobei das Vorzeichen die Richtung des Ubergangs entlang der Raumkoordinate X
bestimmt. Bei einem Ubergang von ¢ = +1 nach ¢ = —1, wird die negative Steigung

verwendet. Die Separation der Variablen liefert:

dey 26
=—/—0 dX;. 5.24
QOQ -1 P11 ! ( )

Zur Bestimmung von X (p) wird integriert:

1 23
dp = — — dX
/@2—1 4 / Py !
1 I+e\ 203
2ln<1_()0> _ ( PHX1+D> , (5.25)

wobei D = 0 zur Lokalisierung der Grenzfliche bei X1 = 0 gewdhlt wird. Damit ergibt

sich fiir |¢| < 1 das stationire Profil als:

2
¢(X7) = tanh <— PHX1> . (5.26)

Fiir einen Wachstumsvektor dg = (1,0,0)e; sowie L. = 0.01 und ps = 0.1 sowie
B = 0.25 ergibt sich die in Abb. 5.6 dargestellte Profilverteilung.

L I ———— oy ™ Pu=Le=001
P33 =L.+ps = 0.11

lx,

—0.50 A

—0.75 A

—1.00

—-1.5 —-1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Abbildung 5.6: Grenzflichenprofil fiir 1w = ¥ mit markierter Breite ¢ fiir unter-

schiedliche Richtungsvektoren.
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Zur Bestimmung der Grenzflichenbreite ¢ wird die Umkehrfunktion des stationéren
Profils herangezogen:
P, _

Xi(p) =— 2—; tanh~!(¢) , (5.27)
Ublicherweise erfolgt eine Definition von ¢ als der Abstand zwischen den Punkten an
denen das Phasenfeld ¢ die Werte —0.95 bzw. 0.95 annimmt [100]. Daraus ergibt sich
eine Proportionalitit der Breite zur Wurzel £ oc /Pi1:

Py

(=2-|— 38 tanh™1(0.95)| = \/52? VP~ \/% VP . (5.28)

Ein groBerer Eintrag Pj; in Richtung e; fithrt somit zu einer breiteren und flacheren

Ubergangszone.

5.5 Variationsformulierung des Phasenfeldmodells

Zur Modellierung der Strukturmechanik wird nun eine mechanische Kopplung ein-

gefiihrt, bei der die elastische Energie vom Phasenfeldparameter ¢ abhéngt.

Die kombinierte freie Energie setzt sich aus einem mechanischen Beitrag W sowie den

Phasenfeldenergien zusammen:

Yint (€, p, Grad[p]) = W (e, ©) + Ywen (@) + Yarad (Grad[e]) . (5.29)

Da die Materialdichte vom Phasenfeldparameter ¢ abhéngt, gilt dies auch fiir die me-
chanische Energie W, vgl. Gl. (5.3). Wihrend der Materialzustand ¢ = 1 mechanische

Energie speichern kann, ist dies fiir den Leerraum mit ¢ = —1 nicht der Fall.

Die Einfiihrung der Wachstumsfunktionalterme J; und Ja, vgl. Gl. (5.4) bzw. Gl. (5.5)
in die Gesamtenergie des Modells ermdglicht es, das Wachstum und die Ausbreitung

der Phasenstruktur zu steuern:

II = / Uint (g, o, Grad[yp]) dV — /(Cy,l 7+ ¢y 272)edV
B B

—/f(gp)pob‘udV—/(t-u—i—ygo) dA . (5.30)
B oB

Dabei wird J; als Wachstumsdruck interpretiert, der entlang der Morphologielinie

verlduft, wihrend J» den sekundéren Wachstumsdruck erzeugt. Die Faktoren ¢, ; und
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¢y,2 modifizieren dabei die Triebkraft in die jeweilige Richtung, indem sie die Beitrége

zur Energie gewichten.

Durch die Variation der Gesamtenergie II beziiglich der Verschiebung u und des Pha-
senfeldparameters ¢ wird ein stationédrer Punkt der Energie bestimmt. Diese Variation

lautet mit den zusétzlichen Randtermen aus Gl. (5.13):

ot = |

B

| —

fle)e(u) : Cyi : €(du) + ndp + Grad[y] - Pq - Grad[égo]] dv

(e + ev210) G dV = [ )b udipdy (5.31)
B

f(@)pob-dudV — /t-éudA—/y&pdAéO.
IB%; B¢,

B B

Dabei beschreibt n die Ableitung der freien Energie Wiy (€, ¢, Grad[¢]) nach dem Pha-

senfeldparameter ¢ durch:

_ B\IIint(e,go,Grad[go]) - K OV ell . } / . 2
n= 5o =50t oy = 5 (P)e: Cis e +48p(p”" = 1) . (5.32)

Die Triebkréfte 1 und o der Zielfunktion werden explizit hinzugefiigt. Ihre Variationen
01 und 72 werden nicht betrachtet. Innerhalb eines Berechnungsschritts bleiben ~;
und -9 konstant. Nach Abschluss einer auskonvergierten Konfiguration wird ein Update
durchgefiihrt, um die Wachstumsfunktionen der aktuellen Materialverteilung abzubil-
den. Dies erméglicht groflere Schrittweiten. Zur weiteren Vereinfachung der Darstellung

werden y; und 72 und ihre Vorfaktoren ¢, 1 und ¢y 2 mit v zusammengefasst:
Y=y Gy 272 - (5.33)

Das Cauchysche Spannungstheorem Gl. (2.9) definiert die Neumann-Randbedingungen

der Traktionen auf dem Rand:
o-n=t auf OBy. (5.34)

Mechanische Randkrifte kénnen nur dort einwirken, wo Material vorhanden ist p(p) >
0. AuBere Belastungen innerhalb des Gebiets konnen iiber Knotenkriifte oder als Volu-

menkrifte aufgebracht werden.

Die Neumann-Randbedingungen des Phasenfelds:

Grad[p]-Pg-n =7y auf 0BY% (5.35)



5.5 Variationsformulierung des Phasenfeldmodells 93

gehen aus dem Randterm hervor, der sich durch die partielle Integration der Variation
beziiglich Grad]p] ergibt, siehe Gl. (5.13). Dies entspricht einer Aussage iiber Richtung
und Betrag des Phasenfeldgradienten am Rand des Gebiets:

e y > 0: Die projizierte Komponente von Pq - Grad[y| in Richtung n ist positiv.
e 7y < 0: Die projizierte Komponente in Richtung n ist negativ.

e 7 =0: Py - Grad[y] besitzt keine projizierte Komponente in Richtung n.

1.5

1.0 1

0.5 1

0.0 i
—0.5-

—1.0 1

<
I
\

L

_1.5 T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3

Abbildung 5.7: Darstellung fiir exemplarische Vorgaben von § und Beispiele fiir

mogliche resultierende gewichtete Gradienten Pq - Grad[yp].

Dies resultiert in einem indirekten Wachstumsdruck an den Grenzen des betrachte-
ten Gebiets, um die Phasenfeldgradienten entsprechend der Vorgabe zu regulieren, vgl.
Abb.5.7. Dabei wird auch die bevorzugt elliptische Ausdehnung des Phasenfeldgradi-
enten in die Wachstumsrichtung mit Py(dp) beriicksichtigt. Die Auswertung konkreter
Randwerte erfolgt in Kapitel 6.

Die Dirichlet-Randvorgaben fiir das Verschiebungsfeld sowie das Phasenfeld lauten:

u=u, ou=0 auf 9B, und ¢=¢, dp=0 auf 9BY. (5.306)

Die starke Form der Gleichgewichtsbedingungen fiir das Verschiebungsfeld sowie das

Phasenfeld ldsst sich wie folgt formulieren:

Div[o] + f(¢)pob= 0

(5.37)
Div[Grad[p] - Pa] —n+ f'(¢) pob-u+~v= 0.
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Waéhrend das lokale Gleichgewicht des Verschiebungsfelds die Verteilung innerer Span-
nungen beschreibt, steuert das Gleichgewicht des Phasenfelds die rdumliche Verteilung
und die lokale Entwicklung der Materialstruktur innerhalb des betrachteten Gebiets.
Bei Annahme eines linear-elastischen Materials und kleiner Verschiebungen stellt das
Gleichgewicht des Verschiebungsfeldes bei gegebener Phasenfeldverteilung eine lineare
Differentialgleichung dar. Das Gleichgewicht des Phasenfeldes bleibt hingegen nichtli-
near in ¢, sodass zur Losung des gekoppelten Problems das Newton-Raphson-Verfahren

unumgénglich ist.

5.6 Linearisierung und Zeitdiskretisierung

Im Gegensatz zu Grolen wie Energie, Volumen oder Impuls ist der Phasenfeldparameter
— und damit auch die Massendichte — in diesem Modell keine Erhaltungsgrofe®. Diese
Eigenschaft ist von grundlegender Bedeutung, da — dhnlich wie im Lebenszyklus eines

Baumes — kontinuierlich neues Material entstehen kann.

Durch die Einfithrung einer zeitlichen Entwicklung des Phasenfeldparameters ¢ wird
aus dem Gleichgewicht des Phasenfelds eine kinetische Gleichung!'® [13], welche die
Verteilung von Material und Leerraum durch Minimierung der freien Energie im be-

trachteten Gebiet steuert:
Div[Grad[p] - Pa] =0+ f/(¢) pob-u+vy= wo. (5.38)

Mit der Beschreibung der zeitlichen Entwicklung eines nicht-konservierten Phasenfeld-
parameters ohne Massenerhaltungsterm entspricht dies der Festlegung auf die Allen-
Cahn-Gleichung [1, 59]. Der Parameter w mit der Einheit [Energie - Zeit] ist die Rela-
xationszeit der Phasenédnderung und kann aufgrund der Analogie zu einem geddmpften
Schwingsystem als ,,Ddmpfungskonstante® bezeichnet werden. Sie legt die Démpfung
des Systems auf dem Weg zum energetischen Gleichgewicht fest und bestimmt damit
— bei festgelegtem Ortsbereich — auch den Zeitraum, innerhalb dessen ein neuer stati-
ondrer Zustand erreicht wird. Fiir das vorliegende Modell wird die Einheit der Zeit ¢
iiber die Relaxationszeit w zu [Monaten] festgelegt. Dabei wird die Energie als dimen-

sionslos [—] betrachtet.

9Eine Erhaltungsgrofie ist eine physikalische Grofe, deren Gesamtwert in einem abgeschlos-

senen System iiber die Zeit konstant bleibt.
0Fine kinetische Gleichung beschreibt die zeitliche Entwicklung eines Systems in Richtung

eines energetischen Gleichgewichts.
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Unter Vernachlédssigung der mechanischen Kopplung in der Grenzschicht ergibt sich die
Phasenfeldgleichung als:

e

w¢ = Div[Grad[y] - P4] i

+. (5.39)

Die Differentialgleichung fiir die Xj-Richtung mit einem Wachstumsvektor dg =
(1,0,0) e; lautet dann, vgl. Gl (5.17):

waﬁ _ d2(p o dwwell
ot azx; dy

+. (5.40)

Wie bereits in Abschnitt 5.4 gezeigt wurde, stellt sich ohne eine zusétzliche Triebkraft ~y
ein stationdres Gleichgewicht mit einem charakteristischen Grenzflichenprofil zwischen
der Gradientenenergie und dem Potential ein, siehe Gl.(5.26). Wie STEINBACH [100]
zeigt, kann die hinzugefiigte Triebkraft v so gewahlt werden, dass eine reine Translation

des Profils mit konstanter Geschwindigkeit v hervorgerufen wird, vgl. Abb.5.8:

2
P(Xy —vt) = tanh (— —B(Xl - vt)) . (5.41)
Py
1.00 -
0.75 1
0.50 -
0.25 1
L= 0.00 1
IS8
—0.25 A
t =50
—0.75 1 t = 100
Lo0d — t=150

-100 —-75 =50 =25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
X1

Abbildung 5.8: Laufende Welle ¢(X1,t) mit v = 0.05. Parameter: g = 0.25, P; =
0.11.
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Dabei kann mit der Koordinate { = X —uvt die Zeitableitung des Phasenfeldparameters

iiber die Geschwindigkeit und die Steigung des Grenzflichenprofils ausgedriickt werden:

dp 0 dp A dg dy
Y= =— —=—0v-—=—0- . (5.42)
ot ot d¢ dt d¢ dX;
Dieser Ansatz lésst sich nun in die Differentialgleichung Gl. (5.40) einsetzen:
de d*p 2
—wv - ——— =P — 4 -1 . A4
wu s = Py Bp(p® —1) +v (5.43)
Mit dem Einsetzen der Ableitungen:
dep 26
= /22 (1 = 2
dX; Py (1=¢7),
d*p 25 °
=2,/ = 1 — ©?
dx? py $1=9)

folgt:
25 [25° v
W P—H——2P11 P—H cp—i—4ﬁg0—|—7(l_(p2)
/28 ’ Y Y
= <2P11 Py 4[3) ©+ 1= ) = TS (5.44)

Das Profil bewegt sich dann mit der Geschwindigkeit:

v(p) = \/]2316:;(11902) : (5.45)

Eine konstante Geschwindigkeit v des Grenzflichenprofils erhélt man nur dann, wenn
die Triebkraft oc (1 —902) mit dem Verlauf der ersten Ableitung der Grenzfliche
(1 — <p2) skaliert wird:

2

v(p) = woy Pﬁ (1-¢*) =7 (1-¢%) . (5.46)

Nur bei einem geeigneten Verlauf der Triebkraft v(¢) ist eine gleichméfiige Bewegung
moglich, siche Abb. 5.9. Die Wachstumsreize werden demnach mit (1 — g02) gezielt in-
nerhalb der Grenzfliche lokalisiert. Dies ist essenziell, da Phasendnderungen nur im
Ubergangsbereich zwischen den reinen Phasen stattfinden diirfen. Die maximale Wir-
kung der Triebkraft wirkt im Zentrum der Grenzfliche und strebt an den Réndern

gegen Null.
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Abbildung 5.9: Laufende Welle ¢(X1,t) mit einer Zielgeschwindigkeit von vy = 0.05.
Parameter: w =1, 5 =0.25, P;; = 0.11.

In Bezug auf die primére und sekundére Wachstumsrichtung ergeben sich die Parameter

¢y,1 und ¢y 2 geméf Definition Gl. (5.10) zu:

2
Cy,1 = wury | I fps (1-¢7), (5.47)
Cy2 = CL)’UQ\/? (1- <p2) . (5.48)

Dabei beschreibt v; die primére und vy die sekundédre Wachstumsgeschwindigkeit.

Der Galerkin-Ansatz [120] fithrt wieder zur schwachen Form:

oIl = / [f(go)s(u) : Cii : €(0u) + ndp + Grad[y] - Pq - Grad[op]| dV

+/wsb5s0dV—/75<pdV—/f’(sO)pob‘udV (5.49)
B B B

—/f(SD)POb'5UdV—/(t-5u+y5<p) dAZ0.
B oB

Dabei wird die urspriingliche Differentialgleichung nicht direkt gel6st, sondern in eine

dquivalente Integralform iiberfiithrt, die nun die zeitliche Entwicklung des gekoppelten
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Problems beschreibt. Diese Umformulierung bildet die Grundlage fiir eine Diskretisie-

rung des Problems.

Die Diskretisierung in der Zeit erfolgt mittels eines impliziten Euler-Schemas, das auch
als Euler-Riickwirts-Verfahren bezeichnet wird [41]. Dabei kann das nichtlineare Glei-
chungssystem in jedem Zeitschritt mit dem Newton-Raphson-Verfahren gelost werden.
Innerhalb der Tterationen wird die Anderungsrate ¢ fortlaufend in Abhingigkeit vom

aktuellen Phasenfeldwert bestimmt:

P(tnt1) = p(Atni1) + @(tn) = G(tnr1) At + o(tn)
(5.50)

= $ltnin) = 1 [oltnsn) = (i)

Die Linearisierung von Gl. (5.49) erfordert die Aufteilung der Variation 0II in die fol-

genden Anteile:
AGTL = Ayl + ApST + Agyaqp 611+ AgdTl = 0 . (5.51)

Die einzelnen Beitréige ergeben sich zu:

e Linearisierung beziiglich der Verschiebung w:

AN 1| :/ [f(go) e(du) : Cy: e(Au) +dp f'(p)e(u): C: s(Au)] dv

(5.52)
—/&of’(wpob-Au av
B

e Linearisierung beziiglich des Phasenfeldes ¢:

Apoll =/5<p B F'(@)e(u) : Cyi: e(w) +4B8(30* = 1) — f"(¢) po b U] Ap dV
B

+ /f/(go)s(éu) : Gyt g(u) Ap dV — /6u b f'(p)po Ap AV,
B

B
(5.53)
e Linearisierung beziiglich des Gradienten des Phasenfeldes Grad[y]:
Agradjp)dIl = /[Grad[&p] Py - Grad[Acp]} dv, (5.54)
B
e Linearisierung beziiglich der zeitlichen Anderung ¢:
A oIl = /5gow ApdV . (5.55)

B
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Das Inkrement der Anderungsrate im Phasenfeld A¢ in Gleichung Gl. (5.55), entspricht

dem Beitrag der aktuellen Newton-Iteration ::
Ay’

Ag =
YT A

. (5.56)

Ay,

Api? ]
App=?

90 ty

Aty Ato Ats "

Abbildung 5.10: Implizite Zeitintegration mit dem Euler-Riickwérts-Verfahren fiir
das Phasenfeldmodell. Die Anderungsrate ¢ wird iterativ iiber Newton-Inkremente an-

genihert, wobei ¢ den akkumulierten Zwischenwert bis zur aktuellen Iteration darstellt.

Wihrend der Newton-Raphson-Iteration wird die gesamte Anderungsrate ¢ in einen
bereits akkumulierten Anteil (;AJ aus den vorherigen Iterationen und das aktuelle Inkre-
ment A zerlegt, vgl. Abb.5.10:
. LApk & 2 .
P(tny1) = AL 2 Ar TAL T P(tnt1) + Ap. (5.57)
k=1 k=1
Der Index k bezeichnet dabei die bisherige Newton-Iteration innerhalb eines Zeit-

schritts.

Obwohl das implizite Verfahren aufgrund der notwendigen Newton-Raphson-
Iterationen einen hoheren Rechenaufwand fiir einen neuen Zeitschritt benttigt, erlaubt
im Vergleich zu einem expliziten Verfahren die Verwendung deutlich gréflere Zeitschritt-

weiten [121].
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5.7 Phytomorphologische Beschreibung der Triebspitzenrich-
tung

Im Folgenden wird beschrieben, wie die Phytomorphologie!! iiber eine Morphologielinie
als Eingabegrofle fiir das Finite-Elemente-Modell vorbereitet wird. Sie stellt dabei eine
zeitlich gemittelte Wachstumsrichtung der gegebenen Stammgeometrie dar und dient

als Grundlage fiir die Ableitung der Richtungsvektoren dé\/t innerhalb der Modellierung.

Im vorliegenden Modell werden die Morphologielinien M(t) durch stetige Funktionen
g9(x), g1(x), g2(x), ..., gn(z) mit 2 € R beschrieben [114, 115]. Im Preprocessing erfolgt
die Ubergabe dieser Informationen an das Finite-Elemente-Modell durch das Markieren

von Elementen in einem vorgegebenen Radius um den aktuellen Funktionswert, vgl.
Abb.5.11.

O markierte Elemente ®  Stiitzpunkte

O Grenzwert-Radivs Zo
— dy! g1(x)
91(2) === 61(®)| 4,

1.0 I 1.0 T
10 |
a |
0.5 i !
0 0.5 33
o |
pi[m] 11
> 0.0 ' 0.0 |

O L o

1 7/

9
0.5 5] 054
/ e

ny .
1.0 4 1.0 | . |
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 —-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
x T
(a) (b)

Abbildung 5.11: (a) Darstellung der Zuweisung von Wachstumsvektoren in ei-
nem 2D-FE-Netz mit einer Beispielfunktion ¢;(z) = tannz/4, Elementseitenlingen
ze = 0.1, Yo = 0.1 und einem Grenzwert-Radius von /x2 + y2. (a) Bestimmung der
Steigung der Funktion g;(x) iiber die zentrale finite Differenzen Methode.

HPhytomorphologie bezeichnet die wissenschaftliche Untersuchung der dufleren Form und
des Aufbaus von Pflanzen.
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Zur Abbildung dieser Funktionen innerhalb des FE-Netzes ist eine Rasterung dieser
kontinuierlichen Funktionen nétig. Dazu wird ein modifizierter Algorithmus nach [11]
eingesetzt, der urspriinglich in der Computergrafik zur Darstellung diskreter Linien auf
Rasterstrukturen entwickelt wurde, vgl. Abb. 5.12. Den markierten Elementen wird ein
Richtungsvektor ey = dé\/l zugeordnet vgl. Abb.5.11(a), dessen Steigung mithilfe der
zentralen Finite-Differenzen-Methode (ZFD) bestimmt wird, siehe Abb.5.11(b) [97]:

(5.58)

d./\/l _ []‘/\/ (g/)2+1 ]
’ g /() +1

Sobald der Phasenfeldparameter ¢ einen bestimmten Schwellenwert in der

Ubergangszone iiberschreitet, wird die Wachstumsfunktion .J; mit v, Gl (5.4) im je-
weiligen Element aktiv. Das Vorhandensein dieser Wachstumsvektoren erzeugt somit
lokal einen neuen Wachstumsdruck entlang der Marklinie. Auf diese Weise entwickelt

sich schrittweise eine Topologie, die der Marklinie folgt.

Damit erfasst das Modell das primédre Wachstum des Baumes, jedoch noch nicht das
sekundédre Wachstum. Fiir dessen Beschreibung ist ein Mechanismus erforderlich, der
auch in Bereichen die nicht der Morphologielinie zugehorig sind Wachstumsvektoren
erzeugt, die senkrecht zur Querschnittsebene stehen, siehe Abb. 5.13b. Hierfiir werden

zwei Methoden vorgeschlagen.

Die erste Methode nutzt den Gradienten des Phasenfelds Grad[y], um Elementen, die
von Leerraum zu Holz iibergehen (¢ > 1), Wachstumsvektoren zuzuweisen. Da der
Gradient des Phasenfelds stets senkrecht auf der Oberfliche steht, geniigt in zwei Di-
mensionen eine Rotation um +7/2, um einen Vektor zu erzeugen, der tangential zur
Grenze und damit senkrecht zur Oberfliche des Querschnitts liegt. Dazu wird ein Hilfs-
vektor bestimmt, der senkrecht zur kartesischen es-Richtung sowie zum Phasenfeldgra-
dienten Grad|yp] steht. Dieser Hilfsvektor befindet sich dann in der es-Richtung, je nach
Gradienten-Richtung negativ oder positiv, siche Abb.5.13a. Durch das Kreuzprodukt

zwischen Grad[p] und dem Hilfsvektor ergibt sich der neue Wachstumsvektor:

dg = Grad[p] x (eq x Grad[y)]) . (5.59)

Dieser Ansatz ist jedoch nur in 2D praktikabel, da dort die Orientierung der Grenz-
fliche eindeutig bestimmt ist und das Kreuzprodukt mit einem festen Vektor stets ein
orthogonales Ergebnis in der Ebene liefert. In 3D hingegen ist dieser Zusammenhang
nicht direkt iibertragbar: Der Gradient Grad[p] kann in eine beliebige Raumrichtung

zeigen und es existiert kein einheitlicher Hilfsvektor, der in jedem Fall eine sinnvolle
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{Start, Input: Funktion g,(x,y), FE-Netz, Radius, Schrittweite}

|

Initialisierung: Markierte Elemente (Pixel)

|

Schleife 1: 7 in x-Grenzen mit Schrittweite

Schleife 2: k£ in y-Grenzen mit Schrittweite

|

Aktueller Ort = (4, k, gn (4, k))

|

Berechne Steigungen iiber FDM: my, my, m,

|

Berechne Wachstumsvektor dg

|

Bestimme Pixel um den aktuellen Ort mittels Radius

|

Schleife 3: j iiber Anzahl der Pixel

Speichere Pixel-Informationen: Elementnummer, Wachstumsvektor dg

|

Finde einzigartige Pixel

|

N

Abbildung 5.12: Berechnungsverfahren zur Rasterisierung von stetigen Funktionen

in einem 3D-Raster mit unterschiedlichen Parzellenléngen in z,y und 2-Richtung ba-

sierend auf dem Bresenham-Algorithmus (2D Rasterisierung von Geraden).
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Morphologielinie

<— zu definierende dg

dy < bekannte dy"

T - ' T Grad[y]

| x|

(a) (b)

Abbildung 5.13: (a) Ausrichtung der neuen Wachstumsvektoren in 2D iiber den
Phasenfeldgradienten. (b) Zuweisung neuer Wachstumsvektoren auferhalb des Mor-

phologielinienbereichs.

Rotation erzeugt. Die Tangentialebene an die Phasengrenze ist in drei Dimensionen
zweidimensional, was bedeutet, dass es unendlich viele orthogonale Richtungen zu ei-
nem gegebenen Normalenvektor gibt. Daher ist das Kreuzprodukt mit einem festen
Vektor — wie in der 2D-Methode — in 3D nicht eindeutig definiert und kann nicht

verlésslich eine konsistente Wachstumsrichtung erzeugen.

Die zweite Methode, die auch in 3D erprobt ist, erfolgt direkt innerhalb der Finite-
Elemente-Berechnung. Hierbei wird die Information iiber die Wachstumsrichtung dé\/t
an benachbarte Elemente durch die geteilten Knoten weitergeleitet. Die Ubertragung
der Wachstumsvektoren von den Gauss-Punkten zu den Knoten erfolgt mithilfe der Feh-
lerquadratmethode, die auch zur Mittelung von Spannungswerten genutzt wird [120].
Hierfiir wird ein separates lineares globales Gleichungssystem formuliert und gelost.

Das Minimierungsproblem der Least-Squares-Methode lautet:

= /i(dg —dg)? AV — min. (5.60)

B
Ziel ist es, die quadrierten Abweichungen zwischen den bekannten Wachstumsvektoren
an den Gauf-Punkten dg und den gesuchten Knotenwerten dy im betrachteten Gebiet
zu minimieren. Da es sich um ein lineares Problem handelt, ist nur die erste Variation
des Energieansatzes notwendig. Die Ableitung der Energie nach den Knotenwerten

wird mit der jeweiligen Testfunktion multipliziert. Die Diskretisierung der notwendigen
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Bedingung;:
5T = /5d3(dg ~dg) dV =0 (5.61)
B
ergibt unter Annahme der Ansatzfunktionen ddg j, = Y- N'ddg und dg ), = > N”dj:
I=1 J=1
*, 1 *,J
BIVES 5d97h/NI(NJd97h —dp)dV =0. (5.62)
Q
Dies lasst sich umformen zu:
*, 1 *,J s, 1
5de’h/NINJdeyh v = 5de’h/NIde av. (5.63)
Q Q

Damit ergibt sich das Gleichungssystem zur Bestimmung der unbekannten Knoten-
werte (5d3’fl. Vor jedem neuen Zeitschritt im Rahmen des Euler-Riickwiirts-Verfahrens
werden diese Knotenwerte mithilfe geeigneter Ansatzfunktionen auf die Gau-Punkte
projiziert. Diese Projektion dient der numerischen Stabilisierung, da die Wachstums-
richtungen — und damit die Orientierung der Materialmatrix in Bezug auf die Faseraus-

richtung — innerhalb eines Zeitschritts konstant gehalten werden.

Durch die Glattung werden die Wachstumsrichtungen schrittweise an benachbarte Ele-
mente weitergegeben. Dadurch entstehen kontinuierlich abfallende Wachstumsvektoren,
die von der Morphologielinie ausgehen und mit zunehmender Entfernung gegen null
streben. Relevant ist dabei nicht der Betrag, sondern ausschlieflich die Richtung dieser
Vektoren. Deshalb werden die Wachstumsvektoren normiert, sodass sich ausgehend von

der Morphologielinie ein Richtungsfeld {iber das gesamte Gebiet ausbreitet.

5.8 Akkumulation von Wachstumsspannungen

In Kapitel 4.1 wurde der Mechanismus zur Entstehung von Wachstumsspannungen im
Stamm bereits beschrieben. Es ist nun erforderlich, ein auf das Modell iibertragbares
Aquivalent zu identifizieren, das die Entstehung von Wachstumsspannungen innerhalb
der neuer Schichten der Holzmatrix abbildet. Im Rahmen des Modells kann ausgenutzt
werden, dass zwei Phasen mit einer diffusen Phasengrenze existieren. Es ist nicht not-
wendig, eine zusétzliche Phase fiir eine unabhéingige Materialbeschreibung einzufiihren.
Die Kambiumschicht wird innerhalb der diffusen Phasengrenze basierend auf dem Pha-
senfeldparameter ¢ durch einen oberen Schwellenwert %' und einen unteren Schwellen-
wert @y, abgebildet, siehe Abb. 5.14.
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sSeaannaati
O[0]010[00 y
Dl[o0O L]

Xylem Kambium  Phloem

Abbildung 5.14: Definition der Kambiumschicht auf Basis des Phasenfeldparamters
im Modell mit einer Abbildung der Zellstruktur.

Die Ablagerung von Lignin und das Zusammenziehen der Zellulosefasern, welches in
longitudinaler Richtung mit der Schrumpfung der Zelle einhergeht, wird im Modell
fiir das Kambium im Bereich g, < ¢ < @' durch die Aufbringung einer Dehnung z
in Richtung der Wachstumsvektoren dg und somit der Faserrichtung realisiert. Diese
Dehnung g ist fiir jede Spezies genetisch veranlagt und dient als Eingangsparameter fiir
das Modell. Eine Ubersicht iiber die geldufige Werte einiger Spezies wurde in Tab. 4.3
dargestellt.

Dieser Zustand manifestiert sich wahrend der Verholzung der Xylemzellen und wird als
Dehnungsgeschichte ey, (¢,41) gespeichert. Mit dem Rotationstensor Q lisst sich eine

Darstellung des Dehnungsinkrements in der kartesischen Basis formulieren:

go 0 O go 0 O
S8=|0 0 0| de®de=Q" |0 0 0]Q, (5.64)
0 00 0 00
die sich zur Dehnungsgeschichte addiert:
o < p < @t 5h(tn+1) =€+ Ai(tn+1) . (5.65)

Dabei bezeichnet Agg die Anderung des integralen Dehnungszustands zum Zeitpunkt
tn+1. Eine Ausnahme besteht fiir Gl. (5.65) in der Triebspitze, die spannungsfrei bleibt.
Modell unterscheidet zwischen Kambium und Triebspitze anhand der Wachstumsvek-

toren der Morphologielinie mit |d3| = 1.

Die Adhésion zu den bereits verholzten Xylemschichten fithrt dazu, dass der Dehnungs-

zustand sowohl von der Dehnungsgeschichte als auch von der Anderung des integralen
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Dehnungszustands abhéngt. Dies wird durch folgende Beziehung beschrieben:
@t < Sh(tn—&-l) = Sh(tn) + A&(tn_H) . (5.66)

Innerhalb des Modells resultiert dieser Mechanismus in  akkumulierten

Léangswachstumsspannungen.

Das Flussdiagramm in Abb.5.15 veranschaulicht die Wachstumsspannungsakkumula-
tion mit der spannungsfreien Sprossspitze, wobei die Zuordnung neuer Wachstumsrich-

tungen dg geméfl Abschnitt 5.7 beriicksichtigt wird.

Neuer Zeitschritt
tht1 =t + Atn> Ae(thrl)

Kambium?

» < Py

v
Hinzufiigen des

Berechnung Inte-
] Berechnung Inte-
Dehnungsinkre- graler Dehnungszu-
graler Dehnungszu-

ments €yt = stand ep(tn4+1) =
T+ Ahs((?l)) stand en(fnr1) = en(tn) + An;(t )
0 ' n+1)/, ih(tn)+A5(tn+1) h\{ln n+1
Bestimme dg n

(Update der Dehnungsgeschichte)

Newton-Raphson

A4

Algorithmus o—!
A6II < tol. Sh(tn+1)

Abbildung 5.15: Flussdiagramm nach WULF & MUENCH [115] zur Akkumulation
von Wachstumsspannungen im impliziten Euler-Riickwértsverfahren des Phasenfeld-

modells.

5.9 Thigmomorphes Wachstum

Wie bereits in Kap 3.1 beschrieben, fithrt die Thigmomorphogenese als Reaktion auf
mechanische Belastungen — vermittelt unter anderem durch eine erhéhte Ethylenpro-

duktion — zu verstdrktem Dickenwachstum. Bei Biegebelastung tritt dieser Effekt bei
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Nadelholzern auf der Druckseite und bei Laubholzern auf der Zugseite des Stammes
auf. Um diesen biologischen Mechanismus im Modell abzubilden, wird im Folgenden

zuséatzlich zu den bestehenden Triebkriften des priméren und sekundéren Wachstums:

Y=Cyav ey 272, (5.67)

ein weiterer Triebkraftterm cy s eingefiihrt, der auf lokale mechanische Beanspru-

chung reagiert und so die Materialanlagerung des thigmomorphen Wachstums erfasst.

Zunéchst wird ein Vorzeichenparameter eingefiihrt, der die Reaktionsrichtung des Bau-

mes auf mechanische Belastung festlegt:

e s = +1 fiir druckgesteuertes Wachstum (Nadelholz),

o s = —1 fiir zuggesteuertes Wachstum (Laubholz).

Die axialen Dehnungen werden entlang der Faserrichtung als
Epp — de . (8 . de) N (568)

gemessen, wobei ausschliefilich die durch &uflere Lasten verursachten Dehnungen
beriicksichtigt werden, die den thigmomorphen Effekt auslosen kénnen. Weiterhin wer-
den sie bei voller Materialsteifigkeit des Gebiets ohne die Materialdichte-Funktion f(¢p)
beriicksichtigt, da die Steifigkeit innerhalb der Grenzfliche abfillt, vgl. Gl. (5.1). So-
mit ist der Einfluss duflerer Lasten auch innerhalb der Grenzfliche messbar, wo die
Triebkraft ¢, s~s wirkt, vgl. Gl. (5.46).

Als Referenzwert wird die Dehnung im unbelasteten Zustand innerhalb der Grenzfliche
go verwendet. Aus dieser Referenzdehnung ergibt sich ein kritischer Schwellenwert it
ab dem das Modell auf eine Belastung reagiert. Um sicherzustellen, dass Druck- bzw.
Zugreaktionen korrekt zugeordnet werden, wird der Schwellenwert vorzeichenabhéngig
definiert als et = — s - €9.Erst wenn die lokale Dehnung egg diesen Schwellenwert
iiberschreitet (bei Zug) oder unterschreitet (bei Druck), wird der Indikator fiir span-

nungsinduziertes Wachstum aktiviert.

Wie in fritheren Arbeiten gezeigt wurde, lésst sich im Modell eine Zielfunktion definieren
um ein spannungs- oder in diesem Fall - dehnungsinduziertes Wachstum zu erfassen
[70, 113]. Der Minimierungsansatz ist in diesem Fall formal und dient zur Indikation

von wachstumsrelevanten Gebieten:

Jy = / —s(Bo, u, ) dV, — min w.r.t. u,p. mit (5.69)
B

Ys = H [3(5crit - 599)] . (570)
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Dabei ist die Heaviside-Funktion H definiert durch:
1 wenn s(ecit — €go) > 0
H [s(ecris — €00)] = ‘ (5.71)
0 sonst

womit sich die Schaltbedingung gemafl Tab. 5.1 ergibt.

Tabelle 5.1: Indikator 74 fiir dehnungsinduziertes Wachstum in Abhéingigkeit des Ma-

terialtyps (s) sowie des kritischen Schwellenwerts .4t = —$&o.
Material Bedingung an egg s(Ecrit — €00) s
e00 < €crit (hohe Kontraktion) >0 1
Nadelholz (s = 1)

€00 > Ecrit < 0 0
€99 > €crit (hohe Streckung >0 1

Laubholz (s = —1) st )
€00 < Ecrit < 0 0

Im Gesamtenergiepotential wird die Zielfunktion durch einen Faktor c,s gewichtet,
um eine Abhéngigkeit zur Grenzflachenbreite zu schaffen und die Wachstumsgeschwin-
digkeit parameterabhiingig zu regulieren. Dieser Faktor wird analog zum sekund&ren

Wachstum GI. (5.48) mit dem Ansatz der laufenden Welle ermittelt:

Cys = st\/f (1- @2) . (5.72)

Die Vorgabegeschwindigkeit des thigmomorphen Wachstums vs ergibt sich dabei durch
den normierten relativen Unterschied zum Schwellenwert:

Ecrit — €00 ‘ l
Ecrit w

: (5.73)

vg = ks - |

wobei ks die Empfindlichkeit der Triebkraft fiir den Dehnungsunterschied zum Schwel-
lenwert beschreibt. Obwohl vg von lokalen Dehnungen abhéngt, wird bei geringer Aus-
dehnung der Grenzflidche ein konstanter Wert angenommen, sodass eine reine Transla-

tion des Profils mit konstanter Geschwindigkeit hervorgerufen wird, vgl. Gl. (5.46).

Der zusétzliche Term ergénzt die Triebkraft des Modells:

Y=Cyav1+Cy 272+ Cys s (5.74)

Die Verteilung des Phasenfeldparameters wird somit nicht mehr nur durch das primére
und sekundire Wachstum gesteuert, sondern auch durch einen Spannungsindikator, der

ab einem kritischen Wert das Wachstum von Material initiiert.
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5.10 Rotationssymmetrie zur Simulation kreisformiger Quer-
schnitte in 2D

Werden Baumstdmmen mit kreisformigem Querschnitt nur durch eine radiale und lon-
gitudinale Achse r bzw. z beschrieben, erhilt man ein 2D Modell, welches die Rota-
tionssymmetrie des Querschnitts zu berticksichtigen hat. Hierfiir wird in tangentialer
Richtung ¢ der ebene Verzerrungszustand (EVZ) vorausgesetzt. Weiterhin wird die
Integration iiber das Volumen auf ein Flachenintegral unter Beriicksichtigung des ra-
dialen Abstands vom Symmetriemittelpunkt zuriickgefiihrt, was sich im infinitesimalen

Volumenelement in Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) widerspiegelt:

dV =rdrdedz. (5.75)

Da im 2D-Modell keine explizite Koordinate ¢ vorliegt, wird die infinitesimale Aus-
dehung d¢ durch die Bedingung r,(t) d¢ = 1 ersetzt, was einer Bogenlidnge von 1
am #uBleren Rand des Kreisquerschnitts entspricht. Da sich im hier angestrebten 2D
Phasenfeldmodell der Radius des Kreisquerschnitts {iber der longitudinalen Richtung

z sowie mit der Zeit verdndern kann, ist diese Bedingung orts- und zeitabhéngig:

AV =—"_ drdz.
ra(t, 2)

Fir die FE-Technik des 2D-Modells bedeutet dies, dass je weiter ein Integrationspunkt

(5.76)

von der Morphologielinie entfernt liegt, welche als Symmetrieachse betrachtet wird,
desto grofler ist sein Beitrag zur Integration. Daher muss fiir jeden Integrationspunkt
in der Querschnittsebene senkrecht zur Wachstumsrichtung dg sowohl der Abstand r
zur Morphologielinie als auch der Radius 7,(f) zum &ufleren Rand des Querschnitts

bekannt sein.

Tabelle 5.2: Vor- und Nachteile des 2D-Modells im EVZ im Vergleich zum 3D-Modell.

Kriterium 2D (EVZ) 3D

Modellierungs- Permanente Berechnungen der Hohe Anzahl an Freiheitsgra-
aufwand Radien r, r,(t) notwendig den

Geometrie- Nur fiir rotationssymmetrische beliebige Querschnitte moglich
anforderung Querschnitte geeignet

Lastanforderung  Nur fiir Belastungen in der r-z- Sémtliche Belastungsrichtun-

Ebene moglich gen moglich

Spannungs- Nur Spannungszustinde in der Spannungszustinde in
berechnung r-z-Ebene erfassbar sdmtlichen Schnittebenen

erfassbar
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6 Validierung und Anwendung des Modells

Ziel dieses Kapitels ist es, das in den vorangegangenen Abschnitten entwickelte Pha-
senfeldmodell hinsichtlich seiner Eignung zur Beschreibung von Wachstumsspannungen
in der Holzmatrix zu kalibrieren, zu validieren und exemplarisch anzuwenden. Das Mo-
dell soll insbesondere die Differenzierung zwischen neu gebildetem und bestehendem
Holzgewebe, die Entstehung von Wachstumsspannungen infolge axialer Dehnung sowie

deren Interaktion mit &uflerer Belastung erfassen.

Das entwickelte Phasenfeldmodell ermoglicht eine kontinuierliche Beschreibung des Ma-
terialwachstums entlang beliebiger Stammgeometrien sowie der damit verbundenen
Entwicklung von Wachstumsspannungen in der Holzmatrix. Dabei wird die Faserrich-
tung des Materials mit dem in Kapitel 2 beschriebenen transversal-isotropen Mate-
rialgesetz mit den in Kapitel 3.3 aufgefiihrten Materialparameter beriicksichtigt. Die
resultierende Struktur ist mechanisch beanspruchbar, sodass eine Uberlagerung von
Wachstumsspannungen und Spannungen aus duflerer Belastung simuliert werden kann.
Um das Modell an reale Wachstumsraten anzupassen, erfolgt eine Kalibrierung zen-
traler Modellparameter. Dariiber hinaus wird die Aussagekraft des Modells durch den
Vergleich mit den in Kapitel 4.4 - 4.6 vorgestellten analytischen Losungen aus der

Literatur iiberpriift.

Kalibrierung der Modellparameter

Zur Kalibrierung der Modellparameter werden folgende Aspekte untersucht:

e Einfluss der Randbedingung 7 auf die Phasenfeldverteilung am Rand,

e Netzabhingigkeit der resultierenden Grenzflichenform ¢(X),

e Genauigkeit der Reproduktion vorgegebener Grenzflichengeschwindigkeiten vy.
Validierung der Wachstumsspannungen anhand analytischer und numeri-
scher 1D-Modelle
Die Validierung des Modells erfolgt anhand folgender Kriterien:

e Vergleich der simulierten Wachstumsspannungen mit analytischen Losungen nach

KUBLER [56] und GILLIS [32] sowie mit dem 1-D-Akkumulationsmodell.

Anwendung auf exemplarische Szenarien

Folgende exemplarische Szenarien kommen zur Anwendung:

e Einfluss duflerer mechanischer Belastung auf die iiberlagerten Spannungsvertei-

lungen,
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e Untersuchung der Modellfdhigkeit zur Abbildung thigmomorpher Wachstumsre-

aktionen.

Modellannahmen
In allen numerischen Beispielen finden folgende Anfangs- und Randbedingungen sowie

grundlegende Annahmen Verwendung;:

e Die initiale Materialvorgabe erfolgt entlang der vorgegebenen Morphologieli-
nie bis zu einer definierten Sprosshohe oder alternativ iiber eine Dirichlet-
Randbedingung am Sprossanfang (¢ = 1). Der iibrige Simulationsbereich ist
initial homogen mit ¢ = —1 belegt und stellt damit leeren Raum dar. Andere An-
fangsverteilungen werden im Kontext des Triebwachstums nicht beriicksichtigt.

e Sofern nicht anders angegeben, wird an den Réndern des Simulationsgebiets eine
Neumann-Randbedingung y = 0 verwendet.

e Die Zeitintegration erfolgt schrittweise iiber Inkremente At, die maximal der
Dauer einer Wachstumsperiode von sechs Monaten in gemifligten Breiten ent-

spricht.

6.1 Natiirliche Randbedingung fiir das Phasenfeld

Wie in Kapitel 5 erldutert, legt die Neumannsche Randbedingung:
Grad[p] - Pg-mn =7

die Orientierung und den Betrag des faserausgerichteten Gradienten Grad[y] - P4 an
den Réndern des betrachteten Gebiets fest. Auch im Fall = 0 ergibt sich dadurch eine
Randvorgabe, da dies den Gradienten von ¢ orthogonal zur Grenzfliche erzwingt. Zur
Veranschaulichung dieses Einflusses werden zwei Szenarien mit identischer Gebietsgeo-
metrie betrachtet, bei denen die Randwerte 7 = 0 bzw. 7 = —0.005 an den in Abb. 6.1b

markierten Stellen aufgebracht werden.
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\ L=15m J
1.5 ' -
]
+«—
1.25 -
— o = —1
1 —
— =
> 0.75 — = =
—] I
0.5 P ~
— po=1
0.25 - —
= 0]
0 T T —
—05 0 0.5 FITEITTITTTLT
x
Morphologieelemente
(a) Morphologielinie (b)

Abbildung 6.1: (a) Diskretisierung und Morphologielinie fiir 75 x 75 Elemente.
(b) Simulationsraum mit einem Phasenfeldparameter von ¢ = —1, einem Initialbereich
von ¢ = 1 als Spross und einer Neumann-Randbedingung fiir das Phasenfeld an den

markierten Rédndern von .

Im Fall 7 = 0 bildet sich an allen Rédndern ein Phasenfeldgradient aus, der orthogonal
zur Oberflache verlduft. Besonders im Initialbereich fithrt dies zu einer verstéirkten
Materialbildung, vgl. Abb. 6.2.

Entlang des vertikalen Randes im Bereich der nahezu parallel verlaufenden Morpholo-
gielinie entsteht aufgrund der geringen Entfernung eine Verbindung zwischen Material-
front und Rand. Auch dort erzwingt die Randbedingung orthogonale Gradienten, was

eine zusédtzliche Materialbildung herbeifiihrt.

Wird hingegen y = —0.005 an den markierten Randabschnitten vorgegeben, sind or-
thogonale Gradienten nicht mehr zuléssig. Stattdessen verbleibt ein Gradient mit fest-
gelegter Normalenkomponente geméfl dem vorgegebenen Wert 7. Dadurch fillt die er-
zwungene Materialbildung im Initialbereich deutlich geringer aus, da keine horizontal
ausgerichteten Gradienten gefordert sind, vgl. Abb.6.3. Entlang des vertikalen Ran-
des und der Morphologielinie unterbindet die Randbedingung zudem eine vollstédndige

Materialverbindung zum Rand.
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Abbildung 6.2: Wachstumsverlauf fiir 7 = 0, wobei ¢ = 1 durch rote Bereiche mar-
kiert ist.
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Abbildung 6.3: Wachstumsverlauf fiir 7 = —0.005, wobei ¢ = 1 durch rote Bereiche

markiert ist.
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6.2 Notwendige Auflosung der Grenzflache

Die numerische Auflésung der Grenzfliche hingt mafligeblich von der gewéhlten Ele-
mentgrofe im Simulationsgebiet ab. In der folgenden Untersuchung wird ein eindimen-
sionales Gebiet X7 € [—5, 5] mit 20, 30, ..., 200 linearen Elementen betrachtet. Ziel ist
es, die Netzabhéngigkeit der resultierenden Grenzflichenform zu analysieren und zu be-
stimmen, ab welcher Diskretisierungsfeinheit eine ausreichende numerische Genauigkeit
erreicht ist. Das Verschiebungsfeld wird hierbei nicht betrachtet, sodass mechanische

Komponenten keinen Einfluss auf das Phasenfeld bewirken.

Als initiale Materialverteilung wird das stationdre Grenzflichenprofil:

gD(Xl) = tanh <— fQ)in) (61)

durch Interpolation an den Knoten des Finite-Element-Netzes vorgegeben. Da keine
Randeffekte untersucht werden, geniigt hier die Betrachtung des Teilgebiets I} = X €
[—0.5,0.5]. Um sicherzustellen, dass der Phaseniibergang innerhalb von I; liegt wird
P11 =0.03 und 8 = 0.25 vorgegeben, was:

0~ \/;5 VP ~ 0.9 (6.2)

entspricht.

Es wird ein L2-Fehlerma$ durch die Differenz zwischen der numerischen Losung ¢y, (X7)
und dem analytischen Profil ¢(X;) aus Gl. (6.1) definiert:

= ([ (1) = (60 dX1>1/2 . (6.3

Mit zunehmender Netzfeinheit nidhert sich die numerische Lésung dem analytischen
Verlauf an, vgl. Abb. 6.4. Withrend bei grober Diskretisierung die Ubergangszone stark
polygonalisiert erscheint, wird ab etwa 80 Elementen eine hinreichend genaue Ab-
bildung des analytischen Profils erreicht. Dies entspricht innerhalb des Teilintervalls
I = X; € [-0.5,0.5] einer Unterteilung von n = 8 Elementen. Der Fehler e;> nimmt
etwa ab dieser Verfeinerung exponentiell mit der Anzahl der Elemente ab und es liegt ein
asymptotischer Konvergenzbereich vor, vgl. Abb. 6.5. Dies bestétigt auch die Aussage
in STEINBACH [100], wonach etwa 6 —8 Elemente fiir die Diskretisierung der Grenzflache
erforderlich sind. Wie PROVATAS & ELDER [85] beschreiben, kann die Genauigkeit der

Phasenfeldlésung auch durch Finite-Elemente hoherer Ordnung verbessert werden.
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1.0 m—— Numerisch n=30

Numerisch n=40

0.5 - m—— Numerisch n=80

----- Analytisch
= 0.0
S-
—0.5 1
—1.0 A
—0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50

Abbildung 6.4: Vergleich der numerisch berechneten Phasenfeldprofile ¢y, (X7) fiir

verschiedene Netzfeinheiten mit dem analytischen Grenzflichenverlauf ¢(X7).

10~1! ]

25 50 75 100 125 150 175 200
n

Abbildung 6.5: Verlauf des Fehlers e;2 zwischen numerischer Losung ¢y, und analyti-
schem Profil ¢ in Abhéngigkeit der Elementgrofie mit n € 20, 30, ..., 200 Unterteilungen
des Gebiets X; € [—5, 5].

Die Auswirkungen der Netzabhingigkeit konnen auch in 2D beobachtet werden. Als

Beispiel wird ein quadratischer Simulationsbereich mit den Abmessungen 0.75m X
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0.75m, eine vorgegebenen Morphologielinie, vgl. Abb. 6.6a, sowie der Initialisierung

des Gebiets und den Randbedingungen gemafl Abb. 6.6b betrachtet.

1.5 _
1.25
=-1
1 %0
g
~ O
st 0.75 1 —
I
0.5 N
@o =1
0.25 1
0 | | 1
—-0.5 0 0.5 % !
L=15m
X1
Morphologieelemente
(a) Morphologielinie (b)

Abbildung 6.6: (a) Diskretisierung und Morphologielinie fiir 75 x 75 Elemente. (b)
Simulationsraum mit einem Phasenfeldparameter von ¢ = —1 und einem Initialbereich

von ¢ = 1 als Spross.

Es werden unterschiedliche Elementnetze geméfi Abb.6.6 mit 25 x 25, 50 x 50,
75 x 75 sowie 100 x 100 Elementen zum Pseudozeitpunkt ¢ = 200 verglichen.

Die Matrix P4 setzt sich aus dem konstanten Anteil L. 1 und dem nach Wachstums-
richtung verédnderlichen Anteil pg diag(dy) zusammen. Die darin enthaltenen Parameter

werden zu L. = 0.005 und ps = 0.01 vorgegeben.

Die Grenzflichenbreite des stationéren Profils wurde bereits in Kapitel 5.4 beschrieben:

m\/‘;ﬁ\/ﬁ. (6.4)

Damit lédsst sich bei vorgegebener Elementgrofie z, sowie der Elementunterteilungen
n eine Grenzflichenbreite von ¢ ~ n - x, einstellen. Der Grenzflichenparameter P;; in

Richtung X7 muss dann bestimmt sein durch:

=~ \/% vV Pi1= P11~ gﬁz = g(n . ZBe)Q . (65)

Um das Kriterium von n = 8 in der Grenzflache einzuhalten, ergibt sich:

Piy > 832 . (6.6)
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Bei bekanntem P;; hingegen ergibt sich eine Bedingung fiir die Elementbreite von:

[ P11

In sekundérer Wuchsrichtung X; mit P;; = Lc ist diese Bedingung fiir 25 x 25 Ele-
mente nicht erfiillt. Insbesondere bei diesem groben Netz zeigt sich ab der Verzweigung
eine deutliche Netzstruktur: Die Grenzfliche zeigt in diesen Bereichen einen unruhigen
Verlauf. Dies verdeutlicht die Notwendigkeit einer Netzverfeinerung fiir die gewihlte
Parametrierung, vgl. Abb. 6.7. Mit zunehmender Netzfeinheit verschwinden die eckigen

Topologierdnder zunehmend, vgl. Abb.6.7.

25 x 25 Elemente -~ 3 00 x 100 Elemente
iigset

BRI f44 4 tat 44
AR AR InE 4 e IR EEEEIE)

statietl
EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE i

Abbildung 6.7: Phasenfeld zum Zeitpunkt ¢ = 200 fiir 4 verschiedene Elementgrofien,

wobei ¢ = 1 durch rote Bereiche markiert ist.

6.3 Untersuchungen und Kriterien zur Grenzflachendynamik

Zur Uberpriifung der modellierten Grenzflichengeschwindigkeit infolge einer lokalisier-

ten Triebkraft wird ein eindimensionales Szenario mit bekannter analytischer Losung

herangezogen:
_ 283
P (X1 —vt) =tanh [ —y/ = (X1 —vt) | . (6.8)
Py
In der Simulation wird iiber die Triebkraft
283
V() =wvry/ o (1 —¢*) =0 (1 —¢?) (6.9)

Py
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eine konstante Zielgeschwindigkeit vy vorgegeben. Der betrachtete eindimensionale Be-
reich X; € [—10, 10] liegt mit der Vorgabe von P;; = 0.11 und einer Unterteilung
in 250 Elemente innerhalb des zuvor ermittelten praktikablen Auflésungsbereichs der

Grenzfliche. Zur Vermeidung von Randeffekten erfolgt die Initialisierung des Profils

bei X; = —5. Die Relaxationszeit wird mit w = 1 angesetzt.

1.0

0.5 1

S~ 0.0 A
—0.5 1
—1.0 A

-8 —6 —4 -2 0 2 4 6 8
X1

Abbildung 6.8: Vergleich der numerisch berechneten Phasenfeldprofile ¢y, (X7) (rot)
mit der Vorgabegeschwindigkeit vy, = 0.03 und einer Zeitschrittweite At = 0.5 und der
analytischen Losung der laufenden Welle ¢(X1) (blau gepunktete Linien).

Zunéchst wird der Verlauf der numerisch berechneten Phasenfeldprofile ¢y, (X1) bei ei-
ner vorgegebenen Geschwindigkeit vy = 0.03 mit der analytischen Lésung der laufenden
Welle ¢(X;) verglichen, vgl. Abb. 6.8. Fiir eine moderate Zeitschrittweite von At = 0.5
ergibt sich eine gute Ubereinstimmung zwischen numerischer und analytischer Losung,

was auf eine korrekte Implementierung der lokalisierten Triebkraft v(y) hinweist.

Eine Erhohung der Zeitschrittweite wirkt sich deutlich auf die resultierende Grenz-
flichengeschwindigkeit vyym aus, vgl. Abb.6.9. Mit zunehmender Zeitschrittweite so-
wie Vorgabegeschwindigkeit nimmt die Genauigkeit der Frontbewegung merklich ab,
wodurch geringere Werte fiir vy, resultieren. Die zugrunde liegende Ursache ist in
der Fachliteratur beschrieben: Implizite Zeitintegrationsverfahren sind zwar bei grofien
Zeitschrittweiten numerisch stabil, ihre Genauigkeit bleibt jedoch schrittabhéngig — ins-
besondere, wenn die Bewegung von Phasengrenzen prizise aufgelost werden soll [28].

Das verwendete Euler-Riickwérts-Verfahren ist zwar stabil, fithrt jedoch bei schnellen
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Frontbewegungen zu einer ungeniigenden Abbildung der zeitlichen Dynamik.

Fiir das vorliegende Modell bedeutet dies, dass zur zuverldssigen Reproduktion der er-

warteten Frontgeschwindigkeit vy eine ausreichend feine Zeitdiskretisierung erforderlich

ist.
01091 —— A#=0.50
At=2.00
Py —e— At=6.00
—e—  At=8.00

op
=
7
§ 0.06 1 - analytisch

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
vy (Vorgabe)

Abbildung 6.9: Einfluss der Zeitschrittweite At auf die numerisch gemessene Front-
geschwindigkeit vy, infolge der Vorgabegeschwindigkeiten vy im Vergleich zur analy-

tischen Losung.

Zur Abschitzung der notwendigen Zeitschrittweite wird die eindimensionale Phasen-

feldgleichung betrachtet:

d? de)y,
wip = Py 3P Vvell

1
d2Xx, dy (6.10)

Unter Verwendung der Triebkraft v = v(¢") aus dem letzten Zeitschritt (Ndherung)
ergibt sich im Euler-Riickwérts-Verfahren die zeitdiskrete Formulierung:

n d2 n+1 1 41 9
_469071 ((Spn ) —1)+')’n

At d2¢n+1 9
= Son-ﬁ—l _ SOn + ; F)HinXP1 _ 4B(Pn+1 (((pn-i-l) . 1) +,yn:| )

(6.11)

Setzt man die analytische Losung aus Gl. (6.1) fiir das Grenzflichenprofil in Gl. (6.11)

ein, heben sich die Terme aus dem Gradienten und des Potentials auf. Im Update des
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Phasenfeldparameters verbleibt der lineare Einfluss der Triebkraft:
At
w

Die maximale Triebkraft tritt aufgrund der Abhéngigkeit von (1 — (pz) bei ™ = 0 auf

/2
Ymax = WUt - Pi . (6.13)
11

Somit lisst sich die maximale Anderung des Phasenfeldparameters pro Zeitschritt

und lautet dort:

abschétzen:

At At 2/ 23
AP = 0" o Ty = Ty = AL Sl 6.14
© © © — oo ’/Pn Ut\/PH (6.14)

Da der Phasenfeldparameter auf den Bereich ¢ € [—1, 1] beschréinkt ist und hier an der
Stelle ™ = 0 betrachtet wird, ist seine maximale Anderung auf Apmax = 1 pro Zeit-

schritt zu limitieren, um Uberschwingung im Losungsverhalten zu vermeiden. Daraus

2
At-vt-@/Pigl. (6.15)

Dieses Kriterium begrenzt die maximal zuldssige Zeitschrittweite in Abhéngigkeit der

ergibt sich das Kriterium:

Modellparameter und der Grenzflichengeschwindigkeit.

In der Forderung zur maximal zuldssigen Zeitschrittweite taucht der Faktor ;—ﬁ auf,
welcher bereits bei der Diskussion zur notwendigen Netzdiskretisierung in der Grenz-
fldche in Erscheinung trat. Nutzt man diesen Sachverhalt, l4sst sich eine Aussage zum
maximal zuriickgelegten Weg At - vy einer Grenzfliche innerhalb eines Zeitschritts for-
mulieren. Fiir ein Grenzflichenprofil in X;-Richtung mit P;; und n Elementen innerhalb

der Grenzfliche Gl. (6.5) folgt:

B 2
/283 [ Py g(n-xe) n- Te
oy — <1 . < — - . < . 1
At - vy P = = Aty < 25 55 = Aty < 1 (6.16)

Geht man von einer Elementunterteilung der Grenzfliache mit n = 8 Gl. (6.6) aus, erhélt

man At-v; < 2x.. Somit darf sich eine Grenzflache innerhalb eines Zeitschritts maximal

um zwei Elemente weiterbewegen.

Bei hohen Vorgabegeschwindigkeiten vy, treten sonst zunehmend Abweichungen im Pha-
senfeldprofil auf [50]. Wie auch ZHANG ET AL. [118] zeigen, steigt mit wachsender Trieb-
kraft die Instabilitit in der Ubergangszone, wodurch Anforderungen an die zeitliche und
raumliche Auflésung zunehmen. Zur genaueren Erfassung dieser Abweichungen wird der

maximale Fehler:

o = Xq) —o(X 6.17
er )fgfgg)!@h( 1) — o(X1)] (6.17)
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verwendet. Dieser identifiziert insbesondere lokal ausgepréigte Fehler, die vom globalen
L2-Fehler nicht vollstéindig abgebildet werden koénnen. Bei Uberschreitung des Kri-
teriums aus Gl. (6.16) zeigen sich deutlich verstirkte Profilabweichungen, die auf ein
Uberschwingen des Phasenfeldparameters iiber den zuldssigen Wertebereich (o > 1)
hinweisen, vgl. Abb. 6.10.

Uberschwingen
— At =6.00
— At =8.00

1
1
1
|
1
1
1
! — At =4.00
1
1
1
1
!

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.9 4.0 4.5

2

At - v, - -

VP,
Abbildung 6.10: Uber die Zeit gemittelter L>°-Fehler zwischen numerischem und
analytischem Profil in Abh#ngigkeit der Vorgabegeschwindigkeit v fiir verschiedene

Zeitschrittweiten At.

Der Fehler steigt dabei fiir kleinere Zeitschrittweiten bereits bei niedrigeren
iiberkritischen Werten an, wéhrend bei gréfleren Zeitschrittweiten hohere Grenzwer-

te erforderlich sind, um ein vergleichbares Fehlverhalten zu beobachten.

In Abbildung 6.11 sind exemplarisch numerische Profile fiir eine Zeitschrittweite von
At = 0.5 dargestellt. Besonders bei kleinen Zeitschrittweiten wird deutlich: Bereits
bei geringfiigiger Verletzung der kritischen Parameterkombination treten sichtbare Ab-
weichungen auf, was die hohe Sensitivitit und die praktische Schérfe des Kriteri-
ums bestiitigt. Da die Triebkraft mit (1 — ¢?) skaliert, tragen auch die Bereiche der
Uberschwingung zum {iberkritischen Verhalten bei und erzeugen sogar negative Trieb-

kréfte, wodurch sich der Profilfehler weiter erhdht. Es macht daher Sinn, die Triebkraft
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mit der Bedingung (1 — ¢?) > 0 kiinstlich auf den Bereich ¢ € [—~1,1] zu begrenzen.

/2 2 2
At - v - P—i:O.Oll At - vy - P—i:0.853 At - vy - P—i:1.173

1.0 4 . i
0.5 -
> 0.0- -
—0.5 1 - %
~1.01 .
—2 0 2
X1

Abbildung 6.11: Vergleich zwischen numerischem und analytischem Profil fiir die

Zeitschrittweite At = 0.5 fiir verschiedene Vorgabegeschwindigkeiten wvy.

In den nun nachfolgenden, numerischen Beispielen werden die Kriterien zur Auflosung

und zur Vermeidung von Uberschwingung in der Grenzfliche stets eingehalten.

Parameter zur Steuerung des primiren und sekundiren Wachstums

Fiir die nachfolgenden Beispiele wird das zuvor definierte 2D-Netz mit 75 x 75 Ele-
menten genutzt, siche Abb. 6.6a. Die Matrix P4 basiert auf den Parametern L. = 0.005
und ps = 0.01. Wie bereits gezeigt wurde, ist fiir dieses Netz und die vorliegenden Pa-
rameter eine erforderliche Grenzflichenbreite eingehalten. Die zeitliche Diskretisierung
erfolgt mit einer Zeitschrittweite von At = 6. Damit lauten die maximal vorgebbaren

Wachstumsgeschwindigkeiten:

1 L¢ + ps

— . ~ 0.028
N 23
(6.18)
< : Le 0.016

Somit sind die numerische Stabilitdt und die Profilkonsistenz gewéhrleistet.

Im ersten Schritt wird das Primarwachstum entlang der Morphologielinie validiert. Zu

diesem Zweck wird das Sekundirwachstum durch v9 = 0 zunéchst deaktiviert und wvq
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variiert. Die resultierenden Topologien sind zum Zeitpunkt ¢ =~ 100 in Abb.6.12 zu
sehen. Je grofler die Geschwindigkeit vy des priméren Wachstums ist, desto schneller

wird die finale Morphologie erreicht.

NI

Abbildung 6.12: Entwicklung des Phasenfelds mit verschiedenen Vorgaben der

primdren Wachstumsgeschwindigkeit v; zum Zeitpunkt ¢t ~ 100, wobei ¢ = 1 durch

rote Bereiche markiert ist.

Im zweiten Schritt wird v; = 0.015 gew&hlt und die Geschwindigkeit vy des sekundéren
Wachstums variiert. Das hierdurch gesteuerte Sekundarwachstum duflert sich in unter-
schiedlichen Dicken zum Zeitpunkt ¢ ~ 100 in Abb. 6.13.

50

Abbildung 6.13: Entwicklung des Phasenfelds mit verschiedenen Vorgaben der se-
kundédren Wachstumsgeschwindigkeit vo zum Zeitpunkt ¢t ~ 100, wobei ¢ = 1 durch

rote Bereiche markiert ist.

6.4 Einfluss der Wachstumsgeschwindigkeiten auf die Abhol-
zigkeit

Der Begriff Abholzigkeit beschreibt in der Forst- und Holzwirtschaft die konische

Verjiingung eines Baumstamms. Nach KOLLMANN [52] wird damit die Abnahme des
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Stammdurchmessers d (1 m) vom Erdstammabschnitt!? bis zum Kronenansatz bezeich-
net. So gilt z. B. der Stamm eines Nadelbaums als abholzig, wenn die Durchmesser-
abnahme mehr als 1cm/m betrégt. Dies ist besonders bei der Verarbeitung von Na-
delholz von Bedeutung, da in der Verarbeitung zu Konstruktionsholz vermehrt Fasern
schrig angeschnitten werden, was zu einer geringeren Biegefestigkeit der Holzprodukte
fithrt. Daher werden in der Rahmenvereinbarung fiir den Rohholzhandel in Deutschland
Stdmme gemé&f ihrer Abholzigkeit in verschiedene Qualititen eingeteilt [22]. Das Krite-
rium der Abholzigkeit wird hier hingegen zur Kalibrierung der Parameter des priméren

und sekundédren Wachstums genutzt.

Fiir das Primarwachstum wird in der Literatur oft die Chapman-Richards-Funktion:
h(t) = hmax ' (1 - e—bt)c (6.19)

mit der Maximalhohe des Baumes hpay, der Primédrwachstumsparameter b und der
Kriimmung bzw. Wendepunktlage ¢ verwendet [84, 89]. Dadurch wird die Abnahme

des Hohenwachstum mit zunehmendem Alter beriicksichtigt.

Der gleiche Ansatz wird mit ¢ = 1 nach PRETzSCH [84] auch fiir das Dickenwachstum

auf Brusthohe h = 1.3 m vorgeschlagen:
dl.B(t) = dmax : (1 - eikt) (620)

mit dem Maximaldurchmesser des Baumes Amax und dem Se-
kunddrwachstumsparameter k. Die Parameter in Gl (6.19) und GI.(6.20) sind
von der jeweiligen Baumspezies abhingig. Im Folgenden wird ausschliefllich die
Spezies Rotbuche (Fagus sylvatica) betrachtet. Dazu liegen Wachstumsdatenreihen
von UTSCHIG & KUSTERS [107] vor. Insgesamt liegen 16 systematische Aufnahmen
in Waldparzellen aus dem Zeitraum von 1871 bis 2002 vor, die vollstédndige Einzel-
baumdaten zur Hohenentwicklung h(t) sowie zum Brusththendurchmesser dj 3(t)
enthalten. Zur Bestimmung geeigneter Wachstumsfunktionen werden diese Daten
genutzt, um mittels des Python-Moduls scipy.optimize.curve fit die Parameter

der Wachstumskurven zu kalibrieren:

b~0.02, c~1.42
(6.21)
k~0.01.

Es handelt sich dabei um ein Standardverfahren der nichtlinearen Least-Square-
Methode. Aus UtscHIG & KUSTERS[107] Abb.2 ist zudem eine durchschnittli-

che Maximalhohe hp.x =~ 40m ersichtlich. Fiir den durchschnittlichen maximalen

12Als Erdstammabschnitt bezeichnet man den unteren Abschnitt eines Baumstammes, der
sich unmittelbar iiber dem Wurzelansatz befindet [55].
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Brusthchendurchmesser wird auf Basis der vorhandenen Daten dy.x = 85cm ange-
nommen. Hierbei sei angemerkt, dass in Einzelfdllen gerade bei freistehenden Buchen

auch deutlich gréflere Durchmesser entstehen kénnen.

Die resultierenden Wachstumskurven sind fiir A(¢) in Abb.6.14b und fiir d; 3(¢) in
Abb.6.14d auf Brusthohe aufgetragen, aus der sich direkt das Jahresringmuster in
Abb. 6.14c¢ ergibt.
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30.0 1 30.0 1
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Abbildung 6.14: Zusammenhang zwischen Alter, Baumhohe und Stammform einer
Buche nach PRETZSCH [84]. (a) Modellierte Stammformen fiir verschiedene Altersstufen
und Messstellen der Abholzigkeit. (b) Hohenentwicklung nach der Chapman-Richards-
Funktion. (c) Stammquerschnitte in Brusthohe. (d) Radiusentwicklung in Brusthéhe

gemif der sekundiren Wachstumsfunktion-Funktion.

Aus GL. (6.19) ldsst sich der Zeitpunkt bestimmen, an welchem die Hohe h durch
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Primarwachstum erreicht wird:

1/c
tn(h) = _% ‘In <1 _ <hjax) ) . (6.22)

Nimmt man an, dass das Sekunddrwachstum nicht nur auf Brusthche, sondern auch

am restlichen Stamm gemé&f GI. (6.20) ablduft, ldsst sich eine hohenabhéngige Zeitachse
definieren, welche beriicksichtigt, dass der Baum nur dann in Dickenrichtung wéchst,

wenn die Hohe h erreicht wird:
T(h) =t —tn(h). (6.23)

Wird die Zeitachse aus Gl. (6.23) in Gl. (6.20) verwendet, ergibt sich unter der Annahme

einer Starthche von zg = 1.3 m eine Formfunktion fiir den Stamm:
d(2,t) = A - dia - (1 - e—k'<t—th<2>+th(20>>> , (6.24)

fir t > ty(h) — tnh(z0). Diese Formfunktion ist in Abb.6.14a dargestellt. Mit einer
geometrische Verjiingung A ldsst sich dabei die Abholzigkeit im betrachteten Zeitraum

t mit dem Verhéltnis der aktuellen Gesamthohe H(¢) und der vertikalen Position im

()1

wobei r die Abholzigkeit im Stammbereich dominiert (r = 1 stark abholzig, r = 2

Stamm h einstellen:

weniger abholzig, etc.) und s den Verlauf im Kronenbereich kontrolliert (s < 1 spitz,

s > 1 stumpf).

Das Erntealter einer Buche im Wirtschaftswald betrigt etwa 120 Jahre [71]. In diesem
Alter wird i. d. R. eine maximale Abholzigkeit von unter 1 cm/m beobachtet. So stellt
die Studie von RAIS ET AL. [87] im Alter von 125 Jahren im Mittel eine Abholzigkeit
von 9.3 £ 3.2mm/m fest. Die Formfunktion Gl.(6.24) lidsst sich mit den Parametern
r =4 und s = 5 so einstellen, dass diese Abholzigkeit tatsdchlich mit etwa 120 Jahren
erreicht wird, vgl. Abb.6.15. Hierbei wird fiir die obere Messstelle der Abholzigkeit
die durchschnittliche Hohenausdehnung der Krone aus Daten von [106] berticksichtigt,
siehe Markierungen des Kronenansatzes in Abb. 6.14a. Als untere Messstelle wird wie

in RAIS ET AL. [87] die Brusthohe verwendet.
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Abbildung 6.15: Verlauf der Abholzigkeit in Abhingigkeit vom Baumalter fiir die

Formfunktion aus Gl. (6.24) mit den Parametern r = 4 und s = 5.

Zur Vereinfachung des numerischen Modells wird die sekundire Wachstumsfunktion
durch eine bilineare Funktion approximiert, vgl. Abb.6.16. Diese beriicksichtigt ein
schnelleres Dickenwachstum in der juvinalen Phase bis zum Alter von 25 Jahren. So
lasst sich die sekundidre Wachstumsgeschwindigkeit unabhéngig von der Wuchshohe

definieren. Prinzipiell liee sich die Approximation durch weitere Zeitpunkte genauer

polygonalisieren.
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Abbildung 6.16: Bilineare Form der sekundiaren Wachstumsfunktion.
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Um die Morphologielinie lédsst sich nun ein Bereich mit dem Radius d. span-
nen, in welchem die erhdhte juvinale Wachstumsgeschwindigkeit greift. Fir die
oben gewihlten Parameter ergeben sich die sekundédren Wachstumsgeschwindigkei-
ten v% = 1.02 cm/Wachstumsperiode (1.7 - 1072 m/Wachstumsmonat) und vy =
0.27 cm/Wachstumsperiode (4.45 - 10~% m/Wachstumsmonat).

Zur Uberpriifung der Abholzigkeit im Modell wird die Simulation gemi Abb.6.17
durchgefiihrt. Daraus ergeben sich unter Beriicksichtigung der Diskretisierung und der

Zeitschrittweite At die folgenden maximal vorgebbaren Wachstumsgeschwindigkeiten:

< — ~
U1 = A H 0.98,
(6.26)
< — L— ~ 0.75
V2= At 28 ~ '
welche hier eingehalten sind.
| L =135m | Material und Parameter:
I 1
Fr, =8-103MN/m? L. =0.07m?
g v=20.3 ps = 0.05 m?
©  FEr=1000MN/m? At =0.5Monate
I Gpr = 1000MN/m? w = 25Monate
= Grr = 300 MN /m?
] LI 4 v1 = 0.05 m/Monat
J = 1.7-1073 m/Monat
| L T - 4 15 (1)0—;0[1 / 1\2ma ¢
7 = 0.005 7 = 0.005 V2 = Ao m/Mona

Abbildung 6.17: 2D Simulationsgebiet mit Morphologielinie und 125 x 1250 Ele-
menten zur Diskretisierung. Entlang der Morphologielinie wird ein 1.3 m hoher Spross

initialisiert.
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Abbildung 6.18: Kontur der Grenzflichen (bei ¢ = 0.5) im Vergleich zur Formfunk-
tion aus GI. (6.24).

Das Beispiel zeigt, dass sich das Phasenfeldmodell mit den oben angegebenen Zielge-
schwindigkeiten in der Triebkraft auf die gewiinschte Formfunktion einstellen lésst.
Mithilfe der linear ansteigenden Neumann-Randbedingung 7 lédsst sich die Phasen-
feldtopologie so beeinflussen, dass sich mit zunehmendem Alter ein immer stirkerer

Whurzelanlauf ausbildet.
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6.5 Validierung der Wachstumsspannungen anhand analyti-
scher und numerischer 1D-Modelle

Die Validierung des Phasenfeldmodells zur Abbildung von Wachstumsspannun-
gen erfolgt durch den Vergleich mit den analytischen Modellen sowie dem 1D-
Akkumulationsmodell, vgl. Kapitel 4.4 — 4.6. Die Geometrie setzt hierfiir einen geraden
Stamm sowie Rotationssymmetrie voraus. Externe Lasten sowie Eigengewicht werden
nicht beriicksichtigt. Wachstumsspannungen werden auf Brusthche mit den Ergebnis-
sen der Phasenfeldsimulation in Richtung der horizontalen &-Achse verglichen, siehe
Abb.6.19 und Abb. 6.20. Diese Achse ist durch den Auflenradius r, zum Zeitpunkt ¢

der Auswertung normiert.

6 —_

L=6m

_‘_|_>§
o =1

1 -
I Morphologieelemente |
- - = Morphologielinie |

0 T T T - 7
-05 0 0.5 e

L=15m
(a) z (b)
Abbildung 6.19: (a) Diskretisierung und Morphologielinie im 2D-Simulationsraum.
(b) Die &-Achse wird auf Brusthohe zur Abbildung der Ergebnisverldufe verwendet.

Fiir die initiale Phasenfeldgeometrie im 2D- und 3D-Modell wird ein Spross mit einem
Meter Lénge und dem Radius 0.04r, verwendet. Als genetisch veranlagte Axialkon-

traktion wird der aufgerundete Mittelwert aus Tab. 4.4 zu &y = 3 - 10~* angesetzt.
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Morphologielinie

7.20 m

Abbildung 6.20: Diskretisierung und Morphologielinie im 3D-Simulationsraum. Die
&-Achse in der Schnittebene x — z wird auf Brusthéhe zur Abbildung der Ergebnis-

verlaufe verwendet.
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Abbildung 6.21: Vergleich der Modelle unter Beriicksichtigung eines Kerndurchmes-

sers von 0.04 r,.
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Abbildung 6.22: Verlauf der Dehnungen in longitudinaler, radialer sowie tangentialer
Richtung im 3D-Modell.

Die Ergebnisverlaufe der Eigendehnungen in Abb.6.21 zeigen qualitative
Ubereinstimmung des Phasenfeldmodells zum Verlauf der Vergleichsmodelle, wo-
bei Abweichungen beim 3D-Modell stidrker ausgeprigt sind als im 2D-Modell. Das
3D-Modell zeigt einen flacher werdenden Verlauf der Druckdehnung in Richtung
der Marklinie (Symmetrieachse), was auf den komplexeren 3D Dehnungszustand
riickfithrbar ist. So treten im 3D-Modell auch Dehnungen in radialer sowie tangentialer
Richtung auf, vgl. Abb. 6.22. Diese sind im 2D-Modell durch den ebenen Verzerrungs-
zustand eingeschrankt, vgl. Kap 5.10. Die Kerndehnung des 3D-Modells zeigt eine

gute Ubereinstimmung mit dem Modell von Gillis.

Das 2D-Modell ist zwar hinsichtlich Modellierungsaufwand und Rechenzeit effizi-
ent, kann jedoch komplexe Geometrien und Belastungsszenarien nicht abbilden, vgl.

Tab. 5.2. Aus diesem Grund wird im Folgenden nur noch das 3D-Modell verwendet.
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6.6 Wachstumsspannungen unter dem Einfluss externer La-

sten

Das folgende 3D-Beispiel simuliert das Wachstum einer geraden, vertikalen Stamm-
geometrie unter dem Einfluss eines zeitabhéngigen, externen Lastszenarios. Die Un-
tersuchung fokussiert sich auf die Entwicklung der axialen Spannung einer Rotbuche
im Zeitraum von 100 Jahren, welche sich hier aus Wachstums- und Biegespannungen
zusammensetzen wird. Die Ergebnisse werden auch hinsichtlich der Holzfestigkeit im
fasergesittigten Zustand bewertet. Dafiir wird die Druckfestigkeit nach LOSKE [63] mit
fe = 32N/mm? herangezogen. Da die Zugfestigkeit der Rotbuche die Druckfestigkeit
deutlich iibersteigt, ist eine Bewertung der elastischen Tragfdhigkeit iiber die Druckfe-

stigkeit gegeben, vgl. LOSKE [63].
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Abbildung 6.23: Links: Abmessungen und Diskretisierung des 3D-Simulationsraums
sowie Darstellung der Morphologielinie. Rechts: Anfangs- und Randvorgaben sowie die

Schnittachse & (in x — z-Ebene) zur Darstellung der Spannungsverlaufe.

Zu Beginn der Simulation (¢ = 0) wird ein Spross der Lénge 1 m iiber ¢ = 1 initalisiert,
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vgl. Abb. 6.23 (rechts). Der sonstige Simulationsbereich mit den Abmessungen 1.35 m x
1.35m x 7.2m représentiert mit ¢ = —1 zunéchst leeren Raum. Spannungszustéinde

werden in Brusthohe z = 1.3 m durch die Achse € dargestellt.

Das Finite-Elemente-Netz umfasst ca. 200.000 Elemente mit einer Grofle von 3 cm x
3 cm x 7.5 cm. Davon definieren 96 Elemente die Morphologielinie, siehe Abb. 6.23 links.
Im Modell liegen ca. 800.000 Freiheitsgrade vor.

Die Baumkrone liegt aufierhalb des Simulationsgebietes und dient in Abb. 6.25 ledig-
lich zur Illustration. Eigengewichte werden im vorliegenden Beispiel vernachléssigt, um

lediglich Effekte aus Wachstumsdehnung und Biegebelastung zu beobachten.

Die elastischen Materialkennwerte fiir das Modell sind in Tab. 6.1 aufgefiihrt. Fiir die
genetisch veranlagte Axialkontraktion wird & = 3 - 10~* verwendet. Die zuvor kali-
brierten Parameter des Modells sind Tab. 6.2 zu entnehmen und erfiillen das Kriteri-
um aus Gl. (6.15) an die Parameterkombination der Zeitschrittweite, der vorgegebenen

priméren und sekundédren Wachstumsgeschwindigkeit sowie der Grenzflachenbreite:

2
At - Lf ~0.61<1,
o Ps (6.27)
2
At - v —’8%003<1
L

Tabelle 6.1: Elastische Materialkennwer-  Tabelle 6.2: Modellparameter fiir die
te (gerundet) fiir griines Holz der Rotbu-  3D-Simulation.
che nach HEARMON [38].

Parameter Wert Einheit
Parameter Wert Einheit

Le 0.07 m?
1 8.00-10° MN/m? P, 0.05 2
v 0.30 1 vy 0.05 m/Monat
Er 1000 MN/m? vl 1.7-107®*  m/Monat
Grr 1000 MN/m? v 4.45-10~* m/Monat
Grr 300 MN/m? At 6 Monate

w 25 Monate

te 25 Monate
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x 1072

Abbildung 6.24: Neumann-Randbedingung des Phasenfelds.

Zur Modellierung des Wurzelanlaufs werden am unteren Rand des Simulationsgebietes
sdmtliche Verschiebungen gelagert und die natiirliche Randbedingung geméfi Abb. 6.24
aufgebracht.

Szenario 1
(ungestortes Wachstum)

Szenario 2
(externe Lasteinwirkung)

Belastung Entlastung

Abbildung 6.25: Wachstumsszenarien im zeitlichen Verlauf der Wachstumsmonate ¢

mit markierten Beobachtungspunkten VO-V4 zur Analyse des Spannungsverhaltens.
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Es werden zwei Szenarien untersucht, vgl. auch Abb. 6.25:
e Szenario 1: Ungestortes Wachstum iiber 100 Wachstumsperioden ohne duflere
Krafteinwirkung.
e Szenario 2: Ab der 34. Wachstumsperiode wird eine exzentrische externe Last
aufgebracht, die den Stamm u. a. auf Biegung beansprucht, siche Abb. 6.25. Diese

wirkt iiber 33 Wachstumsperioden und wird anschlieflend entfernt. Untersucht

werden zwei Lastintensititen:
1. Lastfall 1: F = 12.5kN
2. Lastfall 2: F' = 50kN
Die Entwicklung des Phasenfeldparameters ¢ > 0.5 zu charakteristischen Zeitpunkten
beider Szenarien ist in Abb. 6.26 dargestellt. In Abb. 6.27 sind die Deformationen des
Stammes unter Einfluss der Lasten bei Beobachtungspunkt V2 abgebildet.

|
L]
M \ |
| ( |
i .
-
N
N (-
Ui
| ]Lu Iy \
- )

Abbildung 6.26: Phasenfeldparameterentwicklung fiir ¢ > 0.5 im zeitlichen Verlauf

der Wachstumsmonate ¢.
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Abbildung 6.27: Deformation des Baumes unter den angegebenen Lastfillen zum
Zeitpunkt ¢t = 200. (a) Lastfall 1: F' = 12.5kN. (b) Lastfall 2: F' = 60kN.

Szenario 1 - ungestortes Wachstum
Die Spannungsverteilungen an den Beobachtungspunkten V0/V1 und V2/V3 zeigen
eine dhnliche Charakteristik, siehe Abb. 6.28.
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Abbildung 6.28: Spannungsverteilung im Stammquerschnitt auf Brusthohe fiir das
Szenario 1: (a) zum Zeitpunkt ¢ = 200, (b) zum Zeitpunkt ¢ = 400.
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Zwischen den Beobachtungspunkten VO/V1 und V2/V3 liegen 33 Wachstumsperioden,
in welchen sich der Stammdurchmesser um ca. 9 cm vergréflert. In den dufleren Schich-
ten entstehen Zugspannungen, wihrend sich im Kernbereich zunehmend axiale Druck-
spannungen aufbauen. Am &dufleren Rand des Querschnitts wird im Phaseniibergang
gemdf Gl. (5.1) die Steifigkeit der Materialphase reduziert, so dass sich die axiale Zug-

spannung zwangsldufig dem Nullniveau néhert.

Szenario 2 - externe Lasteinwirkung - Belastung

Der Spannungszustand im Querschnitt zum Beobachtungspunkt VO und nach der Bela-
stungsphase V1 ist in Abb. 6.29 dargestellt. Die iiber die ersten 33 Wachstumsperioden
aufgebauten Wachstumsspannungen iiberlagern sich hierbei mit den durch die duflere
Last hervorgerufenen mechanischen Spannungen, vgl. Abb. 6.28. Die Uberlagerung mit
den Wachstumsspannungen fithrt dazu, dass auf der Biegezugseite betragsmafig groflere
Spannungen als auf der Biegedruckseite entstehen. Dabei entspricht der Unterschied den

Zugwachstumsspannungen an der Oberflache.

Wéhrend der folgenden 33 Wachstumsperioden (At = 200) nehmen die Druck-
spannungen auf der Biegedruckseite kontinuierlich ab, bis infolge der fortschreiten-
den Wachstumsspannungsakkumulation erneut Zugspannungen erreicht werden, siehe
Abb. 6.30(a). Gleichzeitig steigen die Druckspannungen im Kernbereich weiter an, bis
sich erneut ein charakteristischer Spannungsverlauf einstellt, der dem eines unbelasteten
Stammes dhnelt, vgl. Abb.6.30(b). Der Betrag der Spannungsumverteilung innerhalb
der ersten Wachstumsperiode (¢ = 210) entspricht in etwa den Zugspannungen, die im

unbelasteten Fall an der Oberflache auftreten.

Auch im Fall einer hoheren Belastung (Lastfall 2) stellen sich nach ausreichender Wachs-
tumszeit erneut Zugspannungen an der Stammoberfliche ein. Gleichzeitig steigen die
Druckspannungen im Inneren um einen Betrag, der etwa den Zugspannungen an der
Oberfliche im unbelasteten Fall entspricht. Obwohl die Druckfestigkeit f. zum Zeit-
punkt der Lastaufbringung noch eingehalten wurde, iiberschreiten die Spannungen in
den folgenden Wachstumsperioden diesen Wert. Der Zeitraum von ¢ = 200 reicht hier

nicht aus, um den charakteristischen Verlauf eines unbelasteten Stammes zu erreichen.
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Abbildung 6.29: Spannungsverteilung im Stammquerschnitt auf Brusthohe fiir das
Szenario 2, Lastfall 1: (a) zum Zeitpunkt ¢ = 200 vor der Belastung, (b) zum Zeitpunkt
t = 200 nach der Belastung.
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Abbildung 6.30: Spannungsverteilung im Stammquerschnitt auf Brusthohe fiir Sze-
nario 2, Lastfall 1: (a) zum Zeitpunkt ¢ = 200 nach der Belastung, (b) zum Zeitpunkt
t = 400 vor der Entlastung.
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Abbildung 6.31: Spannungsverteilung im Stammquerschnitt auf Brusthohe fiir das
Szenario 2, Lastfall 2: (a) zum Zeitpunkt ¢ = 200 vor der Belastung, (b) zum Zeitpunkt
t = 200 nach der Belastung.
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Abbildung 6.32: Spannungsverteilung im Stammquerschnitt auf Brusthohe fiir Sze-
nario 2, Lastfall 2: (a) zum Zeitpunkt ¢ = 200 nach der Belastung, (b) zum Zeitpunkt
t = 400 vor der Entlastung.
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Szenario 2 - externe Lasteinwirkung - Entlastung

Wird zum Beobachtungspunkt V3 entlastet, stellt man eine bleibende Deformation ent-
gegen der Lastrichtung fest, vgl. Abb. 6.33. Dies bedeutet, dass sich durch den Wachs-
tumsprozess ein innerer Spannungszustand manifestiert hat, welcher sich nun wie eine
inverse Belastung représentiert und mit der Intensitdt der externen Last korreliert.
Durch die zwischenzeitliche Zunahme des Stammdurchmessers um etwa 9 cm bewirkt
dieser innere, manifestierte Spannungszustand geringe Deformationen als dies durch

die externe Last zum Zeitpunkt V1 der Fall war.

[m] [m]
0.0e+00 0.0e+00
-0.0015
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—-0.0025
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-0.0055 -0.03
-0.006
-0.0065 -0.035
-0.007
-0.04
(a) ~7.9¢-03 (b) -4.3e-02

Abbildung 6.33: Resultierende Deformation des Baumstammes nach der Entlastung
zum Zeitpunkt ¢ = 400. (a) Lastfall 1: ' = 12.5kN — 0. (b) Lastfall 2: F' = 60kN — 0.

An der Stammoberfléiche betragen die Spannungsénderungen infolge der Entlastung bei
t = 400 nur noch etwa 10% der Spannungséinderung zum Zeitpunkt der Lastaufbringung
bei t = 200, vgl. Abb.6.29(b) und Abb.6.31(b).
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Abbildung 6.34: Spannungsverteilung im Stammquerschnitt auf Brusthohe fiir Sze-
nario 2, Lastfall 1: (a) zum Zeitpunkt ¢ = 400 vor der Entlastung, (b) zum Zeitpunkt
t = 400 nach der Entlastung.
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Abbildung 6.35: Spannungsverteilung im Stammquerschnitt auf Brusthohe fiir Sze-
nario 2, Lastfall 2: (a) zum Zeitpunkt ¢ = 400 vor der Entlastung, (b) zum Zeitpunkt
t = 400 nach der Entlastung.
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Abbildung 6.36: Spannungsverteilung im Stammquerschnitt auf Brusthoéhe fiir
zum Zeitpunkt ¢ = 600: (a) Szenario 1, (b) Szenario 2: Lastfall 1.
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Abbildung 6.37: Spannungsverteilung im Stammgquerschnitt auf Brusthéhe fiir
zum Zeitpunkt ¢ = 600: (a) Szenario 1, (b) Szenario 2: Lastfall 2.
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Langfristige Auswirkung der temporiren externen Belastung

Nach dem Entfernen der dufleren Last werden nochmals At = 200 Wachstumsperioden
simuliert. Der sich dann einstellende Wachstumsspannungsverlauf zum Beobachtungs-
zeitpunkt V4 zeigt, dass die erhohten Druckspannungen im Stamminneren bestehen
bleiben, vgl. Abb.6.36 sowie Abb.6.37. An der Stammoberfliche gleicht sich die Zug-
spannung dem natiirlichen Wert an. Bei groer externer Last (Lastfall 2) verbleibt im

Stamminneren eine noch sichtbare Spannungsanomalie, siche Abb. 6.37.

Bewertung der Ergebnisse

Das Beispiel zeigt, dass ein Baum durch kontinuierliche Eigenspannungsakkumulation
im Laufe der Zeit ein Spannungsprofil entwickelt, das duflere Belastungen gezielt kom-
pensieren kann. Bei moderaten technischen Lasten wird hier das natiirliche Spannungs-
bild nach 33 Jahren nahezu vollstdndig wiederhergestellt. Bei hohen Lasten hingegen

sind lédngere Zeitrdume notwendig.

Werden derartige externe Lasten nach mehreren Jahren entfernt, bewegt sich die Struk-
tur geringfiigig {iber ihren Ausgangszustand vor Belastung zuriick. Es verbleibt eine

dauerhafte Erhohung der axialen Druckspannung im Kern.

Béume sind also in der Lage, durch genetisch veranlagten Eigendehnungen innere Mo-
mente gegen externe Lasten aufzubauen. Hierbei ist die Reduzierung der axialen Druck-
spannung an der Stammoberfliche zentral. Dadurch erhoht sich die Tragfahigkeit ge-
geniiber Biegebelastung unter Einfluss einer externen Last stérker, als dies ohne Ein-

wirkung der Fall wére. Dieser Effekt kommt zum natiirlichen Dickenwachstum hinzu.

Somit kann gesagt werden, dass extern belastete Bidume iiber die Jahre eine groflere
Traglast entwickeln und damit fiir zukiinftige Lasterhohungen besser vorbereitet sind
als ,,untrainierte“ Bdume. Zu beachten ist jedoch, dass dieser Effekt richtungsabhéngig

ist und daher nur bei gleichgerichteter Belastung greift.

Ein weiterer , Trainings* - Effekt, ist die zuvor in Kap. 3.2 beschriebene, aus der Lite-
ratur bekannte Thigmomorphogenese [47, 76]. In den Beispielen des folgenden Kapitels
wird dessen Einfluss im Modell beriicksichtigt und diskutiert.
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6.7 Thigmomorphe Wachstumsanpassungen

Wie in Kapitel 5.9 beschrieben, wird der biologische Mechanismus der Thigmomorpho-
genese — d. h. die durch mechanische Reize ausgeloste Anpassung des Dickenwachstums
—im Modell durch einen dehnungsinduzierten Wachstumsterm im Phasenfeld ¢, s s er-
fasst. Dieser ergénzt die Triebkréifte des priméren und sekundidren Wachstums und
reagiert auf lokale Dehnungen entlang der Faserrichtung. Die Art der Reaktion, ob Zu-
wachs auf Druck- oder Zugseite erfolgt, kann in Abhéngigkeit von der Holzart geméif

dem zuvor eingefithrten Vorzeichenparameter s erfolgen.

Testbeispiel zum thigmomorphen Wachstum

Im ersten Testbeispiel wird der beschriebene Modellansatz auf eine 2D-Geometrie
angewendet, bei der ausschlielich der Einfluss der thigmomorphen Wachstumstrieb-
kraft Verwendung findet. Innerhalb des Simulationsgebiets von 6m x 1.5m wird
ein durchgéngiger beidseitig eingespannter 15cm breiter Materialstreifen entlang der
Morphologielinie vorgegeben, der zentral durch eine vertikale Knotenlast F' = 10kN
belastet ist, siche Abb. 6.38. Es werden die bisher verwendeten geldufigen Material und
Modellparameter geméfi Abb. 6.38 verwendet.

I°F

L’ 3m 3m =

V.
A A A

L 6m y
Material: Er, = 8000 Er=1000 v =0.3

Grr = 1000  Gpt = 300
Parameter: L. = 0.07 ps = 0.05 At=26 ks = 0.02

1.5m

Abbildung 6.38: Modellgeometrie mit Randbedingungen und Belastung sowie Para-

metern.

Simulationen fiir Laubholz (s = —1) und Nadelholz (s = 1) werden iiber einen Zeitraum
von t = 75 Wachstumsmonaten durchgefiihrt. Priméres und sekundéres Wachstum sind
explizit deaktiviert (v; = 0, U% =0, va = 0), um den Einfluss der Triebkraft des thig-
momorphen Wachstums isoliert darzustellen. Das Dehnungsfeld der dufleren Last steu-

ert das Wachstum lokal in Abhiingigkeit von der Uberschreitung des Schwellenwerts
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erit = 3+ 1074, siehe Kapitel 5.9. Dadurch konzentriert sich das Wachstum — abhingig
vom Vorzeichenparameter — bei Laubholz auf die Biegezugseite und bei Nadelholz auf
die Biegedruckseite im Bereich grofler Momente, vgl. Abb. 6.39. Da der Momentenver-
lauf direkt mit dem Dehnungsverlauf in Normalenrichtung korreliert, ergibt sich eine

Fldchenverteilung, die dem Momentenverlauf entspricht.
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Abbildung 6.39: Entwicklung des Phasenfelds bei ausschliellich thigmomorphem
Wachstum fiir (a) Laubholz und (b) Nadelholz zu verschiedenen Zeitpunkten, wobei

= 1 durch rote Bereiche markiert ist.
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Abbildung 6.40: Zielgeschwindigkeit des thigmomorphen Wachstums und Darstellung
der Grenzflichenbreite ¢ = +0.9 zum Zeitpunkt ¢t = 30 fiir s = —1.

Wie in Abb. 6.40 fiir Laubholz zu sehen ist, bezieht sich die Schwellenwertbetrachtung

nicht nur auf die Holzmatrix ¢ > 0.5, was fiir eine Verschiebung der Grenzflichenzone
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entscheidend ist. Mit den gewéhlten Parametern ergeben sich Wachstumsgeschwin-
digkeiten im Bereich von 0.6-1.2 cm/Wachstumsperiode. Zonen mit Biegedruckbela-
stung und geringer mechanischer Beanspruchung zeigen hingegen, wie gewiinscht, keine

Wachstumsaktivitéat.

Einfluss des thigmomorphen Wachstums auf die Wachstumsspannun-

gen

Zuvor wurde bereits der Einfluss verschiedener Lastszenarien auf die Ausbildung von
Wachstumsspannungen ohne Beriicksichtigung des thigmomorphen Wachstums unter-
sucht. Uber lange Zeitriume applizierte externe Lasten fithren zu einer Art ,, Training“
des Baumes, indem sich innere Spannungszustinde aufbauen, die der Belastung entge-
genwirken. Da die Wachstumsspannungen im Modell unmittelbar aus dem sekundéren
Wachstum resultieren, wirkt sich eine durch Thigmomorphogenese erhdhte Zuwachsra-
te direkt auf die zeitliche Entwicklung und Ausprigung dieser Spannungen und somit

auch den beschriebenen ,, Trainings“- Effekt aus.

Um den Einfluss des thigmomorphen Wachstums auf die Wachstumsspannungsakkumu-
lation unter externer Belastung darzustellen, wird folgendes Beispiel herangezogen, wel-
ches denselben grundlegenden Modellaufbau und Parameteransatz wie in Abschnitt 6.6
verwendet. Geometrie, Diskretisierung und Materialeigenschaften bleiben unverédndert.
Zur Bewertung der Wachstumsanpassung werden die Spannungsverteilungen in der &-
Achse der Schnittebene z — y betrachtet. Querschnittzuwéchse und die resultierende
thigmomorphe Wachstumsgeschwindigkeit werden in einer zusétzlichen Schnittebene

x — y auf Brusthohe herangezogen, vgl. Abb. 6.41.

Im Gegensatz zu den zuvor untersuchten Szenarien, bei denen mehrere Lastzyklen mit
unterschiedlichen Lastfillen betrachtet wurden, wird hier nur ein Lastfall untersucht.
Wie zuvor erfolgt die Lastaufbringung nicht zu Beginn der Simulation, sondern nach
einer initialen Wachstumsphase ohne duflere Einwirkungen. In diesem Beispiel betrigt
diese Phase t = 300 Wachstumsmonate, bevor eine konstante duflere Last von F' =

12.5 kN aufgebracht wird. Es werden zwei Varianten verglichen:

e Variante A: Wachstum ohne Beriicksichtigung thigmomorpher Effekte mit ks =
0,
e Variante B: zusitzlich aktivierte thigmomorphogenetische Verstirkung des

Dickenwachstums mit ks = 1 - 1073.
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Dieser direkte Vergleich bei identischer Last und identischem Belastungszeitpunkt er-
laubt es, den spezifischen Einfluss der Thigmomorphogenese auf die zeitliche Entwick-

lung der Wachstumsspannungen und den Querschnittszuwachs isoliert zu bewerten.

Morphologielinie

7.20 m

3.6 m

1.3m

K
A

Abbildung 6.41: Links: Abmessungen und Diskretisierung des 3D-Simulationsraums
sowie Darstellung der Morphologielinie. Rechts: Anfangs- und Randvorgaben sowie die
Schnittachse £ (in © — z-Ebene) zur Darstellung der Spannungsverlaufe und der = — y-

Ebene zur Visualisierung der Querschnittzuwéchse.

Die Entwicklung des Phasenfeldparameters ¢ > 0.5 zu charakteristischen Zeitpunkten
der Variante B mit aktivem thigmomorphen Wachstum ist in Abb.6.42 dargestellt.

Mit den gewéhlten Parametern ergeben sich unmittelbar nach der Lastaufbrin-
gung zum Zeitpunkt ¢ = 300 thigmomorphe Wachstumsgeschwindigkeiten von 0.3-
0.5 cm/Wachstumsperiode (6 Wachstumsmonate) auf Brusthohe, siche Abb. 6.43.
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Abbildung 6.42: Phasenfeldparameterentwicklung fiir ¢ > 0.5 im zeitlichen Verlauf

der Wachstumsmonate ¢ fiir Variante B.
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Abbildung 6.43: Zielgeschwindigkeit des thigmomorphen Wachstums und Darstellung
der Grenzflachenbreite ¢ = £ 0.9 zum Zeitpunkt ¢ = 300.
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Der Querschnitt zum Zeitpunkt der Lastaufbringung auf Brusthche ¢ = 300 sowie
die resultierenden Querschnittzuwiichse beider Varianten zum Zeitpunkt ¢ = 600
sind in Abb. 6.44 dargestellt. Im Querschnitt der Variante B ist neben den thigmo-
morphen Zuwichsen auch das reguldre sekundidre Wachstum sichtbar, das denselben
kreisformigen Bereich wie in Variante A bildet. Durch die thigmomorphe Wachstums-

geschwindigkeit ergibt sich in Variante B ein Querschnitt mit elliptischem Charakter.

. reguléres sekundéres Wachstum . thigmomorphes Wachstum

Abbildung 6.44: Vergleich der Querschnittzuwéchse der beiden Szenarien zum Zeit-
punkt ¢ = 600 in der Schnittebene x — y mit einer Jahresringdarstellung des Ausgangs-

querschnitts.

Der zeitliche Verlauf der axialen Spannungen ogg auf Brusthohe ist fiir Variante A in
Abb. 6.45a-b und fiir Variante B in Abb. 6.45c-d dargestellt. Bei beiden Varianten neh-
men, wie bereits in Kapitel 6.6 festgestellt, die Druckspannungen auf der Biegedrucksei-
te kontinuierlich ab, bis infolge der fortschreitenden Wachstumsspannungsakkumulation
erneut Zugspannungen erreicht werden. Allerdings ist dieser Vorgang durch das thigmo-
morphe Wachstum beschleunigt, vgl. Abb.6.45a und Abb. 6.45¢c. Im spéteren Verlauf
ldsst sich deutlich erkennen, dass der Querschnitt fiir Variante B schneller wéchst. Da-
durch verringert sich die zuvor beschriebene Zugspannungsanomalie im Stamminneren
schneller als bei Variante A und braucht eine geringere Anzahl von Wachstumsperi-
oden, um sich einem charakteristischen Verlauf der natiirlichen Wachstumsspannungen
zu ndhern, vgl. Abb. 6.45d.
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Abbildung 6.45: Zeitlicher Verlauf der Spannungsverteilung im Stammquerschnitt

auf Brusthohe fiir die beiden Varianten.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit erforscht ein Phasenfeldmodell zur Simulation von Wachstums-
spannungen in der Holzmatrix. Es basiert auf einem linear-elastischen, transversal-
isotropen Materialgesetz und nutzt eine Morphologielinie, mit der sich beliebige Stamm-
verldufe vorgeben lassen. Diese Richtungsvorgabe bestimmt die primére Wachstums-

richtung und zugleich die Faserrichtung des Stammes.

Der Phasenfeldansatz ermoglicht die schrittweise Addition neuer Holzschichten, die je-
weils mit einer vorgegebenen genetisch veranlagten Axialkontraktion an der Oberfliche
eingebracht werden. Die Werte der eingebrachten oberflichlichen Eigendehnung orien-
tieren sich dabei an den aufbereiteten experimentellen Daten. Fiir einen gleichméfiigen
und numerisch stabilen Simulationsverlauf ist eine geeignete Abstimmung von Zeit-
schrittweite, Vorgabegeschwindigkeit und Grenzflichenbreite des Phasenfeldmodells er-
forderlich. Auf diese Weise kann die Akkumulation von Wachstumsspannungen {iber
den Lebenszyklus eines Baumes nachvollzogen werden. Die resultierenden Spannungs-
verteilungen stimmen mit etablierten 1D-Ansétzen iiberein, erweitern diese jedoch um
die Moglichkeit, den vollstdndigen 3D-Spannungszustand einschliefilich radialer und

tangentialer Eigendehnungen abzubilden.

Unter #uflerer mechanischer Belastung wird der natiirliche Spannungszustand im
Stammquerschnitt zunéchst erheblich verdndert. Bereits zu Beginn reduzieren sich die
Biegedruckspannungen an der Oberfliche um den Betrag der oberflichlichen Wachs-
tumsdehnung. Im weiteren Verlauf entstehen dort durch neue Schichten erneut Zug-
spannungen. Da das Ausknicken der Fasern mafigeblich den Versagensmechanismus
bestimmt, zeigt sich, dass die Tragfihigkeit nicht nur durch den Querschnittszuwachs
gesteigert wird. Vielmehr fithrt die Akkumulation von Wachstumsspannungen zu ei-
nem Spannungszustand, der der Belastung entgegenwirkt, was sich bei Entlastung in

bleibenden Verschiebungen duflert und die Durchbiegung unter Last reduziert.

Dieser ,, Trainingseffekt “ wird durch thigmomorphes Wachstum verstéirkt: Eine erhthte
sekundédre Wachstumsgeschwindigkeit verkiirzt die Zeitspanne, die der Baum benétigt,

um eine geeignete Antwort auf duflere Belastungen zu entwickeln.

Die Ergebnisse stiitzen die Hypothese, dass lebende Badume als adaptive Tragstrukturen
betrachtet werden kénnen. Dieses Verhalten er6ffnet neue Perspektiven fiir das Bauen
mit tragenden Baumen, da sich Wachstumsspannungsreserven gezielt nutzen lassen. So
entsteht eine potenzielle Grundlage fiir verbesserte Sicherheitskonzepte. Belastungen

durch Wind oder Baukoérper werden langfristig durch gerichtetes Wachstum ausgegli-
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chen, was die Resilienz gegeniiber Extrembelastungen erhéht. Daraus ergeben sich neue
Moglichkeiten im Kontext nachhaltigen Bauens. In Kombination mit klassischen Fun-
damenten in hybriden Tragwerkslosungen kénnten Materialeinsparungen erzielt und

Waldflichen ressourcenschonend in Baukonzepte integriert werden.

Fiir weiterfithrende Arbeiten ergeben sich mehrere Richtungen:

1. Experimentelle Validierung — Die Simulationsergebnisse sollten durch Langzeit-
messungen an Biumen iiberpriift werden. Geeignet wiren Versuche in windarmen
Bereichen, bei denen Baume iiber mehrere Jahre definierten Biegekriften ausge-
setzt werden, um den Einfluss der Wachstumsspannungen zu quantifizieren. Die
Simulation sollte in der Lage sein, die beispielsweise mit der Holzstreifenmethode
gemessenen Spannungsverliufe realistisch abzubilden. In Kapitel 6.6 wird fiir ho-
he Lasten nahe der Tragfahigkeitsgrenze eine innere Schiadigung infolge erhoéhter
Druckspannungen durch Spannungsakkumulation prognostiziert. Das Auftreten
dieser Schadigungen sollte experimentell iiberpriifbar sein.

2. Thigmomorphismus-Experimente — Mit einem #hnlichen Experiment liefle sich
auch das thigmomorphe Wachstum messen. Wird dabei nur eine geringe Auslen-
kung aus der Vertikalen erzeugt, kann der Gravitropismus — und damit die Reak-
tionsholzbildung — vermieden werden. Vergleichende Messungen auf der Last- und
Gegenseite wiirden helfen, den thigmomorphen Anteil vom reguléren sekundéren
Wachstum zu trennen und so realistische Vorgabegeschwindigkeiten fiir das Mo-
dell zu bestimmen.

3. Modellerweiterungen — Wie zuvor beschrieben, entsteht bei der Reifung der Zel-
len unter normalen Bedingungen eine Kontraktion in Lingsrichtung (longitudi-
nal), aus der die axialen Eigendehnungen resultieren. Gleichzeitig tritt eine Aus-
dehnung in radialer und tangentialer Richtung auf. In der Radialrichtung muss
der Wert der Oberflichendehnung an der Stammoberfliche auf null fallen. In
Tangentialrichtung hingegen muss ein Randwert vorgegeben werden. Eine solche
Randwertdefinition kénnte die Verldufe der tangentialen Eigenspannungen und
— iiber den Querkontraktionseffekt — auch die Spannungsverldufe in den anderen
Richtungen verbessern.

Fiir die Berechnung wiire es dabei nicht nur erforderlich, die Faserrichtung zu
kennen, sondern auch den kiirzesten Abstand jeder Koordinate zur Morpholo-
gielinie zu bestimmen. Damit lieflen sich Lings-, Radial- und Tangentialrichtung
eindeutig festlegen. Diese kénnten gleichzeitig als Hauptrichtungen einer erwei-

terten Anisotropie dienen, sodass das Materialverhalten von einem transversal-
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isotropen zu einem orthotropen Modell erweitert werden kénnte.

4. Reaktionsholzbildung — Eine gezielte Modellierung dieser Prozesse, insbesondere
bei starker Auslenkung aus der Vertikalen, konnte sowohl den Einfluss auf die
oberflichennahe Axialkontraktion als auch auf die Materialsteifigkeit erfassen.

Damit lieflen sich differenziertere Spannungsverteilungen simulieren.

Langfristig konnte das Modell in digitale Zwillinge lebender Bdume eingebunden wer-
den, um deren Tragfihigkeit unter wechselnden Umweltbedingungen besser vorherzu-

sagen, um so das Sicherheitskonzept verbessern zu kénnen.
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