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Wie erzeugt man eine geradlinige Bewegung?
... und wie kann diese Problemstellung zur Begriffsentwick-
lung von Lernenden beitragen?

1. Problemstellung

Geradlinige Bewegung findet man (zumindest naherungsweise) in vielen
alltaglichen Anwendungen: etwa bei einem Zug auf einem geraden Stre-
ckenabschnitt; bei den Backen eines Schraubstocks; bei den Seitenkanten
einer Bustur, davon eine parallel, die andere senkrecht zur Buswand; das
Ende eines Bigelbrettbeines entlang des Brettes selbst. All diesen Bewe-
gungen ist gemeinsam, dass die Geradlinigkeit durch eine Fiihrung erreicht
wird, dies ist etwa die gerade Schiene fir den Zug oder die Langsachse des
Gewindes, entlang dessen die Schraubstockbacken sich aufeinander zu oder
voneinander weg bewegen.

Ist es aber auch mdoglich, eine geradlinige Bewegung auch ohne eine solche
Fuhrung — also gewissermalen ohne die ,,Voraussetzung“, zuvor schon
einmal eine Geradlinigkeit erreicht zu haben — zu erhalten? Kann man bei-
spielsweise eine — einfach zu erzeugende — rotierende Bewegung in eine
geradlinige Uberfiihren? Und ist dies Uberhaupt eine nur theoretische oder
auch technisch relevante Fragestellung?

Tatséchlich beschéftigten sich in der Hochzeit des Dampfmaschinenbaus
Mitte des 19. Jahrhunderts diverse Personen mit diesem Problem, wenn-
gleich ihre Motivation genau die umgekehrte Frage war: Kann man die ge-
radlinige Bewegung eines Dampfmaschinenkolbens in eine rotierende
uberfuhren, um damit Maschinen anzutreiben?

2. Hilfsmittel Gelenkmechanismus

Damals wurde versucht, einen dies leistenden Gelenkmechanismus zu kon-
struieren, d.h. ein System von starren Stangen, die teilweise miteinander
oder mit festen Raumpunkten drehbar verbunden sind. Ein Beispiel fiir eine
einfach mit einem Gelenkmechanismus zu erzeugende Kurve ist ein Kreis
— mittels einer einzelnen um einen Fixpunkt rotierenden Stange.

3. eine Losung: Peaucellier-Inversor

Dieser von Charles-Nicolas Peaucellier 1864 erfundene Mechanismus ist
wie folgt aufgebaut (Kempe 1877, siehe Abb.): Im Punkt B sind Stangen
BC,, BC,mit |BC,|=|BC,| drehbar befestigt; C, und C, sind zugleich gegen-
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FET Cl Eine fiir Lernende wohl recht kom-
plexe Aufgabenstellung — etwa flr eine Facharbeit — wére die folgende:

Zeige, dass unter diesen Voraussetzungen der Punkt D' einen Geradenaus-
schnitt senkrecht zur Gerade AB beschreibt.

—auch dann noch, wenn man folgende Umformulierung anbietet:
Sei E' der LotfuBpunkt von D' auf der Geraden AB. Zeige, dass |BE| kon-
stant ist ().

Deutlich einfacher wird die Aufgabe, wenn man sie in Teile zergliedert, fur
deren Beweis jeweils nur wenige Eigenschaften und Aussagen nétig sind:

Teil (a): Sei k der Kreisum A mit Radius |AB|, und sei E —neben B —der
zweite Schnittpunkt von k mit der Gerade AB. Zeige: #BDE =90°.

— Da nach Voraussetzung B, D und E alle auf dem Kreis k um A liegen,
dabei B und E einander diametral gegeniber, gilt nach dem Satz des Tha-

les «BDE =90° (aul’er wenn D auf die Gerade AB fallt).
: : BD|-|BD)|
Teil (b): Zeige: BE':|—.

— Die Dreiecke BED und BD'E' haben jeweils einen rechten Winkel bei D
bzw. E', und es gilt #EBD = #D'BE’, also sind ABED und ABD'E' dhnlich

zueinander, es gilt | Ef |BD|

|B i~ |B | und damit die behauptete Aussage.

Da B und E Fixpunkte sind und somit |BE| konstant ist, bleibt zum Beweis
von (*) nur noch zu zeigen, dass auch |BD-|BD|konstant ist. Dies kdnnte
man wie folgt zergliedern:

Teil (c): Zeige: |BD]-|BD|=|BM|’ —|MD[* ().

— Da in einer Raute — hier: C,DC,D' — der Schnittpunkt der Diagonalen die-
se jeweils halbiert, gilt IMD| =|MD]. Folglich ist
IBD{-|BD| = (BM| + |MDJ)- (BM|~|MD|) = [BM|* —|MD[".

Teil (d): Zeige: [BM|* =|BC,|" —|MC,|" (#) und [MD|" =|DC," —|MC,|* (a).



— Die Diagonalen einer Raute stehen senkrecht aufeinander, somit sind die
Dreiecke BMC, und DMC, rechtwinklig bei M, und die Aussagen gelten

nach dem Satz des Pythagoras.

Teil (e): Begrunde, warum sich aus (*), (%) und (#) ergibt, dass |BD’-|BD|
konstant ist.

— Setzt man (%) und (4) in (%) ein, so erhdlt man
IBD{-|BD|=[BM[* —|MD|" =|BC,|* ~|MC,| -|DC|* +|MC,[* =|BC,| ~|DC/[*.  Da
IBC,| und |DC,| die Léngen zweier Stangen sind, sind diese konstant und
somit auch das Produkt |BD-|BD].

4. Problemorientierte Begriffsentwicklung

Anhand einer Problemstellung wie der Frage nach Erzeugung einer gerad-
linigen Bewegung kénnen Lernende Begriffe entwickeln.

Vollrath (1984) nennt in diesem Zusammenhang vier verschiedene Funkti-
onen, die Begriffe in Problemldseprozessen haben koénnen. Ein Begriff
kann zundchst Quelle eines Problems sein — im vorliegenden Beispiel
kdnnte man dazu etwa die geradlinige Bewegung an sich, eine Translation,
nennen. Weiterhin kann ein Begriff als Hilfsmittel beim Ldsen eines Prob-
lems dienen — hier beispielsweise der Begriff des Gelenkmechanismus'.
Auch die Losung selbst kann ein zu bildender Begriff sein, beim Problem
der Geradfiihrung kénnte man die Abbildung der Inversion am Kreis als
solche bezeichnen, denn genau diese wird durch den Peaucellier-
Mechanismus realisiert (Coxeter Greitzer 1983). Schliel3lich kann ein Be-
griff auch ein Losungsverfahren rechtfertigen — oben begriindet die Tatsa-
che, dass C,DC,D' eine Raute ist, verschiedene Eigenschaften und so unter

anderem die Verwendung des Satzes des Pythagoras.

In seinem Prinzip der angemessenen Problemorientierung fordert Bruner
(1974), dass der Unterricht mit einer Problemstellung beginnen solle, und
dass diese idealerweise von den Lernenden selbst eingebracht, meist jedoch
vom Lehrer gestellt sei. Das obige Beispiel und seine Losung werden zwar
sehr wahrscheinlich nicht von Schiilerinnen und Schiilern aufgeworfen. Je-
doch konnen vielleicht die regelmaRige Auseinandersetzung mit alltégli-
chen geometrischen Phdnomenen zu einer Wahrnehmungssensibilisierung
und ein vorgegebener Problemkontext zur Formulierung eigener Fragen
oder Thesen durch die Lernenden fuhren.

Im hier thematisierten Bereich konnten die Schiilerinnen und Schiler etwa
aufgefordert werden, in ihrer Umgebung nach (auch ndherungsweise) ge-
radlinigen Bewegungen zu suchen und diese zu analysieren. Taucht der



Peaucellier-Mechanismus auf? Liegt eine geradlinige Flhrung vor? Ist die
Bewegung nur angenéhert oder tatsachlich geradlinig?

Beispielsweise die Bewegung einer Bustir — wie oben genannt — kdnnte
hier ,,gefunden* werden — sie kann auch mit recht elementaren geometri-
schen Mitteln wie den Eigenschaften eines Rechtecks analysiert werden.
Auch ein Punkt auf dem Rand eines Kreises, der in einem anderen Kreis
mit doppeltem Radius rollt, beschreibt eine geradlinige Bewegung; fir den
Beweis bendtigt man Umfangléangen von Kreissektoren und etwa Aussagen
uber gleichschenklige Dreiecke.

5. Abschluss

In einer so ,,einfachen — zumindest einfach zu formulierenden — und realen
Fragestellung wie der nach Erzeugung einer geradlinigen Bewegung kon-
nen also sehr viele und vielfaltige geometrische Aspekte stecken. Die hier
genannten Begriffe, Satze und Eigenschaften sind auch samtlich in Schul-
buchreihen zu finden, beispielsweise in Mathematik Neue Wege von Schro-
edel, so dass ein Bezug zu ,,iiblichen” Inhalten des Mathematikunterrichts
hergestellt werden kann.

Neben der Problemorientierung kénnen mit den genannten Beispielen
(nachgebauter Peaucellier-Mechanismus, Schraubstock, Bustir, Biigelbrett,
rollender Kreis) auch weitere Aspekte von Begriffsentwicklung angespro-
chen werden: So regen sie durch die enthaltenen beweglichen Elemente
zum ,,Ausprobieren im Sinne des operativen Prinzips an. Mit einer weiter-
fuhrenden Aufgabenstellung wie der nach der (freien) Suche weiterer ge-
radlinig bewegter Anwendungen wird eine individuelle Herangehensweise
ermdglicht. SchlieBlich bietet sich gerade ein Problem, in dem geometri-
sche Inhalte verschiedener Jahrgangsstufen zum Tragen kommen und das
in anderen Kontexten erneut aufgegriffen werden kann (etwa der genannte
Spezialfall eines rollenden Kreises bei allgemeinen Rollkurven), fir das
Entwickeln von Begriffen in einem fortschreitenden Prozess, der nicht
nach einer Unterrichtseinheit abgeschlossen ist, an.
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