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Erfassung individueller Lerntrajektorien in einer digitalen
Lernumgebung zum Ableitungsbegriff

Obwohl der Ableitungsbegriff in einem einfachen Regelwerk mit Ablei-
tungsregeln miindet, treten bei Lernenden haufig Probleme beim konzeptu-
ellen Wissen zur Ableitung auf. Diese Defizite zeigen sich insbesondere
dann, wenn der Ableitungsbegriff fiir unbekannte Funktionsklassen interpre-
tiert oder in Sachkontexten angewendet werden soll (vom Hofe, 1998). Der
Erwerb des Ableitungsbegriffs erfolgt oft iiber drei Unterbegriffe: der Diffe-
renzenquotient (durchschnittliche Anderungsrate), der Differentialquotient
(momentane Anderungsrate) und die Ableitungsfunktion (Anderungsverhal-
ten) (Zandieh, 1997). Basierend bspw. auf Prozess-Objekt-Theorien kann
dabei angenommen werden, dass dieser Begriffserwerb hierarchisch erfolgt
(Sfard, 1991). Um den existierenden Schwierigkeiten beim Erwerb des Ab-
leitungsbegriffs zu begegnen, ist es notwendig, nicht nur die einzelnen Un-
terbegriffe zu betrachten, sondern in der Analyse den Erwerb der Unterbe-
griffe miteinander zu verkniipfen. Dies erfordert einen theoretischen und me-
thodischen Ansatz, der den Erwerb des Ableitungsbegriffs und seiner Unter-
begriffe aus der Perspektive des individuellen Lernens iiber die Zeit betrach-
tet.

Individuelle Lerntrajektorien

Bei der Konzeptualisierung von Lernverldaufen kann unterschieden werden
zwischen Lernprogressionen, die tendenziell im Bereich der Leistungs- und
Kompetenzentwicklung angesiedelt sind, und Lerntrajektorien, die das Ma-
thematiklernen in der Bearbeitung von Unterrichtsaktivitdten darstellen sol-
len (Weber et al., 2015). Beim Konzept der Lerntrajektorien spielen in der
mathematikdidaktischen Forschung vor allem sog. hypothetische Lern-
trajektorien (HLT) (Simon, 1995) eine Rolle. HLT ergeben sich dadurch,
dass bei der Gestaltung von Lernumgebungen theoretische Annahmen tiber
die Lerntrajektorien der Schiiler*innen getroffen werden, die durch das
Lernziel, die Lernaktivitidt und die Lernvoraussetzungen der Schiiler*innen
bestimmt werden. Die HLT sind somit stark in den Prozess der Gestaltung
von Lernumgebungen und in die theoretischen Annahmen iiber mathemati-
sches Lernen eingebettet, die bei der Entwicklung der Lernumgebung zu-
grunde gelegt werden. Aus diesem Grund werden neben den HLT auch die
tatsdchlichen Lerntrajektorien (actual learning trajectory) unterschieden (Si-
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mon, 1995). Die tatsdchlichen Lerntrajektorien sind die beobachtbaren Lern-
trajektorien der Schiiler*innen bei der Bearbeitung der Lernumgebung.
Diese miissen nicht den in der HLT angenommenen theoretischen Uberle-
gungen entsprechen. Bei den tatsdchlichen Lerntrajektorien erscheint insbe-
sondere die individuelle Bearbeitung der Lernumgebung interessant, um
Aussagen Uiber die Produktivitit des Lernmaterials, des Lernens und mogli-
che Schwierigkeiten treffen zu konnen. Um den individuellen Charakter der
tatsdchlichen Lerntrajektorien zu betonen, sprechen wir diesbeziiglich von
individuellen Lerntrajektorien, die innerhalb einer theoretisch entwickelten
Lernumgebung bei der Bearbeitung durch die Schiiler*innen in ebendieser
auf individueller Ebene feststellbar sind.

Vor diesem theoretischen Hintergrund und den beschriebenen Schwierigkei-
ten von Lernenden beim konzeptuellen Wissen zur Ableitung, wird in die-
sem Beitrag die Frage gestellt: Welche Aufgabenbearbeitungen lassen sich
zur Erfassung und Beschreibung von individuellen Lerntrajektorien zum Ab-
leitungsbegriff beobachten?

Methode

Zur Erfassung der individuellen Lerntrajektorien zum Ableitungsbegriff
wurde eine digitale Lernumgebung zum Ableitungsbegriff entwickelt. Eine
digitale Lernumgebung ist hierfiir besonders gut geeignet, da die Bearbei-
tung jeder Aufgabe erfasst werden kann und zudem die fiir den Gegenstand
relevanten Darstellungsformen genutzt werden konnen. Dartiber hinaus ist
es moglich, nicht nur die Lernprodukte zu erfassen, sondern auch die Lern-
prozesse, die wihrend der Bearbeitung entstehen. Letztlich bietet die digitale
Lernumgebung durch die Integration sdmtlicher Lernaktivititen auch die
Moglichkeit, den Unterricht fiir die Dauer der Unterrichtseinheit (insg. ca.
20 Unterrichtsstunden) stark zu standardisieren. Die digitale Lernumgebung
wurde bislang in fiinf Klassen mit 113 Schiiler*innen der Einfiihrungsphase
der Oberstufe an Gymnasien eingesetzt. Sie umfasst drei Unterrichtsab-
schnitte zu den jeweiligen Unterbegriffen des Ableitungsbegriffs. Zu Beginn
und am Ende der Lernumgebung sowie zwischen den Unterrichtsabschnitten
wurden Kompetenztests zum Ableitungsbegriff eingesetzt. Dazu wurden die
einzelnen Tests liber Ankeritems miteinander verkniipft, so dass die Auswer-
tung gemeinsam erfolgen konnte. Fiir die Auswertung wurde ein eindimen-
sionales Rasch-Modell verwendet. Von besonderem Interesse waren hierbei
die durch das Rasch-Modell geschitzten Personenfahigkeitswerte, um mitt-
lere Lernprogressionen darzustellen. Die Personenfdhigkeitswerte wurden
dariiber hinaus durch eine Clusteranalyse gruppiert, um Schiiler*innen zu
identifizieren, deren mittlere Lernprogression dhnlich verlaufen. Die Clus-
teranalyse ergab, dass zwei Gruppen (A & B) unterschieden werden konnen.
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Im Folgenden sollen die Bearbeitungen in der Lernumgebung von zwei
Schiiler*innen (S1 & S2) aus jeweils einen der Cluster zum Ableitungsbe-
griff priasentiert werden, um damit auf einer qualitativen Ebene zu beschrei-
ben welche Aufgabenbearbeitungen genutzt werden konnen, um individuel-
len Lerntrajektorien zu erfassen.

Ergebnisse

In Tabelle 1 sind die unterschiedlichen Lernprogressionen zwischen den Un-
terrichtseinheiten der zwei Schiiler*innen dargestellt. S1 aus Cluster A zeigt
nach der Bearbeitung des ersten Unterrichtsabschnitts (UAs) eine positive
Lernprogression (d. h. eine Steigerung des geschitzten Personenfahigkeits-
werts). Zwischen Ende des ersten und Ende des zweiten UAs ist eine nega-
tive Lernprogression zu beobachten. Zwischen Ende des zweiten und Ende
des dritten UAs gibt es dann wieder eine positive Lernprogression. Im Ge-
gensatz dazu zeigt S2 eine negative Lernprogression nach dem ersten UAs.
Danach zeigt S2 eine positive Lernprogression bis zum Ende der Unter-
richtseinheit.

Beginn & 1. UA 1. UA & 2. UA 2.UA&3.UA

Schiiler*in (S1) f ‘ f

aus Cluster A

Schiiler*in (S2) 4 “© 1>

aus Cluster B
Tabelle 1: Lernprogressionen (positiv/negativ) zwischen den UAs

S1 weist nach dem ersten Unterrichtsabschnitt eine positive Progression auf.
In der qualitativen Analyse dieses Abschnitts konnte festgestellt werden,
dass S1 diesen Abschnitt insgesamt sehr erfolgreich bearbeiten konnte. So
konnte beobachtet werden, das S1 den Differenzenquotienten in Modellie-
rungskontexten zur Bestimmung der mittleren Anderungsrate von Funktio-
nen einsetzen und die Ergebnisse inhaltlich richtig interpretiert und validiert
werden. GroBBere Schwierigkeiten zeigten sich bei S1 erst im zweiten Unter-
richtsabschnitt bei der Bestimmung der momentanen Anderungsrate mit dem
Differentialquotienten. So kann S1 den Funktionswert f(x + h) fiir die
Funktion f(x) = x2 in (x + h) nicht korrekt bestimmen und erhélt x? *
(x + h) als Losung. Trotz dieser Schwierigkeiten bei der Bestimmung der
momentanen Anderungsrate gelingt es S1 im dritten Unterrichtsabschnitt,
die Zusammenhinge zwischen Funktion und Ableitungsfunktion richtig zu
erkennen und auch weitere Aufgaben erfolgreich zu bearbeiten. Im Ver-
gleich zu S1 zeigt sich bei S2 eine negative Lernprogression wahrend des
ersten Unterrichtsabschnitts. Betrachtet man die Bearbeitungen in der Ler-
numgebung, so zeigen sich groBere Schwierigkeiten bei der Ubertragung der
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Anwendung des Steigungsdreiecks (Vorwissen) auf nichtlineare Funktio-
nen. Hier l4sst sich bei S2 eine Ubergeneralisierung der konstanten Steigung
fiir lineare Funktionen auf z. B. quadratische Funktionen feststellen, die in
mehreren Aufgabenbearbeitungen sichtbar wird. Beispielsweise soll S2 in
einer Aufgabe die Sekante an f fiir die x-Werte 1 und 3 erzeugen. Anstatt
die gegebenen Funktionswerte zu verwenden, erstellt S2 eine Sekante zwi-
schen dem Schnittpunkt der Funktion mit der y-Achse und dem Punkt
(1; (1)), was als typische Strategie zur Bestimmung der (konstanten) Stei-
gung fiir lineare Funktionen angesehen werden kann. S2 tlibertragt diese Stra-
tegie auf Funktionen ohne konstante Steigung und ignoriert dabei die gege-
benen Funktionswerte. Im zweiten und dritten Unterrichtsabschnitt gelingt
es S2, die meisten Aufgaben gut zu bearbeiten, insbesondere gelingt es S2
im Gegensatz zu S1, die momentane Anderungsrate mit Hilfe des Differen-
tialquotienten sicher zu bestimmen.

Ausblick

Die Ergebnisse deuten darauf hin, dass die theoretisch angenommene Hie-
rarchisierung der drei Unterbegriffe nicht unbedingt zu beobachten ist. Die
qualitative Analyse hat gezeigt, dass dies an der Ubergeneralisierung mathe-
matischer Verfahren oder an Schwierigkeiten im Umgang mit Termen liegen
kann. Die Bearbeitungen konnen zur Erfassung von individuellen Lern-
trajektorien genutzt werden. Um individuelle Lerntrajektorien fiir alle Schii-
ler*innen {iiber alle Aktivititen hinweg abzubilden, ist es notwendig, Bear-
beitungsmuster zu ermitteln. Hierzu konnen, aufgrund der multimodalen Da-
ten, z.B. Methoden des maschinellen Lernens eingesetzt werden. Vor diesem
Hintergrund wurde die Lernumgebung so entwickelt, dass die Daten so ko-
diert werden konnen, dass maschinelles Lernen zur Rekonstruktion indivi-
dueller Lerntrajektorien fiir die Lernumgebung eingesetzt werden konnen.
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