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Kann das ein giiltiger mathematischer Beweis sein? Validie-
rung von Beweisversuchen in der Sekundarstufe

Einleitung und theoretischer Hintergrund

Beweise sind zentral in der Mathematik und daher auch curricular in die ma-
thematische Ausbildung eingebunden. Lernende begegnen Beweisen in der
Schule wiederholt in verschiedenen Klassenstufen und iiber mathematische
Inhalte hinweg. Sie sollen dabei nicht nur Beweise konstruieren, sondern
auch gegebene Beweise validieren und diese auf ihre Giiltigkeit hin priifen
konnen (KMK, 2012). Die Validierung von Beweisen zielt darauf ab, zu
iberpriifen, ob eine Argumentation ein Beweis im mathematischen Sinn ist,
also ob diese Argumentation die sozio-mathematischen Normen (Yackel &
Cobb, 1996) der jeweiligen Community erfiillt (Selden & Selden, 2015).

Dabei ist eine zentrale Herausforderung, dass es in der mathematischen Pra-
xis keine einheitlichen Kriterien gibt, anhand derer die Giiltigkeit von ma-
thematischen Beweisen eindeutig bestimmt werden kann. Die Giiltigkeit ei-
nes Beweises ist vielmehr eine Frage der Akzeptanz im sozialen Diskursrah-
men, weshalb die sozio-mathematischen Normen einer Community hierbei
von grofler Bedeutung sind (Yackel & Cobb, 1996). Kriterien fiir die Akzep-
tanz und damit die Giiltigkeit mathematischer Beweise konnen sich zwi-
schen verschiedenen Communities unterscheiden (Sommerhoff, 2019).

Eine Schwierigkeit bei der Validierung von Beweisen besteht demnach da-
rin, in unterschiedlichen Situationen und Communities einen Beweis ent-
sprechend der vorliegenden sozio-mathematische Normen zu validieren. Vor
allem fiir Lernende ist dies herausfordernd, da es im schulischen Kontext
keine curricular festgelegten einheitlichen Kriterien gibt, die die Schiiler*in-
nen lernen und fiir die Validierung sicher heranziehen kénnen (Mariotti,
2006). Dennoch gibt es gewisse Minimalkriterien, die als Beweisprinzipien
fiir die Giiltigkeit mathematischer Beweise betrachtet werden konnen. Diese
Beweisprinzipien (Beweisschema, Beweiskette, Beweisstruktur) wurden un-
ter anderem von Heinze und Reiss (2003) sowie Sporn et al. (2022) unter-
sucht. Auch wenn es keine abschlieBende Liste von Kriterien gibt, sollten
Lernende im Rahmen ihrer mathematischen Ausbildung zumindest das Wis-
sen erlangen, dass Beweisversuche, die diese Beweisprinzipien nicht erfiil-
len, nicht als giiltige mathematische Beweis akzeptiert werden konnen. Da-
mit bauen Lernende ein negatives Wissen iiber die Giiltigkeit mathemati-
scher Beweise auf (Heinze, 2004).
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Empirische Untersuchungen haben gezeigt, dass Lernende verschiedener
Klassenstufen einen Forderbedarf bzgl. ihres Wissens iiber Beweisprinzipien
zeigen und sich dieses Wissen im Verlauf der Sekundarstufe nur leicht posi-
tiv entwickelt (Sporn et al., 2022). Gleichzeitig weisen Studien darauf hin,
dass Lernende oft Schwierigkeiten bei der Validierung von Beweisen haben
(u.a. Healy & Hoyles, 1998; Pfeiffer, 2011). Es ist unklar, ob und wie Schii-
ler*innen diese Minimalkriterien fiir die Entscheidung bzgl. der Giiltigkeit
heranziehen und wie logisch stringent sie einen Beweisversuch als ungiiltig
bewerten, wenn ein Kriterium nicht erfillt ist.

Forschungsfrage

Basierend auf dem dargestellten theoretischen Hintergrund und den aufge-
zeigten Forschungsdesiderata ergibt sich die folgende Forschungsfrage, die
in diesem Beitrag fokussiert wird: Inwiefern werden von Schiiler*innen als
"nicht erfiillt" bewertete Beweisprinzipien im Rahmen ihrer Beweisvalidie-
rung beriicksichtigt?

Methode

Zur Beantwortung der Forschungsfrage wurden N = 456 Schiiler*innen der
Klassen 8 bis 11 von sieben Gymnasien und einer Gemeinschaftsschule im
Rahmen eines Online-Fragebogens aufgefordert, sechs Beweisversuche zu
validieren. Alle Schiiler*innen validierten dieselben Beweisversuche, die
verschiedene mathematische Inhaltsbereiche abdeckten, die ab Klassenstufe
8 bekannt sind. Die sechs Beweisversuche waren fehlerhaft, da jeweils ein
Beweisprinzip missachtet wurde, und konnten daher unabhéngig von der
Community nicht als giiltiger mathematischer Beweis akzeptiert werden.

Bei jedem Beweisversuch mussten die Schiiler*innen fiir die drei Beweis-
prinzipien jeweils dieselbe Aussage bewerten (Beweisschema: "In dem Be-
weisversuch werden nur giiltige Argumente genutzt."; Beweiskette: "In dem
Beweisversuch bauen die Schritte logisch aufeinander auf."; Beweisstruktur:
"In dem Beweisversuch wird vorausgesetzt, was gezeigt werden soll."). Da-
mit gaben sie jeweils an, ob das jeweilige Beweisprinzip in dem Beweisver-
such erfullt ist oder nicht. Zusédtzlich mussten die Schiiler*innen angeben, ob
es sich bei dem Beweisversuch um einen giiltigen Beweis handelt oder nicht.
Hier konnten sie auch die Option "Ich weil3 es nicht" auswéhlen.

Fiir jeden Beweisversuch wurde ausgewertet, wie oft ein Schiiler bzw. eine
Schiilerin angab, dass ein Beweisprinzip nicht erfiillt ist. Daraus ergab sich
fiir jeden Beweisversuch ein Score mit Werten zwischen 0 (alle Beweisprin-
zipien sind erfiillt) und 3 (alle 3 aufgelisteten Beweisprinzipien sind nicht
erfiillt). Mit Fokus auf die Forschungsfrage wurde analysiert, wie viele der
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Schiiler*innen, die einen Beweis als giiltig bzw. ungiiltig bewerteten, 0, 1, 2
oder 3 der aufgelisteten Beweisprinzipien als nicht erfiillt bewerteten. Die
Analyse erfolgte analog fiir die Schiiler*innen, die angaben, dass sie nicht
wissen, ob der Beweisversuch giiltig ist.

Ergebnisse

Bei allen sechs Beweisversuchen zeigt sich, dass iiber alle Klassenstufen hin-
weg ein substantieller Anteil der Schiiler*innen angibt, dass ein, zwei oder
drei Beweisprinzipien nicht erfiillt sind und den Beweisversuch dennoch als
giiltigen mathematischen Beweis bewertet. Gleichzeitig gibt es bei fast allen
Beweisversuchen auch Schiiler*innen, die angeben, dass alle Beweisprinzi-
pien erfullt sind, den Beweisversuch aber trotzdem als ungiiltigen Beweis
bewerten. Bei allen zu bewertenden Beweisversuchen ist die Gruppe der
Schiiler*innen, die angeben, dass sie nicht wissen, ob es sich um einen giil-
tigen Beweis handelt, am grofiten. Abbildung 1 zeigt exemplarisch die Er-
gebnisse fiir einen der zu validierenden Beweisversuche.
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Abb. 1: Deskriptive Daten der Bewertung eines Beweisversuches bei
Berticksichtigungen der Angaben zu den Beweisprinzipien (BP)

Diskussion & Ausblick

In allen Klassenstufen dieser Stichprobe gibt es Schiiler*innen, die in Be-
weisversuchen, bei denen Beweisprinzipien nicht erfiillt sind und die daher
nicht giiltig sein konnen, diese Fehler erkennen und dennoch angeben, dass
es sich um einen giiltigen Beweis handelt. Dies konnte darauf hindeuten,
dass den Lernenden das negative Wissen zur Giiltigkeit mathematischer Be-
weise fehlt und sie nicht wissen, dass eine Ablehnung der Kriterien logisch
zwingend zur Ungiiltigkeit des Beweises fiihren muss. Moglicherweise fehlt
eine ausreichende Vernetzung des Wissens, was die Unsicherheiten bei der
Beweisvalidierung erklaren konnte (Healy & Hoyles, 1998). Dass es auch
Schiiler*innen gibt, die einen ungiiltigen Beweisversuch korrekt als ungiiltig
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bewerten, obwohl sie angeben, dass alle Beweisprinzipien erfiillt sind,
spricht dafiir, dass die Schiiler*innen noch weitere als die drei in dieser Stu-
die zu bewertenden Kriterien zur Validierung heranzogen. Die hohe Anzahl
an Schiiler*innen, die angaben, nicht zu wissen, ob die zu validierenden Be-
weisversuche giiltig sind, konnte auch darauf hindeuten, dass ihnen das Wis-
sen zu den Kriterien fehlt, um eine solche Entscheidung treffen zu konnen.
Daher sollte das Validieren von Beweisversuchen und die dafiir nutzbaren
Kriterien einen stirkeren Fokus im Unterricht erhalten. Ob die Lernenden
bei der Bearbeitung durch die Tatsache verunsichert waren, dass alle sechs
Beweisversuche fehlerhaft waren, ist in weiteren Studien zu untersuchen.
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