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Einflussfaktoren beim Validieren von Allaussagen

Das Validieren mathematischer Aussagen, also das Einschitzen, ob eine
Aussage in einer Rahmentheorie giiltig ist, ist eine zentrale mathematische
Tatigkeit. Entsprechend wird ,,das Verstehen und Bewerten gegebener ma-
thematischer Aussagen* (Kultusministerkonferenz, 2012, S. 14) nicht nur in
den deutschen Bildungsstandards, sondern auch international als Teil mathe-
matischer Argumentationskompetenz betont (z. B. National Governors
Association Center for Best Practices & Council of Chief State School
Officers, 2010). Insbesondere fiir den Studienbeginn sind entsprechende
Kompetenzen bedeutsam, da das Untersuchen und Beweisen von Aussagen
einen grof3en Teil des Mathematikstudiums ausmachen. Erfolgsquoten beim
Validieren von Aussagen variieren zwischen etwa 30 und 100 % (z.B. Barkai
et al., 2002; Ko, 2011; Zeybek Simsek, 2021). Griinde fiir diese gro3e Vari-
anz werden unter anderem in Kontextmerkmalen wie der Giiltigkeit der Aus-
sage vermutet (z.B. Barkai et al., 2002, Zeybek Simsek, 2021). Lernende
scheinen insbesondere bei der Validierung von falschen Aussagen (z.B. Zey-
bek Simsek, 2021) Schwierigkeiten zu haben. Als eine Erkliarung hierfiir
wird genannt, dass in der Schule bzw. Universitét iiberwiegend dazu aufge-
fordert wird, wahre (All-)Aussagen zu beweisen und seltener falsche Aussa-
gen zu widerlegen (Buchbinder & Zaslavsky, 2007; Ko, 2011). Jedoch gibt
es auch Studien, die keinen erkennbaren Zusammenhang zwischen der Giil-
tigkeit der Aussage und den Erfolgsquoten beim Validieren fanden (Ko,
2011). Auch die Vertrautheit mit Aussagen wird als wichtiger Einflussfaktor
auf die Leistung bei beweisbezogenen Aktivititen angenommen (z.B.
Hanna, 1989; Stylianides, 2007). Neben Kontextmerkmalen wurde in Stu-
dien auch untersucht, wie Lernende beim Validieren mathematischer Aussa-
gen vorgehen und welche Arten von Argumenten (wie empirische Argu-
mente, generische oder traditionelle Beweise) sie konstruieren. Empirische
Argumente werden zur ersten Exploration besonders hiufig genutzt (z.B.
Buchbinder & Zaslavsky, 2007; Ko, 2011). Teilweise versuchen Lernende
auch Muster oder Strukturen zu identifizieren, eher selten werden deduktive
Argumente herangezogen (z.B. Ko, 2011). Inwiefern das Lesen verschiede-
ner Arten von Argumenten Einfluss auf das Validieren von Aussagen hat,
wurde bisher nicht systematisch untersucht. Da mathematische Beweise das
zentrale Kriterium fiir die Giiltigkeit einer mathematischen Aussage sind,
sollte das Lesen und Validieren solcher Argumente hier einen positiven Ein-
fluss haben.
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Erkenntnisinteresse

Dieser Beitrag untersucht den Einfluss der Art der Aussage (Giiltigkeit und
Vertrautheit) sowie den des Lesens bzw. Konstruierens verschiedener Arten
von Argumenten (empirische Argumente, generische und traditionelle Be-
weise) auf das Validieren mathematischer Allaussagen. Als Teil des abge-
schlossenen Dissertationsprojekt (Damrau, 2023) wurden konkret folgende
Fragen untersucht:

e Wie erfolgreich validieren Studienanfanger*innen mathematische Allaus-
sagen und inwiefern hingt dies von der Art der Aussage ab?

e Inwiefern beeinflusst das Lesen bzw. Konstruieren unterschiedlicher Ar-
ten von Argumenten den Erfolg beim Validieren von Allaussagen?

Methodik

In zwei Erstsemestervorlesungen wurde im November 2020 online eine ex-
perimentelle Fragebogenstudie mit 430 Lehramts- und Mathematikstudie-
rende einer deutschen Universitét in Nordrhein-Westfalen durchgefiihrt. Die
Teilnehmenden bearbeiteten nacheinander fiinf Allaussagen (zwei von ihnen
aus der Geometrie und aus der Schule bekannt, zwei von thnen aus der ele-
mentaren Zahlentheorie und unbekannt und eine falsch). Sie wurden zufillig
in vier Gruppen eingeteilt und erhielten davon abhingig keine Argumente
zur Begriindung der Aussagen (Gruppe A), empirische Argumente in Form
von Beispielen (Gruppe B), generische Beweise (Gruppe C) bzw. traditio-
nelle Beweise (wie sie typischerweise von Mathematiker*innen konstruiert
wiirden, Gruppe D). Die Teilnehmenden lasen die Aussagen sowie die ggf.
dazugehorigen Argumente und wurden dann gebeten, die Giiltigkeit der
Aussagen einzuschitzen. Die Antwortoptionen boten die Mdglichkeit so-
wohl absolute als auch relative Sicherheit bei der Validierung auszudriicken
(Weber & Mejia Ramos, 2015). Die Teilnehmenden der Gruppe A wurden
dazu aufgefordert, selbst zu begriinden, warum die Aussagen richtig/falsch
sind. Diese Begriindungen wurden mit Hilfe eines Kodierungsschemas ba-
sierend auf Harel und Sowder (1998) kodiert. Fiir die Auswertung der Daten
wurden neben deskriptiven Analysen logistische Regressionsanalysen mit
CLMMs (kumulative Mischmodelle fiir ordinale Daten) genutzt. Fiir multip-
les Testen wurde mit der Holm's Methode korrigiert.

Ergebnisse

Die Losungsquoten beim Validieren der Aussagen lagen zwischen ca. 45 und
70 % bzgl. absoluter Sicherheit. Etwas unerwartet waren die geringen Lo-
sungsquoten bzgl. einer der vertrauten Aussagen — der Satz des Pythagoras
— bei dem sich nur knapp 50 % absolut sicher waren, dass dieser giiltig ist.
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Die durchgefiihrten Regressionsanalysen ergaben insgesamt dennoch, dass
die Vertrautheit mit der Aussage einen positiven Effekt auf den Erfolg beim
Validieren der Aussagen hatte. Die falsche Aussage wurde wie vermutet sel-
tener korrekt validiert als die wahren Aussagen. Studienteilnehmende, die
empirische Argumente erhielten, validierten zudem erfolgreicher als Teil-
nehmende, die keine Argumente (oder Beweise) erhielten. Generische Be-
weise schienen einen dhnlichen, wenn auch etwas kleineren positiven Effekt
zu haben, der jedoch nicht signifikant wurde. Das Lesen von traditionellen
Beweisen hatte hingegen keinen positiven Effekt. Wéahrend die Teilnehmen-
den der Gruppe A bei den aus der Schule nicht bekannten Aussagen iiber-
wiegend empirische oder Pseudoargumente, wie etwa das Wiederholen der
Aussage nutzten, bezogen sie sich bei den vertrauten Aussagen vor allem auf
Autoritdten wie die Schule oder darauf, dass es sich um eine Regel handelt.
Auch hier wurden haufig Pseudoargumente angegeben. Die meisten Teilneh-
menden nutzten vor allem Gegenbeispiele, um die Giiltigkeit der falschen
Aussage zu widerlegen. Der Grad der Sicherheit, mit dem die Teilnehmen-
den die Aussagen validierten (absolut vs. relativ), scheint mit der Art der
genutzten Argumente zusammenzuhingen. Die (wenigen) Teilnehmenden,
die (unvollstdndige) deduktive Argumente heranzogen, waren sich fast alle
absolut sicher, dass die Aussagen giiltig sind, wohingegen die Mehrheit der
Teilnehmenden, die empirische Argumente nutzten lediglich relativ von der
Gtltigkeit iiberzeugt waren.

Diskussion und Ausblick

Die Ergebnisse der vorliegenden Studie bestitigen experimentell Annahmen
(z.B. Buchbinder & Zaslavsky, 2007; Hanna, 1989; Ko, 2011), dass sowohl
die Vertrautheit mit der Aussage als auch deren Gtiltigkeit einen Einfluss auf
das Validieren von Aussagen hat. Berticksichtigt werden muss hier, dass sich
bei den Aussagen auch der Inhaltsbereich unterschied, welcher ebenfalls ei-
nen Einfluss haben kann. Dass der Satz des Pythagoras als eine der vertrau-
ten Aussagen von vielen Studierenden nicht korrekt validiert wurde, konnte
der Tatsache geschuldet sein, dass dieser in natiirlicher Sprache formuliert
war und von den Studierenden nicht erkannt wurde. Basierend auf den Er-
gebnissen sollten Lernende haufiger die Gelegenheit bekommen, auch fal-
sche Aussagen zu validieren. Vor allem das Lesen von empirischen Argu-
menten (und mit Einschrankung generischen Beweise) hatte einen positiven
Effekt auf das Validieren von Allaussagen. Grund hierfiir kdnnte sein, dass
das Betrachten von Beispielen die Studierenden dabei unterstiitzt, die Aus-
sagen besser zu verstehen und sie dadurch eine bessere Intuition fiir deren
Giltigkeit entwickeln. Dies sollte in der Praxis hinsichtlich der Exploration
von Aussagen berlicksichtigt werden. Anders als erwartet, hatte das Lesen
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von traditionellen Beweisen keinen positiven Einfluss auf das Validieren von
Allaussagen. Ursache hierfiir konnte sein, dass Studierende Schwierigkeiten
haben, Beweise oder ihre Funktion zu verstehen (z.B. Conradie & Frith,
2000). Dies sollte in zukiinftigen Studien weiter untersucht werden. Auch
wenn nur wenige Studierende deduktive Argumente konstruiert haben, ging
das Konstruieren solcher Argumente mit einer absoluten Sicherheit bzgl. der
Giltigkeit der Aussage einher, das Nutzen empirischer Argumente dagegen
iiberwiegend nur mit relativer Sicherheit. Dies unterstreicht die Bedeutung
dieser Differenzierung beim Untersuchen von Validierungskompetenzen,
insbesondere bzgl. der Nutzung verschiedener Arten von Argumenten.
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