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Potenziale von stoffdidaktischen Analysen in der
Hochschulmathematikdidaktik

Stoffdidaktische Analysen haben in Deutschland eine lange Tradition (He-
fendehl-Hebeker, 2016). Urspriinglich war deren Ziel das Zuginglichma-
chen von Inhalten aus der Fachwissenschaft fiir bestimmte Lerngruppen
(HuBmann et al., 2016). Dazu gehorten insbesondere eine begriindete Aus-
wahl und Reduktion der Inhalte unter Beriicksichtigung der kognitiven Fa-
higkeiten der Lernenden sowie das Herausarbeiten von aus fachwissen-
schaftlicher Sicht addquaten Denkweisen iiber die Inhalte. Eine besondere
Bedeutung hat hierbei das Konstrukt der Grundvorstellungen (GV) gewon-
nen — Vorstellungen, die mathematischen Konzepten eine inhaltliche Bedeu-
tung geben (vom Hofe, 1995). Stoffdidaktische Analysen bildeten dabei ins-
besondere GV heraus, die Lernende fiir schulmathematische Konzepte auf-
bauen sollen, und formulierten darauf aufbauend Vorschlidge fiir deren Be-
handlung im Unterricht (s. z.B. Blum & Kirsch, 1979).

In diesem Beitrag und dem Vortrag illustrieren wir anhand zweier Beispiele,
wie stoffdidaktische Analysen auch in der Hochschuldidaktik Mathematik
gewinnbringend verwendet konnen und geben einen Ausblick auf weitere
aktuelle stoffdidaktische Perspektiven auf Hochschulmathematik.

Beispiel 1 - Herausarbeiten von Aspekten des komplexen Wegintegrals

Das Zuginglichmachen von Begriffen ist nicht nur im Mathematikunter-
richt, sondern auch in der mathematischen Lehre an der Universitit wichtig
— gerade in fortgeschrittenen Veranstaltungen. Dies umfasst neben der Aus-
bildung von tragfdhigen Vorstellungen auch, dass Studierende unterstiitzt
werden, verschiedene Definitionen als verwandt oder gar dquivalent zu iden-
tifizieren und im Hinblick auf Definitionen anderer eng verwandter Begriffe
zu verorten (z.B. bei verschiedenen Integralbegriffen). Gerade fiir die Hoch-
schulmathematik ist dies besonders unter dem Gesichtspunkt relevant, dass
viele Begriffe durch 4quivalente Definitionen in universitdren Diskursen ein-
gefithrt werden konnen und Studierende zwischen diesen situationsbezogen
wechseln kdnnen sollten. Solche Aquivalenzen mogen dabei im Anschluss
an eine Definition explizit gemacht werden oder jedoch implizit bleiben. Ge-
rade im letzteren Fall ist fraglich, ob und wie Studierende an solchen Stellen
Schnittstellen zwischen verschiedenen Inhalten finden konnen.

Bezugnehmend auf die von Greefrath et al. (2016) komplementér zu den GV
gedachten Aspekten (d.h. fachlichen Charakterisierungen von Begriffen) und
Roos' (2020) Idee "partieller" Grundvorstellungen und Aspekte, verfeinerte
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der zweite Autor den Begriff des Aspekts — zugeschnitten auf die Hochschul-
mathematik — als dquivalente Definitionsmoglichkeiten, die im Rahmen ei-
nes lokal gefiihrten Diskurses entweder tatsdchlich Definitionen sind oder
spiter als dquivalente Charakterisierung zutage gefordert werden. Partielle
Aspekte sind schlieBlich solche, die zwar nicht vollends dquivalent zu einer
im jeweiligen Diskurs gewihlten Definition sind, wohl aber wenn eine Teil-
klasse der unter den Begriff fallenden Objekte betrachtet wird.

In der Funktionentheorie beziehen sich Aspekte komplexer Wegintegrale auf
stetige Integranden f = u + iv ldngs stiickweise stetig differenzierbarer
Wege y: [a; b] = C, und particlle Aspekte daher auf solche fiir weniger all-
gemeine Klassen von Integranden und Wegen (Hanke, 2022). Es wurden
vier Aspekte und vier partielle Aspekte ausgemacht, von denen einige di-
rekte Anlethen bei der Definition von Riemannintegralen oder der Vektor-
analysis machen, andere aber ginzlich andere Facetten betonen. Wir geben
hier die Aspekte wieder: (i) Der Riemannsummen-Aspekt driickt das Wegin-
tegral fy f (z) dz wie andere Integrale als Grenzwert einer Summe von Pro-

dukten aus Funktionswerten und Differenzen zwischen Punkten auf der
Kurve aus; (i1) dem Substitutions-Aspekt zufolge definiert man ausgehend
von der symbolischen Gleichung dz = y'(t)dt (bei Parametrisierung z =

Y (©)) fy f(z)dz = f: Fly@®)y'(t) dt; (iii) beim Vektoranalysis-Aspekt
wird auf die Trennung in Real- und Imaginérteil sowie reelle Wegintegrale
zuriickgegriffen und man setzt fy f(2)dz = fyu dx —vdy+i fy vdx +

u dy; (iv) der Mittelwert-Aspekt charakterisiert schlieBlich fy f(z)dz als ge-

richteten Mittelwert einer mit f verwandten, aber nicht identischen Grof3e
(Hanke, 2022, akzeptiert).

In Zukunft konnen derart herausgearbeitete Aspekte genutzt werden, um in
der Lehre Kohérenzerlebnisse fiir Studierende zwischen den verschiedenen
Diskursen, in denen ithnen Integralen begegnen, herzustellen. So schlief3t
bspw. der Produktsummen-Aspekt direkt an typische Definitionen des Rie-
mannintegrals an, wihrend der Substitutions-Aspekt die Festlegung
fy mdx +ndy = f; <(T:((;:((:)))) ) , y’(t)> dt aus der Vektoranalysis durch die
Wahl eines anderen Produkts auf der rechten Seite imitiert.

Beispiel 2 - Verwendungsweisen der Ableitung in der Okonomie

Das zweite Beispiel illustriert, wie eine stoffdidaktische Analyse verwendet
wurde, um die Verwendungsweise des mathematischen Konzepts der Ablei-
tung in einer anderen Fachdisziplin — der Okonomie — und das dafiir von
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Studierenden bendtigte mathematische Hintergrundwissen zu rekonstruie-
ren. Als theoretische Perspektive wurde dabei die Anthropologische Theorie
der Didaktik (ATD) verwendet (Chevallard, 2019). Nach dieser lassen sich
Aktivititen (auch mathematische) in Institutionen mit Hilfe eines 4-Kompo-
nentenmodells (4T) beschreiben. Es gibt Aufgaben (tasks), die mit bestimm-
ten Techniken (technique) gelost werden. Fiir diese gibt es Begriindungen
(technology), welche Bestandteil einer libergeordneten Theorie (theory)
sind. Da der Fokus dieser Kategorien auf den mathematischen Inhalten liegt,
kann eine entsprechende 4T-Analyse auch als Stoffdidaktik verstanden wer-
den. Im Folgenden soll diese am Beispielthema "Gewinnmaximierung" aus
dem verbreiteten Mikrookonomie-Lehrbuch von Varian (2014) illustriert
werden.

Die zentrale Einfiihrungsaufgabe in Varian (2014) ist die Maximierung des
Gewinns einer Firma, die aus zwei Giitern x; und x, zu Preisen w; und w,
ein Produkt y herstellt, das zu einem Preis p verkauft wird (S. 371). Der
Produktionsprozess ist durch eine Funktion y = f (x4, x,) beschrieben. Der
Einfachheit halber wird Gut 2 zunichst auf X, fixiert. Damit ist die konkrete
Aufgabe dann die Maximierung des Ausdrucks pf(x1,X3) — wix; — W, X5.
Als Technik zur Losung der Aufgabe nennt Varian das Losen der Gleichung
p - MP,(x1,X%;) = wy. Dabei ist MP; das sogenannte marginale Produkt von
Gut i, das Varian zuvor als partielle Ableitung 2L definiert hatte.

9%

Varian prasentiert nun drei Begriindungen fiir diese Technik. Die erste ist
eine formale Herleitung, bei der er die Zielfunktion nach x; ableitet und die
Ableitung = 0 setzt. Dann nennt er aber noch eine weitere Begriindung mit
Hilfe des Kontexts. Wenn man Gut 1 um eine kleine Menge §x; erhoht, pro-
duziert man die zusétzliche Menge 6y = MP; - 6x; des Produkts. Dieses
bringt p - MP; - §x, ein, kostet aber w; - §x4. Ist nun p - MP; # w;, konnte
man durch eine Erh6hung oder Verringerung der Produktion den Gewinn
erhohen. Damit kann am Gewinnmaximum nur p - MP; = w, gelten. Diese
Begriindung baut auf der Deutung der Ableitung MP; als Anderungsrate
bzw. Verstiarkungsfaktor auf. SchlieBlich bringt Varian noch eine grafische
Herleitung, die die geometrische Deutung der Ableitung als Steigung der
Tangente nutzt (siche Feudel, 2023).

Dieses Beispiel illustriert folgendes Hauptergebnis der Analyse. In der Oko-
nomie wird insbesondere auf drei Facetten des Ableitungsbegriffs zuriickge-
griffen: 1) formale Rechenregeln und Kriterien, 2) die geometrische Deutung
der Ableitung und 3) Deutungen der Ableitung in 6konomischen Kontexten.
Daher sollten diese auch in Mathematik-Veranstaltungen fiir Studierende der
Okonomie umfangreich behandelt und in Argumentationen genutzt werden.
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Fazit und Ausblick

Die beiden Beispiele illustrieren, dass stoffdidaktische Analysen auch fiir die
hochschulmathematikdidaktische Forschung gewinnbringend -eingesetzt
werden konnen. Sie eignen sich nicht nur zur theoretischen Beschreibung
von Verstandnis bei der Begriffsbildung in (fortgeschrittenen) universitiaren
mathematischen Diskursen und zur Herausbildung moglicher curricularer
Kohérenz, sondern sind auch ein geeignetes Hilfsmittel fiir die Rekonstruk-
tion der Verwendungsweisen von Mathematik in anderen Fachdisziplinen.
Neben den hier genannten Beispielen werden im Vortrag weitere For-
schungsbeitrdge aus der Hochschuldidaktik Mathematik vorgestellt, in de-
nen stoffdidaktische Analysen verwendet wurden, beispielsweise zur Ver-
zahnung der in verschiedenen Ausbildungsabschnitten behandelten Mathe-
matik (z.B. Kondratieva & Winslew, 2018).
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