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Grundvorstellungen fiir den Umgang mit mehrstufigen
Wabhrscheinlichkeiten beim Bayes'schen Schlieffen

1. Was ist Bayes'sches Schlieffen?

Bayes'sches Urteilen ist eine Schlussweise, bei der die subjektive Wahr-
scheinlichkeit von Hypothesen H iiber die Welt durch Beriicksichtigung
neuer Daten D revidiert wird: Beispielsweise wird die Wahrscheinlichkeit
einer Krankheit (H) nach einem positiven Testergebnis (D) beurteilt, unter
Nutzung von Informationen tiber die Pravalenz der Krankheit sowie die Sen-
sitivitdt und Spezifitdat des Tests [1,2]. Auch ohne numerische Werte sind
solche Schliisse qualitativ moglich, etwa beim Diagnostizieren von Fehlkon-
zepten aus Schiilerfehlern (Leuders & Loibl, 2020), wenn das Vorliegen ei-
nes Fehlkonzeptes bei einem Lernenden wahrscheinlicher wird, wenn dieser
einen bestimmten Fehler macht. Kern des Bayes'schen SchlieBens ist die
multiplikative Kombination von Pridvalenz und Likelihood (Trefferrate):
pPOsterior (DY) o« p(D|H)pPT°"(H). Wann und warum Menschen zu sol-
chen Urteilen fahig sind, wurde umfassend in Situationen mit quantifizierten
Daten [3], aber auch in Handlungssituationen, in denen die Information er-
fahrungsbasiert vorliegt [4], untersucht. In diesem Beitrag schlagen wir eine
Briicke der Forschung zum Bayes'schen Schlieflen aus kognitionspsycholo-
gischer und mathematikdidaktischer Perspektive unter Riickgriff auf das
Konstrukt der Grundvorstellung. Das Verzeichnis der in diesen Kurzreview
einbezogenen Artikel [1-29] findet man online in der Langversion unter

www.researchgate.net/publication/393801877 Grundvorstellun-
gen fur den Umgang mit mehrstufigen Wahrscheinlichkei-
ten_beim_Bayes'schen Schliessen

2. Welche Kognitionen sind beim Bayes'schen Schlieflen beteiligt?

Die relevanten mentalen Reprisentationen und mentalen Operationen wih-
rend des Bayes’schen Schlieens werden im Hinblick auf die idealisierten
Losungsschritte beschrieben (Abb.1, nach Loibl & Leuders, 2024). Diese
Schritte finden sich in der gesamten Literatur zum Bayes’schen Denken, je-
doch oft nur implizit oder ohne eine Unterscheidung zwischen externen Pro-
zessen (Berechnungen) und mentalen Prozessen.

Schritt 1: Bayes’sche Situationen, die verbale, numerische und grafische In-
formationen umfassen, konnen als (mathematische) Textaufgaben betrachtet
werden [5,6,7]. Textaufgaben wurden umfassend im Hinblick auf das Text-
und Bildverstindnis [8,9] sowie deren Integration [10] untersucht.
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Entscheidend ist die Konstruktion einer mentalen Représentation der Situa-
tion und die mentalen Operationen, die zu einer Losung fiihren.

p(H) p(=H) Schritt 1: Mentale Repréasentation

| der Struktur der Situation und der gegebenen
IS p(DI-H) || quantitativen Werte p(H), p(D|H), p(D|~H).
' Schritt 2: Mentale Operation: Kombination von
geschachtelten Anteilen (in der Abbildung

dargestellt durch das Einfligen der Likelihood-
— L ! Anteile in die vorherigen Anteile) p(D N H) =
p(DNH) p(D N =H) p(D|H) - p(H)
Schritt 3: Mentale Operation: Bestimmung des
gesuchten Verhaltnisses (in der Abbildung
N— dargestellt durch die Verknipfung der konjunktiven

p(H|D) p(~H|D) Werte, p(D) = p(D N H) + p(D N =H) und
p(H|D) = p(D n H)/p(D)

p(DIH)

Abb. 1 Modell fiir die impliziten Losungsschritte beim Bayes'schen Schlielen

(a) Die mentale Reprdsentation der Struktur der Situation umfasst das Ver-
stindnis ihrer relevanten Bestandteile und deren Beziehungen. Beim
Bayes'schen Urteilen bedeutet dies, eine spezifische Konfiguration von Teil-
mengen zu erkennen [11,12], die manchmal als ,,geschachtelte Mengen-
struktur bezeichnet wird [13]. Die Identifikation dieser Struktur wird als
eine der zentralen Herausforderungen beim Bayes'schen Denken betrachtet.
Insbesondere erfordert die Schitzung posteriorer Werte eine Verlagerung
des Fokus von einer Teil-Ganzes-Struktur (positiver Test bei Krankheit) auf
eine andere (Krankheit bei positivem Test). Dieses Phdanomen wurde sowohl
in der kognitiven Forschung (z. B. [14]) als auch in der Mathematikdidaktik
(z. B. [15]) untersucht.

(b) Die mentale Reprdsentation der quantitativen Werte geschieht auf Basis
der quantitativen Informationen durch numerische Symbole (absolute Hiu-
figkeiten (,,20 Falle*), relative Haufigkeiten/Proportionen (,,20 % von ...*)
und Wahrscheinlichkeiten (,,20 % Wahrscheinlichkeit, dass ...*)) oder gra-
fische Darstellungen (z.B. Balken). Sie konnen interne mentale Reprisenta-
tionen aktivieren. Es gibt zahlreiche Belege dafiir, dass Menschen in der
Lage sind, kontinuierliche Anteile zu erfassen (ratio sense, [16,17]).

(c) Schlussfolgerungen innerhalb der mentalen Reprdsentation auf Basis
des mentalen Modells erlauben es, fehlende Werte (hier, der der komplemen-
taren Hypothese) abzuleiten [18].

Schritt 2: Die mentale Reprédsentation von Anteilen als Teil-Ganzes-Verhilt-
nisse kann mentale Operationen unterstiitzen, um die gegebenen Informati-
onen zu kombinieren. Wenn die Basisrate p(H)und die Trefferquote
p(D|H) mental als Anteile dargestellt werden, kann man das eine als Teil
des anderen sehen. Die Kombination von Basisrate und Trefferquote auf Ba-
sis der Grundvorstellung "Anteil eines Anteils" entspricht im Wesentlichen
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einer formalen Multiplikation, wenn diese durch Zahlen dargestellt werden
(vgl. [19]).

Schritt 3: SchlieBlich erfordert das Bayes’sche Schlie3en noch zwei mentale
Operationen, um das gesuchte Verhiltnis zu bestimmen. Erstens miissen die
beiden geschachtelten Anteile zu einem neuen Ganzen zusammengefiihrt

werden. Zweitens muss das Verhiltnis eines Teils zu diesem neuen Ganzen
bestimmt werden.

Das hier beschriebene Modell kann als "komplexe Grundvorstellung des
Bayes'schen Schlieens" aufgefasst werden. Seine Elemente (hierarchische
Situation, Wahrscheinlichkeit als Anteil, Anteil von Anteil, Verhéltnis von
Anteilen) sind, wie die genannten Forschungen anzeigen, sowohl in der Ma-
thematikdidaktik als Grundvorstellungen beschrieben (und damit auch cur-
ricular als Lernvoraussetzungen identifizierbar), als auch in der Kognitions-
forschung als grundlegende mentale Repriasentationen beschrieben.

3. Wie verbessert/lernt man Bayes'sches Schlielen?

Forschung zum Bayes'schen Urteilen hat immer schon Vorschlidge generiert,
auf welche Weise die empirischen Befunde genutzt werden kénnen, um Ur-
teile zu verbessern — ohne dass dabei ein explizites Verstindnis z.B. in Form
einer mathematischen Modellierung vorbeugen muss. Seltener sind Vor-
schldage [20, 21] oder gar Untersuchungen, wie eine schulische Instruktion
aussehen kann [22, 23].

3.1 Welche Unterstiitzung verbessert Bayes'sches Schlielen?

In der Forschung zum Bayes’schen Denken wurden viele Elemente der In-
formationsprisentation systematisch variiert, um die zugrunde liegenden
kognitiven Prozesse zu untersuchen (vgl. [24]). Ein starker Fokus liegt iiber-
wiegend auf dem Unterschied zwischen Wahrscheinlichkeiten und natiirli-
chen Héufigkeiten. Die Losungsraten steigen erheblich an, wenn die Daten
als natiirliche Haufigkeiten dargestellt werden. Hier sind jedoch die Basis-
rate (Privalenz) und die Trefferquote (Testspezifitit) bereits in den gegebe-
nen Informationen enthalten (,,10 von 140 von 1000%), wodurch der Kombi-
nationsschritt allerdings tiberfliissig wird. Ein anderer Fokus besteht in der
unterstlitzenden Wirkung von graphischen Représentationen [25, 26, 27].

Kaum systematisch beachtet wurde bisher der Effekt des Denkens in Antei-
len als Vorform des Denkens in Wahrscheinlichkeiten. Leuders & Loibl
(2024) konnten (in der Oberstufe des berufsbildenden Gymnasiums) unter
Kontrolle der graphischen Représentation und Vermeidung numerisch-sym-
bolischen Kalkiils nachweisen, dass die verbale Rahmung durch Anteilsbe-
griffe derjenigen durch Wahrscheinlichkeitsbegriffe iiberlegen ist.
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3.2 Mit welcher Instruktion lernt man Bayes'sches Schlieffen?

Viele Interventionen nutzen obige Darstellungen als Unterstiitzung beim
Autbau von Wissen und Fertigkeiten zum Ldsen von Bayes'schen Aufgaben
[28] vergleichen verschiedene unterrichtsnahe Lerngelegenheiten und stel-
len fest, dass grafische Représentationen die Losungsquoten bei Bayes-Auf-
gaben steigern, allerdings mit der Erstellung solcher Repréisentation in einem
spateren Anwendungsfall, neue Schwierigkeiten erzeugt werden.

Insbesondere Lernende mit geringeren Lernvoraussetzungen nicht per se von
Visualisierungen mehrstufiger Wahrscheinlichkeiten profitieren, sondern
explizit bei der Darstellungsvernetzung unterstiitzt werden miissen [29].

4. Fazit und Ausblick

Man kann und sollte beim Erarbeiten des Bayes'schen Urteilens konsequent
aufbauen auf Grundvorstellungen der Sekundarstufe, insbesondere auf An-
teilsdenken als Fundament fiir (ein- und mehrstufiges) Wahrscheinlichkeits-
denken (vgl. Bocherer-Linder et al., 2017). Dabei kann man mit (wenigen)
durchgehenden visuellen Darstellungen als Verstehensunterstiitzung arbei-
ten (z.B. Bruchstreifen — Prozentstreifen — Wahrscheinlichkeitsstreifen), so
wie die bekannten Werkzeuge zur Unterstiitzung beim Ldsen von Textauf-
gaben heranziehen. AbschlieBend wird eine bisher selten herangezogene Vi-
sualisierung diskutiert, die die verschiedenen elementaren Grundvorstellun-
gen des Bayes'schen SchlieBens miteinander verbindet: Das "Rohrendia-
gramm", bekannter auch als Sankey-Plot (Abb. 2, Schmidt, 2008).

Abb. 2 Der Sankey-Plot reprasentiert Grundvorstellungen beim Bayes'sches Schliefen
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