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Vorwort

Viele Jahre hatte ich Studierende der Ingenieurwissenschaften im Fach Techni-
sche Mechanik auszubilden und musste dabei zunehmend Zeit f r Hilfestellun-
gen bei der Anwendung von mathematischem Grundlagenwissen aufwenden, das
bei der Beschreibung physikalischer Sachverhalte erforderlich ist. Auf die in den
Vorlesungen ber h here Mathematik systematisch und nach strengen Regeln be-
handelten Sachgebiete konnte ich meistens nicht verweisen, weil die entspre-
chenden Themen aus fachlichen Gr nden erst sp ter im Vorlesungsprogramm
vorgesehen sind. Um dieses Dilemma etwas zu entsch rfen, habe ich in zus tzli-
chen Vorlesungen und bungen versucht, das zu Beginn eines ingenieurwissen-
schaftlichen Studiums unbedingt notwendige Werkzeug mathematischer Begriffe
und Methoden in vereinfachter Darstellung zu beschreiben und in Beispielen vor-
zuf hren.

Meine Erfahrungen aus diesen freiwilligen Erg nzungskursen waren das Motiv { r
dieses Buch, dessen Titel ,Ingenieurmathematik in erster N herung” ausdr cken
soll, dass sein Inhalt zwar notwendig aber in vielen F llen nicht hinreichend f r
ein wissenschaftliches Ingenieurstudium ist. Es soll eine Hilfe sein f r die An-
wendungsf cher im Grundlagenstudium und eine Anregung zur Besch ftigung
mit den Themen der Fachvorlesungen in angewandter Mathematik. Deshalb wur-
de auf strenge Beweisf hrungen weitgehend verzichtet und der ausf hrlichen Be-
handlung von Beispielen mehr Platz einger umt. Die Themenauswahl beruht
auch auf meinen Erlebnissen, die ich in Sprechstunden und bei der Durchsicht
von Pr fungsklausuren hatte. Mir ist dabei aufgefallen, dass in einem Br cken-
kurs f r Studienanf nger leider auch an die Regeln der Bruchrechnung erinnert
werden muss.

F r Anregungen und Kritische Hinweise bin ich dankbar. Sie erreichen mich ber

sgfrd.kessel@t-online.de



Zahlen

1.1 Reelle Zahlen (R)

Bei der Nummerierung von Objekten und der mathematischen Beschreibung von

geometrischen und physikalischen Gr 3en werden reelle Zahlen gebraucht. Man

unterscheidet:

Nat rliche Zahlen (N):
1 2 3 4

Ganze Zahlen (Z):
-3 -2 -1 01 2 3 4

Rationale Zahlen (Q):

Beispiele: i =0,25 % =0,666...=:0,6 1—11 =0,090909...=:0,09

endlicher oder periodisch - unendlicher Dezimalbruch

Nichtrationale (irrationale) Zahlen:

Beispiele: /2 =1414213562... 310 =2,15443469...
nichtperiodischer unendlicher Dezimalbruch

Algebraische Zahlen: nichtrationale L sungen der Gleichungen
a x"+a,_x""+. .+ax+a,=0 (@ ganzzahlig)

Transzendente Zahlen (nichtalgebraische Zahlen):

Beispiele: n=3,141592654... €=2,71828182846...



1-2 Zahlen

1.2 Bruchrechnung

Beim Rechnen mit Zahlen und Ausdr cken muf3 die Bruchrechnung unbedingt
beherrscht werden. Deshalb werden hier die entsprechenden Regeln als Erinne-

rung an die Grundschulzeit zusammengestellt.

Der Wert eines Bruches B ndert sich nicht, wenn der Z hler Z und der Nenner
N mit der gleichen Zahl a# 0 multipliziert oder durch die gleiche Zahl dividiert
werden:
VA
p=Z_%_Za .,
N aN N/a
Bei Multiplikation und Division eines Bruches mit einer Zahl a gilt:

N T
N a aN

F r die Addition und Subtraktion von Br chen ist die Einf hrung eines gemein-

samen Nenners N g erforderlich:

BI_NI’ BZ_FZ’ - Ngy=a Ny =N,
Z
1 g 2 g
ayZy + a2z, —
B+B =3 1Na222’ B-B =4 1Na222
g g

Bei Multiplikation und Division von Br chen ist zu beachten:

2.2, B _ZN,

PETNN B NG

V¥ Beispiel 1.2.1

Mit B, =2/3, B, =4/7 sollen die Zahlen (B, +B,),(B, - B,), B;B, und B,/B, be-

rechnet werden.

14 12 26 14 12 2
+ :—-I——:—’ — ==,
B+ b5 21 21 21 b5 21 21 21
8 27 14 7
BR=or  B/RE3TRTe



Zahlen 1-3

V¥ Beispiel 1.2.2

Man berechne mit B =1/2, B, =1/3, B;=1/4 die Zahlen (B, + B, + B;) und
(B,B,Bs).

6 4 3 13 1 1
+B+By=—+—+—=—, = =—.
B+ B+ By 12 12 12 12 BB 2.-3-4 24
A
V¥ Beispiel 1.2.3

Drei parallel geschaltete elektrische Widerst nde R ,R, und R; k nnen durch ei-

nen Widerstand R ersetzt werden, wenn

11
R SR
ist, also
11 1. 1_ R2R3+R1R3+R1R2’ R R RyR; |
R R Ry, R RiRyRg RyR;+ RR3+ RR,
Wenn R, >R, >R3 ist, wird
Ry R

R= < .
1+ Rj/Ry+ R /Ry 3



1-4 Zahlen

V¥ Beispiel 1.2.4

Der Bruch
B= 1
1
1+ 1
1+—
1+ a
kann in die einfachere Darstellung
1 2+
B= 1+a -
1+ 3+2a
2+a

umgeformt werden.

V¥ Beispiel 1.2.5

Mit einem beweglichen Hilfsmaf3stab (Nonius) kann man die Dezimalstellen bei
einer L ngenmessung genau ablesen, wenn man den Hilfsmaf3stab mit 9/10 der
L ngeneinheit L, skaliert. Der Mef3wert ergibt sich aus der Position der berei-

nanderliegenden Skalenstriche auf der festen und der beweglichen Skala.

| 6Ly N'

1

Ly @) 3 4 5 8 9 10

| ——
1=

91 2 3 @ 5 6 7 8 9 10
I_
10" |

| 9
4(1 Olo)

x = 6L, —4(% Ly)=(6-3,6)L, =2,4L,,



Zahlen 1-5

V¥ Beispiel 1.2.6

Beim Vergleich von zwei Gr 3en in gleicher Dimension und Maf3einheit, wobei b,
die Bezugsgr e und v die damit zu vergleichende Gr f3¢ ist, verwendet man oft
das dimensionslose Verh Itnis v/b,, das man gern in Prozent (%) ausdr ckt,
also auf die Bezugsgr 3¢ von b, =100 Maf3einheiten bezieht.

Hat ein ungedehntes Gummiband die L nge L, =15cm, so ist es bei einer Verl n-

gerung um AL=5cm um

e—ﬂl— 5cm
- Ly ~ 15cm

_L 0,333=233,3%.
3
gedehnt.

Ist 135 € als unverbindlicher Richtpreis einer Ware angegeben, der Verkaufspreis

aber 178 €, so betr gt der auf den Richtpreis bezogene Preisaufschlag

178-135
o=——"

=0,32=32%.,
135

Wenn 37 von 81 Teilnehmern an einer Klausur die Pr fung bestanden haben,

sind

81-37
- 81

0

=0,54 = 54%

der Kandidaten durchgefallen.

In 0,100 kg Wasser kann man bei 20°C Wassertemperatur maximal 0,204 kg Zu-
cker aufl sen. Der Zuckergehalt der ges ttigten L sung betr gt dann

0,204
0,304

4 =0,67=67%;

trinkt man 0,1 kg der Zuckerl sung, so nimmt man 0,067 kg Zucker zu sich.
A



1-6 Zahlen

V¥ Beispiel 1.2.7

Die Gleichung

b
beschreibt das Schema des ,.Dreisatzes®:

Wenn f r die Aussage a; die Aussageb gilt, welche Aussagex  gilt dann
m kMro wiemmn
f r die Aussage a, ?
"9 Brotchen

7 Brotchen 9 Brotchen N o 9 Brotchen - 1,82 Euro

=2.34 Euro
1,82 Euro X 7 Brotchen

Dabei ist zu beachten, daf3 die Aussagenpaare {a,,a,} und {b,x} jeweils in glei-

chen Maf3einheiten zu formulieren sind.
A

1.3 Komplexe Zahlen (C)

Beim wissenschaftlichen Rechnen ist die Beschr nkung auf reelle Zahlen unzu-
reichend. Die abstrakten komplexen Zahlen erlauben h ufig eine elegante und
leistungsf hige Darstellung von mathematischen und physikalischen Sachverhal-

ten und sind in diesem Anwendungsbereich unverzichtbar.

Wir definieren als komplexe Zahl z die aus zwei Teilen bestehende Zahl
z=a+ib (a.b: reelle Zahlen)
i =imaginire Einheit  2=-1, J-1=i.
a: Realteil von z, b: Imagin rteil von z,

und dazu
Zz=a-1ib

als zu z =a+ib konjugiert komplexe Zahl.

(Insbesondere in der Elektrotechnik verwendet man f r die imagin re Einheit den

Buchstaben j.)



Zahlen 1-7
Es gelten die folgenden Regeln f r das Rechnen mit den komplexen Zahlen
z, = q, +ib,, z, =a, t+ib,.
Az, = Aa, +iAb,, (Areelle Zahl)
z +z,=(a, +a,)+ i(b1 +b2),
z, -2z,=(a —a,)+i(b,-b,),
z,z,.:=(a, +ib))(a, +ib,)= (a,a, —b,b,) +i(a;b, + a,b,),
2121 = a12 + b12.
|z|=/zz  Betrag der komplexen Zahl z,
| a+ib|=(a+ib)(a-ib) =V a®+ b”.
1 z z  a i b
zZ Zz |z|2 e +b* +b*
z_atih (a+ib)a-iby) aa+bb .dab-ab
z, @+l (Gt+ib)a-ik) a’+bh®  a’+b?’
V¥ Beispiel 1.3.1
Mit den komplexen Zahlen z, = 3+i4, z, =2-i6 berechne man |zl | 25|, 21 + 29,
212,,1/z, und z/z, .
|z|=v9+16=5 |z|=v4+36=440,
z, +2,=5-1i2,
2,2z, =(3+i4)2-i6)=6-i18+i8+24=30-i10=10(3-1),
1/2, = 1. = :.3_14 , =i(3—i4),
3+i4 (3+i4)3-i4) 25
/2, = 3+ 1.4 _ 3+ 1'4)(2+ %6) _ 6+i8+i8-24 :i(_9+ 13).
2-i6 (2-i6)(2+1i6) 40 20



1-8 Zahlen

V¥ Beispiel 1.3.2

Mit den komplexen Zahlen
1 . 1 . _
z =1, 22:5(—1+ iN3), z3:5(—1—1\/3):22

wird
+2=-1  22=1,
(2-29)(2-23)=(2-29)(2—-2)) = z> - Z2(2p+29)+ 2925 = Z2+z+1,

2 2
3+z +z-2z2"-z-1,

z-1)(z°>+z+1)=2
(2—-2))(2-2,)(z2—-2;,) —z5-1.

z,,z, und 2, sind die drei L sungen der Gleichung

23—1:0.
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Geometrische Grundlagen
2.1 Grundbegriffe

Um beispielsweise in der Mechanik die mathematische Simulation des Verhaltens
technischer Systeme vorzubereiten, sind elementare Grundkenntnisse aus der
EUKLIDischen Geometrie zur Formulierung der entsprechenden Gleichungen er-
forderlich. Die wichtigsten sind im folgenden zusammengestellt und werden bei
Studienbeginn als bekannt vorausgesetzt; sie geh ren zur mathematischen Allge-

meinbildung.

Grundlage f r die Winkelmessung ist das Verh ltnis der L nge des entsprechen-

den Kreisbogenabschnittes zum Radius des Kreises:

o = Umfangsabschnitt
Radius '

Weil das Bogenmaf3 o =1 als Bezugsgr f8e f r die praktische Winkelmessung zu
grof3 ist (Umfangsabschnitt = Radius), verwendet man oft als Maf3einheit den
Winkel

T
o =——=
180

.10

Es ist dann beispielsweise

a =30°=30-1°=30——=



2-2 Geometrische Grundlagen

Die gegen berliegenden Schnittwinkel einer Geraden mit zwei Parallelen sind
gleich.

o+ B+7y=180°

Spezielle Dreiecksformen sind das gleichschenklige und das gleichseitige Dreieck:

gleichschenkliges Dreieck gleichseitiges Dreieck
(04
a a
o o
a




Geometrische Grundlagen 2-3

Alle Dreiecke, deren Eckpunkte auf einem Kreis liegen und den Durchmesser des
Kreises als Dreiecksseite haben, sind rechtwinklig.

o+(@+B)+B=180° —  a+B=90°

Winkel, deren Schenkel paarweise aufeinander senkrecht stehen, sind gleich:

Besonders h ufig wird die Aussage des Satzes von PYTHAGORAS ben tigt: In ei-
nem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat der Hypotenuse (der 1 ngsten Drei-
ecksseite c¢) gleich der Summe der Quadrate der beiden Katheten (a und b).

Beweis:

b-a)’ ab




2-4 Geometrische Grundlagen

V Beispiel 2.1.1

Werden an zwei Orten A und B mit dem Abstand d auf einem Meridian bei
h chstem Sonnenstand die Einfallswinkel o und 8 der Sonnenstrahlen gemes-

sen, so kann man den Radius R der Erdkugel berechnen:

Y=0-=

d=YR

oo d_
a_

(Messverfahren von ERATOSTHENES um 200 v. Chr.)

V Beispiel 2.1.2

Im gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck berechne man die Hypotenuse ¢ und
im gleichseitigen Dreieck die H he h.

a b/2 b/2

Aus Anwendungen des Satzes von PYTHAGORAS auf die speziellen rechtwinkligen

Dreiecke folgt
c=d+d - c=2a

n? = b? - (b/2)? :%bz, N h:?b.



Geometrische Grundlagen 2-5

V Beispiel 2.1.3

Man berechne in dem rechtwinkligen Dreieck die H he h aus den Hypotenusen-

abschnitten (o und Cy -

Aus dem Satz von PYTHAGORAS, angewendet auf die beiden durch h getrennten
Teildreiecke, folgt:
h? =b% - ¢2,

R =-c2,

2

2h2:a2+b2—012—022=(c1+c2)2—cl —022:20102,

h=,/qc.
V Beispiel 2.1.4

Man konstruiere die von A ausgehenden Tangenten an den Kreis um M. Tangente

und Kreisradius stehen aufeinander senkrecht.

Um den Mittelpunkt B der Strecke AM wird der Kreis durch M gezeichnet. Er
schneidet den Kreis um M in den Punkten Cl und CZ. Die beiden Dreiecke ACIM
und AC2M ber dem Kreisdurchmesser AM haben in C1 und 02 rechte Winkel,

also sind AC,; und AC, die Tangenten von A an den Kreis um M.



2-6 Geometrische Grundlagen

V Beispiel 2.1.5

Wenn man die Seiten AB und A'B” eines kreisringsektorf rmigen Papierstreifens
verbindet, erh It man einen d nnwandigen Kreiskegelstumpf. Den Kreisring-
sektor nennt man die Abwicklung des Kreiszylindermantels.
Gegeben sind «.; 1, , gesucht R,R,,H|,H, .
Es gilt

noa=2n R, Lo =27 Ry,
H, H,-H,

B -1 =\(Ry — R)? + H2, 2=2
2 1




Geometrische Grundlagen 2-7

Daraus folgt:

Hy = (1, - rl)‘/l—(z%r)Z, H, =1, /1—(%)2.

V Beispiel 2.1.6

Der Fl1 cheninhalt eines beliebigen Dreiecks, das durch die Koordinaten der drei
Eckpunkte in der xy- Ebene gegeben ist, kann berechnet werden, indem wir die
FI che unter den Dreieckseiten PP, und P;P, in drei Trapeze zerlegen, von deren

Fl cheninhalten zwei addieren und den dritten subtrahieren.

y

1
Az = E(yl + Y3 )(X3 — x7),

1
Agg = §(y3 + Yo )(Xg — X3),

1
Ajg = E(yl + Yo )(Xg — X7),
A= Ajz+ Azp — Ajg,

1
A= §(x3y1 +XqYg + Xo Y3 — Xq Y3 — Xo Y — X3Ys) -



2-8 Geometrische Grundlagen

2.2 Kegelschnitte

Kreis, Ellipse, Parabel und Hyperbel sind Schnittkurven von Kreiskegeln mit un-

terschiedlich zur Kegelachse geneigten Ebenen.
Kegelachse

\
o\
Kreiskegel \ N

\
\

: \Parabelschnitt

. Ellipsenschnitt
~

- - = X - - Kreisschnitt

Hyperbelschnitt

Ein Kreis ist der geometrische Ort aller Punkte, die von einem Punkt M den glei-
chen Abstand r haben. Daraus ergibt sich die Gleichung eines Kreises in der
xy - Ebene um den Mittelpunkt M:(x,,,y,,) mit dem Radius r:

(x—xy)° +Y-yp)” =1

Gleichung des Kreises um den Koordinatenursprung (x,, =0, y,, =0):

Crfe? o X

v _
,2+'2_1.



Geometrische Grundlagen 2-9

Eine Ellipse ist der geometrische Ort aller Punkte P, bei denen die Summe der
Abst nde von zwei Punkten B; und B, konstant ist; B; und B, sind die Brenn-

punkte der Ellipse, a und b die beiden Halbachsen, e/a die Exzentrizit t.

y
2 ——
1 b
r ro
\
0
Bl e e 82 / X
-1
-2 T L
-3 -2 -1 0 1 2 3
(a=3, b=2)
r1:\/(6+ x)2+y2, r2=\/(e— x)2+y2,
n+n, =2a,

b=+a? - &

Setzt man r; und r, in die Gleichung r; +1, =2a e€in, so erh 1t man nach elemen-
tarer Rechnung die Gleichung einer Ellipse in der xy-Ebene um den Koordina-
tenursprung mit den Halbachsen a und b auf den Koordinatenachsen:

2y

5 + 5 = 1.

a b
Aus der geometrischen Definition einer Ellipse ergibt sich die ,,G rtnerkonstruk-
tion“: Ein Faden der L nge 2a wird mit den Endpunkten in B; und B, befestigt
und mit einem Stift in P gespannt. Bewegt man den Stift unter Aufrechterhaltung

der Fadenspannung, so beschreibt P eine Ellipse.



2-10 Geometrische Grundlagen

Eine Hyperbel

10

(a=2, b=3)

ist der geometrische Ort aller Punkte P, bei denen die Differenz der Abst nde r

und r, von zwei Punkten B; und B, konstant ist.

q:\/(x+ e)2+y2, r2:\/(x— e)2+y2,

rl—r2=2a,

b=+ée®-a?.

Setzt man r; und r, in die Gleichung r; —r, = 2a €in, so erh 1t man die Gleichung
einer Hyperbel in der xy-Ebene um den Koordinatenursprung und symmetrisch

zu den Koordinatenachsen:

< ¥
@ b? '



Geometrische Grundlagen 2 - 11

Die Geraden durch den Nullpunkt

b b
y:—x’ y:——x
a a

sind die Asymptoten der Hyperbel. Aus der Hyperbelgleichung folgt

b
- lim +t—x,/1-— =%

a a bx
x2 ’ x—teo A X2 a )

Eine Parabel

b/2 B X

0 2 4 6 8
(b=4)

ist der geometrische Ort aller Punkte, die von einem Punkt B und einer Geraden
jeweils gleiche Abst nde haben; B nennt man den Brennpunkt der Parabel.

Wir w hlen die y-Achse als Bezugsgerade und legen den Punkt B auf die x-Ach-

r=+(b—x)?+ 12, r=x

Dann ergibt sich die Gleichung einer Parabel in der xy-Ebene, die symmetrisch

S€.

zur x-Achse liegt, wenn man die beiden Formeln f r die Abst nde eines Parabel-

punktes P von der Geraden und vom Punkt B gleich setzt:

y=+V2bx- b2.



2 -12 Geometrische Grundlagen

V Beispiel 2.2.1

Im &n-Koordinatensystem lautet die Gleichung der Ellipse

2 2
a b
i\
y n

v
=

Xc

Mit der Koordinatentransformation zwischen den parallel zueinander verschobe-

nen Koordinatensystemen
E=x—xg, n=Yy—-Ye-

erhalten wir als Ellipsengleichung im xy- System

(x=xc) L= ye)’ 1
o b?

Die Gestalt der Ellipsengleichung ist vom verwendeten Koordinatensystem ab-
h ngig.



Geometrische Grundlagen 2 -13

V Beispiel 2.2.2

Im &n- Koordinatensystem lautet die Gleichung der Ellipse

2 2
5_2+77_2:1
a b

In dem um -45° (im Uhrzeigersinn) um den Mittelpunkt der Ellipse gedrehten

xy - Koordinatensystem

hat der Ellipsenpunkt P die Koordinaten (xp,y,). Aus den grau dargestellten,

gleichschenkligen, rechtwinkligen Dreiecksfl chen kann man entnehmen:

ép= \EXP‘H?p, Yp= XP+\/§77P-

Aufgel st nach den £n-Koordinaten

1 1
Np= E(UP -xp), &Ep= ﬁ(yp + Xp),

und eingesetzt in die urspr ngliche Ellipsengleichung ergibt

Yy+x°  (y-x° _

1.
20> 2b°




2-14 Geometrische Grundlagen

V Beispiel 2.2.3

Die beiden ste der Hyperbel x% - y2 = I? haben die Geraden y=x und y=-x zu
Asymptoten (gestrichelt). Wie lautet die Hyperbelgleichung im &n- Koordinaten-
system der Asymptoten, das um -45° (im Uhrzeigersinn) gegen das xy-System

gedreht ist?

y/L n/L

0 i x/L

-4 \ L

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 o/
Die Beziehungen zwischen den &7- und den x,y -Koordinaten eines Hyperbel-
punktes lassen sich aus den markierten gleichschenkligen und rechtwinkligen

Dreiecken im folgenden Bild ablesen:

g

Xp = —=(1p+Ep)

XP:!JP+\/§§P, N P_\/Enp Bo
77P=\/§yp+5p- 1

Yp = NG (np—Sp).



Geometrische Grundlagen 2 -15

Eingesetzt in die Ausgangsgleichung ergibt

o= 5 s+ -am-HP =1 n=£2
y==£ 2 2 ’ 2
4 n/L
: |
: |
1 \
\\
0pr—o —— &/L

Hinweis:

Das Stoffgesetz eines idealen Gases lautet:

pV =nRT.

Dabei ist p der Druck des Gases, das im Volumen V bei der absoluten Tempera-

tur T eingeschlossen ist.
m Masse des Gases

B M B Molmasse des Gases

ist die Molzahl der Gasmenge und

R=8,31441 kJ
kmol - °K

die universelle Gaskonstante.
ndert man bei konstant gehaltener Temperatur T das Volumen V, so ndert
sich der Druck p nach dem Gesetz
\%
Die graphische Darstellung in einem pV -Diagramm nennt man Isotherme; sie ist

pV = const= pyV, - p

eine Hyperbel. F r unterschiedliche Temperaturen T erh 1t man Hyperbeln mit

jeweils einem der Temperatur entsprechenden Parameter.



3

Elementare Funktionen

3.1 Potenzrechnung

Zu den am h ufigsten ben tigten mathematischen Operationen geh rt die wie-
derholte Produktbildung von Zahlen, Variablen oder mathematischen Ausdr cken

a. F r diese Potenzrechnung gelten die folgenden Regeln (n,m: ganze Zahlen):

dt=aaa-.. a, O =1.
\_ﬁ/——/
n mal
a
anam — a(n+m), — a(n—m), (an)m — an-m’
am

1 n 1

am ="Ya, am = (am)" = (Ya).

F r die Umformung von mathematischen Ausdr cken ist es sehr hilfreich, wenn
man sich insbesondere die folgenden Formeln merkt:
(a +b)? =a® +2ab+b?,
(a—b)2 =a? —2ab+b2,
(a+b)a-b)=a®-b>.
V¥ Beispiel 3.1.1

Yy
P
-]
I ~
1]~ \
~ \r2
-~
~ \
-~
S
e e X
Bl BQ

Aus der geometrischen Definition einer Ellipse: {Die Summe der Abst nde r; und
1, eines Ellipsenpunktes P:(x,y) von den Punkten B;:(-e,0) und B,:(e,0) ist kon-

stant (=2a)} soll die Ellipsengleichung berechnet werden.
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Aus der Abbildung ergibt sich die Beziehung

\/(x+ e)2 + y2 + \/(x— e)2 + y2 =2a

q 2

Durch Quadrieren erhalten wir zun chst

(x+ e+ ={2a-(x- e + y*}?,
X +2ex+ e+ y2 =4a? —4da(x- e)2 + y2 +x%—2ex+ e+ yz,

ay/(x— e)2 + y2 = - ex,

nochmaliges Quadrieren liefert

az(x2 —2ex+ € +y2) =a*-2a%ex+e*x?,

(a2 - e2)x2 +a2y2 = a2(a2 —ez),

und schlief3lich die Ellipsengleichung
LY 1, P=d-¢&, %921.
a

—+ =
a2 a2—€2

V¥ Beispiel 3.1.2

a/2 a/2

Die L nge L einer Seitenhalbierenden in einem Dreieck soll berechnet werden.

Der Satz von PYTHAGORAS liefert die Gleichung

2
L2=h2+(§—d)2:h2+az—ad+ a2,



Elementare Funktionen 3-3

Aus den beiden rechtwinkligen Dreiecken mit der gemeinsamen Kathete h folgt

2= p2_ g2

2_12,.2 2 042
hzzcz—(a—d)2} - 2h*=b"+c"-a’ +2ad-2d”°,

und wir k nnen die Kathete d eliminieren:

2 2
2L2:2h2+%—2ad+2d2:b2+c2_a7,

L= %\/2(1)2 + - a2,

V¥ Beispiel 3.1.3

Man berechne die Massendichte von Eisen (p=7,86 Gramm /Kubikzentimeter)
sowie das spezifische Gewicht y:= pg in den Einheiten der Kraft (1 Newton = 1 N),
der L nge (1 Meter = 1 m) und der Zeit (1 Sekunde =1 s).

-3
p=7.86—2 K& _786.10° 1L
(107“m) m
IN=1kg> Heg= 1N =9.81°2  (Fallbeschleun
= gsz, — g= — g=9, 2 ( eschleunigung)
3N82 4 N
p=7,8610 > '}’=pg:7,7110 —3-
m m
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V¥ Beispiel 3.1.4

Aus der Gleichung
¢ -1=(@q+D@-1)

1+q:ﬁ.
q-1

folgt

Damit erhalten wir

2 - q2 L 2o ¢ -1+q(q-1) _q’-1

1+ g+ ,
! q-1 q-1
4_
1+q+q2+q3:q3 1+q3_q3 1+4°(q-1 _4 1
q-1 q-1 q-1
und allgemein
n_
1+g+@+..+qt=4 !
qg-1

Man nennt den Ausdruck

n
Yq'l=1+q+@+..+q""!
-1

eine endliche geometrische Reihe. Es gilt also

i1 —l
Zq T

q-
Wenn |q|<1 ist, gilt
lim q" = 0.

n— oo

Deshalb konvergiert die unendliche geometrische Reihe

Zqi_1:1+q+q2+q3+q4+...
i=1

fr |q|<1 und es gilt

oo 3 1
Yq'l=—o wenn |g|<1.
i=1 1-q
Esistalsof r q:%
1 1 1 1 1
I+ =+—+—=+— =

9

+—..= =

2 4 8 16 1-(1/2)
1
und f r g=——
=75

1 1 1 1_ 1 2
l-—+———+—F.=————— ==,
2 4 8 16 1-(-1/2) 3
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V¥ Beispiel 3.1.5

Wenn man beim Anlegen einer Geldsumme K, in einer Zinsperiode p Prozent

Zinsen erh It, hat man nach Ablauf der Periode die Geldsumme
S, =Ky +K,p=K,1+ p).
Nach Ablauf der zweiten Zinsperiode verf gt man ber die Geldsumme

S, =S,+S,p=5,(L+ p)= K0(1+p)2,
und nach Ablauf von n Zinsperioden ist aus der Geldsumme K, die Summe

S, =K,1+p)
geworden.
Legt man also beispielsweise einmal 100 Euro zum j hrlichen Zinssatz von 2%

auf ein Sparkonto, so hat man nach 10 Jahren

S;0 =100 Euro-(1+0,02)'° =121,9 Euro

zur Verf gung.

Wenn man jedes Jahr eine Geldrate R, zum j hrlichen Zinssatz von p Prozent

auf ein Sparkonto zahlt, so hat man nach einem Jahr den Kontostand
K, =R, +R,p=R,(1+p),
nach dem zweiten Jahr den Kontostand
K,=K, +Kp+Ry, +R,p=K,(1+ p)+R,1+p)=R,(1 +p)2 +R,(1+ p).

und nach n Jahren
K, =R,{(1+p)+( +p)P +..+Q+p)}.
Mit
g=1l+p
wird

n n
K,=RyY.q'=Ryq>.q ' = Roq—q -
i=1 i=1

=

Zahlt man 10 Jahre lang jeweils 10 Euro zum j hrlichen Zinssatz von 2% auf das
Sparkonto, so hat man nach Ablauf der 10 Jahre den Kontostand
(1,02)!° -1

K;o =10Euro-1,02:- ————=111,69 Euro .
0,02
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V¥ Beispiel 3.1.6

Um die Gr Benverh ltnisse zwischen Sonne und Planeten zu veranschaulichen,
soll die Sonne als Kreisscheibe mit dem Durchmesser von einem Meter dargestellt
werden. Dann lautet die Aufgabe: Wenn der Durchmesser der Sonne auf 1 Meter

abgebildet werden soll, wie grof3 ist dann der Modelldurchmesser eines Planeten?

& Sonne B ¢ Planet
1 Meter im Modell  x Meter im Modell
@ Planet -1 Meter im Modell
@ Sonne

x Meter im Modell =

Mit dem Maf3stabsfaktor
= 1 Meter im Modell
"~ @Sonne in km

sollen auch die Abst nde der Planeten von der Sonne berechnet werden:
Modellabstand in Meter = A - Realabstand in km

Abstand

%)

Modellabst.

ModellD

Sonne
Merkur
Venus
Erde
Mars
Jupiter
Saturn
Uranus
Neptun
Pluto

5,790-10"km
1,028-108km
1,496-108km
2,279-108km
7,790-10%km
1,432-10%m
2,884-10%km
4,509-10%km
5,966-10%km

1,393-10°km
4,878-10°km
1,210-10*km
1,276-10*km
6,794-103km
1,428 -10°km
1,200-10°km
5,240-10*km
4,860-10*km
2,284-10°km

4157-10'm
7,769-10'm
1,074-10%m
1,636-10°m
5,593-10%m
1,028-10°m
2,071-10°m
3,238-103m
4,284-103m

1m
3,503-10°m
8,691-10°m
9159-103m
4,.879-10°m
1,025-10"'m
8,616-102m
3,762-10%2m
3,490-102m
1,640-10°m
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In der folgenden Abbildung sind alle Planeten im gleichen Maf3stab als Kreise
dargestellt, wobei die Verkleinerung der urspr nglichen DIN A4-Seite auf die Ab-

messungen der Druckseite eine Abweichung von den in der Tabelle angegebenen
Durchmesserzahlen zur Folge hat.

O

Saturn

Jupiter

V¥ Beispiel 3.1.7

Die binomischen Ausdr cke (a+b)" mit ganzzahligen Exponenten
(a+b) =a'b® +ap!,
(a+b)?=a?b° +2a'b! +a’b?,
(@+b)’=a’p®+3a’b' +3a'b? + a®b®,
(a+ b)4 =a*p® +4a®p! +6a*b? +4d'b® + a0b4,

lassen sich in Kurzform schreiben

n
(a+b)" =Y Fyad* " p".
k=0
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Die Faktoren F , in dieser Summe sind dem PASCALschen Dreieck zu entneh-

men

1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

u.s.w.
Mit der Produktbildung von nat rlichen Zahlen
n':=1-2-3-...-.n, ol:=1.

n-Fakult t genannt, definieren wir mit den nat rlichen Zahlen n und k den

Binomialkoeffizient ,, n ber k ¢ :

n) n! _n-(n-1)-..-(n-k+1)
k)" kKl(n-k)! 1:2-3-...- k '

Damit k nnen die Faktoren F nach der Formel

P n! INRE
T jen-k)! Lk

Fo=| =X -1 B =M=
7o) o M) o
2) 2 2) 2 2) 2
FZO_[O]_O!Z!_L Fm_(l]_ﬁ_z’ @2_(2]_2101_1’

e (38 . m_(3)8_s m (38 _s (33 _,
07lo) o131 7 S17l1 ) 12t 7 27 o) om 7 33713) 3100

berechnet werden:
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3.2 Polynome

Die Funktion

n
P(X)= Gy + X+ BpXC + ot @ X = Y, xS
k=0

ist ein Polynom n-ten Grades. Die x-Werte, f r die P(x) =0 wird, nennt man
Nullstellen des Polynoms. Es existieren immer n Nullstellen. Auch wenn die Ko-
effizienten @ des Polynoms reelle Zahlen sind, k nnen die Nullstellen reell oder
komplex sein; komplexe Nullstellen treten jedoch immer paarweise konjugiert

komplex auf. Mitunter m ssen Nullstellen mehrfach gez hlt werden.

Bezeichnen wir die Nullstellen des Polynoms mit x;,x,,...,x, , so gilt, wenn a, =1
ist,

a,+ax+ a2x2 o+ xt=(x- x)(X = X9 )(X — X 3)..(X = X)).
V¥ Beispiel 3.2.1
Die Nullstellen des Polynoms 2. Grades

P(x)= a2x2 +ax+a,
gen gen der quadratischen Gleichung
x*+ px+q=0, p=—-, q=—
die in die Form
P

D2
X+=)"="—-—
( 2) 4 4

gebracht werden kann, aus der sich die beiden Nullstellen unmittelbar ergeben:
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2

Drei F lle kann man unterscheiden: Wenn g< % ist, sind die beiden Nullstellen

2

reell; f r g= pZ erhalten wir die doppelt zu z hlende Nullstelle

p
XIZXZZ—E

2
und f r g> pZ sind die beiden Nullstellen konjugiert komplex (i:= \/—_1 ):

V¥ Beispiel 3.2.2

Durch drei Punkte A:(x,,y,), B:(xg,yg) und C:(x..y-) mit unterschiedlichen x-

Koordinaten ist eine Parabel 2. Grades
yx)=a,+a;x+ a2x2
definiert. Man berechne die Koeffizienten a,,a; und a, .

5

y/L
4
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Aus der ersten Gleichung des Gleichungssystems

2 _
a0+a1xA+a2xA —yA,

2

dy t 4 Xg +0yXp =Yg,
2 _

a, +a,x, +a,x.° =y,

erhalten wir zun chst

2
Qo =Yg — A1 Xy — Ay Xy

und durch Subtraktion der ersten Gleichung von der zweiten und der dritten:

Us—Ua

A+ Gy (Xg+ X4)="""—",

A (xg =X )+ 8y (X g =X, 2)=yz-y,. 1+ s Xa) Xp—Xa

%
_ 2_ . 2v_. _ -
(X =Xp) Ay (X" =X, T) =Y~ Yy, a + ap(Xp+ x,4)= 26— YA
Xc—Xa
Aus der neuen ersten Gleichung folgt
XB~Xa

und wiederum nach Subtraktion der beiden Gleichungen

ay = 1 Yc—Ya _YB—Ya
Xc—Xp\Xc~Xa Xp—Xa
Mit den gegebenen Koordinaten der Punkte A, B und C kann man zuerst a,,

dann g, und schlie3lich a, berechnen.
Ist insbesondere A:(-L,3L), B:(2L,L), C:(4L,2L), so wird

2L\ 5 3 ) 30L 3 30 10 107 30 15
28 9 x 7 X
=lf—=——+——).
Y=L -1 30 2
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3.3 Trigonometrische Funktionen (Winkelfunktionen)

Zu den besonders wichtigen Funktionen f r die Anwendung der Mathematik in
den Natur- und Technikwissenschaften geh ren die trigonometrischen Funktio-
nen oder Winkelfunktionen, die zun chst in einem rechtwinkligen Dreieck als

Seitenverh ltnisse definiert werden k nnen:

c
b
¢
a
. Gegenkathete b Ankathete a
sing = =—, cosp=————=—,
Hypotenuse ¢ Hypotenuse ¢
tang = Gegenkathete _ b _ csing _ Sing

Ankathete  a ccosg cos¢
Von geringerer Bedeutung f r die Anwendungen ist die Winkelfunktion

1
cotan@ = cosP _

sing  tang’

Aus dem Satz von PYTHAGORAS f r das rechtwinklige Dreieck

a2 b2
@ +b =7 - (—) +(—) =1
c c

folgt die besonders wichtige Beziehung zwischen sing und cos¢:
(cosq))2 + (singo)2 =1.
Man schreibt in der Regel

(cos (0)2 =:cos> o, (sin(p)2 = sinzfp.
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Die Werte der trigonometrischen Funktionen f r einen bestimmten Winkel ¢
k nnen im Einheitskreis, weil dann c=1 ist, anschaulich als Strecken darge-

stellt werden:

Es gilt
sin(—¢) =—sin @, cos(—) = cosQ, tan(—¢) = —tang,

Sln(a +@) = sm(E — () =CosQ, cos(g + @)= —cos(E — @) =—sing.

—
o |
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Empfehlenswert ist es, sich die Werte der Sinus- und der Cosinusfunktion { r
spezielle Winkel zu merken. Aus den Winkelgr 3en im gleichseitigen und im

gleichschenklig- rechtwinkligen Dreieck ergeben sich die folgenden Werte:

o 0° 30° 45° 60° 90°
0 /6 w4 n/3 /2
sing | 140 =0 %ﬁ:% 12 1B -1
1
cos @ %\/Zzl %\/g %2 %\/I=§ %\/6=0

Graphen der Winkelfunktionen sin¢, cos¢ und tan ¢:

1.0 [ -
\\ e
7
. /
\ sing 7
0.5 N
\ /
\ /
N\
\ /
/
0.0 v
\ /
\ /
COS ° /
O \
-0.5 ¢ \ 4
: N
\ /
N %
N v
-1.0 IS =7

0° 30° 60° 90° 120° 150° 180° 210° 240° 270° 300° 330° 360°

sin(g +360°) = sin(p + 27) = sing cos(@+360°) = cos( + 27) = cos@

/ /

/ tane /

4 [ /
5 / /

-180°-150°-120° -90° -60° -30° 0° 30° 60° 90° 120° 150° 180°

tan(¢ +180°) = tan(¢ + 7) = tan¢
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Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen sind die

arcus-Funktionen:

y=sing <> @=arcsiny (-1<y<l), (-w/2<¢p<m/2)

Y=cosQ <> (@ =arccosy (-1<y<l), (O<¢p<nm

y=tangp <> @=arctany (moSY<oo), (w/25¢p<7m/2)
Insbesondere sind dabei die y-Definitionsbereiche der arcus-Funktionen zu be-
achten.

Die Bestimmung von Funktionswerten der arcus-Funktionen ist in den folgenden
Bildern dargestellt:

1 1
|
y \ y
| \
\ \
‘ T
0 | 0 \
. |
} arcsiny arccosy \ |
| N,
|
| AN
-1 -1 \
-2 -1 0 1 2 0 1 2 3 4
A |
Yy
//
0

/ arctany
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V¥ Beispiel 3.3.1

F r die Formulierung von geometrischen Beziehungen bei der mathematischen
Modellbildung eines technischen Systems k nnen Seiten-Winkel-Beziehungen an
einem Dreieck sehr hilfreich sein. In der folgenden Abbildung sind an einem be-
liebigen Dreieck Erg nzungen zu rechtwinkligen Dreiecken eingetragen und die

Seitenl ngen mit Hilfe von Dreiecksparametern dargestellt.

csinol = asiny

| ) . .
\ bsino. = asin@@ - )= asin

b

A< ) acos(t —B)=-acosf
~ < - P\
~ /
T~ N // ccos(m — ) =—ccosP
bsiny =csin(m —B)= csinf -

Aus der Abbildung k nnen wir die Gleichungen ablesen, die den Inhalt des Sinus-

Satzes wiedergeben:
csino = asiny,
c _siny a_sina b sinf

asin 8 = bsinc, - —=—" —=—, —_=—
a sino b sinf c siny

bsiny = csin f3;

Entsprechend ergeben sich die Gleichungen des Cosinus-Satzes:
a® =(bsin®)? + (bcosa— ¢)? - a’? =b? +c? - 2bccosa,
b% =(c sinﬁ)2 +(a— ccosﬁ)2 - b =c?+d®- 2cacosf,
c? = (bsin y)z + (bcosy — a)2 - c2=a® +b*-2ab cosY.

Weiterhin gilt
acosy +ccoso=b,
bcosa+acosf=c,
ccosf+bcosy =a.

F r den Fl cheninhalt des Dreiecks erhalten wir die Formel:

1 1 1
A =—absiny = — bcsina = — casin 3.
2 2 2
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V¥ Beispiel 3.3.2

Wenn wir im Einheitskreis Radien unter den Winkeln o und(x + ) eintragen, er-
halten wir die M glichkeit der graphischen Darstellung von Winkelfunktionen
mit den Argumenten 8 und (o + ), aus denen sich die folgenden Beziehungen

ablesen lassen:
sin(or + B) = sinc cos B + cosasin B,

cos(a + B) = cosocosf —sina sin B,

und wenn wir in diesen Formeln den Winkel  durch (-ff) ersetzen,

sin(or — B) =sinxcos B — cosasin 3,
cos(ax — B) = cos acos B + sinorsin 3.

sin(o. + PB)

|
cos 3 cos o

<
|
|
|

ls——+esin sino

|
g

cos(a + B)

Man nennt diese Formeln Additionstheoreme. Sie sind bei der Rechnung mit
trigonometrischen Funktionen sehr n tzlich, wenn man komplizierte Ausdr cke

vereinfachen will.

Wenn wir = setzen, erhalten wir
sin(2¢) = 2sino cosc, cos(2a) = cosZo — sinza,
und aus der Definition der Tangensfunktion folgt das Additionstheorem

sin(a+ f8) sinaccosf+sinfBcosor  tana + tan
cos(or+ ) cosccosB—sinasinB 1-tanotanf’

tan(a + ) =
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Weitere Beziehungen findet man in Formelsammlungen in den Abschnitten ber

trigonometrische Funktionen, darunter beispielsweise die Darstellungen

a+'Bsina_’B, sina+sinﬁ:2sina+ﬁcosa_ﬁ.
2 2 2 2

cosa +cos B =2cos

Diese Formeln sind besonders hilfreich bei der Darstellung der berlagerung von
Sinusfunktionen mit geringen Unterschieden in den Argumenten, also beispiels-

weise bei der Funktion
Y(x) =sin(bx) +sin(5,1x) = 2sin(5,05x) cos(0,05x),

die eine ,Schwebung” beschreibt und in der folgenden Abbildung dargestellt ist.

2

\ h An/\M

\(\I i A
UL A o p p AL
/H\I} \I\/\/\V/\/\/Vv A

|
AR B

imn
L
UL
i
L]
L1

0 20 40 60

V¥ Beispiel 3.3.3

Das Ergebnis der Addition einer Sinus- und einer Cosinusfunktion mit gleichem
Argument ¢ kann durch eine entsprechende Sinusfunktion mit dem Argument

(¢ + ) ausgedr ckt werden:
C, sing + C, cos = Asin(@ + o).

Mit dem Additonstheorem { r die Sinusfunktion
sin(@ + o) = sin@cos o + cos@Psino
wird
C,; sing + C, cos o= A{sin@cos & + cos@sin o}

und ein Vergleich der Faktoren von cos¢ und sing auf beiden Seiten der Glei-
chung ergibt

Acosa=C,, Asino=C,,
also

A=C2%+C2, o = arctan(Cy / C)).
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Von den beiden quivalenten Darstellungen der Funktion
S(@)=C sinp+C, cosp= Asin(¢p+ o)

ist die erste rechentechnisch vorteilhaft und die zweite darstellungstechnisch:
Die Funktion f(¢) ist eine Sinusfunktion mit der Amplitude A und bei ¢=-o
hat sie einen Nullpunkt.

4
J(9)

N e N
2 - N ~

e "\ 2sing / A\ AN /

// \ \\\ / // \ \\ /
/
O \\ / \\
\ \ / / \ \\ /
) 3coso N \ N
N / .\‘ %
-4
0 4 8 12

f(@)=2sin@ + 3cos @ =13 sin(¢ + arctan(3/2))

V¥ Beispiel 3.3.4

I
—

Auf eine Masse m, die mit einer Feder der Steifigkeit ¢ verbunden ist, wirkt bei

einer Federauslenkung x die R ckstellkraft —cx . Die Bewegung der Masse an der
Feder ist eine harmonische Schwingungsbewegung; die Auslenkung x als Funk-

tion der Zeit t wird dann beschrieben durch
. t
x(t)= Asm(27r71 +a),

wobei T die Schwingungsdauer, A die Amplitude und o die Phasenverschiebung

ist.
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H ufig f hrt man die Kreisfrequenz

ein und schreibt dann
x(t) = Asin(wt +a).

A und o sind durch die Startbedingungen der Masse bestimmt.
Es gilt

o=,/c/m.

V¥ Beispiel 3.3.5
Die berlagerung von zwei harmonischen Schwingungen gleicher Frequenz ergibt
wieder eine harmonische Schwingung mit dieser Frequenz:
A sin(wt + @)+ A, sin(ot + @, ) = Asin(wt + ).
Die Amplitude A und den Phasenwinkel ¢ k nnen mit Hilfe der Additionstheore-
me berechnet werden.
A1 {sin(wt)cos ¢+ cos(wt)sin (pl} + Az{sin(a)t)cosq)2 + cos(wt) sin(pz} =
= A{sin(wt)cos ¢ + cos(wt)sin ¢},

Ein Vergleich der Faktoren von sin(wt) und cos(wt) auf beiden Seiten der Glei-
chung liefert die Beziehungen

A cos@, + A, cosp, = Acosp,

A, sing, + A, sing, = Asing.
Aus der Summe der Quadrate dieser beiden Gleichungen folgt dann zun chst

A% = (A, cosp, + A, cosp,)” + (A, sing, + A, sing,)”,

A=A+ Ay% +2A, Ay cos(@) — 9y),

und aus dem Quotienten:
Al sin (0] + A2 sin ()]

¢ = arctan( .
A cos @y + Ag cos @y
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V¥ Beispiel 3.3.6

Eine Stange der L nge L wird ber eine Stufe der H he h geschoben. Der Nei-
gungswinkel o und die Koordinaten des Endpunktes B als Funktionen der Koor-

dinate x, des Stangenpunktes A lassen sich dann wie folgt berechnen:

y B
L
h
A /o X
a
tano = , — O/ = arctan
aA— Xp aA— Xp
Xpg = X, + Lcos(arctan ), Yp = Lsin(arctan ).
a— xXa a— Xp

V¥ Beispiel 3.3.7

F r die Beschreibung der Lage von Punkten in einer Ebene kann es vorteilhaft
sein, statt der kartesischen Koordinaten x und y die Polarkoordinaten r und ¢
der Punkte zu verwenden. F r den Punkt P mit den kartesischen Koordinaten x

und y gilt dann

r=yx%+y?, @ = arctan(y/ x), o X =T COSQ,

r>0, O0<¢@<2m Yy =rsing.
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So lautet die Gleichung eines Kreises mit dem Radius R um den Koordinatenur-

sprung O in kartesischen Koordinaten
x“+y =R

und in Polarkoordinaten viel einfacher

r=R.
A
V¥ Beispiel 3.3.8
3
| T
2
b N
1 ,1'( o)
O ¢
a e B
-1
-2
-3 |

Eine Ellipse mit den Halbachsen a und b um den Koordinatenursprung O, die in

kartesischen Koordinaten durch

2y 2
—+==1, - > + 2=a2b2,
a® b Y
e =a’ - b2,
beschrieben wird, kann auch in Polarkoordinaten dargestellt werden, wobei ein

Brennpunkt B als Ursprung des Polarkoordinatensystems verwendet wird. Dann

gelten die Transformationsformeln
x =e+r(p)cos e, y=r(g)sing,

wobei die Funktion r(¢) noch zu bestimmen ist.
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Wir setzen die Transformationsformeln in die Ellipsengleichung ein

bz(e +rcos go)2 +a’r? sinz(p = a’b?,

und erhalten nach elementaren Umformungen eine quadratische Gleichung f r r:

bz(e2 +r2 cosz(p+ 2ercos@)+ a’r? a- coszqo) = (82 + b2)b2,
rz(a2 —é? cosz(p) +2reb” cosQp = b?,

2. o0 eb2cosq) B bt
a®-e*cos?p  a? - €% cosp’

eb? cCosQ o br(a®- & coqu)) + &bt coszq)

r+ = ,
( a-é coszgo) (a2 —é cosz(p)2
eb? CosQ o bta?

(r+ a®-é coszgo) B (a2 - e2cos2(p)2 '

Weil r > 0 sein muss, erhalten wir mit dem positiven Vorzeichen der Wurzel

B b*(a- ecos Q)

o® - & cos’p’
also schlieB3lich das Ergebnis
b2
r(p)= :
a+ ecos@
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V¥ Beispiel 3.3.9

In der Gauf3schen Zahlenebene

]
n
g
< -9 Z=x+1y
) ~
s -7 [
£ r.- | :
?é) _ - | Yy=rsmQ
£ e
— —~ (‘P :
reelle Achse X =T cosQ :
|
|
I — .
o Z=X—-1Yy

k nnen die aus einem Real- und einem Imagin rteil bestehenden komplexen

Zahlen
zZ=Xx+1iYy

als Punkte dargestellt werden. Dabei ist es blich, f r den Realteil x die horizon-
tale und f r den Imagin rteil y die vertikale kartesische Achse mit jeweils glei-

chem Maf3stab zu verwenden.

Auflerdem 1 sst sich die Lage der Zahlenpunkte mit Hilfe der Polarkoordinaten r

r= \/xz + y2 , Q= arctan(g)
X

Z=r(cos +isinQ), Z =r(cos@—isin@).

und ¢ beschreiben, wobei

ist:
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Aus der Polarkoordinatendarstellung ergibt sich die Pfeildarstellung,

imaginare Achse

z=2z t2z,

-

—

- //z:(x1+x2)+i(yl+y2)

reelle Achse

bei der der komplexen Zahl z vom Nullpunkt aus ein Pfeil der L nge r zugeord-

net wird, der mit der reellen Achse den Winkel ¢ bildet. Die Addition von komple-

xen Zahlen 1 sst sich dann graphisch als Pfeiladdition darstellen.

V¥ Beispiel 3.3.10

A

Wenn man um zwei Kreisscheiben mit den Radien R und r, deren vertikale

Durchmesser den Abstand a haben, einen straff gespannter Riemen legen will, ist

der erforderliche Riemenumfang U folgendermafien zu berechnen:

U=2a+ R(r+20)+r(r—20)=2a+ (R+ r)r +2(R- r)arctan

R-r R-r

, - o = arctan
a a
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V¥ Beispiel 3.3.11

Von einem Turm der H he h kann man bei ungetr bter Aussicht bis zu einer

Entfernung s auf der Erdoberfl che sehen.

s h

Wird die Erde als ideale Kugel mit dem Radius R = 6370 km angenommen, SO €r-

halten wir die folgenden Werte f r s.

1

R+ h)coso = - O = arccos ;
( ) R, 1+ R

h=10m s=11km
h=100m s =36km

V¥ Beispiel 3.3.12

Die in O drehbar gelagerte Stange ist mit einem F hrungsschlitz versehen, in
dem der Endpunkt B der in A gelagerten Kurbel AB gleiten kann. Der Drehwinkel
o 1 sst sich als Funktion des Kurbelwinkels B darstellen.
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Mit dem Lot vom Punkt B auf die horizontale Verbindungsstrecke OA erzeugt
man zwei rechtwinklige Dreiecke, aus denen sich die dauernd g Itigen kinemati-

schen Zwangsbedingungen ablesen lassen:
Esina = rsin B,

a—rcos
Ecosa+rcosf=a  — fz—ﬁ.
cos o

Nach Elimination der Koordinate & erh It man:
rsinf3 = (a —rcos fB)tanc,

rsin 8

o = arctan( .
a—rcosf

F r die folgende graphische Darstellung des Ergebnisses wurde a =3r gew hlt:

20° —

~—

-20°

0° 30° 60° 90° 120° 150° 180° 210° 240° 270° 300° 330° 360°

B
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V¥ Beispiel 3.3.13

Die Koordinaten eines Punktes P in zwei zueinander um den Winkel o gedrehten

Koordinatensystemen sind unterschiedlich.

y
I ?P
o
" PR
éP yP|
np & |
P o | X
o\ *p

Aus den linken Dreiecksfl chen, bei denen £, und 7, Hypotenusen sind, ergibt
sich
Xp = fp coso — 1), sinc,

Yp =&p sina +1, cosa,

und aus den rechten Dreiecksfl chen mit x, und y, als Hypotenusen folgt

ép =Xp cosa+Ypsina,

Np =—Xp sino +y, cosa.

Das zweite Paar von Transformationsgleichungen kann man auch erhalten, wenn

man das erste Paar nach £, und n, aufl st.
A

3.4 Exponentialfunktionen

Zu den interessantesten mathematischen Funktionen geh rt die e-Funktion
(nat rliche Exponentialfunktion), die folgendermaf3en definiert ist (x: reelle
Zahl):

. x3 L
e =exp(xX) =14+ x4+ —+—+...= —.
2! 3! o n

e=e mexp)=1+14 2424 = 4. .= Zl:2,71828182846...
2 6 24 Z nl
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Der Graph der e-Funktion
12

1% y=e* |

-3 -2 -1 0 1 2 x 3

zeigt den schnellen Anstieg der Funktionswerte f r positive Exponenten und die

rasche Abnahme der Funktionswerte f r negative Exponenten.

Wenn der Definitionsbereich der e- Funktion auf komplexe Zahlen erweitert wird,

erhalten wir insbesondere f r die rein-imagin re Zahl i¢p im Exponenten:

p=€’, p=¢ o |pf=pp=€P=e=1.

. 2 . \3 . 4 . 5
(p |, (p)° | ()" (ip)®

i(p_ .
S T - TRI-Y
2 4 6 3 5 7
ip_q_ 9 Q9 9@ N A L
e’ ={1 2!+4! G!J_r...}+1{go 3!+5! 7!i...},
a b

Die komplexe Zahl p= e liegt auf dem Einheitskreis.

p:ekp:a+ib

-~

imaginare Achse

reelle Achse a=cos@




3 -30 Elementare Funktionen

Die Abbildung erkl rt die au3erordentlich n tzliche EULERsche Formel
e = exp(ip) = cos@ +isin Q.

Mit dieser Darstellung der komplexwertigen e- Funktion erhalten wir die Reihen-

darstellungen der Sinus- und der Cosinusfunktion:

3 5 7
no=p-2 92 9
TR TR T

2 4 6
cos¢=1—¢—+¢——¢—i...

2! 4! 6!

aus denen sich recht gute N herungswerte der Sinus- und Cosinusfunktion f r
Winkel ¢ ergeben, deren Betr ge im Bogenmaf3(!) im Vergleich mit 1 sehr klein
sind:

|(p|<<1 - sing = @, cos@ = 1.

Beispielsweise wird

sin(0,1) =0,099833...=0,1 cos(0,1) =0,995004...~1,0

exakt exakt

Die Darstellung beliebiger komplexer Zahlen

z=Xx+iy
in Polarkoordinaten
Z =rcosQ +irsing,

r;zm, cos(p=i€, sinq0=2,
r r

lautet bei Verwendung der EULERschen Formel:
z =r(cos +isin@)=re'’ = rexp(i).
F r die zu z konjugiert komplexe Zahl gilt
Z=re .

Eine negative reelle Zahl —a lautet in komplexer Schreibweise

—a=ae’.
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Die Multiplikation und Division mit komplexen Zahlen 1 sst sich mit Hilfe der
EULERschen Formel besonders leicht ausf hren:

z2Z, = rlrzel(%ﬂoz)’
z, =ne?, z=ne"?, -
ﬂ:iei(fpl—(l’z)_

Zz B

Auch Additionstheoreme der Winkelfunktionen sind mit Hilfe der EULERschen
Formel schnell herzuleiten.

Die Logarithmusfunktionen sind die Umkehrfunktionen der Exponentialfunk-

tionen

In der Gleichung

ist x der Logarithmus der Zahl a zur Basis b:

x =log,a.
W hlt man insbesondere als Basis b die transzendente Zahl e, so gilt
e =a > x =log,a=Ina.

Die Umkehrfunktion der e-Funktion ist der Logarithmus zur Basis e oder na-
t rliche Logarithmus:

1.0
Inx ___—
0.0
-1.0
2ol
0 1 2 X 3

y

y=Inx - x=e {0 < x <oo},{—0o <Y< oo}

x=e"*, In(eM=x. In1)=0, In(e)=1.
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Bei Berechnungen mit der Logarithmusfunktion sind die folgenden Rechenregeln

zu beachten:
In(xy)=Inx +1ny,

Xy = elnxelny _ e(ln x+Iny) SN
X 3 . X
2 gnxgny _ Snx-Iny) N In(—=)=Inx-Iny,
y y
ax _ (eln a)x _ exln a, (a> 0).
xk :(elnx)k :eklnx’ (X>O).

Der nat rliche Logarithmus von komplexen Zahlen und negativen reellen Zahlen

ist folgendermaf3en zu bilden:
z=x+iy=re®, > Inz=Inr+ie.
In(~a) =In(ae™ )= Ina +ir.
Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion mit der Basis 10 ist der Logarith-
mus zur Basis 10 (gew hnlicher Logarithmus):
log,,a=1loga,

y=logx <<  x=10Y {0< x<oo},{~o0<y<oo}

x =10"¢*, log(10™) = x.
log(1) =0, log(10) =1.

Zwischen logx und Inx besteht die folgende Beziehung:

X = lologx _ (eln(IO))logx _ eln(lO)logx N Inx =In1 O)lOgX,

In(10) = 2,302585...

Inx=0,43429 In x.

log x=
g In(1

V¥ Beispiel 3.4.1
Die oben anschaulich abgeleiteten Additionstheoreme f r die trigonometrischen
Funktionen sin(e + ) und cos(a + f3) ergeben sich nun durch formale Rechnung:

e@*P) = %P = (cosa +isina)(cos B + isin B),

P = (cosacos B —sinasin B) + i(sina cos B+ sin fcos ).
sin(a+ )

cos(a+f3)
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hnlich verl uft die Berechnung von cos(3¢r) und sin(3er) als Funktionen von coso

und sino
€% = (cosa +isina)°,

cos(3a) +isin(3) = (cos (x)3 + 3(<:osoc)2 isino + 3cosodi sinoc)2 + (isin 05)3,
3 . 2 3
cos(3a)=cos"or— 3cosasin“a = 4cos"a — 3cosa,
. 2 . . 3 . . 3
sin(3o) = 3cos o sino—sin“a = 3sino — 4sin” .

Auch die Darstellung von cosa +cosf8 und sina +sin B durch Produkte von Sinus-
und Cosinusfunktionen wird durch eine etwas trickreich angesetzte aber schlief3-

lich einfache Berechnung gewonnen:

—=

l,oc+[3 a-p ioc+/3 iﬁ—a
2 ¢ 2, P—e 2 ¢ 2

e%=¢e ,

.o+ i(x—ﬁ B-a
ref=c 2 (e 2 +e 2),

B-a _ 5P a-p
2

)= e 2 2cos ,
2

.o+p
. . — o —
+ef=e 2 (cos p

+ isin

o—p B-a
2

+ isin + cos
2

b

(cosor+ cos B) + i(sino + sin B) = (cosaT—Fﬂ + isin %ﬁﬂcos%ﬁ

— + J—
cosa+cosﬁ=2cosa;ﬁcosa2[3, sina+sinﬁ:2sina2ﬁcosa2ﬁ.

V¥ Beispiel 3.4.2

F r manche Anwendungen ist es zweckm 8ig, die Hyperbelfunktionen einzu-

f hren. In Analogie zu

1 . . 1 . .
cosx=—(e*+e ™), sinx=?(em— e"),
i
wird definiert:
1 _
Cosinushyperbolicus: cosh x = E(ex +e ™),
1 _
Sinushyperbolicus: sinh x = E(e" —-e ™),
3,5 47
sinhx=x+—+—+—+...,
3! 5! 7
4 6

coshx=1+—+—+x—+...,
21 4! o6!
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und in Analogie zur trigonometrischen Tangensfunktion

sinhx e*—e”*

Tangenshyperbolicus: tanh x = = :
coshx e*“+e”*

Definitionsgem 8 gilt:
sinh(0) =0, cosh(0)=1,

sinh(—x)= —sinh x, cosh(-=x) =cosh x.

Die folgenden Abbildungen zeigen die Graphen der Hyperbelfunktionen:
10

sinhx

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0
-0.2
-0.4
-0.6

0.8
-1.0 ——

tanhx
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Aus
1 1
cosh? x==(e* + €)% = =(®*X + 2+ €72%),
4 4
1 1
sinh? x=—(e¥— e *)2 == (X -2+ & 2%),
4 4
folgt
cosh®x —sinh®x = 1,
und mit

e* =coshx+sinhx, e * =coshx—sinhx,
e*Y = e*eY = (cosh x + sinh x)(coshy + sinh y),

e~ X)) = e™Xe7Y = (cosh x — sinh x)(coshy — sinh y),

erhalten wir die Additionstheoreme

cosh(x + y) = coshxcoshy + sinh x sinhy,
sinh(x + y) = sinhxcoshy + cosh x sinhy.

Die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen sind die Area-Funktionen:

y=sinhx <> Xx=arsinhy —co< Y < oo
y=coshx <> x=arcoshy y=1
y=tanhx <> Xx=artanhy -1<yx<l1

V¥ Beispiel 3.4.3

Zu den wichtigen Kurven in der xy-Ebene geh ren der Kreis, die Ellipse und die
Hyperbel. Sie k nnen jeweils durch eine Beziehung zwischen den Koordinaten x
und y oder in einer Parameterdarstellung mit A als Kurvenparameter beschrie-

ben werden:

2
Kreis: —+Z==1, oder X =rcosA, =rsinA;
2P Y
2
Ellipse: % + % =1, oder x =acosA, y=bsin,
a
2 |
Hyperbel: —— 2 =1, oder x =acoshA, y=bsinhA.
a
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V¥ Beispiel 3.4.4

Die Umkehrfunktion der Hyperbelfunktion

Y= sinhx
lautet
X =arsinhy.
Weil
1
y=sinhx=—=(e*-¢e ™)
2
und
1
coshx =1+ sinh2x = 1+ % = S +e™
ist, wird
y+l+y> =e®
also

x=In(y++1+ y?)=arsinhy.

V¥ Beispiel 3.4.5

Zur Hyperbelfunktion
e 21

=tanh x = =
J eS+er ¥+1
geh rt die Umkehrfunktion
x =artanhy.
Aus
1
ye?*+1)= 2% -1, — ez)‘:ﬂ,
I-y
folgt schliefllich
1
=—In =artanhy.
o "1Z y

V¥ Beispiel 3.4.6

Jede positive reelle Zahl x kann dargestellt werden in der Form

x =a,bcde...10", a,b,c,...€{0,1,2,...,9}, a # 0, n: ganze Zahl.

Daraus folgt
logx =log(a,bcde...) +1og(10™) = n + log(a,bcde...).
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Beispielsweise gilt:
x=0,00351=3,51.10"° - logx =-3+10g(3,51) =-3+0,545307,
x=351=3,51-10> — logx=2+10g(3,51)=2+0,545307.

Diese Beziehungen bilden die Grundlage f r logarithmisch geteilte Skalen bei der
Erfassung von grof3en Definitions- und/oder Wertebereichen in der graphischen

Darstellung von Funktionen.

1074 107 102 10! 1 10 102 103
: : i : : | | : ! —
0,00351 3,51 351

Darstellungsbereich: Sieben Zehnerpotenzen.
Es k nnen allerdings nur positive reelle Zahlen logarithmisch dargestellt werden.
A
V¥ Beispiel 3.4.7

Die Empfindlichkeit des menschlichen Ohres ist abh ngig von der Frequenz der
Schallwellen. Bei 400 Hz (= 400 Schwingungen /Sekunde ) liegt die H rschwelle

bei einer Schallintensit t von
1=7.2-10 2Wm 2, (1W:= 1Watt = INms}).
Bezieht man die Intensit t des Schalls auf

Iy=110 *Wm™,

SO ist
B:=10-log(I/I,)

der in dB (Dezibel) gemessene Schallpegel. Die H rschwelle f r 400 Hz liegt also

bei
B,y =10 log(7.2)dB= 8.57dB.
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V¥ Beispiel 3.4.8

Die Graphen von Funktionen ndern sich mit den Achsenskalierungen. So sind
beispielsweise die Graphen der Funktionen y= x> und y= x 3 bei linearen Achs-

enteilungen gekr mmt und bei logarithmischer Teilung der Achsen Geraden.

y= x3 - logy = 3logx

y= x3 — logy =-3logx

Die folgenden Abbildungen zeigen die unterschiedlichen Darstellungen der Funk-
tionen y= x> (1. Bildzeile) und y= x~2 (2. Bildzeile) in den beiden Achsenskalie-

rungen.
1000 102
800
101
600
400
100
200
0 L— 10-1
0 2 4 6 8 10 10-1 100 101
10 102
8
101
I
2L
\ 100
o |\
0 — 10-1
1 2 3 4 5 101 100
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V¥ Beispiel 3.4.9

Eine geschwindigkeitsproportional schwach ged mpfte Schwingung wird beschrie-

ben durch das Gesetz

y(t) = Ae” P?0tsin(\1- D wyt),

Die Konstante D ist das LEHRsche D mpfungsmaf.
Die Funktion y(t) kann in komplexer Schreibweise unterschiedlich dargestellt

werden:

Im{A ( D+iV1- )a)ot

Die Abbildung zeigt die Funktion f r D =0.1.

10 [
Vsl em
RN —
0.0 \ A Nt e MG F g

-0.5 \ / T N

-1.0

0.0 10.0 20.0 30.0 40.0
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V¥ Beispiel 3.4.10

Es gilt die Formel:

Nil e 2n(s=Nk/IN _ s — N fl?r r= s'
O fuarr#s

k=0
F r r=s wird
N-1 N-1
2 e—i27r(s—r)k/N _ 2 1k - N,
k=0 k=0

undf r (s—-r)=m=#0

-1 N-1 N1 e Nl N-looang
Z e—lZn(s—r)k/N _ z e—127rmk/N _ 2 (e—Qnm)N _ 2 (e—Qn)N _ e IN"
k=0 k=0 k=0 =0

27
In der komplexen Zahlenebene lassen sich die komplexen Zahlen e 'N 5 als Zei-

ger darstellen, die den Einheitskreis in N gleiche Winkelbereiche aufteilen. F r
N = 3 ergibt sich dann das folgende Bild:

~ - ] -~ ~
7~ N
s N
/ \
/9 \
) e \
;e 8 \
| \
I B —
reelle Achse » 2n o I
\ 3 !
\ .2n o € /
—-i—1 %)

\ 3 < /
\ € & /
\\ o //

:E‘ -~
~ _ _ .E -

)

©

E

Die graphische Darstellung der Summe der drei Zeiger ergibt ein geschlossenes
gleichseitiges N-Eck, also ist

N-1 ~2—7[k
Z e'N=0.
k=0
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3.5 Erl uterung einiger Begriffe

Fast alle bisher vorgestellten Funktionen y= f(x) sind in ihrem Definitionsbe-
reich stetig. Das bedeutet anschaulich: Bei beliebig kleinen nderungen der un-

abh ngigen Variablen x um Ax wird die Differenz der Funktionswerte
A = f(x +A0) - f(x)

beliebig klein. Eine Funktion y= f(x) heif3t also an einer Stelle x =a ihres Defi-

nitionsbereiches stetig, wenn der Grenzwert (Limes)
lim f(x)= f(a)
Xx—a

existiert.

Die Funktion f(x)=tanx ist beispielsweise an der Stelle x=7/2 unstetig, denn
es gilt

lim tan(r/2 — €) = +oo, lim tan(rr/2 + €) = —oo.

-0 e—0

Eine Unstetigkeit an der Stelle x = a kann aber auch ein endlicher Sprung sein:
lim f(a—¢)=f(a-) lim f(a+é)=_f(a+)
-0 -0

J(x) springt an der Stelle x = a, wenn wir sie in positiver x-Richtung durchlau-

fen, vom Funktionswert f(a—-) auf den Funktionswert f(a+). Im Punkt x=a

kann man dann beispielsweise vereinbaren, dass

Sflat)+ fla-)
2

flay=

sein soll.
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Geradengleichungen

Eine Gerade in der xy-Ebene ist definiert
entweder
durch einen Punkt A und den Winkel o mit der x-Achse,
oder
durch zwei Punkte A und B.

Im ersten Fall hat ein beliebiger Punkt P auf der Geraden die Koordinaten

X=X, +Scosa, Y=y, +Ssinc.

Das ist die Parameterdarstellung der Geraden, mit dem Abstand s des Punk-

tes P vom Punkt A als Parameter.

Wenn wir den Parameter
X—X
s A

cos&x

eliminieren, erhalten wir die Geradengleichung

Y=y, ttana (x—x,);

der Faktor tano ist die Steigung der Geraden.



Geradengleichungen

Im zweiten Fall wird

XB — XA
und damit lautet die Geradengleichung
XB — XA

F r Geraden durch den Nullpunkt des Koordinatensystems w hlen wir
X, =Yy, =0.

Damit ergeben sich die Darstellungen

X =S cosq, y=ssino;
y=tanx x,
y="B

XB

F r die Gerade, die durch den Punkt A:(a,0) auf der x-Achse und den Punkt
B:(0,b) auf der y-Achse geht, wird

b
y=—--(x-a.
a
Yy
\B
b
A X

a \QL = —arctan(b/a)

Daraus ergibt sich die Abschnittsform der Geradengleichung:

iC+E:1.

a b
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Die durch die Gleichung

X Yy
px+qy=r - —+—=1
r/p T1/q
beschriebene Gerade hat die Achsenabschnitte
a= L, b="_.
p q

Mit dieser Information 1 sst sich die Gerade leicht graphisch darstellen.

V¥ Beispiel 4.1

Die Berechnung des Schnittpunktes P zweier Geraden

G - X=Xp + S cosq, G- X = Xg+ Sy cos B,
| y=yp + ssine, y=yg+ Sysinf,

f hrt zu dem linearen Gleichungssystem
X, +Scos0=xg+S,cosf S, cos—S, Cosff=xp— X
%

Y, t S sina=yg +s,sinf S sina—s,sinff=y, -y,

B A

f r die Abst nde des Schnittpunktes P von den Geradenpunkten A und B:

_ (X —Xxp)sin B — (Yp — Ya )cos B s = (Xg — Xp)sina —(Yyg — yA)COSOC.

sin(— o) sin(f8— o)
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Wenn A #B und o # 8 ist, gibt es immer einen Schnittpunkt mit endlichen Ent-

fernungen von A und B.
Wenn A =B und a # f ist, wird s;=s, =0.

Wenn A #B und o = f ist, sind die Geraden parallel und es gibt keinen Schnitt-
punkt in endlicher Entfernung von A und B.

Ein inhomogenes lineares Gleichungssystem f r die beiden Unbekannten x und

y
a,x+a,,y=b;

a, X +a,,y=b,

1 sst sich immer deuten als Schnittpunktbestimmung der Geraden

a;
ST LR W) L
Ao 2D Qoo Qoo
[ — —_—
tano tan 8

Es gibt keinen Schnittpunkt, wenn die Geraden parallel sind:

a) _ 99
Qo Ay

o=B — tano=tanff — — 4103 — G0 = 0.

Wenn die Koeffizienten des linearen Gleichungssystems

a,x+a,y=b,
a,, X +a,,y=b,
die Gleichung

41099 ~ Ao 0y; =0
erf llen, existiert keine L sung.

Der aus den Koeffizienten des Gleichungssystems gebildete Ausdruck ist die De-

terminante der Koeffizientenmatrix:

de{au alz} =0y 1099 — Ay9 09
Ay Qoo
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V¥ Beispiel 4.2

| \ Yp~Ya

F r den senkrechten Abstand d eines Punktes P:(xp,yp) von der Geraden G durch
den Punkt A sowie den Abstand s* des Lot-Fuf3punktes P* vom Punkt A erhalten
wir das Gleichungssystem:
stcoso—dsina=x, - X ,,
s*sina+dcosa =Y, — Y, -
Daraus folgt
d= (yP —yA)cosa— (xP - xA)sin(x,

s>":(yP —yA)sina+(xP —xA)cosoc.

V Beispiel 4.3

Das Weg-Zeit-Diagramm eines Fahrzeugs, das entweder steht oder mit konstan-
ter Geschwindigkeit v f hrt, besteht aus Geradenabschnitten. Die Position des
Fahrzeugs auf dem Weg beschreiben wir mit der Koordinate s und die Zeit mit

der Koordinate t.

/ ~
. ~o.
— -
o — F,
“p .
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F r ein Fahrzeug A, das bis zum Zeitpunkt topo am Ort P, (Koordinate s= L))
steht und danach mit der Geschwindigkeit v, in Richtung des Ortes P,
(Koordinate s= L, > L) f hrt, gilt

L flir 0<t<ty,

salb)= {Ll toa(t—ty,) FIrt>tys

F r ein Fahrzeug B, das bis zum Zeitpunkt t,; am Ort P, steht und danach mit
der Geschwindigkeit vy in Richtung des Ortes P, f hrt, gilt

L, farO<t<typ

sp()= {Lz —vp(t—tyg) fart>typ

Aus den entsprechenden s,t-Diagrammen

S

l2

(A)

kann man sofort ablesen, wann und wo sich die Fahrzeuge begegnen: Der
Schnittpunkt der beiden geneigten Weg-Zeit-Geraden hat als Koordinaten den
Begegnungszeitpunkt T und den Begegnungsort s= L. F r die Berechnung von

T und L4 gilt
S,(T)=sgx(T) — Ly +v,(T-ty,)=L,-vg(T—typ)

und daraus folgt

T LZ_LI""UAtOA"'UBtOB,

Up +Up

Ly =Ly + 04(T~tpa)-
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V¥ Beispiel 4.4

Man berechne die Koordinaten der Schnittpunkte P und Q der Geraden G 3 mit
den Geraden G1 und G2 in der xz-Ebene, sowie die Koordinaten des Mittelpunk-
tes M der Strecke PQ und deren L nge.

Gl G2

Bei der Berechnung der Koordinaten der Schnittpunkte P, Q ist zu beachten,
dass die Schnittpunktkoordinaten die Gleichungen der sich schneidenden Gera-
den erf llen m ssen:

h+tanfxp =—tana xp, — X :—L, Zp =—tan o Xp.

tan o + tan 8

h+tan[)’xQ:tanaxQ, — xQ:#, Z, =tanox,.

tan o — tan 8 9 9
Der Mittelpunkt M der Strecke PQ hat die Koordinaten

Xp+Xg h 1 1 tan 8
M= 2 2 tana—tanﬁ_tana+tanﬁ :htanza—tan2ﬁ’
tan2 o

ZM:h+tanﬂxM:h .
tanZ o — tan® 8

F rdie L nge der Strecke PQ gilt:
P_Q = \/(XQ - XP)2 + (ZQ — Zp)2 .

Dabei ist
1 1 tan o
xg—xp = h( + =2h—5———,
tanoe —tan  tano + tan B tan“o — tan“ 3
tan o tan
zg—zp=tana (xg+ xp) = 2h2—ﬁ2,
tan“o — tan” 8
also

@:2h%ﬂl+tan2ﬁ =2h tana

tan“o — tan tan®q — tan> )cos .
B (
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V¥ Beispiel 4.5

F r den Kreis mit dem Radius r um den Mittelpunkt M: (xp1,Ypp) sollen die Koor-
dinaten der Ber hrungspunkte C, und C, der Tangenten durch den Punkt

A:(x,.y,) berechnet werden.

Es gilt
a:arctanM, d=\/(xM—xA)2+(yM—yA)2,
XM~ Xa
@ = arccos(r/d),
xc1 = Xy —Trcos(@— ), ycl =Yy +rsin(@p— ),
xc2 =Xy —Trecos(p+ ), ycz =Yy —Tsin(p + ).



5

Differentialrechnung
5.1 Der Differentialquotient

J(x) steht symbolisch f r eine Rechenvorschrift, die der Variablen x den Funkti-
onswert y= f(x) zuordnet. Veranschaulichen 1 sst sich diese Beziehung in der
xy - Ebene durch den Funktionsgraphen, in dem sich gut darstellen 1 sst, wie

sich der Funktionswert bei der nderung x — (x+ Ax) verh It.

\
y Graph der Funktion Jf(X)

s Sekante

S(x+Ax)- f(x)

Der Quotient

focr 40— f) _ AS

=tanc.
AXx Ax

wird Differenzenquotient genannt; er liefert den Tangens des Neigungswinkels o

der Sekante durch die Kurvenpunkte P und Q.

Mit dem Grenz bergang Ax — 0 n hert sich der Punkt Q dem Punkt P, und aus
der Sekante wird die Tangente an den Funktionsgraphen im Punkt P mit dem
Neigungswinkel ¢(x).

Man bezeichnet den Grenzwert (wenn er existiert) als Ableitung oder Differenti-
alquotient der Funktion f(x) an der Stelle x und erh 1t

poon ) fx+ A= f(x)
f(x) = o o Al;r_rgo i = tan @(x).
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Die Ableitung einer Funktion f(x) an der Stelle x gibt also Auskunft ber die
durch tang(x) beschriebene Steigung der Funktion f(x) an der betreffenden Stel-

le.

V Beispiel 5.1.1

F r die Potenzfunktion
S(x)=x", n=123..
erhalten wir

f(x +Ax)= (x + Ax)" = x" + nx™ ' Ax + Terme mit h h. Pot. von Ax

und deshalb wird
Sx+ 40— () n

‘(x)= 1l nc -,
J0 A;ilo Ax
I
A _ ol (m=12..)
dx

V¥ Beispiel 5.1.2

F r die Exponentialfunktion

2 3 4 5
elx:1+lx+()”2x') +()«X) +(),x) +(ix) L

3! 4! 5!
gilt
AAX 2 3 2
-1 A A
lim £ C im {4 24X AT
Ax—0  AX Ax—0 2! 3!
und somit
d. Ax A(x+Ax) _ Ax /le_l
¢ o im & € _ M fim £ = M),
dx Ax—0 AX Ax—0 Ax
de’*
= LM
dx



Differentialrechnung

5.2 Differentiationsregeln

F r die Summe von Funktionen und das Produkt einer Funktion mit einem kon-

stanten Faktor ergeben sich aus den entsprechenden Differenzenquotienten mit

dem Grenz bergang Ax — O unmittelbar die Regeln:

J(x)=g(x) +h(x)
J(x)=ag(x)
Die Produktregel
h(x)= f(x)g9(x) -

1 sst sich wie folgt beweisen:

S ) =g (x)+R'(x),
S (x)=ag’'(x),

R'(x)= f'(x)g(x) + f(x)g’ (x)

J(x+ Ax)g(x+ Ax)— f(x)g(x)

d(feOg) _ .
dx Ax—0

AXx

i X A0+ A9~ { ) gx+ Ax) — () gx+ Ax)} — f()g(x)

Ax—0

i SO+ AX - [0
Ax

9+ fOO——

Ax—0
_df0
dx

g( X

Die Quotientenregel

S

0="5%

ist eine Folge der Produktregel:

g(x+Ax)+ f(x) lim
Ax—0

R (x)=

Ax

g(x+ Ax)— g(x)
AX ’

9gx) f(x) = g(x) f(x)
(9(x))*

df(x)

df (ool
d_x{g(x) ( g(x)j}_

_dfo

Jx)

dx b

dg(0)( fx0 d
[mm)+¢@ 9

Jx)

(jx 2

gx)

S

1{wuoc@m(ﬂmn
T 90 g )|’

Fla &ln &

gx)

Sehr oft wird die Kettenregel

J)=ghx) -

 (g(x))?

S )=

1 {g( )df(x) dg(x) I )}

dg(h) dh _ dg(h)

——h(x0).
dh dx dh
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ben tigt. Sie ergibt sich wieder aus dem Differenzenquotienten

dg(h(x)) _ lim g(h(x+ Ax)) - g(h(x))
dx Ax—0 AXx ’

h(x+ Ax)— h(x) =: Ah,

dgho) _ . g(hx)+AR) — g(h(x)) Ah
dx Ax—0 Ah Ax’
i ROO+AR) = g(hGO) | Re+ AX) — R
Ah—0 Ah Ax—0 Ax
_ dg(h) dh(x)
"~ dh  dx

Wenn f(x)=g(h(k(x))) ist, wird

df(x) _ dg(h) dh(k) di(x)
dx dh dk dx

V¥ Beispiel 5.2.1

Die Ableitungen der Winkelfunktionen ergeben sich mit Hilfe der EULERschen

Formel
™ = cos(Ax) + i sin(Ax).
ilx .
de _ i {cos(AX) + ISin(Ax)) = dcos(Ax) N idsm(lx),
dx dx dx dx
del'lx

v e = il{cos(Ax) + isin(Ax)} = —Asin(Ax) + il cos(Ax),

Da Real- und Imagin rteil in den beiden komplexwertigen Darstellungen des Dif-
ferentialquotienten jeweils bereinstimmen m ssen, erhalten wir die wichtigen

Formeln

dcos(Ax)

= _Asin(Ax), dsin(2.x)
dx

= Acos(Ax).

V¥ Beispiel 5.2.2

Die Ableitungen der Hyperbelfunktionen erhalten wir unmittelbar aus den Ablei-
tungen der Exponentialfunktion. Bemerkenswert ist die hnlichkeit mit den Ab-

leitungen der formal entsprechenden trigonometrischen Funktionen.

dcosh(Ax) 1 d(e'lx + e_lx)

=Z (&M - & **) = Asinh(Ax),

dx 2 dx 2
. X Ax
dsnllll)i/l)o _ % d(‘g/1 dxe ) — %(elx + e"lx) = Acosh(Ax).
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V¥ Beispiel 5.2.3
Mit Hilfe der Produktregel erhalten wir
FfoO)=x%sin(Ax) - f/(x)=2xsin(Ax)+ x> cos(1x),

fx) = Ae™sin(ux) — (%)= Ae™ (A sin(ux) + peos(ux)).

A
V¥ Beispiel 5.2.4
Mit der Quotientenregel ergeben sich die folgenden Ableitungen
_ 1 , ki e
f(x)=x ":F (n=12,3,..) — f(x):—W:—nx nl
dtanx d (sinx) cos®x+sin’x 1
(x)=tanx - (x)= = —( j = = .
J J dx dx\ cos x cosZx cos?x
A
V¥ Beispiel 5.2.5
F r die Ableitung der Funktion
3 3 3,3
gh)=h",  h@x)=1+x") — [fx)=ghx)=>1+x")
verwendet man die Kettenregel:
F0)=30+x>)%3x% =9x* 1+ x°)2.
A

V¥ Beispiel 5.2.6

F r die Ableitung der Funktion
g(h) =sinh®),  h(x)=1+x) — f(x)=g(h(x))=sinl+2x +x°)
verwendet man die Kettenregel:

F/(x)= 2@ + x)cos(l + 2x + x72).
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¥ Beispiel 5.2.7

Die Funktion f(x)=sin(cos(x?)) kann mit
ke(x) = x2, h(k) = cos(k), g(h) = sin(h)

geschrieben werden f(x) = g(h(k(x))). Weil

cos(h), —sin(k), dk(x) =2x
dh dk dx
ist, folgt aus
df(x) _ dg(h) dh(k) dk(x)
d« dh dk dx '
% = —cos(h)sin(k)(2x) = —2xcos(cos(x2 ) sin(x2 ).
A
V¥ Beispiel 5.2.8
Aus
fo=x=JxJx 5  f0=1= x)Vx+Ix x)=2Jx(xy
folgt
SR S SV
(xy = /% 2x ) N

V¥ Beispiel 5.2.9

Ist f(x)=V1+V1+ X3 , so erhalten wir die Darstellung f(x)=g(h(k(x))) mit
k(x)=1+ x>, hio=1+k, gh=h,
und wegen

dgthy 1 dh(k) 1 di(x) _ o o
dh  2Jh’ dic  2Jk’ dc

die Ableitung
df(x) _ 32 _ 3x2
dc  2VhVk o1 11 P\t P
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V¥ Beispiel 5.2.10

Ist x =g(y) die Umkehrfunktion der Funktion y= f(x),

Graph der Funktionen
flx) oder g(y)

x=9gy)

X

so gilt f r die beiden Neigungswinkel der lokalen Tangente bezogen auf die x- und

die y-Achse
siny sin(m/2—-¢) cosp 1

tany = = =— .
cosy cos(m/2—¢@) sing tan@
tany (y) = !
Daraus folgt
dg(y) _ 1

dy (df(X)) '
dx x=9(y)
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Nach diesem Verfahren k nnen wir die Ableitungen der folgenden Umkehrfunktio-

nen bestimmen:
darcsiny 1

dy ( dsin xj
dx X=arcsin Yy

1 1 1

y=sinx <> Xx=arcsiny =

: 2
(COS x)x:arcsin y ( 1- 51n2x) I-y
X=arcsin Yy

darctany 1
dy ( dtan xj
dx X=arctan y

2 coszx
y=tanx <> Xx=arctany = = (cos x) =|———5—
Xx=arctan Y Sin“x+ cos”x
X=arctan Yy

(),
Ty a2, = :
1+tan“x x—arctany l+y2

diny 1 B 1
dy ( de* J (ex )
I x=Iny
y=e* < x=Iny = ax ) oy
_ 11
- eny - y
A
V¥ Beispiel 5.2.11
Die Funktion
Yoo = {0, f(x)>0, k: reelle Zahl
kann mit der Substitution
u=f(x)
vor bergehend geschrieben werden
y= uk _ {elnu}k _ eklnu-

Nach der Kettenregel wird dann

d dl ! ! _
yz:_yu»:eklnuk nuu'zkeklnuizkukizkuk lul’
du du u u

also in der urspr nglichen Schreibweise

Y =k{FOOY T f0.
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5.3 Kurvendiskussion

Als zweite Ableitung einer Funktion f(x) ist definiert

df () _d*fo _ . fx+an- [
dx =~ d® = x>0 Ax '

F0=

Entsprechendes gilt f r noch h here Ableitungen.

Die zweite Ableitung f”(x) ist ein Maf3 f r die nderung der Steigung des Gra-
phen der Funktion f(x) an der Stelle x.

F r den Differentialquotienten des Neigungswinkels ¢(x) =arctan(_f’(x)) der Tan-
gente an den Graphen der Funktion f(x) erhalten wir nach der Kettenregel,

wenn wir vor bergehend

u(x):= f'(x)
setzen,
dp(x) darctanudu 1 du
dx  du dx 1+u2dx
also

dp(x) _ [
dx  1+(f(x)*

Gehen wir von der Stelle x zur infinitesimal benachbarten Stelle (x+ Ax), so n-

dert sich der Neigungswinkel der Tangente n herungsweise um

S (%)
Ap=—2 "7 _
Y (02

Ist insbesondere f ’(xo) =0, so wird in x,

Ap= f"(xq)Ax.
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Verh It sich der Graph der Funktion f(x) in der Umgebung von der Stelle x, wie
im linken Bild, so ist dort

S(x5)=0,  f"(x4)>0
und verh 1t er sich wie im rechten Bild, so gilt

f’(XO):O, f”(xo)<0-

Der auf die x- Achse bezogene Neigungswinkel ¢ der Tangente nimmt also bei der
Koordinaten nderung Ax zu, wenn f ”(x0)> 0 ist, und er nimmt ab, wenn

S"(xy)< 0 ist. Daraus folgt:

f”(xo) < O
f”(xo) > O

Maximum

ist, hat die Funktion f(x) in x, ein lokales { . . .
Minimum

Wenn {
Wenn f”(x,)=0 ist, hat der Graph der Funktion f(x) an der Stelle x, einen
Wendepunkt.

Die Nullstellen nichtlinearer Funktionen y= f(x) lassen sich meistens nur n -
herungsweise bestimmen. Ist x; der erste N herungswert f r eine einfache Null-
stelle x, der Funktion f(x), der sich beispielsweise aus einer Skizze des Funkti-
onsgraphen gewinnen 1 sst, so k nnen wir zun chst die Tangente T,(x) an den
Graphen der Funktion f(x) im Punkt (X, f(Xx;)) mit der Steigung f’(x,) berech-

nemn:

T, (0= f () + f/ ()0 — X)),

T, (x)

einfache Nullstelle

|
|
|
|
|
e
/O /);2 xl x

Graph der Funktion f (9
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Die Nullstelle x, dieser Tangente, die sich aus der Beziehung

f(k1)+ f'(5€1)()~C2—)~Cl)=O — 5(2 ZXI—@,
J(q)

ergibt, ist in der Regel ein besserer N herungswert f r die Nullstelle x,, der nicht-
linearen Funktion f(x), wenn X, nahe genug(!) bei x, liegt und f’(x;)#0 ist.
Die Wiederholung dieser Methode liefert dann einen beliebig genauen Wert f r die
Nullstelle x,; die Folge

%=y - ) 934
f (xn—l)
konvergiert gegen x,, . Das ist das NEWTONsche N herungsverfahren zur iterati-

ven Berechnung einer einfachen Nullstelle der nichtlinearen Funktion f(x).

V¥ Beispiel 5.3.1

Ist
f(x)zx3 —3x? -Xx+3,
so wird
f’(x):3x2 -6x-1,

f7(x)=6x-6.
y : f
+ L/
\\f (X) ,%g g . - //
10 > 3 c
o - /
N g? = - P
N F(c-ﬂ /(I) /
N D B <L 7
T B g
0 \E : 4
g \/\, /\V"*,,/ X‘Q—/
-10 f{x) - =
» )
P B
< g
,’/ JF” (x 2
-20
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Aus
=1-2/J3=-0,1547
F(0=0 — 3x%—6x-1=0 — {1 /
Xy =1+2/\/3=2,1547

folgt
S7(x;)=-6,9282 Sf(x))=3,0792 lokales Maximum

S7(x5)=6,9282 S(xy)=-3,0792 lokales Minimum
S/ 0)=0 = x3=1 — [fl(xg)=—-4

Sf(x3)=0 Wendepunkt

A
V¥ Beispiel 5.3.2
Die Funktion y(x)=tanx besitzt die Ableitungen
1 , sin x tan x
Yyo=—p, Y0=2—3—=2—p—.
cos“x cos” X cos“x
F r x=0 ist
yO)=1, y”"(0)=0.
Demnach hat der Graph der Funktion y(x)=tanx an der Stelle x =0 einen Wen-
depunkt.
A

V¥ Beispiel 5.3.3

02 Yy = sinx - X2 T
0.0
-0.2
-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 08 X 1.0

Mit Hilfe des NEWTONschen N herungsverfahrens soll die Nullstelle x, #0 der
Funktion f(x)=sinx— x? bis auf sechs Stellen genau berechnet werden, wobei
von einem N herungswert x; auszugehen ist, der einer graphischen Darstellung

der Funktion entnommen werden kann.



Differentialrechnung 5-13

Als ersten N herungswert f r die Nullstelle w hlen wir

X, =0.,9.

Der Quotient in der Iterationsvorschrift lautet

f(x)  sinx—x*
f(x) cosx—2x
also wird
.. S(n) - sin(X,_1)— X, 1>
Xn=Xp1— 5~ T Xn1~ - <
S (x,21) cos(X,,_1) — 2,1

und daraus folgt:
x, =0,877364803

%4 = 0,876726722
%, =0,876726215

Setzen wir
Xy =Xy,

so wird
. 92 -10
sinxg — X =4.0-10 .

X, ist schon ein hinreichend genauer N herungswert f r die gesuchte Nullstelle.
A

V¥ Beispiel 5.3.4

Auf eine verspiegelte Zylinderfl che, deren Kontur in der xy-Ebene durch die
Kurve y= f(x) beschrieben wird, trifft im Punkt R ein parallel zur x-Achse ein-
fallender Lichtstrahl. Er wird dort nach dem Reflexionsgesetz

~Einfallswinkel = Ausfallswinkel®
reflektiert und trifft im Punkt P auf die x -Achse.
Berechnet werden soll die Koordinate von P f r den Fall, dass die Kontur der Zy-

linderfl che die Parabel
y=v2bx- b’

ist.
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y
Tangente
~N \ /
\R e einfallender Lichtstrahl
Ypl--------- =

AN
“\Normale

reflektierter Lichtstrahl

Einfalls- und Ausfallswinkel werden auf die lokale Tangente im Punkt R bezogen,

deshalb ist
tanor = f'(xp).

Die Gerade durch P und R hat den Neigungswinkel 2¢, also gilt f r die Punkte

auf der Geraden
Yy=yg ttanZo)(x—xp)

und insbesondere f r den Punkt P

0=yg +tano)(xp — xg).
Daraus folgt

YR
tan(20)

Xp=XR—
mit
2tanax 2 fi(xR)

200) = = .
tan(2e) 1-tan’oc  1—( f'(xp)>
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Nun ist aber

b b b
S (x)= = - S (xg)=—,
V2bx-bp2 S0 R Uk
tan(20) = 22b YR 5 = Pyr 5
Yr“—b” bxg-b
und deshalb wird
2
URr bxgp—b
Xp = XR— =xg—————=Dh.
P™7R tan(2a) R b

Weil dieses Ergebnis unabh ngig ist von der Koordinate x, des Reflexionspunk-
tes R, werden alle parallel zur x- Achse einfallenden Lichtstrahlen in den glei-
chen Punkt P auf der x- Achse reflektiert, der deshalb ,Brennpunkt” hei3st und

bei der Parabel
y=+2bx- b

den Abstand b vom Koordinatenursprung hat.

V¥ Beispiel 5.3.5

In einem Ellipsenpunkt A mit den Koordinaten (x , >0, y, <0) soll die Gera-

dengleichung der Tangente an die Ellipse

2
ﬁz + y_2 =1
a b
berechnet werden.
y
b

IR
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Es gilt f r die Punkte auf dem unteren Ellipsenbogen

@ b a

x2+y2 I, - y=—9 252, y:SL

Daraus folgt

2
X b° x
a a2—xA2 a Ya

Die Geradengleichung der Tangente in A

y=tano(x—x,)+Yy,
kann also geschrieben werden

b x b x

Yy=——5A(X=XA)+Ya o Y-Yat g 2(x-x,)=0,
a Ya a” Ya
2 2 XaX  Yaly XA2 yA2

XaX  Yal
1
a b?

Die Tangente schneidet die x- Achse und die y- Achse in den Punkten o’ / XA
und b2/ Ya -

V¥ Beispiel 5.3.6
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Die Strecken AA' und BB‘ durch den Mittelpunkt der Ellipse heif3en, wenn BB* zu
den Tangenten in A und A’ parallel ist, konjugierte Durchmesser der Ellipse.

Berechnet werden soll die Beziehung zwischen den Winkeln o und 8.

F r den unteren Ellipsenbogen, auf dem der Punkt A liegt, gilt
b 2 b X
_bjele, y-bh x|

y=-- y=- =

Die Gerade durch den Punkt A
y=—tanox x
liefert im Punkt A die Beziehung
Y, =—tano x 4.

Da A auf der Ellipse liegt, gilt auch

x A2 y Az x A2 tanor x A2 2 a’b?
a b a b b* + a“ tan“o

Die Tangente im Punkt A ist definitionsgem 3 parallel zum Durchmesser BB'.

Also wird
b x4 b? xA2 2
';l’(xA):EL—2 5 = tan 3, - ——5 5 =tan“f,
a® - xu a” a’—x,
2 2, 2 2 4, 2
(b +a”tan"f)x,” = a tan”f3,
212
2, .2, 2 ab )
(b + a®tan”f)———5——-—=da tan“f,
b + & tan’or
4
2 b
b? + & tan’B)b? = a tan?B (b® +  tan’cx , - ~ = tan%a tan?f.
4
a

F r die Neigungswinkel der konjugierten Durchmesser gilt also:

2

tanortanfi = — .
a

5.4 Differentialgleichungen

Eine Gleichung, in der eine Funktion y(x) und/oder ihre Differentialquotienten
Y’ (x),y” (x),... vorkommen, nennt man gew hnliche Differentialgleichung. Bei-
spielsweise kann ein physikalisches Gesetz als Differentialgleichung formuliert
werden, und gesucht sind dann Funktionen y(x), die die betreffende Differential-
gleichung erf llen. Besonders hilfreich bei der Suche nach geeigneten L sungs-
funktionen y(x) sind Tabellen von Funktionen mit ihren ersten Ableitungen, die

man in mathematischen Formelsammlungen finden kann.
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Leider kann nicht immer { r eine vorgegebene Differentialgleichung eine geeignete
L sungsfunktion gefunden werden. Man ist dann darauf angewiesen, die betref-
fende Differentialgleichung mit Hilfe numerischer Verfahren zu 1 sen. Daf r gibt
es beispielsweise das sehr leistungsf hige RUNGE-KUTTA-Verfahren, das - ausge-
hend von vorzugebenden Anfangsbedingungen - mit konstanter oder variabler
Schrittweite eine Tabelle f r Funktionswerte der L sungsfunktion liefert.

Wenn f r ein Funktionenpaar F(x) und f(x) die Gleichung

dF(x)
= fix
Ix J(x)
gilt, nennt man F(x) Stammfunktion von f(x). In der folgenden Tabelle sind

solche Funktionenpaare aufgef hrt.

J(x F(x)
XK (k#-1) ka+1+c
k+1

l In(Ax)+ C

X

Ax 1 Ax

— C
e ) e +
sin(Ax+ o) —%cos(),x+ a)+C
cos(Ax+ o) %sin(lx+ o)+ C
1 1
T —tan(Ax)+ C
cos2(Ax) A (4x)

1 1 .
—_— —arcsin(Ax)+ C
J1-ax? | 4

;2 larctan(lx) +C
1+ (Ax) A

sinh(Ax) %cosh(lx) +C
cosh(Ax) %sinh(lx) +C

1 1
_— —tanh(Ax)+ C
cosh? (Ax) A (%)

a** 1 a*+C
Alna
g0 229 | L Reg+c
1 dg(x)
_— 1 C
o0 dx n g(x)+
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V¥ Beispiel 5.4.1

Die Bewegung eines Punktes P auf einer Bahnkurve beschreibt man durch ein
Weg-Zeit-Gesetz s(t). Dabei ist t die in Sekunden gemessene Zeit und s(t) die
I ngs der Bahnkurve beispielsweise in Meter gemessene Position des Punktes P

zum Zeitpunkt ¢t auf der Bahnkurve.

ds(t)
dt

Vs(D) =

ist dann die in Meter / Sekunde gemessene Bahngeschwindigkeit und

dvg(t) _ d*s(t)

t) =
as(0) dt dt?

die in Meter / (Sekunde)2 gemessene Bahnbeschleunigung des Punktes P.

Es ist blich, eine Differentiation nach der Zeit t mit einem Punkt ber dem

Symbol { r die zu differenzierende Funktion zu notieren:

v.=8§, a,=v,=8.

Ist nun beispielsweise die Bahnbeschleunigung des Punktes vorgegeben,
S=a,

so ist das eine inhomogene, lineare Differentialgleichung 2. Ordnung f r s(t).
Die Stammfunktion der Konstanten q, ist (a,t+C,). Daraus folgt f r die Bahn-
geschwindigkeit des Punktes

s=ayt+C,.
Diese inhomogene, lineare Differentialgleichung 1. Ordnung f r s(t) kann nun
mit der zu (ayt+C;) geh renden Stammfunktion (% aot2 +Ct+C,) allgemein ge-

1 st werden:

s(t):%aOtQ + Ot + Cy.

Die allgemeine L sung der linearen Differentialgleichung s=a, enth It zwei
Bestandeteile:
%aot2 ist eine Partikularl sung der inhomogenen Differentialglei-
chung s=a, und
(Cit+C,) die allgemeine L sung der homogenen Differentialglei-
chung 2. Ordnung s=0.
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Die beiden Konstanten C, und C, erm glichen es, das Weg-Zeit-Gesetz s(t) an
die frei w hlbaren Anfangsbedingungen zum Zeitpunkt t =0 anzupassen. Sind

beispielsweise Startort und Startgeschwindigkeit vorgegeben
st=0)=s,, S(t=0)=v,

so wird, weil nach der oben angegebenen L sung

St=0)=C,; s(t=0)=C,
ist,
Cy =53y, G =y,
und schlief3lich
t2
S(t) = agt+ vy, s(t):a0§+ t+ 5.

V¥ Beispiel 5.4.2

Ein Fahrzeug bewegt sich auf einer Bahn (Wegkoordinate s; Startbedingungen:
s(0)=0, $(0)=0) im Zeitintervall O <t<t, mit konstanter Beschleunigung a und
ab dem Zeitpunkt t; mit konstanter Verz gerung b bis zum Stillstand im Zeit-
punkt T. Zu bestimmen sind die gesamte Fahrzeit T und der insgesamt zur ck-
gelegte Weg s(T) .

Im ersten Zeitintervall 0 <t<t, gilt

st=a  st=at, sit)= %at%
und im zweiten Zeitintervall t,<t<T, wobei T noch nicht bekannt ist,
sty=—b,  &t)=-bt+C,, s(t):—%bt2+clt+ G,.

F r t=t, m ssen die folgenden Bedingungen erf llt sein:

s(tl )1 Intervall = s(tl )2.Intervall
s(tl )1 Intervall = S(tl )2.Intervall

und f r t=T ist
s(T)2.Intervall =0

gefordert.
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Das f hrt auf die folgenden Gleichungen f r C..C, und T:

b
—bT+ Cl :O, 4 T: a;; tl'
1 2 1 2 a+b 2
—aty =——>bt; + qt; + ¢, =— t.
g 1 9 1 1hTC& ) 5 1
Daraus folgt dann
a a(a+b) 5
T=>1+-)t, S(T)y=—t".
( b) 1 (T) 5p 4

V¥ Beispiel 5.4.3
Aus der inhomogenen, linearen Differentialgleichung 2. Ordnung
w”(x) = a~2x2 +a,x+a,

f r die Funktion w(x) folgt zun chst mit der Stammfunktion von x"

3
wi(x)= ag%+ a1§+ apx+ G

und schlief3lich erhalten wir die allgemeine L sung der Differentialgleichung:

s

X X
=a—+a—+ay,—+Cx+C,.
w(x) a212 a16 a02 1xX+ Gy

C, und C, sind Konstanten, mit deren Hilfe man die Funktion w(x) in einer be-

liebigen Stelle x* ihres Definitionsbereiches an speziell vorgegebene Werte

und w’ anpassen kann.

rw

w(x) setzt sich zusammen aus der L sung der homogenen Differentialgleichung

w’(x)=0 — =Cx+C,

whomogen
und einer Partikularl sung der inhomogenen Differentialgleichung

, X x5 X2
LU,(x):aQXZ"'alx""aO - wpartikular:a2a+a1€+a0?;

w(x) = whomogen + wpartikular'
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V¥ Beispiel 5.4.4

Die homogene, lineare Differentialgleichung erster Ordnung

y-Ay=0
in der Darstellung

y d
Z = —(ny)=A
y - l(ny)

wird durch
Iny=Ax+C
erf 1lt, wobei C eine beliebige Konstante ist. Daraus folgt
y:e(ﬂx+C):eCeﬂx-
Wir setzen

A=e
und erhalten
y= Ae™

als allgemeine L sung der Differentialgleichung y' - Ay=0.

V¥ Beispiel 5.4.5

Besonders bemerkenswert sind die Eigenschaften der zweiten Ableitungen der Si-
nus- und der Cosinusfunktion und der entsprechenden Hyperbelfunktionen. Es
gilt

(sin(Ax))” = (A cos(Ax))’ = —A2 sin(Ax),
(cos(Ax))” = (=A sin(Ax))’ = =A% cos(Ax);

(sinh(Ax))”" = (A cosh(Ax))’ = A2 sinh(Ax),
(cosh(Ax))” = (A sinh(Ax))’ = A2 cosh(Ax).

Daraus ergeben sich mit beliebigen Konstanten C;,C,,D, und D,, die Beziehungen
Y(x) =Csin(Ax) + Cycos(Ax) = y”(x) + A y(x)=0.

v(x)= D, sinh(Ax) + D, cosh(1x) - v’ (x) - 220(x)= 0.
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Die Gleichungen
Y () + 22y(x)= 0, v (x)— Av(x)= 0

sind homogene, lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung f r die Funktio-
nen y(x) und v(x);

y(x) = C; sin(Ax) + C, cos(Ax), v(x) = D, sinh(Ax) + D, cosh(Ax)

sind ihre allgemeinen L sungen.
Die Konstanten C;,C,,D, und D, k nnen dazu verwendet werden, die L sungen

y(x) und v(x) beispielsweise f r x =0 an speziell vorgegebene Werte

YO0)=y,y' (0)=h,} {v(0)=v,,0'(0)= kK, }

anzupassen:
Y0)=C -0+Cy-1,  Y(0)=CA-1-C,1-0,

ho
= s C =——
G =Y 1 1
v(0)=D,-0+Dy-1, V'(0)=D;A-1+D,A-0,
Dy = vy, D1=%-

V¥ Beispiel 5.4.6

Ein K rper der Masse m soll reibungsfrei auf einer horizontalen Bahn gleiten
k nnen. Er ist mit einer Feder verbunden, die eine der Auslenkung proportionale
Kraft auf den K rper bertr gt.

C
%WWWVW m
—9
X
- m
CX

c: Federkonstante (Newton /Meter); x =0: Feder entspannt
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Mit dem NEwWTONschen Grundgesetz

Masse x Beschleunigung = Kraft - mx=- cx,

erhalten wir die Bewegungsgleichung

. C . 2
xX+—x=0, ::woz, X+, x=0,

<
m m
eine homogene, lineare Differentialgleichung 2. Ordnung f rx(t). Nach den Er-
gebnissen im Beispiel 5.4.5 k nnen wir die allgemeine L sung sofort angeben:
x(t) = Asin(wyt) + Beos(myt) = Csin(@yt +7y) .
Der K rper wird durch die Federkraft (—cx) gezwungen, eine harmonische

Schwingung mit der Kreisfrequenz @, und der Amplitude C auszuf hren. Des-
halb heif3t die Differentialgleichung x +co02x =0 auch Schwingungsgleichung.

Wir wollen f r die Schwingungsgleichung nun noch einen anderen L sungsweg

beschreiben. Zun chst ersetzen wir die Zeit t durch die neue dimensionslose Va-

riable
T:= coot,
dann wird
_dx(t) dy(r)dr L d2x(t) 5
t) = y(z(b)), = = — = , - ) ,
x(H) = y(z(t)) x=— I di oY X 12 o Y’

F r y(7) gilt dann die homogene, lineare Differentialgleichung 2. Ordnung
y’+y=0.

Wir multiplizieren diese Differentialgleichung mit y’ und erhalten

d(1 ,, 1 2)
"v+yy =0, — —|=y?+=y*|=0,
vy +yy df(2y 5 Y

Daraus folgt
1 1 C
(‘U%—yz] =5 7 Y=VG-v
2 2 2
Mit der Substitution
y(r)= \/61 w(T), - y=qu,

entsteht die nichtlineare Differentialgleichung 1. Ordnung f r die Funktion u(7),

die geschrieben werden kann

—

darcsin(u) @ _1 darcsin(u)

L,
1- 12 du dr dr
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Die L sung lautet nun:

arcsin(u) =7+ Gy, - u=sin(t+ &), - % yr)=sin(t + Gy),
1

x(t) = \/asin(a)ot+ G)= \/a{sin(a)ot)cos G, +cos(wgt)sin Gy},
Azz\/acosCQ, B::\/asinCQ,

x(t) = Asin(wyt) + Beos(myt).

Anfangsbedingungen:  x(0) = x,, x0)=v,; — B=x,, A= Yo
®o

x(t)= Csin(@pt+7),  C=+x2+(p/wp)®. ¥ = arctan(@oXo /).
V Beispiel 5.4.7

Die nichtlineare Differentialgleichung 1. Ordnung

yy'=b
kann wegen
d(1l o
yy = dx(2 Y )
auch geschrieben werden
d(1l o
—| = =b.
dx(Z Y j
Daraus folgt dann
1 o
—y =bx+C
9 y

mit einer beliebigen Konstanten C. Die allgemeine L sung der Differentialglei-
chung yy’ =b lautet also

y(x)=+2(bx+C).
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V¥ Beispiel 5.4.8

Bei der senkrechten Fallbewegung mit Luftreibung wirken auf einen fallenden
K rper der Masse m die Gewichtskraft G = mg und der Luftwiderstand

1 2
Fy =3 cwPrLupAsv”-

Dabei ist g= 981 ms? die Beschleunigung der reibungsfreien Fallbewegung, cy,
der von der K rperform abh ngende Widerstandsbeiwert des K rpers,

PrLuft = 1,22 kg m~> die Massendichte der Luft, Ay die Schattenfl che des K rpers
in Fallrichtung und v die momentane Fallgeschwindigkeit des K rpers in der ru-
henden Luft.

X FW
m
mg
Nach dem NEWTONschen Grundgesetz
Masse x Beschleunigung = Summe aller wirkenden Krdifte
m@ =mg- I
dt g— t'w
erhalten wir die Differentialgleichung
dv 1 dv A CwPLuft As
m—=mg——c Agl? - — =g-=17, A= ————.
ai g 5 WP Luft s di g 5 m

Berechnet werden soll zun chst die Fallgeschwindigkeit v als Funktion der Koor-
dinate x, wenn f r x =0 die Geschwindigkeit v =0 ist. In der Darstellung v =v(x)

wird nach der Kettenregel

ﬂ)_ du(x)g_ du(x) e

d 1
= = — =),
dt dx dt dx dx 2

und die Differentialgleichung 1 sst sich neu formulieren:

_ A afl2)__ lvz_) _
a 973V 7 dx(zvj_ )‘(2 v r=

> @
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Mit der Substitution

1 o
u(x) = [2 j
entsteht die Differentialgleichung
Ll dau__, , dhu-pdu__, = di-p__,
u—y dx du dx dx

die die L sung
In(u-y)=-Ax + K

besitzt. Es wird also
(~Ax+Kp) _ _K) -Ax —x

u-y=e =e ‘e =Ce ™,
1
5 Poy=Ce™™ 5 P=2y+Get).

Weil die Anfangsbedingung v(x=0)=0 erf llt werden muss, ist C, =y zu setzen,

wx) =2y V1-e**

so dass schlief3lich

wird.

Ist der fallende K rper ein Ball der Masse m =0,6kg mit dem Durchmesser

d=0.4m und dem Widerstandsbeiwert c¢;, = 0,6, so ist zu rechnen mit
Ag= %dz =0,1257 m2,

CWpLuftAS 0,6-1,22 kgm™-0,1257 m>
0,6kg

J27 = ,/ 2-9.81ms™ 259 M8 _11,31ms™!
0,153 m™!

J2y ist die Grenzgeschwindigkeit f r x - . Wenn Ax=>5 ist, also x=32,7m,
wird v=0,997,/2y = Grenzgeschwindigkeit .

A= =0,153m™.,

Nun soll die oben hergeleitete Differentialgleichung f r die Fallbewegung

mit der Zeit t als unabh ngige Variable gel st werden.



5 - 28 Differentialrechnung

Mit der Substitution

1

V() = —=ut)
V2Y

entsteht zun chst die Differentialgleichung

N2y dV —1-Vv?2
g dt
und mit der neuen Zeitskala
g dv _dvdr dv

T2y T dt drdt df\/—

die Differentialgleichung

ﬂ:I—VZ N 1 ﬂzl N dartanthV:L
dr 1-V2 dr dv  dr
also
dartanhV
dr -

Die L sungsfunktion lautet
artanhV =7+C

und liefert
V(r)=tanh(t+C).

Die Anfangsbedingung v(t=0)=0 — V(r=0)=0 wird erf lIt, wenn C=0 ist.
Somit lautet die L sung der Differentialgleichung f r v(t)

g Ag
V(1) = tanhT, - t)=4/27 tanh(cx 1), o =—= |—.
(7)=tan U(t) = 2y tanh(ex t) Py 9
Aus der Formel f r die Geschwindigkeit
dx(t)
ot
dat ut)

entsteht die Differentialgleichung f r x(t)

dx(t) sinh(ort) /2y dln(cosh(er )
dt =27 tanho0) = \/—cosh(at) o dt

deren allgemeine L sung

x(t) = @ln(cosh(a H)+C

der Anfangsbedingung x(0)=0 anzupassen ist. Weil
In(cosh(0))=In1)=0

ist, muss C=0 sein und

x(t)= gln(cosh(oc 1) = %ln(cosh(oc ).
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Die Ergebnisse
vo=2X_ e y=22
V27 V27
sind in den folgenden Abbildungen veranschaulicht:
1.2

*

o x(t)
=tanh(art), X (t)=——= In(cosh(axt))
N2y

v*(x) e

0.8

0.4

0.0

1.2

vt (1) —

0.8

0.4

0.0

x*(t)
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5.5 Reihenentwicklungen

Jede in der Umgebung von x,, stetige und differenzierbare Funktion f(x) 1 sst

sich in dieser Umgebung in eine Potenzreihe entwickeln:
S =ay+a;(x—xy)+a,(x— xO)2 +ag(x— xo)3 +...
Daraus folgt
S 0)=a; +2a,(x-x,) +3ag(x - xo)2 +4a,(x— xo)3 + ...
S0 =2ay +3-2a5(x — X,) +4-3a, (X~ Xy)* +5-dag(x - xy)° +...
S7(x)=3-2a4 +4-3-2a,(x—x,) +5-4-3a5(x— xo)2 +6-5- 4a6(x—x0)3 +...

und
J(xy)=a,,
J'(xy)=ay,
S (xy)=2-a,=2la,,
J7(xy)=3-2-a,=3la,,

Wir k nnen deshalb schreiben:

f”’(xo)
3!

f”(xo)

FOO= fO)+ F(x0)(x—x0) + =02 (x— x)? +—"22 (x— x)° +.

Diese f r die Anwendung besonders interessante Darstellung der Funktion f(x)
in einer Umgebung von x, nennt man TAYLORreihe der Funktion f(x) in x,. Mit
endlich vielen Summanden erh 1t man mitunter sehr n tzliche N herungsfor-

meln f r f(x) in der Umgebung(!) von Xg -

V¥ Beispiel 5.5.1

Wenn f(x)=sinx ist, wird f r x, =0

Sf(0)=0,

f’(0)=cos(0)=1, 3 .
S”(0)=—sin(0) =0, — sin x = TR
S (0)=~cos(0)=—

Wir erhalten also die schon im Rahmen der elementaren Funktionen angegebene

Reihendarstellung der Funktion sinx.
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// /
1 fl // ,'/
/ — X K
// \ ~ - ) f3
V e -
0 \
7
/ Jo
a 7 ! L
// \
-2 -1 0 1 2 3 4 5
3 3 5
X X X
= =Xx-— =Xt =
h=x hExmgn =Xty

Die Abbildung zeigt, in welcher G te die unterschiedlich abgebrochenen TAYLOR-

reihen die Funktion y=sinx approximieren.
A

V Beispiel 5.5.2

Die Funktion
J)=+vJ1-x, 0<x<1
besitzt die Ableitungen

v __l _ -1/2 7 __l _ -3/2
J(x0)= 2(1 x) e (o= 4(1 x) 7.

Die nach dem dritten Glied abgebrochene TAYLORreihe der Funktion f(x) um

x =0 lautet

- , SO o 1 1
S3(0 = f(O)+ f(O)x+ 5 =1 5 8x2.

S3(x) istf r x <<1 eine recht gute N herung f r f(x), wie die folgende Abbildung
zeigt.
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1.0
0.8 ~—_
0.6 ~
- J3
0.4
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

V¥ Beispiel 5.5.3

Die Kurbel (Radius r) eines Schubkurbelgetriebes dreht sich mit konstanter Win-
kelgeschwindigkeit 2 und zwingt ber die Pleuelstange (L nge L) einen Kolben
auf horizontaler F hrungsschiene zu einer Horizontalbewegung x,(t). Zum Zeit-
punkt t hat sich die Kurbel um den Winkel 2t aus der horizontalen Lage nach

oben gedreht.

rsin(€Qt) = Lsino(t)

v

X () =rcos(Qt)+ L coso(t)

Der Systemskizze entnehmen wir

xg (t) = L{Acos(£2t) + cos (1)}, A=

b

i

cosau(t) = y1- {sina(D)}? = \1- {Asin(Q0)}2,

xg () = L(Acos(2t) +/1- {Asin(20}2).
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Wenn 1> <<1 ist, die L nge der Kurbel also viel Kkleiner als die L nge der Pleu-
elstange, k nnen wir n herungsweise den Quadratwurzelterm nach dem vorher-

gehenden Beispiel ersetzen durch

\/1 —{Asin(Qt)}2 =1- %{/1 sin(Qt)}2 =1- %2sin2(.(2t).
Mit
sin?(Qt) = %{1 — cos(20t)}
wird

22 22
Xk = L{1- e + Acos(Qt) + Zcos(ZQt)}.

Diese N herungsformel f r das Bewegungsgesetz x,(t) ist rechentechnisch einfa-
cher zu handhaben als die exakte Formel, und deshalb wird sie in der Praxis

h ufig verwendet. In der folgenden Abbildung sind f r 1= 0.5 die exakte Funktion
und die N herungsfunktion (gestrichelt) dargestellt.

1.6

x/L \ ]

1.2

0.8

0.4
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F r die Geschwindigkeit und die Beschleunigung des Kolbens erhalten wir mit

dem exakten Bewegungsgesetz die relativ komplizierten Formeln

Xg = LQ{—-Asin(Qt) - —

22 sin(2Qt)
2 J1-22sin2(@t) |

cos(2Q) A sin®(2Q1)
J1-22sin?(@t) 4 (\/1—/12 sinz(Qt))S

X = LO?{ ~dcos(Qt)— A2

Wenn wir die N herungsfunktion f r x,(t) verwenden, bekommt man mit we-
sentlich geringerem Rechenaufwand

2
Xg(t) = LQ{—& sin(2t) — % sin(ZQt)},

Xy () = LO? {—Acos(_(zt) ~ A2 cos(ZQt)}.

In den folgenden Abbildungen kann man die Abweichungen f r 2= 0.5 erkennen
(N herungen gestrichelt). Dargestellt sind die Geschwindigkeit und die Beschleu-
nigung des Kolbens in dimensionsloser Form

L _Xk als Funktion von (1)
QL QL

E = 21 als Funktion von (1)
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0.6
v/(QL) TN

0.4 7
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0.0
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V¥ Beispiel 5.5.4

Die Funktion f(x)= cx® soll in der Umgebung von x =a durch ein Polynom 2.

Grades angen hert werden.

Die nach dem dritten Glied abgebrochene TAYLORreihe

J0= flay+ f(a)(x-a)+ % S (a(x-a)®
liefert mit
foo=cx®,  f/0=3ex®, (%)= 6ex,
also
flay=ca®,  fla)=3ca®>,  f"(a)=6ca,
die Funktion

f(x) = ca® +3ca® (x—a)+3ca(x— a)2 ,
Jo=ca®{1-3%+ 3%}.
a a

F r (c=a=1) ergibt sich die graphische Darstellung, aus der man die G te der
Approximation erkennen kann.

8 \

%
6 -~ : : : pra.
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V¥ Beispiel 5.5.5

Die Funktion f(x) kann an der Stelle f(x+ Ax) geschrieben werden

f "( X) S ’”( X)

J(x+Ax)= f(xX)+ f[(x)Ax+—F(A ) +=—=(A ) +..

Wenn Ax beliebig Klein ist, ersetzen wir Ax durch dx, vernachl ssigen alle nicht-

linearen Terme in Ax und schreiben n herungsweise

SJx+dx)= f(x)+ f'(x)dx.
Die Formel

Jx+dx)- f0) = f'(x) dx

nennen wir Zuwachsformel; sie wird insbesondere bei der Beschreibung von phy-
sikalischen Zustandsgr fen in infinitesimal benachbarten Punkten st ndig ge-
braucht. Mit ihrer Hilfe entstehen die Differentialgleichungen, um deren L sun-

gen es schlie3lich geht.
A

V Beispiel 5.5.6

Die Funktion
1
J=——=1+x"
1+ x
hat die folgenden Ableitungen:
S0)=-1-0+x)72,
Sr0=1-2-1+x7,
f7(x)=-1-2-3-1+x)4,

Also lautet die TAYLORreihe an der Stelle X, =0
f(x)=1—x+x2 X

Sie konvergiert f r |x |< 1. Die jeweilige Qualit t der N herungen bei unterschied-
lich abgebrochenen Reihendarstellungen

x Jo 0 L0 S50
S(x):=1-x, 02| 125 12 124 0,248

fz(x):zl—x+x2, -0,1| L1111 11 1,11 1,111

3

f3(x)::1—x+x2—x, 0,1 {0,9091 0,9 0,91 0,909

0,2 10,8333 0,8 0,84 0,832

ist der Tabelle f r einige x- Werte aus dem Konvergenzbereich zu entnehmen.
A
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Integralrechnung

Der Fl1 cheninhalt I zwischen dem Graphen der Funktion f(x) und der x-Achse
ber dem Intervall a<x <b 1 sst sich n herungsweise berechnen, wenn wir die

Strecke (b—a) in n Segmente der L nge

bh—
Ax:—a
n

aufteilen, mit den Funktionswerten f (x;) in den Mittelpunkten der Segmente
A
X, = a+(i- DAx+ ?x i=1,2,..,n

die Inhalte f(x;)Ax der Rechteckstreifen ber den Segmenten berechnen und die-

se addieren.

y Graph der Funktion f (¥

S(b)

|
|
f(a) I
|
|
|

AX

a X; b X

Mit steigender Segmentzahl n, also Verkleinerung der Segmente Ax, wird der F1 -

cheninhalt immer besser angen hert, und wir schreiben:

n b
I=1lim Y fxpAx= [ f(x)dx.
=1 a
F1 chen oberhalb der x-Achse sind positiv, unterhalb der x-Achse negativ.
Das I— Symbol ist ein Hinweis auf diese Summation von Fl chenstreifen. I ist
das bestimmte Integral der Funktion f(x) ber dem Intervall [a,b]; a ist die un-

tere und b die obere Integrationsgrenze, f(x) der Integrand.
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Wir nennen nun die obere Grenze b = x und schreiben
x
I(%)= | fodx.
a

Wird die obere Grenze x um den infinitesimalen Betrag Ax nach rechts verscho-

ben, so erhalten wir

I+ Ax)= | floodx+ fix+ %X)Ax,

I(x+ Ax)— I(x)= f(x+ %)Ax,

dI(x) ~ lim I(x+ Ax)— I(x)
dx  Ax—0 AX

= Jf(%).

Wenn wir das Integral I(x) als Funktion der oberen Grenze x interpretieren, ist
die Ableitung des Integrals nach der oberen Grenze gleich dem Wert f(x) des In-
tegranden. Somit ist I(x) definitionsgem f die Stammfunktion F(x) des In-
tegranden f(x).

Damit I(a)=0 wird, m ssen wir schreiben:

Jdx=F(Xx) - F(a).

Q — X

Die Stammfunktion F(x) zur Funktion f(x), die durch die Eigenschaft

dF(x)
dx

=F(x)= f(x)

definiert ist, schreibt man als unbestimmtes Integral von f(x):

Fo=| frodx+C o 0o gy

Die Integration ist also die Umkehrung der Differentiation:

j R (x)dx = h(x)+ C.
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Daraus folgt insbesondere

, 1 d 1
| 00 foodx=2 [——{ f00y* dx=_{ flx)}?+C,

und
J J (0

o dx = jd%m( f(x))dx=In( f(x)+ C.

Mit der Produktregel
g} = f/0g(x) + f(x)g (x)

S'(0)g9()={f(x)g(x)} = f(x)g’(x),

erhalten wir

[ Fogodx= fog0- [ fogxdx+C.

Diese Formel der partiellen Integration ist mitunter hilfreich bei der L sung von

Integrationsaufgaben.

Das Integral

X2
I= [ fodx

X1

bekommt bei einer Variablentransformation x —t, wobei

x =h(t), x, =h(t), x,=h(t,)

gelten soll, wegen
dx =h’({t)dt
die Darstellung

ty
I= [ Jiheyhoat.

5]

Eine solche Variablentransformation ist sinnvoll, wenn sich das Integral mit dem

neuen Integranden leichter berechnen 1 sst.
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V Beispiel 6.1
ber dem Intervall a< x <b soll der Inhalt I der FI che unter dem Graphen der
Funktion f(x)= A berechnet werden.

b 3

X 3
I=|—dx=(—+C
-[L (SL )

X
—(=+C
(3L )
x=b

1 3 3
- LB -
YA

X=a
Aus dem Ergebnis kann man erkennen, dass die Konstante C in der Stammfunk-

tion bei der Berechnung des bestimmten Integrals weggelassen werden kann; sie

hebt sich bei der Differenzbildung der Funktionswerte an den Integrationsgrenzen

heraus.
A
V Beispiel 6.2
Wenn der Integrand als Ableitung einer Stammfunktion geschrieben werden
kann, ist das Ergebnis der Integration die Stammfunktion:
Jsin XCos xdx:%‘[%{sin x}2 dx= %{sin x}2 +C.
_[tanxdx: J. ks xdx = —J.iln(cos x)dx =—In(cos x)+ C.
COs X dx
| b dx:jiln(aJr bx)dx = In(a+ bx) + C.
a+ bx dx A

V¥ Beispiel 6.3

Aus den Beziehungen

2

cosx +sin’x = 1,

2

cos2 x — sin?

X = cos(2x),
ergibt sich

cosZx = %(1 +cos(2x)) = dix {%(x+ %sin(2x))},
sin®x = %(1 — cos(2x)) = dix {%(x— %sin(2x))},
und daraus

Jcoszxdx = %(x+ %sin(2x)) +C,

Jsinzxdx = l(x— lsin(2x)) +C.
2 2



6-5 Integralrechnung

V Beispiel 6.4

Um das bestimmte Integral

X
I(x)= chosx dx
0

zu berechnen, wenden wir die Methode der partiellen Integration an, setzen

gx)=x, f'(x)=cosx, — g(x)=1, f(x)=sinx
und erhalten
%
xcos xdx = xsin x |g - jsin xdx,

0

O — X

xcosxdx=xsinx+cosx—1.

O — =

V Beispiel 6.5

F r die Berechnung des Integrals

I:=[x"e™dx,  n=12.., >0,

setzen wir
n ’ —Ax n-1 1 —Ax
gx)=x", fx)=e"", - gx)=rx" -, f(x):—ze .

Damit wird

J‘ n —lxdx ne—lxm +27xn—le—/lxdx
0 A o 4 0 ’
also
n
In = z In—l'
Aus dieser Rekursionsformel folgt mit
= 1 1
IO = J )“xdx — AX =—,
/l A
0 0
1 2-1 3-2-1 n!
II—P, Izzﬁ, IS_ 14 N B In ln'i‘l
Es gilt insbesondere
n! J.x”e dx
0



Integralrechnung

V Beispiel 6.6
Das bestimmte Integral

)
I= | (@+bx)"dx

X

wird mit der Substitution

dt
t=a+ bx - dt = bdx N dx:?
und den neuen Integrationsgrenzen
t1=a+bx1, t2:a+bx2
2 172 1
b (n+1)b
X1 t
V Beispiel 6.7
Das bestimmte Integral
/2 1
I= j - dx
o 1+ cosx
erh It mit
1 _ 1 3 1 _ 1
1+cosx X, 90, X .o X 9 X
1+ 2=-) 1+ i =y 9 s
cos( 2) cosS (2) sin (2) CoS (2)
und
dx
t= x — dt=— - dx=2dt
2 2
die Darstellung
/2 1 /4 1
I—dx= J- 5 dt:tant|g/4=1.
o 1+ cosx 5 Cos t

F r das unbestimmte Integral gilt dann

J;dx: tan(£)+ C.
1+ cosx 2
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V Beispiel 6.8

Das bestimmte Integral

T
I= jsin(zn ki)cos(zn mi) dt,
o T T

wobei k und m ganze Zahlen sind, lautet mit

T=2—ﬂt — dT=2—7rdt
T T

T 2
I=— j sin(kt)cos(mr)dr.
2n 5

Weil
sin(kt)cos(mr) = %{sin((k —m)7)+sin((k+ m)7)}

ist, wird

27 2

= L)1 j sin((kc— m)7)dr + 1 j sin((k+ m)7)dr +.
2w |2 b 2 o

Mit

2r 1

I sin(nr)dr = ——cos(m)|(2)” =0

5 n

f r n#0 und sin(0)=0 wird schlieBlich f r beliebige ganze Zahlen k und m
T
. t t
I= [sin(2nrk—)cos(2rm-_)dt=0.
5 T T

Entsprechend erhalten wir mit den trigonometrischen Formeln
sin(kt)sin(mr) = %{cos((k —m)t)—cos((k+m)7)},
cos(kt)cos(mr) = %{cos((k —m)7)+ cos((k+ m)7)},

die folgenden Ergebnisse:

T , .
Jsin(27rk—)sin(27rm—)dt T
0 T T 5 wenn Jk=m ist,
T
Icos(2nk£)cos(27rm£)dt O wenn k=#m ist.
0 T T

Diese Formeln werden bei der FOURIERreihendarstellung periodischer Funktionen

gebraucht.
A
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V Beispiel 6.9

Um den Fl1 cheninhalt der Ellipse

zu bestimmen, berechnen wir zun chst die F1 che unter dem Ellipsenbogen im 1.

Quadranten:
A a
7 = bell— (x/a)2dx.
0
Mit der Variablentransformation
iCzsin(p, dx = acos@ dp,
a
x=0 - ¢=0, x=a — @=r/2,
erhalten wir

A /2
—=ab J cosZo dp,
4 0

und mit
w2 /2
2 1 1.
J cos“pdp =—{p+—sin2¢p)} =—
5 2 2 0

wird schlief3lich
A =mab.

V Beispiel 6.10

Einer Streckenlast (Linienkraftdichte in N/m)

%‘%x

X) = qgn +
qx)=qp L

ber dem Intervall O < x< L der x-Achse ist eine Einzelkraft F im Punkt x*, sta-

tisch quivalent, wenn
L L
1
F= Jq(x)dx, x*:—qu(x)dx
0 Fy

ist.
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9 F

O L @) x* L

qOﬁ|L_qO+QIL
2}0_

L
% - % q -
F= +2—= x}dx= +
({{qo 0 xpex={gox+ = 5

%—QOX_3}|L: C10+2q1Lz
O 9

i t & - e
ixq(x)dx:£{q0x+Tx2}dx={q0?+ T 5

_ _G*2q L
3(qo + q1)

V Beispiel 6.11

Eine Kurve in der xy-Ebene sei durch die Funktion y= f(x) beschrieben. Berech-

net werden soll die Bogenl nge s der Kurve ber dem Intervall 0< x<b.

In zwei infinitesimal(!) benachbarten Kurvenpunkten P und Q unterscheiden sich

die Funktionswerte nach der Zuwachsformel um
df = f(x +dx)- f(x)= f'(x)dx .

Das Bogenelement ds zwischen P und Q bildet n herungsweise die Hypotenuse
in einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten dx und df .

y
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Aus dem Satz von PYTHAGORAS folgt dann

ds=+/(cdx)® +(df)? = 1+ ( ()% dx.

Summation (= Integration) der Bogenelemente ergibt schlief3lich die gesuchte Bo-

genl nge

b
s= 1+ (S () dx.

0
Ist beispielsweise

x> X
f(x)_ﬂ’ f(x)_f’

so wird

s= jz\/l+(x/L)2 dx.

0

Mit der Variablentransformation

£=%, - dx=Ldg
L
entsteht zun chst das Integral
b/'L

s=L | J1+& d,
0

bei dessen L sung die Hyperbelfunktionen mit den Eigenschaften

h(2u) = cosh®u + sinh? 1
cosh?u—sinh2u =1, cosh(2u) =cosh™u +sinh™u, coshzu:§{1+cosh(2u)},

sinh(2u) = 2sinhu coshu,

weiterhelfen, indem wir einf hren

dsinhu
du

du=coshudu, \/1+§2 :\/1+sinh2u:coshu,

E=sinhu, dé=
und dann

j\/1+ E2dE = jcoshzudu = éj{n cosh(2u)} du = %{u+ ésinh(2u)} = %{u+ sinh ucosh u} ,

J‘\/@dgzé{arsinh§+§ 1+ &%}

erhalten.
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F r die Bogenl nge auf der Parabel kann also geschrieben werden:

B _b
07 ﬁ'__a

B
S=LJ /1+§2d§:§{arsinh§+§ 1+&% 3
0

rq

s= Ii{arsinhﬂ+ﬂ 1+ 32}
Laut Beispiel 3.4.4 gilt

arsinh 8 = In(B ++/1+ %),
also auch

s:g{ln(ﬁ+\/1+62)+ﬁ 1+ B2}

V Beispiel 6.12

A
|
Yy |
| |
! ! X
a b

Die Fl che A zwischen den Randkurven y;(x) und y,(x)

ber dem Intervall
a<x <b k nnen wir als Differenz zweier Integrale schreiben:

b b
A= [y,(0dx- [y (x)dx

Diese Formel 1 sst sich auch so darstellen:

x=b x=b Y=y2(x)
A= [ {gp-yorde= [ { [ dyrdx

x=a x=a y=yi(x)
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Wir f hren nun das Fl chenelement
dA:=dydx

ein und schreiben den F1 cheninhalt A als Summe von Fl chenelementen, also
formal als F1 chenintegral
A=]da,
A

wobei nat rlich
x=b Y=Yo(x)
Jaa="[¢ | ap ax
A

x=a y=y(x)

x=const
bedeutet.
Y=y (x)
{ | dyrde={y,(0- (0} dx
Y=y (%)

ist der F1 cheninhalt des Fl chenstreifens der infinitesimalen Breite dx an der
Stelle x.

Bekommen nun die F1 chenelemente dA in den Punkten mit den Koordinaten
(x,y) die Gewichtsfaktoren f(x,y), so bedeutet
x=b Y=Yyg(x)

[fewda= [ ¢ | fleeydyrdx
A x=a y=y(x)

x=const

Im inneren Integral wird also die Koordinate x wie eine Konstante behandelt und
nur nach der Variablen y integriert. Dabei entsteht ein Integrand, der nur von x
abh ngt und im letzten Integrationsschritt ber das Intervall [a,b] zu integrieren

ist.
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Will man beispielsweise die Dreiecksfl che A, die ber dem Intervall 0< x< L von

den Geraden

b's
W()=0,  yp(x)=hl-7)
begrenzt wird, sowie die Integrale

Iy:jdi, Ix:fydA
A A

berechnen, die man statische Momente 1. Ordnung der F1 che A bez glich der

Koordinatenachsen nennt, so wird

L hd-x/L) L N L
A=[{ [ dyrdx=[ha-S)dx="".
L 2
0 0 0
L h(-x/L) L 5 =L )
x X x Rl
=[¢ | xdyyde=[xha-Dydxe=his -2 =2
0 0 0 L 2 3L =0 6
L h(-x/L) L )
h’L L
I —_[{ J ydy}dx= J—(l——) dx_——(l__) :T
0 0 x=0

Die Koordinaten des Schwerpunktes S einer Fl1 che A sind definiert durch
1 1
Xo =— | xdA, =— | ydA
ST 1{ Ys A }[\y

Also gilt f r die Dreiecksil che:

2I, L 21, h
TR T3 BT TS
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Vektoren im dreidimensionalen Raum

Ein Vektor 1 sst sich im dreidimensionalen Raum anschaulich durch einen Pfeil
darstellen, der eine L nge und eine Richtung hat. Alle Pfeile mit gleicher L nge

und Richtung repr sentieren den gleichen Vektor.

Die Multiplikation eine Vektors u mit einer reellen Zahl A > 0 ndert nur die
L nge des Vektors um den Faktor A; ist A < 0, so wird zus tzlich die Richtung

umgekehrt.

L5u

g

Den Pfeil, der das Ergebnis der Addition von zwei Vektoren
Ww=u+v=v+u
darstellt, erh 1t man, wenn man den Anfangspunkt der aneinander geh ngten

Pfeile f r die Vektoren u und v mit dem Endpunkt verbindet.

Parallelogrammkonstruktion

Eine auswertbare graphische Darstellung der Vektoraddition ist nur m glich,

wenn alle Vektoren in einer Ebene liegen.
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Vektoren e, deren L nge durch die dimensionslose Zahl 1 beschrieben wird, nen-
nen wir Einheitsvektoren; sie geben lediglich eine Richtung an. Dem Betrag | ii|
des Vektors u entspricht die L nge des Pfeils. Ist ¢, der Einheitsvektor in Rich-

tung des Vektors u, so schreiben wir
u=|1ul e,

F r die Orientierung im dreidimensionalen Raum verwenden wir ein kartesisches
Koordinatensystem mit den drei zueinander orthogonalen Basisvektoren

e..e, und e,. Die Basisvektoren seien .rechtsh ndig" orientiert, d.h. ihre Rich-
tungen sollen den Richtungen des Daumens (— x), des Zeigefingers (— y) und
des Mittelfingers (— z) der rechten Hand entsprechen, wenn man diese Finger zu-

einander senkrecht ausstreckt. Alle Basisvektoren sind Einheitsvektoren.

VA P1

Die Raumpunkte P; und P2 haben dann die Koordinaten
Pr(xpypz),  Byilxg.Up.2)
und die Ortsvektoren

- -
OF =xe, +tye, +ze, OF, = x,e, +tyge, +2zy€,.
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Wenn die zur Darstellung der Vektoren verwendete Basis vereinbart ist, gen gt
es, wenn man die Vektoren nur mit ihren Komponenten beschreibt. Das ge-

schieht in der Darstellung durch einspaltige Matrizen

X X2
- -
OR=\uy |, OR=|y
Z )
Der Verbindungsvektor der beiden Punkte P1 und P2 ergibt sich aus der Vek-
torgleichung
- - - - - -
OP, =OP,+ BP, — PP, =0P,-O0P,
X2 — X
- N N N -
BB =(xy—x)e + (YY) ey+(2—2z)ey, BR =YYy |
|

Er hat den Betrag

5
BB = \/(xz )P+ (- )+ (m-2) =L

L ist der Abstand der Punkte P; und P2 .
%
Der Vektor PP, kann auch in der Form

% —
BP,=Lé

dargestellt werden. Dabei ist

%
BP, x5—Xx
172 _ X2 lg o

yz—ylé Z— 7 -
L L L Y

+ I e,

e=

%
der Richtungsvektor des Vektors PP, ; e ist ein Einheitsvektor, denn sein
Betrag hat den Wert 1, was sich leicht nachpr fen1 sst.

_)
Sind g, ﬁy und 3, die Winkel, die der Vektor B P, mit den positiven Koordina-
tenrichtungen bildet, so gilt

Xo—X L—4

L

=cos f3,, 5’2;119’1: cosﬂy,

=cosf3,,

und den Richtungsvektor e k nnen wir schreiben

cos BB,
e=cos e, +cosf, e, +cosf,e,=|cosf |

cosf3,
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Wir bezeichnen mit u einen beliebigen Vektor (Kraftvektor, Geschwindigkeitsvek-
tor, Beschleunigungsvektor, Impulsvektor, ... ) im dreidimensionalen Raum. In

der kartesischen Basis {éx,éy,éz} erh 1t er die Darstellung

Uy

U=Uce+tU, e +U,e,=|U, |

u,.u, und u, sind die Komponenten des Vektors u in der kartesischen Basis

{ex,ey,ez}.

Dividiert man den Vektor durch seinen Betrag

~ 2 2 2
Iul—\/ux +u,” +u,,

so erh 1t man den Richtungsvektor von u

=
B

Yy

ul

by=—=%p +Yp +Lp
Yol | Yol #

o
=

Die Multiplikation von Vektoren mit reellen Zahlen sowie die Addition und Sub-
traktion von Vektoren geschieht nach folgenden Rechenregeln:

Au,

Au=Aue +Auge,+Aue, = Ay |,

Au,
u, Uy u, v,
uiv:(uxivx)ex+(uyivy)ey+(uzivz)ez, u, + vy |= uyivy .
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F r die Anwendungen der Vektorrechnung in Geometrie und Physik sind zwei
Produktoperationen mit Vektoren definiert: Das innere Produkt (Skalarprodukt)
und das Kreuzprodukt (Vektorprodukt).

Als inneres Produkt von zwei Vektoren, das wir symbolisch durch einen Punkt
zwischen den beiden Vektoren kennzeichnen, ist definiert:

u-v=Iullvlcos( Winkel zwischen i und v).
(u-v wird gelesen "u inv "))

Das Ergebnis des inneren Produktes zwischen zwei Vektoren ist eine skalare, also
von der Wahl der benutzten Basis unabh ngige Gr 3¢ und wird deshalb auch

Skalarprodukt genannt.

Wenn zwei Vektoren zueinander orthogonal sind, ist ihr inneres Produkt definiti-
onsgem f3 null, denn sie bilden miteinander den Winkel ©t/2.

u-v=0 < u orthogonal zu v.
Das innere Produkt ist kommutativ

u-v=v-u,

cl

und es gilt das Distributivgesetz:
u-O+w)=u-v+u-w.

F r die inneren Produkte mit den zueinander orthogonalen Basisvektoren gilt

e & &

L 1 wenn a=b ist, . e.-|1 0 O
€a €p= =Xy, 2

a0 wenn azbist; Y e, |0 1 0

&, |0 0 1

Aus den Darstellungen der Vektoren u und v

die Komponentendarstellung des inneren Produktes:

u-v= uxvx +uyvy +uzvz.
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Das innere Produkt des Vektors u mit einem Richtungsvektor e

- e=1ulcos( Winkel zwischen « und é).

u«é:| ﬂ|cosa.

liefert die Orthogonalprojektion des Vektors u auf die Richtung e.

Das Kreuzprodukt oder Vektorprodukt uxv (gelesen: " u Kreuz v ") ist nur im
dreidimensionalen Raum definiert. Es erzeugt einen Vektor, der auf der von u
und v aufgespannten Ebene senkrecht steht und so orientiert ist, dass die Vekto-
ren u, v und uxv in dieser Reihenfolge einem "rechtsh ndigen" Bezugssystem
entsprechen. Die "rechte-Hand-Regel" ordnet der Richtung von uxv die Richtung
des ausgestreckten Daumen der rechten Hand zu, wenn man die zur Faust ge-

kr mmten Finger der k rzesten Drehrichtung des Vektors u in den Vektor v an-
pafit.
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Als Betrag des Vektors uxv ist definiert
[ax Ol=ltll vlsin( Winkel zwischen @ und v),
lux ol=ltllvlsinc.

Wenn u und v Verbindungsvektoren von Raumpunkten sind, ist luxv| gleich
dem Fl cheninhalt A des von den Vektoren u und v aufgespannten Parallelo-

gramms.

Das Kreuzprodukt ist definitionsgem £ nicht kommutativ; es gilt

XU=—0XU.

g}

Die Kreuzprodukte der zueinander orthogonalen Basiseinheitsvektoren ergeben:

!

o . €y &
e xe =-e xe =e, = =~ = =
o R ex| 0 ,  —€y
Xxe =—e _xXe =e
y VA z y x° — — P —
R 7 e,x|-¢e, O »
e xe =—e _Xe =e
z X X z y - - —~
e, x| e —-é O

Mit diesen Formeln und dem Distributivgesetz
(@+b)X¢=axc+bx¢,

erhalten wir aus den Komponentendarstellungen der Vektoren u und v
+u e +u_e.,
X yy zZ z

D, x+vyey+vzez,

g
1]
0l

u
X

|

i
Il

die Komponentendarstellung des Kreuzproduktes

uxv=u_(v e_xe_+v e_xe +ve_xe )+
X X X X y x y zZ X z
yxex+vyey><ey+vzey><ez)+ ,

+u(ve xe +v e xe +v.e xe.)
z\ Xz X Yy z y z z z

+uy(vxe

U | | Uy w, L, — U,Uy
UXV=| Uy, [X| Uy [=] UL — WD,
u, v, U\ Uy — Uy Uy
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Mit Hilfe der Determinante einer 2 x 2 — Matrix

a b
det = ad - bc
c d

1 sst sich ein einfaches Schema f r die Berechnung der drei Komponenten des

Vektors w=uxv angeben:

Die i-te Komponente (i=1,2,3) von w erh 1t man, indem man die i-te Zeile in der
Spaltenvektor-Darstellung von uxv abdeckt und mit den jeweils sichtbaren 2 x 2
Komponenten die Determinante berechnet; f r die zweite Komponente von w

muss noch mit dem Faktor (-1) multipliziert werden.

w,, - - - U, Uy - U, Uy
- |= x| vy | wy [=| = [X| = | — =y x| vy |,
- u, U, - u, U, w, - -
w, = det w, = —det w, = det
u, v, u, v, uy l)y

Vorzeichen beachten

Weil der Vektor uxv definitionsgem 3 orthogonal zu den Vektoren u und v ist,
gilt

u-Uxv)=v-(uxv)=0.
Das innere Produkt des Vektors a mit dem Kreuzprodukt der Vektoren b und ¢

nennt man Spatprodukt der Vektoren a, bundc; es gilt

a-(bx¢)=b-(¢xa)=¢-(axb).
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Bilden a,b und ¢ die von einer Ecke eines Parallelepipeds ausgehenden Kanten,
so ist das Spatprodukt das Volumen dieses K rpers.

Aus der Formel f r das doppelte Kreuzprodukt
ax(bxc)=(a-¢)b-(a-b)
folgt
e, x(bxey,) = (e, é,)b—(é,-byé,=b—Iblcosa &,=b,.
Die Koordinaten eines Punktes P h ngen ab von der zur Darstellung des Ortsvek-
tors benutzten orthogonalen Basis.

{xéx +yé,+zeé, inder Basis {&,,¢,é,}
7=

§é:+né,+(é inder Basis {&;¢&,, &)}
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Die Formeln f r die Koordinatentransformation {x,y,z} < {£,n.{} der Koordina-
ten des Punktes P erhalten wir ber die inneren Produkte des Ortsvektors mit den

Basisvektoren der entsprechenden Basis:

§=(xex+yey+zez)-eé, x:(§e§+nen+§e§)-ex,
n:(xéx+yéy+zéz)-én, y:(§é§+nén+§é§)-éy,
C:(xéx+yéy+zéz)-é§; z=(§é§+nén+é’éc)-éz.

Entsprechendes gilt f r die Komponenten eines Vektors u in zwei unter-schiedli-

chen orthogonalen Basissystemen.

{uxéx +u,é, +u,é, inder Basis {&,¢€,¢é,}
1=

Uz&; + U, &, + ur& in der Basis {&;,¢&,,&}

u, = (ég .éx)ux + (é5 -éy)uy + (ég -éz)uz, u = (éx 'ééj)ué + (éx .én)un+ (éx -éC)uC,
u, = (é77 e u, + (é77 - éy)uy + (én e, u, = (éy -é‘f)uét + (éy 'én)un+ (éy -ég)ug,
Uy =(é§ -éx)ux+(é§-éy)uy+(é§ -éz)uz; u =(€,- ég)ug +(éz-én)un+(éz - éC)uC'

Der Betrag des Vektors u h ngt nicht von der zur Darstellung des Vektors ge-

w hlten Basis ab; er ist eine Invariante des Vektors:

|a|:\/ux2 +u,” + u,” =\/u§2+un2 + U
Ist insbesondere die {ég,én,é ¢} - Basis um den Winkel o um die e,- Achse gegen-

ber der {éx,éy,éz}- Basis gedreht,
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also
E = cosaéx + sinaéy, éx =cosaé§ - sinaén,
én = —sinaxe, + cosocéy, éy = sinocéé + cosaén,
ég =e,, e,= ég,

so wird
U =u,cosa+u, sinc, u,=uscosa-u, sinq,
un:—uxsina+uy cosc, uy:uésina+uncosa,
U =u,; u,=u,.

Geraden und Ebenen im Raum lassen sich mit Hilfe der Vektorrechnung leicht

beschreiben.

Durch zwei Punkte P, und P, im Raum ist eine Gerade definiert. Der Ortsvektor
eines beliebigen Punktes P auf der Geraden lautet

- - -

- - - - -
OP = OF, + P,P = OP, + A B,P, = OP, + A(OP,— OPR,),

x| | X x| — Xp
Y=Y [+A y1—Yo |
z| |z 7 - 7

Mit dem Abstand L der Punkte P, und P,

%
L= BB 1=(xi — Xo) +(th — Yo)° + (21~ %)
lautet der Richtungseinheitsvektor der Geraden

X1 —Xo
- 1

1
e=—PP=— - )
L01 Lyl Yo
Zl—ZO
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Damit wird

- - -
OP = OP, + (AL)é.

(AL) ist der Abstand des Punktes P vom Punkt P, und A die auf P, und die L n-
geneinheit L bezogene Koordinate des Punktes P auf der Geraden.

Durch drei Punkte Py, P, und P, im Raum, die nicht auf einer Geraden liegen,

ist eine Ebene definiert.

Der Ortsvektor eines beliebigen Punktes P in der Ebene lautet

- - - - - -

- - - - -
OP = OB, + P,P = OP, + A, P,P,+ 1, PyP, = OB, + J, (OP,— OP,) + A, (OP,— OP,).

x| | X X~ X Xo — Xo
Y=Y [+h|h-Yo |+ Aa| Yo~ |
z| |z z - % z— 7

Mit den Abst nden der Punkte P, und P, von P,

- -
L =IRPI, L,=IBRI,

lauten die Richtungseinheitsvektoren der Tr gergeraden der Ebene, die in der Re-

gel nicht orthogonal sind,

X1 — Xo Xo — X
- 1 1 . 1 1
elzzpoplzﬂ Yi—Yo |» ezzgpo%:E Yo — Yo |

7 -7 2, - 7
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Damit wird
e e _ _
OP = OF, + (il L)e + (12 Ly)e, .

(4, L)) und (4, L,) sind die auf den Punkt P, und die Basis {e,,e,} bezogenen

Koordinaten des Ebenenpunktes P.

V¥ Beispiel 7.1

Ein W rfel der Kantenl nge 4a soll vom Koordinatenursprung O aus in Rich-

tung e* durchbohrt werden. Au3erdem soll mit einem Schnitt durch die Punkte

P:(4a.,4a,a), P,:(2a,4a,4a), P;:(4a.a.,4a),

eine W rfelecke abgetrennt werden.

Zu bestimmen sind: Die Koordinaten x,,y, des Bohrloches P,, die L nge L der
Bohrung, die Gr e A und den Normaleneinheitsvektor n der dreieckigen
Schnittfl che, der Abstand d der Schnittfl che vom Punkt O, die Gleichung der
Ebene durch die Punkte P,, P, und P; und die Schnittpunkte dieser Ebene mit

den Koordinatenachsen.

VA

4a
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Aus
cos cosa Lcos Bcosa Xy
%
€*=| cosfsina |, OP, = Lé*=| LcosBsina |=| y, |,
sin 3 Lsin 8 4a
folgt
L fla ’ X _4acosa’ Us :4asma
sin B tan 3 tan
Mit der Definition des Kreuzproduktes erhalten wir
—2a 0 3 3
12 =] 2 176% 1
Af=1BRxBR =1 0 |x|-3a|=3%|g |-V 2|,
2 2 2 2 V17
3a 3a 2 A 2
n
3
17
AT o L
2 V17
2

Der Abstand d ist die Orthogonalprojektion des Ortsvektors eines F1 chenpunk-

tes auf den von O in Richtung n weisenden Einheitsvektor:

% —
d=OP-n  (i=1,23),

4 3] [2 3] T[4 3
1 1 1 22
d=al4|——|2|=d/4| ——=|2|=d 1| ——=|2|=—=a=5336a
J17 J17 J17 J17

1 2| |4 2| |4 2

Ist r der Ortsvektor eines Punktes auf der Ebene durch die Punkte P;,Py,P3, so
gilt

X 3
.- 1 22
en=d o Y 2= e
z 2

3x+2y+2z=22a.
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Aus dieser Ebenengleichung erhalten wir die Abschnittsgleichung

x y z
+ + =
22a/3 1lla 1lla

9

der man sofort die Schnittpunkte der Ebene mit den Koordinatenachsen entneh-

men kann:

(22/3)a auf der x - Achse, l1la auf der y-und der z- Achse.

V Beispiel 7.2

Bei einem Tetraeder OP,P,P; bestehen Beziehungen zwischen den drei zu den Ko-
ordinatenebenen parallelen Tetraederfl chen und der vierten Fl che A mit dem
Normaleneinheitsvektor n. Die Achsenabschnitte seien a,b und c¢. Dann gilt
-a| |-a bc n,
Aﬁ:l(Pl_f)z)x(Pl_F){g):l b [x| O _1 ca|=A|n,|
2 2 2

0) c ab n,
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Der Fl1 cheninhalt A der Dreiecksfl che ist der Betrag dieses Vektors

A= %\/(bc)z +(cay® +(ab)?,

und aus dem Komponentenvergleich mit den Fl cheninhalten der Dreiecke in den

Koordinatenebenen ergeben sich die Beziehungen

Fliche OPP; = %C = An,,

Flache OPB,P; = %l = An,,

Flache OP3P, = %9 = An,.

V¥ Beispiel 7.3

Die Wirkung einer Kraft auf einen festen K rper h ngt ab von der Intensit t, der
Richtung und dem Angriffspunkt der Kraft. Deshalb beschreibt man Kr fte als

Vektoren.

Den folgenden Beschreibungen liegt insbesondere das auf3erordentlich leistungs-
f hige Modell f r einen nur schwer verformbaren materiellen K rper zugrunde:
der starre K rper, bei dem die Abst nde materieller Punkte definitionsgem 13

unver nderlich sind.

o)
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Der Kraftvektor 17‘1 im Angriffspunkt A erh 1t in der kartesischen Basis die

Darstellung
Fix
F=F.é.+F,é,+F,e,=|F,
F,

Der Betrag der Kraft

wird in der Einheit
1Newton = 1N:= 1kgms >
gemessen.

Der Richtungsvektor der Kraft ist

(5
1 - 1
en = — = -
U REeR2eR2| "
iz

Die Gerade WL, in Richtung e, durch den Angriffspunkt A der Kraft nennt man
die Wirkungslinie der Kraft.

Bei Kraftvektoren, deren Wirkungslinien nur in der xy-Ebene liegen, sind die z-

Komponenten null. Deshalb k nnen diese Vektoren einfacher als zweikomponen-
tige Spaltenmatrizen dargestellt werden.

Die Drehwirkung der Kraft IT‘l bez glich des K rperpunktes B wird durch den Mo-

mentenvektor

Xa, = Xp| | Fx| | (Ua,—UB)E, = (24, — ZB)Fy
Mg =|ya —yp |X| Fy |= (zp, — Z2p)Fix — (x4, — Xp)F |.

Zp, — Zp E, (xa, —xp)Fy —(Ya, —Up)Fix

beschrieben, wobei
- - - -

- -
0A;=0B+BA;, —» BA,=0A-0B,
ber cksichtigt wurde.
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Aus dem Betrag des Momentenvektors

_ 4 _ . d
|MIB|:|BA1 ”E.lSln(pl:hBIIEL hBi :=|BAi|Sin§0i,

erkennt man, dass es zweckm fig sein kann, den Hebelarm hg; als Abstand der
Wirkungslinie der Kraft ﬁ‘l vom Momentenbezugspunkt B einzuf hren. Da sich
der Hebelarm bei Verschiebung des Kraftvektors auf seiner Wirkungslinie nicht
ndert, bleibt auch die Drehwirkung der Kraft auf den K rper unge ndert, wenn
man den Angriffspunkt der Kraft auf der Wirkungslinie im starren K rper ver-

schiebt.

Wenn insbesondere alle Kr fte mit ihren Wirkungslinien in der xy-Ebene liegen
(ebenes Kr ftesystem), und der Bezugspunkt B ebenfalls ein Punkt in dieser E-
bene ist, wird speziell
xAl, — Xp FDC 0
Mg = Ya, —Yp |X| Fy |= 0
0 0 (xa, — XB)Fy — (Ya, — Up) Fii
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Yy
R,
A,
i
'Ya, ~ Yp! | |
. BO— — — — — — — —
ey | x A, Xp | !
P X
Cx
positiver Drehsinn negativer Drehsinn

Die auf den Punkt B:(xg,y5,0) bezogenen Momentenvektoren der einzelnen Kr fte
haben dann jeweils nur eine z-Komponente. Deshalb kann man in diesem Spezi-
alfall die Momente einfacher berechnen: ber die Produkte (Hebelarm x Kraft-
komponente) mit einem dem Drehsinn entsprechenden Vorzeichen, das die
~-rechte-Hand-Regel” zur Geltung bringt.

I x5, —xpl ist der Hebelarm der Kraftkomponente F,,

lya, —ygl ist der Hebelarm der Kraftkomponente F,
MiBz = (VZDrehsinn) l xAi —XB I Ey | +(VZDrehsinn) l yAi —UYs I Fix |

+1 Dbei positivem Drehsinn

(VZprensinn) = . . .
-1 bei negativem Drehsinn

Wenn am starren K rper n Kr fte in verschiedenen K rperpunkten angreifen, de-
finiert man als Kr ftesumme F und auf den Punkt B bezogene Momentensum-
me M B
_ n - - n _ -
F=)F, Mp=) BAxF.
i=1 i=1
Das Kr ftesystem {F,in A;, i=12,..,n} wird Gleichgewichtssystem genannt,

wenn Kr fte- und Momentensumme null sind:

n N - n - N
F=0, Y BAxE=0.
i=1 i=1
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V Beispiel 7.4

Der Schlitz im Kopf einer Schraube habe die Richtung e und die Schraubenach-
se die dazu senkrechte Richtung e , (hier senkrecht zur Zeichenebene). Der Ein-
heitsvektor ep:=eq X e, spannt zusammen mit ey die Schraubenkopfebene
(Zeichenebene) auf.

_) - . - -
PP, =beg, e, =ep Xeg.

Wird ein Schraubenzieher mit der Schneidenbreite b in den Schraubenschlitz ge-
steckt und dann um die Schraubenachse gedreht, so bertragen die beiden End-
punkte P, und P, der Schneide jeweils gleich grof3e Kr fte F in entgegengesetzter
Richtung auf die Flanken des Schraubenschlitzes. Die Richtungen der Kr fte auf
den parallelen Wirkungslinien ndern sich mit dem Drehsinn des Schraubenzie-

hers.

Ein solches spezielles Kr ftesystem, dessen Kr ftesumme null ist, nennt man ein

Kr ftepaar.
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F r die auf einen beliebigen Punkt B der Schraube bezogenen Momente erhalten

wir die folgenden Momentensummen:

(linkes Bild) Drehung des Schraubenziehers im Uhrzeigersinn:
- d . d . d d . R R _
Mg = BPX(Fep)+BP,X(-Fep)=(BP,— BP,))X(Fep)=(-beg)x(Fep)=bFe,.
(rechtes Bild) Drehung des Schraubenziehers entgegen dem Uhrzeigersinn:
- - - - -

My = BP, X (-F é,)+ BP,x (Féy) = (BP,~ BP,)x (Féy)= (bég)x (Fép)=-bFé€,.

Die Momentensummen sind unabh ngig vom Bezugspunkt B, weil die Ergebnisse
keine Koordinaten dieses Punktes enthalten. Die Momentenvektoren sind parallel
zur Schraubenachse; Richtung und Drehsinn entsprechen der ,rechte-Hand-
Regel“.

V¥ Beispiel 7.5

P iy By

Zu bestimmen sind die Richtungsvektoren der beiden Geraden, den Winkel o,
den sie miteinander bilden, den Schnittpunkt C und die Abst nde A, und 4, des
Schnittpunktes von den Punkten P, und P;.

Alle Vektoren liegen in der xy-Ebene, haben also nur zwei Komponenten. Aus der
Abbildung mit den angegebenen L ngeneinheiten L werden zuerst die Ortsvekto-

ren zu den vier Punkten P, aufgestellt.

LIRS M S B

=t
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Aus den Verbindungsvektoren

BB =% -1 = ; BBy =1 -7 = ;
2L -L
ergeben sich die Punktabst nde
- -
|PB,|=+20L, |P;P,|=10L,

und die Darstellungen der Richtungsvektoren der beiden Geraden

RP,=|BB| ¢, PP, = |B3Py| &, — e=— | € =—— .
IR, =:|RBé 3P, = PPy &, 17720 2 ez\/ﬁ_l
Der Schnittwinkel o wird ber das Skalarprodukt der Richtungsvektoren be-
stimmt:
10 1
COSU=€ € =——F—=— -  a=45°%
17?7 J20V10 2

Der Schnittpunkt C liegt auf beiden Geraden. Deshalb gilt mit noch unbekann-

ten Parametern A, und A,, den Abst nden der Punkte P, und P, vom Punkt C,

c T l e = rl, B B o M 4 Ao 3 -L
- rey—Aye, =1 -1, — — |-—= = .
Das lineare Gleichungssystem muf3 nun gel st werden:

1 — 32, =—/20L, . 8 742

Ay =—=L=3,58L ——L 4,43L.
zxﬁnz:gru 1= ="

Damit ist der Ortsvektor des Schnittpunktes C bekannt:
L 4 L 3,2L| |-2,2L
- - 8 1
Tc=H-/he = =L - - - ’
2L| V5 ~20|2]| |2L] |16L]| | 0,4L

o B 2L 72 1|3 2L 4,21 -2.2L
c=T3— A& = ——= L= = - = .
~L 5 10| -1| |-L| |-L4L 0,4L
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V¥ Beispiel 7.6

Die Ebene E

schneidet die Koordinatenachsen in den Schnittpunkten P,,P,,P; mit den Orts-

vektoren
n=ae, Fzzbéy, ry=ce,.
Der Vektor
D:lé +lé +lé
aX b9 c¢”?

X P1 P2

y

den Inhalt A des Dreiecks P},P,,P; und den Normaleneinheitsvektor n auf der E-

bene:
-a -a bc
Aﬁ:lH?QXH}S:l(FZ_?l)X(?S_fI):l b X O :l ca |.
2 2 2 2
0 c ab
bc
1 2 2 2 . 1
A:—\/(bc) +(ca)” + (ab)“. n= ca|.
2 J(bo + (ca? + (ab)?

a
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Den Orthogonalit tsnachweis wird ber das Skalarprodukt des gegebenen Vektors
v mit beliebigen Vektoren in der Fl che gef hrt. Wir w hlen beispielsweise Ver-

bindungsvektoren von F1I chenpunkten:
la||-a la||-a
- -
U-BB,=|1/b|| b |=-1+1+0=0, U-BP;=|1/b|-| O [=-1+0+1=0,
l/c|| O l/c|| ¢

- -
vl BR, und vl BPR; - U1l Ebene E.

V¥ Beispiel 7.7

Berechnet werden sollen: Der Abstand d, des Punktes P von der Geraden G durch
den Punkt A in Richtung €, , der Normaleneinheitsvektor n, der Ebene E durch P
und die Gerade G, der Abstand d; der Ebene E vom Koordinatenursprung O so-
wie die die Schnittpunkte a,b und c¢ der Ebene E mit den Koordinatenachsen.
Der Verbindungsvektor der Punkte A und P

- - -
AP = OP - OA,
kann zerlegt werden in die Summe der Verbindungsvektoren
— i _ _
AB= (AP -e;)e;,
%
und BP, wobei B der Fu3punkt des Lotes von P auf die Gerade G ist:

- - - - - -

AP= AB+BP -  BP= AP- AB,

- - -

BP = AP— (AP-¢;) €.
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- -
(AP éG) ist die Orthogonalprojektion des Vektors AP auf die Gerade G.
Nun kann man berechnen:

%
. _BP

N
dp =| BP|, e =—,
b= =

nEzecer_.

Weil A ein Punkt auf der von der Geraden G und dem Punkt P aufgespannten
Ebene ist, gilt f r den Abstand der Ebene vom Koordinatenursprung

d, =np-OA.

F r die Schnittpunkte der Ebene mit den Koordinatenachsen gilt entsprechend

(@é,) fip=dy. (08, fig=dy  (c&,) fip = dp,
also wird
acde o, de_dp
NEx nEy Ng,

V¥ Beispiel 7.8

Gesucht ist der k rzeste Abstand h der Punkte von zwei Geraden (= Abstand der
Geraden)
n=r,+Ae, Iy =Tg+ €5,

die sich nicht schneiden.

Der Verbindungsvektor von zwei beliebigen Punkten auf den beiden Geraden lau-
tet

—

H()‘l’)“z):zfz —n=Tg =Tyt e, - A€
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Als Bedingungen f r den minimalen Abstand stehen zwei Gleichungen zur Verf -

gung:

N o L op I ohs -0,
sy I

Der k rzeste Verbindungsvektor der beiden Geraden ist also zu beiden Geraden
orthogonal. Dieser Lotvektor wird durch die Parameter A, und 4,;, beschrieben,

die folgende Bedingungen erf llen m ssen:

Mit den Abk rzungen
e -e,=€,-e =c  ([,—Tg)e =b, (r,—rg) -e,=b,,
lautet das Gleichungssystem

Agp€ =2y =by, o cb2 bl 2 bz cbl
L= 5 L=
Aoy, =M €= by,

Der Abstand der Geraden ist dann
h= |?B —Ta+ 5169 — ﬂ“lLé1|'
V¥ Beispiel 7.9

Die beiden nicht-parallelen Ebenen

E: £+ﬁ+£:1, E,: i+—+£: .
a b g a b o

schneiden sich in einer Geraden. Es sei (q, [a,)# (b, [b,). Gesucht ist die Schnitt-

gerade.

Mit den zu den Ebenen jeweils orthogonalen Vektoren
1/ ay 1/ay

u=|lb |, G=lb|
1/¢ 1/cy
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erhalten wir den Richtungsvektor

Va | (1ag| | 1/(bey)=1/(byey)
W= x0Ty =| /b |x| /by |=| I/(qap)~1/(crq)

Ve | [Ve] [Y(mby)-1/(ayby)
der Schnittgeraden.

Die Koordinaten des in der xy- Ebene liegenden Punktes P:(xp,yp,2z, =0) auf der

Schnittgeraden erhalten wir aus den beiden Gleichungen

Xp Yp

—+—==1

)‘:'1 by N Xp = ay ap (by — bz), Up = by by (ay — az)’ 2p=0.
_P+£:1’ bha, —byay a by — ayby

ay by

Die vektorielle Gleichung der Schnittgeraden lautet

r=rp+ M.
V¥ Beispiel 7.10

In der yz- Ebene eines kartesischen Koordinatensystems befindet sich eine
lichtundurchl ssige Wand, die im Nullpunkt mit einem kleinen Loch versehen

ist. Nach dem Funktionsprinzip einer Lochkamera kann man die Punkte auf einer
beliebig geneigten Originalebene links von der Wand auf eine ebenfalls beliebig
geneigte Bildebene rechts von der Wand abbilden. Das Abbildungsgesetz soll be-

stimmt werden.

Wir f hren in der Originalebene eine orthogonale Basis {e,,e,,e;} von Einheits-

vektoren ein, wobei der Vektor é3 Normalenvektor der Ebene sein soll.
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[\gbl

Originalebene b @
— %
L =
N B
N
N
N
N Bildebene
N
N
N o P*

Ist die Ebene zun chst parallel zur yz-Ebene, so gilt

0) © 0)

e = ey, e =€, €3 =¢€,.

—

Wird die Ebene dann um die e,-Achse um den Winkelo gedreht, so entstehen die

Basisvektoren

0 .- - @ @ - .-
e =-sinae, +cosae,, e,=e, e; =cosoe, +sinoe

y y
@

Eine zweite Drehung der Ebene um die neue e, -Achse um den Winkel 3, erzeugt

die Ebenen-Basis

@ @) @

e =e, e, =—sinffe;+cosfe,,
Wir setzen nun
@ @
€ =€ € =€
und erhalten
él = —sinocéx +cosaéy,
e, =—sinficosae, —sinfsinae, +cosfe,.
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Entsprechende Drehungen der Bildebene um die Winkel o und ﬁ* erzeugen die
Ebenen-Basis

— ¥ . [ kS
€ =-sino € +cosa e,
x y
— Xk . * [ . . % . [ . [ .
€, =-—sinfi cosor é —sinf sinc ey+cos[3 e,

Aus der obigen Darstellung der Originalebene und der Bildebene mit der Abbil-

dung des Punktes P in den Punkt P* entnehmen wir die Beziehungen

- - -

- - . -
OA+ AP =OP, OB+ BP = A PO.
OA=-ae, AP =¢ e + & e, OB=be,, BP =& e +§&, e, ,
—a— & sina — &y cosasin B Px —51* sinat” —52* cosol sinf8”
- - sk k * * % %
OP=| {cosa—G&ysinasinf  |=:| py |, BP =| & cosa —&, sina sinff |,
o cos B Pz 52* cos 8°
Gesucht sind die Koordinaten des Bildpunktes P*.
. - -
BP = A PO - OB,
~& sina’ —&, cosa sinf8” - DPx b

& cosa =& sinat sinff |= A -py |—|0},

& cosf’ -p,] |0

Aus der zweiten Gleichung folgt

Py & cosa — &y sinel sin 8 g cosor re sina” sin 8"
= =< 2 T
by Py by

Aus der ersten und dritten Gleichung erhalten wir dann das lineare Gleichungs-

system f r die Bildkoordinaten
—& sina” =& cosa sinf + (=& coso +&, sina’ sin ﬁ*)&z —b,
y

& cosf + (=& cosa’ +&, sinat sin [3*)& =0,
by
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Mit den Abk rzungen

Cy; =-sina —coso’ &, Cyo =—cosa sinf3’ +sinc sin &,
by by
Co1 :=—cosoc*&, Cyp = cosﬂ*+sina*sinﬁ*&
py py
lautet das Gleichungssystem
* *
C & +Cps =-b £ o —Cyob g - Co1b
C, & +C,8 =0, Ci1Gog — G2 Gy Ci1Goa — G2Cyy
3
/F\\
| N
\ h /// N
\
2 \\ > 4 :
\ N |
\ / N f
/
1 \ ;
N\ \\S
\\ P
0 ‘ -
_ Bildkurve \:
I \
! \
-1 \ \ N et
T N I
~_/
—
9 Originalkurve
-3 -2 -1 0 1 2 3

F r die speziellen Neigungswinkel der Original- und der Bildebene

a=20° B=30°,
a =30°, B =-20°,

wird aus der Originalkurve
& = 2{1+0,2sin(8¢)} cos ¢,

52 = 2{l + 0,25in(8¢)}sin ¢,

die in der Abbildung gestrichelt dargestellte Bildkurve.



7 - 31 Vektoren im dreidimensionalen Raum

V¥ Beispiel 7.11

Die graphische Darstellung von dreidimensionalen K rpern in einer zweidimensi-
onalen Technischen Zeichnung beruht auf Orthogonalprojektionen des K rpers
in die Zeichenebene. Mit Hilfe der Vektorrechnung lassen sich die entsprechenden
Transformationsgesetze von den drei kartesischen Koordinaten des K rperpunk-
tes im Raum auf die zwei Koordinaten des Bildpunktes in der Zeichenebene be-

rechnen.

Wir f hren im dreidimensionalen Raum zwei orthogonale Basisvektorsyteme ein:
Das erste besteht aus den Einheitsvektoren {e,, e,, e;} und das zweite aus den

Einheitsvektoren {e 2 én’ e oL die als starrer Verband durch zwei aufeinanderfol-
gende Drehungen erzeugt werden.
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Die erste Drehung mit dem Winkel ¢ um die e;-Achse f hrt zu den Einheitsvek-
toren

él* =cospe, +singe,, éz* = —sing e, +cospe,, és* =e,.

Die zweite Drehung mit dem Winkel ¢ um die soeben erzeugte él* -Achse liefert

die Einheitsvektoren

. o . o - . . oo
=e , enzcoszﬁle2 +sindey , eg——smﬁe2 +cosve, ,

Das ergibt schlief8lich die Darstellung
é5 =cospe, +singpe,,
e, = cos¥(-singe, +cospe,)+sindes,

e —sind(—sing e, +cospe,)+cose,.

Ein Punkt P im dreidimensionalen Raum hat in der {e,, e,, e;} -Basis die Darstel-

lung
% —_— —_— —_—
OP = X € +Xy€y + Xg€5,

und in der {ég, én’ e C} -Basis lautet sie
% —_— —_ —_
OPzéeé +nen+CeC.

Die Orthogonalprojektion des Punktes P in die &n-Ebene erzeugt den Punkt P’

mit dem Ortsvektor

% — —
OP’:éeé +ne,.

Nun gilt
- . _ _ ~ _ 4 _ _ _ . _
E=0pP- e5 = (X6, + Xy €y + Xg€3) eg, n= OP- e, = (x,8; + X5 €y + Xz€3) e
éle(éé -é1)+x2(é§ -é2)+x3(é5 -ey), n:xl(én-él)+x2(én-éz)+x3(én-és),

und mit den oben berechneten Basisvektoren erhalten wir die Formeln f r die Ab-

bildung P — P*:
&= x cosp+x, sing,

N=-X sin@cost} + x, cospcost} + xsinv.
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Die n- Ebene wird die Zeichenebene f r die Darstellung der Orthogonalprojek-
tion eines dreidimensionalen K rpers. Wenn beispielsweise als (negative) Projek-

tionsrichtung

. 3. 3. 1.

eC(q):SOO,ﬂ: 600): Zel —Zez +5€3
gew hlt wird, werden die acht Eckpunkte eines W rfels mit der Kantenl nge L
parallel zu den Achsen {e,, e,, e;} und einer Ecke im Ursprung des Koordinaten-

systems nach den Formeln
1 1
5=§(X1\/§+x2), n=Z(—x1+x2\/§+x32\/§).

abgebildet auf die in der folgenden Tabelle beschriebenen Punkte in der £n-Ebe-

ne. Die Kanten des W rfels werden unterschiedlich verk rzt dargestellt.

_ : 1
| Lel - \/c032(0+(s1n(pcos19)2 ngL:O,QOlL
_ : 7
| Ley | - \/s1n2(p+(c0sq)cos19)2 L=§L:O,661L
| Lésl — sin19L=§L=O,866L
X Xy Xx3|& n
0O 0 0|0 0 n
L O 0 |[0,866L -0,25L
L L O |[1,366L 0,183L
O L O |0,5L 0,433L
O 0O L |0 0,866 L
L O L |0,866L 0,616L
L L L |1,366L 1,049L 2 :
%
0 L L |05L 1299L \/

Die Projektionen der x, - und der x, -Achse in die {n-Ebene bilden mit der &-
Achse die Winkel

—arctan(~/3 / 6
arctan(cos¥/tang = arctan(v/3/2

0y —arctan(tan ¢ cos ©¥)

-16,1°,

Oy 40,9°
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Die folgende Abbildung zeigt die Projektion in die {n-Ebene eines zu den x; -
Achsen parallelen W rfels mit Kreisen um die W rfelfl chenmittelpunkte. Die

drei Kreise wurden in den Parameterdarstellungen

L L
X, =—+rcosf, Xy =0, X3 =—+Trsinf3;
2 2
L L
x =L Xo = —+T1cCosf3, X3 =—+rsinf3;
2 2
L L
x1=§+rcosﬁ, x2=§+rsin/3, x3=L

transformiert.

F r die speziellen Orientierungswinkel (¢ =21,34°, 9¥=70°) der £n-Ebene erge-

ben sich die L ngenver nderungen

|Le |l — \/cos2g0+(singoc0519)2 L=0,940L

|Ley | — \/sinz(p+(cosg0cosﬂ)2 L=0,484L

|Lesl — sindL=0,940L
und die Winkel

0y = —arctan(tan ¢ cos ¥) = -7,6°, o, = arctan(cos Yftan ) = 41,2°.
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Die entsprechende Darstellung nennt man dimetrisch, weil es jetzt nur noch
zwei verschiedene L ngen nderungen achsenparalleler Strecken gibt. Man erh 1t
in dieser Darstellung das folgende Bild des W rfels
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erh It man mit den Winkeln
(p=45°, 1©=54,736")
Dann wird ¢4 =a, = 30° und

IL,l — 0,816L (i=12,3)

Die dimetrische und die isometrische Projektion werden im Technischen Zeichnen

bevorzugt verwendet.
A

V¥ Beispiel 7.12

Man berechne die Schnittkurve eines Kreiskegels um die z- Achse mit einer Ebe-
ne, die mit der x- Achse den Winkel f bildet und die z- Achse im Abstand h von
der xy- Ebene schneidet.

Der Schnittkurvenpunkt E liegt auf dem Kreiskegel und hat deshalb den Ortsvek-

tor

r(zg)cos @ cos@/tano
— VA —
OE=| r(zg)sing |, E =tanc, OE = zg| sing/tanc |;
r(zg)
ZE 1

x
E liegt aber auch auf der Schnittebene. Deshalb gilt
Zp = h+tan B xp = h+ tan fr(zg)cosp = h+ ZEtantﬁﬂ
ano

tano

tano — tan BcosQ
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Also wird
cosQ
- h
OE = sing |.
tan ot — tan Scos @
tano

F r ¢=0 und ¢=r erhalten wir die Ortsvektoren zu den Endpunkten der Strecke

PQ:

1 -1
iy h - h
oQ=———- 0 |, OP=——— O
tan o — tan 8 tan ¢ + tan 3
tano tano
1 -1
- - -
PQ=0Q-OP=—7F5——F— (tana+tanfB)| O |—(tanox—tanB)| O ,
tan“o — tan“f3
tano tano
1
- 2ht
Po=—2 anoc2 o |
tan“o — tan“f3
tan 3

Der Ortsvektor zum Mittelpunkt M der Strecke PQ in der xz- Ebene lautet:

-1 1
A Gy h ht
OM =OP+—-PQ=——- O +2a—110¢2 o |
2 tan o + tan B tan“o — tan” 3
tano tan 3
tan 3 Xy
= h
OM=—75———| 0 |=| 0
tan“o — tan“f3
tan206 Zym

Aus dem Ortsvektor eines beliebigen Punktes K auf dem Kreiskegel

XK r(zg)cos

%
OK=|yk |=| r(zg)sing |, = tana,
r(zg)

Zg Zk
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folgt

sz + yK2 = rZ(ZK)’ - Xk +tYg =—5—

Wir transformieren diese Gleichung in das £n,{ - Koordinatensystem im Punkt M

mit den Basisvektoren

cosf3 0 —sin 3
&= 0 | e, =1, e=| O
sin B 0 cos B

Die entsprechenden Transformationsgesetze lauten.

X =Xy & cosP— & sinf,
Yk =Mk
2, =2z, +& sinf+, cosf.

F r einen Punkt E auf der Schnittkurve in der &n- Ebene gilt dann insbesondere
{x =C =0, also
9 Xp =X, + & cosp,
xg” +Yg© = 5 Ye = Ng»

zp =27, +&sinf.

tanza{(xM +&p cosﬁ)2 +nE2} = (zy + &g sinﬁ)z,
2

§E2 (tan’ct coszﬁ — sinzﬁ) +2E0(xy, tan’ar cos B~ zy, sin ) + tanar nE2 = zM2 —tan“o xMz.

Mit dem oben berechneten Ortsvektor

tanﬁ XM
= h
OM=—75———5—| 0 [|=| 0|
tan“o — tan“f3
tan2 o Zy
erhalten wir
X tan“o cos f— zyysin f = —5—————(tan S tan“@ cos § — tan“axsin §) = O,
tan“o — tan
h? h? tan’ar
7y — tanor xp% = 5 (tan*or — tanr tan B) =

(tan%cr — tan? B) tano — tanf’

und schlief3lich

cos? ﬁ(tanzoc - tanzﬁ)2 £ 2, tanZa — tan> B
A

2. 2 2 ?=1.
h* tan“o h

Ne
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Die Schnittkurve ist also eine Ellipse mit den Halbachsen a und b:

2 2
t h
& 0, S .
a b (tan“o — tan“ ) cos B [tan?cr — tan?B

V¥ Beispiel 7.13

Man bestimme die Gleichungen paralleler Geraden in der Ebene und paralleler E-

benen im dreidimensionalen Raum.

(1) Parallele Geraden in der xy- Ebene:

y

Mit den Einheitsvektoren
coso —sino
éG = N ﬁG = s
sino coso
gilt f r den Ortsvektor eines Punktes P auf einer Geraden, die von der parallelen
Geraden durch den Nullpunkt O den Abstand d hat,

% —_ —_—
OP =se; + dnG,

X coso —sino
=s +d )
y sino coso
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Wenn wir die Koordinate s eliminieren, erhalten wir die Darstellung paralleler
Geraden in der xy-Ebene:
%
OP-fi, =d,
—xsino + ycosa = d,
und wenn d # 0 ist

X y _
(—d/sina) i (d/cosa) 1

(2) Parallele Ebenen im dreidimensionalen Raum:

Die in der Ebene E benutzte Basis soll durch zwei Drehungen aus der Raumba-

sis hervorgehen:

€ = €
e, = 00519e77 + smﬁeg,

SO
Il

—sin¥eé_+cosde,.
n ¢

Die Einheitsvektoren
e =cospe +sing ey,
e, = cos¥(-singpe, + cosgoey) +sinde,,

bilden die Basis in der den Nullpunkt O enthaltenden Ebene mit dem Normalen-

einheitsvektor

Np=e3;=e¢e Xe, =—sin—sinpe, + cos (pey) +cosde,.
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Ein Punkt P in einer dazu parallelen Ebene, die den Abstand d von der durch den
Nullpunkt gehenden Ebene hat, lautet

%
OP =s e + s, e, +dng,

X cos @ —sin@pcos ¥ sin@sin ¥}
Y|=s)|sing [+ S| cospcos? |+d|—cosgsind}|.
z 0 sin cos ¥
Wenn wir die Ebenenkoordinaten s, und s, eliminieren, erhalten wir die Glei-
chung der parallelen Ebene:
%
OP-fiy =d
xsingpcos ¥— ycospsin?+zcos =d,
und wennd # 0 ist

ad + Y +—Z2 1
d/(sinpcos?®) d/(-cos@sin®) d/cos?

V Beispiel 7.14

Am Kugelkopf eines Kamerastativs k nnen die folgenden Drehungen einer Kame-

ra ausgef hrt werden:

Stativachse

&\“3

(1) Drehung des Kopflagers um den Winkel ¢ um die vertikale Stativachse,
(2) Neigung der Kopfes um den Winkel ¢,
(3) Drehung der Kamera um den Winkel y um die Kopfachse.
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Das Ergebnis dieser Drehungen ist unabh ngig von der Reihenfolge der drei Dre-

hungen.

Wenn man diese Drehungen entsprechend mit einer um den Punkt A drehbaren

Basis von zueinander orthogonalen Einheitsvektoren {e;.e,,e;} ausf hrt, erh It
man Basisvektoren, die in einer raumfesten Basis {éx,éy,éz } beschrieben werden

k nnen.

= (0) = (0) = (O -1z Q2 A ~(2) = (2 = (2 ~ = =
69,6, 6, > 6,0.6,® 8,0 = 6, 6,®.6,?) = 186,48,

In der Ausgangslage sei
5 0) _ 3 5 0O _3 5 (0)

e =e, e, '=e, e; ' =e,.

Dann werden die folgenden Drehungen ausgef hrt:
(1) Drehung um (O)
(2) Drehung um 1( ), Drehwmkel 9,

(3) Drehung um 53(2), Drehwinkel v .

, Drehwinkel ¢,

Aus den folgenden Bildern lassen sich die Darstellungen der ge nderten Basis-

vektoren in der jeweiligen Ausgangsbasis ablesen:
e® & & 5 g®
M \\EA
o—>
(1) (2)

Nach der ersten Drehung um den Winkel ¢ um die e,- Achse durch A entsteht

éz(l) e

die Basis
- (1 — . —
el( ) =cos@ e _+sing e,
@

e, =-singe,+cospe,,
— (1) _ =
e, '=e,.
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Eine weitere Drehung um den Winkel ¢ um die él(l) - Achse durch A erzeugt die

Basis
52 _5@Q
g =4

)

) +sin 53(1 ,

e, @) _cos éza

5 (2) __ > D = (1)
e, = smﬁe2 +cosé‘e3 .

Die dritte Drehung um den Winkel y um die 53(2)- Achse durch A1 sst die Basis

e =cosy e @ 4 siny e, @),

2) (2

=—sint//él( +cosy e,

5 (2)
3= €3

o N(bl

entstehen.

Wir k nnen nun die Basisvektoren der Zwischenzust nde eliminieren und erhal-

ten die Darstellung der gedrehten k rperfesten Basis {e;,e,,e;} in der raumfesten
Basis { éx,éy,éz} :
€, =(cos pcosy —sinpcosvsiny)e,. + (singpcosy + cos pcos siny) éy +sindsinye,,
e, =(—cos@siny —sinpcost cosy)e, + (—sin@siny + cos pcos v cosy) éy +sindcosye,,

e; = singsinde, —COS(p51m9ey +coste,.

O e

X
raumfeste Basis

Man nennt die beschriebenen Drehwinkel EULERsche Winkel.
Der Vektor ¢ @ hat die Richtung der Schnittgeraden zwischen der raumfesten
(e x,éy)- Ebene durch A und der gedrehten (e,,e,)- Ebene durch A; sie wird Kno-

tenlinie genannt.
A
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V Beispiel 7.15

Das Geschwindigkeitsvektorfeld eines starren K rpers soll berechnet werden.

Im Punkt A eines starren K rpers f hren wir eine k rperfeste rechtsh ndige Basis
von zueinander orthogonalen Einheitsvektoren ein. Diese Basisvektoren ndern
bei einer Drehbewegung des starren K rpers ihre Orientierung im Raum, werden
also Funktionen der Zeit t, erf llen aber andauernd die Orthogonalit ts- und

Einheitsvektorbedingungen

1 wenn i=j
(B1) g(t)-e;(t)= , j=123.
0 wenn i#j

raumfeste Basis

Wenn wir diese Bedingungen nach der Zeit differenzieren, erhalten wir die Glei-

chungen

de(t) _ . de;®
o GDread —

Weil die Zeitableitung eines Vektors wieder ein Vektor ist, den wir in der k rper-

(B2)

=0 {j=123.

festen Basis darstellen k nnen, d rfen wir schreiben

de(t)

3
dr D Qe (), =123,

k=1

Damit erh 1t die Bedingung (B2) die Gestalt

3 3
> Qu(& (D) &) + () Y. Qj(DE(t)=0.
k=1 k=1
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Wegen der Bedingung (B1) f r die k rperfesten Einheitsvektoren liefern diese
Gleichungen f r die insgesamt 9 zeitabh ngigen Komponenten £, (t) die f r je-
den Zeitpunkt t geltenden Aussagen:

Q) =9, () =2, (®)=0,

QO+2,)=0, -
J J QL,O=-2,,1), Q. t)=-0,, 1), 2 t)=-2 ).

Es bleiben also nur drei Komponenten brig, die wir jetzt neu bezeichnen:
Q) =w5), Qyt)=w(t), £25,()=ay(0).

F r die Zeitableitungen f hren wir nun eine einfachere Schreibweise ein. Ein
Punkt ber dem Funktionssymbol bedeutet Differentiation nach der Zeit t. Da-
mit wird
; &,(t) = 0y (D& () - 0, )4 (1),
et)=Y Qe (), i=123. — e, (t)=at)e,t)-wst)e,d),
k=1 - - -
eg(t) = Wy (t)el - ] (t)€2 ),
Als Winkelgeschwindigkeitsvektor des starren K rpers definieren wir
)=, t)e,(t)+ w, (t) ey )+ wy (He, (t).

Damit k nnen wir die wichtigste Formel der Kinematik starrer K rper schlief3lich

schreiben
6,(t)= 5(t)€, () — 0, (e (1),
e,(t)= 0, )é; 1) - wa)e (1), — e =adt)xet), i=12,3,
&5 ()= 0y (€, (1) — @, (1)e, (8),

denn es gilt vereinbarungsgem 3 dauernd die Tabelle f r die Kreuzprodukte der

k rperfesten Basisvektoren
et & &

x| 0 &l -&
&)X | -&t) 0 &b
G()x | &) - 0

Die Darstellung der k rperfesten Basisvektoren in der raumfesten Basis lautet

&(h)=e,(h)e, +e, (e, +e, e,  i=123.
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Die im Beispiel 1.15 beschriebenen EULER-Drehungen liefern eine Darstellung der
Basisvektoren mit den zeitabh ngigen Winkeln ¢(t),9(t) und y(t). Es bedeutet
also

é(t)= €,(p(),0(t),y ().

Den entsprechenden Winkelgeschwindigkeitsvektor erhalten wir am bequemsten
ber die aus den einzelnen EULER-Drehungen sich ergebenden Darstellung

at)=pye, + t)e," ) +y(t)es (o).

Dazu ist es erforderlich, die Einheitsvektoren e, und ¢ D(¢) in der momentanen
Basis {¢g(t),e,(t),e5(t)} darzustellen.

Aus den Zwischenergebnissen im Beispiel 1.15 entnehmen wir

- _ =@
e,=e; ",

e,V =sinve,® +cosve,?), ~ ~ ~ _
5@ iy . - - e, =sinvsiny e, +sindcosy e, + cosves;
e, =siny e +cosye,,
5 2) _3 .

€3 =€3

e — 5 (2)
g =4 -1 _ - .-
- e ' =cosy e —sinye,,

él(z) =cosy e, —siny e,;
Also wird schlie3lich
®= (¢sin?d siny + Bcos V) e, + (@sin dcosy — Jsin Y) e, + (Pcos ¥ + ) e,
wobei alle Terme zum Zeitpunkt ¢ zu nehmen sind.
Will man den Winkelgeschwindigkeitsvektor in der raumfesten Basis darstellen,

so ben tigen wir die Darstellungen der Vektoren él (1)(t) und é3 (t) in der Basis
{8,8,.8,}.
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Aus den Ergebnissen im Beispiel 1.15 folgt sofort
eV =cospe_ +sinpe
,~ =cosge, +singe,,
und mit

-~ _ = (2)
€3=¢€3

5 2)_ _inns D >
e, " = 51n19€2 +00519e3 ,

B ~ - - e, = sinpsint¥e_—cos@sinde, +cosve, ,
O 3 X y 2
e, =—sinpe +cospe .

erhalten wir aus
at)=p(t)e, + d(t)e, " (t) +yt)eq (t)

@= @ sin@sin® + dcos Q)€ + (—ycos psin® + Vsin ) éy +(@+ycosVe,.

Der Betrag des Winkelgeschwindigkeitsvektors hat selbstverst ndlich sowohl in

der k rperfesten wie in der raumfesten Darstellung den Wert

‘ @ ‘ = \/(pz +2 +l[/2 + 20y cos V.

Bei einer Bewegung des starren K rpers wird der Ortsvektor des K rperpunktes A
ein zeitabh ngiger Vektor, den wir in der raumfesten Basis mit zeitabh ngigen

Komponenten darstellen:
r,()=x,(be, + yA(t)éy +z,(t)e,.

Die Zeitableitung dieses Vektors ist der Geschwindigkeitsvektor des K rper-
punktes A:

Dy () =14 () =X 4 (D€, +Y 4 (D€, +2 5 (DE,.

Der Punkt P des starren K rpers hat in der k rperfesten Basis definitionsgem 83

zeitunabh ngige Koordinateng,,q,,q5, also gilt

N 3
AP(t)=q()= Y q, €.
i=1
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Der auf das raumfeste System bezogene Ortsvektor des Punktes P lautet
_) 3
(D) =T, )+ AP(t)=T, () + D.q, &(1),
i=1
und der Geschwindigkeitsvektor
. - . 3. .
Op () =T, )+ AP(t) =T, (t)+ ., &(t).
i=1

Oben wurde die wichtige Formel f r die zeitliche nderung der k rperfesten Ba-
sisvektoren
e (t)=o(t)x et), i=123

abgeleitet. Damit wird
3 B 3
Up(H) =0, )+ Zqi ot)xe;(t)=v,(t) +o(t)x qu. e;(t)
i=1 i=1

Bp(D) =0, (©) + B(0) x AP(D).

Das ist die gesuchte Formel f r das Geschwindigkeitsvektorfeld eines starren
K rpers. Es folgt daraus die Starrheitsbedingung

Op(t) - AP(t)= D, (t)- AP(1).

Die Projektionen der Geschwindigkeitsvektoren von zwei K rperpunkten auf den
Verbindungsvektor dieser Punkte sind gleich grof3, also bleibt der Abstand der
Punkte unge ndert.
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Funktionen von zwei Variablen

8.1 Differentialrechnung

Eine Funktion f(x,y) von zwei voneinander unabh ngigen Variablen x und y
kann im dreidimensionalen Raum als Fl che ber dem Definitionsbereich A in

der xy -Ebene graphisch dargestellt werden.

Schnittkurve z= f(Xx,y)

Flache z= f(x,y)

Die Kurve z= f(x,j) ist dann die zur xz-Ebene parallele Schnittkurve der F1 che
z= f(x,y) mit der Ebene y=y = const und die Kurve z= f(x,y) die zur yz - Ebene
parallele Schnittkurve der F1 che z= f(x,y) mit der Ebene x = x = const.

Die Steigungen solcher Schnittkurven im Raumpunkt {x,y,z= f(x,y)} sind die
partiellen Differentialquotienten

af(x’y) = lim f(x+Axsy)_f(x’y) af(x’y) = lim f(x’y+Ay)_f(x’y)

ox Ax—0 Ax ay Ay—0 Ay

Bei partiellen Ableitungen wird also die nicht betroffene Variable wie eine Kon-
stante behandelt.
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Ve

czf= Jx+dx,y+dy - f(x,y)

Sfix+dx, y+dy)

F r die nderung des Funktionswertes f(x,y), wenn wir in der xy-Ebene vom
Punkt {x,y} zum infinitesimal benachbarten Punkt {x +dx, y+ dy} weitergehen,

schreiben wir

of(x, If(x,
df = f(X+dx,y+dy)—f(x,y)=%dx+ f((.;;y)dy.

Wir nennen df das totale Differential der Funktion f(x,y) und bezeichnen

Jx+dx,y+dy = f(x,y+

Ixy 4 .. Ay dy
ox Yy

als Zuwachsformel { r die Funktion f(x,y).

Wenn wir in der xy-Ebene vom Punkt {x,y} aus um die infinitesimale Strecke As
in eine Richtung gehen, die den Winkel o mit der x-Achse bildet, gelangen wir

in den Punkt mit den Koordinaten

X + Ax = x + Ascosa, y+ Ay =y+ Assino.

Bis auf Terme h herer Ordnung in As gilt dann

of

J(x+ Ascoso,y+ Assinx) = f(x,y)+ a—Ascosoc + E3;]L-Assinoc.
X y
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Jix+Axy+Ay)

Als Richtungsableitung der Funktion f(x,y) in die Richtung, die mit der x- Ach-

se den Winkel o bildet, definieren wir

af _ lim J(x+ Ascoso, y+ Assina)— f(x,y)
ds " As50 As ’
d;f = altcosoa + a;fsinoc.

ds oJx ay

Mit dem Gradientenvektor der Funktion f(x,y)

grad f= g; Vo U (a); Ve,

und dem Richtungsvektor

e= cosaex + smaey

Il sst sich die Richtungsableitung als inneres Produkt formulieren:
df .
—=e-grad f.
l grad f

Wenn an der Stelle (x*,y*) alle Richtungsableitungen null sind, hat dort die F1 -
che z= f(x,y) eine zur xy-Ebene parallele Tangentialebene. Das ist eine notwen-
dige Bedingung f r einen lokalen Extremwert (Maximum oder Minimum) oder ei-
nen Sattelpunkt. Die notwendigen Bedingungen f r die Existenz eines Extrem-

wertes im Punkt (x*,y*) lauten deshalb

Iy _ Il _
(ax)ch* =0, [any:x* =0

y= y* y=y*
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ber das Verhalten der Funktion z= f(x,y) in der Umgebung eines Punktes mit
Nullwerten f r die ersten partiellen Ableitungen geben die zweiten partiellen Ab-

leitungen Auskunft.

Zun chst bilden wir die zweite Richtungsableitung;:

(df) (df) a+—(d;f)sina
ds\ ds) ox dy\ ds ’

dis(;lj;) ax(gij a+%(§—£] sin o cosa+;—y(§;)fc) cosQ sina+§y(%]8in2a 5

Es gilt die Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen

af (af)
8x ay ay ox

und wenn wir f r die zweiten partiellen Ableitungen von f(x,y) eine verk rzte

Schreibweise einf hren

ax(gi) e aiy(%]::fyy’ ax(gij 8y(§£) = Sy

erhalten wir

d(d
d_s(d;sfj = fo cosZor+ 2 fyy sina coso+ fiy sin?ax
Diese zweite Richtungsableitung, ausgewertet an einer Stelle (x*,y*), wo alle ers-
ten Richtungsableitungen null sind, gibt Auskunft ber das Verhalten der Funk-
tionsfl che z= f(x,y) in der Umgebung des Punktes (x*,y*). Zu unterscheiden

sind insbesondere zwei F lle:

ds\ ds

(Lokales Minimum) i( df) >0 fuar alle Winkel o
x=Xx*
y=y*

(Lokales Maximum) i(d—f) <0 fur alle Winkel o
ds\ ds )x=x*

Wenn die zweite Richtungsableitung im Intervall O < o < 27 positive und negative
Werte hat, ist f(x*,y*) ein Sattelpunkt.
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Sucht man die Extremwerte der Funktion z= f(x,y) unter der Nebenbedingung
g(x,y)= 0, so kann man mitunter die Nebenbedingung umformen
gey)=0 - y=Gx)
und erh It dann die nur von x abh ngende Funktion
F(x):= f(x,G(x)),
deren Extremwerte wie blich bestimmt werden k nnen:

F(x)=0 — al+(al] ﬁ:O - X= X%
ox \dy yzG(X)dx

Extremum von f
ye=G(x*) — flx*y*)=
unter der Nebenbedingung glx,y) =0

Die explizite Aufl sung
gy)=0 — y=GKx)

kann jedoch m hsam oder sogar unm glich sein. Dann folgt aus

9g
99 . . 99 ox
xy=0, - —=dx+—dy=0, — dy=--—=-dx,
gx. Y ox Xy Y=""3g
Y
und aus einem Vergleich der beiden Formeln f r dy
9g
0x dG(x)
d :——dx’ d = dx
y g y e
Y
ergibt sich
99
dG(x) __ox
dx dag”’
Y
und statt
a_f + (a;fj d_(} — O’
ox \dy U=G(x) dx

lauten die Gleichungen, aus denen die Koordinaten (x*,y*) der Extremwertstelle

berechnet werden m ssen,

dg
of ox 9f
=~ _9X = _, y)=0.
x99 Ay gx.y)
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Diese nichtlinearen Gleichungen kann man auch unmittelbar erhalten, wenn
man die Nebenbedingung g(x,y)=0 mit einem LAGRANGEschen Multiplikator 1

in die neue Funktion

SOy, )= f(x,y)+ A gley)

aufnimmt und als Extremwertbedingung

T_o T_o T_,
ox dy oA
fordert. Das bedeutet

A , ,99 9 . ,99
—+1A—==0, —+1—==0, x,y)=0.
ox  dx dy dy gxy)
Eliminiert man aus diesen drei Gleichungen den Faktor 4, so entsteht wieder das

obige Gleichungssystem:

dg
of  ox 9f
L _ox X _p, y)=0.
x99 oy axy)
dy

V Beispiel 8.1.1

Die in x- und y-Richtung 2r -periodische Funktion
J(x.y)= sin(x)sin(y)

hat die partiellen Ableitungen

(Y _in(sin(y),
of . ox\ ox
a—xzcos(x)sm(y), J(of
o 2 = —sin(x9)sin(y),
a—:sin(x)cos(y)a Y\ 9y
y

99 = cos(x)cos(y),

ox\ dy

ber dem Rechteck {0 < x<2m;, O0<y<2r} in der xy-Ebene sind durch Kreise die-
jenigen Punkte markiert, in denen die beiden ersten partiellen Ableitungen null,
also die notwendigen Bedingungen f r Extremwerte erf 1t sind. Die zweiten par-
tiellen Ableitungen in diesen Punkten sind -1, +1 oder O. F r die f nf Punkte in
der Mitte des Definitionsbereiches erhalten wir die in den folgenden Tabellen an-
gegebenen Werte der Ableitungen und Bezeichnungen der Stellen mit Nullwerten
der beiden ersten Ableitungen.
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sO cO sO cO sO sO:=sin(...)=0
ql) : qI> : %} c0:=cos(...)=0
on —-O-——--O-1- - -0
| |
| | | | | x YU | Jw fyy fxy
/2 —-1- 0O -r-0-=m-¢0 o g1 -1 0
| | | | |
T ——(ID——:——CI}——IL——Q—-SO 3n/2 w2 | 1 1 0
R o e L LN E NI
| | | | |
0 —-O----O-4--0--s0 M2 3W2 1 1 0
: : : : : 3t/2 3n/2| -1 -1 O
O w2 n 3r/2 2n
x y dis (%sf] = Vorzeichen Typ
n/2  7w/2 | —cos>a—sina=-1 <0 Maximum
3n/2 w/2 | cos?a+sin?a=1 >0 Minimum
V4 V4 2sinocosa (£0)&(=20) Sattelpunkt
n/2 3m/2| cosla+sina=1 >0 Minimum
31/2 31/2 | -cos®o—sin?a=-1 <0 Maximum

V Beispiel 8.1.2

Um die Extremwerte der Funktion

Sx

unter der Nebenbedingung

2 2
Y)=a, X7 +2a5 XY + Ay0 Y

glx,y)= x? + y2 -1=0

zu berechnen, f hren wir die Funktion

SOy = fOay) +Ag(xy)
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ein und erhalten mit den Forderungen

X

g—f =2a39X+2095y+ A2y =0,
y

of

= =x>+y*-1=0;
A J

zun chst das homogenen lineare Gleichungssystem
(a,,+ A)x+ a,,y=0,

a,x+(a,, +A)y=0,

das dann und nur dann nichttriviale L sungen besitzt, wenn

a +l a - 9 9 2
det :(a11+l)(a22+/1)—a12 :l +(a11+a22)/l+ aQ1099 — Q49 =0
Qg Oy +A

ist. Zu den beiden L sungen dieser quadratischen Gleichung f r A

A+ dy

Mg =—
1,2 2

1
5\/(‘111 — ayo)? +4ay”

geh ren die speziellen Koordinatenpaare

a11+)~1

at+Ay
X=X, Y= "X

= HUa X,
23] Qo

U =

die, eingesetzt in die Nebenbedingung, die Koordinatenpaare f r die Extremwerte

ergeben:

2 2 1 Hic
Xjc +(‘lexk) =1 — Xje = —F7—, UY)k= y (k: 1,2)
1+ 1+

Die Extremwerte lauten dann

- 2 2 —
Je = a1 1,7 F2a15x. Yy, Ay Y, k=12.
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V Beispiel 8.1.3
Es soll der Extremwert der Funktion
Jxy)=10-(x-2)" -y -3)°
im Definitionsbereich 0 < x< 6; 0 <y <8 unter der Nebenbedingung
gixe,y)=x"+y*-4=0

bestimmt werden, also der gr Bte Funktionswert von f(x,y) ber dem Viertelkreis
mit dem Radius 2 um den Koordinatenursprung.

Mit der Funktion

a_f:_z(x_2)+21x:0, a_f:—z(y—3)+2/ly:0, alt:x2+yz—4:0.
ox ay oA

FOay):=10-(x—2)* —(y-3* + L (x* +y* - 4)

lauten die Bedingungen f r die Extremwerte:

Aus der ersten und zweiten Bedingung folgt

e 2 3
-1 I
und damit aus der dritten
4 9 13 M=t g
5+ 5=4 — A-12== -
A-1D* (A-1) 4 Ji3
ho=1-2
2
F r die Positionen der Extremstellen erhalten wir dann die Koordinaten
2 4 3 6
X = =——=11094, = =—=1,6641,
1T, -1 N3 "B
Xg ==Xy, Ys=-Y;-

Der Punkt {x,,y,} liegt nicht im Definitionsbereich und der gesuchte Extremwert
der Funktion f(x,y) ist

Sy =10-(x; - 2)* - (y, - 8)* =7,4222.
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8.2 Integralrechnung

Um das Volumen V zwischen der F1 che z= f(x,y) und dem Definitionsbereich
A{a,<x<b, a,<y< by} der Funktion f(x,y) in der xy-Ebene zu berechnen,
unterteilen wir das Volumen in infinitesimal d nne Scheiben der Dicke dy paral-

lel zur xz-Ebene.

Das Volumen der d nnen Scheibe um die Schnittfl che y=const ist dann

bX
av ={| foxyderdy =gy)dy.

Addieren wir nun die Volumina aller Scheiben im Intervall a,<ys< by, so erhalten
wir das gesuchte Volumen
b b p

y y X
V= gwdy= | {] focydady.
ay ay ax

Man kann diese Volumenberechnung auch auf andere Weise interpretieren: Mit

dem infinitesimalen Fl chenelement dA=dxdy in der xy-Ebene ist
dv = f(x,y)dA

das Volumen einer S ule der H he f(x,y) mit dem infinitesimalen Rechteckquer-
schnitt dA=dxdy ber dem Punkt {x,y} im Definitionsbereich A.
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Das Volumen V unter der Fl che z= f(x,y) ber der Grundfl che A k nnen wir

dann schreiben

by bx

V= [aV=] fixy dA = [{[| fixydady.
A

ay Ay

symbolische Schreibweise

Man muss also zun chst das innere Integral berechnen und dabei die y- Koordi-
nate wie eine Konstante behandeln; erst im zweiten Integrationsschritt wird dann

die y-Integration ausgef hrt.

Ist das Integrationsgebiet A kein achsenparalleles Rechteck, so werden die x- In-

tegrationsbereiche Funktionen von y

a(y)sx<b (y)
und es wird
by by(y)
V= [{ | flxydady.
ay ax(y)

y=const

Wenn sich das Integrationsgebiet A beispielsweise mit Polarkoordinaten
X =T CcosQ

Yy =rsing
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einfacher beschreiben 1 sst als in kartesischen Koordinaten, ist es zweckm 1ig,
die Integration in Polarkoordinaten auszuf hren. Der Integrand muss dann zu-

n chst in eine Funktion von r und ¢ umgewandelt werden:
J(x,y)= f(rcose,rsinp)=F(r,p).
Das F1 chenelement in Polarkoordinaten lautet
dA= (rdep)dr=rdrdo

und die entsprechende Integrationsvorschrift

P To (@)
Jf(x,y)dA: _[{ J F(r,p)rdride.
A o @)
V Beispiel 8.2.1
b
; h
y :z y
‘dA
z z
-b[2<y<b/2, r<r<r,
—-h/2<z<h/2; 0<¢p<2r
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F r ein Rechteck und einen Kreisring in der yz-Ebene sollen die F1 chenmomen-

te 2. Ordnung bezogen auf die y-Achse

berechnet werden. Beim Rechteck verwenden wir kartesische Koordinaten mit
dem Fl1 chenelement dA=dydz und beim Kreisring Polarkoordinaten mit dem
Fl chenelement dA=rdrd¢ und der Koordinatentransformation

Z=rsing.

Dabei ist zu ber cksichtigen

jsinzqod(p = %((p— singcosQ) .

Rechteck Kreisring
hf2 —b[2 27 Ty
2 .

I, = J { J 22 dy}dz, I, = J{j r?sinp rdrido,

~h/2 -b[2 0 1,

h/2 27

2 4 4.2

Iyy = J. z"bdz, Iyy = J‘%(ra -1, )sin"@do,

~h/2 0

_h’h, I, ==t -rh

v 127 Yy 4

V Beispiel 8.2.2

Die F1 che und der Schwerpunkt S eines zur x-Achse symmetrischen Kreisring-

sektors
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sind definiert durch die Integrale
1 1
A=J-dA, XS:Z.[XdA’ yS=ZJydA.
A A A
Wegen der Symmetrie bez glich der x-Achse wird yg=0.
a Tq a
A= J {j rdride = J %(ra2 —riz) do= (ra2 —riz)oc.
- I‘l. -
a Tgq a
J xdA= _[ {J r? cospdride = _[ %(ra3 - ris)cosgo do = %(ra3 - ris)sina,
A -a T -o
2 ra3 - rl-3 sino
Xg = g ) .
Ta — T @
Speziell f r den Halbkreis {r;=0, r,=R, oa=nr/2} wird
4
xg=—R=0,424R.
3
A

V Beispiel 8.2.3

2L X

Der F1 cheninhalt des Rechtecks mit einem parabelf rmigen Ausschnitt ist

L 2L L
A= [ { [ axidy= [ {2L-VLJy}dy
y=0 x=|Ly y=0

y=L 2, 4

2
A={2Ly—-JLZy*? —212_Z212_212
{2Ly 3y ¥ 3 3

y=0
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Kurvengeometrie

Eine Raumkurve wird durch einen Ortsvektor r beschrieben, dessen Komponen-
ten stetige und wenigstens st ckweise differenzierbare Funktionen eines Kurven-
parameters A sind:
X(A)
r(A)=x(A) e+ y(A) e, + z(A) e,=| y(A) |.

zZ(A)
Jedem Kurvenpunkt P ist eindeutig ein Wert des Kurvenparameters 1 zugeordnet.

Deshalb kann A auch als Koordinate von P auf der Raumkurve verwendet wer-

den.

Der Verbindungsvektor von zwei infinitesimal benachbarten Kurvenpunkten
P:(A) und Q:(4 + dA)

dx(2)/ dA
PQ=7(A+dA)—7(2) = d;(f) dA=|dyd)/dA|dA = dF
dz(A)/ dA

hat die L nge

ds=|di| = (dx/ dA)? +(dy/ dA)® + (dz/ dAY* dA
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die man auch Bogenelement nennt. Integriert man die Bogenelemente zwischen

den Kurvenpunkten P:(4,) und P:(4), so erh 1t man die Bogenl nge

A
s = [ (dx/ day? +(dy/ dr? +(dz! dAy® da..
Jo

der Raumkurve zwischen den beiden Punkten Po und P. Der Punkt Po wurde dabei

willk rlich als Nullpunkt der Bogenl ngenmessung gew hlt. Es gilt

ds(h) _
dA

dr())|
dz |

Da s(A) eine monoton wachsende Funktion von A ist, kann man die Umkehrfunk-
tion A = A(s) definieren. Aus der Identit t s = s(A(s)) folgt

ds_,_dsA) dA(s) Lo dy_ 1 1
ds  di ds’ ds  ds(A)/dA |dF/dA|

Wenn man die Bogenl nge s als Kurvenparameter in der Raumkurvendarstellung

benutzt,
x(S)
r(s)=x(s)e, + y(s)e, + z(s)é, =| y(s) |,
2(S)
wird
dx(s)/ ds
szzli—;ds: dy(s)/ ds|ds
dz(s)/ ds

und weil | drl = ds ist, muss dr/ds ein Einheitsvektor sein. Man nennt den
Vektor

dx(s)/ ds
=T aysrds|,  |egs)|=1
ds
dz(s)/ ds

Tangenteneinheitsvektor an die Raumkurve im Kurvenpunkt mit dem Ortsvek-

tor r(s).
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Liegt die Raumkurvendarstellung r(1) vor, so wird

dr(Ad) B dr(d) dA(s) B dr(A) /
B - da

e.(A) =
SM="0s T ds

dr(A)|
ar |

Die Ableitung des Tangenteneinheitsvektors e (s) nach der Bogenl nge s schrei-

ben wir
dey(s) 1
ds  p(s)

é.(s), € (9)=1

und nennen p(s) Kr mmungsradius, 1/p(s) Kr mmung und e (s) Hauptnor-
maleneinheitsvektor der Raumkurve im Punkt P mit dem Ortsvektor r(s). Da
e,(s) ein Einheitsvektor ist, gilt e (s)- e (s) =1 und deshalb wird

d{es(les(s)}:di}:0—> 28,0 - &y, =0.

Der Hauptnormaleneinheitsvektor ist also orthogonal zum Tangenteneinheits-

vektor.

RN
N

Krifmmungskreis ins

o
A

&,(s)
)

p(s)
\
\/

Raumkurve

Wenn die Parameterdarstellung r(1) verwendet wird, gilt

1. _dégdA_dég;/dA _deg/dA _|des/dA| des/dA
p " dids ds/di |dr/dA| |dr/dA| |dég/dA

b

. deég/dh 1 |de,/dA

eh =T —""7> = ".
|dé / dA p |ar/aj
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Den Vektor
e,(s):= e (s)x e,(s)

nennt man Binormaleneinheitsvektor im Kurvenpunkt P mit dem Ortsvektor
r(s). Er steht senkrecht auf der in diesem Punkt von den beiden Einheitsvektoren
és(s) und én(s) aufgespannten Schmiegebene der Raumkurve. In der Schmiege-
bene liegt in Richtung e_(s) im Abstand p(s) von r(s) aus der Mittelpunkt des

Kr mmungskreises, der die Raumkurve im Punkt P ber hrt.

Die drei zueinander orthogonalen Einheitsvektoren {e(s).e,(s),e,(s)} bilden das
begleitende Dreibein der Raumkurve. F r die nderungen dieser Vektoren gelten
die FRENETschen Formeln:

ds  p(s)

déy(s) 1 . 1

ds  p(e =0 9 @
d_éb(S):_ 1 é(S)

ds (s)

Der Quotient 1/7(s) ist die Windung der Raumkurve im Punkt P.

V¥ Beispiel 9.1

Die Punkte auf einer Schraubenlinie um die z - Achse mit der Gangh he h und

dem Grundkreisradius R besitzen die Ortsvektoren
Rcos¢
r(p)=| Rsing
he / (2r)
Hier ist der Winkel ¢ Kurvenparameter. Mit

—Rsing

—=| Rcoso |, i=\/R2+h2/(27r)2,

h/(2r)
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wird die Bogenl nge

Q —
dr
s)= | _(“’)‘ dp=\R2+h>/2n)? .
ol dv
Der Tangenteneinheitsvektor lautet
—Rsing
el(p)= 1 Rcos@
T R+ R212n)?
h/(2r)
Aus
—CosQ
des:deS@:des #1 - 5 | —sing :lén
ds dp ds dp|dr/idp| R?+h?/(2n) P
0

folgen Kr mmungsradius und Hauptnormaleneinheitsvektor der Schraubenlinie:

- , cos
:R +hR/(2ﬂ) , €,=—|sing |.
0

Wenn die Gangh he h = 0 wird, wird die Schraubenlinie zum Kreis mit dem Ra-

dius R und es ist dann nat rlich s = R¢ und p= R.
A
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V Beispiel 9.2

Mitunter kann es vorteilhaft sein, Zylinderkoordinaten zu verwenden.

Der Ortsvektor vom Ursprung O des kartesischen Koordinatensystems zum Punkt

P erh 1t dann die Darstellung

%
OP =rcosp e, +r1sing e, +ze,

Die Koordinatenlinien, bei denen sich nur jeweils eine Koordinate ndert und die
beiden anderen konstant gehalten werden, sind dann spezielle Raumkurven:
- die z-Koordinatenlinien, auf denen sich nur z ndert, sind zur z-Achse
parallele Geraden.
- Die r-Koordinatenlinien, auf denen sich nur r ndert, sind von der
z-Achse ausgehende Geraden parallel zur xy-Ebene,
- die ¢-Koordinatenlinien, auf denen sich nur ¢ ndert, sind zur xy-Ebene

parallele Kreise um die z-Achse,
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Die Tangenteneinheitsvektoren an diese Koordinatenlinien

%
- dOP/ dr - L
€ =—————=COSQ & +sngQ e,
| dOP/ drl
d%
P - -
€ :(l—/dq):—sin(o e, +cosp ey,
| dOP/ dg |
-
dOP/dz .
=" €
| dOP/ dz|

bilden in jedem Raumpunkt auf3erhalb der z-Achse eine lokale orthogonale
Basis von Einheitsvektoren: {e_ (), é(p(go), e,}.
Es gilt

&
e(p((P) =-e.(p).

de -
r((p) = e(p ((p H
dp dp
Jeden Vektor, der im Punkt P:(r, ¢, z) definiert ist, kann man in der lokalen Basis

{e (p).e o), e, } darstellen.
A

V Beispiel 9.3

Der Kreis in der xy-Ebene mit dem Radius R um den Punkt O erh 1t in Zylinder-
koordinaten die Darstellung

r(@)=R e (p) .
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¢ ist der Kurvenparameter.

Es wird
. dr . .
dr=——dp =R é,do, ds=|dr|= R dp, s=Ro.
dy
_ész df/dq):é(p’
| di/ do |
de, de,dp . 1 1. 1.
= D =TS =€,
ds dp ds ds/dp R p
p:R én:—ér

V¥ Beispiel 9.4

Wenn in der xy - Ebene ein Faden von einem Kreiszylinder abgewickelt wird, be-

schreibt der Endpunkt P des straff gespannten Fadens eine Kreisevolvente.

Der Ortsvektor des Punktes P 1 sst sich am besten in der Zylinderkoordinaten-

basis darstellen.
- -

5
F(p) = OP = OA+ AP = Ré,(9) - Rge, ().
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Aus dem Tangentenvektor

dr - -
%: Re,-Re,+Rpe.=Rpe;
mit dem Betrag
di
de

erhalten wir den Tangenteneinheitsvektor e_, das Bogenelement ds und die Bo-

genl nge s(¢) der Kreisevolvente:

é,=¢, ds=

ar . _ 19
d¢‘d¢—R¢d¢, s(<p)—2R<p-

Der Kr mmungsradius p und der Hauptnormaleneinheitsvektor én ergeben sich

aus der Definitionsgleichung

de, de,dp de, 1

1, _de,_desdp_ oL,
p ds dp ds dp ds/dp Ry
p= Ro, e, = €,

Der tangentiale Kontaktpunkt A des abgewickelten Fadens mit der Kreisscheibe
ist der Kr mmungsmittelpunkt zum Kreisevolventenpunkt P.

In der {e,, éy} — Basis lautet die Parameterdarstellung der Kreisevolvente

~ cos @ —sin@ R(cosp + @sing)
r)=R| - Ry = . .
sing N R(sin¢g — ¢ cos @)
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Kreisevolvente

Basiskreis N

'N
7
V/
/
/
/
/
/
/
/
/
~I

V¥ Beispiel 9.5

F r eine Ellipse berechne man in einem Ellipsenpunkt P den Tangenteneinheits-
vektor e, und den uBeren Normaleneinheitsvektor n sowie die Winkel, die die

Geraden von B, und B, nach P mit dem Normaleneinheitsvektor bilden.
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Die Ellipse mit den Halbachsen a und b und dem Abstand

e=\Va® - b?

der Punkte B, und B, von O kann in der Parameterdarstellung durch die Orts-
vektoren

acos A
N
r=OP=| bsinA |, 0<A<2m)
0

beschrieben werden; es gilt n mlich

x> +y_z_ (acos),)2 N (bsin),)2 _

— = 1.
a b a b
Der Tangentenvektor
—asin A

dF

L~ beosA

di

0

hat den Betrag

‘% = J(asin 2)? + (beos 2)? =: h(A),

also lautet der Tangenteneinheitsvektor im Punkt P

—asin A
é.= L bcos A
* h(A) '
0
Der uflere Normaleneinheitsvektor
—asinA 0 bcos A
ﬁ:ésx_éz:L bcosA [x| 0 =L asin A
h(A) h(4)
0 1 0

ist der negative Hauptnormaleneinheitsvektor: n = —e,,.

Aus den Ortsvektoren
e+ acos i —e+ acos A

- - - - . -
B P=BO+OP=| bsinA |=r1¢€, BP=B,0+0OP=| bsinA |=Ké,
0 0
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erhalten wir mit b2 = a2 — e2

n= \/(e+ acos)? +(bsin1)> = a+ ecosA,

= \/(—e+ acos1)” +(bsinA)*> = a-— ecos,

e+ acosA —e+ acos
o1 ) - 1 )
€ =—| bsind |, € =—| bsink
n 16}
0 0
- -

Die Winkel, die die Vektoren B;P und B,P mit dem uferen Normaleneinheits-
vektor n in P bilden, erhalten wir aus den Skalarprodukten der Einheitsvektoren

O{l = aI'CCOS(é1 . Fl), O{Z = arCCOS(éz . fi)’
Wegen
e -n 1 . ) b(ecos A+ a) b
i Thah) {(e+ acosA)bcosA+ bsinAasinA} = e _ e
& n= L {(—e+ acosA)bcos A+ bsinA asinA} = b(-ecosA+q) — b ,
2h(A) ph(A)  hid)

wird

0t = Oy, = arccos( b )

1= 0o = %

wobei

h) =V a? - € cos? 1 = (M (h)

geschrieben werden kann.

Ist die Ellipse die Erzeugende eines innen verspiegelten Hohlzylinders, so wird ein
Lichtstrahl von B, nach P in den Punkt B, reflektiert ( oder von B, nach P in
den Punkt B, ), weil der auf die Normalenrichtung bezogene Einfallswinkel gleich

dem Ausfallswinkel ist. Deshalb heif’en B, und B, Brennpunkte.
A
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V Beispiel 9.6

In der xy-Ebene sei
x =l (s,a) Y =ky(s,0)

die Parameterdarstellung einer Kurvenschar, wobei « der Scharparameter und s

der Kurvenparameter sein soll.

Hullkurve

Kurvenschar

Die bei Variation des Scharparameters entstehende Kurvenschar erzeugt die

H llkurve (Enveloppe)
X = hl(OC), y= h2 (o),

die von den Kurven der Kurvenschar tangential ber hrt wird.

h,() und h, () beschreiben die Lage des Ber hrungspunktes s() auf der Kurve

mit dem Scharparameter «. Es gilt also

h (o) = k;(s(@), ) h, (o) =k, (s(@),0) .

Der Tangentenvektor der H llkurve

- dhy(a). dhy(o).
=

und der Tangentenvektor an die Kurve mit dem Scharparameter « im Ber h-

rungspunkt s(o)

o3k

dl,
tk:{ as ex+—2

s ey}5=5(0!)

sind definitionsgem f parallel,
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deshalb gilt

fh Xt = 0
also
(dhl akz_dhz aklj _0
do ds do 9s )g g4
Aus
hy (o) = ky(s(), @) hy (@) = Iy (s(e), )
folgt

dhy ol ds g dhy dkyds Ok,
doo 9s do da’ do 9s do oda’

und deshalb lautet die obige Parallelit tsbedingung der Tangentenvektoren

dlq dk, _ dlg dky 0
da s 0s da

Diese Gleichung liefert die Funktion s(), mit der schlie8lich die Parameterdar-

stellung der H llkurve
x = hy(o) = k;(s(@), ) Yy =hy(@) = I (s(o), o)

berechnet werden kann.

V Beispiel 9.7

X X

Berechnet werden soll die H llkurve f r eine Stange der L nge L , die mit ihren

Endpunkten auf den kartesischen Koordinatenachsen gleitet.
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Die durch die Stange definierte Kurvenschar lautet

x = ssino =k (s,0) y=(L-s)cosa =k, (s,x)

wobei O < s < L ist.

Aus der H llkurvenbedingung
dig dkey  dlg dkey 0
Jdoe ds  ds do

folgt dann
—scoso cos o + sina (L — s)sino = 0,

und wir erhalten
s(q) = Lsin’a.

Daraus ergibt sich die Parameterdarstellung

x =k, (s(@),a) = Lsin’q,

y = k,(s(e), &) = Lcos’ar.
der in der folgenden Abbildung dargestellten H llkurve.

y/L
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V¥ Beispiel 9.8

Berechnet werden soll die H llkurve f r die Sekante eines rollenden Rades

(Radius r, Drehwinkel «).

Aus der Kurvenschar
x=ra—( —-h)sino + scoso ::kl(s,oc)

y=r—(T—h)cosa- ssina =k, (s,0)
ergibt sich die H llkurvenbedingung

dlq dl,, _ dlq dky 0
da s 0s da

—[r—(r—h)coso —ssina] sinac — cosof(r —h)sina— scosa] =0
also
S=rsino.
Daraus folgt f r die H llkurve:

x =k (s(@),0) =roe— (r —h)sina +rsina cos o

y=ky(s(),o)=r—( —h)cosax—r sin” ot

r=2, h=1,5 .
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V¥ Beispiel 9.9

Der Mittelpunkt einer sternf rmigen Scheibe, deren Rand aus vier Viertel-Kreis-
b gen (Radius r) besteht, wird auf einem Kreisbogen (Radius ~2 ) gef hrt. Ista
die Winkelkoordinate des Mittelpunktes, also der Scharparameter, so soll der
Drehwinkel der Scheibe doppelt so grof3 sein. Man berechne die H llkurve der
sternf rmigen Scheibe.

y

Die vier Abschnitte des Scheibenrandes werden durch vier Funktionenpaare be-
schrieben, wobei die Winkel S, ...,3, die abschnittsweise zust ndigen Kurvenpa-

rameter sind.
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D: & =r(1-sinf)), n=rl-cosp);

2): E=r(-1+ cosﬁz), n =r( - sin ﬁz);
3): E=r(-1+ sinﬁs), n=r1+cos ﬁs);
(4): E=r(1-cos ﬁ4), n=r(-1+ sinﬁ4);

Der k rzeste Abstand des Scheibenrandes vom Mittelpunkt ist
Ip = r(\/§ - ].)

Der Ortsvektor vom Ursprung des xy-Systems zu einem Punkt auf dem Scheiben-

rand lautet
R= (1 +r)ép +§é§ +nén;

e, =—-cosaqe —-sinae_, é =cosae +sinae ,
5 p a p x y

:—smaep+cosocea; ea :—SIHOCCX-FCOSO{ey;

| x cosQ —cos(2a) —sin(2x)
y sinQ —sin(2x) cos(2x)

Mit den Koordinaten

:fbl

x=+/2rcosa—Ecos(20) — nsin(2w),
y=+/2 rsina — &sin(2a) + ncos(2a),

bilden wir die Ableitungen

g_x =—J2 rsino + 2&sin(2a) — 2ncos(2x),
o
s—y =2 rcosa — 2&cos(2a) — 2nsin(2),
o

g—;i =— 5_51 cos(2x) — g—gl sin(2a),

aa—gi = —aa—gi sin(2x) + g—gicos@a),

f r die H llkurvenbedingung
ox dy Jdy dx _ o

da df; dadf;

{2 rsino + 2&sin(200) - 21 cos(2(x)}{—aa—5$in(2a) + %cos(za)} -

—{J2 rcosa — 2Ecos(2a)—2n sin(2a)}{—%cos(2a) - 887? sin(2a)} = 0.
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Daraus folgt zun chst die Bedingung,

ﬁr{ﬁcosowa—nsina} —258—5— 2na—n =0.

9P 9B; o, "B

die f r jeden der vier Randkurvenabschnitte mit dem entsprechenden & n-Funkti-

onenpaar ausgewertet werden muss.

Im Drehwinkelbereich O <o < g wird
&=r1-sinp)), n=r@-cospf),

9g am _ .
—=-rcosf3, ——=rsinf].
9By T 1

Wir erhalten damit die Bedingung
—cos fB; coso +sin fB; sino + \/Ecosﬁl - \/§sinﬁ1 =0,
—cosa +tan B sinat ++/2 —v/2 tan B} = 0,

cosoc—x/i_
sina—\/§ '

und die Parameterdarstellung des ersten Abschnitts der H llkurve:

B, = arctan

x=+2rcosa—Ecos(20) — nsin(2a),

=r(l-si , =r(- ,
y=\/§rsinoc—ésin(2a)+ncos(2oc), c=r-sinfy) n=rd-cosh)

Entsprechend gilt:

Drehwinkelbereich 2 <o <.

E=r(1+cosf,), n=r(l-sinf,),
95 _ 1 o __
2B, = —rsin Sy, 2B, =—rcos fBy.

—sin 35 cosa —cos By sina — \/Esin,BZ + \/Ecosﬁz =0,

—sino +v2
Bo =arctan—\/_.
cosa ++/2
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Drehwinkelbereich 7 <o < S?E

& =r(=1+sinfy), n=r(-1+cosfiy),
an :
——=rcos f33, —— =—rsin 3.
9Ps * 9P ’

cos B3 cosor —sin By sina — x/§sinﬂ3 + \/§cosﬁ3 =0,

Bs = arctanM.
sino + \/5
Drehwinkelbereich 377[ <o <L2rm.
E=r1—-cosfBy,), n=r(-1+sinpf,),

—2 =rsinfy, 8_n= rcos fy.

P4 9Py
sin B4 cosa +cos 34 sino — \/§Sinﬁ4 + \/Ecosﬁ4 =0,

—sinor—~/2
cosar—+/2
Das folgende Bild zeigt die H llkurve f r den Fall r =1.

B4 = arctan

1.0
L —
0.5 ( )
0.0
0.5 ( )
-1.0

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
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In der n chsten Abbildung ist die gesamte Kurvenschar dargestellt, wobei der
Scharparameter « in 5°- Schritten und dementsprechend die Drehwinkel der

Viertelkreisb gen des Randes in 10° - Schritten variieren.

‘ Y
A IOOCY X
TG WA
7|L .~$\\§\\\ O éi“ le
| “y” S " = Say A |
T "”7,/ \:\‘\‘\. -+
A N

Die berechneten H llkurvenabschnitte beginnen nicht in den Spitzen und h n-
gen nicht zusammen, wie man zun chst vermutet, sondern sind voneinander ge-
trennt.
In der folgenden Abbildung ist zur Erl uterung des Ergebnisses die Kurvenschar
in 1°- Schritten von 0° - 5° vergr fert dargestellt, so dass man den Beginn eines
H llkurvenabschnittes deutlich erkennen kann. Die Spitze der Radien hat die
Koordinate {x =0; y = 0} und die H llkurve beginnt im Punkt
{x=0,695r; y=0,040r} , der zum Parameterwert

a=0 — p;=arctan(1-1//2)
geh rt.
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V Beispiel 9.10

Gibt man die Kr mmung x einer ebenen Kurve als Funktion der Bogenl nge s

vor, so kann man die Parameterdarstellung r(s) der Kurve berechnen.
Aus

P(9)=24(8), ()= ——8,(5)=K(8)&y(S)
p(s)

X (s) O |X(s)| [-Y(s) xX'(s)
e(9)=1Y(9) |, eés)=¢é,xe(9)=0 x| y(s)|=| X(s) |. €&9)=Y"(s)|,
0 1 0 0 0

ergeben sich die Differentialgleichungen

x” +x(s)y =0,
Yy’ —k(s)x’=0.
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Mit dem L sungsansatz

X1 T4 X’ A
i (heda
Uyl A y’ Ag

erhalten wir das lineare Gleichungssystem
0)
0)

J k| A
—K 7 A2 -
[ e < s
det =(f)+xk“=0, - [ =tixk,

mit der Bedingung f r nichttriviale L sungen

K(S):=J.K(§)d§, K(0)=0. - J(s)=tiK(s)
0

Der dementsprechend reelle Ansatz

e f=xor|c
= cos(K(s))+ sin(K(s)),
v] |G Cy

C

G G 3 G| 0
- sin( K(s))+ cos(K(s)) + cos(K(s)) + sin(K(s)) = ,
Cs Cy -G -G 0
G C, 0 (&) Cs 0
- + = , + = R
Cs -G 0 Cy -G 0]

X] [ ¢ [
C,=C,, Cy,=—C;, > y = cos(K(s)) +

Mit der Anfangsbedingung e (0)=e, und wegen K(0)=0 wird:

o)l
= 14| |0, - C=1 Cy=0,
o] |-c o

X 1 0
l: ] = [ :|COS(K(S)) +{ ]sin(K(s)).
Yy 0 1

ergibt dann

%]_
sin( K(S)).

G
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x'(s)= cos(K(s)) - x(s)= J.COS(K(O'))dG,
0

y’(s) =sin(K(s)) - y(s)= JSiH(K(G))dO',
0

V Beispiel 9.11

Ist die Kr mmung eine lineare Funktion der Bogenl nge

S
K(S)=—,
L2

so wird nach den Ergebnissen von Beispiel 2.10

82

K(s)= —.
=5

s 0_2 s 62
= [cos(=)do, = [sin(—)do.
x(s) gcos(sz) y(s) {S“’(zﬁ)

Die durch diese Parameterdarstellung beschriebene Kurve wird Klotoide genannt.

Mit der Substitution

(o)
—_— = do=+2L
L & J2LdE
wird
s/(N2L) s/(\2L)
x($)=\2L [ cosE)df,  y)=V2L [ sin(E)dE.
0 0
Weil

° 1 |z 7. 1 |z
£COS(€2)d5=5\E, £81n(<§2)d§=5\/;,

ist, erhalten wir den ,Endpunkt” der Klotoide:

X(o0) = Y(eo) = gL.
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F r(L=2 0<s<10) ergibt sich die folgende Kurve:

3
/\
2
\,/
\’/
1
O /
0 1 2 3
Klotoide

V Beispiel 9.12

Wenn die Kr mmung durch das Gesetz
1 S
K(S)=—sin(2r—
(s) 7, sin L)
gegeben ist, erhalten wir nach den Ergebnissen von Beispiel 9.10

1% . o B L s
K(s)=— (j) sin(27 z)do = {1- cos(27 )

L
2rh

L
2rh

o
{1-cos(2m z})dO'.

x(8)= [cos(=—~{1-cos@n THdo,  y(s)= [sin(
0 L 0

Mit den speziellen Werten

L=1.0 h=0.3L, O0<s<L
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ergibt sich die Kurve

y I
/
0.4
0.2
0.0 ]
0.0 0.2 0.4 0.6 08 X

Die Kr mmung als Funktion der Bogenl nge s ist im folgenden Bild dargestellt:

4

K

2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 S 1.0
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V Beispiel 9.13

Man berechne die Schnittkurve eines Kreiszylinders (Radius r, z -Achse = Zylin-
derachse) mit einer Ebene, die mit der xy -Ebene den Winkel « bildet und die y -
Achse enth It.

Schnittebene

Kreiszylinder Kreiszylinder

Der Ortsvektor des Punktes P auf der Schnittkurve, also auf dem Zylinder und in
der geneigten &n-Ebene lautet:

- r o r r
OP =rcospe, +rsinge, +z(ple,,

——=tana, - z(¢p)=rtanocos @,

cos @

OP=r(cosp e, +sinp &, +tanacospe,)=r| sing

tano cos @
cos o 0
- — —_ — —_ —_ —_ —_
OP=(pé:+Mpé,; & =cosae,+sinaé,=| 0 |, & =¢=|1}
sino 0

cos
2
coso

%
Ep = OP- éé =r(cos@coso + tanocos@sinQ) =r
Mp =OP-en =rsing,

5132 77P2
=1.
(r/cosoc)2 ’ r

é—P =CcosQ, Uid =singQ, -
r/coso r

Die Schnittkurve ist eine Ellipse mit den Halbachsen (r/cose) auf der &-Achse

und r auf der n-Achse.
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V Beispiel 9.14

Man berechne die Parameterdarstellung der Schnittkurve zwischen dem Halb-
kreiszylinder (z >0) mit dem Radius R um die y-Achse und dem Halbkreiszylin-

der (z >0) mit dem Radius r < R um die zur x-Achse parallele Achse y=h.

Z VA

P P

/

R
—
— "o
o= O O

N

O Ax O h A y

Der Ortsvektor des Punktes P der Schnittkurve auf dem Zylinder parallel zur y-
Achse lautet:

%
OP=Rcosae, +(h— rcosﬁ)ey +Rsinoe,,.

Mit der geometrischen Bedingung:
Rsing=rsinf, o= arcsin(}—zsinﬁ), 0<B<n

ergibt sich schliefllich die Parameterdarstellung der Schnittkurve mit 8 als Kur-

venparameter:
Rcos(arcsin(}—g sin 3))
%
OP= h-rcos 3 , O<psm.
rsin 8
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V Beispiel 2.15

Man berechne die Schnittkurve zwischen einer Kugelfl che und einem Kreiszylin-

der.

Wir verwenden die Parameterdarstellungen der Kugelfl che
X; = Rsina cos 3, X, = Rsino sinf3, X4 = Rcosa,

O<a<m, 0<B<2m;

und der Kreiszylinderfl che

R )
Xy = X, Xo =——+TrsinA, Xa =TCOSA,
1=X 2 5 3

2r<R,, 0< A< 2r.

F r die Punkte auf der Schnittkurve, die auf der Kugel- und der Kreiszylinderfl -

che liegen, gilt dann:
X; = Rsinacos B,

-
ou(A) = arccos(—cos 1),
_§+ rsin A = Rsinasin 3, W (R )

—R+2rsink

= Zv = n(——— .
rcosA = Rcosa. B(A) = arcsin( 2Rsina(l)

Somit lautet die Parameterdarstellung der Schnittkurve:

X1 (A) = Rsina(A)cos (1), Xo(A)= —g + rsinA, X3(A)=rcosA.

(R=3, r=1,2)
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V Beispiel 9.16

Man bestimme die Parameterdarstellung {x(1),y(4),z(1)} einer Achterbahn ber
zwei Grundkreisen in der xy-Ebene, deren z-Koordinate durch vier cos-Funkti-
onssegmente beschrieben wird. AnschlieSend berechne man den Kr mmungsradi-

us der Bahn als Funktion von A.

Grundkreise in der xy-Ebene y

2
N
1 N\
P \
r - N\ \r
- - AN
A \—27
0 - X
-1
O<=A<2m 2n<A<=4r
-2
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
H henprofil ber den Grundkreisen
z/h
3
2
1
0

0° 90° 180° 270° 360° 450° 540° 630° 720°
A
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Achterbahn
Wegen

3+cos(A—m)=3-cosA, 2—cos(A —2m) =2—cosA, 1+cos(A—3m)=1-cosA

erhalten wir die folgenden Koordinaten der Raumkurve als Funktionen des Kur-

venparameters A sowie ihre ersten und zweiten Ableitungen nach 4:

x() y(A) zZ(A)

0<A<m |r(-1+cosA) rsinA 2h(1-cosA)
mn<A<2x | r(-1+cosAd) rsinA h(3-cosA)

2r<A<3m | rl—-cosA) rsind 2h(2-cosd)
3r<A<4m | rl—-cosAd) rsinA 3h(l-cosd)

XAy  ZQ) X'V Yy 2’
O<A<m |-rsind rcosA 2hsind O<A<m |-rcosA -rsinA 2hcosA
T<A<2m | -rsinA rcosA hsind m<A<2r |-rcosA -rsinA hcosA
2n <A<3m | rsinA rcosA 2hsind 2n<A<3m | rcosA -rsinA 2hcosA
3n<A<4m | rsinA rcosA 3hsind 3n<A<4m | rcosA -rsindA 3hcosi
x x
%: v, %z{x’z+y’2+z’2}l/2, és(l):{)d2+y2+z’2}_l/2 v |

4 4
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dr| /|de
Kr dius p=|--|/|=2],
mmungsra mus p 7 / dA
X X’
des, XxX'+yy' +727' nn 1 )
dﬂ/ {X/Z + y/2 + 212}3/2 {)(2 + yz + 2/2}1/2 ?
Z A

W2+ 2% -xXyy -xXZ7

deg 1 2., 2
= —XYX' +(Z2+ X -y Z7Z |,
da {){2+y2+2’2}3/2 "J ( )g g
—XZX -yZY +(X?+y?)7’
p
3.0 / \
// \\
B \ // \\
1.5
0° 90° 180° 270° 360° 450° 540° 630° 720°

V Beispiel 9.17

A

Auf einer Kugelfl che (Radius r = 2) soll die Parameterdarstellung einer Spirale

mit der Steigung Ad¥=r/4 im Intervall 0 < ¢ <27 in Kugelkoordinaten berechnet

werden und daraus der Kr mmungsradius p als Funktion des Winkels ¢, der als

Kurvenparameter verwendet werden soll.
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Aus den Beziehungen zwischen den kartesischen Koordinaten und den Kugelko-
ordinaten folgt

x(@) = rsin(AY 21)005(/) = rsin(p/8)cos @,
V1

y(@) = rsin(Ad 2£)sin(0 = rsin(¢p/8)sin@, 0<@p<8r
T

2) = reos(AD L) = reos(g/8).
2

Dann wird

X () = r{% cos(@/8)cos @ —sin(¢p/8)sin )},
y(p)= r{% cos(@/8)sin¢ + sin(¢/8)cos )}, 0<p<8rn

1
Z(p)= —rg sin(@/8).
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1 . 1 . .
xX'(@)= r{—a sin(@/8)cos ¢ — Zcos((p/S) sin@ — sin(¢/8)cos ¢},
Y’ ()= r{—6i43in((p/8) sing + icos(q)/S) cos @ —sin(¢p/8)sin @}, 0<@p<8r
Z'(p)= —r6i4 cos(¢/8).
Die Auswertung erfolgt nach den Formeln
xX X
Iy Dy e 2% elp= 1y + 2272 y |
dy dep
4
Y2+ 23X - XYy - X272
deé, 1 5 o dr / de
= - XyYxX'+(Z°+ XV -yzZz |, = 51,
d([) {)(2 i y,2 + 2,2}3/2 y, ( )y, y, Y d§0 d‘P

_XZX' -yZy + (X2 +y?)z’

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

0° 180° 360° 540° 720° 900° 1080° 1260° 1440°
¢
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V Beispiel 9.18

y
- T~
,~ b
/ i T _; (Ellipsenpunkt)
[ / A :Fi
| a / ) X
. g /
/
N -

Man berechne die Kr mmungsradien einer Ellipse, die durch die Parameterdar-

stellung
x(A) =acosA, y(A) =bsinA

beschrieben wird.

Aus den allgemeinen Formeln

dar | X dr 5 9.19 L dF /‘ dr
_—= y — = X/ + / S = — —,
dé, 1 y2x - XYy’ s / dé,
A (X2 yy V| ey s 2y | arlf | drl
folgt mit
x"=—-asinA, Yy =bcosA,
x” =—acosA, y” =-bsinA,

‘%‘ = {a2 sin?1 + b? 00521}1/2,

—ab®cos A
% = {a®sin®A + b* cosz/l}s/z{ ],

—a®bsin A

D = {&?sin’A + b? cosz/l}_?’/2 ab{b? cos’ A + a® sin27L}1/2.
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F r die Kr mmungsradien der Ellipse mit den Halbachsen a und b ergibt sich

damit

{a?sin’A + b? 00521}3/2

p(A) = b

F r die Scheitelpunkte auf der x-Achse wird

b2
p0)=p(rr)=—,
a

und { r die Scheitelpunkte auf der y-Achse

a2
p(r/2) = p(Bm/2)=—.
p
5
4 R RN .~ \\\
, "/ \\\y N / Va \‘\ \\
3 / ’,/ ‘\\ \ // ,/ \.\ \\
9 // . ‘\\ \\ // N \\\ \\ (a=4, b =3)
VAT AN s \ AN
, B N 7o ' ~
. L~ ’,/ \\‘ ~ 7 X \ \*(a=3, b =2)
- R ~a=2, b=1)
0

0° 30° 60° 90° 120° 150° 180° 210° 240° 270° 300° 330° 360°
A

V¥ Beispiel 9.19

Man berechne f r zwei Punkte auf einer Kugelfl che (Radius R) ihren Abstand
entlang des sie verbindenden Breitenkreises und entlang des von ihnen definier-

ten Grof3kreises. Auflerdem bestimme man die Beschreibung des Grof3kreises.

Wir verwenden ein von den blichen Kugelkoordinaten abweichendes Koordina-
tensystem, das auf den quator in der xy-Ebene bezogen ist. Auf den Meridianen
orientieren wir uns mit dem Winkel ¢, auf den Breitenkreisen mit dem Winkel ¢:
Stdpol: ¥ =-7/2,
Aquator: =0, 0<¢<2nm.
Nordpol: ¢ =7/2.
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Der Ortsvektor eines Kugelfl chenpunktes P lautet dann:
cos ¥ cos @
r=Rép=R| cosvIsing |.
sin ¥}

Durch zwei Punkte auf der Kugelfl che ist ein Grof3kreis bestimmt, dessen Mit-

telpunkt im Kugelmittelpunkt liegt. Die beiden Ortsvektoren

cos ¥ cos ¢ cos g COS g
Reép = R| costysing |, Reép, = R| cosUysing, |,
sind; sin g

liegen in der Kreisebene und bilden miteinander den Winkel o , wobei
cost cos@y | | costy cospy
cosQ =ep - ep, =| cosVysing@ |-| cosVysingy |,
sin sin vy
COS & =C0s B, COS ; COS U, COS P, + COs T sin@; cos Vy, sin@, + sin B, sin Vs,
coso = cos V) cosV, cos(Q, — @) + sin ¥, sin ¥,
ist. Die Entfernung der beiden Punkte auf dem Grof3kreis ist
Sgk) = Ro
Wenn insbesondere die beiden Punkte auf einem Breitenkreis 9, = 4, = 9, liegen,
wird
coso = 0052190 cos(@y — @) + sin” I,.
Die Entfernung der beiden Punkte 1 ngs des Breitenkreises ist
Sigk) = (@9 — @) Rcos Y-
F r die speziellen Werte o, = 45°, ¢, — ¢, = 90° wird
o = arccos(1/2)=1.047,

Sk, = 1.047R,

n N2
SBk) = =R—=1111R
(BK) 2 2
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Die k rzeste Verbindung von zwei Punkten auf der Kugeloberfl che liegt auf dem
GroB3kreis, den die beiden Kugelfl chenpunkte definieren. Die Grof3kreise sind die
geod tischen Linien der Kugelfl che.

Hat die Ebene eines Grof3kreises den Normalenvektor

so muss die Ortsvektoren zu den Punkten des Grof3kreises

cos}cos
= R| cos?sin@
sin )

die Orthogonalit tsbedingung
costdcos@ | [n,

T Tygk) = R| cosPsing || n, |=0

sin®} n,

erf llen.
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Daraus ergibt sich eine Beziehung zwischen den Winkeln ¢ und ¢:

n, cos¥cos @ +n, cos¥sinp+n,sind = 0,

y

n,cosQ+n,sing
tanv = — Y ,

n,

n, cos@ + 1, sin
() = arctan(— a7 (0), (—m/2< 0 <7/2)
_nz

Damit lautet die Parameterdarstellung des geneigten Grof3kreises mit der Kreis-
ebenennormalen n,

cos }(¢)cos

TGK) (@) = R| cos¥(@)sing |.
sin9(e)

Die Tangentenvektoren an den Grof3kreis lauten

—sin(@)cos @ —sin@
f(go) = % = R{| —sin}(¢)sin@ % + cost Q)| cos@ |},
cos () 0
dd(o)

()= R{&y(3(¢),0) +sin ()&, ()}

d(p) ~ Nny(n,sing—n,cosy)
dy nZ2 + (1, cos@ +ny sin (p)2 .

Um den Grof3kreis durch zwei Punkte P,:(3d,,¢,) und P,:(9,,¢,) auf der Kugelfl

che zu beschreiben, setzen wir
cos ¥ cos @ COS Uy COS Py cos ¥ sin @y sin ¥ — cos g sin Qg sin

n=ep X eép, =| cosVysing |X| cosysingy |=| cosVy cosPy sinv; — cos v cos@;sindy |.

sin sindy cos ¥ cos Uq sin(¢g — @)
cosH(p)cos @
n, cos +n,sin
¥() = arctan( xCOSPT My (p)’ F(GK)((p) = R| cost(@)sin@ |.

sint(@)
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Im Bild sind die Punkte
P:(¢ = 0°,09 = 40°), P,:(p = 40°,9 = -30°),
der entsprechende Grof3kreis, die Meridiane (gepunktet)
(¢ =0°), (@ =90°),(¢p =180°),(p = 270°)

und der quator (¥ = 0°) dargestellt.
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Matrizenrechnung

Eine n xm -Matrix [ A] ist ein rechteckiges Zahlenschema mit n Zeilen und m
Spalten. Die Matrixelemente werden mit zwei Indizes gekennzeichnet, wobei im-
mer

der erste Index der Zeilenindex und

der zweite der Spaltenindex

ist; das Element der Matrix [ A] in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte wird also

mit Al.j bezeichnet. Ist beispielsweise [ A] eine 2 x 3 -Matrix, so lautet die Matrix-

Ap A Agg
[A]l= )
Agy Agg Agg

darstellung

Die Multiplikation einer Matrix [ A] mit einer Zahl A ergibt eine Matrix [ B] glei-

cher Form:
[Bl=A[A] & Bij:/lAy-, i=12,...n j=12,.,m

Weiterhin gilt bei Matrizen gleicher Form

[C]=A[A]l+u[B] & Cy-:),Ay+uBi-, i=12,...n j=12,.,m

Unter dem Transponieren einer Matrix — notiert durch ein hochgestelltes T nach

dem Matrizensymbol — verstehen wir den Austausch von Zeilen und Spalten:

2 12
2 -4 187
=-4 9
12 9 -2
18 -2

Beim Transponieren entsteht also aus einer n x m -Matrix eine m X n -Matrix:
T T T . .
[A"]=][A] & A ij:Aﬁ, i=12,...n j=12,...m

Bei einer quadratischen Matrix sind Zeilen- und Spaltenzahl gleich grof3. Die
Matrixpl tze auf der Diagonalen von links oben nach rechts unten bilden die
Hauptdiagonale; die Matrixelemente auf der Hauptdiagonalen haben gleiche In-

dizes:



Matrizen 10 - 2

[A]l=| ... A9y .. Hauptdiagonalelemente von [A]
Az

Die Summe der Hauptdiagonalelemente nennt man die Spur der Matrix:

n
Spur[ A] = Z Aii'
i=1
Eine quadratische n xn -Matrix [D] heif3t symmetrisch, wenn
[DI=[D", & Dy=Dj ij=12..n

ist.

Die quadratische Matrix [ B] heif3t schiefsymmetrisch, wenn

[BI"=-IBl, & Bj=-By, ij=12..n

ist. Die Hauptdiagonalelemente einer schiefsymmetrischen Matrix sind definiti-

onsgem f3 null.
Jede quadratische Matrix [ A] kann als Summe einer symmetrischen und einer
schiefsymmetrischen Matrix dargestellt werden:

[Al=1(AI+[A1T) + 2(AI-[A]D)

symmetrisch schiefsymmetrisch

2 34 -4 2 21 5 0O 13 -9
8 -12 6 |=(21 -12 2 |+|-13 O 4
14 -2 -16 5 2 -16 9 4 O

symmetrisch schiefsymmetrisch

Die Determinante einer quadratischen Matrix ist eine Zahl, die nach bestimm-
ten Regeln aus den Elementen der Matrix berechnet wird.

Bei einer 2 x 2— Matrix wird definiert

2
det[ Algyp = Y, €jA Ay ;.
i j=1
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Dabei hat das Permutationssymbol e; die Bedeutung
+1 far =12
e;=+-1 far i{=21
0 far i=j

also wird
det[ Aloxo = Aj1Age — A1 Agg.

Die Determinante einer 3 x 3— Matrix ist definiert durch

3
det{ Algxz = D, ejicAriAgjAgic
i j.ke=1

Das Permutationssymbol €ijic bedeutet

+1 far ijk=123, 231, 312
gjie =1—1 far ijk=213, 321, 132
0 bei zwei oder drei gleichen Indizes

Diese Definition besagt: e._ hat den Wert +1 , wenn die Indexfolge ijk durch

ijke
eine gerade Anzahl von Vertauschungen in die Reihenfolge 123 gebracht werden
kann und den Wert -1, wenn die Anzahl der erforderlichen Vertauschungen un-

gerade ist.

Die Determinante der 3 x 3 - Matrix [ A] kann also geschrieben werden:

det[ Algxg = Aj1Aga Azz + A13Ag 1 Agg + Ajg Aoz Azy —
— A1 A3 A39 — Aj3Agg Ag) — Ajg Ag 1 Ass.

Dieses Ergebnis erh 1t man auch, wenn man beispielsweise die Matrixelemente
der 1. Spalte: A;;,A9; und Ag; mit (+1,-1,+1) multipliziert, die so ge nderten
Matrixelemente dann mit den jeweiligen 2 x 2 Unterdeterminanten multipliziert

und anschlief3end alle Produkte addiert:
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All A12 A13 All A12 A13 All A12 A13
A21 A22 A23 A21 A22 A23 A21 A22 A23
AS 1 A32 ASS A3 1 A32 A33 —A31 A32 A33

Agy Ags Ay Agg Ay Agg
det[A]= A1 ] det - A21 det + A31 det|
A32 ASS A32 A33 _ A22 A23

Vorzeichen beachten

Das Rechenschema funktioniert entsprechend, wenn man die Determinante nach
einer beliebigen Zeile oder Spalte entwickelt. Man muss dabei nur das schach-
brettartige Multiplikationsschema der Matrixelemente mit +1 und -1 beachten:

+1 -1 +1
-1 +1 -1
+1 -1 +1
All A12 A13 All A12 AIS All A12 A13
A21 A22 A23 A21 A22 A23 A21 A22 A23
A31 A32 A33 A31 A32 A33 A31 A32 A33
A21 A23 All A13 All A13
det[A]= —A12 det + A22 det — A32 det]
A31 ASS A31 A33 A21 A23
Vorzeichen beachten Vorzeichen beachten

F r die Berechnung der Determinanten von grof3en Matrizen gibt es spezielle nu-

merische Verfahren.

Die Determinante einer quadratischen Matrix wird null, wenn eine Zeile (Spalte)

eine Linearkombination der brigen Zeilen (Spalten) ist.

Aus den Eigenschaften der Permutationssymbole folgt, dass das Vertauschen
zweier Zeilen (Spalten) der Matrix zu einem Vorzeichenwechsel der Determinante
f hrt.
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Eine quadratische Matrix heif3t singul r, wenn ihre Determinante null ist.

Transponieren einer Matrix ndert nicht den Wert ihrer Determinante.

Die Matrizenmultiplikation einer n X p - Matrix [ A] mit einer p xm - Matrix
[B] liefert eine n xm - Matrix [C] mit den Matrixelementen

p i=12,...n
[CI=[A][B] & Cj= AyBy.

k=1 j= 1,2,...,m
Die Matrizenmultiplikation 1 sst sich also nur ausf hren, wenn die Zahl der
Spalten des ersten Faktors gleich der Zahl der Zeilen des zweiten Faktors ist; das
Matrixelement Cl.j ist die Produktsumme der Elemente in der i-ten Zeile von [A]
mit den Elementen in der j-ten Spalte von [B].

Wenn man die zu multiplizierenden Matrizen wie in dem folgenden Schema f r
eine 2 x 4 - Matrix [A] und eine 4 x 3 - Matrix [B] anordnet, kann man die Multi-
plikation leicht ausf hren: Man multipliziert die sich an einem Elementplatz
kreuzenden Zeilen und Spalten der Matrizen [ A] und [ B] elementweise miteinan-
der und addiert die Produkte

By

Byy

Bsy
B42

Ag; Agg Agg A24"-~- Coo ]

4
Cog = A9 Big + Agg Byg + Ag3Bsg + Agy Byg = 2 Ao Bio

k=1
2 3 -1
4 2 0
=[B]
0 5 5
2 6 3]

1 2 3 4718 38 26
[A]= =[C]=[A][B]
4 3 2 1122 22 9
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In der Programmiersprache C wird beispielsweise die Matrizenmultiplikation fol-
gendermaf3en formuliert: Zuerst werden die Speicherpl tze f r die Ergebnismatrix
[C] mit null belegt und anschlieSend werden die Elemente von [C] zeilenweise
berechnet, wobei p die Zahl der Spalten der Matrix [ A] und auch die Zahl der
Zeilen der Matrix [B] ist.
for (i=1; i<=n; i++)
for (j=1;j<=nyj++)
CI1[1=0.0;
for (i=1; i<=n; i++)
for (j=1;j<=nyj++)
for (k=1 k<=p;k++)
Cl[] += Alillk] * Bk jl;

Die quadratische Einheitsmatrix [1] hat die Matrixelemente

lwenni=j
y':

Lj=12,.,n
O wenn i# j

6ij nennt man auch KRONECKERsches Deltasymbol. F r n =3 ist beispielswei-

se
1 0O 1 0O

[11={0 1 O[[1]=|0 1 O}
0 01 0 01

Sind [1] und [A] n xn-Matrizen, so gilt
LAI[1]=[1I[A]=[Al

Bei quadratischen n xn - Matrizen [A] und [B] sind die Produkte [ A][ B] und
[ B[ A] definiert, aber es gilt in der Regel:

[Al[B]#[BI[ Al

Das Produkt quadratischer Matrizen ist nicht kommutativ!

Die Determinante des Produktes zweier quadratischer Matrizen ist gleich dem

Produkt der Determinanten der einzelnen Matrizen:

det([ A][ B]) = det[ A]det[ BJ.
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F r das Transponieren von Matrizenprodukten gilt
([AIB)" =[BI'[Al".

Das innere Produkt von zwei quadratischen Matrizen [A] und [B] ist definiert
durch

[A1-1B)=Spur(AT'(B)= Y. Y AyB
i=1 j=1
Eine spezielle Matrix ist die einspaltige Matrix mit n Zeilen. Wir bezeichnen sie

als n-komponentigen Vektor und schreiben

U

% T
{v} = ; {v}" =[y vy ... v,]

Un

Der transponierte Vektor ist also eine einzeilige Matrix.

F r das innere Produkt von zwei n-komponentigen Vektoren gilt:
(- v} = Spurcy () = Y
i=1

Mit Hilfe von Vektoren und Matrizen 1 sst sich ein inhomogenes lineares Glei-

chungssystem f r n Unbekannte x,x,,...,x,, schreiben

(A ={b} & 2 - i=1,2,...n

-1

Wenn die zur Matrix [A] inverse Matrix [ A] ~ existiert, die die Eigenschaft

[AT'[A]=[1]
besitzt, 1 sst sich die L sung des linearen Gleichungssystems formal schreiben
{x} = [AI"{b}.

Bei einer 2 x 2 - Matrix ist beispielsweise

A Apg N 1 Agg  —Ajg
[A]= , [A] " = .
Ay Ay A1 Agg — A1p Aoy | - Ay Ay
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[A]! existiert also, wenn det[ A]= A1 Agg — AjgAg1 20  ist.

Al A || X B by . X1 1 Agg A | b
A1 Agg || X ) by Xo  det[A] —Agy1 A | bk ’
a1 Agoby — Ajgby
X  det[A] ~Agiby+ Apyby |

Wenn die Zahl der Unbekannten nicht zu grof ist, 1 sst sich meistens das Elimi-
nationsverfahren leicht anwenden: Man multipliziert die Gleichungen mit geeig-
neten Faktoren so, dass man durch Kombination der modifizierten Gleichungen
nur noch eine Gleichung f r eine Unbekannte beh It. Das wiederholt man so

lange, bis alle Unbekannten berechnet sind.

Grof3e lineare Gleichungssysteme 1 st man mit Hilfe von effizienten Computer-

programmen, beispielsweise nach dem GAUSS-Verfahren.

F r Gleichungssysteme mit symmetrischer Koeffizientenmatrix [K] ist es
zweckm Big, die L'DL - Zerlegung der Matrix [K] in das Produkt einer linken

unteren Dreiecksmatrix [L]T

, einer Diagonalmatrix [D] und einer oberen rechten
Dreiecksmatrix [L] anzuwenden, die sich schematisch zeilenweise durchf hren

und leicht programmieren 1 sst

[K]=[LI"[D][L].

(1 Ly Ls Ly, | ‘D, O O 0
0 1 Iy Lyn 0O Dy O 0
[L]={0 O 1 Ly, |, [D]l=| O 0O Dsj 0
0 0 0 O 1 | | 0 0] O O Dy,
Das urspr ngliche Gleichungssystem
[K]{v} = {F}

lautet dann

(LT[ D[ LI{v} = {F}
{wy}
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Durch Vorw rtseinsetzen (von oben nach unten) bestimmt man zun chst den

Vektor {w}, danach aus dem Gleichungssystem

[ D][ LI{v} = {w}
{u}

den Vektor {u} und schlie8lich aus dem Gleichungssystem
[LI{v} = {u}

durch R ckw rtseinsetzen (von unten nach oben) den Vektor {v}.

Die Determinante der Matrix ist gleich dem Produkt der Elemente der Diagonal-

matrix [D] .

V¥ Beispiel 10.1

L sung eines linearen Gleichungssystems nach der Eliminationsmethode.

In dem linearen Gleichungssystem

2 3 3|x -20 2x, +3x, —3x, =20,
5 0 2| x|=|20 - 5x,+2x4 =20,

eliminieren wir zun chst die Unbekannte x,, indem wir die erste Gleichung mit
+4, die zweite mit -3 multiplizieren und dann die ge nderten Gleichungen addie-

ren:
8x1 +12x2 —12x3 =-80,

— —x, —15x,=—T77.
~9x, —12x, - 3x, =3, M170%s

Aus der zweiten Gleichung des urspr nglichen Gleichungssystems und dieser

neuen Gleichung f r x; und x4
5x1 + 2x3 =20,

—X, —15x3 =-77,
erhalten wir nach Elimination von x,
~73x5=-365 —  Xx3=5
und damit
x,=77-15x5 — x;=2.
Schliefllich folgt aus der urspr nglich ersten Gleichung

3x2 :—20—2x1+3x3:—9 - x2:—3.
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V¥ Beispiel 10.2

Ausf hrliche Beschreibung der L'DL - Zerlegung.

F r eine symmetrische 4 x4 - Matrix [K] gestaltet sich die systematische Gene-
rierung der Matrizen [D] und [L] nach dem folgenden Schema, in dem erkennbar
ist, dass in jeder Gleichung nur die Ergebnisse der davor stehenden Gleichungen
gebraucht werden und die Speicherpl tze der [K]- Matrix mit den Elementen der
[D]- und [L]- Matrizen schrittweise berschrieben werden k nnen.

D :K11 - D11

DiLiy=Ky = Ly,

Dily3=K;3 = L4

DiLi,=Kyy = Ly

D,,+D L >=K,, — D,,
DyoLogtDydyolig=Kyg = Lyg
Dyolgs+Dyilylyy=Kyy — Ly,

D,,+D L >+D,L,>=K,, — Dg,
Dgglgq+Dylyslig+Dgolgslgy=Kgy — Lgy
D, ,+Dy Ly *+Dyoly > +Dgely,*=K,, — D,

In drei L sungsschritten {w} — {u} — {v} erhalten wir dann den L sungsvek-
tor {v} des urspr nglichen Gleichungssystems [K]{v}={F}:

wle1 - W,

L S +W :F2 - w,

L1§v1+L23w2+w F3 - W,

L14w1+L24w2+L34w3+w4 :F4 - w,
Dy, =w; — uy Uy tLypy+Ly s+l o, =0 = v
D My =W, — U, vz+L2303+L24v4—u2 - 0,
D33u3 w, — U, v3+L341)4=u3 — Uy
Dyu,=w, — u, v,=u, — U,
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Wir benutzen f r die Darstellung von Vektoren im dreidimensionalen Raum eine
orthonormierte Basis mit den Einheitsvektoren {él,éz,ég}. Der Vektor w kann

dann geschrieben werden:

Das mit zwei Vektoren a und b gebildete dyadische Produkt (a ® b) vermittelt
definitionsgem B die folgende lineare Abbildung des Vektors u in den Vektor v :

3 3 3
Jj=1 i=1 j=1
3
ULZZaleuJ, l:1,2,3
Jj=1

Wenn wir dem dyadischen Produkt die Matrixdarstellung

q ab  ab, abs
a®b=|a [by by by]=|aby by apby
as agby azby agbs

zuordnen und die Vektoren u und v als einspaltige Matrizen schreiben, erhalten

wir die Matrixdarstellung der linearen Abbildung u — v
U ab  aby, abs |
D=(a®bi - |wp|=|a;h @b bl |

U3 agb, aghby agbs || ug
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F r das Rechnen mit dyadischen Produkten gelten die folgenden Regeln:
(A, u: reelle Zahlen)

(d ®b)(AU + uv) = L@ ® b)u + u(a ® b)y,
a® b + uc) = Md ®b) + ua® c),
(Ad+ub)®¢ = Md ®¢)+ ub ® ¢),
AMa®b) = (Aa ®b) = (a® Ab),
3
(@a®b)(e® d)=(b-é)a® d)= (D bc)(a® d.
i=1
Das zu (a ® 5) transponierte dyadische Produkt ist definiert durch
@®b) = (b ®a.
Operatoren, die einen Vektor linear in einen anderen Vektor abbilden, nennt man

Tensoren zweiter Stufe; dyadische Produkte sind also spezielle Tensoren.

Die mit den kartesischen (orthonormierten) Basisvektoren {e,,e,,e;} gebildeten
dyadischen Produkte (él. ®e j)besitzen eine besonders einfache Matrixdarstellung:
In Zeile i und Spalte j steht eine 1, alle brigen Matrixelemente sind null. So gilt

beispielsweise
0 01 0O 0O

(_é1®_é3): O O O, (_é3®_é3): O O O
0 0O 0 01

Die Matrix eines beliebigen Tensors T,
T1 Te T3
T=T Ty s
Ty Tzo T33
der die lineare Abbildung
U T, T Ts|w 5
D=Tl - |y |=|T By Bs|w| > v= Ty
J=1

U3 | |13 Tzg T33 | U3

vermittelt,
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kann zerlegt werden in die Summe von Matrizen

T, To T3 1 00 010 000
T= Bl Bz BS =’T11 O O O +712 O O O +...+7;33 O O O .
Ty Te Tis 000 000 00 1

Dieser Zerlegung entspricht die Darstellung

3 3
T=T,&®8)+ (g ®&)+..+ Tz(&3083)=), > T;(&®e)).
i=1 j=1

In Analogie zur Darstellung eines Vektors

U=1h€ + Uy + Uge3 = Zuiei
i=1

wobei die Einheitsvektoren e, die Basis der Darstellung bilden, nennt man die
neun dyadischen Produkte (éi ®e J.) eine Basis f r die Darstellung von Tensoren
zweiter Stufe. Die Matrixelemente T; sind die Komponenten des Tensors T in

der dyadischen Basis (e, ®e -

Ein spezieller Tensor ist der Einheitstensor

3 3
1= 22% Oy =

{ 1 wenn i=j ist,
i=1 j=1

O wenn i# j ist;

~

1 00
1=8,0¢+&,®e+e;®e;=0 1 0,
00 1

der Einheitstensor bildet jeden Vektor in sich ab:

:1

1u=

Das Produkt zweier Tensoren

3 3 3
2 S=Zzskl_ék®él,

k=11=1

L'Mw

—

ist definiert durch

3 3 3 3 3 3 3
U=TS=) > > > T;S4@&®e)&®e)=2.> > > T;Sud (& ®e).
i=1 j=1k=11=1 =1 j=1k=11=1

3
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wobei

ber cksichtigt wurde. Es wird also

3 3 3 3 3
D2 Un(®e)=3 > > T;S;(&®8e),
i=11=1 i=1 j=11=1
3
Ull - 2 ’IZISJl
j=1

Die Matrix des Tensors U ist das Produkt der Matrizen der Tensoren T und S:

U, Usg Us Ty Ts Ts|S1 S Ss
Uy Usg Uss |=|To1 Ty Tz |[So1 Sea Sos s
Us; Usg Uss I3; T3 133 |[Ss; Sza Sss

also beispielsweise
Ups = T51S;3 + Ty3S93 + T53S33.

F r das Transponieren eines Tensorproduktes gilt die folgende Regel:
(AB)" = B"TAT.

Das Produkt eines Tensors F mit seinem transponierten Tensor F' ist ein Ssym-
metrischer Tensor
C=FF'
denn es gilt
c’ = FFH = (F"Y'FT = FF" =C.

Der zum Tensor A inverse Tensor A~ hat die Eigenschaft

AlAa=1
Wegen
AA''A)=A1=A, @AA HA=A
gilt auch
AA ' =1,

Ein orthogonaler Tensor Q hat definitionsgem 8 die Eigenschaft

g'=9" - 99" =9'9-=1.
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Wir definieren nun das innere (skalare) Produkt zweier dyadischer Produkte
durch die Vorschrift
3 3
(a®b)-(¢®d)=(a-o)(b-d)= Y, ac; Y, bd;
=1 =1

Demnach wird

(e®e)(e ®e) lqu

Die Tensorkomponente qu des Tensors T erhalten wir durch skalare Multiplika-

tion des Tensors T mit der Dyade (e »® éq) :

T-(e,®¢)= ZZT(€®€)(€ ®e,) = 22T5lp ja = Tpg-

i=1 j=1 i=1 j=1
Man kann die Komponenten aber auch nach der Formel
qu =e, (T eq)
berechnen.

F r das innere (skalare) Produkt zweier Tensoren erhalten wir nach der obigen

Definition die Produktsumme der Tensorkomponenten:

3 3 3 3 3 3
T-S=22Ty2 Zqu(éi®éj)'(ép®éq)=zzT 2 Zqu ip® jq
i=1 j=1 p=lg=1 i=1 j=1 p=lg=1
3 3
T-S=2 2. TSy
i=1 j=1

Wir f hren nun eine neue orthonormierte Basis {e o} f rdie Darstellung von

Vektoren ein:

3
Z i = € - €= cos(€,*, &)
i=1
Es ist dann
3
_’l = Z Aoaé(x*9
a=1
und weil
6-¢,=6, & E5¥=5,
ist, gilt
3 3
ZAaiAaj=5ijs ZAaiAﬁi:5aﬁ’
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Der Vektor u besitzt in den beiden Basis-Systemen die Darstellungen

Egui i

a:

('bl

Zwischen den jeweiligen Vektorkomponenten bestehen die Beziehungen

3
Uy* =, - u= qa*'éiui:ZAaiui-

i=1

.Mw
0

,...
Il
—

Entsprechendes gilt f r die Darstellung eines Tensors zweiter Stufe:

3 3
2 (6®e)) 2 2 Tp* (& ® &g¥),
j=1 a=1p=1

L'Mw

3 3 3 3
=T (&,*® ég*) = D T; (6, ® €))- (&, ® ég*) =>> AyiAg T ;.

i=1 j=1 i=1 j=1

Unter der Spur eines Tensors versteht man die Summe der Hauptdiagonalele-

mente in der Matrix des Tensors oder das innere Produkt des Tensors mit dem

Einheitstensor:
3
Spur(T) =) T;=T-1
i=1
Es gilt
3 3 3 3
DO Ti(e®e) 1= Y T5* (& ®e*) 1,
i=1 j=1 oa=1p=1
3 3 3 3 3 3
22 5= 2 2 T Oop > 2Ti= 2 T
i=1 j=1 a=1p=1 i=1 a=1

Die Spur eines Tensors ist also unabh ngig von der f r die Darstellung des Ten-

sors gew hlten Basis; die Spur ist eine Invariante des Tensors.

Ein Tensor wird symmetrisch genannt, wenn

T .,
T =T, Tijoji’ i,j=123

ist. F r solche Tensoren kann man immer Vektoren a finden, f r die
Ta=ta, — (T-tha=0

wird.
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Man nennt einen Vektor mit dieser Eigenschaft Eigenvektor des symmetrischen
Tensors und 7 den entsprechenden Eigenwert.

Das homogene Gleichungssystem
(T-tha=0

besitzt genau dann nichttriviale L sungen, wenn

det(T-71)=0

wird. Diese charakteristische Gleichung ist eine kubische Gleichung f r 7

LT+, t-1;,=0

mit den Koeffizienten
L:=T, +Thy + Tgg = Spur(T),

2 2

_T. 2

Iy:= T Tyy + TyoTss + T33Ty; — Ty 31 »

~Tys
2 2 2
Iy:= T ToeTs3 — TgThy™ — TiiTos™ — Toplsy ™ + 211575575, = det(T).

Die drei L sungen der Gleichung

3 2 _
T LT + 1, I =0
sind die Eigenwerte 7,,7,;, und 7, des Tensors T.

Zu jedem dieser Eigenwerte besitzt das homogene Gleichungssystem
(T-t1ada=0

eine L sung: den zum Eigenwert 7,; geh renden Eigenvektor a,, der immer zu ei-

nem Einheitsvektor normiert werden kann.

Aus den Gleichungen f r verschiedene Eigenwerte
T ay = tyay, Tay, = t¢ay,
folgt
H% %he
ay - (Tag) = Tgay - Ag.

aK -(TdH) =7

Weil der Tensor T symmetrisch ist, gilt
ay - (Tay) = ag - (Tag)
und wenn wir die beiden Gleichungen voneinander subtrahieren

Ty —Tg)ay ag =0, — ayg-ag =0 wenn 7y # 7y ist.
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Die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind also zueinander orthogo-
nal. Deshalb k nnen die drei normierten Eigenvektoren als Vektorbasis benutzt
werden. Man nennt diese Basis das Hauptachsensystem des Tensors T. Wird
damit eine Tensorbasis (a; ® ay) gebildet, so lauten die Komponenten von T in
dieser Basis

Tyy =g (Tay) = ag - (TyAy) =Ty (A - A) = Ty Oy »

T=17,a,®a;+Tpay®dy +Ty dy @ ay,
und die Matrixdarstellung im Hauptachsensystem
7 0 O
T=|0 7; O

O O TIH (HAS)

Die drei Koeffizienten in der charakteristischen Gleichung

3 2
T —Il‘L' +121'—13:O

k nnen auch durch die Eigenwerte ausgedr ckt werden:
L =t +1p +7y,
Iy =717y + 1Ty + Ty 7y

Iy =ttty

I}, 1, und I sind unabh ngig von der zur Darstellung des Tensors benutzten Ba-

sis; sie sind die drei Invarianten des Tensors T.

Der auf den Schwerpunkt bezogene Tr gheitstensor @, der Deformationstensor
¢ und der Spannungstensor ¢ sind Beispiele f r symmetrische Tensoren zweiter
Stufe in der Festk rpermechanik. Die entsprechenden Eigenwerte sind dann die
Haupttr gheitsmomente, Hauptdehnungen und Hauptspannungen und die Ei-
genvektoren geben die Haupttr gheitsrichtungen, Hauptdehnungsrichtungen und

die Hauptspannungsrichtungen an.
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V Beispiel 11.1

Ein starrer K rper der Masse m und der Massendichte p habe momentan die
Winkelgeschwindigkeit o und sein Massenmittelpunkt (= Schwerpunkt) S die
Geschwindigkeit f)s. Das Massenelemente dm = pdV mit dem k rperfesten Orts-

vektor
S=s5,€, +S,€, +S56;,
dargestellt in der k rperfesten Basis { ¢ ,e,,e;}, hat dann die Geschwindigkeit

D=0 +Ox 3.

| -

Der auf den Schwerpunkt S bezogene momentane Drehimpulsvektor des Massen-

elementes dm ist definiert durch

dis =dms xv.
Die Summation ber alle Massenelemente liefert den auf S bezogenen Drehim-
pulsvektor des starren K rpers
L= [$xvdm.
m

Aus der Definition des Schwerpunktes folgt
_[ sdm=0,
m

und damit wird

[sxDdm=[3$x(Ds+@®x3)dm=([$dm)x b5+ [ $x(@x S)dm= [ $x(@x $)dm,

m m m m m
—_—

=0
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also
is = _[§><(d)><§)dm.
m
Das doppelte Kreuzprodukt im Integranden 1 sst sich als Produkt eines Tensors
9(s) mit dem Winkelgeschwindigkeitsvektor @ darstellen:
SX(@XS)=(5-S)0-S(5-0)={(5-5)1-5s®s}0,

HS):={(s-s)1-s®s},

$3 0 0] [ss s s5] [9°+s° -s%  -sis
93)={| 0 535 0 |-|ss % 93(}=| -$5 s°+5° -5 |,
0 0 53| |38 %% 55 ~S38 838 S°+S°

SX (WX S)=03(S) ®.

Damit wird
Ls= [ 06 dma=:046.

m
wobei
[(®+s?ydm  ~[ssdm - [ssdm
m m m
Og = Jz?(é)dm: —jsls2dm j(s32+512)dm —J5253dm
m m m m
—[sisdm —[s,sdm [(s%+s,))dm

der symmetrische, auf den Schwerpunkt S bezogene Tr gheitstensor des starren

K rpers ist. Der Tr gheitstensor

3 3
Oszzz@Syél®éj
i=1 j=1

bildet den Winkelgeschwindigkeitsvektor @ auf den Drehimpulsvektor is ab.
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Die Tensorkomponenten

Og,:= J(szz + 532) dm, Og99:= J(532 +slz) dm, Og35:= J.(sl2 +522) dm
m m m
sind die Tr gheitsmomente des starren K rpers um die drei ¢ — Achsen durch S

und die Komponenten

Os12:= ‘I §iSpdm,  Og31= _.[ S S3dm, 95233=_.[3233 dm

m m m

die Deviationsmomente des starren K rpers bezogen auf die ¢ —Basis in S.
Als symmetrischer Tensor kann B4 in eine Hauptachsendarstellung berf hrt

werden, in der die Deviationsmomente null sind.

Dreht sich der starre K rper um eine raum- und k rperfeste Achse in Richtung
ep, durch S, so ist w=wep, und die Orthogonalprojektion des Drehimpulsvek-

tors is auf die Drehachse lautet

Lspay = epa Ls=€ps - @gm)=ep, (g ep, )0 =06 0A))DP
wobei

Ospa)y=€pa (Ogepy)

das Tr gheitsmoment des starren K rpers bezogen auf die st ndige Drehachse
durch S ist.

V Beispiel 11.2

Ein starrer K rper sei im Punkt O drehbar gelagert. Bei einer Drehung um den
Winkel o um eine Achse in Richtung a bewegen sich die materiellen Punkte auf
Kreisb gen um die Drehachse. Berechnet werden soll der Drehtensor T(a,c), der
den Ortsvektor r, eines materiellen Punktes in P, in den Ortsvektor r des glei-

chen materiellen Punktes in P abbildet:

r=T@or,.
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%
Den Vektor OA erhalten wir aus der Orthogonalprojektion des Ortsvektors r, auf

die Drehachse:
%
OA =(d T,)d.
Damit k nnen wir den Vektor

-

Ed . . oL . 4
APy=r,-0A =ry—(@a 1y)a =pe,, p=|AR

2

berechnen und den Einheitsvektor
e,=axe;.
Die Kreisbogenbewegung des Punktes P, in den Punkt P findet in der von den

Einheitsvektoren e, und e, im Punkt A aufgespannten Ebene statt. Es ist des-
halb

- - —
AP = pcosa e, + psina e, = cosoe AR+ sinaxa X AF, .

Der Ortsvektor des Punktes P lautet nun
. - - o . . . _ o ~
r=0A + AP =(a ry)a+coso{ry —(a-rya} +sinaax{r, —(a-rya},
r=cosorg+(1—coso)(a-ry)a+sinoaxr,.

Wird der vorgegebene Richtungsvektor der Drehachse in der raumfesten Basis

fe, ,éy .e,} dargestellt
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sol sst sich das Vektorprodukt a x r, mit Hilfe des schiefsymmetrischen Tensors

0O -aqa, a,
A=l a, 0 -a,
-a, a, O

schreiben:

axr, = Ar,.
Mit dem dyadischen Produkt
aa, aaq, ad,
a®a=|a,a, aa, a,a,

a0, a,a, a,a,
gilt

a@-ry) =(a® ar,.
Wenn wir nun noch den Einheitstensor

1 00
I=-{0 1 O
0 01

einf hren, k nnen wir

r=cosory +(1—cosor)(a-ry)a+sinoaxr,
schreiben:

r=cosolry +(1-coso)(a®ay, +sina Ar,
r={cosoel+(1-coso)(a®a)+sina A},
r=T@o)r,,
T(a,0):=cosal+(1—cosa)(a®a)+sinaA.

In der raumfesten Basis {e ,éy .,} erhalten wir die Darstellung

1 0O a.a,. ad, a.a,

T(ao)=cosax |0 1 O|+(1-cosa) a,a, a,a, a,a,|+sina| a, 0

0 01

O—azay

a,a, aa, aa, ~a, a, O
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Weil
2 2
—(a,” +a,”) a,a, a.a,
A’=AA=| qa, —(a’+a?  aaq,
a,a, aa,  —(a’+a’)
und
ax2 +a 2 +az2 =1
ist, wird
a®a=A%+1
und deshalb

T(a,c):=1+ (1 -cosa) A2 +sina A.

Der zum Drehtensor T(a,o) inverse Tensor muss eine Drehung mit dem Winkel

—o um die Achse in Richtung a beschreiben:
T!=1+ a1- cosa)A2 —sinc A = T'.

Weil T '= 17 ist, ist T(a,o) ein orthogonaler Tensor.

V¥ Beispiel 11.3
Zum Tensor
1 2 3
T=|2 0 4
3 4 5

geh rt die charakteristische Gleichung
-7 2 3
detf 2 0-7 4 |=-1°+61>+247+12=0.
3 4 5-71

Die drei Eigenwerte sind die Nullstellen dieses charakteristischen Polynoms:

1, = -0.598474, T, = -2.262772, T = 8.861247.

Es ist
T+ Ty + Ty = 6.00000 = Spur(T).
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Die Eigenvektoren werden aus dem homogenen Gleichungssystem

I—TH 2 3 am 0
(T - TH 1)C_iH = 6, 2 O—TH 4 Ao [ = 0
3 4 5—TH Aags 0

berechnet, dessen Determinante definitionsgem f3 null ist. Wegen der deshalb
bestehenden linearen Abh ngigkeit der Gleichungen d rfen wir beispielsweise
a;; =1 setzen und k nnen f r die restlichen Komponenten zwei beliebige Glei-
chungen des homogenen Systems verwenden. Wir w hlen die zweite und dritte

Gleichung und erhalten das inhomogene Gleichungssystem

—TyQpo + 4aH3 =-2,

4a,, +(5- T )0y, =3,

mit der L sung
2+ 2TH 8+ STH

, Qs = :
‘L'H2—5‘L'H—16 Hs ‘L'H2—5TH—16

Qgo =

Die noch nicht normierten Eigenvektoren lauten nun

1 1 1
a;=|-0.0634851|, a;=|-5.8192644 |, &y =|1.0827336 |.
~0.4905015 2.7919171 1.8985924

Zu Einheitsvektoren normiert und einer rechtsh ndigen Basis angeordnet wird

0.896357 -0.153107 0.416054
ElI = —0056905 . ZlH = 0890973 . am = 0450476
—-0.439665 -0.427463 0.7899177

Im diesem Hauptachsensystem lautet die Darstellung des Tensors

T = -0.598474d, ® @, — 2.262772d, ® d; +8.861247d;, ® Gy,

—0.598474 0 0
T= 0 -2.262772 0
0] 0 8.861247

(HAS)
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V¥ Beispiel 11.4

deformierter
Zustand

Das ortsabh ngige Verschiebungsvektorfeld eines deformierbaren K rpers
u= ul(xl,xz,x3 e, +u, (xy,x, ,x3) €, + Uy (X),Xy,X3) €g

unterscheidet sich in den infinitesimal benachbarten K rperpunkten

P:(x,x,,x5) und Q:(x; +dx;,x, +dx,,xq +dxs)
um den Vektor
dii= 2% g + 2% e, + 2 i,
axl aX2 aXS
Mit dem Vektor

%
dr = dx, e, + dx,e, +dx;e; = PQ
und dem Gradiententensor des Verschiebungsvektorfeldes
ol ol ol

G=—0®g+—Re&+—®e3,
0x, ! 0x4 % 0x3 3

%) 30} 0 201 0 301
0x; 0Xx9 0X3

3
S Misge | o b i
axl aXZ a)C3

auS 8u3 0 Us

axl 8)(2 a)C3

k nnen wir schreiben
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Die K rperpunkte P und Q haben im deformierten Zustand die Ortsvektoren
- - - d d _ _ -
(OP)per =OP+u,  (0Q)per = (OP+dr) +(u+du),
und den Verbindungsvektor
—%k - - — — —
dr := (OQ)Def —(OP)Def =dr +du=(1+G)dr.

Der Abstand der Punkte P und Q ndert sich von ds=+/dr-dr vor der Verschie-
bung in ds =+df -dr nach der Verschiebung.
Weil
dr -dr =dr -(1+G )1 +G)dr =dr-(1+G+G" + GG")dr
ist, wird mit dem Einheitsvektor e in Richtung von dr
dr=eds
und
dr’-dr =é-1+G+G! +GGN)é (ds)?

ds )Y ={1+é-(G+GTe+e-(GGT)é) (ds)?

ds’ =1+ 2. (G+ GNe+ e (GGNe ds.

Man spricht von einem infinitesimalen Deformationszustand des K rpers,

wenn f r alle neun Ableitungen der Verschiebungsvektorkomponenten

Ju

axj

<< 1, Lj=12,3

gilt. Mit der N herungsformel

\/1+lz1+g wenn |A|<<1 ist,

k nnen wir dann schreiben

ds’ =1+ - (G+ GDe+e (GG e dSz{1+%é-(G+ GNe} ds.
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%
Als Dehnung des materiellen Linienelementes PQ = eds definiert man

ds —ds ds
g(é) = = - 1 )
ds ds

1. T\ =
) 1256'(G+G )e.
Wir definieren den symmetrischen Deformationstensor

1 ou;, . 33 .
:—(G+GT) 22 8ul J)ei®ej:zz:3ij i®ej

i=1 j= 12 X axi i=1 j=1
€11 &2 &3
1 aul au_]
€=|8&1 &3 &3 €= T3
2 dx; dx;

€31 €32 €33

und erhalten f r die Dehnung eines Linienelementes im materiellen Punkt P in

Richtung e die Formel

Die Tensorkomponenten
- - aul - - aUQ ~ ~ au3
r1=¢6 € =——, €990 =€ €€ =—, €33 =€3-€€3=——
axl axZ ax3

sind demnach die Dehnungen von Linienelementen in P in die Richtungen der

Basisvektoren él. )

Aus den in P beginnenden speziellen Linienelementen e ds und e,ds im Aus-

gangszustand werden im deformierten Zustand die Linienelemente
él*dsl* =1+G)e,ds, éz*dsz* =1+G)e,ds
wobei

ds, =(1+gds, ds, =(1+&,,)ds

ist. Im Ausgangszustand waren die beiden Linienelemente zueinander orthogonal

und im deformierten Zustand bilden sie den Winkel

m
“12—5—712’
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und es gilt

, s s 8- (1+GHI+G)E
cos(ayg) =sin(y1g) =€ - = 1(1+e3 Y1+e )e2
11 22

é-(G+GT+GTG)e,
A+e A +e5)

sin(y19) =

Im Rahmen der oben schon getroffenen Annahme infinitesimaler Verschiebungs-

gradienten wird aus dieser Formel
Sil’l('}/lz)z Y12 = él . (G+ GT)_éz =2 él : £é2 =2 &190.

Die Deformationstensorkomponenten mit ungleichen Indizes beschreiben also die
halben nderungen der urspr nglichen rechten Winkel zwischen materiellen Li-

nienelementen in den Koordinatenrichtungen im Punkt P.
A

V¥ Beispiel 11.5

Die im Inneren eines deformierbaren K rpers in einer gedachten Schnittfl che -
bertragenen Wechselwirkungskr fte sind stetig ber die F1 che verteilt und wer-
den mit einer vektoriellen F1 chenkraftdichte beschrieben, die man Spannung
nennt und in der Maf3einheit: 1 Pascal:= 1 Newton/m?2 misst. Auf ein F1 chenele-

ment dA mit dem ufleren Normaleneinheitsvektor n wirkt dann die Kraft

dF =0, dA.
In einem kartesischen Koordinatensystem x,,x,,x 5 mit den Basisvektoren él, é2
und és bezeichnen wir die Spannungsvektoren in Schnittfl chen senkrecht zu

den Koordinatenrichtungen mit
3
0;= Zoijéj wenn n=e; ist; (i=1,2,3)
Jj=1

Die jeweils drei Komponenten dieser drei Spannungsvektoren haben folgende Be-
deutung: o, ist die in einem Schnitt x; = const in x;-Richtung wirkende Span-
nung; Spannungsvektorkomponenten mit gleichen Indizes sind Normalspannun-
gen - (Spannungen senkrecht zur Schnittfl che, Zug- oder Druckspannungen),
und Spannungsvektorkomponenten mit unterschiedlichen Indizes sind Schub-
spannungen - (Spannungen in der Schnittfl che) .

Wir denken uns aus einem belasteten K rper einen infinitesimalen Tetraeder so
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herausgeschnitten, dass drei Kanten parallel zu den Koordinatenachsen orien-
tiert sind.

Auf den Tetraeder wirken die folgenden Kr fte:

Auf der Dreiecksfl che dA mit dem Normaleneinheits-
vektor n die Kraft ¢,dA,

auf den Dreiecksfl chen mit den Normaleneinheits-
vektoren —e; (negative Schnittufer!) die Kr fte —o,dA,
und im Tetraeder die Volumenkraft kdV .

Die Kr ftegleichgewichtsbedingung
3 — —
G,dA- ) &, dA;+kdV =0
i=1

kann mit der geometrischen Beziehung (— Beispiel 1.2)

3
dA;=ndA wenn n=z ne; ist,
i=1
geschrieben werden

3
i=1

Wenn h die H he des Tetraeders ber der Grundfl che dA ist, so wird

und
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Lassen wir nun die H he h des Tetraeders gegen null gehen, so erhalten die Dar-
stellung des Spannungsvektors in einer beliebigen Schnittfl che mit dem Normal-

eneinheitsvektor n

011 012 O13

3 3 3
:Zét@ ZZ ®ej=|09; Ogy Og3
, i

031 O32 O33
Dann k nnen wir schreiben

Der transponierte Spannungstensor bildet den Schnittnormaleneinheitsvektor n
auf den Spannungsvektor ¢, im Schnittfl chenelement ab.
Die in einem Schnittfl chenelement wirkende Normalspannung erhalten wir,

wenn wir den Spannungsvektor auf die Schnittnormale projizieren:

Den Schubspannungsvektor 7 im Schnittfl chenelement berechnen wir, indem

wir vom Spannungsvektor ¢, den Normalspannungsvektor subtrahieren:

T=0,—0,,1.

V¥ Beispiel 11.6

In der Bezugskonfiguration eines materiellen K rpers beschreiben wir die Lage
der materiellen Punkte mit Ortsvektoren X , die in einer kartesischen Basis {e ot

die Darstellung
X=X,

besitzen. (Wir halten uns in diesem Beispiel an die Summationsvereinbarung:
ber doppelte Indizes in einem Produktterm ist von 1 bis 3 zu summieren.) Infol-
ge der Bewegung des K rpers ver ndert sich die Lage der materiellen Punkte im

Raum.
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Der materielle Punkt mit dem Ortsvektor X in der Bezugskonfiguration besitzt
dann in der momentanen Konfiguration zum Zeitpunkt ¢t den Ortsvektor x, der
in der kartesischen Basis {éi} die Darstellung
X = x,€,

besitzt. Die Koordinaten x; sind stetige Funktionen der Koordinaten X, und der
Zeit t:

x; =x; (X5t (i,=1,2,3).
Wir verwenden f r die in der Bezugskonfiguration definierten Koordinaten grie-
chische Indizes und f r die Koordinaten in der momentanen Konfiguration latei-

nische Indizes.

Aus der anschaulichen Bedeutung der Funktionen x;(X;t) folgt, dass die Um-

kehrfunktionen X, (x;t) existieren.

Das momentane Geschwindigkeitsvektorfeld der materiellen Punkte
ox;(X,,;t) e
ot

kann mit Hilfe der Abbildungsfunktionen X — x in den momentanen Koordina-

X(X:t)=

ten dargestellt werden:
DG 1) = 0(x (i) € =Xt oo o
Entsprechend gilt f r das Beschleunigungsvektorfeld der materiellen Punkte
9% x,(X,:t) -
2 G
ot
(% 1) = a(x;(t); ) & = X(X: 1)

X(X:t)=

X=X(%t)"
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Das Beschleunigungsvektorfeld a(x;t) kann aus dem Geschwindigkeitsvektorfeld
v(x;t) auch direkt berechnet werden:

v v

— + —u

ot 0x;
lokale B.  konvektive B.

a(x;t)= :%+(ﬁ-grad)6.
Dabei haben wir den Gradientenoperator

d

rad = é;—

eingef hrt.

Aus der Differenz der Ortsvektorfelder ergibt sich das Verschiebungsvektorfeld
u=x-X :ua()z;t)éa =u,(xt)e,.

Aus dem materiellen Linienelement dX im Punkt X entsteht infolge der Bewe-
gung des K rpers das Linienelement dx im Punkt x. Es gilt

dx = dx@, =

0X; (X t). -
a d){ = XLaeiCD(a.

(04
Wir definieren den Deformationsgradiententensor
F=x e ®e,

und schreiben dann
dx = FdX.

Der Deformationsgradiententensor F bildet das materielle Linienelement dX in
der Bezugskonfiguration auf das entsprechende Linienelement dx in der momen-

tanen Konfiguration ab.

Es existiert immer die Umkehrabbildung
S -1 4= -1 ~ ~
dX =F “dx, F :Xa,iea®el..
Drei materielle Linienelemente dX (1),dX (2),dX spannen in der Bezugskonfigura-

tion das Volumenelement

Vigy =(aX ) X dX5)) - dX (g =€ 5 dX 1), dX 550X 3,

auf.
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In dieser Formel ist
1 far ofy =123, 231, 312
ey =4-1 fur ofy =213, 321, 132
O bei anderen Indizes

das Permutationssymbol. Aus dV,, entsteht in der momentanen Konfiguration

das Volumenelement

AVip) = (dx) X dXg))- dX ) = €y A AX (3) ; AX g -

Mit Hilfe des Deformationsgradienten kann geschrieben werden

dV(t) = elijia FjﬁFkde(l)adX(Z)ﬁdX(S)y .

F r die Determinante des Deformationsgradienten gilt

J:=det(F) = el.j Fl.lesz3 = eaﬁyFlocFZﬁFSy’

eiijioc FjﬂFkV - Jeaﬁy’ eaﬁVFioc FjﬁFM - Jeijk’

Damit wird
dV(t) =dJ dV(O).

Die beiden materiellen Linienelemente dX,,,dX ,, spannen in der Bezugskonfigu-

ration das Fl chenelement dA(O) mit dem Normaleneinheitsvektor ﬁ(o) auf:
dA(O)Fl(O) = dX(l) X dX(Z).
Daraus entsteht in der momentanen Konfiguration das F1 chenelement

AA ) = dX ) X AXg)-

Ayt = € X ) D) = CyickjpFicy WX g0y WXy 2

Aus dieser Gleichung folgt:

Fl.adA(t)nl.(t):elij F._F _dX,.dX

i0FFiey AX g AXy 2) = J€ 5, dX g dX

sy Xy 2) =JdAQ N 0)0

T - — - T.-1=
F dA(t)n(t) = JdA(O)n(O), dA(t)n(t) =J(F") n(o)dA(O).
Mit
_1 - -
0 € o F :Xﬂjeﬁ@ej,
FT=x.’ e ®6, (Fy! =X, € @€

definieren wir
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Weil Fl(t) und ﬁ(o) Einheitsvektoren sind, erhalten wir

2 2 T = -T= 2
(dA(t)) =J°(F n(o))'(F n(o))(dlq(o)) s

dA = J\[Fio, - (F'F )i, dAg,

wobei
FF' =(X,6,0e)X, € ®e)=X, X, 5€,08e,=X, X, € ®&,
— -1 -T. -~
N (F 'F )”(0) = Xa,iXﬁ’in(O)an(O)ﬁ

ist.

Die einander zugeordneten materiellen Linienelemente dX und dx = FdX haben

die L ngen ds, und dsy. Es gilt

(dsy)” = dX, dX,, = 84X ,dX g, (dsg)? = dxdx; =x; %, pdX,dX
Mit dem (rechten) CAUCHY-GREEN-Tensor
C=F'F,
Caﬁéa ®éﬁ:: (xi,aéa ®éi)(xj7ﬁ éj ® éﬁ) = xi’axi’ﬁéa ®éﬁ,

k nnen wir dann schreiben
(ds,)” =dX - (CdX).

Die Differenz der Abstandsquadrate infinitesimal benachbarter materieller Punkte

in der momentanen Konfiguration und der Bezugskonfiguration
(ds,)” —(dsg)” =dX (CdX)- dX - dX,
kann mit dem GREEN-LAGRANGEschen Deformationstensor
G=3(C-D,
Goply ® 5= 5 (X0 X, — 8,5)8y ® &g,

geschrieben werden
(dsg,)” = (ds))” = 2dX (G dX).
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Wir f hren nun das Verschiebungsvektorfeld u(X;t) ein:
X=X +UXit) = (5, X, +u)e, =(X, +u,)E,,

F,

i — xi,oc = 61‘0{ + ui,a ’

Caﬁ = (0y,, +ul.,06)(6l.[3 +ui,[3):6a/3 U, U, T U g

1
Gaﬁ = E(ua,ﬁ + uﬁﬂ +ul.’aul,’ﬁ),
Mit
dX = Fdx,
(ds)? =dX -dX=(F'd%)-(F'dx) = dx- F'Fldx

erhalten wir f r die Differenz der Abstandsquadrate materieller Punkte die alter-

native Darstellung
(dsg,)” - (ds ) =dx - (1- F'F Hdx.

Wir definieren den ALMANSIschen Deformationstensor

A=11-FTF"),

und k nnen dann schreiben

(ds)” - (ds )" = 2dx - Adx.
Weil
X=Xx-1u
ist, wird
Xt = O — Uy s

Ay = %(l’ll,J + uj,i - uk,iLLk,j).
Aus der Gleichung
2dx - Adx=2dX-GdX

folgt wegen dx = FdX die Beziehung zwischen den Deformationstensoren G und
A:
G=F'AF.
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Mit Hilfe des CAUCHY-GREEN-Tensors C kann man anschauliche Deformati-
onsmafie berechnen.

Als Streckung A eines materiellen Linienelementes bezeichnet man das Verh 1t-
nis seiner L ngen in der momentanen Konfiguration und der Bezugskonfigurati-
on:

ds)

Wir f hren die Einheitsvektoren e, und e, in die Richtungen entsprechender

A

Linienelemente ein,

dX =dsge () dx=ds e
und erhalten

2 S S 2 - -
(ds(t)) =dX-CdX = (ds(o)) ) -C €0)

/l: 1[_é(o) . C_é(o)

Aus den beiden gleich langen materiellen Linienelementen

dX @) =dS0)€0)a)> dX 1,y = dS0)€(0)(b):

entstehen die Linienelemente

dX (g = dS¢y )€y (a = FAX dX p) = ASy1)€ 1)) = FAX (-

(@)’
F r den Winkel 9( a)b) zwischen den beiden Linienelementen in der momentanen
Konfiguration gilt dann

c08(0ay)) = €ty Etyb) = "o oxe, Fio o
a a - 9
dsitya) dsiiyp)

€oxa - Ceoyn)

cos(6 qy b)) = P
a
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V¥ Beispiel 11.7
Ist € = €T ein symmetrischer Tensor, so lautet seine Hauptachsendarstellung
C=Cie;®e +Cpe;®ey+Cpey ®ey,

wobei C;, C;; und Cy; die Eigenwerte des Tensors sind und e;, e;, ey die ent-
sprechenden zueinander orthogonalen Einheitsvektoren in Hauptachsenrichtung.

Wenn alle drei Eigenwerte positiv sind, k nnen wir den Tensor JC definieren:
JC=[Cie;®e+./Crey®ey+.Cp ey ®ey.
Wird mit einem beliebigen Tensor F zun chst der symmetrische Tensor
C:=FF =F'F
gebildet und dann der symmetrische Tensor

v=Jc, U?’=cC

eingef hrt, so folgt daraus

1 . _ .
Lr1=—el®el+

7c

Nun definieren wir den Tensor

1 _ N 1 . -
—C eg®ey+ C en ® ey
v Jirg

R:= FU ', R =U'FT.
Dann wird

R'R=rFu )Y Fu'=v'F'TFu'=v'cv'=v vuvv' =1,

also ist R ein orthogonaler Tensor, und wir erhalten die Polarzerlegung des Ten-
sors F

F =RU
in das Produkt eines orthogonalen Tensors R mit einem symmetrischen Tensors
U.

Diese Zerlegung spielt in der Analyse des Deformationszustandes eines festen
K rpers eine zentrale Rolle: Der Tensor R beschreibt dann eine lokale starre Dre-

hung, der Tensor U die lokalen L ngen nderungen materieller Linienelemente.
A
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