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Mathematische Konsistenz — individuelle mathematische
Lehrtatigkeit zwischen Intuition, Algorithmus und Formalem

Aufgabe von Lehrenden im Mathematikunterricht ist es, sinnstiftende ma-
thematische Lehr-Lern-Prozesse anzuregen. Fiir ihre Ausgestaltung bedie-
nen sich Lehrende ihrer professionellen Kompetenz (Kunter et al., 2011),
welche kognitiven Fahigkeiten und Fertigkeiten, sowie motivationale, voli-
tionale und soziale Bereitschaften und Féahigkeiten vereinen (Weinert, 2014).

Davon ausgehend, dass in den so gestalteten Unterrichtssituationen Prakti-
ken sichtbar werden, fokussiert der vorliegende Beitrag die Rekonstruktion
mathematischer Unterrichtspraktiken (Hasel-Weide & Niihrenborger, 2021).
Dabei wird mit den Komponenten mathematischer Tatigkeit eine psycholo-
gische Perspektive auf mathematische Unterrichtspraktiken eingenommen
und individuelle mathematische Lehrkonzepte rekonstruiert.

Mathematische Lehrtatigkeit als zeitlich-iterative Verortung
von Intuition, Algorithmus und Formalem

Mathematische Tatigkeiten umfassen nach Fischbein (1994) mehr als die
rein formalen und deduktiven Facetten des Faches. Vielmehr kann Mathe-
matikreiben als menschliche Aktivitidt verstanden werden, die sich auf drei
Komponenten entfaltet: die intuitive, die algorithmische und die formale
Komponente (Fischbein, 1994). Die intuitive Komponente mathematischer
Tatigkeit spielt eine wesentliche Rolle fiir fliilssige Argumentations- und
Denkprozesse und wird ohne zusitzliche Begriindung akzeptiert, sodass kein
weiteres Hinterfragen stattfindet. Sie kann beispielsweise durch Grundvor-
stellungen konkretisiert werden (Kollhoff, 2021), wie die Vorstellung von
Briichen als Anteile bzw. das Zusammenfiigen dieser Anteile fiir die
Bruchaddition. Die algorithmische Komponente mathematischer Tatigkeit
bezieht sich auf standardisierte Verfahren zur Losung mathematischer Prob-
leme und greift damit auf prozedurales Wissen zuriick (Prediger, 2008). Fiir
die Bruchaddition kann das Gleichnamigmachen als Teilschritt des Algorith-
mus zur Losung von Additionen beschrieben werden. Schlielich umfasst
die formale Komponente mathematischer Téatigkeit Axiome, Definitionen
und Theoreme (Beutelspacher, 2009), wie beispielsweise die Betrachtung
von Briichen als Aquivalenzklassen bei der Identifikation des Hauptnenners.

Diese drei Komponenten mathematischer Tétigkeit sind auch in mathemati-
schen Lehr-Lern-Prozessen wiederzufinden. Werden sie im Kontext
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instruktionaler Erkldrungen von Lehrpersonen betrachtet, wird im Folgen-
den von Komponenten mathematischer Lehrtétigkeit gesprochen.

Mathematische Konsistenz in mathematischen Lehr-Lern-Prozessen

Mathematische Konsistenz bezeichnet die logische Widerspruchsfreiheit
von mathematischen Inhalten im Rahmen der Komponenten mathematischer
Lehrtétigkeit. Sie kann als ein zentrales Merkmal zur Beschreibung sinnstif-
tender mathematischer AuBerungen in Lehr-Lern-Kontexten aufgefasst wer-
den und ldsst sich im Kontext mathematischer Lehrtitigkeit in zwei komple-
mentdre Dimensionen ausschirfen, der intrakomponentiellen und der inter-
komponentiellen Dimension (Mdéller, im Druck).

In der intrakomponentiellen Dimension gewéhrleistet mathematische Kon-
sistenz, dass Aussagen innerhalb einer Komponente mathematischer Lehrta-
tigkeit klar und nachvollziehbar miteinander in Beziehung stehen. Folglich
stehen die gedullerten Vorstellungen, Strategien und Axiome innerhalb der
gleichen Komponente mathematischer Lehrtitigkeit widerspruchsfrei zuei-
nander. Dariiber hinaus entfaltet mathematische Konsistenz auch auf der in-
terkomponentiellen Ebene eine wesentliche Bedeutung und damit hinsicht-
lich des Wechsels zwischen unterschiedlichen Komponenten mathemati-
scher Lehrtatigkeit. Hierbei geht es darum, dass die gedullerten mathemati-
schen Inhalte zwischen verschiedenen Komponenten mathematischer
Lehrtétigkeit logisch und argumentativ nachvollziehbar sowie widerspruchs-
frei zu verknlipft sind. Somit kann die argumentative Logik des mathemati-
schen Inhaltes durch die beiden Dimensionen mathematischer Konsistenz
sinnstiftend fiir Lernende dargestellt werden (Mdller, im Druck).

Methodisches Vorgehen und Forschungsfrage

Analysiert werden 532 Minuten Videoaufnahmen, die in sechsten Klassen
integrierter Gesamtschulen entstanden sind. Der thematische Schwerpunkt
der untersuchten Unterrichtssequenzen liegt auf der Addition und Subtrak-
tion von Briichen. Es wird eine Adaption der Kontextanalyse (Vogel, 2017,
Mayring, 2022) entwickelt, die durch eine kontrastierende Analyse eine Re-
konstruktion der individuellen mathematischen Lehrkonzepte in den beo-
bachteten Unterrichtseinheiten ermoglicht. Dabei dienen die drei Kompo-
nenten mathematischer Tétigkeit nach Fischbein (1994) als theoretische
Grundlage und damit als Referenzrahmen. Auf Grundlage dieser Analysen
(Moller, im Druck) sollen nun intrakomponentielle und interkomponentielle
mathematische Konsistenzen herausgearbeitet werden.

Wie konnen Auferungen von Lehrenden in Hinblick auf die mathematische
Konsistenz in Lehr-Lern-Prozessen beschrieben werden?
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Analyseeinblick und Ergebnisse

Im Folgenden wird beispielhaft eine Transkriptstelle analysiert, die im Hin-
blick auf das mathematische Lehrkonzept besonders reichhaltig erscheint. In
dieser duflert die Lehrperson "nur GLEICH grof3e Stiicke auch zuSAMmen/
zahIn\". In Kontrastierung mit dem Referenzrahmen kann der AuBerungsan-
teil ,nur (...) auch zuSAMmen/ zdhln\*“ als Voraussetzungspriifung der
Bruchaddition und damit als algorithmischen Komponente mathematischer
Lehrtitigkeit beschrieben werden. Die lautsprachliche AuBerung " GLEICH
grof3e Stiicke" beschreibt einen Bruch als Anteil, einem Aspekt der intuitiven
Komponente mathematischer Lehrtatigkeit. Die gemeinsame gleichméBige
Unterteilung von Anteilen (intuitiv) wird als notwendige Voraussetzung der
Addition (algorithmisch) beschrieben. Dieser Zusammenhang kann inner-
halb der intuitiven Komponente mathematischer Lehrtitigkeit nicht nach-
vollzogen werden, denn intuitiv konnen Anteile (anders als im Algorithmi-
schen) mit unterschiedlicher Unterteilung zusammengefiigt werden. Erst die
schriftlich-symbolische Notation der Summe macht eine gemeinsame
gleichméBige Unterteilung notwendig. Diese Stelle kann als interkomponen-
tielle Inkonsistenz beschrieben werden. Daran anschlieBend werden weitere
Stellen ausgewahlt, die das Lehrkonzept weiter anreichern.

Die beispielhafte Analyse zeigt, dass Lehrenden in den beobachteten Unter-
richtsstunden auch widerspriichliche AuBerungen titigen. Es konnen folg-
lich mathematische Inkonsistenzen zwischen der intuitiven und der algorith-
mischen Komponente rekonstruiert werden. Durch Hinzunahme weiterer
Stellen konnen interkomponentielle mathematische Konsistenzen zwischen
der intuitiven und der algorithmischen sowie zwischen der algorithmischen
und der formalen Komponente mathematischer Lehrtatigkeit rekonstruiert
werden. Die weiterfiihrende Analyse zeigt aullerdem, dass bei Lehrenden in-
trakomponentielle mathematische Konsistenzen auf der intuitiven Kompo-
nente mathematischer Lehrtitigkeit rekonstruiert werden kann. So werden
beispielsweise Briiche zunéchst als isoliert betrachtete Zahlen und anschlie-
Bend im Kontext einer Operation dargestellt.

Fazit und Ausblick

Die Ergebnisse zeigen, dass Lehrende bei der Einfiihrung eines mathemati-
schen Inhalts sowohl auf intra- als auch auf interkomponentielle mathemati-
sche Konsistenz zuriickgreifen. Gleichzeitig wird deutlich, dass es in der Un-
terrichtspraxis fiir Lehrende herausfordernd sein kann, mathematische Kon-
sistenz systematisch und durchgingig herzustellen. Besonders die logische
Widerspruchsfreiheit mathematischer Inhalte zwischen den Komponenten
mathematischer Lehrtatigkeit (intrakomponentielle Konsistenz) scheint
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anspruchsvoll zu sein. Die Forderung der Fiahigkeit, die Komponenten ma-
thematischer Lehrtitigkeit logisch miteinander zu verkniipfen, kénnte ein
zentraler Bestandteil von FortbildungsmaBBnahmen sein. Insbesondere die
Entwicklung von Strategien, um intuitive Zugénge stirker mit algorithmi-
schen und formalen Aspekten zu verkniipfen, erscheint vielversprechend.

Die hier verwendete Analyse mehrerer AuBerungsmodi (Sprache, Gestik,
mathematische Bilder und Symbole) ermdglicht eine differenzierte und um-
fassende Betrachtung der geduflerten mathematischen Inhalte. Das Potenzial
multimodaler Forschung fiir Lehr-Lern-Prozesse wird beispielsweise in den
Forschungsergebnissen deutlich, die auf den Zusammenhang von Aufe-
rungsmodi und mathematischen Konsistenz verweisen (Moller, im Druck).
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