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Analyse von Lernendenrechengeschichten kombinatorischer
Figuren

Die Leistung der Lernenden beim Losen kombinatorischer Aufgaben wird
von den Lernenden und dem Unterricht, aber auch den eingesetzten Aufga-
benstellungen beeinflusst (u. a. Hoveler, 2014). Bestehende Forschung wid-
mete sich bisher vor allem den kombinatorischen Figuren, den Modellen so-
wie der Art und Anzahl der zu kombinierenden Elemente. Dabei wurde bis-
her unter anderem gezeigt, dass Lernende Probleme haben, kombinatorische
Aufgaben zu l16sen. Als ein moglicher Grund fiir die Schwierigkeiten wurde
fehlendes Verstindnis der kombinnatorischen Operationen konstruiert (u. a.
Thomas & Pohler, 2023). Ziel des Beitrages ist es, die Unterschiede beim
Formulieren tragfahiger Rechengeschichten im Hinblick auf die zugrunde
liegenden Modelle zu untersuchen.

Kombinatorische Figuren und zugrunde liegende Modelle

Zu den kombinatorischen Figuren werden die Permutation, die Variation und
die Kombination jeweils mit und ohne Wiederholung gezihlt. Wahrend bei
der Permutation alle Elemente einer Grundmenge angeordnet werden, wird
bei der Variation und der Kombination nur eine Auswahl der Grundmenge
angeordnet. Aus Studien geht hervor, dass Aufgaben unterschiedlich erfolg-
reich gelost werden, je nach der gesuchten kombinatorischen Figur: So
wurde in Untersuchungen von Fischbein & Gazit (1988) gezeigt, dass Per-
mutationsaufgaben am seltensten erfolgreich gelost wurden, gefolgt von Va-
riations- und dann Kombinationsaufgaben. Dem gegeniiber stehen neuere
Studien, die ergaben, dass Permutationsaufgaben am erfolgreichsten gelost
wurden, gefolgt von Kombinations- und Variationsaufgaben (u. a. Lamanna
et al., 2022). Da die Permutation ohne Wiederholung ein Spezialfall der Va-
riation ohne Wiederholung ist, bei der die Anzahl der ausgewihlten Ele-
mente gleich der Gesamtzahl der Elemente ist, wird sich im Folgenden vor
allem auf diese beiden kombinatorischen Figuren (Permutation und Varia-
tion jeweils ohne Wiederholung) konzentriert. Kombinatorische Aufgaben
konnen ferner nach den zugrunde liegenden kombinatorischen Modellen
klassifiziert werden (Dubois, 1984): Selektion, Distribution oder Partition.
Da sich fiir die Permutation und die Variation jeweils ohne Wiederholung
entschieden wurde, werden nur die Selektion und Distribution betrachtet. Se-
lektionsaufgaben beinhalten die Auswahl einer Menge von k Elementen aus
einer Menge von n Elementen. Distributionsprobleme umfassen die Vertei-
lung von n Objekten in m Zellen oder die Zuordnung von n Objekten zu m
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Zellen. Die Partitionsvorstellung basiert auf der Aufteilung einer Menge » in
Teilgruppen. Permutation und Variation ohne Wiederholung erfiillen dies
nicht, da sie die gesamte Menge ohne Teilmengenbildung betrachten und den
Fokus auf die Reihenfolge legen. In Bezug auf diese zugrunde liegenden
Modelle zeigten u. a. Lamanna et al. (2022), dass es Unterschiede beim Lo-
sen der Aufgaben auch in Abhidngigkeit von den zugrunde liegenden Model-
len gibt. Dabei wurde belegt, dass Distributionsprobleme weniger hdufig ge-
16st wurden als Selektionsprobleme. Ein moglicher Grund dafiir konnte die
Gestaltung der Lehrbiicher sein, da die kombinatorischen Figuren und die
damit verbundenen Operationen in der Regel {iber das Selektionsmodell ein-
gefithrt werden (Hoveler, 2014). Insgesamt bezogen sich die skizzierten Un-
tersuchungen hauptsichlich auf das Losen typischer Sachaufgaben (Wechsel
von verbaler zu symbolischer Darstellung). Vor diesem Hintergrund einer
bestehenden Forschungsliicke befasst sich diese Arbeit mit dem Formulieren
eigener Rechengeschichten (Wechsel von symbolischer zu verbaler Darstel-
lung) von Lernenden im Alter zwischen 17 und 18 Jahren. Analysiert werden
dabe1 die zugrunde liegenden Modelle in den tragfahigen Rechengeschich-
ten. Dies erleichtert es, mogliche Praferenzen oder Schwierigkeiten der Ler-
nenden bei der Anwendung dieser Modelle zu identifizieren. Im Rahmen
dieses Beitrages soll daher folgende Forschungsfrage beantwortet werden:
Welche Unterschiede lassen sich beim Formulieren von tragfihigen Rechen-
geschichten hinsichtlich des zugrunde liegenden Modells zwischen der Per-
mutation und der Variation ohne Wiederholung feststellen?

Methodisches Vorgehen

Im Rahmen eines Paper-Pencil-Test bekamen 161 Lernende (71w/84m/6d)
den Auftrag, jeweils eine Textaufgabe zu zwei vorgegebenen Gleichungen
fiir die Permutation bzw. die Variation ohne Wiederholung zu formulieren.
Die Lernenden erhielten dafiir folgende konkrete Aufgaben:

Formulieren Sie eine kombinatorische Sachaufgabe zur folgenden

Gleichung: 4! = 24 bzw. 6- (6 — 1) - (6 — 2) = (;!3), = 120.

Je nach Schultyp wurden Lernende der 12. (Gymnasium) bzw. der 13. Klasse
(Gesamtschule) im Land Brandenburg befragt. Die 15 Klassen aus sechs
Schulen wurden so ausgewaihlt, dass alle Lernende im letzten Schuljahr min-
destens vier 90-miniitige Blocke Kombinatorikunterricht hatten und dieser
zum Zeitpunkt des Tests gemil3 dem Lehrplan abgeschlossen war. Die Daten
wurden mittels qualitativer Inhaltsanalyse nach Mayring (2015) analysiert,
mit dem Ziel, Unterschiede zwischen tragfahigen Rechengeschichten fiir die
Permutation und Variation hinsichtlich des zugrunde liegenden Modells zu
identifizieren. Ausgehend von den unterschiedlichen zugrunde liegenden
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Modellen (Dubois, 1984) und in Anlehnung an die Studie von Thomas und
Pohler (im Druck) kénnen die Lernenden eine Rechengeschichte fiir die Per-
mutation bzw. Variation ohne Wiederholung (Permutationsrechengeschichte
K1 bzw. Variationsrechengeschichte K2) formulieren, die entweder auf dem
kombinatorischen Modell Selektion (K1.1 bzw. K2.1) oder Distribution
(K1.2 bzw. K2.2) basiert. Permutations- bzw. Variationsrechengeschichten
zeichnen sich dadurch aus, dass verschiedene Objekte ausgewiahlt bzw. plat-
ziert werden (z. B. bei 4!, wo vier unterschiedliche Steine ausgewéhlt werden
(Selektion) oder wo vier unterschiedliche Steine zu einem vierstockigen
Turm zusammengebaut werden (Distribution)). Rechengeschichten, die
nicht die Permutation bzw. Variation ohne Wiederholung adressieren, son-
dern etwa zur Produktregel oder zum allgemeinen Zahlprinzip passen, wer-
den hier nicht weiter betrachtet, genauso wie fehlerhafte oder unvollstindige
Rechengeschichten. Dies ldsst sich mit dem Fokus dieses Beitrags begriin-
den, der auf der Analyse tragfiahiger Permutations- bzw. Variationsgeschich-
ten und deren zugrunde liegenden Modellen liegt. Eine weitere unabhingige
Person kodierte insgesamt 25 % des Datensatzes. Die Intercoder-Reliabilitét
von k = 0,91 wurde mit MAXQDA 2024 ermittelt.

Ergebnisse

Insgesamt haben 161 Lernende den Auftrag erhalten, eine Rechengeschichte
zu einer Gleichung fiir die Permutation und fiir die Variation jeweils ohne
Wiederholung zu formulieren. Dabei haben 77 Lernende eine tragfahige Per-
mutationsgeschichte (64,6 %) geschrieben. Der Grofteil davon (52,9 %) for-
mulierte Rechengeschichten zur Distribution, bei der alle vier Objekte ange-
ordnet oder auf vier Plédtze verteilt werden, wie in dem folgenden Beispiel:
Es wird ein Foto mit vier Kindern gemacht, dabei stellen sich diese in einer
Reihe auf. Wie viele verschiedene mogliche Reihenfolgen gibt es? Weiterhin
haben 11,7 % Rechengeschichten zur Selektion formuliert, bei der alle vier
Objekte aus einer Menge ausgewihlt werden, wie in dem folgenden Beispiel:
In einem Gefal liegen vier verschiedenfarbige Bélle. Wie viele Moglichkei-
ten gibt es, diese nacheinander zu ziehen? Des Weiteren zeigt sich, dass 35
Lernende in der Lage waren, eine tragfahige Variationsgeschichte (21,7 %)
zu verfassen. Dabei formulierten etwa gleich viele Lernende eine Rechenge-
schichte zur Selektion (12,4 %) bzw. zur Distribution (9,3 %). Bei der Se-
lektion werden Rechengeschichten geschrieben, wo aus einer Menge von
sechs Elementen drei ausgewéhlt wurden, wie im folgenden Beispiel: Aus
einer Urne mit sechs verschiedenen Kugeln werden drei gezogen. Wie viele
Modglichkeiten gibt es, die Kugeln zu ziehen, wenn die Kugeln nicht zuriick-
gelegt werden? Bei der Distribution wurden Rechengeschichten formuliert,
bei denen drei von sechs Elementen angeordnet wurden, wie im folgenden
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Beispiel: Sechs Kinder laufen ein Rennen. Wie viele Moglichkeiten gibt es
bei der Anordnung auf dem Siegerpodest?

Diskussion und Ausblick

Die Ergebnisse dieser Studie zeigen, dass circa zwei Drittel der Lernenden
in der Lage waren, eine tragfdhige Rechengeschichte zur Permutation ohne
Wiederholung zu formulieren, wéihrend es ihnen deutlich schwerer fiel, eine
entsprechende Variationsgeschichte zu verfassen. Dies legt nahe, dass die
Lernenden ein besseres Verstindnis fiir Aufgaben zur Permutation entwi-
ckelt haben. Moglicherweise konnte dies darauf zuriickgefiihrt werden, dass
Permutationsaufgaben auch besser gelost werden als andere kombinatori-
sche Figuren (u. a. Lamanna et al., 2022) und Permutation oft die erste in
den Schulbiichern thematisierte Figur ist. Es wird deutlich, dass die Lernen-
den das Modell der Distribution bei Permutationsaufgaben préferieren. Die-
ses Ergebnis ist liberraschend, da die Figuren in den Schulbiichern meist iiber
das Selektionsmodell eingefiihrt werden (u. a. Hoveler, 2014).

Diese Studie bietet insgesamt wichtige Einblicke in das Verstandnis von Per-
mutation und Variation beim Formulieren von Rechengeschichten bei Ler-
nenden im Alter von 17 bis 18 Jahren. Folgende Studien konnten ankniipfen
und daher jiingere Lernende oder Studierende untersuchen, um Einblicke in
das kombinatorische Denken auf verschiedenen Lernstufen zu erhalten. Da
in dieser Studie lediglich zwei kombinatorische Figuren betrachtet wurden,
konnten zukiinftige Studien weitere Figuren untersuchen. Da bisher nur die
Lernendendaten untersucht wurden, wire eine Analyse der Unterrichtsge-
staltung wiinschenswert, um die Daten differenzierter auswerten zu konnen.
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