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Herausforderungen beim Einsatz interaktiver
Theorembeweiser in der Hochschullehre

1. Einleitung

Digitale Werkzeuge sind ein wichtiger Bestandteil der mathematischen
Hochschullehre. Lange Zeit gab es allerdings kaum Werkzeuge zum Lernen
mathematischen Beweisens (Sangwin & O'Toole, 2017). Aktuell etablieren
sich Theorembeweiser als eine relevante digitale Innovation sowohl in der
mathematischen Forschung als auch in der Lehre (Massot, 2021). Theorem-
beweiser sind interaktive Software-Tools, in denen Beweise formuliert wer-
den konnen und die bei der Bearbeitung eines Beweises Feedback bieten.
Wir présentieren Einblicke in ein laufendes Entwicklungsprojekt zum Ein-
satz von Lean vor, konkret zu den Herausforderungen die in diesem Rahmen
entstehen.

2. Theorie und Hintergriinde

In Theorembeweisern werden Beweise in einer computer-formalisierten
Sprache geschrieben. Wir zeigen als Beispiel den Beweis der Kommutativi-
tat der Addition in den natiirlichen Zahlen links in normaler Sprache und
rechts im Theorembeweiser Lean:
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Nach der Formulierung des Satzes beginnt unter dem Stichwort "Proof™ der
Beweis, der von einer Feedbackbox begleitet wird. Wéihrend der Benutzer
den Beweis in der Lean-Sprache fiihrt, gibt das Tool in der gelben Box Feed-
back zum Beweiszustand. Dazu gehoren was gegeben ist, was bereits gezeigt
wurde und was noch zu zeigen ist, sowie Fehlermeldungen, falls ein Fehler
auftritt. An diesem Beispiel kann man sehen, dass die Struktur der beiden
Beweise dhnlich ist, die Sprache aber sehr unterschiedlich ist und Lean-spe-
zifisches Wissen erfordert. Die Lean-Sprache muss also erst gelernt werden,
bevor das Tool erfolgreich eingesetzt werden kann.
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Das Erlernen der Lean-Sprache kann mit dem Erlernen einer Programmier-
sprache verglichen werden. Die Informatikdidaktik teilt das Wissen, welches
man zum Erlangen einer Programmiersprache braucht, in drei aufeinander-
bauende Ebenen (Bayman, & Mayer, 1983) ein: die syntaktische Ebene (z.
B. Klammersetzung), die konzeptuelle Ebene (z. B. Variablenverstindnis)
und strategisches Wissen (z. B. Debuggen eines Programms). Diese Katego-
risierung ist wichtig, weil Kurse oft nur die syntaktische Ebene adressieren,
was Studierende daran hindert, die zugrundeliegenden Programmierprinzi-
pien zu lernen und sich strategisches Wissen anzueignen (McGill & Volet,
1997).

Trotz dieser Einstiegshiirde hat Lean in der Lehre ein grof3es Potential, da es
Studierenden bei der Arbeit mit Beweisen direktes ausfiihrliches Feedback
gibt. Zusitzlich benennt Massot (2021) als Potentiale von Lean das Erlernen
der Prizision, die die mathematische Sprache erfordert, sowie die bewuss-
tere Wahrnehmung der Beweisphasen. Thoma und Ianonne (2022) haben
empirisch bestitigt, dass Studierende die mathematische Notation sowie Be-
weisstrukturen besser beherrschen, nachdem das Tool eingesetzt wurde.

Auch beim Beweisen sind syntaktische, konzeptuelle und strategische Hiir-
den bekannt (Moore, 1994). Offen ist, inwieweit Probleme mit Lean auch
Lerngelegenheiten fiir allgemein bedeutendes Wissen zum Beweisen sind.
Um dieses Potential besser zu verstehen, betrachten wir die Verbindung des
Lernprozesses von Lean und dem des Beweisens. Dafiir haben wir als ersten
Schritt Probleme mit Lean hinsichtlich der drei Wissens-Ebenen analysiert.

Wir haben eine Lernumgebung entwickelt, die aus einer online-Lernumge-
bung und zusitzlich Arbeitsbléttern besteht. In der online-Umgebung gibt es
Aufgaben, die in Lean gelost werden sollen. Zu jeder Aufgabe gibt es noch
eine Einfiihrung in das mathematische Thema und in die neuen Lean-Tech-
niken, die gebraucht werden. Zusétzlich gibt es noch ausklappbare Hinweise.
Auf den Aufgabenblittern gibt es begleitende Aufgaben. Diese sollen beim
Einstieg in Lean helfen, und sind konkret auf das Wissen auf den drei Ebenen
zugeschnitten. Thematisch geht es in der Lernumgebung darum, von den
Peano-Axiomen ausgehend grundlegende Eigenschaften der natiirlichen
Zahlen zu beweisen was dazu fiihrt, dass ein Grofiteil der Aufgaben Induk-
tionsbeweise sind.

3. Forschungsfrage

Unsere Forschungsfrage fiir diesen Beitrag lautet: Wie gliedern sich Prob-
leme bei der Arbeit mit der Lean-Lernumgebung hinsichtlich der Program-
mierkenntnis-Ebenen nach Bayman und Mayer (1983)?
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Die gefundenen Probleme sollen dabei mit bekannten Problemen beim Be-
weisen (Moore, 1994) in Beziehung gesetzt werden.

4. Methode

Die Lernumgebung wurde in das Modul "Mathematik am Computer" einge-
bunden, welches fiir Studierende im Gymnasiallehramt im dritten Semester
angeboten wird. In zwei 90-miniitigen Vorlesungen wurden Studierende in
die Themen computergestiitztes Beweisen, Theorembeweiser und Lean ein-
gefiihrt. Der Grof3teil der Zeit war der Arbeit mit der Lernumgebung gewid-
met, bei der fiinf Studierende (zwei Paare und ein einzelner Student) video-
graphiert wurden. Die Daten aus den Videos wurden zu je einem Transkript
zusammengefasst, in dem die Dialoge, der Code und die Handlungen der
Studierenden erfasst sind. Die Transkripte wurden mit einer deduktiv-induk-
tiven Inhaltsanalyse ausgehend von den Kategorien nach Bayman und Ma-
yer (1983) kodiert. Dabei sind Muster entstanden, anhand der wir fiir die
jeweiligen Ebenen typische Hiirden identifizieren konnten.

5. Ergebnisse

Studierende sind zunichst auf Probleme syntaktischer Natur gestof3en. Diese
sind kaum vergleichbar zu allgemeinen Problemen beim Beweisen und wer-
den hier nicht ndher diskutiert.

Auf konzeptueller Ebene wurden Parallelen zu Problemen beim traditionel-
len Beweisen ohne digitale Werkzeuge sichtbar. Wiahrend Studierende ge-
nerell oft Schwierigkeiten haben, Definitionen zu formulieren, hatten Stu-
dierende in unserer Studie Probleme mit der Bedeutung von Schliisselbegrif-
fen, insbesondere der Beweistechniken in Lean. Manchmal wussten sie auch
nicht, welche Auswirkung die Anwendung eines Satzes auf eine gegebenen
Aussage haben wiirde, oder sie interpretierten die Bedeutung von Fehlermel-
dungen falsch. Studierende hatten zudem Schwierigkeiten mit den Konzep-
ten der Sprache, beispielsweise mit der Bedeutung der Umkehrung eines Sat-
zes, und damit, wie Scopes und Variablen funktionieren. Schlie8lich war die
Anwendung von Schritten, die in einem bestimmten Beweiszustand ungiiltig
sind, ein Indikator fiir unzureichende Vorstellungen beziiglich des Beweis-
zustandes und konkreter Beweisschritte.

Strategische Schwierigkeiten hatten Studierende bei allen Schritten eines
Beweises. Etwa hatten manche Studierende einen Beweisschritt verwende-
ten, der fiir den gegebenen Beweiszustand giiltig war, den Beweis jedoch
nicht vorangebracht hat. In einigen Fillen wihlten Studierende die falsche
Variable fiir eine Induktion aus, oder sie wéhlten eine kompliziertere Be-
weisstrategie als notwendig (zum Beispiel Induktion, wenn eine algebrai-
sche Umformung ausgereicht hétte).
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6. Diskussion

Probleme mit konzeptuellem Wissen sind vergleichbar zu mangelndem Ver-
standnis von Konzepten in der Mathematik. Die hier auftretenden Probleme
hingen oft an speziellen Konzepten von Lean, sodass wir auch hier nur wenig
Lernpotential fiir das allgemeine Beweisen sehen.

Strategische Probleme mit Lean waren Problemen beim allgemeinen Bewei-
sen sehr dhnlich. Das ist plausibel, sind sie doch unabhingig von der kon-
kreten Sprache. Allerdings berichtet Moore (1994), dass eine besondere stra-
tegische Hiirde darin besteht, einen Beweis zu beginnen. Bei uns dagegen
war der Start nicht schwieriger als der Rest. Dies konnte daran liegen, dass
man in Lean nach jedem Schritt mit einem neuen Beweiszustand konfrontiert
ist, der mit dem Start eines neuen Beweises verglichen werden kann. Eine
wichtige Frage ist, ob Studierende dadurch zu sehr auf einzelne Schritte und
nicht auf die gesamte Beweisstruktur fokussiert sind.

Die Probleme mit Lean iiberlappen sich nur teilweise mit denen beim Be-
weisen. Die Aneignung von Lean braucht also eine initiale Leistung. Auf der
konzeptuellen und vor allem auf der strategischen Ebene gibt es aber grof3e
Uberschneidungen. Wenn Lean auf diesen Ebenen das Beweisen unterstiit-
zen kann, konnte dies die initiale Leistung rechtfertigen.
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