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Sprachlich-logische Bildung im Mathematikunterricht -
(m)ein Dissertationsprojekt

Aktuelle Bestandsaufnahme

Eine prazise und sprachlich korrekte Ausdrucksweise sowie folgerichtiges,
logisches Argumentieren stellen wesentliche Ziele des Mathematikunter-
richts (MU) dar (z. B. Reiss, 2009). Dies zeigt sich nicht zuletzt durch eine
Verankerung der Kompetenzen Mathematisch Argumentieren und Mathe-
matisch Kommunizieren (u.a. Verwendung der mathematischen (math.)
Fachsprache) in den Bildungsstandards (KMK, 2022). Die Kernidee math.
Argumentierens besteht darin, ,,von gegebenen Prdmissen auf logisch zwin-
gende Konsequenzen [zu] schlieen" (Bruder & Pinkernell, 2011, S. 2). Im
jahrgangsiibergreifenden Teil des saarlindischen gymnasialen Lehrplans
wird als ein zentrales Ziel des MU bis zum Abitur angefiihrt: "Der Unterricht
erzieht zu begrifflicher Prazision; er vermittelt die Fahigkeit, Aussagen exakt
zu formulieren und logische Schlussfolgerungen zu ziehen." (MBK, 2014,
S. 7). Die fiir die Mathematik duBerst bedeutsame Disziplin der Logik (Pre-
diger, 2000) beschiftigt sich mit folgerichtigem Denken, giiltigem SchlieBen
bzw. Argumentieren. Besondere Bedeutung haben Sprache und Logik beim
Beweisen. Die Behauptung muss exakt formuliert und ,,aus gegebenen Vo-
raussetzungen mit Hilfe schon bewiesener Sitze oder Axiome nach be-
stimmten logischen Schlussregeln [...] her[ge]leitet" werden (Tietze et al.,
1997, S. 151). Im MU soll den Lernenden die Mathematik u. a. als deduktive
Wissenschaft (KMK, 2022; eine der Grunderfahrungen nach Winter, 1995)
und das Beweisen als ein Grundprinzip (Mathematik als beweisende Diszip-
lin, z. B. Heintz, 2000; Reiss, 2009) erfahrbar gemacht werden. Dies soll von
Anfang an geschehen, angepasst an die jeweilige Alters- bzw. Entwicklungs-
stufe der Lernenden (Wittmann, 1974). Der MU stellt die ,,Institution zur
Vermittlung des logischen Denkens" dar (Kollosche, 2013, S. 38).

Sprachlich-logische Schwierigkeiten

Jedoch wird im MU eine sprachlich-logische Bildung sowie eine Themati-
sierung logischer Schlussweisen oft vernachldssigt (z. B. Bruder & Pin-
kernell, 2011; Oldenburg, 2022). Dies erweist sich u. a. als problematisch,
da Schwierigkeiten von Lernenden beim Beweisen meist nicht nur auf in-
haltlichen Verstdndnisschwierigkeiten zum Kontext der konkreten Beweis-
aufgabe beruhen. Stattdessen sind sie hdufig auf Probleme bei der Ver-
sprachlichung des Beweises (Brunner, 2014) sowie mit — aus math.
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Perspektive — giiltigem logischen Schlieen zuriickzufiihren (Bruder & Pin-
kernell, 2011). So wird in der Literatur einerseits auf typische Probleme bei
der Interpretation logischer Operatoren hingewiesen, wie z. B.:

e die Verwechslung von oder und entweder-oder (Oldenburg, 2022),

e die Auffassung von wenn-dann als genau dann-wenn bzw. die Annahme,
dass mit der Wahrheit einer Implikation immer auch ihre Riickrichtung
wahr sei (Bruder & Pinkernell, 2011),

e die Auffassung von ein als genau ein (Goldberg, 2002) oder

o die Auffassung von nicht alle als kein(e) (Schupp, 1976).

Der Gebrauch logischer Operatoren in der Mathematik weicht z. T. von dem
in der Alltagssprache ab, welcher zudem oft mehrdeutig ist (Schupp, 1970).
Andererseits werden auch im Alltag hiufig — aus math.-logischer Sicht —
Fehlschliisse gezogen (z. B. Bruder & Pinkernell, 2011; Knauff, 2005). Dazu
zahlen u. a. die Ableitung von Schliissen aus der Bejahung der Konsequenz
(AC, affirmation of consequent) bzw. aus der Verneinung des Antezedens
(DA, denial of antecedent) bei Implikationen (s. Tabelle 1). Diese Schliisse
sind nur giiltig bei Aquivalenz von Antezedens und Konsequenz.

AC DA

Wenn es regnet, dann ist die Stralle Wenn es regnet, dann ist die StralRe
nass. nass.

Die Strale ist nass. Es regnet nicht.

Also: Es regnet. Also: Die Stral3e ist nicht nass.

Tabelle 1: Beispiel fiir logische Fehlschliisse (vgl. Knauff, 2005)

Ein typischer Fehler besteht in der Annahme einer kausalen Beziehung zwi-
schen Antezedens und Konsequenz (Knauff, 2005). Auch das Nachvollzie-
hen von Beweistechniken (bspw. des in der Mathematik essenziellen Wider-
spruchsbeweises; Bruder & Pinkernell, 2011) ist anspruchsvoll. Bereits die
Unterscheidung zwischen Voraussetzung und Behauptung féllt vielen Ler-
nenden schwer und kann zu Zirkelschliissen fiihren (Brunner, 2014).

Forschungsinteresse

Mein Forschungsprojekt widmet sich der Frage, wie math. Logik, genauer
eine logische Sprachbildung sowie das Lehren und Lernen korrekten logi-
schen SchlieBens v. a. im Kontext des Beweisens, in den zukiinftigen MU
integriert werden kann. Folgende Aspekte sollen u. a. beleuchtet werden:

e Welche Griinde legitimieren eine sprachlich-logische Bildung im MU?
(Weshalb) sollte Logik (nicht) nur in der Informatik unterrichtet werden?
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e Welche inhaltlichen Aspekte der Logik sind im MU von Bedeutung? Fo-
kussiert wird ein verstindnisorientierter sprachlicher Gebrauch logischer
Operatoren, der der formalen Verwendung der Operatoren vorausgeht.

e Wie kann Logik integrativ in math. Unterrichtsinhalte unterrichtet werden
(Berticksichtigung curricularer Vorgaben; facheriibergreifendes Lernen
mit Informatik)?

¢ In welchem Umfang soll Logik explizit gelernt bzw. kann logisches Den-
ken implizit erworben werden (vgl. Entwicklungsstufen logischen Den-
kens nach Bock & Walsch, 1975)?

e Wie hat sich das Mal} an Strenge in Argumentationen in verschiedenen
didaktischen Epochen (z. B. Meraner Reform, New Math, Kompetenzor-
ientierung) gewandelt?

Forschungsparadigma

Um diese Aspekte zu adressieren, werden stoffdidaktische Forschung und
fachdidaktische Entwicklungsforschung miteinander kombiniert. Autbau-
end auf einer theoretischen Fundierung des Forschungsgegenstands (s. obige
Fragestellungen) werden exemplarische Unterrichtseinheiten zur prakti-
schen Umsetzung einer sprachlich-logischen Bildung entwickelt. Diese wer-
den anschliefend mit unterschiedlichen Lerngruppen qualitativ getestet und
evaluiert. Im Sinne Wittmanns (1974; s. 0.) sollen dabei sowohl Lerngruppen
aus den Sekundarstufen als auch aus der Primarstufe berticksichtigt werden,
um zur Entstehung eines Bilds von Mathematik als beweisende Disziplin bei
Lernenden schon von Beginn der Schulzeit an beizutragen.

Ausblick: Argumentieren in der Mathematik und anderen Disziplinen

Wihrend in der math. Community ausschlieBlich deduktive Beweise akzep-
tiert werden, ist bspw. in den Naturwissenschaften sowohl induktives als
auch reduktives Schliefen gingig (Fischer & Malle, 2004). Um Aussagen
math. zu beweisen, wird auf standardisierte Beweisverfahren (z. B. Direkter
Beweis, Indirekter Beweis) zuriickgegriffen (Heintz, 2000; Kuntze, 2006).
Das Beweisen im MU sollte sich am Vorgehen in der Fachwissenschaft Ma-
thematik orientieren, dabei jedoch praformale Argumente (Kuntze, 2006)
und unterschiedliche Sprachformen (s. Lambert, 2020) zulassen und ver-
standnisbasiert erfolgen. Argumentieren begegnet Lernenden in z. T. unter-
schiedlicher Form auch in anderen Unterrichtsfachern (z. B. beim Debattie-
ren im Deutschunterricht oder beim Experimentieren in naturwissenschaftli-
chen Fachern) sowie im Alltag. Durch die Einfiihrung von Informatik als
Pflichtfach in mehreren deutschen Bundeslindern gewinnt die math. Logik,
welche der informatischen Logik entspricht, erneut an Bedeutung.
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