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Notationen

Akronyme
CGH Computergeneriertes Hologramm (engl.: Computer Generated Hologram)
EBSD  Elektronenriickstreuung (engl.: Electron BackScatter Diffraction)
MSCD  Software zur Beugungsmustersimulation (engl.: Multiple Scattering Calculation of Diffraction)
MSPHD = Software zur Beugungsmustersimulation (engl.: Multiple Scattering code for the calculation of
PHotoelectron Diffraction)
XPD Photoelektronenbeugung mit Rontgenlicht (engl.: X-ray Photoelectron Diffraction)
XPS Photoelektronenspektroskopie mit Rontgenlicht (engl.: X-ray Photoelectron Spectroscopy)
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Einleitung

Die Eigenschaften aller Stoffe werden durch die Anordnung der darin enthaltenen Atome bestimmt.
Daher stellt die Bestimmung von Atomstrukturen einen Schliissel zur Erforschung der Eigenschaf-
ten von kondensierter Materie dar. Die Holographie ist eine besonders geeignete Methode zur Un-
tersuchung von raumlichen Strukturen. Hierbei handelt es sich um ein bildgebendes Verfahren, das
die dreidimensionale Abbildung von Objekten ermdglicht. Das Besondere an diesem Verfahren be-
steht darin, dass die dreidimensionale Strukturinformation eines Objektes in einem zweidimensionalen
Hologramm gespeichert wird. Ein Hologramm speichert die Interferenzerscheinungen, die durch die
kohérente Uberlagerung zweier Wellenfelder entstehen. Ist das eine Wellenfeld bekannt, lassen sich
mit Hilfe des Hologramms die Wellenurspriinge des anderen Wellenfeldes im Raum ermitteln.

Mit seiner im Jahre 1948 publizierten Arbeit gilt Gabor als Vater der Holographie [1]. Gabors ur-
spriingliche Intention galt der Verbesserung des Elektronenmikroskops. Aus Mangel einer ausreichend
kohérenten Elektronenquelle wiesen die vorgestellten holographischen Abbildungen jedoch eine eher
maéafBige Qualitat auf.

Die Holographie etablierte sich zunéchst fiir optische Anwendungen in den 1960er Jahren, als mit der
Erfindung des Lasers [2] eine koh#rente Wellenquelle zur Verfiigung stand. Dabei waren Leith und
Uptanieks die Ersten, denen es gelang, ein dreidimensionales Abbild des aufgenommenen Gegenstan-
des zu erzeugen [3,4].

Seit diesem Durchbruch wurden eine Vielzahl von Holographieanwendungen entwickelt. Mit interfe-
rometrischen Hologrammen kénnen beispielsweise selbst kleinste Verformungen an Bauteilen sicht-
bar gemacht werden [5-7]. In den Computerwissenschaften finden holographische Techniken bei der
Datenverschliisselung Anwendung [8,9]. Auf Geldscheinen oder Eintrittskarten werden Hologramme
dazu verwendet, die Filschungssicherheit zu erhchen. In aktuelleren Forschungsprojekten dient die
Holographie als Grundlage zur Entwicklung von Bildschirmen, die dreidimensionale Bilder darstellen
konnen [10-12]. Neben diesen Beispielen gibt es noch etliche weitere Gebiete, in denen die Holographie
Anwendung gefunden hat.

Trotz des breiten Anwendungsspektrums im makroskopischen Bereich blieb die Holographie von Atom-
strukturen bislang eine grofle Herausforderung. Zur Auflésung einzelner Atome miissen Wellen erzeugt
werden, deren Wellenldnge unterhalb der kiirzesten Atomabstinde liegt. Bei der Bestrahlung einer
Atomstruktur mit extern erzeugten Wellen bilden sich bei solch kurzen Wellenléingen sehr feine In-
terferenzerscheinungen, die mit heutigen Messmethoden nicht aufgelost werden kénnen. Mafinahmen
zur VergroBerung der Interferenzerscheinungen miinden jedoch stets in dem Verlust der rdumlichen
Abbildungsfiahigkeit des Hologramms. Dadurch kann mit holographischen Techniken lediglich eine
zweidimensionale Projektion erzeugt werden.

Eine Losung fiir dieses Problem wurde 1986 von Szoke formuliert [13]. Er schlug vor, die Probena-
tome selbst als Wellenquellen zu verwenden. Somit befindet sich die zu untersuchende Atomstruktur

im Nahfeld der Wellenquelle, wodurch die entstehenden Interferenzerscheinungen grofl genug sind, um

6



Einleitung

gut messbar zu sein. Die Tiefeninformation bleibt bei einem entsprechend aufgenommenen Hologramm
erhalten, so dass eine rdumliche Rekonstruktion der Atompositionen moglich ist.

Eine Moglichkeit, Atome als Wellenquellen zu verwenden, besteht darin, Rontgenwellen probenin-
tern durch Fluoreszenz zu erzeugen [14]. Mit dieser Technik konnten in den letzten Jahren einige
erfolgreiche Rekonstruktionen von Atomstrukturen durchgefithrt werden [15-20]. Allerdings besitzen
Rontgenwellen mit Wellenléingen, die sich zur Auflésung von Atomstrukturen eignen, relativ gerin-
ge Wirkungsquerschnitte bei Streuprozessen mit Atomen. Insbesondere die chemischen Elemente mit
niedriger Ordnungszahl bleiben meist in den Rekonstruktionen verborgen.

Im Gegensatz zu Rontgenwellen besitzen Elektronen selbst an den Atomen leichter Elemente eine ho-
he Streuwahrscheinlichkeit. Elektronenhologramme enthalten daher in der Regel gut messbare Inten-
sitdtsmodulationen fiir fast alle Elemente des Periodensystems. Atomare Quellen von Elektronenwellen
entstehen beim Photoeffekt. Basierend auf dem Photoeffekt entwickelten Siegbahn et al. in den 1970er
Jahren die Photoelektronenspektroskopie zur chemischen Analyse von Festkorperoberflichen [21-23].
Bei winkelaufgelosten Messungen von Photoelektronenspektren kann eine individuelle Modulation der
einzelnen Signalintensitdten beobachtet werden. Diese Modulationen werden durch Photoelektronen-
beugung hervorgerufen [23,24] und enthalten die Strukturinformation der Atome in der lokalen Um-
gebung der emittierenden Atome [25]. Die Entstehung solcher Photoelektronenbeugungsmuster folgt
den gleichen Prinzipien, die auch einem Hologramm zugrunde liegen. Daher sollte die Anwendung ei-
nes holographischen Rekonstruktionsverfahrens bei einem Photoelektronenbeugungsmuster zur einer
rédumlichen Abbildung der probeninternen Atomstruktur fithren. Allerdings enthalten die holographi-
schen Rekonstruktionen solcher Beugungsmuster lediglich dreidimensionales Rauschen und dominante
Artefakte, die nicht mit Atompositionen iibereinstimmen.

Bislang mussten die Messergebnisse mit den Beugungsmustern von Modellstrukturen verglichen wer-
den, die mit Hilfe von Ab-Initio-Simulationen (z.B. MSPHD [26] oder MSCD [27]) erzeugt wurden.
Zum Teil miissen zehntausende Simulationen durchgefithrt werden, bevor eine gute Ubereinstimmung
zwischen Experiment und Simulation erreicht wird. Durch die immens hohe Anzahl moglicher Ato-
manordnungen einer unbekannten Probenstruktur ist es sogar moglich, innerhalb realistischer Zeit-
spannen gar keine Modellstruktur zu finden, deren Beugungsmuster mit den experimentellen Daten
iibereinstimmen.

Im Gegensatz zur Auswertung experimenteller Daten mit Hilfe von Simulationen kénnten durch ein
geeignetes Rekonstruktionsverfahren Atomstrukturen schnell und eindeutig aufgekldart werden. Das
Ziel dieser Arbeit war daher die Entwicklung eines Verfahrens zur holographischen Rekonstruktion
von Photoelektronenbeugungsmustern. Durch die Verwendung von Elektronen mit Energien von meh-
reren keV und durch spezielle Anpassungen des Rekonstruktionsverfahrens war es moglich, dieses Ziel
zu erreichen. Die resultierenden dreidimensionalen Bilder weisen dabei eine so hohe Qualitéat auf, dass
zum Teil tausende von Atompositionen in allen drei Raumdimensionen korrekt dargestellt werden.
Ganz im Sinne von Gabors urpriinglicher Idee konnte somit erstmals ein allgemein funktionierendes
Verfahren zur Durchfithrung von Elektronenholographie entwickelt werden. Dariiber hinaus war es
moglich, in den Rekonstruktionen die chemischen Elemente der sichtbaren Atome zu identifizieren.
Diese Arbeit stellt somit den ersten Nachweis atomauflésender Holographie mit chemischer Auflésung

dar.



1 Grundlagen der Holographie

1.1 Hologramme

Aus alltaglicher Erfahrung ist bekannt, dass die meisten Gegenstédnde erst visuell wahrnehmbar wer-
den, sobald sie mit Licht beleuchtet werden. Dabei wird von einer Lichtquelle ein elektromagnetisches
Wellenfeld emittiert und an einem Objekt gestreut. Wie in Abbildung 1.1a schematisch dargestellt
ist, breitet sich die Streuwelle des beleuchteten Gegenstandes in alle Raumrichtungen aus. Trifft diese
sogenannte Objektwelle bei einem Beobachter ein, wird sie von der Linse des Auges fokussiert und auf
die Netzhaut projiziert. Das auf der Netzhaut entstehende Bild wird in Nervenimpulse umgewandelt,
die vom Gehirn interpretiert werden kénnen. Auf diese Weise wird das Objekt visuell wahrgenommen.
Durch die kiinstliche Erzeugung einer entsprechenden Objektwelle ist es moglich, einem Betrachter
den Eindruck zu vermitteln, einen nicht vorhandenen Gegenstand zu sehen. Mit Hilfe eines Holo-
gramms ist genau dies moglich. Ein optisches Hologramm beugt oder reflektiert einen einfallenden
Lichtstrahl derartig, dass die ausfallende Lichtwelle die Objektwelle eines Gegenstandes enthélt. Dies

ist in Abbildung 1.1b am Beispiel eines Transmissionshologramms dargestellt.

einfallendej}Welle)
—

LHichtquelle

Beobachter

Abbildung 1.1: Visuelle Wahrnehmung eines Objekts. a, Ein Beobachter nimmt einen Ge-
genstand visuell wahr, indem das durch Beleuchtung entstehende Streuwellenfeld ins
Auge fillt. b, Ein Hologramm beugt eine einfallende Welle so, dass die austretende Welle
die Streuwelle eines Objekts enthilt. Ein Beobachter sieht daher ein rdumliches virtuelles
Bild des korrespondierenden Objekts.



1.2. Mathematische Wellenbeschreibung

Dabei enthélt das Transmissionshologramm eine Reihe feiner dunkler Bereiche, die das auftreffende
Licht absorbieren. Die verbleibenden Bereiche sind transparent, so dass das Licht nahezu ohne Hellig-
keitsverlust passieren kann. Durch diesen Vorgang wird der austretenden Wellenfront die Signatur der
Objektwelle aufgepragt. Fiir einen Beobachter dieser Wellenfront entsteht daher ein virtuelles Bild des
korrespondierenden Gegenstandes. Je nach Betrachtungsposition wird ein anderer Teil der Objektwelle
wahrgenommen. Dadurch verdndert sich die Perspektive des virtuellen Objekts. Der Beobachter sieht
somit ein dreidimensionales Bild des Gegenstandes.

Hologramme eignen sich nicht nur fiir die Speicherung und Rekonstruktion von elektromagnetischen
Wellenfeldern, sondern finden auch Anwendung bei anderen Wellenarten wie beispielsweise akustischen
Wellen [28] oder Teilchenwellen. In dieser Arbeit werden die Hologramme von Elektronenwellen dazu
genutzt, dreidimensionale Strukturen auf atomaren Léngenskalen abzubilden. Da Elektronenwellen
mitunter sehr komplizierte Streucharakteristika besitzen (vergl. Abschnitt 3.3.2), werden in diesem
Kapitel die Grundlagen der Holographie zunédchst am Beispiel von Lichtwellen erldutert. Auf diese
Art soll vermieden werden, dass die fundamentalen Prinzipien durch uniibersichtliche mathematische
Ausdriicke und Fallunterscheidungen kaschiert werden. Wie sich im weiteren Verlauf zeigen wird, las-
sen sich jedoch samtliche Prinzipien der optischen Holographie fiir Elektronenwellen adaptieren. In
diesem Kapitel stehen zunéchst die generelle Erzeugung und Rekonstruktion von Hologrammen im

Vordergrund.

1.2 Mathematische Wellenbeschreibung

1.2.1 Die harmonische Wellenfunktion

Um die Funktionsweise der Holographie néher betrachten zu kénnen, ist eine prézise Wellenbeschrei-
bung notwendig. Mathematisch wird eine Welle durch eine orts- und zeitabhéingige Wellenfunktion
ausgedriickt. Die Wellenfunktion stellt dabei die Losung einer Differentialgleichung dar, die einen phy-
sikalischen Sachverhalt beschreibt. Elektromagnetische Wellen miissen die homogene Wellengleichung

erfiillen, die sich aus den Maxwell-Gleichungen herleitet [29]

V=N . (1.1)

Die Konstante ¢ entspricht dabei der Lichtgeschwindigkeit. Diese Gleichung lisst sich mit einer Reihe
iiberlagerter harmonischer Wellen 16sen [29]. Bei einer harmonischen Welle handelt es sich um eine
Welle mit sinusartigem Verlauf, wie in Abbildung 1.2 gezeigt wird. Eine harmonische Welle ldsst sich
vollstindig durch die Amplitude A und die Wellenlénge A charakterisieren. Fiir eine harmonische Welle

¥ gilt am Ort r zum Zeitpunkt ¢
(e, t) = = =t ¢ C . (1.2)

Dabei entspricht r dem Betrag des Ortsvektors r. Diese Wellenfunktion beschreibt eine Kugelwelle,
die sich von der Position r = 0 gleichmé8ig in alle drei Raumrichtungen fortbewegt. Mit zunehmender

Entfernung zum Wellenursprung erstreckt sich die Wellenfront auf eine grofler werdende Fléche.
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1.2. Mathematische Wellenbeschreibung

zeltllche Ausbreitung

A A N
TN NN

r r+Aa r+2\ r+ 31 r+4n r+5i

Re {y}

Abbildung 1.2: Wellenverlauf des Realteils einer harmonischen Welle in Ausbreitungsrich-
tung. Die Amplitude A und Wellenlinge )\, welche beide in Rot eingezeichnet sind,
charakterisieren die Welle vollstindig. Diese Gréflen bleiben zu verschiedenen Zeiten
erhalten, wobei sich Wellenberge und -téler in Ausbreitungsrichtung fortbewegen.

Aus Energieerhaltungsgriinden besitzt die Amplitude daher einen %—Abfall.

Wihrend die Amplitude explizit in Gleichung (1.2) auftritt, verbirgt sich die Wellenléinge in der Phase
der Welle. Als Phase wird das Argument kr — wt der komplexen e-Funktion bezeichnet. Durch die
Phase ist festgelegt, an welchen Orten und zu welchen Zeiten Wellenberge bzw. -tiler auftreten.

Die Phase unterteilt sich in einen orts- und einen zeitabhéngigen Teil. Die Wellenzahl k£ im orts-
abhéngigen Teil der Phase ist ein Maf fiir die Anzahl an Wellenperioden pro Liangeneinheit. Dement-

sprechend sind Wellenzahl und Wellenlénge miteinander verkniipft.

2
k=" 1.
A (1.3)

Aufgrund der 27-Periodizitdt nimmt die komplexe e-Funktion gleiche Werte an, wenn der Ort in Aus-
breitungsrichtung der Welle um ein ganzzahliges Vielfaches der Wellenlédnge variiert wird. Im weiteren
Verlauf werden Wellenléinge und Wellenzahl als gleichwertig behandelt. Wahrend die Wellenlédnge
meist eine anschaulichere Erlauterung ermoglicht, bleiben Gleichungen unter Verwendung der Wellen-
zahl iibersichtlicher.

Der grundsétzliche rdumliche Verlauf einer Welle éndert sich zu verschiedenen Zeiten nicht, wie in
Abbildung 1.2 gezeigt ist. Benachbarte Wellenberge einer harmonischen Welle besitzen in Ausbrei-
tungsrichtung stets den Abstand A. Lediglich die absolute Position eines Wellenberges verschiebt sich
in Abhéngigkeit von der Zeit. Diese Verschiebung wird durch den zeitabhingigen Phasenanteil wt in
Gleichung (1.2) beschrieben. Die Kreisfrequenz w ist dabei ein Maf fiir die Ausbreitungsgeschwindig-
keit der Welle. Bei Lichtwellen besteht der Zusammenhang w = ck. Auf diese Weise 16st Gleichung
(1.2) die homogene Wellengleichung aus Gleichung (1.1).

1.2.2 Die Objektwelle

Zur Erzeugung einer Objektwelle muss das entsprechende Objekt, wie in Abbildung 1.3a gezeigt,
zunéchst mit einer Welle ;,, beleuchtet werden. Im Allgemeinen erzeugen Lichtquellen ein Spektrum
von Lichtwellen mit vielen unterschiedlichen Kreisfrequenzen. Theoretisch miisste zur adiquaten Be-

schreibung einer realen Objektwelle jede Kreisfrequenz der anregenden Welle beriicksichtigt werden.
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1.2. Mathematische Wellenbeschreibung

a Koordinatenursprung

Beobachtungs-
punkt

b Ausbreitungsrichtung v;, Re {yj,} —
Re {y,} —

A QA A QN
1/ IGNGNGNGNGNG N

ru+7» ru+2)» ru+3)» ru+4}» ru+51 ru+6)»

Abbildung 1.3: Entstehung einer Objektwelle. a, Ein Teil der einfallenden Welle wird vom
Streuzentrum aufgenommen und in zufillige Richtung wieder abgestrahlt. b, Vergleich
von Streuwelle mit anregender Welle. Durch die endliche Lebensdauer des angeregten
Zustands wird die Streuwelle verzégert abgestrahlt. Beide Wellen sind daher in Ausbrei-
tungsrichtung der einfallenden Welle ¢;, um die Strecke As zueinander verschoben.

Fiir die Hologrammaufnahme eignen sich jedoch nur monochromatische Wellen, wie sich in Abschnitt
1.2.3 zeigen wird. Monochromatische Wellen weisen lediglich eine einzige Kreisfrequenz w auf und
lassen sich daher mit einer einzelnen harmonischen Welle beschreiben.

Trifft die einfallende Welle v;, auf ein Atom des Objekts, kann dieses in einen angeregten Zustand
versetzt werden. Dabei absorbiert das Atom ein Photon mit der Energie £ = hw aus der einfallenden
Welle. Nach einer Lebensdauer in der GréfSenordnung von 1079 bis 10~® Sekunden geht das Atom
wieder in den Grundzustand iiber. Dabei wird die aufgenomme Energie iw in Form eines Photons
wieder abgestrahlt. Die abgestrahlten Photonen besitzen somit die gleiche Frequenz wie die Photonen
der anregenden Welle. Pro Sekunde koénnen an einem Atom hunderte Millionen solcher Streuprozesse
stattfinden, so dass die abgestrahlten Photonen als kontinuierliche Welle interpretiert werden kénnen.
Weiterhin wird das Photon in zufilliger Richtung abgestrahlt. Das gestreute Licht kann somit ideali-
siert als Kugelwelle beschrieben werden [30]. Da nicht nur einzelne Atome, sondern auch Atomgruppen
oder Molekiile Licht aufnehmen und abstrahlen kénnen, wird die Stelle, an der eine Streuwelle ent-

steht, einheitlich als Streuzentrum bezeichnet. Die Kugelwelle, die durch ein Streuzentrum am Ort r,,
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1.2. Mathematische Wellenbeschreibung

entsteht, ldsst sich durch die folgende Wellenfunktion beschreiben:

wu(r’t) - ¢in(ru70)' ‘r fﬂr | 'ei(klr_rﬂ—wt—i-AtPu) (1.4)
o
A .
mit Y, (r,t) = ‘70 ik —rin|—wt)
r— rin‘

Startphase und -amplitude der Streuwelle sind durch die anregende Welle 1);, am Ort r, des Streu-
zentrums zum Zeitpunkt ¢ = 0 festgelegt. Dabei entspricht ;, der harmonischen Wellenfunktion aus
Gleichung (1.2) mit dem Unterschied, dass sich der Urprung dieser Welle am Ort r;, befindet.

Die Amplitude der Streuwelle ist um die Grofle p,, € [0, 1] vermindert, welche die Wahrscheinlichkeit
angibt, mit der die einfallende Welle gestreut wird. Zusétzlich zu den im letzten Abschnitt erlduterten
Termen enthélt die Phase in Gleichung (1.4) die Phasenverschiebung Ayp,,. Als Konsequenz der endli-
chen Lebensdauer des angeregten Zustands strahlt das Streuzentrum die ausgehende Welle verzogert
ab. Wie in Abbildung 1.3b gezeigt, sind dadurch anregende Welle und Streuwelle um die Distanz As
gegeneinander verschoben. Durch Ay, = kAs wird diese Verschiebung mathematisch beriicksichtigt.
Ein Objekt besteht in der Regel aus einer Vielzahl von Streuzentren. Jedes einzelne Streuzentrum er-
zeugt bei Beleuchtung seine eigene charakteristische Streuwelle ¢,,. Die gesamte Objektwelle ergibt sich
dann nach dem Superpositionsprinzip aus der Summe aller entstehenden Streuwellen, die allgemein

durch Gleichung (1.4) beschrieben sind. Dabei kénnen die konstanten Faktoren vor der e-Funktion in

Gleichung (1.4) zur Streuamplitude A, := |r‘20_f 7 zusammengefasst, werden.
A k(o e -
wobj(ryt) = Z ‘r_i‘ur’ . ez(k(\r rultru—rin|) —wt+Apy) (15)
" »

Diese Gleichung stellt den mathematischen Ansatz fiir eine monochromatische Objektwelle dar, der

fiir eine theoretische Beschreibung der Holographie notwendig ist.

1.2.3 Stationire Interferenzmuster

Zur Aufnahme eines Hologramms wird die Objektwelle v,;; mit einer sogenannten Referenzwelle 1
iiberlagert. In Raumpunkten, an denen die Wellen zusammentreffen, entstehen Interferenzen. Die
entstehenden Interferenzerscheinungen lassen sich beispielsweise mit einem Leuchtschirm sichtbar ma-
chen, wie in Abbildung 1.4a gezeigt. Ein Maf fiir die Helligkeit an den einzelnen Bereichen des Leucht-
schirms ist die Intensitidt. Dabei entspricht die Intensitit der Energie, die vom Wellenfeld pro Zeit-
und Flécheneinheit auf den Leuchtschirm iibertragen wird. Mathematisch ergibt sich die Intensitét aus
dem Betragsquadrat des Gesamtwellenfeldes, das sich nach dem Superpositionsprinzip aus der Sum-
me von Referenz- und Objektwelle zusammensetzt. Die Intensitétsverteilung I auf dem Leuchtschirm

entspricht daher
I = [yho + Yas|” - (1.6)

Durch die Ortsabhéingigkeit der Objektwelle &ndert sich die Intensitdtsverteilung in Abhéngigkeit der
rdumlichen Objektlage. Somit enthalten die Intensitdtsmaxima und -minima auf dem Leuchtschirm

die Information iiber die rdumliche Position des Objekts und der darin enthaltenen Streuzentren. In
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1.2. Mathematische Wellenbeschreibung

Referenzwelle , Leuchtschirm

Wy

Hologrammebene

Lichtquelle

Abbildung 1.4: Erzeugung eines Hologramms. a, Durch die Uberlagerung der Objektwelle
mit der Referenzwelle entstehen Intensitidtsmodulationen, die sich mit Hilfe eines Leucht-
schirms sichtbar machen lassen. Dieses Interferenzmuster entspricht dem Hologramm. b,
Schematische Darstellung der Weglédngendifferenz As,, zwischen Referenz- und der Streu-
welle eines einzelnen Streuzentrums.

einem Hologramm werden genau solche Intensitédtsverteilungen gespeichert.

Je nach verwendeter Technik kann die Aufnahme eines Hologramms mehrere Sekunden bis Minuten
dauern. Fiir die in Kapitel 2 ndher betrachtete Messung von Photoelektronenbeugungsmustern werden
zum Teil sogar Tage benotigt.

Damit die Intensitét zeitlich konstant bleibt, ist es wichtig, dass Objekt- und Referenzwelle zueinan-
der kohérent sind. Das bedeutet, dass in einem beliebigen Punkt beide Wellenfelder zu allen Zeiten
stets die gleiche Phasenverschiebung zueinander aufweisen. Die zur Hologrammaufnahme notwendige
Kohérenz kann erreicht werden, wenn Referenz- und Objektwelle monochromatische Wellen mit glei-
cher Wellenldnge sind. Um zu garantieren, dass die Welle zur Objektbeleuchtung und die Referenzwelle
tatsdchlich die gleiche Wellenlénge besitzen, stammen sie aus der gleichen Quelle. Wie in Anhang A.1

demonstriert, entspricht die Hologrammintensitat Iy, dann

2

A et A SR
Iholo(r/) = ﬁ . 61k|r —ro| + Z r“r‘ . el(k(‘r —ru|+[rp—rol)+Apu) . (17)
P 7

Um eine spitere Verwechselung mit anderen Ortsvektoren zu vermeiden, sind in dieser Arbeit alle
Ortsvektoren r/, die auf einen Hologrammpunkt zeigen, mit einem Strich versehen. In Gleichung (1.7)

weist die Intensitét keine zeitabhingigen GroBen mehr auf. Das bedeutet, dass bei der Uberlagerung
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1.3. Optische Hologrammaufnahme und -rekonstruktion

monochromatischer Wellen eine stationéire Intensititsverteilung entsteht, so dass die Aufnahmedauer
eines Hologramms keinen Einfluss auf die Intensitétsverteilung hat.

Weiterhin héngen die ortsabhéngigen Phasenanteile der komplexen e-Funktionen in Gleichung (1.7)
nur von den Abstdnden zwischen Referenzwellenquelle, Streuzentrum und Hologrammpunkt ab. Somit
sind die absoluten Positionen dieser Punkte ohne Relevanz, solange sich die Abstéinde zueinander nicht
andern. Ohne Beschrankung der Allgemeingiiltigkeit konnen daher die geometrischen Zusammenhénge
in einem Koordinatensystem betrachtet werden, an dessen Ursprung sich die Referenzwellenquelle
befindet (ro = 0). Auf diese Weise geben die Vektorbetrége ' = |r/| und r, = |r,| automatisch die
Distanz von der Referenzwellenquelle zum Hologrammpunkt bzw. zum Streuzentrum an.

Die Vektorbetrige in den e-Funktionen entsprechen den zuriickgelegten Distanzen der Welle. Wie in
Abbildung 1.4b gezeigt, ist der Streupfad der Welle iiber das Streuzentrum um die Distanz As, =
v/ —r,|— (' —r,) gegeniiber 1’ verlingert. Werden die Vektorbetriige in den komplexen e-Funktionen
aus Gleichung (1.7) iiber diese Weglangendifferenz As,, ausgedriickt, ldsst sich die Gleichung fur die
Hologrammintensitéit etwas iibersichtlicher formulieren. In Anhang A.2 ist gezeigt, dass Gleichung

(1.7) dann folgendem Ausdruck entspricht.

2

Ao A .
houle) = |3+ 3 g e @s)

Die Hologrammintensitéit hingt somit ausschliefilich vom Abstand zwischen Referenzwellenquelle und
Hologrammpunkt 7’ und der Weglidngendifferenz As, = As,(r') ab. Der Abstand 7’ weist dabei keine
Abhéngigkeit zu den Positionen der Streuzentren auf. Die Intensitéten eines Hologramms, welche die
Positionsinformation der Streuzentren enthalten, werden somit ausschlieflich durch die ortsabhéngige

Wegléngendifferenz As,, beeinflusst.

1.3 Optische Hologrammaufnahme und -rekonstruktion

Im Allgemeinen ldsst sich die Objektinformation eines Hologramms durch blofile Betrachtung nicht
interpretieren. Um die im Hologramm enthaltene Strukturinformation zu extrahieren, muss daher
ein Rekonstruktionsverfahren angewendet werden. Generell richtet sich die Hologrammrekonstruktion
nach der verwendeten Messmethode. Im Folgenden wird dies anhand eines Beispiels aus der optischen
Holographie gezeigt. Abbildung 1.5a zeigt einen typischen Aufbau zur Aufnahme eines Hologramms.
Als Lichtquelle dient ein Laser, der kohérentes Licht erzeugt. Nach der Aufweitung per Linsensystem
wird der Laserstrahl mit Hilfe eines halbtransparenten Spiegels in zwei Strahlen geteilt. Der transmit-
tierte Strahl dient dabei als Referenzwelle. Die Referenzwelle trifft direkt auf eine Glasplatte, die mit
einer fotosensitiven Schicht versehen ist.

Der abgelenkte Teil des Strahls wird tiber Umlenkspiegel auf ein Objekt gerichtet und dient somit als
Beleuchtungswelle. Auf diese Art werden Referenz- und Beleuchtungswelle mit der gleichen Wellen-
quelle erzeugt, so dass Objekt- und Referenzwelle die gleiche Wellenlénge besitzen. Das am Objekt
elastisch gestreute Licht iiberlagert sich an der Glasplatte kohdrent mit der Referenzwelle, wodurch
ausgepragte Interferenzerscheinungen entstehen. Nachdem die Glasplatte eine gewisse Zeit beleuchtet

wurde, wird die fotosensitive Schicht entwickelt.
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Spiegsl

Dosiiion Rosition

|

Wirtuellent felller

Abbildung 1.5: Aufnahme und Rekonstruktion eines optischen Hologramms. (a), Typischer
Aufbau zur Hologrammaufnahme. (b), Rekonstruktionsaufbau mit dargestellten Positio-
nen von virtuellem und reellem Bild. (c), Blick in den aufgeweiteten Laser-Strahl. (d),
Virtuelles Bild des Objekts bei Betrachtung der urspriinglichen Objektposition durch
das Hologramm. (e), Reelles Zwillingsbild, das mit Hilfe eines Leuchtschirms sichtbar
gemacht werden kann. Die roten Pfeile zeigen die Ausbreitungsrichtung des Laserlichts
an.

Dabei schwiirzen sich alle unbelichteten Stellen, wiahrend die belichteten Bereiche transparent bleiben.
Zur Abbildung des Objekts muss das entwickelte Hologramm mit der Referenzwelle bestrahlt werden,
wie es in Abbildung 1.5b gezeigt ist. Tritt die Referenzwelle durch das Hologramm, wird sie an ge-

schwirzten Bereichen abgemindert, wihrend sie transparente Bereichen quasi ohne Intensitatsverlust

15
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passieren kann. Das transmittierte Wellenfeld ,..;,, welches auf der anderen Seite des Hologramms

beobachtet werden kann, entspricht daher [31]:

Yrek = Ihoto Yo
%0 + Yobj]? o
(Ibol® + [on?) to + [0l® Yon; + ¥f - Uiy - (1.9)

Dieses Wellenfeld besteht somit aus drei verschiedenen Anteilen. Der erste Term stimmt bis auf einen
konstanten reellen Faktor mit der Referenzwelle iiberein. Fiir einen Beobachter hinter dem Hologramm
entspricht dies dem Blick in den aufgeweiteten Laser-Strahl, wie es in Abbildung 1.5¢ dargestellt ist.
Dieser Anteil enthélt keine Objektinformation.

Im Gegensatz dazu entspricht der zweite Term bis auf einen konstanten Faktor der Objektwelle. Wie
in Abbildung 1.5d gezeigt, kann daher ein Beobachter beim Blick durch das Hologramm ein virtuelles,
réaumliches Bild des Objekts sehen.

Neben dem virtuellen Bild entsteht ein zweites Bild, welches in Gleichung (1.9) durch die komplex
konjugierte Objektwelle im dritten Term beschrieben wird. Es handelt sich hierbei um das reelle
Zwillingsbild des Gegenstandes, welches wie in Abbildung 1.5e mit Hilfe eines Leuchtschirms sichtbar
gemacht werden kann. An welchem Ort und in welcher Ausrichtung das Zwillingsbild erscheint, hingt
von der Aufnahmegeometrie des Hologramms ab (vergl. Abschn. 3.1.3). In diesem Beispiel entspricht
das Zwillingsbild einer Spiegelung des Objekts an der Hologrammebene [31].

Obwohl es sich bei dem erlduterten Beispiel um einen speziellen Aufbau zur optischen Hologrammauf-
nahme und -rekonstruktion handelt, konnten zwei grundlegende Aspekte der Holographie herausge-
stellt werden. Zum Einen kann die Information im Hologramm nur mit Hilfe der richtigen Referenzwelle
rekonstruiert werden. Zum Anderen enthélt das Rekonstruktionswellenfeld neben der Objektwelle noch

andere Wellenanteile, die es zu beachten gilt.

1.4 Digitale Rekonstruktion und computergenerierte Hologramme

1.4.1 Analytische Rekonstruktion

Die im letzten Abschnitt erlauterten Abbildungseigenschaften eines Hologramms offenbaren ein Pro-
blem in Bezug auf atomaufgeloste Holographie. Ohne weitere Mafinahmen bildet ein Hologramm das
aufgenommene Objekt in seiner Originalgréfie ab. Daher ist fiir die Abbildung von Atomstrukturen
ein optisches Rekonstruktionsverfahren, wie es im letzten Abschnitt beschrieben wurde, ungeeignet.
Ein solches Verfahren bietet keine zusétzlichen Informationen, die nicht auch bei blofler Betrachtung
des Objekts zuginglich wiren. Fiir atomaufgeloste Holographie ist es daher notwendig, die Rekon-
struktion per Computer durchfithren zu kénnen. Auf diese Weise kann das rekonstruierte Bild beliebig
vergroflert werden. Somit kénnen selbst kleinste Strukturen abgebildet werden, sofern das Hologramm
iiber die dazu notwendige Auflésung verfiigt.

Bei der digitalen Rekonstruktion wird eine Bildfunktion berechnet, welche die Intensitétsverteilung
eines Hologramms in ein rdumliches Bild tiberfiihrt. Prinzipiell stellt eine ortsabhéingige Formulierung

des Rekonstruktionswellenfeldes 1, aus Gleichung (1.9) bereits eine solche Bildfunktion dar.
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b Hologrammebene

einfallende
Referenzwelle
|———————3

Y &

Koordinaten-

\ e
ursprung Rekonstruktionspunkt Rekonstruktionspunkt
(virtuelles Bild) (reelles Bild)
T T
B voranschreitende Welle .
A - Re{¥(r)}
T 275 7, RN e RN ) 275N 77N, 27N 427 BN I +
0 K4 IX‘ \\‘ K IX\ ‘\\ J IX: ‘\\ l/ }(‘0‘ \\ l,' ;(f ‘\\ s Itz ‘\‘ Re {\I” elem (r-r') }

7 = — ,'I ——| Re{Welem(r-r')} 7
S S

~aof St R N pa

r'-3A r'-2\ r'-A r r'+A r'+2h r'+3%

Abbildung 1.6: Funktionsweise des Rekonstruktionsverfahrens. a, Huygenssches Prinzip.
Jeder Punkt einer Wellenfront kann als Ursprung einer elementaren Kugelwelle betrach-
tet werden. Die Wellenfront an einem anderen Ort ergibt sich aus der Uberlagerung
aller Elementarwellen. b, Analog zum Huygensschen Prinzip ergibt sich das Rekonstruk-
tionswellenfeld aus der Uberlagerung aller elementaren Kugelwellen, die an den Holo-
grammpunkten starten. Dabei wird zwischen den Rekonstruktionspunkten des virtuellen
Bildes (roter Pfeil) und den Rekonstruktionspunkten des reellen Bildes (blauer Pfeil) un-
terschieden. ¢, Phasenverschiebung zwischen den Elementarwellen ¢e+lem (blau) und ¥
(rot) im Vergleich zur Referenzwelle i)y (grau).

elem
Dazu wird die Referenzwelle unmittelbar nach Durchschreiten der Hologrammebene betrachtet. Da in
jedem Hologrammpunkt die Referenzwelle unterschiedlich stark abgemildert wird, ist es zweckméafig,
die auf das Hologramm treffende Wellenfront in einzelne Punkte zu unterteilen. Nach dem Huygens-
schen Prinzip kann jeder Punkt r’ einer bestehenden Wellenfront der Referenzwelle als Ursprung einer
elementaren Kugelwelle 1)¢je,, aufgefasst werden. Abbildung 1.6a zeigt, dass sich die voranschreitende
Wellenfront als Superposition aller Elementarwellen ergibt.

Dementsprechend kann auch die Rekonstruktionswelle durch die Summe aller Elementarwellen be-
schrieben werden, die an den Hologrammpunkten starten. Dies ist in Abbildung 1.6b schematisch dar-
gestellt. Um die geschwirzten und transparenten Bereiche des Holgramms zu beriicksichtigen, miissen
die Amplituden der Elementarwellen proportional zur Hologrammintensitét Ip.;, sein. Somit ergibt
sich fiir eine Elementarwelle, die am Punkt r’ startet:

eEiklr—r']

Bem (™) = Tnoto(r') Yo(r') (1.10)

T
Das Vorzeichen in dieser Gleichung richtet sich danach, ob das voranschreitende oder das
zuriicklaufende Wellenfeld betrachtet wird. Wie in Abbildung 1.6¢ gezeigt, sind wj om Jeweils nur in

einer Richtung mit dem nachzubildenen Wellenzug phasengleich. Wahrend die w; om-Wellen die durch

das Hologramm transmittierte Welle adéquat beschreiben, geben die 1, -Wellen das riicklaufende
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Wellenfeld wieder. Dabei laufen die 1, -Wellen an der urspriinglichen Objektposition zusammen

und interferieren dort konstruktiv. Daher werden im weiteren Verlauf ausschlieflich die ¢~, -Wellen

elem
zur Rekonstruktion verwendet.

Wird das Hologramm als kontinuierliche Intensitéitsverteilung angenommen, geht die Summe des Re-
kontruktionswellenfeldes in ein Integral iiber. Die Bildfunktion I' eines Hologramms, welches sich {iber
die Flidche Sy, erstreckt, lasst sich daher fiir einen Rekonstruktionpunkt an der Stelle r folgender-
maflen formulieren:

; /
efzk|rfr |

I(r) = / Thoto(r") tho(r’) d*r' (1.11)

Sholo

r— /|

Bei der Bildfunktion handelt es sich im um ein Integral, das in der Literatur hidufig als Fresnel-Huygens-
[32], Fresnel-Kirchhoff- [31, 33] oder Helmholtz-Integral [28, 34] bezeichnet wird. Trotz der groBen
Ahnlichkeit handelt es sich bei der Bildfunktion nicht um eine spezielle Formulierung der Fourier-
Transformation. Wahrend bei der Fourier-Transformation Funktionen zwischen Orts- und Frequenz-
raum transformiert werden, transformiert die Bildfunktion Intensitétsverteilungen von einem Ort zum
anderen.

Es sei an dieser Stelle erwéhnt, dass sich das Integral der Bildfunktion nicht aus dem Huygensschen
Prinzip herleitet, wie die vorangegangenden Absitze vermuten lassen konnten. Tatséchlich ist genau
das Gegenteil der Fall, da anhand dieses Integrals die Giiltigkeit des Huygensschen Prinzips gezeigt
werden kann. Das Integral selbst ergibt sich nach Anwendung des zweiten Greenschen Satzes auf die
Helmholtz-Gleichung, die sich aus der elektromagnetischen Wellengleichung herleitet [30]. Die Bild-
funktion basiert somit auf einem fundierten theoretischen Ansatz.

Um Gleichung (1.11) zu berechnen, miissen die Raumkoordinaten r’ von jeder Messposition bekannt
sein, an der ein Intensitéitswert des Hologramms aufgezeichnet wurde. Des Weiteren miissen Position
und Wellenléinge der Referenzwellenquelle bekannt sein, um vy addquat ausdriicken zu kénnen. Sind
diese Groflen bekannt, ist der Integrand in Gleichung (1.11) quantitativ bestimmt. Die Bildfunktion

kann dann mittels numerischer Berechnung des Integrals ermittelt werden.

1.4.2 Computergenerierte Hologramme

Basierend auf der Bildfunktion aus Gleichung (1.11) wurde im Rahmen dieser Arbeit eine Software
entwickelt, die es ermoglicht, die Hologramme von makroskopischen Objekten bis hin zu Atomstruk-
turen zuverldssig und schnell zu rekonstruieren. Zur Demonstration der korrekten Funktionsweise des
implementierten Rekonstruktionsverfahrens sind allerdings die konkreten Intensitéitswerte eines Ho-
logramms notwendig. Solche Hologrammintensitéten miissen nicht unbedingt experimentell bestimmt
werden, sondern kénnen auch numerisch per Computer berechnet werden [35-40]. Die Verwendung
von computergenerierten Hologrammen (CGH) hat den Vorteil, dass einzelne Aufnahmeparameter
problemlos verdndert werden kénnen. Im weiteren Verlauf werden daher CGHs dazu verwendet, indi-
viduelle Aspekte der Abbildungseigenschaften von Hologrammen gezielt zu untersuchen.

Zur Berechnung eines CGH wird zunéichst eine Fléche im dreidimensionalen Raum definiert, iiber die
das Hologramm berechnet werden soll. Da per Computer nur eine endliche Anzahl von Hologramm-

intensitdten berechnet werden konnen, muss zusétzlich die Auflésung N, x Ny des Hologramms fest-
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gelegt werden. Durch eine Ebenengleichung in Parameterform lisst sich dann eine Vektorschar r/,,,

definieren, deren Endpunkte ein gleichméfiges Raster auf der Hologrammebene bilden.

m , n

b 1.12
N, 12N, T (1.12)

r/mn = p/ +

Wie in Abbildung 1.7 gezeigt, spannen die Vektoren a’ und b’ die Hologrammebene von der Position
p’ aus auf. Dabei geben die Betrige von a’ und b’ die Breite und Hohe der Hologrammfliche
an. Zu jedem Vektor der Schar wird dann nach Gleichung (1.7) der dazugehorige Intensitdtswert
Thoto(Tin) berechnet. Zusammen mit der zur CGH-Berechnung verwendeten Wellenzahl k sind durch
die Vektorschar r’;,,, und die korrespondierenden Intensititen Ijy(rh,,) alle notwendigen Grofen

bekannt, um den Integranden in Gleichung (1.11) quantitativ zu ermitteln.

Streuzentrum

Streuzentrum
. ’»”

Referenzwellenquelle

Abbildung 1.7: Geometrische Zusammenhiinge bei der Erzeugung eines computergenerier-
ten Hologramms.

Fiir die konkrete Bestimmung eines Intensitéitswertes ist eine Streuzentrenverteilung notwendig, deren
Struktur im Hologramm gespeichert werden soll. Jedes Streuzentrum ist dabei durch 6 Parameter
definiert. Davon entsprechen 3 Parameter den Komponenten des Ortsvektors r,, der die rdumliche
Lage des Streuzentrums angibt. Des Weiteren miissen konkrete Werte fiir die Amplitude A,, Wellen-
zahl k£ und die Phasenverschiebung Ay, jeder Streuwelle vorliegen. Wahrend die Wellenzahl fiir alle
Streuzentren durch die Wellenldnge der verwendeten Referenzwelle festgelegt ist, miissen die restli-
chen Parameter individuell gesetzt oder durch prozedurale Funktionen generiert werden. Wenn die
Streuamplitude der im weiteren Verlauf gezeigten CGHs nicht explizit erwdhnt wird, ist sie fiir alle
Streuzentren gleich.

Die gewéhlte Phasenverschiebung A¢, hat grofien Einfluss auf das Erscheinungsbild der Inten-
sitdtsverteilung im Hologramm. In Abschnitt 3.1.4 wird sich allerdings im Rahmen einer theoretischen
Betrachtung zeigen, dass die Phasenverschiebung keinen Einfluss auf die Abbildungseigenschaften des
Hologramms hat, solange Ay, konstant ist. Daher sind im Folgenden die Werte fiir Ayp,, der gezeigten
CGHs per Zufallsgenerator erzeugt, sofern die verwendete Phasenverschiebung nicht explizit genannt

wird.
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1.4.3 Experimentelle Uberpriifung der computergenerierten Hologramme

Um zu vermeiden, dass aufgrund von nicht korrekten Annahmen oder Programmierfehlern falsche
Riickschliisse gezogen werden, wurden die CGH-Intensitéten experimentell tiberpriift. Zu diesem Zweck
wurde ein berechnetes Hologramm mit Hilfe eines Laserdruckers mafistabsgetreu auf eine transparen-
te Folie gedruckt [41,42]. Diese Folie wird in einen aufgeweiteten Laserstrahl gebracht, um so zu
priifen, ob das im Hologramm enthaltetene Bild sichtbar wird. Dazu wurde der in Abbildung 1.8a
gezeigte Aufbau verwendet. Dabei weist der Laser mit einer Wellenldnge von A = 632 nm den in Ab-
bildung 1.8b gezeigten Strahlenverlauf auf. Zunéchst wird der Laserstrahl mit Hilfe der Sammellinsen
L1 und Lo aufgeweitet. Dadurch verringert sich die Strecke zwischen L3 und Hologrammebene, die
notig ist, um die gesamte Hologrammfldche zu beleuchten. Die Linse L3 fokussiert den Laserstrahl
im Brennpunkt f3. Wird der Strahlverlauf erst ab dem Brennpunkt f3 betrachtet, entspricht dieser
in erster Ndherung dem Wellenverlauf einer punktférmigen Lichtquelle. Zur CGH-Berechnung wurde
daher Gleichung (1.7) verwendet, welche die Hologrammintensitét einer punktformigen Referenzwel-
lenquelle beschreibt. Anschlieffend trifft der Laserstrahl groflflichig auf das ausgedruckte Hologramm.
Der Strahl, der durch das Hologramm transmittiert, enthélt dann die Bildinformation. Im experi-
mentellen Aufbau befindet sich hinter der Hologrammebene eine vierte Linse. Diese dient dazu, das
entstehende virtuelle Bild auf einen Leuchtschirm zu projizieren. Gewissermaflen stellen die Linse Ly
und der Leuchtschirm das experimentelle Aquivalent zur Augenlinse und zur Netzhaut dar. Das hat
den Vorteil, dass zur Betrachtung des virtuellen Bildes nicht direkt in den Strahlengang des Lasers
geblickt werden muss. Neben diesem sicherheitsrelevanten Aspekt ldsst sich auf diese Weise auch die
Rekonstruktion wesentlich besser fotografieren.

Fiir die Berechnung des Hologramms wurde die in Abbildung 1.8c gezeigte “F”-féormige Streuzen-
trenverteilung verwendet. Da es sich beim “F” um den ersten Grofibuchstaben im Alphabet ohne
Punkt- und Spiegelsymmetrie handelt, kann auf den ersten Blick erkannt werden, ob die Abbildung
korrekt oder seitenverkehrt ist. Das Objekt besteht aus insgesamt zehn Streuzentren, wobei benach-
barte Streuzentren einen Abstand von 2 mm besitzen. Alle Streuzentren liegen in einer Ebene parallel
zur Hologrammebene, die sich im Abstand von 300 mm vom “F”-férmigen Objekt entfernt befindet.
Das Objekt wurde in einer Entfernung von z = 100 mm von der punktférmigen Referenzwellenquelle
platziert. Zusétzlich weist das Objekt einen Versatz von x = 30 mm zur optischen Achse auf. Auf
diese Weise liegt das virtuelle Bild nicht direkt im Ausbreitungskegel des Lasers. Der berechnete Ho-
logrammbereich erstreckt sich iiber eine Fliche von 5 x 5 cm? mit einer Auflésung von 2362 x 2362
Bildpunkten. Damit besitzt das CGH eine Auflosung von 1200 dpi. Dies entspricht der héchsten un-
terstiitzten Auflosung des verwendeten Druckers. Abbildung 1.8d zeigt das auf transparente Folie
gedruckte Ergebnis dieser Berechnung.

Wie in Abbildung 1.8e gezeigt, bilden sich durch die Beleuchtung mit Laserlicht auf dem Leuchtschirm
scharfe Reflexe, die das zur Hologrammberechnung verwendete “F”-formige Objekt widerspiegeln. Als
Folge der Linsenprojektion des virtuellen Bildes auf den Leuchtschirm steht das Objekt spiegelverkehrt
auf dem Kopf. Da dies allerdings zu erwarten war, weist das projizierte Bild keine Abbildungsfehler
auf. Weiterhin lassen sich auf der bedruckten Folie in Abbildung 1.8d keine transparenten Stellen in
dieser Anordnung finden. Die Reflexe auf dem Leuchtschirm stellen somit keinen “Schattenwurf” dar,

sondern entstehen ausschlief3lich durch Interferenz.
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Strahlaufweitung  Fokusierung CGH Projektion des
virtuellen Bildes

Abbildung 1.8: Experimentelle Rekonstruktion eines computergenerierten Hologramms. a,
Bild des verwendeten Rekonstruktionsaufbaus. b, Schematische Abbildung des experi-
mentellen Aufbaus zur CGH-Rekonstruktion. ¢, Streuzentrenverteilung des verwendeten
Testobjekts. Jede rote Kugel reprisentiert dabei ein Streuzentrum. d, Folie mit bedruck-
tem Hologramm. e, Foto des projizierten virtuellen Bildes auf dem Leuchtschirm des
experimentellen Aufbaus.

Somit konnte gezeigt werden, dass die CGH-Erzeugung sowohl fehlerfrei implementiert wurde als auch
auf physikalisch korrekten Gleichungen basiert. Die akkurate Funktionsweise der entwickelten Software

zur Hologrammberechnung ist somit bestétigt.

1.4.4 Digitale Rekonstruktion rdumlicher Strukturen

Zur Demonstration des implementierten Rekonstruktionsverfahrens wurde zunéchst das CGH der in
Abbildung 1.9a gezeigten Streuzentrenverteilung berechnet. Jedes Streuzentrum ist dabei als kleine
Kugel visualisiert. Das gezeigte Objekt besteht aus insgesamt 35.000 Streuzentren, die ein mensch-

liches Skelett nachbilden. Durch die asymmetrische Pose und die vielen feinen Strukturen stellt eine
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solche Streuzentrenverteilung ein ideales Objekt zur Uberpriifung der Leistungsfihigkeit des Rekon-
struktionsverfahrens dar.

Das Ergebnis der CGH-Berechnung ist in Abbildung 1.9b dargestellt. Dabei wurden die gleichen
Parameter wie beim CGH des “F”-formigen Objekts aus Abbildung 1.8d verwendet. Der einzige Un-
terschied besteht im Versatz von x = 50 mm zur z-Achse und dem Abstand von z = 200 mm zur
Referenzwellenquelle.

Analog zur Definition der Hologrammebene in Abschnitt 1.4.2 wird auch fiir die digitale Rekonstrukti-
on eine Vektorschar festgelegt, die den Rekonstruktionsbereich definiert. Allerdings reicht zur Rekon-
struktion eines dreidimensionalen Bildes eine einzelne Ebene nicht aus, um das Objekt darzustellen.
Der Rekonstruktionsbereich wird daher von drei Vektoren a, b und ¢ definiert. Wie in Abbildung 1.9¢
gezeigt, spannen diese Vektoren von der Position p das Rekonstruktionsvolumen auf. Die Vektorschar

lautet daher
v w

T _as b+
a c.
N, —1 Ny —1 N.—1
Wiéhrend N,, N, und N, die Auflésung der Rekonstruktion festlegen, entsprechen u € [0, N, — 1],

Tuvw = P + (1.13)

v € [0, Ny — 1] und w € [0, N, — 1] ganzzahligen Indizes. Fiir jeden dieser Vektoren wird dann die
Bildfunktion aus Gleichung (1.11) numerisch berechnet. Dabei werden zunéchst bei festgehaltenem
w alle Rekonstruktionspunkte der durch a und b aufgespannten Ebene berechnet und gespeichert.
Dieser Vorgang wird wiederholt, nachdem w um 1 erhéht wird, so dass das Objekt Schicht fiir Schicht
rekonstruiert wird.

Abbildung 1.9d zeigt exemplarisch fiinf rekonstruierte Ebenen mit verschiedenen Absténden zur Ho-
logrammebene. Da es sich bei der Bildfunktion I' um eine komplexe Funktion handelt, wird zur Dar-
stellung die Bildintensitiit |T'|> ermittelt. Die Bildintensitiit lisst sich dann wie in der Abbildung per
Graustufendarstellung visualisieren. Die z-Position der einzelnen Rekonstruktionsebenen in Bezug auf
die urspriingliche Objektposition ist in der schematischen Seitenansicht wiedergegeben. Jede rekon-
struierte Ebene besitzt eine Auflésung von jeweils 128 x 256 Bildpunkten. Die hellen Bereiche zeigen die
Positionen der Streuzentren an. Dabei enthalten die Rekonstruktionsebenen ausschliellich das Bild der
Streuzentren, die in der jeweiligen Rekonstruktionsebene liegen. Das Graustufenbild einer einzelnen
Rekonstruktionsebene bietet somit eine exzellente Ubersicht iiber die Verteilung der dort enthaltenen
Streuzentren. Allerdings stellt eine einzelne Ebene immer nur einen sehr kleinen Ausschnitt der ge-
samten rdumlichen Bildintensitdt dar. Zur Darstellung des gesamten rekonstruierten Volumens miisste
jede Rekonstruktionsebene einzeln dargestellt werden. Je nach rekonstruiertem Volumen miissten hun-
derte von Einzelbildern abgebildet werden. Das rdumliche Gesamtbild lésst sich jedoch auf diese Weise
nur schwer erfassen.

Aus diesem Grund wurde zur Visualisierung der rdumlichen Bildintensitét ein anderes Darstellungs-
verfahren angewendet. Nach der digitalen Rekonstruktion liegt die rdumliche Bildintensitét als diskrete
Verteilung einzelner Rekonstruktionspunkte vor. In Abbildung 1.9e ist dies schematisch anhand von
4 x 4 x 4 Rekonstruktionspunkten gezeigt. Jede einzelne Kugel entpricht dabei einem Rekonstrukti-
onspunkt. Helle Kugeln spiegeln hohe Intensitéitswerte wider, die dunklen Kugeln stehen fiir niedrige
Intensitaten. Die strukturrelevanten Rekonstruktionspunkte mit hohen Intensitdtswerten sind in der

Abbildung durch rote Késten hervorgehoben.
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Abbildung 1.9: Rdumliche Rekonstruktion eines Hologramms. a, Dreidimensionale Vertei-
lung von 35.000 Streuzentren. Jedes Streuzentrum ist durch eine Kugel visualisiert. b,
Hologramm der in (a) gezeigten Streuzentrenverteilung bei rotem Licht. ¢, Geometrische
Zusammenhénge bei der Rekonstruktion. d, Rekonstruktionen einzelner Ebenen mit ver-
schiedenen Abstinden zur Hologrammebene. Die farblichen Linien auf der linken Seite
markieren die z-Position der jeweiligen Rekonstruktionsebene, wihrend die schwarze
Silhouette die urspriingliche Objektposition anzeigt. e, Diskret verteilte Rekonstrukti-
onspunkte. Jede Kugel stellt einen einzelnen Rekonstruktionspunkt dar. Helle Kugeln
symbolisieren hohe Intensititswerte, dunkle Kugeln stellen niedrige Intensititen dar. f,
Volumendarstellung der in (e) gezeigten diskreten Intensitétsverteilung. g, Seiten- und
Frontalansicht des rekonstruierten Hologramms aus (b) in der Volumendarstellung.
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Bereits diese iiberschaubare Anzahl von Rekonstruktionspunkten wirkt in der gezeigten Darstellung
sehr uniibersichtlich und ist daher zur Visualisierung der Rekonstruktionsergebnisse ungeeignet. Da im
rekonstruierten Bild nur die Intensitdtsmaxima strukturrelevante Information widerspiegeln, kénnen
alle Intensitéten unterhalb eines gewissen Schwellenwertes aus der Darstellung entfernt werden. Zu die-
sem Zweck wurden die rekonstruierten Intensitéten in ein Grafikprogramm geladen, das die Darstellung
von volumetrischem Rauch unterstiitzt (Blender v2.50-v2.73). Dabei wird die errechnete Intensitét als
Rauchdichte im entsprechenden Volumenbereich interpretiert. Bereiche mit niedrigen Intensitéten wer-
den in der Darstellung transparent, wihrend Volumenabschnitte mit hohen Intensitédten undurchsichtig
werden. Wie in Abbildung 1.9f gezeigt, vermittelt die resultierende Grafik einen wesentlich besseren
Eindruck von der rdumlichen Intensitétsverteilung als Abbildung 1.9e.

Auf die gleiche Art sind in Abbildung 1.9g die Rekonstruktionsergebnisse des CGH aus Abbildung 1.9b
dargestellt. Das entstehende dreidimensionale Bild ist dabei sowohl in der Seiten- als auch in der Fron-
talansicht gezeigt. Insgesamt wurden 67 Ebenen zur Darstellung verwendet. Der Ebenenabstand wurde
so gewahlt, dass die Rekonstruktionspunkte in allen drei Raumrichtungen dquidistante Abstéinde be-
sitzen. Der blaue Kasten markiert den Rekonstruktionsbereich. Bis auf ein paar unauffillige Artefakte
spiegelt die dreidimensionale Darstellung exakt die urspiingliche Streuzentrenverteilung aus Abbildung
1.9a wider. Sémtliche Details des rekonstruierten Bildes lassen sich so auf einen Blick erfassen. Auf die
gleich Art und Weise wurden alle im Folgenden gezeigten Volumendarstellungen der Rekonstruktionen

erzeugt.

1.5 Atomaufgelste Hologramme

1.5.1 Rekonstruktion eines Objekts auf atomarer Lingenskala

Das generelle Auflésungsvermogen eines Hologramms wird primér durch die Wellenléinge von Referenz-
und Objektwelle bestimmt. Zur Auflésung von Atomstrukturen ist daher eine Wellenlénge notwen-
dig, die unterhalb der kiirzesten Atombindungsliange innerhalb der untersuchten Probe liegt. Atome
in fester Materie besitzen typischerweise Abstéinde zwischen 1-3 A. Dementsprechend muss auch die
Wellenléinge im A-Bereich oder darunter liegen. Um zu untersuchen, wie sich solche Wellenlingen auf
die Hologrammintensitit und die -rekonstruktion auswirken, wurden computergenerierte Hologramme
des in Abbildung 1.10a gezeigten Tryptophanmolekiils berechnet. Tryptophan ist eine der 20 natiirlich
im menschlichen Organismus vorkommenden Aminoséuren [43]. Durch seine asymmetrische rdumliche
Struktur entspricht Tryptophan dem molekularen Aquivalent des “F”-férmigen Testobjekts aus Ab-
schnitt 1.4.3.

Zur CGH-Berechnung wurde eine ebene Referenzwelle angenommen, wie sie beispielsweise von ei-
nem Laser erzeugt wird. Ebenso stellt eine ebene Welle eine gute Néherung fiir Wellenquellen dar,
deren Abstand zum Objekt wesentlich grofler ist als die korrespondierende Wellenldnge. Die Holo-
grammebene befindet sich, wie in Abbildung 1.10b gezeigt, senkrecht zur Ausbreitungsrichtung der
Referenzwelle, wobei Molekiil und Hologrammebene zur z-Achse zentriert wurden. Abbildung 1.10c
zeigt das korrespondierende CGH im Abstand d; = 10 mm zum Molekiil, das mit einer Wellenlénge
von 0,4 A berechnet wurde. Die Hologrammfléiche betrigt 20,48 x 20,48 mm? bei einer Auflésung von
1024 x 1024 Hologrammpunkten.
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Abbildung 1.10: Rekonstruktion eines Objekts auf atomaren Lingenskalen a, Tryptophan-
molekiil mit insgesamt 27 Streuzetren b, Geometrische Anordnung von ebener Referenz-
welle, Molekiil und Hologrammebene zur CGH-Berechnung. ¢, Tryptophan-CGH in ei-
nem Abstand von 10 mm zum Molekiil. Die Detailansichten auf einer Gréfie von 100 x 100
nm? zeigen, dass die wahren Intensitiitsmodulationen zu fein sind, um bei der gewihlten
Auflésung zusammenhingend erfasst zu werden. d, Volumendarstellung der Rekonstruk-
tion von (c). Bis auf eine Intensititsverbreiterung in z-Richtung ist das Tryptophan-
molekiil ordnungsgemifl wiedergegeben. e, Tryptophan-CGH in einem Abstand von 40
mm zum Molekiil. In den Detailansichten ist im Vergleich zu (c) eine Verringerung
der Modulationsdichte zu erkennen. f, Rekonstruktion von (e). Durch den verringerten
Raumwinkel der Objektwelle, die im Hologramm erfasst wird, sind alle Intensitédten stark
in z-Richtung verbreitert.
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Zwei benachbarte Hologrammpunkte besitzen somit somit einen Abstand von 20 pm.

In Abbildung 1.10d ist die rdumliche Darstellung der korrespondierenden Rekonstruktion gezeigt. Die
roten Sphéren zeigen die urspriinglichen Atompositionen an. Alle sichtbaren Intensitdtsmaxima befin-
den sich innerhalb dieser Sphéren. In der Ansicht der xy-Ebene ist zu sehen, dass die Intensitéitsmaxima
des rdumlichen Bildes in xy-Richtung scharf lokalisiert und klar voneinander getrennt sind. Die Ansicht
der xz-Ebene zeigt jedoch eine Verbreiterung der Intensititsmaxima in z-Richtung. Dennoch ldsst sich
aus der Position der Maxima problemlos die urspriingliche Lage der Atome bestimmen. Prinzipiell ist
es also moglich, ein mikroskopisches Objekt mit Hilfe eines makroskopischen Hologramms abzubilden.
Ein Hologramm wie in Abbildung 1.10c ldsst sich jedoch nicht mit den derzeitigen technischen Mit-
teln experimentell ermitteln. Das Problem offenbart sich bei der Betrachtung eines stark vergrofierten
Bereichs des Hologramms, wie in den beiden unabhéngig berechneten Detailvergrofierungen in Abbil-
dung 1.10c gezeigt ist. Die gezeigten Bereiche umfassen jeweils eine GroBe von 100 x 100 nm? und
sind damit ein hunderstel kleiner als die Flache, die sich einem einzelnen Hologrammpunkt zuordnen
lésst. Diese Bereiche weisen eine Feinstruktur auf, die bei dem gew&hlten Raster nicht erfasst wird.
Das CGH aus Abbildung 1.10c stellt somit keine zusammenhéingende Intensitétsverteilung dar. Trotz-
dem ist die gezeigte Intensititsverteilung des CGH problemlos rekonstruierbar. Das liegt daran, dass
nach Gleichung (1.7) jeder einzelne Intensitétswert des Hologramms die komplette Objektinformation
enthélt. Mit einer ausreichenden Anzahl an Intensitdtswerten ist es daher moglich, das Hologramm
zu rekonstruieren, auch wenn die verwendeten Intensitédten keinen zusammenhidngenden Verlauf wi-
derspiegeln. Weiterhin wird bei der Hologrammberechnung jeder Intensitédtswert nahezu punktgenau
abgetastet, wodurch CGHs eine extrem prézise Ortsauflosung aufweisen.

Bei einer realen Messung kann die Intensitét allerdings nicht punktgenau, sondern ausschliefllich iiber
eine endliche Fliche erfasst werden. Die Fléche einer einzelnen Sensorzelle in einer hochauflésenden
CCD-Kamera betrigt beispielsweise rund 5 x 5 pm? und ist damit 2500-mal gréfer als die gezeigten
DetailvergroBerungen in Abbildung 1.10c. Uber einen so grofien Bereich ist die mittlere Intensitit
nahezu homogen, so dass die zur Rekonstruktion notwendige Feinstruktur verloren geht.

Zur Erzeugung messbarer Intensitdtsmaxima und -minima muss die Modulationsdichte verringert
werden. Wie sich im CGH in Abbildung 1.10e zeigt, kann dies durch eine Erhéhung des Abstandes
zwischen Hologrammebene und Molekiil erreicht werden. Der zur Berechnung verwendete Abstand ist
mit do = 40 mm viermal so hoch wie beim CGH aus Abbildung 1.10c. Alle {ibrigen Parameter sind
hingegen nicht veréindert worden.

Die Detailansichten in Abbildung 1.10e zeigen, dass sich die Modulationen vergréfiert haben. Trotz
der verringerten Modulationsdichte sind die Intensitdtsmaxima und -minima auch mit diesen Para-
metern nicht experimentell messbar. Allerdings macht sich bereits ein Effekt bemerkbar, der sich sehr
nachteilhaft auf die Rekonstruktion auswirkt, wie in der Rekonstruktion aus Abbildung 1.10f gezeigt
ist. Wihrend das Molekiil in der xy-Ansicht noch eingermafien gut erkennbar ist, sind sdmtliche Inten-
sitdtsmaxima in z-Richtung weit {iber den Rekonstruktionsbereich hinaus ausgedehnt. Das Objekt ist
somit nicht mehr korrekt in der Tiefe abgebildet. Der Verlust der Tiefeninformation ist ein bekanntes
Phénomen in der Holographie [44]. Die fehlerhafte Abbildung der Tiefe steht in direktem Zusam-
menhang mit der erhohten Entfernung zwischen Objekt und Hologrammebene. Bei gleichbleibender

Hologrammfléche verringert sich der Raumwinkel der Objektwelle, die vom Hologramm erfasst wird.
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In Abbildung 1.10b ist dies durch die Winkel ©; und ©9 angezeigt. Dementsprechend verringert sich
die rdumliche Information des Objekts.

Fiir die dreidimensionale Rekonstruktion von Atomstrukturen muss daher ein moglichst grofier Raum-
winkel der Objektwelle erfasst werden. Gleichzeitig muss trotz kurzer Wellenldngen, die fiir die
Auflésung von Atomstrukturen notwendig sind, die Modulationsdichte so gering wie moglich bleiben,
um messbare Intensitdtsmuster zu erhalten. Im néichsten Abschnitt wird daher ein Losungsansatz

erlautert, der beide Anforderungen erfiillt.

1.5.2 Verringerung der Modulationsdichte

Der Grund fiir die hohe Modulationsdichte im Hologramm offenbart sich bei der Betrachtung der
Hologrammintensitét eines einzelnen Streuzentrums. Fiir eine ebene Referenzwelle gilt geméfl Anhang
A.3:

Inoto < cos(kAs, + Ag,,) . (1.14)

Die einzige variable Grofle in dieser Gleichung ist die in Abschnitt 1.2.3 eingefithrte Wegléngendifferenz
As,,. Zur genaueren Betrachtung muss daher As, durch einen konkreten Ausdruck ersetzt werden.

Liegt das Streuzentrum auf der z-Achse des verwendeten Koordinatensystems, reicht es aufgrund der
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Abbildung 1.11: Weglingen von Referenz- und Streuwelle. a, Schematische Darstel-
lung der Weglingen einer Streuwelle und einer ebenen Referenzwelle. b, Berechnete
Weglingendifferenz zwischen Streuwelle und ebener Referenzwelle. ¢, Berechneter In-
tensitiitsverlauf zur in (b) gezeigten Weglingendifferenz bei einer Wellenléinge von \
= 0,25 A. d, Schematische Darstellung der Laufwege eines Streuzentrums im Nahfeld
der Referenzwelle. e, Berechnete Weglingendifferenz in der Hologrammebene bei einem
Abstand von r, = 10 nm zwischen Referenzwellenquelle und Streuzentrum. f, Zu (e)
korrespondierender Intensititsverlauf bei einer Wellenliinge von A\ = 0,25 A.
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Rotationssymmetrie der Streuwelle aus, die Hologrammkoordinaten als Abstand a zur z-Achse zu
vereinheitlichen. Wie in Abbildung 1.11a gezeigt, bilden d und a zusammen mit der Strecke, welche
die Streuwelle zuriicklegen muss, ein rechwinkliges Dreieck. Dabei entspricht d dem kiirzesten Abstand
zwischen Streuzentrum und Hologrammebene. Die Referenzwelle legt aufgrund der ebenen Wellenfront

auf Hohe des Streuzentrums immer die Distanz d zur Hologrammebene zuriick. Somit ergibt sich fiir

As, =vVd?>+a?>—d. (1.15)

Mit wachsendem Abstand a zur z-Achse steigt die Weglangendifferenz stetig an, wie in Abbildung

die Wegléngendifferenz

1.11b dargestellt. Andert sich As, um den Betrag einer Wellenlénge, durchlduft die cos-Funktion
eine Periode. Im Hologramm entsteht auf der korrespondierenden Strecke ein Intensitdtsmaximum
und ein Minimum. Da die Weglidngendifferenz stetig wéchst, liegen die Intensitdtsmaxima immer
dichter zusammen, wie in Abbildung 1.11c gezeigt. Die verwendeten Parameter d = 40 mm und
A = 0,4 A entsprechen dabei den gleichen Parametern, die zur Berechnung des CGH in Abbildung
1.10e verwendet wurden. Bereits iiber die Strecke von a = 15 pm koénnen iiber 70 Intensititsmaxima,
gefunden werden. Die Messung eines solchen Intensitétsverlaufs ist mit den derzeitig zur Verfiigung
stehenden technischen Mitteln so gut wie unmoglich.

Eine ganz andere Situation entsteht, wenn die Referenzwellenquelle wie in Abbildung 1.11d so nah
am Streuzentrum platziert wird, dass die Krimmung der Referenzwellenfront stark von einer ebenen

Wellenfornt abweicht. Bei einem Abstand von r,, zwischen Streuzentrum und Referenzwellenquelle gilt

Asy =1y +Vd>+a?—/(d—r,)>+a?. (1.16)

Nach dieser Gleichung wurde der in Abbildung 1.11e gezeigte Verlauf der Wegléngendifferenz berech-

unter diesen Umstianden

net. Zwischen Streuzentrum und Wellenquelle wurde dabei ein Abstand von 7, = 10 nm angenommen,
so dass sich das Streuzentrum im Nahfeld der Referenzwellenquelle befindet. Das Streuzentrum selbst
befindet sich nach wie vor in einem Abstand von d = 40 mm zur Hologrammebene. Auf den ersten Blick
sieht der Anstieg der Weglingendifferenz in Abbildung 1.11e wesentlich steiler aus als bei der ebenen
Referenzwelle in Abbildung 1.11b. Allerdings zeigt das Diagramm bei gleich skaliertem Wertebereich
einen 10.000-mal groBeren Definitionsbereich. Die Weglangendifferenz mit einer Referenzwellenquelle
nah am Streuzentrum steigt somit wesentlich sanfter an und lduft fiir groffle Absténde zur z-Achse
sogar in Sattigung.

Abbildung 1.11 zeigt den korrespondierenden Intensitétsverlauf in der Hologrammebene bei einer Wel-
lenléinge von A = 0,4 A. Die Intensititsmaxima liegen in Abbildung 1.11f etwas weiter auseinander als
im direkten Vergleich mit Abbildung 1.11c. Wie bereits in Abbildung 1.11e ist jedoch auch in Abbil-
dung 1.11f ein wesentlich groferer Definitionsbereich gezeigt. Statt die Modulationen wie in Abbildung
1.11c auf einer Linge von 30 um anzuzeigen, umfasst der dargestellte Bereich eine Gesamtlange von
3 cm. Die entstehenden Modulationen liegen somit weit genug auseinander, um prinzipiell auf einem
Leuchtschirm mit blolem Auge unterschieden werden zu kénnen. Mit einem Objekt im Nahfeld der
Referenzwellenquelle lassen sich somit gut messbare Intensitdtsmodulationen erzeugen.

In Abschnitt 1.5.4 wird gezeigt, dass die verringerte Modulationsdichte tatséchlich ausreicht, um die

Atomstruktur eines Objekts zu rekonstruieren. Dafiir wird eine Bildfunktion verwendet, die speziell
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1.5. Atomaufgeloste Hologramme

fiir Objekte im Nahfeld der Referenzwellenquelle angepasst ist. Der mathematische Ansatz fiir diese

Bildfunktion wird im nichsten Abschnitt erldutert.

1.5.3 Sphirische Hologramme

Abbildung 1.12a zeigt die geometrischen Zusammenhénge der Wegstrecken zwischen Referenzwellen-
quelle, Streuzentrum und Hologrammpunkt fiir den allgemeinen Fall. Die Wegstrecken lassen sich
wesentlich {ibersichtlicher durch Einfiihrung des Winkels «y,, beschreiben, der zwischen den Ortsvekto-
ren r, des Streuzentrums und r’ des Hologrammpunkts liegt. Dieser Winkel ist durch das vektorielle
Skalarprodukt

r, v =7, ' cos(vy,) (1.17)

festgelegt. Wie in Abbildung 1.12a dargestellt, bilden die Positionen von Wellenquelle, Streuzentrum
und Hologrammpunkt im Allgemeinen ein Dreieck. Die Hohe dieses Dreiecks am Streuzentrum ist
mit Hilfe einer blauen Linie eingezeichnet und betrégt r, sin(v,). Die Strecke ' unterteilt sich in die
Streckenabschnitte 7, cos(y,) und ' —r, cos(y,). Der zweite Streckenabschnitt bildet zusammen mit
der Hohe ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Hypotenuse der Wegstrecke zwischen Streuzentrum und
Hologrammpunkt entspricht. Nach dem Satz des Pythagoras ergibt sich somit fiir die Wegléinge vom

Streuzentrum zum Hologrammpunkt:

X' —r,| = \/(r’ —rucos(yu))? + rﬁ sinz(vu) ) (1.18)

Ist allerdings der Abstand r’ zwischen Hologrammpunkt und Referenzwellenquelle wesentlich gréfier

als der Abstand r,, zwischen Referenzwellenquelle und Streuzentrum, gilt 7’ —r,, cos(vy,) > r, sin(y,).

Hologramm-
a punkt b

1 nm = T T ™ T T T
| IR
1AL g ¥ =20°
Streuzentrum = 2l y=30°
= 2 y=40° ——
c 10pm g 5] .
o > y=50° ——
= 2 y=60° ——
\ lpmg 2 y=70° ——
=) F = y=80° ——
100 fm £ ] y=90° ——
3 E S
o F
= 10fm g +
F [ rp =100 nm E
Ifm et v v
1 pm 10 pm 100 pm 1 mm 1 cm 10 cm

It
Wellenquelle

Abbildung 1.12: Nidherung der Weglangendifferenz fiir Streuzentren im Nahfeld der Refe-
renzwellenquelle. a, Beschreibung der Weglingen mit Hilfe des Winkels v, der zwischen
dem Ortsvektor r, des Streuzentrums und dem Ortsvektor r’ des Hologrammpunkts liegt.
b, Doppelt logarithmische Darstellung der Abweichung zwischen exakter und gendherter
Weglénge |r' —r,| der Streuwelle bei verschiedenen Winkeln ~,,.
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1.5. Atomaufgeloste Hologramme

Der sin-Term in der Wurzel von Gleichung (1.18) kann fiir diesen Fall vernachlissigt werden.
v’ —r,| ~ 1 —r,cos(vy,) fiirr >, (1.19)

Um diese Ndherung verwenden zu diirfen, muss die Differenz der genéherten Weglédnge aus dieser Glei-
chung und der exakten Weglinge aus Gleichung (1.18) so weit wie moglich unterhalb der verwendeten
Wellenléinge liegen. Zur Uberpriifung wurde daher die Differenz von Gleichung (1.18) und Gleichung
(1.19) in Abbildung 1.12b in einem Diagramm dargestellt. Das Diagramm zeigt in doppelt logarith-
mischer Darstellung diese Differenz bei verschiedenen v, in Abhéngigkeit von /. Um die Abweichung
groBtmoglich abzuschétzen, wurde eine Entfernung von r, = 100 nm zwischen Referenzwellenquelle
und Streuzentrum angenommen. Wie sich in den néchsten Kapiteln zeigen wird, liegt dieser Wert
mindestens eine Groflenordnung oberhalb des darstellbaren Volumens. Die gréfite Abweichung zwi-
schen gendherter und exakter Weglénge zeigt die rote Gerade bei einem Winkel von v, = 90° an.
Die beiden parallel zur x-Achse verlaufenden Linien markieren den in dieser Arbeit untersuchten Wel-
lenlingenbereich 1 A > XA > 8 pm. Bei einem typischen Messabstand von 5 cm liegt die maximale
Abweichung zwischen der exakten und der angenidherten Wegstrecke fast zwei Groflenordnungen unter
der kiirzesten verwendeten Wellenlédnge. Die Verwendung der Ndherung in Gleichung (1.19) ist somit
fiir alle in dieser Arbeit diskutierten Félle legitim.

Die Wegliangendifferenz entspricht dann
Asy ~r,+1" —r, cos(y,) — 1" =r, (1 —cos(y,)) - (1.20)

Mit dieser Gleichung geht die Hologrammintensitit aus Gleichung 1.8 in Abschnitt 1.2.3 iiber in

2
1 i(kr —cos
Iholo — ﬁ AO + Z Aﬂe (kru(1 () +Apu) . (121)
o

Dabei wurde die die Naherung 1/(r' —7,+As,) ~ 1/7’ fiir die Vorfaktoren der Streuwellen verwendet,
da ' > r, und max(As,) = 2r, gilt. Die Intensitétsmodulationen des Hologramms héngen in dieser
Gleichung somit nur noch von der Beobachtungsrichtung ab, die vom Winkel v, beschrieben wird.
Der Abstand r’ hat hingegen keinen Einfluss auf die Modulationen.

Daher kann das Hologramm als Intensitédtsverteilung auf einer Kugeloberfliche betrachtet werden. Es
spielt dabei keine Rolle, ob die Intensititsmodulationenen in Abschnitt 2.4 tatsichlich iiber eine Ku-
geloberfliche gemessen oder wie in Abschnitt 4.3.1 mit Hilfe eines planaren Leuchtschirms abgebildet
und anschlieBend auf eine Kugeloberfliche projiziert werden. Die Ortsvektoren eines Hologramms, das

sich iiber eine Kugeloberfliche erstreckt, lassen sich mit Hilfe von Kugelkoordinaten auszudriicken.

sin(©) cos(P)
v =1 &y mit &y = | sin(©) sin(P) (1.22)
cos(0)

Dabei entspricht & dem zum Ortsvektor r’ parallel verlaufenden Einheitsvektor. Der Polarwinkel ©

gibt den Winkel zwischen z-Achse des Koordinatensystems und Ortsvektor r’ des Hologrammpunktes
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1.5. Atomaufgeloste Hologramme

an. Der Azimutwinkel ® beschreibt hingegen die Rotation des r’-Vektors um die z-Achse beziiglich
der x-Achse. Zum besseren Versténdnis sind die geometrischen Zusammanhénge beider Winkel in

Abbildung 1.13a aufgetragen.
Da der Winkel +y, durch das vektorielle Skalarprodukt in Gleichung (1.17) definiert ist, gilt

rucos(yy) = Tyu-€p . (1.23)
Die Phase ¢, der p-ten Streuwelle entspricht demnach
ou =kr, —kr,-&s 4+ Ayp, . (1.24)

Da die Referenzwelle am Ursprung des Koordinatensystems liegt, verlduft jeder Vektor r’ parallel
zur Ausbreitungsrichtung der Referenzwelle. Aus diesem Grund kann k - &, auch als Wellenvektor k

interpretiert werden. Die Hologrammintensitét ldsst sich daher folgendermafien formulieren:

2

Thoio(©, ®) = [Ag + ZAHei(krp—k(@,fb)-m—&-Atpp) . (1.25)
"

a z Sphirisches b

180.0° W W - 0.0°

Io10 (willk. Einh.)

r=0,4

75.0° 50.0° 25.0° 0.0° 25.0° 50.0° 75.0°

]

Abbildung 1.13: Berechnung eines sphirischen Hologramms. a, Geometrische Zusam-
menhinge bei der Berechnung eines sphirischen CGH. b, Sphirisches CGH des Trypto-
phanmolekiils aus Abbildung.

Auf die explizite Erwdhnung des Vorfaktors 7% aus Gleichung (1.21) wird in dieser Gleichung, wie
auch im weiteren Verlauf, verzichtet, da dieser Faktor auf einer Kugeloberfliche konstant ist. Wird
Gleichung (1.25) zusammen mit dem Vorfaktor in das Integral der Bildfunktion aus (1.11) eingesetzt,
kann der Faktor vor das Integral gezogen werden. Die Bildfunktionen der Hologrammintensititen mit

und ohne T% unterscheiden sich daher lediglich um einen konstanten Faktor. Der Faktor hat somit
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keinen Einfluss auf die Abbildungseigenschaften der Bildfunktion. Hologramme, die nicht auf einer
Kugeloberfliche aufgenommen werden, miissen mit einem Faktor 72 gewichtet werden, damit Glei-
chung (1.25) gilt.

Gleichung (1.25) dient als Ansatz fiir eine tiefergehende Analyse der Abbildungseigenschaften in Ab-
schnitt 3.1. Weiterhin dient diese Gleichung zur Bestimmung sphérischer CGHs, wie in Abbildung
1.13b am Beispiel des CGH eines Tryptophanmolekiils gezeigt. Mit einer Auflésung von 90 x 360
Hologrammpunkten besitzt dieses CGH gerade einmal 3% der Bildpunkte der CGHs aus Abbildung
1.10c. Trotzdem sind die Intensitdtsmodulationen vollstandig aufgelost. Um die Rekonstruktion dieses
Hologramms zu {iiberpriifen, muss allerdings zunéichst die Bildfunktion, wie im n#chsten Abschnitt

beschrieben, an sphérische Hologramme angepasst werden.

1.5.4 Bildfunktion eines sphirischen Hologramms

Da die Hologrammintensitdten durch den Polarwinkel und den Azimutwinkel parametrisiert sind, ist
es sinnvoll, das Integral der Bildfunktion aus Gleichung (1.11) so zu modifizieren, dass © und ® als
Integrationsvariablen dienen. Das infinitesimale Flichenelement d?r’ aus Gleichung (1.11) lisst sich

fiir eine Kugeloberfliche mit dem Radius 7’ schreiben als
d*r’ =" -sin(©) dO dd . (1.26)

Die Referenzwelle 1y entspricht einer Kugelwelle am Ursprung des Koordinatensystems, die durch
Gleichung (1.2) ausgedriickt werden kann. Damit fehlt lediglich noch ein passender Ausdruck fiir die
Rekonstruktionswelle e "#%I*=r'D) an der Position r eines Rekonstruktionspunktes. Wenn sich das Ob jekt
im Nahfeld der Referenzwellenquelle befindet, enthalten auch nur die Rekonstruktionspunkte in der
Nihe des Koordinatenursprungs strukturrelevante Information. Daher gilt fiir die Koordinaten der
Rekonstruktionspunkte |r| < /. Fiir die Wegléinge |r —r’| kann daher die gleiche Niherung verwendet

werden wie in Gleichung (1.19).

: _1 5 GikE—']) % ) (1.27)
Zum Schluss miissen noch die Integrationsgrenzen des Integrals in Gleichung (1.11) angepasst werden.
Alle Hologramme, die in dieser Arbeit diskutiert werden, sind in azimutaler Richtung geschlossen.
Die Integrationsgrenzen fiir den Azimutwinkel betragen daher ®,,,;, = 0 und @, = 27. Zusétzlich
laufen alle diskutierten Hologramme am Pol zusammen, weshalb ©,,;, = 0 ist. Um die Bildfunktion
allgemein zu halten, bleibt die obere Integrationsgrenze ©,,4, des Polarwinkels zun#chst unbestimmt.
Werden alle bisher erlduterten Ausdriicke in Gleichung (1.11) eingesetzt, resultiert die Bildfunktion

fiir sphérische Hologramme.

@maz 2
I'(r) = / doe Sin(@)/dq) Inoto(©, ®) (O:2)r (1.28)
0 0
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Mit Hilfe dieser Gleichung wurde das CGH aus Abbildung 1.13b rekonstruiert. Die Rekonstrukti-
onsresultate sind in Abbildung 1.14 gezeigt. Sowohl in der perspektivischen Ansicht in Abbildung
1.14a als auch in der xy-Ansicht in Abbildung 1.14b sind die Atompositionen als scharf lokalisierte
Intensitédtsmaxima erkennbar. Insbesondere in der xz-Ansicht in Abbildung 1.14c ist kaum eine Ver-
breiterung der Maxima in z-Richtung festzustellen. Trotz geringerer Modulationsdichte im Hologramm
selbst und wesentlich geringerer Hologrammauflosung konnte ein besseres Rekonstruktionsresultat als
mit dem CGH aus Abbildung 1.10c erzielt werden. Die Atompositionen sind in allen drei Raumdi-
mensionen klar erkennbar. Ein Objekt im Nahfeld der Referenzwellenquelle stellt zusammen mit der
Bildfunktion aus Gleichung (1.28) den Schliissel zu atomauflosender Holographie dar.

Im néchsten Kapitel wird daher geklért, auf welche Weise es moglich ist, eine Referenzwellenquelle so

nah an das Objekt bringen.

a b

Abbildung 1.14: Rekonstruktion des sphirischen Hologramms eines Tryptophanmolekiils.
a, Perspektivische Ansicht. Urspriingliche Atompositionen sind durch die roten Sphiren
angezeigt. b, Orthographische Projektion der xy-Ebene. ¢, Sicht auf die xz-Ebene.
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2 Hologramme mittels Photoelektronenbeu-

gung

2.1 Elektronenwellen

Nachdem im letzten Kapitel die Grundlagen der Holographie anhand von Lichtwellen erlédutert wurden,
wird der Fokus im weiteren Verlauf auf Elektronen gerichtet. Infolge des Welle-Teilchen-Dualismus brei-
ten sich Elektronen als Wellen aus und kénnen somit ebenfalls zur Aufnahme von Hologrammen ver-
wendet werden. Dabei miissen Elektronen als quantenmechanische Partikel die Schrodinger-Gleichung
erfiillen. Fiir ein freies Elektron gilt [45]

o h?
zh¢——2

Ay . (2.1)
e

Dabei entspricht & dem reduzierten Planckschen Wirkungsquantum und m, der Ruhemasse des Elek-
trons. Diese Gleichung lisst sich ebenfalls mit der harmonischen Welle aus Gleichung (1.2) 16sen, sofern
fiir die Kreisfrequenz w = % gilt. Die im letzten Kapitel erlduterten Prinzipien und aufgestellten
Gleichungen gelten somit in erster Ndherung auch fiir Elektronen.

Die Wellenléinge von Elektronen ist durch die de-Broglie-Wellenlénge gegeben [46].

h

A= NIy (2.2)
Dabei entspricht A dem Planckschen Wirkungsquantum und E};, der kinetischen Energie des Elek-
trons. Da bei Messungen von Elektronen die kinetische Energie und nicht die Wellenldnge gemessen
wird, wird im weiteren Verlauf zu den Elektronenhologrammen meist die korrespondierende kinetische
Energie angegeben. Da kinetische Energie und Wellenlénge iiber Gleichung (2.2) verkniipft sind, ist
diese Angabe allerdings dquivalent mit der bisher angegebenen Wellenlinge.
Schon bei verhdltnisméfig niedrigen Energien besitzen Elektronen eine ausreichend kurze Wellenlédnge,
um Atomstrukturen auflosen zu koénnen. Bereits ab einer Energie von Ey;, = 150 eV besitzen Elek-
tronen die minimale Wellenlinge von A = 1 A, die zur Auflésung einer Atomstruktur notwendig ist.

Photonen der gleiche Wellenlénge miissen hingegen eine Energie von ungefihr 12,5 keV besitzen.

2.2 Der Photoeffekt

Die sphérischen Hologramme, die in dieser Arbeit hauptséchlich untersucht wurden, entstehen durch
Photoelektronenbeugung, die bei der Photoelektronenspektroskopie kristalliner Proben messbar wird.
Die Photoelektronenspektroskopie basiert wiederum auf dem Photoeffekt, der Ende des 19. Jahrhun-
derts von Hertz und Hallwachs entdeckt wurde [47,48]. Sie stellten fest, dass sich geladene Metallplat-

ten unter Lichteinfall entladen.
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2.2. Der Photoeffekt

Abbildung 2.1: Der Photoeffekt. (a), Schematische Darstellung des Photoeffekts auf mikros-
kopischem Maf3stab. (b), Mittlere freie Weglinge eines Elektrons in Abhingigkeit seiner
kinetischen Energie [49]. Die schwarzen Punkte stellen experimentell ermittelte mitt-
lere freie Weglédngen fiir verschiedene chemische Elemente dar, wihrend die Linie den
theoretisch berechneten Verlauf widergibt.

Mit der klassischen Wellentheorie des Lichts liefl sich der Photoeffekt jedoch nicht erkldren. Knapp
zwanzig Jahre nach der Entdeckung des Photoeffekts gelang Einstein die theoretische Erklarung durch
die Einfithrung des Photons [50].

Beim Photoeffekt wird die Energie Aw eines einfallenden Photons vollstdndig auf ein Elektron
iibertragen, das innerhalb des bestrahlten Materials gebunden ist. Ist die vom Photon iibertragene
Energie ausreichend hoch, kann das Elektron, wie in Abbildung 2.1a dargestellt, die Probe verlassen.

Mathematisch lésst sich dieser Sachverhalt mit der photoelektrischen Gleichung ausdriicken [50].
Eiin =hw —Ep —®4 . (2.3)

Die Bindungsenergie Ep entspricht der Energie, die aufgebracht werden muss, um das Elektron aus
dem Atom zu lésen. Dabei héngt die Bindungsenergie sowohl vom Emitterelement als auch vom
Ursprungsorbital des Photoelektrons ab. Die Bindungsenergie des Elektrons ist eine Konstante, die
Werte von wenigen eV fiir Valenzelektronen bis hin zu mehreren keV fiir kernnahe Elektronen anneh-
men kann.

Die Ausstrittsarbeit ® 4 ist eine materialabhéngige Konstante, die als Differenz zwischen Fermi- und
Vakuum-Energie definiert ist. Die Fermi-Energie entspricht der Energie eines Elektrons im hochsten
besetzten Elektronenzustand im Festkorper bei null Kelvin. Die Vakuum-Energie stimmt mit der Ru-
heenergie eines Elektrons in unendlicher Entfernung zum Festkorper iiberein. Typischerweise besitzt
die Austrittsarbeit einen Wert von ungefihr 2-10 eV. Dieser Wert ist fiir alle Elektronen gleich, die

aus der selben Probe stammen.
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2.3. Photoelektronenspektroskopie

Nur wenn die eingestrahlte Photonenenergie fiw grofler ist als die Bindungsenergie und die Austritts-
arbeit, kann das Photoelektron aus der bestrahlten Probe austreten und nachgewiesen werden. De-
tektierbare Photoelektronen stammen fast ausschliefllich aus den oberflichennahen Schichten des un-
tersuchten Materials. Dies liegt an der hohen Streuwahrscheinlichkeit von Elektronen. Mit steigender
Wegléinge zwischen Emitter und Probenoberfliche steigt die Wahrscheinlichkeit, dass das Elektron
einen inelastischen Streuprozess durchléuft. Da ein Elektron bei jedem inelastischen Streuprozess
Energie verliert, reicht die Energie des Photoelektrons ab einer gewissen Distanz nicht mehr aus,
damit es die Probe verlassen kann. Ein Ma$ fiir die Oberflichenempfindlichkeit stellt daher die inelas-
tische mittlere freie Weglénge A\, dar [49,51]. Dabei gibt A\, die mittlere Strecke an, die ein Elektron
durch einen Festkorper propagieren kann, ohne einen inelastischen Stofl auszufithren. Die mittlere
freie Wegldnge eines Elektrons ist eine energieabhéingige Grofle, die fiir die meisten Festkorper den in
Abbildung 2.1b gezeigten Verlauf annimmt [49]. Dabei hat die mittlere freie Weglinge ein Minimum
von 5 A bei einer kinetischen Energie von Ey;, = 50 eV. Bei dieser Energie stammen Photoelektronen,
welche die Probe verlassen koénnen, somit aus den obersten 2-3 Atomlagen der untersuchten Probe.
Photoelektronen stellen somit ideale Sonden zur Untersuchung von Adsorbat- und Grenzschichten an

Festkorperoberflichen dar.

2.3 Photoelektronenspektroskopie

In der Photoelektronenspektroskopie, kurz XPS (vom Englischen: ”X-ray Photoelectron
Spectroscopy” ), wird die elementabhéngige kinetische Energie von Photoelektronen genutzt, um die
chemische Zusammensetzung von Materialien zu analysieren [21,23]. Dabei wird eine Probe mit mo-
nochromatischem Rontgenlicht bestrahlt, so dass die Elektronen aus den kernnahen Niveaus der Pro-
benatome emittiert werden. Ein Teil dieser Elektronen gelangt, wie in Abbildung 2.2a gezeigt, nach
dem Verlassen der Probe in ein Spektrometer. Damit die Photoelektronen das Spektrometer erreichen
konnen, befindet sich die Probe im Ultrahochvakuum. Andernfalls wiren durch inelastische Streuung
an Luftmolekiilen nur wenige Photoelektronen in der Lage, das Spektrometer zu erreichen. Weiterhin
wird im Ultrahochvakuum die Kontamination der Probenoberfliche durch Fremdatome vermieden.

Im Spektrometer werden die Elektronen mittels Elektronenlinsen fokussiert. Ein angelegtes Retar-
dierungspotential bremst die einfallenden Elektronen ab, wodurch gesteuert wird, welche kinetische
Energie die Elektronen besitzen, die den Detektor erreichen. Anschliefend treten die Elektronen in
einen Halbkugelanalysator ein. Dieser besteht aus zwei konzentrischen Halbschalen, zwischen denen
eine Spannung angelegt ist. Dabei ist die innere Halbschale positiv geladen, wéhrend an der &ufleren
Halbschale ein negatives Potential anliegt. Das korrespondierende elektrische Feld zwingt die negativ
geladenen Elektronen auf eine Kreisbahn. Wahrend langsame Elektronen durch das attraktive Po-
tential auf die innere Halbschale treffen, werden schnelle Elektronen durch die Zentrifugalkraft in die
duflere Halbschale gedriickt. Nur wenn die Elektronen die eingestellte Passenergie besitzen, konnen sie
den Halbkugelanalysator passieren. Wie in Abbildung 2.2a dargestellt, befindet sich am Ende des Ana-
lysators ein Channeltron-Detektor. Bei einem Channeltron handelt es sich um einen trichterférmigen
Sekundarelektronen-Vervielfacher. Ein einfallendes Elektron 16st im Channeltron eine Kaskade von

Sekundirelektronen aus, die in einem messbaren Spannungspuls miindet.
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Abbildung 2.2: Schematischer Aufbau eines XPS-Experiments. (a), Durch einfallende Pho-
tonen werden durch den Photoeffekt eine Vielzahl von Photoelektronen erzeugt, die
die Probe verlassen. Ein Teil der aus der Probe austretenden Elektronen gelangt in
das Spektrometer. Nur Elektronen mit der richtigen Passenergie kénnen den Halbku-
gelanalysator passieren und mittels Channeltron-Detektoren nachgewiesen werden. (b),
Die Anzahl einfallender Elektronen pro Zeiteinheit wird mit einer Zihlelektronik erfasst
und gespeichert. Die gesammelten Daten kénnen dann als XPS-Spektrum in einem Dia-
gramm dargestellt werden. Das gezeigte Spektrum gehoért zu einer Siliziumprobe mit
einem diinnen Film aus Hafnium- und Zirkoniumoxid [52].

Jeder erzeugte Spannungspuls wird dabei von einer Zahlelektronik erfasst und in Abh#ngigkeit von der
kinetischen Energie der Elektronen gespeichert. Nach einem konstanten Zeitintervall wird die Span-
nung des Retardierungspotentials um einen festgelegten Wert erhoht, so dass Elektronen mit hoheren
Energien detektiert werden kénnen. Auf diese Art ist es moglich, energieaufgelost die Zahlraten der
Photoelektronen experimentell zu erfasssen.

Wird die Elektronenintensitét, die proportional zu den ermittelten Zahlraten ist, in Abhéngigkeit
der kinetischen Energie aufgetragen, ergibt sich ein Photoemissionsspektrum. Wie in Abbildung 2.2b
gezeigt, enthilt ein solches XPS-Spektrum eine Reihe von Intensitdtsmaxima, die den Photoemissions-
signalen entsprechen. Bei bekannter Photonenenergie kann zu jedem dieser Photoemissionssignale mit
Hilfe von Gleichung (2.3) die Bindungsenergie bestimmt werden, die eine elementspezifische Grofie ist.
Durch Vergleich mit Referenzmessungen bekannter Materialien oder mit Hilfe von tabellierten Wer-
ten [53] konnen die einzelnen Photoemissionssignale den chemischen Elementen zugeordnet werden,
an denen die Photoelektronen vor der Emission gebunden waren. Auf diese Art ist eine chemische
Analyse der Probenoberfliche moglich.

Neben der Identifikation von chemischen Elementen ermoglichen XPS-Messungen die Zuordnung der
jeweiligen Bindungspartner. In einer chemischen Bindung zieht das elektronegativere Atom die Valenz-
elektronen des Bindungspartners an. Dadurch dndert sich die Ladungsverteilung beider Atome, wobei
das elektronegativere Atom eine negative Partialladung erhélt. Durch die negative Partialladung besit-
zen die Hiillenelektronen eine verminderte Bindungsenergie. Die Photoemissionssignale solcher Emitter
sind im XPS-Spektrum zu hoheren kinetischen Energien verschoben. Im Gegensatz dazu besitzt der

elektropositivere Bindungspartner eine positive Partialladung.
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Abbildung 2.3: Chemische Verschiebung in einem hochaufgelosten Si 2p-Signals eines
Silizium-Kristalls mit oxidierter Oberfliche. Insgesamt enthilt das Signal 7 Untersignale.
Die 4 farblich hervorgehobenen Signale geh6ren zu Siliziumatomen mit unterschiedlicher
Anzahl an Sauerstoffbindungspartnern. Pro Sauerstoffatom verschiebt sich die Signalpo-
sition um ungefihr -0,9 eV.

Die Elektronen eines solchen Emitters sind daher stirker an den Kern gebunden. Abbildung 2.3 zeigt
dies an einem hochaufgeltsten Silizium-Signal einer oxidierten Siliziumoberfliche. Das Signal enthélt
insgesamt 7 Untersignale, die mittels nicht-linearer Regression ermittelt wurden. Das schwarz dar-
gestellte Signal entspricht dem Substrat-Signal, das durch Photoelektronen erzeugt wird, die aus
den Schichten unterhalb der oxidierten Schicht stammen. Diese Emitter weisen ausschliefflich Sili-
ziumatomen als Nachbarn auf. Die farbig dargstellten Signale Si'*T-Si*t kénnen Siliziumatomen mit
unterschiedlichen Anzahlen von Sauerstoffatomen als Bindungspartnern zugeordnet werden. Pro elek-
tronegativerem Sauerstoffatom als Bindungspartner verschiebt sich die Signalposition um —0,9 eV.
Die verbleibenden zwei Signale Si® und Si? gehéren zu Siliziumatomen an der Grenzfliche der Si-
liziumoxidschicht. Obwohl diese Atome ausschlieSlich mit anderen Siliziumatomen verbunden sind,
andert sich ihre elektronische Struktur durch die unmittelbare Ndhe zur Siliziumoxidschicht [54]. Die
korrespondierenden grauen Signale weisen daher ebenfalls eine chemische Verschiebung auf. Durch
die chemische Verschiebung ist es moglich, die Bindungskonfigurationen einer Festkorperoberfliche zu
identifizeren.

In XPS-Spektren treten neben Photoemissionssignalen noch eine Reihe weiterer Effekte auf, wie bei-
spielsweise Auger-Elektronen-Signale oder Spin-Bahn-Aufspaltungen der Photoemissionssignale. Diese
Effekte miissen fiir eine fehlerfreie Auswertung von XPS-Spektren beriicksichtigt werden. Da allerdings
im weiteren Verlauf keine explizite XPS-Analysen durchgefiihrt werden, wird an dieser Stelle auf eine

genauere Diskussion dieser Effekte verzichtet.
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2.4 Photoelektronenbeugung

2.4.1 Messung von Photoelektronenbeugungsmustern

Winkelaufgeloste Messungen von XPS-Spektren kénnen dazu verwendet werden, Beugungseffekte der
Photoelektronen aufzunehmen. Nach der Emission propagiert ein Photoelektronen wie in Abbildung
2.4.1a dargestellt als Welle durch den Festkorper. Diese Welle wird im weiteren Verlauf als Emitterwelle
bezeichnet. Trifft die Emitterwelle auf ein Umgebungsatom, kann durch einen elastischen Streuprozess
eine Streuwelle entstehen. Solche Streuprozesse resultieren aus der Coulombwechselwirkung zwischen
negativ geladenem Photoelektron und der Ladungsverteilung des Streuatoms.

Aufgrund der hohen Streuwahrscheinlichkeit von Elektronen an Atomen tritt Mehrfach-Streuung auf.
Das bedeutet, dass auch die Streuwellen an den umliegenden Atomen gestreut werden kénnen, wie Ab-
bildung 2.4.1a zeigt. Durch die kohirente Uberlagerung von Emitterwelle und elastisch gestreuten Wel-
len ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Photoelektrons in manchen Richtungen erhéht, wihrend
sie in anderen Richtungen verringert ist. Dementsprechend erhoht oder verringert sich die Intensitét
des korrespondierenden Photoemissionssignals je nach Detektionsrichtung. Diese Signalmodulationen
enthalten die Strukturinformation iiber die lokale Atomstruktur in der Emitterumgebung [25, 55].
Zur Messung der Photoelektronenbeugung werden hochaufgeloste Spektren eines Photoemissionssi-
gnals in verschiedenen Richtungen aufgenommen. Wie in Abbildung 2.4.1b gezeigt, wird zu diesem
Zweck die Probe um die zwei in rot dargestellten Drehachsen gedreht. Rotationen um die Ober-
flichennormalen entsprechen einer Variation des in Abschnitt 1.5.3 eingefiihrten Azimutwinkels .
Anderungen des Winkels zwischen Probennormalen und Detektorrichtung korrespondieren hingegen
mit einer Variation des ebenfalls in Abschnitt 1.5.3 eingefithrten Polarwinkels ©. Durch schrittwei-
se Anderung von © und ® werden tausende hochaufgeldster Photoemissionspektren aufgenommen,
so dass die Signalmodulationen iiber eine Halbkugeloberfliche erfasst werden. Fiir jedes aufgenom-
me Signal wird nach der Messung die Signalintensitit ermittelt. Dabei entspricht die Signalintensitét
der Flache unter der Messkurve, die mittels numerischer Integration bestimmt wird. Die Visualisie-
rung der Signalintensitéten per Graustufendarstellung resultiert in einem hemisphérischen Muster,
wie in Abbildung 2.4.1c dargestellt. Solche Muster werden als XPD-Muster bezeichnet (engl.: ” X-ray
Photoelectron Diffraction”). Zur besseren Ubersicht werden die Musterintensititen in einem zweidi-
mensionalen Polarkoordinaten-Diagramm wie in Abbildung 2.4.1d visualisiert.

XPD-Muster spiegeln ausschliefllich die Interferenzerscheinungen elastisch gestreuter Photoelektro-
nen wider. Ist der Energieverlust eines Photoelektrons durch inelastische Streuung hoch, trigt das
Elektron nicht mehr zum Photoemissionssignal bei, aus dem das Muster extrahiert wird. Stattdessen
erhoht ein entsprechendes Photoelektron das Untergrundsignal im XPS-Spektrum bei niedrigeren ki-
netischen Energien. Durch die Entfernung des XPS-Untergrundsignals [56,57] wird der Beitrag solcher
Elektronen aus dem Signal entfernt. Generell sind inelastisch gestreute Photoelektronen inkohérent
zur Emitterwelle und den elastisch gestreuten Wellen. Somit tragen inelastisch gestreute Photoelek-
tronen mit geringem Energieverlust nicht zum modulierten Anteil der Signalintensitét bei, sondern
erhohen hochstens die Grundintensitét des Photoemissionssignals. Zur Darstellung und Auswertung

von XPD-Mustern wird die Signalintensitét allerdings auf die modulierten Anteile der Signalintensitét
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I beschrankt. Dies geschieht durch Anwendung der sogenannten Anisotropie-Funktion .

(o, ) = 1©: ‘2)((;)]0(@) mit Io(0) = % ; 10, d)) (2.4)

Somit sind die Intensitdten eines XPD-Musters auf die Anteile elastisch gestreuter Elektronen be-
schrinkt. Wenn die Emitterwelle als Referenzwelle und die Emitterumgebung als Objekt interpretiert

wird, sollte ein XPD-Muster somit als sphérisches Hologramm interpretiert werden kénnen.

— Emitterwelle
—— einfach gestreute Welle
mehrfach gestreute Welle

Toto (Willk. Einh.)

|!0 Ekin =80eV
sol.o° 4ol.o° 20.0° o.lo° zol.o° 40‘.0" eol.o°

]

Abbildung 2.4: Messung eines Photoelektronenbeugungsmusters. a, Ausbreitung eines Pho-
toelektrons nach der Emission. Examplarisch sind einige der méglichen Streupfade durch
Pfeile angedeutet. b, Drehwinkel der Probe zur Messung von Photemissionssignalen in
verschiedenen Richtungen. c, Visualisierung der Photoemissionsignalintensititen mit-

tels Graustufen. d, Darstellung des XPD-Musters aus (c) in einem Polarkoordinaten-
Diagramm.
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2.4.2 Beugungsmuster mehrerer Emitter

Statt einer einzelnen Referenzwellenquelle im Mittelpunkt der Hologrammkugel kénnen bei XPD-
Messungen verschiedene Emitter an unterschiedlichen Positionen auftreten. Bei XPD-Messungen ist
jedes Atom, das vom einfallenden Rontgenstrahl getroffen werden kann, ein potenzieller Emitter, wie in
Abbildung 2.4.2a schematisch dargestellt. Selbst bei einem verhéltnisméfig kleinen Strahldurchmesser
von 80 pm entspricht dies einer Anzahl von mindestens 10'? potenziellen Emittern. Allerdings sind,
statistisch betrachtet, simultan stattfindende Emissionsprozesse rdumlich um ein Vielfaches der mittle-
ren freien Weglinge voneinander getrennt. Bedingt durch die kurzen mittleren freien Wegldngen sinkt
mit steigendem Abstand zum Emitter die Wahrscheinlichkeit, ein ausschliefllich elastisch gestreutes
Photoelektron zu finden. Elastische Streuwellen, die zu den Intensitédtsmodulationen des XPD-Musters
beitragen, sind daher auf die unmittelbare Emitterumgebung beschrinkt. Dadurch ist es wesentlich
wahrscheinlicher, dass ein Photoelektron inelastisch gestreut wird, bevor es mit einem anderen Pho-
toelektron wechselwirken kann. Emissionsprozesse, die am gleichen Ort stattfinden, liegen statistisch
betrachtet zeitlich weit genug auseinander, um eine Elektron-Elektron-Wechselwirkung zweier Photo-
elektronen nahezu ausschliefen zu kénnen. Die Modulationen eines XPD-Musters werden daher fast
ausschliellich durch Eigeninterferenz der Photoelektronen erzeugt. Daher gelten bei der Entstehung
von Photoelektronenbeugungsmustern die gleichen Prinzipien wie bei einem sphérischen Hologramm
aus Abschnitt 1.5.3, das mit einer einzelnen Referenzwellenquelle erzeugt wird.

Durch die endliche Breite des einfallenden Lichtstrahls kénnen die gemessenen Winkel, unter denen

Photoelektronen detektiert werden, von den tatsdchlichen Winkeln abweichen.

Abbildung 2.5: Unterschiedliche Lage der Emitter bei der Messung von XPD-Mustern.
a, Schematische Darstellung der Emitterpositionen, die durch die endliche Breite des
einfallenden Lichtstrahls variiert. b, Unterschied zwischen gemessenen und tatsichlichen
Winkeln bei endlicher Strahlbreite.
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Am grofiten ist diese Abweichung, wenn die Emitterposition senkrecht zur Oberflichennormalen ab-
weicht. Dies ist in Abbildung 2.4.2b fiir zwei Emitter am Rand des einfallenden Lichtstrahls schema-
tisch dargestellt. Die Probennormale zeigt dabei direkt in Detektorrichtung, so dass der gemessenene
Winkel © = 0° entspricht. Im Gegensatz dazu weisen die Emitter am Rand des Lichtstrahls einen an-
deren Winkel ©T, 0~ # 0° zum Detektor auf. Dieser Winkel kann mit Hilfe der folgenden Gleichung
quantitativ ermittelt werden.

0% = +arctan (%) (2.5)

Dabei entspricht a dem Versatz senkrecht zur Oberflichennormalen und d dem Abstand zwischen
Probe und Detektor. Bei einem Strahldurchmesser von 80 pm ergibt sich bei einem Winkel von 55°
zwischen einfallendem Licht und Detektorrichtung ein maximaler Versatz a = 60 pm. Die Gréflen die-
ses Fallbeispiels entsprechen den Groflen der XPD-Messapparatur an der Beamline 11 des Dortmunder
Zentrums fiir Synchrotronstrahlung DELTA. Mit einem typischen Detektorabstand von 5 cm resultiert
eine maximale Abweichung von ©F = +0,056°. Bei typischen Winkelauflésungen von A©, A® = 2°
liegt die Winkelvarianz weit unterhalb der Musterauflosungen. Dies gilt auch fiir die hochaufgelosten
Muster in den spéteren Kapiteln, die Winkelauflésungen von maximal AG, A® = 0, 18° besitzen. Im
weiteren Verlauf kénnen daher die unterschiedlichen Emissionswinkel von zwei Emittern an verschie-

denen Positionen als identische Winkel angendhert werden.

2.4.3 Emitter in unterschiedlicher lokaler Umgebung

Jeder Emitter erzeugt in Abhéingigkeit von seiner Umgebung ein individuelles Beugungsmuster. Da
einzelne Photoelektronen nicht miteinander wechselwirken, entspricht das messbare Signal der Summe
aller individuellen Musterintensitéten. Aus diesem Grund kénnen mit XPD-Messungen nur kristalline
Proben untersucht werden, in denen die einzelnen Atome in einer periodischen Struktur vorliegen. Das
bedeutet, dass die Nachbaratome fiir eine Vielzahl von Emittern deckungsgleich angeordnet sind. Pho-
toemissionsprozesse, die an diesen Atomen initiiert werden, resultieren daher in ununterscheidbaren
Beugungsmustern. Dies ist in Abbildung 2.6a am Beispiel eines kubisch-flichenzentrierten Kristalls
gezeigt. Die Abbildung zeigt die simulierten Beugungsmuster einzelner Atome, die als Emitter fun-
gieren. Zur Simulation des Beugungsmusters wurde dabei das Softwarepaket MSPHD [26] verwendet.
Mit dieser Software werden sowohl Clusterpotential als auch Mehrfachstreueffekte beriicksichtigt. Alle
exemplarisch simulierten Emitter in Abbildung 2.6a erzeugen das gleiche Beugungsmuster. Das resul-
tierende Gesamtmuster entspricht daher dem Beugungsmuster eines einzelnen Emitters.

In den meisten Kristallen weisen die einzelnen Atome jedoch verschiedene lokale Umgebungen auf.
Dies ist in Abbildung 2.6b am Beispiel eines Diamantgitters gezeigt. Ein Diamant-Gitter besteht aus
zwel kubisch-flichenzentrierten Gittern, die in jede Raumrichtung um eine viertel Gitterkonstante zu-
einander verschoben sind. Dadurch existieren zwei verschiedene Emittertypen, die in Abbildung 2.6b
hell bzw. dunkel dargestellt sind. Dabei unterscheiden sich die Emittertypen durch die verschiedene
Atomanordnung in ihrer lokalen Umgebung. Die hell dargestellten Atome erzeugen alle das gleiche
Beugungsmuster. Ebenso sind die Beugungsmuster der dunklen Atome untereinander nicht zu unter-

scheiden.
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Abbildung 2.6: Beugungsmuster einzelner Emitter mit resultierendem XPD-Muster. a, Ge-
ordneter fcc-Kristall. Jeder Emitter besitzt die gleiche lokale Umgebung, wodurch das
Gesamtmuster dem Muster eines einzelnen Emitters entspricht. b, Geordnete Diamant-
struktur. Die Emitter mit unterschiedlichen Umgebungen sind durch die zwei Grauschat-
tierungen markiert. Das resultierende XPD-Muster ist eine Uberlagerung von zwei in-
dividuellen Beugungsmustern. ¢, Ungeordnete Struktur. Jeder Emitter erzeugt ein in-

dividuelles Muster, so dass bei XPD-Messungen eine homogene Intensitédtsverteilung
entsteht.
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Der Vergleich eines Beugungsmusters eines hell dargestellten Emitters mit dem Beugungsmuster eines
dunkel dargestellten Atoms zeigt jedoch, dass die jeweiligen Muster um 90° zueinander gedreht sind.
Das Gesamtmuster ist somit eine Uberlagerung dieser beiden unterschiedlichen Einzelmuster. Wie in
Abschnitt 3.2.1 gezeigt wird, werden durch solche Uberlagerungen auch die Rekonstruktionen beein-
flusst.

In einem ungeordneten System, wie in Abbildung 2.6¢ dargestellt, unterscheidet sich die Umgebung
jedes einzelnen Atoms. Dadurch erzeugt jeder Emitter ein anderes individuelles Beugungsmuster. Bei
der Vielzahl der angeregten Photoemissionsprozesse wihrend der Messung einer solchen Probe mit-
teln sich die individuellen Intensitdtsmodulationen heraus. Das resultierende Muster weist somit eine
homogene Intensitétsverteilung auf. In einem solchen Fall wire ausschliefflich statistisches Rauschen
messbar. Die Messung eines XPD-Musters ist somit immer ein Beweis fiir eine kristalline Struktur der

untersuchten Probe.

2.4.4 Chemisch sensitive Mustertrennung

Fiir Proben, die verschiedene chemische Elemente enthalten, konnen mehrere XPD-Muster gemessen
werden. XPS-Spektren solcher Proben enthalten mehrere Photoemissionsignale, welche von den
einzelnen chemischen Elementen verursacht werden. Da ein XPD-Muster den Modulationen eines
einzelnen Photoemissionsignals entspricht, kann fiir jedes chemische Element unabhéngig von den
anderen FElementen ein eigenes Muster gemessen werden. Statt eines Gesamtmusters von allen
Atomen in der Probe enthalten XPD-Muster ausschliefilich die Strukturinformation der individuellen
Umgebung des jeweiligen Elements. Dadurch kann die lokale Struktur der einzelnen Elemente

unabhéngig voneinander analysiert werden.
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Abbildung 2.7: Individuelle XPD-Muster der einzelnen Untersignale des hochaufgeltsten
Si 2p-Signals aus Abbildung 2.3.
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Es ist sogar moglich, die Intensitdtsmodulationen einzelner chemisch verschobener Untersignale eines
einzelnen Photoemissionssignals zu extrahieren [58-60], wie in Abbildung 2.7 gezeigt. Dazu miissen
die Untersignale aller zum Winkelpaar (0, ®) aufgenommen Photoemissionssignale per Regression er-
mittelt werden. Aus den ermittelten Regressionsparametern kann dann das jeweilige Untersignal win-
kelaufgelost synthetisiert werden. Abbildung 2.7 zeigt die Ergebnisse eines solchen Verfahrens fiir die
Untersignale des Siliziumssignals einer Siliziumprobe mit oxidierter Oberfliche. Dabei handelt es sich
um die XPD-Muster des Photoemissionssignals aus Abbildung 2.3, das bereits in der Erlauterung der
chemischen Verschiebung verwendet wurde. Jedes Muster weist seine eigenen individuellen Modulatio-
nen auf. Die unterschiedlichen Modulationen lassen sich dabei nicht durch die leicht unterschiedlichen
kinetischen Energien der Elektronen erkliaren. Daher weisen die XPD-Muster in Abbildung 2.7 nach,
dass die unterschiedlich gebundenen Siliziumatome in verschiedenen lokalen Umgebungen vorliegen.
Damit ist gezeigt, dass sich durch die chemische Verschiebung die Strukturinformation der lokalen Um-
gebungen gleicher Elemente mit unterschiedlichen Bindungspartnern separieren lisst. Sofern sich die
Photoemissionssignale fein genug auflésen lassen, kénnen bindungssensitive Strukturanalysen mittels

Photoelektronenbeugung durchgefiithrt werden.

2.5 Rekonstruktion eines typischen XPD-Musters

Alle bisher diskutierten Aspekte der Photoelektronenbeugung lassen darauf schlieflen, dass eine holo-
graphische Rekonstruktion von XPD-Mustern problemlos funktionieren sollte. Weiterhin bietet die
elementspezifische Emitterselektivitit die Mo6glichkeit, chemisch sensitive Strukturanalysen durch-
zufithren. XPD-Messungen stellen somit eine duflerst attraktive Option zur Realisierung atomauf-
geloster Holographie dar. Um zu zeigen, welche Resultate bei Rekonstruktion eines typischen Beu-
gungsmusters zu erwarten sind, wurde das Beugungsmuster eines einfachen Wolfram-Clusters simu-
liert. Abbildung 2.8a zeigt den verwendeten Cluster, der aus insgesamt 2 x 2 x 2 Wolfram-Einheitszellen
besteht. Das in der Abbildung rot hervorgehobene zentrale Atom der untersten Lage fungiert dabei
als Emitter. Der wiirfelformige blaue Kasten mit einer Kantenldnge von 1 nm markiert den spéteren
Rekonstruktionsbereich. Der Rekonstruktionsbereich ist dabei so gewihlt, dass der Wiirfelmittelpunkt
mit dem Massenschwerpunkt des simulierten Wolfram-Clusters zusammen fillt. Abbildung 2.8b stellt
das simulierte XPD-Muster des Wolfram-Clusters aus Abbildung 2.8a bei einer kinetischen Elektro-
nenenergie von Fy;, = 200 eV dar.

Wird das simulierte Beugungsmuster mit Hilfe von Gleichung (1.28) rekonstruiert, ergibt sich die in
Abbildung 2.8¢c gezeigte Intensitéitsverteilung. Die Atomstruktur des Wolfram-Clusters lésst sich in der
Rekonstruktion nicht erkennen. Stattdessen enthélt das rdumliche Bild eine stark ausgeprigte Unter-
grundintensitéit, welche die Intensitéitsmaxima an den Atompositionen iiberdeckt, sofern sie iberhaupt
vorhanden sind. Aus diesem Grund wurde die Diskriminatorschwelle fiir die kleinste dargestellte In-
tensitét stark nach oben gesetzt, um so viel Untergrundintensitdt wie moglich aus der Darstellung des
rekonstruierten Bildes zu entfernen. Abbildung 2.8d zeigt die héchsten Intensitdten der Rekonstrukti-
on. Im Vergleich mit den erwarteten Atompositionen, die als dunkelrote Drahtgitterkugeln visualisiert

sind, ldsst sich feststellen, dass kein einziges Intensitdtsmaximum eine Atomposition wiedergibt.
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2.5. Rekonstruktion eines typischen XPD-Musters
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Abbildung 2.8: Rekonstruktion eines typischen XPD-Musters. a, Fiir die Musterberech-
nung verwendeter Wolfram-Cluster mit 8 bcc-Einheitszellen. Das rot markierte Atom
stellt den Emitter dar. b, Simuliertes XPD-Muster des in (a) gezeigten Wolfram-Clusters.
¢, Volumetrische Darstellung des rekonstruierten Musters aus (b). d, Gleiche Inten-
sitdtsverteilung wie in (c), aber mit stark erhhter Diskriminatorschwelle fiir die kleinste
dargestellte Intensitit. Kein Intensitdtsmaximum entspricht einer erwarteten Atomposi-
tion (rote Drahtgitterkugeln). e, Nach Gleichung (1.25) berechnetes Kugelhologramm mit
den gleichen Aufnahmeparametern wie das Muster in (b). f, Rekonstruiertes Volumen
mit dem Hologramm aus (e). Die Intensitéitsmaxima stimmen alle mit Atompositionen
itiberein.

Stattdessen konnen zahlreiche Intensitétsartefakte in den interatomaren Bereichen gefunden werden.
Aussagen iiber die tatséichliche Struktur des Wolfram-Clusters lassen sich mit dieser Rekonstruktion
nicht treffen.

Die Rekonstruktionsartefakte resultieren nicht aus einer unvorteilhaften Wahl der Aufnahmeparamter
des Hologramms, wie das folgende Beispiel zeigt. Abbildung 2.8e zeigt das resultierende Muster, wel-
ches nach Gleichung (1.25) berechnet wurde. Dabei wurde die gleiche Wellenldnge und Musterauflésung
gewihlt wie beim Muster in Abbildung 2.8b. Ebenso decken beide Muster den gleichen Raumwinkel
ab. Das Rekonstruktionsresultat fiir das berechnete Muster ist in Abbildung 2.8f gezeigt. Selbst ohne
Erhohung der Diskriminatorschwelle sind eine Reihe scharf lokalisierter Intensitdtsmaxima zu erken-
nen. Diese befinden sich alle an den erwarteten Atompositionen des verwendeten Wolfram-Clusters.

Die Rekonstruktion zeigt somit, dass die gewéhlten Aufnahmeparameter fiir eine dreidimensionale
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2.5. Rekonstruktion eines typischen XPD-Musters

Rekonstruktion ausreichen.

Es handelt sich hierbei um ein generelles Problem bei der holographischen Rekonstruktion von XPD-
Mustern. Trotz grofler Bemiithungen und ausgefeilter Ansétze [34,61-69] konnten in den letzten drei
Jahrzehnten fiir einige Spezialfille bestenfalls die nichsten Nachbarn aus XPD-Mustern rekonstruiert
werden. Die Rekonstruktionen von XPD-Mustern enthalten generell stark ausgeprigte Artefakte.
Allerdings ist in der Literatur keine einheitliche Meinung zu den Ursachen der Rekonstruktionsarte-
fakte zu finden. Die im néchsten Kapitel vorgestellten Ergebnisse einer theoretischen Analyse des Pro-
blems geben jedoch Aufschluss iiber die Entstehung der Rekonstruktionsartefakte und liefern Ansétze

fiir eine allgemein funktionierende Losung.
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3 Analyse der Abbildungseigenschaften

3.1 Abbildungseigenschaften sphirischer Hologramme

3.1.1 Mathematischer Ansatz

Um die Ursachen der fehlerhaften Rekonstruktionseigenschaften von XPD-Mustern zu identifizieren
und mogliche Losungsansitze zu entwickeln, ist eine mathematische Analyse des Rekonstruktions-
verfahrens notwendig. Die Ergebnisse dieser Analyse dienen nicht nur zum besseren Verstindnis der
Rekonstruktionseigenschaften, sondern sind zugleich auch die Grundlage fiir die in dieser Arbeit ent-
wickelten Optimierungen des Rekonstruktionsverfahrens.

Als Analyseansatz dient die Hologrammintensitét eines sphérischen Hologramms aus Gleichung (1.25),
die in die Bildfunktion aus Gleichung (1.28) eingesetzt wird. Dazu ist es zweckméBig, zunéchst das
Betragsquadrat aus Gleichung (1.25) zu berechnen. Nach Anhang A.4 ergibt sich fiir die Hologram-

mintensitat

Inoto = A3+> A2+4240> Ay cos(kry — k-1, + Apy)

I Iz
+2> AuA, cos (kAT — kT + App) (3.1)
p<v
Fiir eine kiirzere Schreibweise wurden im letzten Term die Substitutionen Ar,, = r, —r,, ry =
r, —r, und Ay, = Ay, — Ap, verwendet. Die Indizes p und v bezeichnen dabei verschiedene

Streuzentren. Wird Gleichung (3.1) in die Bildfunktion (1.28) eingesetzt, resultiert:

) = <A3+2Ai> ‘To(r) + 240 Ay -Tu(r) + 2> A4, T (r) (3.2)
Iz H

v<p

emax 27r

Do(r) := / dO sin(O) / d® kT (3.3)
0 0
@maz 2

Ly(r) = / dO sin(O) /dq) cos (kr, — k-, + Ap,)) kT (3.4)
0 0
Omaz 2T

Fu(r) = / de sin(@)/d@ cos (kAT —k -t + App,) X7 (3.5)
0 0

Dabei wurden Summen- und Integralzeichen vertauscht, so dass sich die einzelnen Summanden von
Gleichung (3.1) unabhéngig voneinander integrieren lassen. Die gesamte Bildfunktion setzt sich somit
aus den drei Integralfunktionen I'g, '), und I',, aus den Gleichungen (3.3)-(3.5) zusammen. Anstatt

die Intensitdtsmodulationen des Hologramms wie bislang in ihrer Gesamtheit zu betrachten, kénnen
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3.1. Abbildungseigenschaften sphérischer Hologramme

nun die Einfliisse einzelner Streuzentren auf die Rekonstruktion untersucht werden.

Prinzipiell miisste jedes Integral in den Gleichungen (3.3)-(3.5) zur Untersuchung der Abbildungsei-
genschaften gelost werden. Allerdings lésst sich die Untersuchung der Eigenschaften dieser Integral-
funktionen auf die Analyse einer einzelnen Funktion I reduzieren.

Dazu wird zunéchst die cos-Funktion in den Integranden der Funktionen (3.4) und (3.5) mit Hilfe der
Eulerformel durch komplexe e-Funktionen ausgedriickt. Damit kénnen die Gleichungen (3.4) und (3.5)

zu folgenden Ausdriicken umgeschrieben werden:

Lu(r) = % {e*i(k’"“*AW) T(r+r,) + eFnutden D — ru)] (3.6)
Fw,(r) _ % [efi(kmquAtpW) f(r + I'HV) + ei(kmquAgoW) f(r _ r/ﬂ’)} (3.7)
emaz 2
mit [(F) = / dO sin(0) / dd T (3.8)
0 0

Gleichung (3.4) und (3.5) entsprechen somit der Summe zweier Integralfunktionen T, die sich von der

Funktion aus Gleichung (3.3) lediglich durch das Argument unterscheiden. Mit den Substitutionen

Cy = Aj+> AL, (3.9)
w

CE = AgA, eFrutaen) und (3.10)

CE, = ALA, eFrthow) (3.11)

geht die gesamte Bildfunktion aus Gleichung (3.2) in den folgenden Ausdruck iiber:
rr) = COT) + Y [Cp Tlrtr,) +Cf Tl —1,)]
o

+ Z [C,Z, T(r+r,) + Cr I'(r— rw,)] . (3.12)

Die gesamte Bildfunktion setzt sich aus der Summe der selben Funktion ' zusammen. Aus diesem
Grund wird die I-Funktion im weiteren Verlauf als atomare Bildfunktion bezeichnet.

Zur weiteren Untersuchung der atomaren Bildfunktion kann das Doppelintegral in ein einfaches Inte-
gral {iberfithrt werden. Wie in Anhang A.5 demonstriert, resultiert das Integral iiber den Azimutwinkel

® in einer Besselfunktion Jy erster Art nullter Ordnung.

®maz
I'(F) = 27 / Jo(kv/Z2 4 2 - sin(©)) sin(0) *7c(®) 4o (3.13)
0

Durch spezielle Festlegung von ©,,,, oder T ldsst sich dieses Integral in einigen Féllen problemlos
analytisch 16sen (vgl. Anhang A.6). Eine analytische Losung dieses Integrals ist fiir beliebige ©qx

und T jedoch nicht ohne Weiteres moglich. Fiir genauere Untersuchungen der atomaren Bildfunktionen
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3.1. Abbildungseigenschaften sphérischer Hologramme

wurde I' daher numerisch berechnet. Die Ergebnisse werden im néchsten Abschnitt vorgestellt.

3.1.2 Eigenschaften der atomaren Bildfunktion

Durch Betrachtung des Integranden in Gleichung (3.13) ldsst sich bereits eine Eigenschaft von r
he-rausstellen. Wird bei festem z die Funktion an der Stelle \/m = a betrachtet, so ist der
Integrand von [ fiir alle Wertepaare (Z,y) mit \/m = q identisch. Die Funktion I ist somit
rotationssymmetrisch beziiglich der z-Achse. Stellvertretend fiir alle Z- und y-Kombinationen mit
gleichem Abstand zur Drehachse wird daher der Wertebereich von ' ausschlieflich in x-Richtung
betrachtet.

Um die Eigenschaften der I-Funktion niher zu untersuchen, wurde das korrespondierende Integral
in Gleichung (3.13) fiir verschiedene ©,,,, numerisch bestimmt. Abbildung 3.1 zeigt einen Teil der
Ergebnisse dieser Berechnungen in Abhéngigkeit des Ortes bei verschiedenen ©,,,,. Da es sich bei r
um eine Funktion handelt, deren Wertebereich in der Menge der komplexen Zahlen liegt, sind in den
Diagrammen in Abbildung 3.1 die Betragsquadrate der Funktion dargestellt. Damit die Betrachtung
unabhingig von der gewéhlten Wellenzahl k ist, wurden die Langeneinheiten von  und z auf die
Wellenldnge normiert. Die Langeneinheiten sind somit als Vielfache der Wellenldnge angegeben. Die
obere Integrationsgrenze ©,,,., die bei der Berechnung verwendet wurde, definiert den Raumwinkel des
sphérischen Hologramms. Unabhéngig vom verwendeten ©,,,, weisen alle I-Funktionen ein globales
Maximum an der Stelle T = 0 auf.

Mit Oy = 90° ist das Maximum des |1~“|2—Verlaufs stark lokalisiert, wie die rote Linie in Abbildung
3.1 zeigt. Sowohl in x- als auch in z-Richtung betriagt die Halbwertsbreite von \f\Q weniger als eine

Wellenlédnge. Mit sinkendem ©,,,4,, verbreitert sich der Verlauf von |f|2 jedoch zunehmend.

a
Py o T — T T — T .

. Lr . o — 200
jg r ] Opax = 5 Opax = 50
ﬁ r Opax = 10° —— Opax = 60°
22 0.5 Opax = 20 Opax = 70°
.,=_, L ®max =30° —— ®max =80°
E L max = 40° Oppax = 90°
o Yo e e e e T
= -30 -25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25 30
b X/

— IS e e . B

E 1 :_ _i ®“"lax = 50 ®1Tlax = 500
0 r ] Oppax = 10° Onax = 60°
0.5 ®max =20° —— ®max =70°
= L ] Opax =30° ——— Opp =80°

B : : ®1Tlax = 4()0 ®lnax = ()()o
~ - e
o O e e e e T
= -30 -25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25 30

Abbildung 3.1: Betragsquadrate der atomaren Bildfunktion r bei verschiedenen
Offnungswinkeln des Hologramms. a, Verlauf des Betragsquadrats von I' senkrecht zur
z-Achse. b, Verlauf des Betragsquadrats von I' entlang der z-Achse.
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3.1. Abbildungseigenschaften sphérischer Hologramme

Dabei verbreitert sich der Betrag von I wesentlich stérker in z-Richtung als in x-Richtung. Wie in
Abbildung 3.1a anhand der blauen Linie gezeigt, betragt die Halbwertsbreite selbst bei einem extrem
kleinen Offnungswinkel von 0,4, = 5° lediglich 3 Wellenlingen. Im Gegensatz dazu sinkt |f|2 fiir
Omaz = 5° in z-Richtung sehr langsam. Am Ende des Definitionsbereichs des Diagramms in Abbil-
dung 3.1b ist das Betragsquadrat |T'|2 noch 95% des Wertes bei Z = 0.

Aus den Diagrammen in Abbildung 3.1 lassen sich drei wichtige Eigenschaften der I-Funktion ab-
leiten. Erstens besitzt f(?') ein globales Maximum an der Stelle ¥ = 0. Mit steigendem Argument
strebt die Funktion schnell gegen Null. Dadurch sind die endlichen Werte von I lokal um das Maxi-
mum begrenzt. Zweitens verbreitert sich die I-Funktion mit sinkendem Raumwinkel des Hologramms.
Dabei ist besonders stark der Funktionsverlauf in z-Richtung betroffen. Dieser Effekt konnte bereits
bei der Rekonstruktion des Tryptophanmolekiils in Abschnitt 1.5.1 beobachtet werden. Drittens ver-
groflert sich mit steigender Wellenldnge der Bereich in dem r signifikant von Null abweicht. Da die
Lingeneinheiten in Abbildung 3.1 auf die Wellenliinge normiert sind, éndert sich bei einer Anderung
der Wellenlénge nichts am grundsétzlichen Verlauf von r. Allerdings wiirde der gezeigte Definitions-

bereich in Abbildung 3.1 bei steigender Wellenléinge immer grofleren Distanzen entsprechen.

3.1.3 Abbildungseigenschaften der gesamten Bildfunktion

Die atomaren Bildfunktionen I erzeugen eine Reihe von Maxima in der gesamten Bildfunktion I'.
Da f(?) das globale Maximum an der Stelle ¥ = 0 aufweist, kénnen die Abbildungseigenschaften
der gesamten Bildfunktion I' durch die Betrachtung der Argumente der enthaltenen I-Funktionen
aufgeklért werden. Um diese Maxima besser klassifizieren zu kénnen, wird eine verkiirzte Schreibweise
der Bildfunktion aus Gleichung 3.12 eingefiihrt. Dazu werden die I-Funktionen in Gleichung 3.12 mit

ihren Vorfaktoren zusammengefasst.

T(r) = T9x) + > [Thr) + T,@] + Y [T + T)] (3.14)

Iz v<p
mit Io(r) :=CY I'(r) , (3.15)
I (r) = Cf T(r Fr,) und (3.16)
IE(r) = CL T(r Fru) . (3.17)

Zur Veranschaulichung werden die Abbildungseigenschaften am konkreten Beispiel einer “F”-férmigen
Atomverteilung diskutiert, die in Abbildung 3.2a gezeigt ist. Die Atome befinden sich dabei in der xz-
Ebene des verwendeten Koordinatensystems. Dabei dient das Atom mit der niedrigsten z-Koordinate
als Emitter und ist deswegen in Abbildung 3.2a rot hervorgehoben.

Die Abbildungen 3.2b-3.2d zeigen die verschiedenen I-Funktionen der gesamten Bildfunktion. Dabei

sind die einzelnen T-Funktionen mit Hilfe eines Sinus Cardinalis modelliert.
[(F) = 4 sinc(k7) filr Opmee = 7 (3.18)
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Abbildung 3.2: Abbildungseigenschaften eines sphirischen Hologramms. a, “F”-férmige
Atomverteilung in der xy-Ebene des verwendeten Koordinatensystems. Die rot ein-
gefirbte Kugel reprisentiert den Emitter. b, Darstellung der F8—Funkti0n, die ein Maxi-
mum am Koordinatenursprung erzeugt. b, Visualisierung der Ff-Funktionen. Die durch
die roten Kiisten hervorgehobenen Maxima der I'"-Funktionen liegen exakt an den Atom-
positionen. Die ' -Funktionen (blaue Késten) erzeugen stattdessen ein Zwillingsbild, das
punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung liegt. b, Visualisierung der Fffl,-Funktionen.
Jedes Streuzentrum bildet das Objekt aus.

Diese Funktion ist nicht willkiirlich gew&hlt, sondern entspricht nach Anhang A.6 der analytischen
Losung des Integrals von [ aus Gleichung (3.13) bei ©,,4, = 7. Eine obere Integrationsgrenze von
Omaz = ™ kann verwendet werden, wenn sich das Hologramm iiber eine vollstindig geschlossene Kugel-
oberfliche erstreckt. Da somit die gesamte Objektwelle im Hologramm enthalten ist, entspricht dieser
Fall der Betrachtung eines idealen Hologramms.

Abbildung 3.2b zeigt den Verlauf der Fg—Funktion aus Gleichung (3.15). Das Argument der enthal-
tenen I'-Funktion entspricht einem einfachen Ortsvektor im verwendeten Koordinatensystem. Daher
erzeugt die I‘g—Funktion ein Maximum im Koordinatenursprung und bildet somit den Emitter ab.
Die strukturrelevante Bildinformation ist in den I'}-Funktionen enthalten, wie Abbildung 3.2c zeigt.
Da das Argument dieser Funktionen nach Gleichung (3.16) r —r,, entspricht, liegt das Maximum jeder
I'}-Funktion an einer Atomposition r,,. In Abbildung 3.2¢ sind diese Maxima durch die roten Késten
hervorgehoben.

Die in Abbildung 3.2c¢ durch blaue Késten gekennzeichneten Maxima gehéren zu den I' -Funktionen.
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3.1. Abbildungseigenschaften sphérischer Hologramme

Im Gegensatz dazu besitzen die atomaren Bildunktionen der I', -Funktionen ein Argument von r+r,,.
Zu jedem Maximum an einer Atomposition r, enthilt die gesamte Bildfunktion I' somit ein weiteres
Maximum an der Stelle —r,,. Somit enthilt die Bildfunktion ein zweites Bild, das einer Punktspiege-
lung des Objekts beziiglich der Emitterposition entspricht. Dabei handelt es sich um das Zwillingsbild,
das bereits in Abschnitt 1.3 erwdhnt wurde.

Die verbleibenden Fljfy-Terme der Bildfunktion erzeugen eine Verteilung mit vielen Maxima, wie in
Abbildung 3.2d gezeigt ist. Bei genauerer Betrachtung der Argumente der korrespondierenden ato-
maren Bildfunktionen in Gleichung (3.17) ldsst sich feststellen, dass die Maxima an den Positionen
Fr,, entstehen. Da der Vektor r,, dem Verbindungsvektor zwischen dem p-ten und dem v-ten Atom
entspricht, geben die Maxima in Abbildung 3.2d die relative Lage eines Atoms von der Position ei-
nes anderen Atoms wieder. Jedes Streuatom stellt gewissermafien selbst einen Emitter dar, der seine
Umgebung abbildet. Eine solche Maxima-Verteilung erschwert die Identifikation von Atompositionen.
Allerdings wurden bislang die Vorfaktoren C{, C’Mi und C’ffy bei der Betrachtung ignoriert. Im néchsten

Abschnitt werden daher die Beitridge jeder Funktion zur Bildintensitit genauer erldutert.

3.1.4 Bildintensitéit eines sphirischen Hologramms

Zur Diskussion der Bildintensitdt wurde nach Gleichung (1.25) die Hologrammintensitét der “F”-
formigen Atomanordnung aus Abbildung 3.2a berechnet. In Abbildung 3.3a ist das Ergebnis dieser
Berechnung bei einer Wellenlinge von A = 0,4 A und 0,4, = 85° gezeigt. Dieses Hologramm wurde
in die Bildfunktion aus Gleichung (1.11) eingesetzt und iiber die xz-Ebene berechnet. Zur Darstel-
lung der Rekonstruktionsergebnisse wird die Bildintensitit |T'|? ermittelt. Wie die Rekonstruktion in
Abbildung 3.3b zeigt, enthilt das rekonstruierte Bild lediglich ein einzelnes Intensitdtsmaximum am
Koordinatenursprung. Weitere Intensitdtsmaxima sind selbst bei einer Kontrastverstiarkung des Bil-
des nicht zu erkennen. Abbildung 3.3b zeigt somit, dass ohne weitere Bearbeitung der I‘8—Term aus
Gleichung (3.15) die Rekonstruktion dominiert. Das liegt daran, dass der Faktor C’g aus Gleichung
(3.9) in der T'J-Funktion wesentlich groer ist als alle Vorfaktoren C’ff und C;—L,, der Funktionen Fff und
I,

Das Objektbild lisst sich allerdings ohne gréfiere Schwierigkeiten sichtbar machen. Der Faktor C
enthélt die nicht-modulierten Anteile der Hologrammintensitdt. Werden diese Anteile aus dem Ho-
logramm entfernt, verschwindet die I')-Funktion aus der Bildfunktion in Gleichung (3.14). In erster
Naherung entsprechen die nicht-modulierten Anteile der Hologrammintensitit der mittleren Holo-
grammintensitit Iy. Je groBer der Raumwinkel des Hologramms ist, desto zutreffender ist diese
Néherung. Wird die mittlere Intensitdt von jedem einzelnen Intensitdtswert des Hologramms abgezo-

gen, enthilt die entstehende GréBe y nur noch die modulierten Anteile [31].
X(@a (I)) = Iholo(®7 <I>) — Iy (319)

Bis auf die Normierung [—10 entspricht dies der Anisotropie-Funktion, die bereits in Abschnitt 2.4.1
vorgestellt wurde. Aus diesem Grund werden im weiteren Verlauf alle Hologrammintensititen, die
auf die modulierten Anteile beschriankt sind, einheitlich als Anisotropie-Funktionen des Hologramms

bezeichnet.
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Abbildung 3.3: Bildintensitit der Rekonstruktion eines sphérischen Hologramms. a, CGH
der “F”-formigen Atomverteilung aus Abbildung 3.2a. b, Rekonstruktion der unbehan-
delten Hologrammintensitét. Der I')-Term dominiert die Rekonstruktion. ¢, Rekonstruk-
tion des modulierten Hologrammanteils y. Die Rekonstruktion zeigt ausschliefllich die
Intensitdtsmaxima der Fi—Funktionen.

Wird anstelle der Hologrammintensitét [, die Anisotropie-Funktion x in die Bildfunktion einge-
setzt, resultiert die in Abbildung 3.3c gezeigte Bildintensitéit. In der gezeigten Bildintensitéit ist nun
kein Intensitdtsmaximum am Koordinatenursprung mehr zu finden. Stattdessen sind ausschlief$lich die
Intensitdtsmaxima an Atompositionen und das Zwillingsbild zu sehen.

Der Einfluss der Fiy—Funktionen macht sich in der Rekonstruktion der Anisotropie-Funktion nicht
bemerkbar. Da die Amplitude der Emitterwelle Ag stets grofer ist als die Amplituden der Streuwellen
Ay, gilt nach den Gleichungen (3.10) und (3.11) C’ff > C’fy. Ist beispielsweise das Verhéltnis von Emit-

+

teramplitude zu Streuamplitude 2‘—? = 10, so gilt auch % = 10. Bei der Bildung des Betragsquadrats
4 7

der Bildfunktion werden fiir dieses Fallbeispiel die Fff—Funktionen einhundertmal grofer als die Fffl,—

Funktionen. Der Beitrag der I‘ffl,—Funktionen kann somit ndherungsweise vernachléssigt werden. Die

Bildintensitét der rekonstruierten Anisotropie-Funktion lautet daher

2
TP = D (Tr+T,)| fiir 49> A,
I
- Z(]F;fﬂrﬂz)+Z(FjTj*JerT;*Jrrj*-F;JrF;-F;*) . (3.20)
H HFV

Der Einfluss der Fff -TH*-Terme in der zweiten Summe liisst sich durch Wahl einer ausreichend nied-
rigen Wellenldnge vermindern. Wie in Abschnitt 3.1.2 erldutert, verkleinert sich der Bereich, an dem
sich die atomare Bildfunktion und damit die Fff—Funktionen signifikant von null unterscheiden. Ist der
Abstand zwischen zwei Atomen grofler als dieser Bereich, ist fiir jede Raumposition wenigstens eine
der beiden Funktionen nahezu null. Dadurch ist der Beitrag der Fff -TH*-Terme zur Bildintensitét bei
ausreichend kurzer Wellenldnge vernachléssigbar.

Weiterhin besitzen alle Streuatome im vorliegenden Beispiel positive z-Koordinaten. Somit befinden
sich alle Streuatome oberhalb des Emitters. Dadurch kénnen die Intensitédtsmaxima der I', -Funktionen

nur an Stellen mit negativen z-Koordinaten auftreten. Das Zwillingsbild befindet sich daher unterhalb
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3.2. Sperzifische Abbildungseigenschaften von XPD-Mustern

des Emitters. Durch die rdumliche Trennung der Maxima von I‘Z— und I';-Funktionen kénnen in die-
sem Fall die beiden Mischterme ')} -T',* und I'}*-T',; ebenfalls vernachléssigt werden. Die Bildintensitét
lautet daher:
P2 =S ) 2+ 3 )2 (3.21)
Iz I
Die Bildintensitéit der rekonstruierten Anisotropie-Funktion enthélt, wie Abbildung 3.3c bereits impli-
ziert, nur noch die Betragsquadrate der Fff—Funktionen. Diese Gleichung liefert eine wichtige Erkennt-
nis beziiglich der méglicherweise auftretenden Phasenverschiebung Ayp,,. Fiir die Betragsquadrate der
Fi—Funktionen gilt:
PE@)]2 = AT 51,1 (3.22)

Da die Phasenverschiebung nicht in der atomaren Bildfunktion r auftritt, ist die Bildintensitidt un-
abhingig von Ay,. Die Verwendung von zufallsgenerierten Phasenverschiebungen in den bislang ge-

zeigten CGHs ist daher legitim.

3.2 Spezifische Abbildungseigenschaften von XPD-Mustern

3.2.1 Uberlagerung verschiedener Beugungsmuster

Neben den im letzten Abschnitt diskutierten Eigenschaften sphérischer Hologramme miissen bei der
Rekonstruktion von XPD-Mustern weitere Aspekte beachtet werden. Wie bereits in Abschnitt 2.4.2
beschrieben wurde, tragen eine Vielzahl von Emittern an unterschiedlichen Positionen zu den Modu-
lationen eines XPD-Musters bei. Um zu zeigen, wie sich ein Versatz der Emitterposition beziiglich des
Koordinatenursprungs auf die Rekonstruktion auswirkt, wurde erneut das sphérische CGH der “F”-
formigen Atomverteilung aus Abbildung 3.2a berechnet. Diesmal wurde allerdings das Atom mit dem
grofiten Abstand zum Koordinatenursprung als Emitter verwendet. In der Objektansicht in Abbildung
3.4a ist dieses Atom rot markiert. Das resultierende CGH ist in Abbildung 3.4a dargestellt. Statt Glei-
chung 1.25 wurde in diesem Fall Gleichung 1.7 zur Berechnung der Hologrammintensitéit verwendet,
da diese Gleichung explizit eine Emitterposition abseits des Koordinatenursprungs beriicksichtigt. Das
Rekonstruktionsergebnis in Abbildung 3.4b zeigt allerdings, dass sich der Versatz des Emitteratoms
nicht in der Bildintensitidt widerspiegelt. Die relative Lage der Atompositionen ist zwar korrekt, aller-
dings beziiglich des Koordinatenursprungs und nicht in Relation zur absoluten Emitterposition.
Bereits in Abschnitt 2.4.2 deutete die geringe Winkelabweichung trotz endlichen Strahldurchmessers
diese Abbildungseigenschaft an. Wahrend die Information iiber die lokale Emitterumgebung optimal
im Beugungsmuster aufgelost wird, ist die Intensitdtsmodulation unempfindlich gegeniiber der ab-
soluten Emitterposition. Sphérische Hologramme speichern daher nur die relativen Atompositonen
beziiglich der Emitterposition. Da zur Herleitung der Bildfunktion aus Gleichung (1.11) eine Refe-
renzwellenquelle am Ursprung des Koordinatensystems angenommen wurde, bildet das Rekonstrukti-
onsintegral die Atomstruktur beziiglich dieser Position ab.

Auf der einen Seite ist dies eine durchaus positive Eigenschaft von sphérischen Hologrammen, da
der richtige Rekonstruktionsbereich nicht erst gefunden werden muss. Alle Intensitdtsmaxima, die im

rekonstruierten Bild Atompositionen widerspiegeln, finden sich stets in unmittelbarer Ndhe des Koor-

95



3.2. Spezifische Abbildungseigenschaften von XPD-Mustern

dinatenursprungs. Auf der anderen Seite kann durch diese Abbildungseigenschaft die Interpretation der
Rekonstruktionsergebnisse erschwert werden, sofern die Emitter unterschiedliche lokale Umgebungen
aufweisen. In Abschnitt 2.4.3 wurde erldutert, dass unter diesen Umstinden das messbare XPD-Muster
der Summe aus den individuellen Beugungsmusterintensitidten der einzelnen Emittertypen entspricht.
Um diesen Fall nachzustellen, wurde die CGH-Intensitét aus Abbildung 3.4a mit der CGH-Intensitét
aus Abbildung 3.3a addiert. Die resultierende Summenintensitit ist in Abbildung 3.4c gezeigt. Ab-
bildung 3.4d zeigt, dass die dazugehorige Rekonstruktion ebenfalls als Summe der beiden einzelnen
Rekonstruktionen aus Abbildung 3.4b und 3.3c interpretiert werden kann. Intensitétsmaxima, die in
beiden rekonstruierten Bildern auftreten, werden dabei verstiirkt. Generell erfordert die Uberlagerung
aller lokalen Emitterstrukturen in den rekonstruierten Bildern weitere Auswertungsschritte, wie sie

beispielsweise in Abschnitt 5.3 erldutert werden, um die Probenstruktur eindeutig zu bestimmen.
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Abbildung 3.4: Einfluss der unterschiedlichen Emitterpositionen auf die Rekonstruktions-
eigenschaften eines XPD-Musters. a, Berechnete Hologrammintensitit der “F”-férmigen
Atomverteilung aus Abbildung 3.2a. Der verwendete Emitter ist in der Objektansicht im
grauen Kasten rot eingefirbt. b, Rekonstruktion des CGH aus (a). Trotz Versatz in der
Emitterposition sind alle I''-Intensititen relativ zum Koordinatenursprung zu finden. c,
Summenintensitit der CGHs aus (a) und Abbildung 3.3a. d, Zu (c) korrespondierende
Rekonstruktion. Die rekonstruierte Summenintensitiit resultiert in einer Uberlagerung
der rekonstruierten Bilder aus (b) und Abbildung 3.3c.
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3.2.2 Zwillingsbild

Die Existenz des punktsymmetrischen Zwillingsbildes ist ein viel diskutiertes Thema in der Litera-
tur [70-72], da das Zwillingsbild die Interpretation von Rekonstruktionsergebnissen erschwert. Beim
Beispiel des “F”-férmigen Objekts aus den letzten Abschnitten wurden die Atompositionen bewusst
so gewahlt, dass Objekt- und Zwillingsbild rdumlich voneinander getrennt sind. Bei der Messung von
XPD-Mustern sind die Emitter jedoch in allen drei Raumrichtungen von Atomen umgeben. Da mit
XPD-Messungen ausschliefSlich periodische Strukturen untersucht werden kénnen, gibt es in der Um-
gebung aller Emitter immer eine Reihe von Positionen, die sowohl an der Stelle r;, als auch an der
Stelle r,y = —r,, mit Atomen besetzt sind. Dies ist in Abbildung 3.5a am Beispiel einer einzelnen Gra-
phenlage gezeigt, die sich in der xy-Ebene des verwendeten Koordinatensystems befindet. Da Graphen
eine zweidimensionale Atomverteilung aufweist, tritt das Zwillingsbild ebenfalls in der xy-Ebene auf.
Dadurch ldsst sich die folgende Betrachtung auf eine einzelne Rekonstruktionslage beschrinken.

Die roten Pfeile in Abbildung 3.5a zeigen exemplarisch zwei verschiedene Atompositionen relativ zum
Emitter an, widhrend die blauen Pfeile in entgegengesetzter Richtung die Positionen der korrespon-
dierenden Intensititsmaxima des Zwillingsbildes markieren. Bei der Uberlagerung von Objekt- und
Zwillingsbild kénnen zwei mogliche Félle eintreten.

Beim ersten Fall tritt das Zwillingsbild eines Atoms an einer Stelle auf, an der sich in der Emitter-
umgebung kein Atom befindet. Dadurch entsteht in der rekonstruierten Bildintensitéit ein zuséitzliches
Intensitdtsmaximum. Wie in Abbildung 3.5b gezeigt, ist die Anzahl der Intensitéitsmaxima in der

Rekonstruktion wesentlich hoher als die Atomanzahl in der Graphenlage.

b| Objektbild O Zwillingsbild [ | | C| Objektbild O Zwillingsbild [ | |

[T (x, v, z)P? (willk. Einh.)

0.50

0.25

0.00

x(A) _ _ _ x (A) _ _ x (A)

Abbildung 3.5: Zwillingsbild bei der Rekonstruktion von XPD-Mustern. a, Graphenlage in
der xy-Ebene. Die roten Pfeile zeigen Atompositionen relativ zum Emitter an, wihrend
die blauen Pfeile die Positionen des korrespondierenden Zwillingsbildes markieren. b,
Rekonstruktion eines CGH von Graphen bei einer Wellenliinge von A = 0,4 A. Neben
den Intensititsmaxima des Objekts enthilt die Rekonstruktion die zusétzlichen Inten-
sititsmaxima durch das Zwillingsbild. ¢, Rekonstruktion eines CGH von Graphen mit
A =0,2 A. Trotz des hoheren potentiellen Auflésungsvermégens durch die kiirzere Wel-
lenléinge sind weniger Intensitdtsmaxima zu erkennen als in (b). Der Grund hierfiir ist
die destruktive Uberlagerung von Objekt- und Zwillingsbild.
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3.2. Spezifische Abbildungseigenschaften von XPD-Mustern

Dieser Effekt #hnelt der Uberlagerung verschiedener Beugungsmuster, die im letzten Abschnitt
erldutert wurde.

Der zweite Fall tritt ein, wenn das Zwillingsbild eines Atoms an einer Position entsteht, die von einem
anderen Streuatom besetzt ist. In diesem Fall kann es zu destruktiver Uberlagerung zwischen Objekt-
und Zwillingsbild kommen. Bereiche destruktiver Uberlagerung lassen sich mit Hilfe von Gleichung
(3.20) analytisch erfassen. Liegt das Zwillingsbild des p-ten Streuatoms an der Position r, = —r,, des
v-ten Streuatoms, liegen die Maxima von |I‘f[|2 und [T, |? an der gleichen Position. Daher lassen sich
auch die korrespondierenden Terme F:[ -I'J)* und F:[* -I',; aus Gleichung (3.20) nicht mehr verwerfen.
Die Bildintensitat im Bereich des p-ten Streuatoms entspricht der Summe all dieser Terme. Wie im

Anhang A.7 gezeigt, lasst sich diese Summe folgendermaflen ausdriicken:

2 2 _ . o A (A A 9
TH+ |, | +TF I, + Tt T, = ,T: (A‘: + A—: +2cos(2kru+cp,w)> TH . (3.23)
Solange die Streuamplituden A, und A, stark voneinander abweichen, ist in der Stelle des p-ten Streu-
atoms trotz Uberlagerung mit dem Zwillingsbild immer ein Intensititsmaximum zu finden. Besitzen
das p-te und v-Streuatomatom in etwa gleich grofie Streuamplituden A, ~ A,, geht Gleichung (3.23)

in folgenden Ausdruck iiber:
ITH? + |0y P+ T T + TF* Ty = 2(1+ cos(2kr + o)) |Th|7 (3.24)

Je nach Abstand r, des Streuatoms zum Emitter &ndert sich die Intensitét des Maximums in der
Rekonstruktion. In einem Abstand r,, bei dem 2kr, + ¢,, = 27n mit n € N gilt, {iberlagern sich
Zwillingsbild und Objektbild konstruktiv. Das korrespondierende Maximum in der Rekonstruktion
besitzt dann die doppelte Intensitdt eines Maximums ohne Zwillingsbildiiberlagerung.

Befindet sich das Streuatom jedoch in einem Abstand 7, fir den 2kr, + ¢ = (2n + 1) gilt, ist die
Uberlagerung destruktiv. Das Intensititsmaximum des korrespondierenden Streuatoms verschwindet
aus der Rekonstruktion. Dieser Fall liegt in der Rekonstruktion in Abbildung 3.5¢ vor. Obwohl die Wel-
lenldnge, die zur Berechnung des korrespondierenden CGH verwendet wurde, halb so grofl ist wie bei
der Rekonstruktion aus Abbildung 3.5b, sind wesentlich weniger Intensitdtsmaxima zu erkennen. Dies
liegt daran, dass bei der gewéhlten Wellenlénge die iiberlagernden Intensitdtsmaxima in Emitternidhe
nahezu ausgeltscht werden. Bei den weiter entfernten Positionen, an denen Objekt- und Zwillingsbild
iibereinander liegen, ist die Uberlagerung konstruktiv. Dadurch entstehenden an den entsprechenden
Stellen so starke Intensitédtsmaxima, dass die verbleibenden Maxima relativ schwach ausgeprégt er-
scheinen.

Das Zwillingsbild beeinflusst ausschliefilich die Sichtbarkeit einzelner Atompositionen. Inten-
sitdtsmaxima, die bei einer Wellenléinge nur schwach ausgepréigt sind, werden bei einer anderen Wel-
lenldnge wieder sichtbar. Durch die Messung mehrerer Muster bei verschiedenen Energien lieflen sich
diese Intensitéitsschwankungen der Rekonstruktion kompensieren. Allerdings miissen die zusétzlichen
Intensitdtsmaxima des Zwillingsbildes bei der Interpretation der Rekonstruktionsergebnisse beachtet
werden. Im Allgemeinen l&sst sich das Zwillingsbild als Ursache fiir die fehlerhafte Rekonstruktion von
XPD-Mustern ausschliefen.
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3.3. Ursache der Rekonstruktionsartefakte von XPD-Mustern

3.3 Ursache der Rekonstruktionsartefakte von XPD-Mustern

3.3.1 Einfluss der Mehrfachstreuung

Die bisherige Analyse der Abbildungseigenschaften von sphérischen Hologrammen beschrénkte sich auf
die Untersuchung der geometrischen Zusammenhénge. Fiir die Aufkliarung der Abbildungseigenschaf-
ten von XPD-Mustern miissen daher noch die Streueigenschaften der Photoelektronen beriicksichtigt
werden. Wie bereits in Abschnitt 2.4.1 angedeutet wurde, ist die Streuwahrscheinlichkeit eines Elek-
trons an einem Atom so hoch, dass Mehrfachstreuung auftritt. Bislang wurden alle Hologrammei-
genschaften nur anhand von einfach gestreuten Wellen untersucht. Zur addquaten Beschreibung von
XPD-Mustern muss daher die theoretische Beschreibung der Hologrammintensitidt um Mehrfachstreu-
ung erweitert werden.

In den bisher angenommenen Streuwellen v, nach Gleichung (1.4) wurden Phase und Amplitude der
anregenden Welle bereits in die Wellenfunktion integriert. Fiir eine Beschreibung von Mehrfachstreu-

prozessen ist es zweckmifig, diese Anteile von Streuwellen zu separieren.

Yu(r') = o(r,) Cu(r) (3.25)
mit 0, (r) = W’i"rueﬂkr’mwm (3.26)

Das gesamte Wellenfeld 145, das ein elastisch gestreutes Photoelektron erzeugt, kann unter

Beriicksichtigung von Mehrfachstreuung folgendermafien formuliert werden:

wges(r/) = 1/}0(1'/) + Z%(Tu) \I]M(r,) +ZZ¢O(I‘V) \IlV(rN) \Il,u(r,)
M ooV

—_————
Emitterwelle  einfach gestreute Wellen  zweifach gestreute Wellen

+D 0D dolre) Welry) Uu(ry) Wu(r)+ . . (3.27)
povo¢

—~—
dreifach gestreute Wellen Usw.

In diesem Ausdruck sind alle Summanden nach der Anzahl auftretender Streuprozesse sortiert. Der
Einfluss auf die Abbildungseigenschaften liasst sich dadurch nur schwer erkennen. Werden die einzelnen
Summanden jedoch nach Streuatomen sortiert, ldsst sich Gleichung (3.27) wesentlich iibersichtlicher
ausdriicken. Dazu werden alle Wellen, die zuletzt am u-ten Atom gestreut werden, bevor sie aus der

Probe austreten, zu einer einzelnen effektiven Wellenfunktion JM zusammengefasst.

Gulr) = W) { dolrn) + D do(ry) Tulru) + DD wo(re) Ye(ry) Ty(ry) + ... | (3.28)
v v I3
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Das Gesamtwellenfeld eines Photoelektrons lasst sich dann als Summe von Emitterwelle und allen

effektiven Streuwellen beschreiben.

Yges (1) = o (t') + 3 h,(r') (3.29)
17

Die Ortsabhéngigkeit der effektiven Streuwelle @Zu aus Gleichung (3.28) beschrénkt sich auf die W,-
Funktion vor der Klammer. Alle Argumente der Funktionen innerhalb des eingeklammerten Ausdrucks
sind konstante Ortsvektoren der jeweiligen Streuatome. Daher kann der gesamte Ausdruck in der
Klammer durch die komplexe Konstante B, e ausgedriickt werden. Fiir die effektive Wellenfunktion

gilt somit
Yu(r') = Uu(r') By en (3.30)

Dabei ist zu beachten, dass sowohl B, = B, (k) als auch ¢, = ¢, (k) von der Wellenzahl k abhéngen.
In Abhéngigkeit der kinetischen Energie der Elektronen kénnen diese Groflen stark variieren. Da bei
der Aufnahme eines XPD-Musters jedoch nur Elektronen mit konstanter kinetischer Energie gemessen
werden, sind B, und ¢, bei der Betrachtung eines einzelnen XPD-Musters konstant.

Die Intensitdt eines Photoemissionssignals ist proportional zum Betragsquadrat der Gesamtwellen-
funktion des Photoelektrons. Das Gesamtwellenfeld eines Photoelektrons lésst sich wiederum als Sum-
me von Emitterwelle und allen effektiven Streuwellen beschreiben. Mit Beriicksichtigung der Mehr-

fachstreuung ergibt die Intensitéit eines XPD-Musters somit

2

Ixpp(r') o [¢ges(r')]* = (3.31)

Yo(r') + D vu(r)
17

Mit Definition der Gréflen AVH = By -py und Ag, = ¢, + Agp, — kr, lassen sich die effektiven

Streuwellen {h umschreiben.

A 55 332

B [t/ — 1yl

Ju(r/)

Wird diese Gleichung in Gleichung (3.31) eingesetzt, resultiert Gleichung (1.7). Wie in den Abschnitten
1.2.3 und 1.5.3 beschrieben wird, leitet sich aus Gleichung (1.7) wiederum die Hologrammintensitét
aus Gleichung (1.25) her, deren Abbildungseigenschaften in diesem Kapitel analysiert wurden. Alle
bisher diskutierten Abbildungseigenschaften gelten daher auch fiir Hologramme, in denen Mehrfach-
streueffekte auftreten. Das bislang verwendete Rekonstruktionsverfahren muss daher nicht abgeéndert
oder erweitert werden.

Insbesondere erzeugen sphérische Hologramme mehrfach gestreuter Wellen die strukturrelevanten F;r—
Maxima in der Rekonstruktion. Die I‘I—Funktion ist im Falle von Mehrfachstreuung proportional
zur effektiven Streuamplitude A,. Je nach kinetischer Energie der Photoelektronen und untersuch-
ter Probenstruktur kann es passieren, dass sich die effektive Streuamplitude erhcht oder verringert.

Schlimmstenfalls ist ein Atom in der Rekonstruktion nicht zu sehen, wenn ﬁ# ~ 0 wird. Solche unvor-
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teilhaften Mehrfachstreueffekte kénnen jedoch durch die Rekonstruktion mehrerer Beugungsmuster bei
verschiedenen Energien kompensiert werden. Da ﬁu mit der kinetischen Energie des Photoelektrons
variiert, konnen schwach ausgepréigte Intensitdtsmaxima in der Rekonstruktion eines XPD-Musters
bei einer anderen Energie wieder stirker ausgepriagt sein. Mehrfachstreueffekte alleine kénnen somit

die Rekonstruktionsartefakte bei der Rekonstruktion von XPD-Mustern nicht erklaren.

3.3.2 Streucharakteristik von Elektronen

Im Gegensatz zu den bisher beschriebenen isotropen Kugelwellen sind die Streuwellen von Elektronen
stark anisotrop [27,73-77]. Das bedeutet, dass sowohl Phase als auch Amplitude der Streuwellen
richtungsabhéngige Groflen sind. Nach der stationéiren Streutheorie der Quantenmechnik ldsst sich
diese Anisotropie durch den Streufaktor f beschreiben, der hdufig auch als komplexe Streuamplitude
bezeichnet wird [78,79]. Der Streufaktor entspricht im Fall von Einfachstreuung in erster N&dherung der
Fourier-Transformierten des Atompotentials [80]. Daher hangt der Streufaktor sowohl vom chemischen
Element des Streuatoms als auch von der kinetischen Energie der Elektronen ab. Fiir die weitere
Diskussion ist allerdings ausschlieBlich entscheidend, dass f = f(©, ®) eine richtungsabhéngige Grofie
ist. Eine an einem Atom gestreute Elektronenwelle kann daher folgendermaflen beschrieben werden
[81]:

Ut 1) = B(r,) e £,(0,) (3.33)

r" =y

Dabei gibt der Faktor P, die Wahrscheinlichkeit an, mit der ein getreutes Elektron vom pten Streu-
atom ohne inelastische Streuung aus der Probenoberfliche treten kann. Die bisher explizit erwdhnte
Phasenverschiebung Ay, ist bereits im Streufaktor enthalten. Da der Streufaktor eine komplexe Grofie
ist, gilt f(©,®) = |f(O,D)| Aen(©:®),

In Abbildung 3.6a ist eine einfach gestreute Elektronenwelle, wie sie durch Gleichung (3.33) beschrie-
ben wird, am konkreten Beispiel eines Siliziumatoms gezeigt [82]. Das elastisch gestreute Elektron
besitzt dabei eine kinetische Energie von Ey;, = 250 eV. Die Amplitudenanisotropie ist durch die
helleren und dunkleren Bereiche der Wellenfront visualisiert. Besonders auffillig ist die Verformung
der Wellenfront, die durch die Phasenanisotropie entsteht. Der Verlauf der Wellenfront ist in Abbil-
dung 3.6a durch die rote Linie angezeigt. Um die Verformung der anisotropen Wellenfront besser zu
erkennen, ist zum Vergleich der Verlauf einer isotropen Wellenfront durch die weifle Linie dargestellt.
Die Gangunterschiede der verschiedenen anregenden Wellen bei Mehrfachstreuung beeinflussen die
Rekonstruierbarkeit eines XPD-Musters nicht, wie im letzten Abschnitt gezeigt. Dennoch haben Mehr-
fachstreueffekte einen grofien Einfluss auf die effektive Amplituden- und Phasenverteilung einer Streu-
welle. Im Fall von Einfachstreuung héngt der Streufaktor ausschlieBlich von der Einfallsrichtung der
anregenden Welle und der Beobachtungsrichtung der Streuwelle ab. Tritt allerdings Mehrfachstreu-
ung auf, muss die Einfallsrichtung jeder Welle berticksichtigt werden, die am Streuatom eintrifft. Im
Allgemeinen treffen die Wellen aus verschiedenen Richtungen beim Streuatom ein, wie in Abbildung
3.6b gezeigt. Durch die Uberlagerung aller entstehenden Streuwellen kann die effektive Streuwelle an
einem Atom eine sehr komplizierte Richtungsabhingigkeit aufweisen. Formal lassen sich Amplituden-

und Phasenanisotropie einer solchen Streuwelle durch den effektiven Streufaktor f(©, ®) ausdriicken.

61



3.3. Ursache der Rekonstruktionsartefakte von XPD-Mustern

Einfachstretiung Mehr fachstreuung
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Abbildung 3.6: Anisotrope Streuwelle eines Photoelektrons mit einer kinetischen Energie
von FEj;, = 250 eV am Beispiel eins Siliziumatoms [82]. a, Einfach gestreute Elektronen-
welle. Die rote Linie markiert die Wellenfront der Streuwelle, wihrend die weife Linie
zum Vergleich die Wellenfront einer isotropen Welle anzeigt. b, Effektive Streuwelle bei
Mehrfachstreuung. Durch die unterschiedlichen Einfallsrichtungen der anregenden Wel-
len entsteht eine komplizierte Streuwellenfront (rot), die wesentlich stérker von einer
isotropen Welle (weif3) abweicht als die einfach gestreute Welle aus (a).

Wird fanstelle von f in Gleichung (3.33) eingesetzt, beschreibt die Gleichung eine Elektronenstreu-
welle unter Beriicksichtigung von Mehrfachstreuung.

Prinzipiell &ndert sich durch eine anisotrope Streuwelle nichts an der theoretischen Beschreibung der
Hologrammintensitidt aus Gleichung (1.25). Wird jedoch die Musterintensitét, die durch anisotrope
Wellen erzeugt wird, in die Bildfunktion aus Gleichung (1.11) eingesetzt, gelten andere Abbildungsei-
genschaften. Zur Analyse der Abbildungseigenschaften konnten in Gleichung (3.2) die Streuamplitude
A, und die Phasenverschiebung ¢,, der einzelnen Streuwellen vor die Integrale gestellt werden. Auf-
grund der Richtungsabhéingigkeit ist dies fiir den Streufaktor fnicht moglich. Die atomare Bildfunktion

fiir eine isotrope Streuwelle lautet daher

Omax 27
[(F) = dO sin(©) [ d® f,(0,®) kT . (3.34)
[rome]

Typischerweise wird zur quantitativen Bestimmung von effektiven Streuwellen, wie beispielsweise bei
Beugungsmustersimulationen, der Streufaktor fin einer Reihe entwickelt, die an einem gewissen Ent-
wicklungsgrad abgebrochen wird [75,83]. Da die Kugelflichenfunktionen Y ein vollsténdiges, orthogo-
nales Funktionensystem bilden, ist es moglich, jede quadratintegrable, winkelabhéingige Funktion als

Reihe der Kugelflichenfunktionen darzustellen. Daher gilt fiir den effektiven Streufaktor [63]:

ﬁ(@, D) = ZchY(@, ®) mit ¢, = const. € C' . (3.35)
l,m

62



3.3. Ursache der Rekonstruktionsartefakte von XPD-Mustern

Zur adidquaten Beschreibung der effektiven Streuwelle, die an einem Atom entsteht, muss die Reihe
mindestens bis l,,q, ~ k74 entwickelt werden [84], wobei der Radius r4 der Ausdehnung des verwende-
ten Atompotentials entspricht. Bei einer Energie von Ej;, = 250 eV entspricht dies in etwa [, = 8.
Um die Effekte einer entsprechenden Streuwelle zu demonstrieren, wurde die atomare Bildfunktion mit

Hilfe eines Beispiels berechnet. Dazu wurde der folgende Streufaktor in Gleichung (3.34) eingesetzt:

F(6,®) = Vs 0(6, @) + Y 5(0, ®) + Yes(6, ) . (3.36)

Diese Reihenentwicklung spiegelt keine realistische Streuwelle wider, sondern dient lediglich der De-
monstration der Abbildungseigenschaften, die bei anisotropen Streuwellen zu erwarten sind. Zur Be-
schreibung realistischer Streuwellen miissen alle Kugelflichenfunktionen bis zum Entwicklungsgrad

beriicksichtigt und mit den entsprechenden komplexen Koeffizienten multipliziert werden.

Abbildung 3.7: Atomare Bildfunktion einer anisotropen Streuwelle. a, Volumetrische Inten-
sitdtsdarstellung der atomaren Bildfunktion aus Gleichung (3.34) mit dem Streufaktor
aus aus Gleichung (3.36) bei einer kinetischen Energie von Ej;,, = 250 eV. Das gezeigte
Volumen besitzt eine Abmessung von 1 x 1 x 1 nm? mit der Atomposition in der Volu-
menmitte. b, Volumendarstellung der gleichen Intensititsverteilung wie in (a) mit stark
erhbhter Diskriminatorschwelle fiir die héchste transparent dargestellte Intensitit. Die
grofiten Intensitdtsmaxima befinden sich abseits der Atomposition, die durch die rote
Sphire angezeigt ist.

Die numerische Berechnung der I-Funktion aus Gleichung (3.34) miindet in der Intensitéitsverteilung
in Abbildung 3.7a. Der gezeigte Bereich besitzt eine Volumen von 1 x 1 x 1 nm?, wobei eine obere Inte-
grationsgrenze von 0,,,, = 90° und eine kinetische Energie von Fy;, = 250 eV angenommen wurde. Es
entsteht eine asymmetrische Verteilung der Bildintensitét, die sich iiber einen groflien Volumenbereich
erstreckt. Typischerweise enthélt eine Probe in einem solchen Volumenbereich iiber hundert Atome.
Trotz einer vermeintlich kurzen Wellenlinge von A = 0,78 A wiirden die atomaren Bildfunktionen der
einzelnen Atome iiberlappen.

Selbst bei starker Erhéhung der Schwellenintensitét, welche die hochste transparent dargestellte In-
tensitat festlegt, lésst sich die Atomposition nicht darstellen. Wie in Abbildung 3.7b gezeigt, besitzt

die Bildfunktion I' ihre stirksten Maxima abseits der Atomposition, die mit Hilfe der roten Sphére
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3.4. Elektronenwellen im keV-Bereich

gekennzeichnet ist. Dies sind die gleichen Effekte, die bereits bei der Rekonstruktion des Wolfram-
Clusters aus Abschnitt 2.5 beobachtet werden konnten. Die Ursache fiir die Rekonstruktionsartefakte
liegt somit in der anisotropen Streucharakteristik der Elektronen. Entsteht ein XPD-Muster durch
anisotrope Wellen, ldsst es sich im Allgemeinen nicht mit holographischen Methoden rekonstruieren.
Ungliicklicherweise ist dies der Fall bei fast allen XPD-Mustern, die mit typischen Aufnahmeparame-

tern gemessen werden.

3.4 Elektronenwellen im keV-Bereich

Obwohl die im letzten Abschnitt diskutierte Streucharakteristik der Elektronenwellen eine zuverléssige
Rekonstruktion von XPD-Mustern im Allgemeinen ausschliefit, konnte in dieser Arbeit eine relativ
einfache Losung gefunden werden, die es ermdoglicht, korrekte Rekonstruktionen von Atomstruktu-
ren mit XPD-Mustern zu bestimmen. Bei der Aufnahme von XPD-Mustern haben die Elektronen
typischerweise eine kinetische Energie von hiochstens einigen hundert eV. Wird jedoch die kinetische
Energie der Photoelektronen auf mehrere keV erhoht, &ndert sich die Streucharakteristik signifikant.
Die Streuwellenfront ist bei diesen Energien in Vorwirtsrichtung fokussiert [76], wie in Abbildung 3.8a
gezeigt. Mit steigendem Winkel zur Vorwértsrichtung nimmt die Amplitude der Streuwelle stetig ab,
bis sie nahezu verschwindet [80]. Die Streuwelle breitet sich somit innerhalb eines Kegels mit endlichem
Offnungswinkel aus. Dieser Kegel wird im weiteren Verlauf als Streukegel bezeichnet. Innerhalb des
Streukegels ist die Phase der Streuwelle nahezu isotrop. Der Streufaktor einer solchen Welle lisst sich
in erster Naherung folgendermaflen ausdriicken:

D = const.  Ar/, r, < Bmaz

3.37
0 sonst ( )

f(@@):{

Dabei entspricht 5 dem Winkel zwischen Mittelachse und Mantel des Streukegels, wie in Abbildung
3.8b gezeigt. Fiir die weitere Betrachtung wird diese Gleichung in die atomare Bildfunktion aus Glei-
chung (3.34) eingesetzt. Wird die atomare Bildfunktion in einem Koordinatensystem betrachtet, in

dem das Streuatom auf der z-Achse liegt, resultiert

/Bmaa: 271'
Ts(F) = / de" sin(0") / A" KT (3.38)
0 0

In Abbildung 3.8b ist ein Koordinatensystem in rot dargestellt, in dem diese Gleichung giiltig ist.
Um Verwechslungen mit den Winkelkoordinaten des Beugungsmusters zu vermeiden, sind Polar- und
Azimutwinkel des gedrehten Koordinatensystems mit zwei Strichen versehen. Bis auf den verédnderten
Integrationsbereich entspricht diese Funktion der atomaren Bildfunktion eines Hologramms mit isotro-
pen Streuwellen aus Gleichung (3.8). Streuwellen mit einer Streucharakteristik, wie sie durch Gleichung
(3.37) beschrieben wird, erzeugen somit holographisch rekonstruierbare Intensitdtsmodulationen im
Beugungsmuster.

Damit die atomare Bildfunktion aus Gleichung (3.38) in den strukturrelevanten I'"-Funktionen ver-

wendet werden kann, muss das Argument per Rotationsmatrix R, in ein Koordinatensystem trans-
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3.4. Elektronenwellen im keV-Bereich

formiert werden, in dem das jeweilige Streuatom auf der z”-Achse liegt.

[ (r) = G Ta(Rylr — 1) (3.39)
Auf die grundsétzlichen Abbildungseigenschaften der atomaren Bildfunktion hat die Verwendung einer
Rotationsmatrix keinen Einfluss. Lediglich die Richtung, in der das Maximum liegt, &ndert sich.

Allerdings ist die Strukturinformation eines einzelnen Atoms nicht mehr iiber das gesamte Beugungs-
muster verteilt. Stattdessen enth&lt nur noch die Schnittfliche zwischen Streukegel und Beugungsmus-
terfliche die Information der korrespondierenden Atomposition. In Abbildung 3.8b ist dieser Bereich
durch den roten Kreis gekennzeichnet. Das gesamte Beugungsmuster kann somit als Ansammlung
mehrerer kleiner Hologramme betrachtet werden, die jeweils die Strukturinformation eines kleinen
Teilbereichs der Emitterumgebung enthalten. Erst in der Rekonstruktion des Gesamtmusters kénnen

die Positionen aller Atome sichtbar werden, deren Streuwellen zum XPD-Muster beitragen.

Muster-
oberfldche

Abbildung 3.8: Streueigenschaften von Elektronen mit kinetischen Energien von mehre-
ren keV. a, Streuwelle eines Elektrons mit einer Energie von mehreren keV. Der do-
minante Anteil der Wellenfront ist in einem Kegel in Vorwértsrichtung beschrinkt.
b, Schnittfliche zwischen Streukegel und Beugungsmusterfliche. Nur innerhalb der ro-
ten Linie konnen strukturrelevante Intensitdtsmodulationen des Streuatoms entstehen.
Im gedrehten Koordinatensystem (rot) entspricht dies einem Hologramm mit kleinem
Offnungswinkel.

Der limitierende Faktor fiir die Tiefenauflésung ist somit nicht mehr, wie in Abschnitt 3.1.2 beschrie-
ben, der Raumwinkel des gesamten Beugungsmusters, sondern nur noch der Offnungswinkel S,,q, des
Streukegels. Je kleiner der Offnungswinkel des Streukegels ist, desto stérker verbreitert sich der Be-
reich, in dem die I'-Funktion signifikant von Null abweicht. Die Verbreiterung der I-Funktion dominiert
jedoch nicht pauschal in z-Richtung, sondern entlang des Vektors zwischen Emitter und Streuatom.
Je nach Offnungswinkel des Streukegels sind die Intensititsmaxima der Atompositionen somit radi-
al verbreitert. Ansonsten treten bei Streuwellen, die sich innerhalb eines Kegels ausbreiten, alle in
den Abschnitten 3.1 und 3.2 diskutierten Abbildungseigenschaften auf. Atompositionen sind daher

rekonstruierbar, solange die korrespondierenden Elektronenstreuwellen die durch Gleichung (3.37) be-
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3.4. Elektronenwellen im keV-Bereich

schriebene Streucharkteristik aufweisen.

Allerdings treten auch bei hohen kinetischen Elektronenenergien Mehrfachstreueffekte auf. Bei Mehr-
fachstreuung kann sich die vorteilhafte Streucharakteristik negativ verédndern, falls an einer Atomposi-
tition verschiedene Wellen aus unterschiedlichen Richtungen eintreffen. Um zu verdeutlichen welchen
Einfluss Mehrfachstreueffekte im vorliegenden Fall haben, wurden in Abbildung 3.9 sédmtliche Streu-
wellen in der Emitterumgebung eingezeichnet. Durch die starke Vorwirtsstreuung propagieren alle
Streuwellen vom Emitter weg. Dadurch ist keine einzige Streuwelle in der Lage, die Atome in un-
mittelbarer Emitterumgebung zu erreichen. An solchen Atomen findet deswegen nur Einfachstreuung
statt, so dass die Streucharakteristik aus Gleichung (3.37) gilt. Diese Atome sind in Abbildung 3.9
durch einen einzelnen Streifen gekennzeichnet. Die ersten Atome, an denen Mehrfachstreueffekte auf-

treten konnen, sind in Abbildung 3.9 hingegen mit zwei Streifen gekennzeichnet.

O Emitter

Atome mit einfachen
Streuwellen

Atome mit effektiv
einfachen Streuwellen

Atome mit mehrfach
gestreuten Wellen

IEMIELQrEDOne LS

T LT, A T LRI |

() = f / /) () ()

) l

Zwillingsbild /7,

Abbildung 3.9: Streuwellen in der Emitterumgebung. Durch die hohe Fokussierung in
Vorwirtsrichtung entstehen in der unmittelbaren Emitterumgebung nur einfach gestreu-
te oder effektiv einfach gestreute Wellen. Zuséitzlich ist nur der Bereich oberhalb der
Emitterebene rekonstruierbar. Eine Uberlagerung zwischen Objekt- und Zwillingsbild
ist dadurch nicht mdoglich.

Allerdings treffen die anregenden Wellen fiir diese Atome alle aus einer einzigen Richtung ein. Solche
Streuwellen unterscheiden sich von einfach gestreuten Wellen um einen konstanten komplexen Faktor,
der keine Auswirkungen auf die Rekonstruktionseigenschaften hat. Diese Streuwellen sind somit effek-
tiv einfach gestreute Wellen.

Atome, die von mehreren Wellen aus unterschiedlichen Richtungen getroffen werden, sind in Abbildung
3.9 durch das Schachbrettmuster dargestellt. Je hther der Abstand zwischen Streuatom und Emitter,
desto hoher die Wahrscheinlichkeit, dass sich die korrespondierende atomare Bildfunktion nicht mehr
interpretieren ldsst. Wie sich in den néchsten beiden Kapiteln jedoch zeigen wird, ist der Abstand
dieser Atome wesentlich grofler als die Gitterkonstante der untersuchten Strukturen. Typischerweise

weisen mehrere hundert bis mehrere tausend Atome in der unmittelbaren Emitterumgebung Streu-
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3.4. Elektronenwellen im keV-Bereich

wellen mit der Charakteristik eines einfach gestreuten Elektrons auf.

Weiterhin 16st die Streucharakteristik von Elektronen bei hohen kinetischen Energien das Zwillingsbild-
Problem, das in Abschnitt 3.2.2 erlautert wurde. Zur Speicherung einer Atomposition im Beugungs-
muster muss die korrespondierende Streuwelle den Detektor erreichen. Ausschliellich Streuwellen, die
durch die Probenoberfldche treten, konnen daher zum Beugungsmuster betragen. Wie in Abbildung
3.9 gezeigt, trifft dies nur auf Streuwellen zu, die an Atomen oberhalb des Emitters erzeugt wer-
den. Streuwellen von Atomen unterhalb des Emitters propagieren tiefer in das Probenvolumen und
konnen nicht nachgewiesen werden. Somit sind nur Atompositionen zwischen Emitter und Probeno-
berfliche rekonstruierbar. Die Region unterhalb des Emitters erzeugt keine Intensitdtsmaxima in der
Rekonstruktion. Die xy-Ebene, in der sich der Emitter befindet, markiert somit die Grenze zwischen
darstellbarer und nicht darstellbarer Region. In Abbildung 3.9 ist diese Grenzebene durch eine rote
gestrichelte Linie gekennzeichnet. Da das Zwillingsbild einer Punktspiegelung des sichtbaren Berei-
ches am Emitter entspricht, treten die Intensitdtsmaxima des Zwillingsbildes ausschliellich unterhalb
des Emitters auf. Objekt- und Zwillungsbild sind somit rdumlich durch die Emitterebene parallel zur
Oberfldche voneinander getrennt. Ungewollte Interferenzen beider Bilder kénnen daher nicht auftreten.
Die einzige Ausnahme bildet die xy-Ebene, in welcher der Emitter liegt. Hier kann es trotzdem zu einer
Uberlagerung von Zwillingsbild und Objektbild kommen. Dies sollte generell bei der Interpretation von
Rekonstruktionen dieser Ebene beachtet werden. Die im Folgenden gezeigten Rekonstruktionsebenen
parallel zur Probenoberfléche stellen aus diesem Grund immer Atomlagen oberhalb des Emitters dar.
Durch die Verwendung von Elektronen bei hohen kinetischen Energien scheinen somit alle Probleme
gelost zu sein, die bei der Rekonstruktion von XPD-Mustern bei niedrigeren Energien auftreten. Bei
der konkreten Rekonstruktion von XPD-Mustern bei mehreren keV wird sich allerdings zeigen, dass
durch die Verwendung von Elektronen bei hohen kinetischen Energien ein Folgeproblem auftritt, das

im néchsten Kapitel néher betrachtet wird.
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4 Rekonstruktion von Elektronenbeugungs-

mustern

4.1 Rekonstruktion von Beugungsmustern im keV-Bereich

4.1.1 Wolfram als Testsystem

Zur Uberpriifung der Abbildungseigenschaften von Elektronen mit kinetischen Energien von mehreren
keV wurde das Rekonstruktionsverfahren auf die XPD-Muster von Wolfram angewendet. Dabei stellt
Wolfram ein Systems mit relativ einfacher Struktur dar und ist somit ideal dazu geeignet etwaige
Rekonstruktionsprobleme zu identifizieren. Wolfram kristallisiert in der kubisch-zentrierten Kristall-
struktur (bee-Struktur) mit einer Gitterkonstanten von 3,16 A. In dieser Struktur weist jeder Emitter
die gleiche lokale Umgebung auf. Wie in Abschnitt 2.4.3 beschrieben, ist daher das messbare Beu-
gungsmuster mit dem Beugungsmuster eines einzelnen Emitters identisch. Dadurch kénnen zusétzliche
Intensitdtsmaxima, die durch den in Abschnitt 3.2.1 beschriebenen Effekt entstehen, ausgeschlossen
werden.

Zunédchst wurden ausschliellich simulierte Beugungsmuster rekonstruiert. Auf diese Weise kénnen
Messfehler und Rauschen als Ursache von Rekonstruktionsfehlern ausgeschlossen werden. Bei Ener-
gien von 10-20 keV liegt die mittlere freie Weglinge je nach Probenmaterial bei etwa 30-40 A (vgl.
Abschnitt 2.2). Dadurch miissen hunderttausende Atome zur addquaten Berechnung eines Beugungs-
musters beriicksichtigt werden. Um innerhalb realistischer Zeitspannen Simulationsergebnisse zu er-
halten, wurde eine Rechenmethode verwendet, die auf der Verwendung von Blochwellen basiert [84].
Trotz der kiirzeren Rechenzeit werden Mehrfachstreuung und Kristallpotential addquat beriicksichtigt,
so dass die Methode zuverléssige Simulationsresultate liefert. Dies wird sich in Abschnitt 4.3.1 an der
exzellenten Ubereinstimmung zwischen gemessenen und simulierten Mustern zeigen. Abbildung 4.1a
zeigt das Ergebnis einer solchen Simulation fiir einen W(001)-Kristall bei einer kinetischen Elektro-
nenenergie von Fy;, = 12 keV. Die (001)-Kristallachse der verwendeten Struktur liegt dabei parallel
zur Oberflichennormalen.

Das Beugungsmuster in Abbildung 4.1a weist eine immense Anzahl feiner Modulationen auf, wie in
den vergroferten Teilbereichen zu sehen ist.

Obwohl diese feinen Modulationen auf den ersten Blick sehr vielversprechend fiir eine erfolgreiche
Rekonstruktion wirken, enthélt die korrespondierende Rekonstruktion in Abbildung 4.1b starke Ab-
bildungsfehler. Dabei ist die rekonstrierte Ebene parallel zur Probenoberfliche und somit zur xy-Ebene
orientiert. Die gewihlte Rekonstruktionsebene liegt in der zweiten Atomlage in einem Abstand von
z =3,16 A zum Emitter. GemiB der vorangegangenden Argumentation sollten eine Vielzahl von In-
tensititsmaxima an den Atompositionen sichtbar sein, die mit blauen Kreisen markiert sind. Obwohl
das rekonstruierte Bild durchaus Intensitdtsmaxima an manchen Atompositionen aufweist, lassen sich

individuelle Atome nicht ohne Weiteres ausmachen. Um dies zu verdeutlichen, wurden die Atomposi-
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Abbildung 4.1: Simuliertes Beugungsmuster von Wolfram [85] bei einer kinetischen
Energie von Ej;, = 12 keV mit korrespondierender Rekonstruktion. a, Blochwellen-
Simulation eines Wolfram-Einkristalls. Die (001)-Kristallachse liegt dabei parallel zur
Oberflichennormalen. Wie in den vergréflerterten Teilbereichen zu sehen, weist das Beu-
gungsmuster eine Vielzahl feiner Intensitétsmodulationen auf. b, Rekonstruiertes Bild der
zweiten Atomlage oberhalb des Emitters, wobei die blauen Kreise tatsichliche Atompo-
sitionen markieren.

tionen nur im ersten Quadranten der gezeigten Rekonstruktionsebene gekennzeichnet. Die restlichen
Quadranten stellen aufgrund der Symmetrie der Wolframstruktur spiegelsymmetrische Abbilder des
ersten Quadranten beziiglich der Koordinatenachsen dar. Ohne Referenzkreise lassen sich die Atom-
positionen nur schwer von den iibrigen Intensitdtsmaxima unterscheiden. Stattdessen dominieren Ar-
tefakte und Untergrundrauschen das rekonstruierte Bild. In einem unbekannten Probensystem wéire

mit einer solchen Rekonstruktion die Strukturbestimmung nicht moglich.

4.1.2 Beugungsmuster einer atomaren Kette

Die Ursache der im letzten Abschnitt beschriebenen Rekonstruktionsfehler besteht in einem
Vorwirtsstreueffekt. Befinden sich auf der Verbindungsgeraden zwischen Emitter und Detektor Streu-
atome, so sind diese stets als periodische atomare Kette angeordnet. Dies ist durch die periodische
Struktur der Probe bedingt. Bei den verwendeten Energien tendieren die Elektronen jedoch dazu,
in Richtung der atomaren Ketten fokussiert zu werden [86]. In Folge dieser Fokussierung kann in
Verlaufsrichtung der atomaren Ketten ein Intensitédtsmaximum gemessen werden. Dabei hiangt die In-
tensitéit im Beugungsmuster von der Atomanzahl pro Langeneinheit ab, die sich zwischen Emitter und
Detektor befindet. Dieses Intensitédtsmaximum entsteht unabhéingig von der Phasenverschiebung Ay,
der einzelnen Streuwellen. In der Rekonstruktion kann dieser Effekt zu groflien Problemen fithren, wie
das folgende Beispiel zeigt. Dazu wurden die Hologramme einer atomaren Kette, wie sie in Abbildung

4.2a dargestellt ist, simuliert und rekonstruiert.
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Abbildung 4.2: Einfluss des Vorwirtsstreumaximums auf die Rekonstruktion am Beispiel
einer atomaren Kette. a, Atomare Kette aus 10 Adquidistanten Streuatomen, die zur Be-
rechnung der Muster verwendet wurde. Die Kette besteht aus Wolframatomen im Ab-
stand von 3.16 A entlang der z-Achse. b, Simuliertes Hologramm der in (a) gezeigten
atomaren Kette mit einem Phasensprung der Streuwellen von Ay, = 0. In der korre-
spondierenden Rekonstruktion stimmen die Intensitidtsmaxima exakt mit den erwarte-
ten Atompositionen iiberein, welche mit roten Kreisen gekennzeichnet sind. ¢, Simuliertes
Hologramm mit einem Phasensprung von Ay, = 0,47 mit resultierender Rekonstruktion.
d, Hologramm aus (c) mit iiberlagertem gauf3férmigen Vorwirtsstreumaximum. Einzelne
Atompositionen lassen sich in der Rekonstruktion nicht mehr erkennen.

Die atomare Kette besteht dabei aus 10 dquidistant zueinander positionierten Streuatomen und dem
Emitter. Alle Atome sind entlang der z-Achse im verwendeten Koordinatensystem aufgereiht. Dadurch
kann im Beugungsmuster ein Vorwértsstreumaximum bei © = 0° gefunden werden. Der interatomare
Abstand betriigt 3,16 A, so dass die verwendete Kette die tatsichliche Atomanordnung in (001)-
Richtung in einem Wolframkristall darstellt.

Die in den Abbildungen 4.2b-4.2d gezeigten Hologramme stellen die Resultate der nach Gleichung
(1.25) ermittelten Hologrammintensitéten dar. Auf die Beriicksichtigung von Mehrfachstreueffekten

wurde bei der Berechnung verzichtet, um das Beispiel so einfach wie moglich zu halten. Abbildung
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4.2b zeigt das resultierende Hologramm der atomaren Kette aus Abbildung 4.2a. Die verwendete
Phasenverschiebung entspricht fiir jede Streuwelle Ay, = 0. Somit hingt die Hologrammintensitét
nach Gleichung (1.8) nur noch von der Wegldngendifferenz As,, der einzelnen Streuwellen ab. Da
die Wegléngendifferenz jeder einzelnen Streuwelle in Vorwirtsrichtung As, = 0 ist, bildet sich fiir
O = 0° ein Maximum aus. Zusétzlich sind mehrere scharf lokalisierte ringférmige Intensitdtsmaxima
bei hoheren Polarwinkeln zu erkennen. Wie die korrespondierende Rekonstruktion in Abbildung 4.2b
belegt, enthilt diese Intensititsverteilung die notwendige Information, um alle Atompositionen feh-
lerfrei darzustellen. Die Mittelpunkte der roten Kreise markieren dabei die bei der CGH-Berechnung
verwendeten Atompositionen. Ein Intensitidtsmaximum in Vorwértsrichtung fiihrt somit nicht auto-
matisch zu Rekonstruktionsartefakten.

Im Allgemeinen ist die Phasenverschiebung A, beim Streuprozess von Null verschieden. Wird eine
endliche Phasenverschiebung bei der Hologrammberechnung beriicksichtigt, &ndern sich die Radien der
ringférmigen Intensitdtsmaxima des Beugungsmusters. Abbildung 4.2¢ zeigt diesen Fall fiir eine Pha-
senverschiebung von A, = 0, 47. Das Intensitdtsmuster weist nun kein Maximum in Vorwértsrichtung
mehr auf. Zwar ist die Weglidngendifferenz in dieser Richtung nach wie vor Ay, = 0, durch die endli-
che Phasenverschiebung sind allerdings Streu- und Emitterwelle auler Phase. Die Streuwellen kénnen
daher erst unter einem hoheren Polarwinkel konstruktiv mit der Emitterwelle interferieren. Dement-
sprechend sind die Beugungsringe im Muster von Abbildung 4.2c zu grofleren Polarwinkeln verschoben.
Nach Abschnitt 3.1.4 sollte dies keine Auswirkungen auf die Rekonstruktion haben. In der Tat ist die
korrespondierende Rekonstruktion der atomaren Kette in Abbildung 4.2¢ nahezu identisch mit der
Rekonstruktion aus Abbildung 4.2b.

Um die Auswirkungen eines Vorwiértsstreumaximums trotz endlicher Phasenverschiebung A¢, # 0
zu priifen, wurde auf das Muster in Abbildung 4.2c ein gauBiférmiges Intensitidtsmaximum addiert.
Das Ergebnis entspricht dem in Abbildung 4.2d gezeigten Beugungsmuster. Bis zum Winkel © = 5°
entspricht das Muster dem Muster aus Abbildung 4.2b. Bei grofieren Polarwinkeln entspricht das Beu-
gungsmuster der Intensitatsverteilung aus Abbildung 4.2c. Qualitativ liele sich die Phasenverschiebung

der Streuwellen daher folgendermafien ausdriicken:

0,0 fiir © <5°
Ag, ~ { (4.1)

0,4m sonst

Das Beugungsmuster aus Abbildung 4.2d lasst sich somit als Intensitétsverteilung von anisotropen
Streuwellen interpretieren. Wie nach Abschnitt 3.3.2 zu erwarten ist, fiihren solche Beugungsmuster
in der Rekonstruktion zu Artefakten. Dementsprechend enthilt die Rekonstruktion aus Abbildung
4.2d keine scharf lokalisierten Intensitdtsmaxima mehr. Stattdessen verbreitert sich die Intensitéit an
manchen Stellen entlang der atomaren Kette. Andere Stellen, an denen eigentlich Atompositionen
durch Intensitdtsmaxima angezeigt werden sollten, weisen stattdessen nur langgezogene Minima auf.
Eine eindeutige Bestimmung der Atompositionen ist mit einer derartigen Rekonstruktion nicht mehr
moglich.

Solange die Phasenverschiebung ungefihr A¢, ~ 0 entspricht, hat die Entstehung -eines
Vorwértsstreumaximums in Richtung einer atomaren Kette keinen Einfluss auf die Rekonstruktion,

da in dieser Richtung ohnehin ein Intensitdtsmaximum auftritt. Entsteht ein solches Maximum je-
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doch bei endlicher Phasenverschiebung, entstehen deutliche Rekonstruktionsfehler. Somit stellen die
stets auftretenden Vorwirtsstreumaxima eine mogliche Erklarung fiir die Rekonstruktionsartefakte in
Abbildung 4.1b dar. Die im néchsten Abschnitt erlduterte Untersuchung wird bestétigen, dass sich
tatséchlich alle Rekonstruktionsfehler durch Phasenverschiebungen von Ayp,, # 0 in Kombination mit

den Intensitédtsmaxima in Vorwértsrichtung erkléren lassen.

4.1.3 Geometrische Projektion und holographische Modulationen

Bei mittleren freien Weglingen von 30-40 A konnen atomare Ketten in fast jeder Raumrichtung
gefunden werden. Daher treten im gesamten Beugungsmuster Vorwiértstreumaxima mit unterschiedlich
starker Intensitéit auf. Um dies zu visualisieren, wurde eine Vorwértsstreukarte eines Wolfram-Kristalls

berechnet. Dabei wurde jedem Atom eine gauférmige Intensitéit in Vorwértsrichtung zugeordnet.

1 [arccos (£, - #) >
A, exp <—2 <UFS“

Dabei entsprechen #, und ' den Einheitsvektoren der Ortsvektoren von Streuatom und Musterpunkt.

2

L) = (4.2)

Um das durch I, beschriebene Intensitdtsmaximum auf einen kleinen Raumwinkel zu beschrénken,
wurde eine Varianz von opg = 1.8° gewdhlt. Zur Berechnung der Vorwirtsstreukarte in Abbildung

4.3a wurden die nichsten 1 Million Nachbaratome des Emitter addiert.
Ips(r') = L") (4.3)
o

Die berechnete Vorwirtsstreukarte weist detailreiche Intensitéitsvariationen auf. Durch die immense
Anzahl beriicksichtigter Atome bilden sich in manchen Richtungen bandartige Intensititsmaxima aus,
die sich iiber die Groflkreise der Kugeloberfliche des Musters erstrecken. Je mehr Atome sich pro
Léngeneinheit zwischen Emitter und Detektor befinden, desto hoher ist die Intensitéit in der jeweili-
gen Richtung. Daher kann dieses Muster als geometrische Projektion der Wolfram-Struktur betrachet
werden, da die Intensitétsvariationen die Atomdichte in der jeweiligen Richtung widerspiegeln. Auch
das XPD-Muster in Abbildung 4.3b, das mittels Blochwellen-Simulation ermittelt wurde, weist diese
bandartigen Intensitdtsmaxima auf. Im Vergleich der Bénder in den Abbildungen 4.3a und 4.3b lasst
sich eine exzellente Ubereinstimmung beziiglich des Bandverlaufs feststellen. Allerdings enthilt das
simulierte XPD-Muster in Abbildung 4.3b noch eine Vielzahl zusétzlicher, wesentlich feinerer Inten-
sitdtsmodulationen.

Um zu priifen, ob es sich bei den zusétzlichen Modulationen um holographische Modulationen handelt,
wurde das computergenerierte Hologramm eines Wolfram-Kristalls mit 1 Million Atome berechnet. Da-
bei wurden die gleichen Ortsvektoren r, in Gleichung (1.25) eingesetzt, die auch fiir die Berechnung
der geometrischen Projektion verwendet wurden. Die Amplituden der Streuwellen wurden mit einer
Gauflfunktion analog zu Gleichung (4.2) mit einer Varianz von opg = 15° gewichtet, um die endlichen
Streukegel zu beriicksichtigen. Da fiir die Hologrammberechnung eine konkrete Phasenverschiebung
beriicksichtigt werden muss, wurden fiir eine bestmégliche Ubereinstimmung mit der Blochwellen-

Simulation verschiedene Werte fiir Ay, ausprobiert.

72



4.1. Rekonstruktion von Beugungsmustern im keV-Bereich

a Vorwartsstreukarte/ b
Geometrische Projektion Blochwellen-Simulation
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Abbildung 4.3: Die Geometrische Projektion in einem Wolframkristall. a, Geometrische
Projektion eines Wolframkristalls mit 1 Million Atomen. b, Blochwellen-Simulation eines
Wolframkristalls bei Ey;, =12 keV [85]. ¢, Sphirisches CGH der Wolframstruktur bei
einer Phasenverschiebung von Ay, = 0,367. d, Summe der Intensitdten von geometrischer

Projektion aus (a) und CGH aus (c). -3
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Zunéchst wurden 20 verschiedene Hologramme berechnet, wobei fiir das j-te Hologramm ein Pha-
sensprung von Ay, = %ﬂ' cingesetzt wurde. Die besten Ubereinstimmungen ergaben sich dabei fiir
j =3 und j = 4. Zur Verbesserung der Resultate wurden anschlieBend nochmals 10 Hologramme mit
einem Phasensprung von Ay, = %ﬂ’ fiir das j-te Hologramm berechnet. Auf diese Art konnte die
beste Ubereinstimmung mit der Blochwellen-Simulation bei einem Phasensprung von Ay, = 0.36m
ermittelt werden. Das resultierende CGH in Abbildung 4.3c weist dabei eine Vielzahl ringartiger In-
tensitdtsmaxima auf, die auch in der Blochwellen-Simulation gefunden werden kénnen.

Werden die Intensitéten des Hologramms aus Abbildung 4.3c mit den Intensitéiten der geometrischen
Projektion aus Abbildung 4.3a addiert, ergibt sich das in Abbildung 4.3d gezeigte Muster. In manchen
Richtungen weichen zwar die absoluten Intensitéiten beider Muster leicht voneinander ab, der qualita-
tive Intensitatsverlauf stimmt allerdings exzellent iiberein. Die Beugungsmusterintensitiat Ixpp lasst
sich somit in erster Naherung als Summe von holographischen Modulationen Iy, und geometrischer
Projektion I, beschreiben.

Ixpp = Ihoto + Lgeo (4.4)

Ein XPD-Muster bei hohen kinetischen Energien besteht somit aus zwei verschiedenen Inten-
sitédtsmodulation, die jedoch nicht separat voneinander gemessen werden kénnen. Da in diesem Beispiel
sowohl geometrische Projektion als auch Hologramm als separate Muster berechnet wurden, kénnen
beide Muster zur Untersuchung der Abbildungseigenschaften unabhéngig voneinander rekonstruiert
werden. Durch die Vertauschbarkeit von Integral und Summe entspricht die Bildfunktion des Gesamt-
musters der komplexen Summe beider Teilmuster-Bildfunktionen.

Wie bereits Abbildung 4.1b zeigt auch Abbildung 4.4 die Rekonstruktion der zweiten Atomlage ober-
halb des Emitters in einem Wolfram-Kristall. Fiir die Rekonstruktion in Abbildung 4.4a wurde die
geometrische Projektion aus Abbildung 4.3a in die Bildfunktion in Gleichung (1.11) eingesetzt. Die
Rekonstruktion enthélt mehrere grofiflichige Bereiche erhéhter Bildintensitét. Einige dieser Bereiche
fallen mit tatséchlichen Atompositionen zusammen, die durch die roten Kreise gekennzeichnet sind.
Andere Bereiche, in denen eigentlich Atome vorhanden sein sollten, enthalten jedoch keine signifi-
kant erhohte Intensitdt. Zusétzlich enthilt die Rekonstruktion eine Reihe von Artfakten, die nicht mit
Atompositionen {iibereinstimmen. Ohne die Kennzeichnung der Atompositionen wére eine eindeuti-
ge Interpretation des rekonstruierten Bildes so gut wie ausgeschlossen. Die geometrische Projektion
ist zwar ein Maf fiir die richtungsabhéngige Atomdichte, holographisch interpretierbare Information
enthélt sie jedoch nicht.

Im Gegensatz dazu fiihrt die Rekonstruktion der holographischen Modulationen aus Abbildung 4.3c zu
einem eindeutig interpretierbaren Ergebnis. Die in Abbildung 4.4b entstehenden Intensitdtsmaxima
stimmen exakt mit den erwarteten Atompositionen iiberein. Dabei sind die Maxima so stark loka-
lisiert, dass die Rekonstruktion mit einem Gaufischen Weichzeichner bearbeitet wurde, damit die
Intensitétsmaxima in der Abbildung besser erkennbar sind. Obwohl die Intensitétsmodulationen im
Hologramm von 1 Million Streuatomen beeinflusst ist, enthélt das Hologramm genug Information, so
dass in der unmittelbaren Emitterumgebung einzelne Atome einwandfrei wiedergegeben sind.

Die Rekonstruktion der beiden Teilmuster offenbart zwei Aspekte. Erstens zeigt die grofe Ahnlichkeit
zwischen Blochwellen-Simulation und Uberlagerung aus geometrischer Projektion und berechnetem

Hologramm, dass XPD-Muster bei hohen kinetischen Elektronenenergien tatséchlich rekonstruierbare
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4.1. Rekonstruktion von Beugungsmustern im keV-Bereich

Intensitdtsmodulationen enthalten. Zweitens konnte gezeigt werden, dass sich die geometrische Projek-
tion storend auf die Rekonstruktion auswirkt und keine holographisch relevante Information besitzt.
XPD-Muster lassen sich daher nicht zu eindeutig interpretierbaren Bildern rekonstruieren, solange die

geometrische Projektion vorhanden ist.

a

Rekonstruktion der b Rekonstruktion der
geometrischen Projektion interferometrischen Modulationen

-15.0 -10.0 -5.0 0.0 5.0 10.0 15.0 -15.0 -10.0 -5.0 0.0 5.0 10.0 15.0

x (R) x (R)

Abbildung 4.4: Unabhingige Rekonstruktion der beiden Intensitédtsmodulationen, aus de-
nen sich ein XPD-Muster bei hohen kinetischen Elektronenenergien zusammensetzt. a,
Rekonstruktion der geometrischen Projektion aus Abbildung 4.3a. Das rekonstruierte
Bild weist eine Vielzahl groB3flichiger Intensitdtsmaxima auf, die allerdings nur bedingt
mit den rot hervorgehobenen Atompositionen iibereinstimmen. b, Rekonstruktion des
sphirischen Hologramms aus Abbildung 4.3b. Starke Intensititsmaxima bilden sich an
den urspriinglichen Atompositionen aus, die mit roten Kreisen gekennzeichnet sind.

4.1.4 Entfernung der geometrischen Projektion

Die geometrische Projektion lédsst sich durch ein relativ simples Verfahren aus den Beugungsmustern
entfernen. Wird die kinetische Energie der Photoelektronen variiert, bleibt die geometrische Projek-
tion im Beugungsmuster nahezu unveréindert. Im Gegensatz dazu weisen die holographisch interpre-
tierbaren Intensitdtsmodulationen eine grofie Abhéngigkeit der Elektronenwellenléinge auf, die von der
kinetischen Energie abhéngt. Werden zwei Beugungsmuster bei verschiedenen Energien aufgenommen,
wird durch Bildung der Differenz beider Musterintensitéiten die geometrische Projektion entfernt [87].
Abbildung 4.5a zeigt das Differenzmuster eines Wolframkristalls, das durch die Subtraktion von zwei
XPD-Mustern bei 13 keV und bei 12 keV entsteht. Beide Muster wurden mit Hilfe von Blochwellen-

Simulationen erzeugt.
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. Korrespondierende
a Differenzmuster W(001) b Rekonstruktion

90.0°
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Abbildung 4.5: Wolfram-Rekonstruktion mit Hilfe eines Differenzmusters. a, Differenzmus-
ter von zwei Wolfram-Beugungsmustern [85] bei Elektronenenergien von 13 keV und 12
keV. b, Rekonstruierte Wolfram-Atomlage. Im rekonstruierten Bild sind mehrere signi-
fikante Intensititsmaxima zu erkennen, die perfekt mit den erwarteten Atompositionen
(blaue Kreise) iibereinstimmen.

Wie in Abbildung 4.5a gezeigt, enthélt das resultierende Differenzmuster nach wie vor eine grofie An-
zahl von Intensitdtsmodulationen. Im Gegensatz zum Beugungsmuster aus Abbildung 4.3b lassen sich
in Abbildung 4.5a keine bandartigen Intensitdtsmaxima mehr finden, die auf das Vorhandensein der
geometrischen Projektion hinweisen. Stattdessen enthélt das Differenzmuster eine Vielzahl kleinerer
Ringmuster und dhnelt daher eher dem berechneten Hologramm aus Abbildung 4.3c.
Zur Berechnung des Rekonstruktionsintegrals aus Gleichung (1.11) muss eine konkrete Wellenzahl in
den Integranden eingesetzt werden. Die beiden Muster, aus denen das Differenzmuster gebildet wird,
wurden allerdings bei unterschiedlichen Elektronenenergien simuliert. Aus diesem Grund wird zur
Rekonstruktion die mittlere Wellenzahl k in den Integranden der Bildfunktion aus Gleichung (1.11)
eingesetzt [87].

F=glhth) (45)

Dabei entsprechen k; und ks den Wellenzahlen, die sich nach den Gleichungen (2.2) und (1.3) aus den
kinetischen Energien der einzelnen Muster ergeben. Wird das Differenzmuster aus Abbildung 4.5a mit
der mittleren Wellenzahl k rekonstruiert, ergibt sich fiir die zweite Atomlage oberhalb des Emitters
das in Abbildung 4.5b gezeigte Bild. Die rekonstruierte Bildintensitdt enthélt mehrere signifikante
Intensitdtsmaxima. Alle Maxima liegen dabei exakt an den Atompositionen, die fiir positive x- und y-
Koordinaten durch die blauen Kreise markiert sind. Auch die Maxima, die nicht mit Kreisen versehen
wurden, heben sich deutlich im Bild ab und lassen sich klar erkennen. XPD-Muster, die bei kineti-
schen Energien von mehreren keV aufgenommen werden, enthalten somit tatsdchlich holographisch
rekonstruierbare Informationen. Die Struktur von Wolfram liefe sich mit einer solchen Rekonstruktion

bereits eindeutig identifizieren.
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Allerdings stellt die Rekonstruktion in Abbildung 4.5b zunéchst nur einen qualitativen Nachweis fiir
die Rekonstruierbarkeit von XPD-Mustern dar. Daher wird im Folgenden gezeigt, dass die Rekon-
struktion von Differenzmustern allgemein moéglich ist. Durch die Differenzbildung reduziert sich die

Intensitdt Ay des Differenzmusters auf die holographischen Anteile:
AX(IJ) = Iholo,kz (I’,) - IhOlO,k)1 (I’,) . (46)

Wird die Differenz der Wellenzahlen als 20k := ko — k1 definiert, lassen sich die Wellenzahlen der
einzelnen Muster zu ki = k — 6k und ko = k + 8k umschreiben. In einem Koordinatensystem mit
dem Streuatom auf der z”-Achse ergibt sich gemifi Anhang A.8 fiir ein Differenzmuster die atomare
Bildfunktion

67",(1(1/'
Th(r) = / Jo (E\/x2+y2-sin(@”)> $in(©") sin(dkr,, (1 — cos(©”)))eF = ees(®") o (4.7)
0

Zu groBen Teilen entspricht diese Funktion der atomaren Bildfunktion aus Gleichung (3.13). Aller-
dings enthilt dieses Integral zusitzlich den Faktor sin(dkr, (1 — cos(©”))) im Integranden. Dadurch
besitzt die atomare Bildfunktion eine explizite Abhéngigkeit zum Abstand r, zwischen Streuatoms
und Emitter.

Um den Einfluss dieses Faktors zu untersuchen, wurde Gleichung (4.7) numerisch fiir verschiedene
Werte von 6k, 7, und Bp,4, berechnet. Ein Ergebnis dieser Berechnungen ist, dass sich der Verlauf
von f;'{ senkrecht zur z”-Achse kaum vom Verlauf der I'-Funktion aus Abbildung 3.1a unterscheidet.
Da dieser Verlauf in Abschnitt 3.1.2 bereits untersucht wurde, wird an dieser Stelle auf eine erneute
Diskussion verzichtet.

Entlang der z”-Achse kann der Verlauf der fj—Funktion aus Gleichung (4.7) jedoch signifikante Un-
terschiede aufweisen. Abbildung 4.6a zeigt die durch Fj; resultierende Bildintensitit bei verschiede-
nen Werten von k. Die Werte fiir dk entsprechen dabei den Werten fiir die im restlichen Verlauf
dieser Arbeit verwendeten Differenzmuster. Bei kleinem dk weist der Verlauf von fz ein einzelnes
globales Maximum auf. Die Abbildungseigenschaften bleiben somit trotz Differenz erhalten. Werden
jedoch Beugungsmuster mit groflerer Energiedifferenz bei der Berechnung des Differenzmusters ver-
wendet, steigt auch die Wellenzahldifferenz 6k. Mit steigendem dk verbreitert sich der Verlauf von
f/j in z’-Richtung, bis das einzelne Intensititsmaximum bei einem Wert von dk = 0,9 A~! schlie-
lich in zwei Maxima aufzuspaltet. Im Prinzip entspricht die Rekonstruktion des Differenzmusters der
simultanen Rekonstruktion zweier individueller sphérischer Hologramme. Durch die Verwendung der
mittleren Wellenzahl wird das eine Hologramm mit einer zu groflen Wellenzahl rekonstruiert, wéahrend
das andere Hologramm mit einer zu geringen Wellzahl rekonstruiert wird. Ist die Wellenzahl bei der
Rekonstruktion kleiner als bei der Hologrammaufnahme, vergréofiern sich im rekonstruierten Bild die
Absténde der Intensitétsmaxima zum Emitteratom. Die resultierende Struktur wird daher grofler dar-
gestellt, als sie tatsdchlich ist. Der umgekehrte Fall tritt ein, wenn das Hologramm mit einer zu groflen
Wellenzahl rekonstruiert wird. Je grofler die Differenz der Wellenzahlen der im Differenzmuster ver-
wendeten Beugungsmuster, desto stéirker ist die Aufspaltung. Unabhéngig davon, ob die Wellenzahl

zu grofl oder zu klein ist, skaliert die Rekonstruktion immer relativ zum Emitteratom.
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Abbildung 4.6: Aufspaltung der Maxima bei der Rekonstruktion eines Differenzmusters.
a, Aufspaltung der Intenstitsmaxima bei ansteigender Wellenzahlendifferenz der zur
Differenzmusterberchnung verwendeten Beugungsmuster. b, Aufspaltung durch steigen-
den Abstand zwischen Emitter und Streuatom. ¢, Aufspaltung durch gréfler werdenden
Offnungswinkel des Streukegels.

Daher hingt die Auspridgung der Aufspaltung zusétzlich vom Abstand r, zwischen Emitteratom und
Streuatom ab. Wie in Abbildung 4.6b gezeigt, weist die fj—Funktion bei den verwendeten Parametern
fir 6k und Biqe bis zu einem Abstand von 1,5 nm keine Aufspaltung auf. Bei hoheren Absténden
wéchst der Abstand zwischen den entstehenden Doppelmaxima stetig, bis die Distanz beider Maxima
in der Groflenordnung typischer Atomabstéinde liegt. Fiir eine eindeutige Interpretation der Rekon-
struktionsergebnisse sollte dieser Zustand daher vermieden werden.

Der letzte Parameter, der die Aufspaltung beeinflusst, ist der Offnungswinkel des Streukegels Bmaz.
Je grofler der Raumwinkel ist, in dem eine Streuwelle Intensitdtsmodulationen erzeugen kann, desto
schmaler werden die korrespondierenden Intensititsaxima in z”-Richtung. Dadurch verringert sich
der iiberlappende Bereich beider Maxima, so dass die Doppelmaxima bereits bei kiirzeren Absténden
beziehungsweise geringeren Wellenzahldifferenzen auftreten. Wie in Abbildung 4.6¢ gezeigt, sind die
\fm?—\/erlétufe bis zu einem Winkel von f3,,4; = 30° zwar in z”-Richtung verbreitert, aber als einzelne
Maxima erkennbar. Mit wachsendem Offnungswinkel des Streukegels wird die Aufspaltung der einzel-
nen Maxima allerdings immer besser erkennbar.

Die Kurven, bei denen die |fm2—Verléufe erste Aufspaltungsanzeichen aufweisen, sind in Abbildung

4.6 rot dargestellt. Werden die Parameter dieser Kurven miteinander verglichen, lésst sich feststellen,
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dass
Okru(1 — cos(Bmaz)) = 1,37 (4.8)

gilt. Diese empirisch gefunde Abhéngigkeit kann als Faustregel zur Abschétzung der Bereichsgrofie
verwendet werden, in dem keine Doppelmaxima durch Aufspaltung entstehen. Die héchste Wellen-
zahldifferenz, die in dieser Arbeit auftritt, entspricht 6k = 1,25 A~' bei den kinetischen Energien
FErin = 10 keV und Ey;, = 11 keV. Durch genauere Betrachtung der ringférmigen Maxima in den
Differenzmustern lassen sich die Offnungswinkel der Streukegel mit Spq: = 40° abschitzen. Somit
lassen sich nach Gleichung (4.8) innerhalb eines Bereichs von 1,8 nm keine Doppelmaxima finden.
Mit einem Bereich dieser Grofle lassen sich je nach untersuchter Struktur hunderte bis tausende von

Atompositionen eindeutig identifizieren.

4.2 Verbesserung der Rekonstruktionsqualitiat

4.2.1 Separate Rekonstruktion kleinerer Musterraumwinkel

Die bislang gezeigten Rekonstruktionen liefern zwar bereits vielversprechende Resultate, weisen aber
dennoch einen Nachteil auf. Die entstehenden Intensitdtsmaxima sind sehr fein und gehen im ebenfalls
fein modulierten Intensititsuntergrund leicht unter. Das Problem ist, dass die Streuwelle eines ein-
zelnen Atoms nur iiber einen sehr kleinen Raumwinkel Intensitétsmodulationen im Beugungsmuster
verursacht. Je nach Offnungswinkel der Streuwelle enthalten daher lediglich 5-15% der Gesamtmuster-
fliche die Strukturinformation eines individuellen Atoms. Bei der bisher angewandten Rekonstruktion
wird jedoch jeder Intensitdtswert eines Musters zur Berechnung eines Rekonstruktionspunktes verwen-
det. Das bedeutet, dass 85-95% der Musterpunkte, die fiir die Berechnung eines Rekonstruktionspunk-
tes verwendet werden, gar keine strukturrelevante Information beinhalten. Prinzipiell sollte dies kein
Problem darstellen, da die Rekonstruktionswellen, die von solchen Punkten starten, in der Summe
destruktiv miteinander interferieren. Nur die Rekonstruktionswellen mit strukturrelevanter Informa-
tion des betrachteten Rekonstruktionspunktes konnen an der korrespondierenden Stelle konstruktiv
interferieren. Allerdings stellt ein Differenzmuster nur in erster Ndherung ein sphérisches Hologramm
dar. Durch Mehrfachstreueffekte ist es moglich, dass einige Intensitdtsmodulationen energieabhéingig
stiarker oder schwiicher ausgepriigt sind (vgl. Abschn. 3.3.1). Im Differenzmuster kann es daher pas-
sieren, dass eines der beiden verwendeten Muster einen Teilbereich stéirker beeinflusst als das andere.
Dadurch kénnen Bereiche im Differenzmuster noch Riickstdnde der geometrischen Projektion enthal-
ten. Durch diese Effekte wird ein Untergrundrauschen in der Rekonstruktion erzeugt, das mit den
strukturrelevanten F:[—Funktionen teilweise destruktiv iiberlagern kann. Infolgedessen entsteht an den
Intensitdtsmaxima der F:[—Funktionen eine Feinstruktur, welche die Identifikation von Atompositionen
erschwert.

Dieses Problem kann behoben werden, indem das XPD-Muster in mehrere kleinere Bereiche Ay; mit
geringerem Raumwinkel unterteilt wird, wie in Abbildung 4.7a gezeigt. Diese Teilmuster werden an-
schliefend separat voneinander rekonstruiert. Jedes Teilmuster enthélt dabei die Strukturinformation

der Atome, die sich zwischen Emitter und Teilbereich des Musters befinden.
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Abbildung 4.7: Rekonstruktion einzelner Musterteile. a, Unterteilung des Differenzmus-
ters. Die rote und die orangefarbenen Linien markieren dabei die Rinder der einzelnen
Teilmuster. b, Rekonstruktionsergebnis bei der Verwendung einzelner Teilmuster.

Zur Rekonstruktion der gesamten Emitterumgebung werden anschlieBend die Bildintensititen der

einzelnen rekonstruierten Teilmuster addiert.
2
Iges(r) = |T(r)] (4.9)
J

Dabei entspricht I'; der Bildfunktion des Teilmusters Ay;. Die Grofle der Teilmuster ldsst sich dabei
durch den Winkelradius § quantitiv festlegen. Dabei entspricht 5 dem Winkel zwischen Teilmuster-
mittelpunkt und -rand.

Die Anwendung dieses Verfahrens auf das Differenzmuster in Abbildung 4.5a miindet im Rekonstruk-
tionsergebnis, das in Abbildung 4.7b gezeigt ist. Dabei wurde das Differenzmuster in Teilmuster mit
dem Winkelradius g = 36° unterteilt. Um ein moglichst vollsténdiges Bild in der Rekonstruktion zu
erhalten, iiberlappen die Teilmuster, so dass die Information des gesamten Differenzmusters in der
Teilmusterrekonstruktion beriicksichtigt wird. Damit die iiberlappenden Bereiche der Teilmuster in
der Summe aus Gleichung (4.9) nicht stéirker gewichtet werden, wurden sdmtliche Teilmuster mit
Hilfe einer Gauf-Funktion analog zu Gleichung (4.2) multipliziert. Auf diese Weise fiillt die Teilmus-
terintensitéit sanft zu den Réndern ab.

Im Vergleich der Rekonstruktionen aus Abbildung 4.7b und 4.5b heben sich die Intensitdtsmaxima, die
aus der Teilmusterrekonstruktion resultieren, wesentlich besser vom Untergrund ab. Weiterhin sind die
feinen Modulationen im Bereich der Intensitdtsmaxima, die Atompositionen widerspiegeln, vollstandig
verschwunden. Dadurch ist es moglich, geringere Auflésungen fiir die Rekonstruktion zu wihlen, wo-
durch Rechenzeit eingespart werden kann. Ebenso sind an einigen Atompositionen zusétzliche Inten-
sitdtsmaxima sichtbar, die in der Rekonstruktion des gesamten Differenzmusters in Abbildung 4.5b
nicht erkennbar sind. Die Verwendung der Teilmusterrekonstruktion fiir XPD-Muster von Elektronen

bei mehreren keV stellt somit eine Verbesserung der Rekonstruktionsqualitédt dar. Wenn nicht explizit
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4.2. Verbesserung der Rekonstruktionsqualitét

anders erwéhnt, sind alle weiteren gezeigten Bildintensitéten mit Hilfe der Teilmusterrekonstruktion

berechnet worden.

4.2.2 Verwendung von Differenzmustern bei verschiedenen Elektronenenergien

Durch die Verwendung mehrerer Differenzmuster bei verschiedenen Elektronenenergien lésst sich die
Rekonstruktionsqualitét noch weiter verbessern. Da sich Untergrundrauschen und Rekonstruktionsar-
tefakte je nach kinetischer Energie der Elektronen unterscheiden, lassen sich diese Effekte durch die
Kombination mehrerer Rekonstruktionen bei unterschiedlicher Energie kompensieren. In dieser Arbeit
wurden zwei verschiedene Methoden entwickelt, die in diesem Abschnitt vorgestellt werden.

Die einfachste Moglichkeit zur Kombination verschiedener Rekonstruktionen besteht darin, die Bildin-
tensitéit [T (r)|? jedes einzelnen Musters separat zu ermitteln. Die verschiedenen Intensitéiten konnen

anschlieflend fiir jeden einzelnen Rekonstruktionspunkt r addiert werden.
Toes(r) = > > [Tjk(r)? (4.10)
Jj k

Dabei entspricht I'; ;, dem j-ten Teilmuster mit der Wellenzahl k. Abbildung 4.8a zeigt das Ergebnis
der Bildintensitét, die sich aus insgesamt 10 verschiedenen Differenzmustern ergibt. Die zur Diffe-
renzmusterberechnung verwendeten Beugungsmuster wurden dabei fiir Elektronen mit kinetischen
Energien zwischen Ei;, = 10 keV und Ey;, = 20 keV bei einer Schrittweite von AE = 1 keV
simuliert. Die Summe der einzelnen Teilmusterrekonstruktionen fiithrt dabei zu extrem scharf loka-
lisierten Intensitédtsmaxima. Damit die Intensitdtsmaxima in der Abbildung erkennbar sind, wurde
die rekonstruierte Ebene mit Hilfe eines Gauflschen Weichzeichners nachbearbeitet. Die signifikanten
Intensitétsmaxima stimmmen exzellent mit den erwarteten Atompositionen iiberein, die mit Hilfe von
roten Kreisen exemplarisch fiir positive x- und y-Koordinaten eingezeichnet sind. In einem Bereich
von 1,5 nm um den Emitter sind alle Atome sichtbar, so dass alleine in dieser Ebene 80 Atome an den
korrekten Positionen sichtbar sind.

Neben der Summe der Bildintensitédten gibt es noch eine zweite Mo6glichkeit, die Rekonstruktionser-
gebnisse der einzelnen Teilmuster mit verschiedenen Wellenzahlen zu kombinieren. Diese Moglichkeit
besteht darin, die Bildfunktionen der Teilmuster, die gleiche Raumwinkel abdecken, vor der Betrags-
bildung komplex zu addieren. Allerdings lésst sich dies generell nicht bewerkstelligen, ohne die Bild-
qualitdt zu verschlechtern. Vor der Betragsbildung besitzt jedes Maximum der Bildfunktion einen
k-abhéngigen komplexen Vorfaktor. In der Summe kann es somit passieren, dass die Maxima der Bild-
funktionen sich bei verschiedenen Wellenzahlen destruktiv iiberlagern. Nach Gleichung 3.10 lautet
dieser Vorfaktor fiir die strukturrelevanten I'f-Funktionen C/f = elkrutBeu)  Die Multiplikation der
—ikr

komplexen Bildfunktion mit einem Faktor e reduziert diesen Faktor an allen Atompositionen r,,

auf C’;L = ¢2%u. Die Summe der komplexen Bildfunktionen lautet daher:

2
(4.11)

Ipes(r) =

J

Z e—ik:r . Fj,k(r)
k

81




4.2. Verbesserung der Rekonstruktionsqualitit

a 7=3.16 A b
£
[8a)
=
115 ”;:, = 1.00
0.75
0.50
0.25
0.00

5 <10 -5 0 5 10 15
x (A) x(A)

Abbildung 4.8: Kombination der Rekonstruktionen bei verschiedenen Energien. a, Ergeb-
nis der Summe iiber die Bildintensititen. b, Ergebnis der Summe iiber die komplexen
Bildfunktionen.

Solange die Phasenverschiebung A¢,, energieunabhéngig ist, iiberlagern sich die strukturrelevanten
F:[—Maxima in der komplexen Summe iiber k an den Atompositionen konstruktiv. Wie in Abbil-
dung 4.8b gezeigt, resultieren aus der Rekonstruktion nach Gleichung (4.11) extrem starke Inten-
sitdtsmaxima.

Ein positiver Nebeneffekt dieser Methode ist die Kompensation der I/ -Maxima des Zwillingsbildes [70]
und der FfV—MaXima, welche die Umgebung der einzelnen Streuatome widerspiegeln. Die Vorfakto-
ren C und Cj,/ aus den Gleichungen (3.10) und (3.11) bleiben nach der Multiplikation mit e=%"
weiterhin k-abhéngig. Mit einer wachsenden Anzahl verwendeter Differenzmuster mit verschiedenen
Wellenzahlen iiberlagern sich somit die I',- und FffV—Funktionen destruktiv. Auf diese Weise werden
durch Gleichung (4.11) bei ausreichend hoher Anzahl an Differenzmustern bei verschiedenen Energien

nur die strukturrelevanten I'"-Funktionen dargestellt.
Lyes(r) = Y [T (4.12)
k

Die Bildintensitdt nach Gleichung (4.11) spiegelt somit die tatséchliche Atomstruktur der Probe wider.
In vielen Arbeiten ist daher der Faktor e **" bereits im Integranden des Rekonstruktionsintegrals ent-
halten [87,88]. Der Untergrund ist auler in der Néhe des Koordinatenursprungs nicht mehr sichtbar.
Stattdessen bilden sich scharf lokalisierte Intensitdtsmaxima an den Atompositionen. Wie bereits in
Abbildung 4.8a musste auch fiir Abbildung 4.8b die Bildintensitét kiinstlich per Gaufischem Weich-
zeichner verbreitert werden, um die Maxima besser erkennen zu koénnen.

Die Reduzierung der Bildintensitdt auf die Summe der Betragsquadrate der F:[—Funktionen ist ein
klarer Vorteil bei der Verwendung von Gleichung (4.11) zur Verbesserung der Rekonstruktionsergeb-
nisse. In den Randbereichen von Abbildung 4.8b kann allerdings beobachtet werden, dass die Starke

der Intensitdtsmaxima plétzlich abnimmt und je nach Position sogar ganz verschwindet. Dies ist ein
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4.3. Rekonstruktion experimenteller Muster

erster Hinweis auf die beginnende Anisotropie der Streuwellen bei weiter entfernten Atomen, wie sie
in Abschnitt 3.4 beschrieben wurde.

Im Gegensatz dazu weisen die Intensitdtsmaxima der Atompositionen in Abbildung 4.8a einen wesent-
lich gleichméBigeren Abfall mit steigendem Abstand zur Emitterposition auf. Je nach untersuchtem
System lassen sich mit der Summe der Bildintensitdten aus Gleichung (4.10) mehr Strukturinforma-

tionen erfassen.

4.3 Rekonstruktion experimenteller Muster

4.3.1 Elektronenhologramme mit Elektronenriickstreuung

Nachdem gezeigt wurde, dass Elektronenbeugungsmuster von Elektronen mit kinetischen Energi-
en von Fy;, > 10 keV fiir holographische Rekonstruktionen verwendet werden kénnen, wurde das
Rekonstruktionsverfahren auf experimentelle Daten angewendet. Allerdings steht die Messung von
XPD-Mustern bei diesen Energien bislang noch aus. Die bislang héchsten verwendeten Energien bei
Photoelektronen-Experimenten liegen mit 6-8 keV noch knapp unterhalb der erforderlichen Mindest-
energie. Es gibt jedoch eine alternative Messmethode, mit der bereits Elektronenbeugungsmuster mit
den notwendigen Energien aufgenommen werden kénnen. Bei diesem Verfahren handelt es sich um die
Elektronenriickstreuung, kurz EBSD (von ”Electron BackScatter Diffraction”) [89,90]. Im Gegensatz
zu XPD-Messungen werden bei EBSD-Aufnahmen die Elektronen nicht innerhalb der Probe aus-
gel6st, sondern von auflen eingestrahlt. In dieser Technik wird ein Elektronenstrahl mit einer Energie
von mehreren keV auf eine Probe gerichtet. Treffen diese Elektronen auf die Probenatome, entstehen
Streuwellen. Durch die Uberlagerung simtlicher Streuwellen eines riickgestreuten Elektrons entstehen
analog zur Photoelektronenbeugung Intensitédtsmodulationen. Diese kénnen, wie in Abbildung 4.9a
dargestellt, mit Hilfe eines Leuchtschirms sichtbar gemacht und mit einer CCD-Kamera aufgenom-
men werden. Da die Elektronenwellen, wie in Abschnitt 3.4 beschrieben, bei Energien von 10 keV
und mehr in einem kleinen Raumwinkel um die Vorwértsrichtung fokussiert sind, muss der einfallende
Elektronenstrahl moglichst flach eingstrahlt werden, um messbare Modulationen zu erhalten. Gemaf
Abschnitt 1.5.1 sollten bei EBSD-Aufnahmen andere Muster entstehen als bei XPD-Messungen, da
sich der Ursprung der Elektronenwelle auflerhalb der Probe befindet. Durch inelastische Streuung
verlieren jedoch die riickgestreuten Elektronen ihre Kohérenz zur einfallenden Welle [91]. Die entste-
henden Modulationen im gemessenen Muster gleichen somit den Modulationen, die entstehen wiirden,
wenn sich die Elektronenquelle innerhalb der Probe befinden wiirde. Das erste Atom, an dem ein
einfallendes Elektron gestreut wird, kann daher als Emitteratom interpretiert werden. Daher sind bei
hohen Energien XPD- und EBSD-Muster beinahe nicht unterscheidbar. In Abbildung 4.9b ist dies
anhand des Beugungsmusters eines W(001)-Kristalls gezeigt. Die obere Hélfte der Abbildung zeigt
ein gemessenes EBSD-Muster, welches auf eine Kugeloberfliche projiziert wurde. Dies ist zuléssig,
da auch bei EBSD-Mustern die Intensitdtsmodulation im Fernfeld nicht vom Beobachtungsabstand,
sondern ausschliellich von der Beobachtungsrichtung abhéngt (vgl. Abschn. 1.5.3). Die Daten wurden
bei einem Elektronenstrahlstrom von 10 nA und einer Belichtungszeit von 800 ms aufgenommen.

In der unteren Hilfte von Abbildung 4.9b ist ein mittels Blochwellen-Simulation errechnetes XPD-

Muster von Wolfram bei der gleichen Energie dargestellt.
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Abbildung 4.9: Experimentelle Aufnahme von Elektronhologrammen. a, Experimenteller
Aufbau zur Aufnahme von EBSD-Mustern. b, Vergleich zwischen experimentellen EBSD-
Muster und simulierten XPD-Muster von Wolfram bei einer Elektronenenergie von 11
keV [85].

Beide Muster weisen die gleichen Intensitdtsmodulationen auf. Das deutet zum Einen eine vielverspre-
chende Rekonstruktion der experimentellen Muster an, da bereits die Rekonstruktion der simulierten
Muster in den Abschnitten 1.5.3 und 4.2 erfolgreich war. Zum Anderen zeigt die gute Ubereinstimmung
zwischen simulierten XPD-Mustern und experimentellen EBSD-Daten die akkurate Funktionsweise der

Blochwellen-Simulationen.

4.3.2 Rekonstruktionsergebnisse

Zur Rekonstruktion der Wolfram-Struktur wurden insgesamt 21 EBSD-Muster bei Energien zwischen
FErin = 10 keV und Ey;,, = 20 keV aufgenommen. Die Muster wurden in dquidistanten Energieschrit-
ten von 500 eV gemessen, so dass insgesamt 20 Differenzmuster gebildet werden konnten. Mit Hilfe
dieser Differenzmuster wurde ein rdumliches Bild der Atomstruktur innerhalb des Wolframkristalls mit
Hilfe der Summe der Bildintensitdten aus Gleichung (4.10) berechnet. Das rekonstruierte rdumliche
Bild hat dabei ein Volumen von 32 x 32 x 16 A® bei einer Auflésung von 256 x 256 x 128 Bildpunkten.
Abbildung 4.10 zeigt die korrespondierenden Rekonstruktionsergebnisse, die mittels Gleichung (4.10)
berechnet wurden.

In Abbildung 4.10a sind einzelne Rekonstruktionsebenen dargestellt, die Schnittebenen mit verschie-
denen Atomlagen des Wolframkristalls entsprechen. Die oberen beiden Rekonstruktionsebenen in Ab-
bildung 4.10a stellen xz-Ebenen dar, die senkrecht zur Probenoberfléche liegen. Weiterhin sind in Ab-
bildung 4.10a zwei xy-Ebenen parallel zur Probenoberfliche gezeigt. Die Schnittgeraden zwischen den
einzelnen Rekonstruktionsebenen sind durch die roten Linien angezeigt. Jede einzelne Rekonstruktions-
ebene enthilt eine Vielzahl von Intensitéitsmaxima, die exzellent mit den tatséchlichen Atompositionen
eines Wolframkristalls iibereinstimmmen. Die tatséichlichen Atompositionen sind dabei in Abbildung

4.10a exemplarisch fiir positive x-, y- und z-Koordinaten mit roten Kreisen gekennzeichnet. In den
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xy-Ebenen sind somit rund hundert Atompositionen pro Rekonstruktionsebene sichtbar. Bei Betrach-
tung der xz-Ebenen in Abbildung 4.10a lisst sich feststellen, dass zehn verschiedene Atomlagen, die
parallel zur Oberfldche liegen, in der Rekonstruktion sichtbar sind. Dadurch lassen sich rund tausend
einzelne Atompositionen durch die Rekonstruktion erschliefen. Die resultierende Rekonstruktion zeigt
somit wesentlich mehr Atompositionen an, als zur eindeutigen Strukturbestimmung nétig sind.

Die Volumendarstellung in Abbildung 4.10b stellt den in Abbildung 4.10a gelb markierten Bereich dar.
Alle Intensitétsmaxima in Rot liegen im Zentrum der blauen Drahtgitterkugeln, die tatséchliche Atom-
positionen markieren. Zusétzlich ist die bee-Einheitszelle des Wolframkristalls in hellblau dargestellt.
Sowohl an den Eckpunkten als auch im Zentrum der Zelle sind gut erkennbare Intensitdtsmaxima zu
finden. Diese Darstellung zeigt, dass die Rekonstruktion in allen drei Raumdimensionen scharf lokali-
sierte Intensitdtsmaxima aufweist.

Die Rekonstruktion des Wolframkristalls zeigt, dass die holographische Rekonstruktion experimen-
teller Elektronenbeugungsmuster moglich ist. Alle bisher erlauterten Prinzipien lassen sich somit auf
experimentelle Daten {ibertragen. Zusétzlich lassen sich fast tausend Atompositionen hochaufgelost
in allen drei Raumdimensionen rekonstruieren. Die holographische Rekonstruktion ist daher nicht nur
auf XPD-Muster beschriankt, sondern kann mit den in dieser Arbeit entwickelten Methoden auch fiir
EBSD-Muster erfolgreich durchgefithrt werden.
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Abbildung 4.10: Rdumliche Rekonstruktion der experimentellen Elektronenbeugungsmus-
ter von Wolfram. a, Visualisierung verschiedener zweidimensionaler Rekonstruktionsebe-
nen per Grausstufen. Die oberen beiden Rekonstruktionsebenen sind senkrecht zur Pro-
benoberfliche orientiert, wihrend die unteren beiden Ebenen parallel zur Oberfliche
angeordnet sind. Die Schnittgeraden zwischen den verschiedenen Ebenen sind mit ro-
ten Linien eingezeichnet. Der gelbe Kasten markiert den Volumenbereich, der in (b)
dargestellt ist. b, Volumendarstellung eines Teilbereichs des rekonstruierten rdumlichen
Bildes. Die Intensititen in Rot liegen exakt an den Mittelpunkten der blauen Drahtgit-
terkugeln, welche die tatsichlichen Atompositionen markieren. Der blaue Kasten zeigt
die Wolframeinheitszelle an.
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5 Rekonstruktion weiterer Atomstrukturen

5.1 Uberlagerung verschiedener lokaler Umgebungen

Die bisher untersuchte Kristallstruktur von Wolfram besitzt eine relativ einfache Atomstruktur. Um
auch die Rekonstruktionseigenschaften komplexerer Atomstrukturen zu untersuchen, wurden zunéchst
die simulierten XPD-Muster von Silizium rekonstruiert. Abbildung 5.1a zeigt eines der insgesamt 6
verwendeten Beugungsmuster, die fiir die Rekonstruktion verwendet wurden. Die kinetischen Energien
der verwendeten Muster liegen zwischen Fy;, = 10 keV und Ey;, = 15 keV.

Silizium kristallisiert in der Diamantstruktur mit einer Gitterkonstanten von 5,43 A. Dadurch besitzt
Silizium, wie in Abschnitt 2.4.3 erwahnt, zwei verschiedene Emittertypen, die unterschiedliche lokale
Umgebungen aufweisen. Diese Emittertypen sind in den Abbildungen 5.1b und 5.1¢ durch die Buchsta-
ben “A” und “B” markiert. Abbildung 5.1b zeigt die Einheitszelle von Silizium mit den Emittern vom
Typ “A” an den Eckpunkten, wihrend Abbildung 5.1c die gleiche Einheitszelle mit den “B”-Emittern
an den Eckpunkten darstellt.
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Abbildung 5.1: Untersuchung von Silizium. a, Simuliertes XPD-Muster von Silizium bei
einer Energie von 12 keV [85]. b, Einheitszelle von Silizium. Die unterschiedlichen Emit-
tertypen sind mit “A” und “B” gekennzeichnet, wobei die Eckpunkte von Emittertyp
“A” besetzt sind. c, Einheitszelle von Silizium mit den Emittertypen “B” an den Eck-
punkten.
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Abbildung 5.2: Rekonstruktion eines Siliziumkristalls. a, Rekonstruktion der ersten Atom-
lage oberhalb des Emitters. Die hellblauen und roten Kreise zeigen tatsichliche Atom-
positionen aus der lokalen Umgebung von Emittertyp “A” beziehungsweise Emittertyp
“B”. b, Rekonstruktion der zweiten Atomlage oderhalb des Emitters. Die roten Kreise
entsprechen tatséichlichen Atompositionen. c, In der dritten Atomlage oberhalb des Emit-
ters treten wieder zusitzliche Intensititsmaxima auf. d, Starke Intensitdtsmaxima in der
vierten Atomlage oberhalb des Emitters. e, Rekonstruktion einer xz-Ebene senkrecht zur
Probenoberfliche. Unterhalb des Emitters sind keine Atompositionen sichtbar, so dass
das Zwillingsbild als Ursache fiir die zusitzlichen Maxima in (a) und (c) ausgeschlossen
werden kann. f, Uberlagertes Bild der Einheitszelle. Die transparenten Atome liegen nur
in der lokalen Umgebung eines Emittertyps vor.

In den Abbildungen 5.2a-5.2d sind die ersten vier rekonstruierten Atomlagen oberhalb des Emitters
dargestellt. Die Ebenen sind dabei parallel zur Probenoberfliche orientiert. Dabei wurden die rekon-
struierten Differenzmuster bei verschiedenen Energien durch die Summe der komplexen Bildfunktionen
aus Gleichung (4.11) ermittelt. Die Intensitédtsmaxima in den Abbildungen 5.2b und 5.2d stimmen ge-
nau mit den tatséchlichen Atompositionen der Siliziumstruktur iiberein, die in der Abbildung als rote
Kreise eingezeichnet sind. Im Gegensatz dazu besitzen die Rekonstruktionsebenen in den Abbildungen
5.2a und 5.2b doppelt so viele Intensitdtsmaxima, die schwécher ausgepriagt sind. Bei diesen Inten-
sitdtsmaxima handelt es sich nicht um das in Abschnitt 3.2.2 erlauterte Zwillingsbild. Wie in Abschnitt
4.2.2 erldutert, sollte durch Verwendung von Gleichung (4.11) das Zwillingsbild stark verringert wer-

den. Bei vorhandenem Zwillingsbild miissten nach Abschnitt 3.4 auch Intensitdtsmaxima unterhalb
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des Emitters sichtbar sein. Wie die xz-Ebene in Abbildung 5.2e zeigt, finden sich stark augepriagte
Intensitdtsmaxima nur oberhalb des Emitters mit positiven z-Koordinaten.

Dementsprechend koénnen die zusétzlichen Intensitdtsmaxima nur durch die in Abschnitt 3.2.1
erlduterte Abbildungseigenschaft von XPD-Mustern erklart werden. Da das XPD-Muster von Sili-
zium eine Superposition der individuellen Beugungsmuster der beiden Emittertypen ist, sind in der
Rekonstruktion beide lokalen Strukturen sichtbar. Abbildung 5.2f stellt eine solche Uberlagerung fiir
die Einheitszelle des Siliziums dar. Dabei wurden die Bilder der Einheitszelle aus den Abbildungen 5.1b
und 5.1c iibereinander gelegt. Die transparent dargestellten Atome sind nur in der lokalen Umgebung
eines Emittertyps vorhanden, wihrend die undurchsichtigen Atome in den lokalen Umgebungen beider
Emittertypen vorkommen. In der Rekonstruktion verstéirken sich die Intensitdtsmaxima der Positio-
nen, die in den lokalen Umgebungen beider Emittertypen mit Atomen besetzt sind. Dadurch bilden
sich in den Abbildungen 5.2b und 5.2d starke Intensitétsmaxima aus, wiahrend in den Abbildungen
5.2a und 5.2¢ nur schwache Intensitdtsmaxima zu finden sind. Starke und schwache Intensitéitsmaxima
sind somit eine Hinweis auf unterschiedliche Emittertypen in der untersuchten Struktur.

Der gleiche Effekt tritt auch in der Rekonstruktion von Graphit auf. Fiir diese Struktur entstehen
die stark und schwach ausgeprigten Intensitdtsmaxima der Rekonstruktion allerdings in den gleichen
Rekonstruktionsebenen. Zur Untersuchung der Rekonstruktionseigenschaften dieser Struktur wurden
insgesamt 7 XPD-Muster bei Energien zwischen Ej;, = 10 keV und FE;, = 16 keV simuliert. In
Abbildung 5.3a ist exemplarisch eines der verwendeten Muster gezeigt.

Graphit setzt sich aus mehreren iibereinander gestapelten Graphenlagen zusammen, wie sie in Abbil-
dung 5.3b dargestellt sind. Die Graphenlagen besitzen dabei einen Abstand von 3,35 Aund sind in
diesem Fall parallel zur xy-Ebene orientiert. Eine einzelne Graphenlage besteht aus Kohlenstoffatomen
mit einem interatomaren Abstand von 1,42 A. Die Kohlenstoffatome sind dabei hexagonal zueinander
angeordnet und bilden so die fiir sp?>-hybridisierte C-Atome typische Honigwabenstruktur aus. Jede
zweite Graphenlage besitzt dabei eine laterale Verschiebung von 1,42 A.

In einer einzelnen Graphenlage kénnen zwei unterschiedliche Emittertypen gefunden werden, die in
Abbildung 5.3b durch die Buchstaben “a” und “b” gekennzeichnet sind. Dabei entspricht die loka-
le Umgebung von Emittertyp “a” der um 180° um die z-Achse gedrehten Umgebung von “b”. Im
iiberlagerten Bild in Abbildung 5.3b ist zu erkennen, dass in den lokalen Umgebungen beider Emitter-
typen eine Reihe von gemeinsamen Atompositionen auftreten. Die entsprechenden Atome sind in der
Abbildung mit “ab” beschriftet. Diese Positonen spiegeln nicht nur gemeinsame Atompositionen in
den lokalen Umgebungen der Emittertypen “a” und “b” wider, sondern entsprechen gleichzeitig auch
den Punkten des Bravais-Gitters von Graphit. Zusétzlich enthélt das tiberlagerte Bild doppelt so viele
Atompositionen, die jeweils nur in einer der beiden lokalen Umgebungen auftreten. Je nach Umge-
bungszugehorigkeit sind diese Atome im iiberlagerten Bild in Abbildung 5.3b mit “a” beziehungsweise
“b” gekennzeichnet.

Diese Uberlagerung kann auch in den Rekonstruktionen einzelner Graphenlagen wie in Abbildung
5.3c gefunden werden. Jedes Maximum spiegelt die exakte Atomposition aus der lokalen Umgebung
von mindestens einem Emittertypen wider. Die blauen Kreise in Abbildung 5.3c markieren dabei
tatsdchliche Atompositionen aus der lokalen Struktur von Emittertyp “a”, wahrend die gelben Kreise

Atompositionen aus der lokalen Struktur von Emittertyp “b” kennzeichnen.
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Abbildung 5.3: Rekonstruktion eines Graphit-Kristalls. a, Simuliertes XPD-Muster von
Graphit [85]. b, Verschiedene lokale Strukturen der unterschiedlichen Emittertypen ei-
ner Graphenlage mit korrespondierender Uberlagerung. ¢, Rekonstruktion einer Gra-
phenlage. d, Rekonstruktion der xz-Ebene. Die rote Linie zeigt die Schnittgerade mit der
xy-Ebene aus (c) an.

Positionen in den lokalen Umgebungen beider Emittertypen sind durch rote Kreise hervorgehoben.
Wie in der Rekonstruktion erkennbar, sind an den rot markierten Positionen die stdrksten Maxima
zu finden. Durch die Analyse der Intensitét einzelner Maxima lassen sich somit gemeinsame Atompo-
sitionen der unterschiedlichen Emittertypen ermitteln.

Weiterhin lassen sich aufgrund der verhéltnisméfig kurzen Bindungsldnge von Kohlenstoff innerhalb
der Rekonstruktionsebene aus Abbildung 5.3¢ weit {iber 500 einzelne Intensitdtsmaxima ausmachen.
Die Rekonstruktion in Abbildung 5.3d zeigt eine Rekonstruktionsebene senkrecht zur Probenober-
fliche. In dieser Darstellung lassen sich die einzelnen Graphenlagen ausgezeichnet erkennen. Insgesamt
sind vier separate Graphenlagen im Rekonstruktionsbereich vorhanden, so dass das gesamte raumliche
Bild rund 2000 Intensitdtsmaxima an den Atompositionen aufweist. Das Beispiel von Graphit zeigt
somit, dass die Rekonstruktion von Elektronenbeugungsmustern auch fiir nicht-kubische Systeme ein-
wandfrei funktioniert.

Die Untersuchung von Silizium und Graphit zeigte, dass Rekonstruktionen von Strukturen mit meh-
reren Emittertypen in unterschiedlicher lokaler Umgebung nicht die tatsdchliche Kristallstruktur wi-
derspiegeln. Stattdessen zeigen die Maxima der Bildintensitéit die Atompositionen aller individuellen
lokalen Umgebungen der einzelnen Emittertypen. Zur Aufklirung der tatsdchlichen Struktur kénnten
beispielsweise Beugungsmustersimulationen durchgefiihrt werden, die mit den experimentellen Daten
verglichen werden. Dabei liefert die Rekonstruktion bereits die Information, welche Positionen mit Ato-
men besetzt sein konnen. Die Anzahl méglicher Strukturen reduziert sich dadurch auf eine abzéhlbare

Menge. Dadurch verringert sich die Anzahl an Simulationen, die zur Strukturaufklarung durchgefiihrt
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werden miissen, im Vergleich zu Ab-Initio-Methoden signifikant.

5.2 Bildverschiebung entlang der Gittervektoren

Fiir eine zuverléssige Strukturbestimmung auf Grundlage der rekonstruierten Bilder ist es wichtig, dass
alle Atompositionen in den Rekonstruktionen erkannt werden kénnen. Wie im letzen Abschnitt dis-
kutiert, treten in Beugungsmustern, die von Emittern in unterschiedlicher Umgebung erzeugt werden,
starke und schwache Intensitédtsmaxima auf. Die Bildintensitét an einer Atomposition hingt davon
ab, wie viele Emittertypen in ihrer lokalen Umgebung an der entsprechenden Stelle ein Streuatom
aufweisen. Die schwachen Intensitdtsmaxima in der Silizium- und Graphitrekonstruktion sind noch
relativ gut erkennbar. Bei Strukturen mit einer hohen Atomanzahl in der Kristallbasis kénnen solche
Maxima allerdings so schwach werden, dass sie im Rekonstruktionsuntergrund verschwinden.

Allerdings kann die Translationssymmetrie der untersuchten Proben dazu verwendet werden, um die
Untergrundintensitéit in der Rekonstruktion nahezu zu beseitigen. Auf diese Weise lassen sich selbst
schwiichste Intensitdtsmaxima noch darstellen. Wird das rekonstruierte Bild entlang eines Gittervek-
tors Gy verschoben, sind die Intensitdtsmaxima der Atompositionen deckungsgleich. Dabei ist der

Gittervektor folgendermaflen definiert:
Guow = ua+vb +we mit u,v,weN . (5.1)

In dieser Gleichung entsprechen a, b und ¢ den Vektoren, welche die Einheitszelle der Struktur auf-
spannen. Im weiteren Verlauf werden diese Vektoren daher als Einheitszellenvektoren bezeichnet.

Wird die Bildintensitéit an der Stelle r mit der Bildintensitit an der Stelle r+ G, addiert, verstirken
sich die Intensitdtsmaxima an den Atompositionen, wihrend der Rekonstruktionsuntergrund homoge-
ner wird. Noch effektiver ldsst sich die Untergrundintensitéit verringern, wenn statt der Bildintensitét
die komplexe Bildfunktion mit sich selbst an verschiedenen Stelle r + G, addiert wird. Allerdings
muss die Bildfunktion analog zu Abschnitt 4.2.2 mit einem geeigneten Faktor multipliziert werden, um
den orts- und energieabhéingigen Vorfaktor der atomaren Bildfunktion aus Gleichung (3.10) an den
Atompositionen zu kompensieren. Andernfalls kann die Summe iiber die verschobenen Bildfunktionen

zu destruktiver Uberlagerung fithren. Die Rekonstruktionsgleichung lautet daher:

T(r) =) Y e #rtCGuel. Ty(r 4+ Gupw) - (5.2)

k uvw

Auf die Unterteilung des Musters in verschiedene Teilmuster muss bei diesem Verfahren verzichtet wer-
den. Im Wesentlichen werden bei dieser Methode translationssymmetrische F:[—Funktionen iiberlagert,
die in der gewohnlichen Rekonstruktion an verschiedenen Positionen ihr Maximum aufweisen. Die
Intensitdtsmodulationen, die solche F;—Maxima erzeugen, sind im Allgemeinen in unterschiedlichen
Raumwinkeln des Beugungsmusters enthalten. Daher miissen die Intensitdtsmodulationen des gesam-
ten Beugungsmusters in Gleichung (5.2) mit einbezogen werden.

Die fiir das Verfahren notwendigen Gittervektoren kénnen direkt aus den Rekonstruktionen nach Glei-
chung (1.11), (4.10) oder (4.11) erschlossen werden. Unabhéngig von der Komplexitét der Kristallbasis

weist jeder Emitter ein Streuatom an den Bravais-Gitterpunkten auf. Dadurch besitzen die Maxima an
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den Bravais-Gitterpunkten die hochste Intensitét in der Rekonstruktion. Die Bestimmung der Gitter-
vektoren reduziert sich somit auf die Suche nach den stédrksten Intensitdtsmaxima im rekonstruierten
Bild.

Abbildung 5.4a zeigt die Anwendung von Gleichung (5.2) auf die Rekonstruktion der Graphenlage
aus Abbildung 5.3c. Die Intensitdtsmaxima sind scharf lokalisiert, wihrend das Untergrundrauschen
verschwunden ist.

Auf den ersten Blick mag die Verwendung der Gittervektoren wie die Ergénzung unbekannter Struk-
turinformation wirken. Allerdings fiihrt die Anwendung von Gleichung (5.2) nur dann zu einer Ver-
besserung der Rekonstruktionqualitit, wenn die verwendeten Einheitszellenvektoren von Gy, exakt
mit den Einheitszellenvektoren der untersuchten Struktur iibereinstimmen. Abbildung 5.4b zeigt das
Ergebnis von Gleichung (5.2), wenn der Betrag jedes Einheitszellenvektors in Gleichung (5.1) um le-
diglich 30 pm verringert wird. Das entspricht in etwa 3 Wellenlédngen bei den verwendeten Energien.
Dabei stellt Abbildung 5.4a die gleiche Rekonstruktionsebene wie in Abbildung 5.4b dar. Anstelle
von Intensitdtsmaxima enthélt die Rekonstruktionsebene lediglich Rauschen. Das Verfahren kann so-
mit nicht nur zur Verbesserung der Rekonstruktionsqualitéit, sondern auch zur Giitebestimmung der

ermittelten Gittervektoren verwendet werden.

a 72=670 A b 2=670 A

IT(x, v, )/ (willk. Einh.)

1.00

0.75

0.50
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x(A) x(A)

Abbildung 5.4: Superposition der entlang der Gittervektoren verschobenen Bildfunktionen.
a, Ergebnis von Gleichung (5.2) fiir eine Graphenlage. b, Berechnete Intensitit nach
Gleichung (5.2) mit leicht abweichenden Einheitszellenvektoren.

5.3 Struktur mit verschiedenen chemischen Elementen

Die bisherigen Untersuchungen der holographischen Rekonstruktion fanden ausschlielich an Kristall-
systemen statt, die lediglich ein einziges chemisches Element enthalten. Mit Ausnahme der instabilen
Atome mit hoher Ordnungszahl gibt es im Periodensystem der Elemente allerdings keine Elemente, de-
ren Kristallstruktur in Reinform noch nicht erschlossen wurde. Probensysteme, deren Struktur bisher
unerschlossen ist, setzen sich daher grundsétzlich aus mehreren verschiedenen chemischen Elementen

zusammen.
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Abbildung 5.5: Simulierte XPD-Muster eines Pyrit-Kristalls. a, Anordnung der Eisen- und
Schwefelatome in der Pyriteinheitszelle. b, Simuliertes XPD-Muster der Eisenemitter
[85]. ¢, Simuliertes XPD-Muster der Schwefelemitter [85]. Im Vergleich zu (b) weist das
Muster signifikante Unterschiede auf, die auf die unterschiedlichen lokalen Umgebungen
von Eisen- und Schwefelemittern hinweisen.

Damit die holographische Rekonstruktion von Elektronenbeugungsmustern als potentielle Methode
zur Strukturaufklarung eingesetzt werden kann, miissen auch Kristallsysteme rekonstruierbar sein, die
sich aus verschiedenen Elementen zusammensetzen. Um die Rekonstruktionseigenschaften von Kris-
tallen mit mehreren Elementen zu untersuchen, wurden die Beugungsmustersimulationen von Pyrit
rekonstruiert.

Pyrit setzt sich aus Eisen- und Schwefelatomen zusammen, die in einer Struktur mit kubischer Ein-
heitszelle mit einer Gitterkonstanten von 5,44 A kristallisieren. Die Eisen- und Schwefelatome sind,
wie in den Einheitzellen in Abbildung 5.5a dargestellt, in unterschiedlichen Untergittern angeordnet.
Insgesamt treten in Pyrit vier verschiedene Eisen- und acht unterschiedliche Schwefelemittertypen
auf. Somit stellt Pyrit ein ideales Testsystem zur Untersuchung der Rekonstruktionseigenschaften von
Systemen dar, in denen die chemischen Elemente in unterschiedlichen lokalen Umgebungen vorliegen.
Wie in Abschnitt 2.4.4 beschrieben, lassen sich bei XPD-Messungen die Beugungsmuster verschiedener
chemischer Elemente unabhéingig voneinander aufnehmen. Fiir die folgende Untersuchung wurden da-
her jeweils 11 XPD-Muster fiir die Schwefel- und Eisenemitter bei kinetischen Energien von Ej;, = 10
keV bis Ey;;, = 20 keV simuliert. Die unterschiedlichen Intensitdtsmodulationen der Beugungsmuster
in Abbildung 5.5b und 5.5¢ geben bereits einen ersten Hinweis auf die verschiedenen lokalen Struk-
turen der einzelnen Elemente. Dies zeigt sich auch in Rekonstruktionen in Abbildung 5.6a und 5.6b.
Beide gezeigten Rekonstruktionsebenen besitzen einen Abstand von jeweils 5,44 A zum Emitter, was
der Pyrit-Gitterkonstanten entspricht. Fiir eine verkiirzte Ausdrucksweise werden im weiteren Verlauf

die Rekonstruktionen der Eisenmuster als Eisenbild bezeichnet.
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Abbildung 5.6: Rekonstruktionsebenen im Eisen- und Schwefelbild. a, Rekonstruktionsebe-
ne im Eisenbild. Die roten Kreise markieren Bravais-Gitterpunkte, widhrend die gelben
Kreise weitere sichtbare Intensitidtsmaxima anzeigen. b, Rekonstruktionsebene im Schwe-
felbild. Die Farbkodierung der Kreise ist anolog zu (a). ¢, Eisenlage im Schwefelbild. Die
Intensitdtsmaxima der Atompositionen sind so schwach ausgeprigt, dass sie im Unter-
grund verschwinden. d, Eisenlage aus (c¢) nach Anwendung von Gleichung (5.2). Die
Intensitdtsmaxima sind nun gut zu erkennen.

Die Rekonstruktionen der Schwefelmuster werden hingegen Schwefelbild genannt. Wéahrend die Inten-
sitdtsmaxima des Eisenbildes in Abbildung 5.6a geméf einer fcc-Struktur angeordnet sind, finden sich
im Schwefelbild in Abbildung 5.6 helle und dunkle Intensitdtsmaxima. An den Bravais-Gitterpunkten,
die durch rote Kreise hervorgehoben sind, lassen sich jedoch in beiden Bildern intensive Maxima finden.
Die Gittervektoren lassen sich daher aus der Rekonstruktion bestimmmen, wodurch die Anwendung
von Gleichung (5.2) ermoglicht wird.

Abbildung 5.6¢ zeigt eine xy-Ebene im Schwefelbild, die sich im Abstand von 4,78 A vom Emitter
befindet. In dieser Ebene befindet sich eigentlich eine Eisenlage. Allerdings sind in den Rekonstruk-
tionen keine Intensitéitsmaxima zu finden, die auf Atompositionen hinweisen.

Daher wurde Gleichung (5.2) auf die Rekonstruktionen angewendet. Wie in Abbildung 5.6d zu sehen
ist, kénnen nun eine Vielzahl von Intensitdtsmaxima im Schwefelbild ausgemacht werden. Dadurch ist

es moglich, sdmtliche Atompositionen der individuellen lokalen Umgebungen aller Eisen- und Schwe-
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felemitter in der Rekonstruktion sichtbar zu machen.

Abbildung 5.7a zeigt die rekonstruierten Einheitszellen des Eisen- und Schwefelbildes in der Volumen-
darstellung. Die weiflen Drahtgittersphéren zeigen dabei die identifizierten Atompositionen an. Dabei
enthilt das Eisenbild 36 Intensitdtsmaxima pro Einheitszelle, wihrend im Schwefelbild 59 Maxima
pro Einheitszelle gefunden werden kénnen. Diese unterschiedliche Anzahl resultiert daraus, dass im
Fisenbild ausschliellich die lokalen Umgebungen der Eisenemitter abgebildet werden. Das Gleiche gilt
fiir die lokalen Umgebungen der Schwefelemitter im Schwefelbild.

Eisenbild Schwefelbild

(')(o)

0] (‘)

\ N

Abbildung 5.7: Identifikation der chemischen Elemente im Schwefel- und Eisenbild. a, Vo-
lumendarstellung der Einheitszellen im Eisen- und Schwefelbild. b, Lokale Umgebung
eines Eisen- und eines Schwefelemitters in der Pyritstruktur. ¢, Identifizierte chemische
Elemente in den Einheitszellen von Eisen- und Schwefelbild.
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Aus diesem Grund konnen die Intensitdtsmaxima an den Gitterpunkten im Eisenbild direkt Eisen-
atomen zugeordnet werden, wihrend die Gitterpunkte im Schwefelbild Schwefelatome darstellen.
Durch einen Vergleich beider Bilder lassen sich zu weiteren Atompositionen die korrespondierenden
chemischen Elemente zuordnen. Entspricht im Eisenbild ein Intensitdtsmaximum an der Stelle r einem
Schwefelatom, kann im Schwefelbild immer ein Maximum an der Stelle —r gefunden werden, das einem
Eisenatom entspricht. Das ist in Abbildung 5.7b anhand des roten Pfeils gezeigt. Wenn allerdings im
Eisenbild ein Intensitédtsmaximum an der Stelle r zu einem Eisenatom gehort, muss im Schwefelbild
nicht zwangslaufig ein Intensitdtsmaximum auftreten. In Abbildung 5.7b wird dies mit Hilfe des blau-
en Pfeils angezeigt. Wie in der Abbildung durch den griinen Pfeil angezeigt, gilt diese Argumentation
auch fiir Schwefelatome im Schwefelbild. Alle Maxima an den Stellen r im FEisenbild ohne korrespon-
dierendes Intensitdtsmaximum an der Stelle —r kénnen somit direkt Eisenatomen zugeordnet werden.
Analog konnen auf diese Weise auch mehrere Atompositionen im Schwefelbild als Schwefelatom iden-
tifiziert werden. Abbildung 5.7c zeigt alle Atompositionen an, denen direkt ein chemisches Element
zugeordnet werden kann. Dabei sind die identifizierten Eisenatome rot und die Schwefelatome gelb
hervorgehoben. Die verbleibenden grauen Kugeln zeigen potentielle Schwefelatome im Eisenbild be-
ziehungsweise potentielle Eisenatome im Schwefelbild an.

Sowohl Schwefel- als auch Eisenbild stellen die selbe Struktur aus unterschiedlichen Positionen dar.
Werden beide Bilder iibereinander gelegt, spiegeln iibereinanderliegende Intensitdtsmaxima bei der
Wahl der richtigen Verschiebung zwischen den Bildern die tatséichlichen Atompositionen der Pyrit-
struktur wider. Dazu werden Schwefel- und Eisenbild so iibereinander gelegt, dass ein identifiziertes
Schwefelatom aus dem Schwefelbild exakt an der Position eines potentiellen Schwefelatoms aus dem
Eisenbild liegt.

Abbildung 5.8: Chemisch sensitive Strukturaufklirung durch Uberlagerung von Schwefel-
und Eisenbild. a, Positionen der iiberlagerten Einheitszellen von Schwefel- und Eisenbild.
b, Darstellung der iibereinstimmenden Intensititsmaxima aus Schwefel- und Eisenbild.
Die verbleibenden Intensitdtsmaxima stellen die Pyriteinheitszelle dar.

95



5.3. Struktur mit verschiedenen chemischen Elementen

Abbildung 5.8a zeigt eine solche Uberlagerung beider Bilder. Dabei zeigen die karierten Kugeln
iibereinstimmende Positionen der Intensitdtsmaxima von Eisen- und Schwefelbild an. Die horizontal
gestreiften Kugeln entsprechen Maximumspositionen aus dem Schwefelbild ohne iibereinstimmendes
Maximum im Eisenbild. Analog dazu stellen die vertikal gestreiften Kugeln Intensitdtsmaxima aus
dem Eisenbild ohne Ubereinstimmung mit dem Schwefelbild dar. Die gelb und rot markierten Kugeln
spiegeln bereits identifizierte chemische Elemente wider.

Werden alle Kugeln ohne Uberstimmung aus der Darstellung entfernt, resultiert die in Abbildung 5.8
gezeigte Verteilung. Die verbleibenden Intensitdtsmaxima stimmen mit der Struktur der tatséichlichen
Pyriteinheitszelle iiberein. Dabei konnte bereits jedes verbleibende Intensitdtsmaximum einem chemi-
schen Element zugeordnet werden. Auf diese Weise wurde jede einzelne potentielle Schwefelposition
im Eisenbild mit jedem identifizierten Schwefelatom aus dem Schwefelbild iiberpriift. Jede angewandte
Uberlagerung beider Bilder miindet jedoch stets in die chemisch aufgeléste Pyriteinheitszelle.

Das Beispiel von Pyrit zeigt, dass es moglich ist, die komplette rdumliche und chemische Struktur mit
Hilfe holographischer Rekonstruktionen zu ermitteln. Dabei wurden keine Informationen in der Aus-
wertung verwendet, die sich nicht direkt aus den Rekonstruktionen bestimmen lassen. Somit konnte
gezeigt werden, dass sich die gesamte Information, die in einem Elektronenbeugungsmuster enthal-
ten ist, direkt und eindeutig mit Hilfe des in dieser Arbeit entwickelten Rekonstruktionsverfahrens

erschlieflen l4sst.
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Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit konnte anhand von mehreren Fallbeispielen demonstriert werden, dass atomauflésende
Holographie mit Elektronenwellen nicht nur moglich ist, sondern auch zuverlédssige Resultate liefert.
Um mittels atomauflésender Holographie eine hohe Bildqualitét in allen drei Raumdimensionen zu
erreichen, miissen zwei Grundvoraussetzungen erfiillt werden. Zum einen muss die Wellenlénge kleiner
sein als der kiirzeste Atomabstand innerhalb der Probe. Zum anderen sollte die Referenzwellenquelle
so nah wie moglich an den Atomen positioniert sein, die mit Hilfe des Hologramms abgebildet wer-
den sollen. In XPD-Experimenten werden beide Voraussetzungen erfiillt. Allerdings lieflen sich bisher
die resultierenden XPD-Muster nicht mittels holographischer Rekonstruktion auswerten. Beinahe drei
Jahrzehnte lie sich fiir dieses Problem keine einheitliche Lésung finden.

Im Rahmen einer theoretischen Analyse der Abbildungseigenschaften sphérischer Hologramme konnte
gezeigt werden, dass ausschliellich die anisotrope Streucharakteristik von Elektronenwellen die Ursache
fiir die fehlerhafte Rekonstruktion von XPD-Mustern darstellt. Weiterhin konnte eine Losung gefunden
werden, um die holographische Rekonstruktion von XPD-Mustern zu erméglichen. Elektronenstreu-
wellen bei kinetischen Energien von FEy;, > 10 keV sind in einem Streukegel in Vorwértsrichtung
fokussiert. Die Wellenfront innerhalb des Streukegels ist dabei isotrop. Daher erzeugen solche Streu-
wellen im Beugungsmuster Intensitidtsmodulationen, die holographisch rekonstruierbar sind.
Allerdings entsteht durch Verwendung von Elektronen mit kinetischen Energien von mehreren keV
ein Folgeproblem. Neben den holographisch interpretierbaren Modulationen entsteht durch die star-
ke Vorwértsstreuung eine zweite Intensitdtsmodulation, die als geometrische Projektion der Probe
interpretiert werden kann. Die geometrische Projektion enthélt keine holographisch verwertbare Infor-
mation und wirkt sich negativ auf das Rekonstruktionsresultat aus. Durch die Verwendung eines Dif-
ferenzmusters in der Rekonstruktion konnte der Einfluss der geometrischen Projektion fast vollsténdig
entfernt werden. Allerdings kann die Verwendung von Differenzmustern zu einer Aufspaltung der
strukturrelevanten Intensitdtsmaxima in der Rekonstruktion fithren. Je kleiner die Energiedifferenz
der Beugungsmuster ist, die fiir die Bildung des Differenzmusters verwendet wurde, desto grofler sind
die rekonstruierbaren Bereiche.

Anhand von experimentellen Elektronenbeugungsmustern konnten knapp tausend Atompositionen
eines Wolframkristalls korrekt in allen drei Raumdimensionen ermittelt werden. Die fehlerfreie Funk-
tionsweise des entwickelten Rekonstruktionsverfahrens liefl sich auf diese Weise bestétigen. Weiterhin
zeigten die Untersuchungen von simulierten Silizium- und Graphitmustern, dass sich auch Proben
mit verschiedenen Emittertypen in unterschiedlichen lokalen Umgebungen rekonstruieren lassen. Al-
lerdings werden in den Rekonstruktionen die lokalen Umgebungen aller Emittertypen tiberlagert dar-
gestellt. Fiir die Interpretation solcher Rekonstruktionsergebnisse miissen daher weitere Methoden zur
Auswertung genutzt werden.

Am Beispiel der Pyritstruktur konnte demonstriert werden, dass sich Atomstrukturen mit unterschied-

lichen chemischen Elementen vollstéindig aufkléren lassen. Dabei wurde die Tatsache ausgenutzt, dass
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Zusammenfassung und Ausblick

sich in XPD-Experimenten die Beugungsmuster verschiedener chemischer Elemente unabhéingig von-
einander aufnehmen lassen. Somit konnte erstmals ein funktionierendes Holographieverfahren vorge-
stellt werden, mit dem die rédumliche und chemische Struktur einer Probe auf atomaren Léngenskalen
ohne zusétzliche Information aufgeklirt werden kann.

Fiir die zukiinftige Anwendung der XPD-Holographie miissen die Detektoren Photoelektronen mit
FEiin > 10 keV energieaufgelost erfassen konnen. Die hochsten bisher verwendeten Energien bei
Photoelektronen-Experimenten betragen 6-8 keV. Somit ist die untere Energiegrenze, die fiir eine
erfolgreiche Rekonstruktion erforderlich ist, gerade erreicht. Wenn in naher Zukunft auch Photoelek-
tronen mit hoheren Energien zur Aufnahme von XPD-Mustern genutzt werden konnen, stehen mit
dieser Arbeit alle Techniken bereit, die fiir eine erfolgreiche Rekonstruktion von Atomstrukturen er-

forderlich sind.
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A Mathematische Zusammenhinge

A.1 Zeitunabhingigkeit der Hologrammintensitit

Als Ansatz fiir die folgende Rechnung dienen die Gleichungen (1.2), (1.5) und (1.6) aus dem Haupttext.
Aus Ubersichtsgriinden ist es zweckmiBig, die orts- und zeitabhéngigen Anteile der Wellenfunktionen

zu separieren. Fiir eine punktférmige Referenzwellenquelle vy, die am Ort rg entsteht, gilt

’(/J()(I‘,t) = A - eik\rfro\fwt — efiwt Ag - eik|r7r0| — efiwt ¢O(r) . (Al)
:=1o(r)

Analog kann die Objektwelle umgeschrieben werden.

wobj(rat) _ e—iwt ZAN . ei(k|r—ru\+\ru—ro\)+Agou) _ e—iwt wobj(r) ) (AQ)
m

=1op; (T)

Wenn sowohl Referenz- und Objektwelle monochromatische Wellen mit gleicher Wellenlénge sind,
besitzen sie auch die gleiche Kreisfrequenz w. Fiir die Intensitdt des Gesamtwellefeldes ergibt sich

dann

I(r,1) [P0 (x, ) + Yo (x, 1)

= |e7™" o(r) + tob;(r)] ‘2

= e " o(r) + opi (r)] - € [o(r) + oy (r)]"

= [Yo(r) + Yopi(r)] - [Yo(r) + o (r)]

= [Yo(r) + Yop; (r)]?

= I(r) (A.3)

Durch die Bildung des Betragsquadrats heben sich die zeitabhingigen e-Funktionen auf. Aus den
letzten beiden Zeilen dieser Rechnung resultiert nach Riicksubstitution von to(r) und tep;(r) dann

der zeitunabhéingige Ausdruck fiir die Hologrammintensitét.

2
AO Ly A ; /
Tnoto(¥' kool L 3 L (el rol)+Ag) A
hl(r) e +u |I'/—I'u| e ( )

- v/ — ro|



A.2. Vereinfachung der Hologrammintensitidt durch die Weglidngendifferenz As,

A.2 Vereinfachung der Hologrammintensitét durch die

Wegliangendifferenz As,

Nach Abschnitt 1.2.3 wird die Hologrammintensitit in einem Koordinatensystem mit der Referenz-
wellenquelle am Ursprung (rop = 0) betrachtet. Die Hologrammintensitit nach Gleichung (A.4) geht

dann iiber in

2
Thoto(r') = T etkr’ 4 z}; m - e (I —rpl4ru)+A0y) (A.5)
Weiterhin gilt nach Abschnitt (1.2.3) fiir die Wegléngendifferenz:
As, =t =, = (' =r)) & Asy+r' =t =,/ +1r, . (A.6)

Wird dieser Ausdruck in die Phase der Streuwellen aus Gleichung (A.5) eingesetzt, resultiert:

2

AO Lo A ; /

! k Jad kAs,+kr'+A

Thoio(r') = 7-61 "+ g W-el( suthr'+A¢u)
1 #

2

= eikT, @ + Z A'“ . ei(kA5M+A‘PM)
/ /
r 7 v =y

*
_ ikt ik i? 3 /Au gilkAs,tAp) | i? £y /Au (kA +Ag,)
r P ' — 1 r P " — 1

2

(A7)

Ao Ay i(kAsu+Apy)
r v —r, ©
r _

" B

Zum Schluss kann noch der Vektorbetrag im Nenner der Summe ersetzt werden. Nach Gleichung (A.6)

gilt [v' —r,| =r"—r, + As,.

A.3 Berechnung des Betragsquadrates der Hologrammintensitét

Da die ausmultiplizierte Form des Betragsquadrats |1y + 1/101;]‘\2 der Hologrammintensitdt an meh-
reren Stellen dieser Arbeit verwendet wird, werden die einzelnen Wellen zunéchst durch einen sehr

allgemeinen Ausdruck beschrieben.

Referenzwelle: 19 = By e'#° (A.8)
Streuwelle: 1, = B, e (A.9)
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A.3. Berechnung des Betragsquadrates der Hologrammintensitét

Dabei sei die 1-Abhiingigkeit bereits in der Amplitude beriicksichtigt. Fiir die Hologrammintensitit

T

gilt dann:
2
Inoto = |Bo €%°+ Y _ By, e'» (A.11)
n
= (Bo eiPo 4 ZB“ eiw) . <Bo e P04 ZBu e—%’w)
I I

— B(2) + BOZBM e*i(‘{’uﬂﬁo) + BOZBM ei(%’u*SDO) + ZZBMBV e’i((puftpy) ) (A.12)
o ju poov

=T =Th

Weiterhin kénnen die Ausdriicke 77 und 75 in eine iibersichtlichere Form iiberfiihrt werden. Fiir den
Ausdruck T ergibt sich:

T = Bo ZB# e~ileu=e0) 1 B, ZB# RICAY)
a I
= BO ZBN (efi(wufﬂpﬂ) + ei((pufsg0)>
I

= 2B Z By, cos (¢ — o) (A.13)

In der letzten Zeile wurde der Zusammenhang zwischen den trigonometrischen Funktionen und der
komplexen Exponentialfunktion 2 cos(z) = € +e~% gemif der Eulerformel verwendet. Der Ausdruck

T5 ldsst sich analog zu 77 umformen.
T, = Z ZBqu PRI
nov

= 232 + Z BB, ¢(#n=¢v)
m

vFEp
= S B+ Y BB, (o) g eienmen)
H v<ph
= Y B2+2) B.B,cos(p,— v) (A.14)
12 v<p

Damit ergibt sich fiir den Gesamtausdruck der Hologrammintensitt:

Thoto = B2 + ZBi + 2By ZB“ cos (@ — @o) + 2 Z BB, cos (¢ — @) - (A.15)

12 17 v<p

Fiir das Hologramm eines einzelnen Streuzentrums, wie in Abschnitt 1.5.2 verwendet, ergibt sich dann:

Thoto = B2 + Bi +2ByBy, cos (¢, — ¢o) - (A.16)

iii



A.4. Hologrammintensitit eines sphérischen Hologramms

Durch Vergleich von Gleichung (A.11) mit Gleichung (A.7) lassen sich folgende Amplituden und Pha-

sen finden:

A

By = 7,0 (A.17)

vo = 0 (A.18)
AN

B = o A (4.19)

o = kAs,+ Ay, . (A.20)

A.4 Hologrammintensitéit eines sphéirischen Hologramms

Das Betragsquadrat der Hologrammintensitéit wurde bereits allgemein mit Gleichung (A.15) ausmul-
tipliziert. Fiir die Bestimmung des Betragsquadrates der Hologrammintensitit aus Gleichung (1.25)

miissen daher lediglich die Phasen und Amplituden mit Gleichung (A.11) verglichen werden. Es gilt:

By = A (A.21)
o = 0 (A.22)
B, = A, (A.23)
o = kry—k-r,+Ayp, . (A.24)

Die Phasendifferenz zwischen zwei Streuwellen lautet daher:

ou—r=k(ry—mr)—k-(r,—r1,)+Ap, —Ap, . (A.25)
—_—— —_— ————
=Arpy =Ty =Apuy

Werden alle Groflen in Gleichung (A.15) eingesetzt, resultiert Gleichung (3.1).

A.5 Integral iiber den Azimutwinkel

Um das Doppelintegral der Bildfunktion aus Gleichung (3.8) in ein einfaches Integral zu iiberfiihren,
muss zunéichst das vektorielle Skalarprodukt im Argument ir - k der Exponentialfunktion des Inte-

granden ausgeschrieben werden.

sin(©) cos(P) z
ik-Tr =ik | sin(0) sin(P)- y | =ik[z sin(©) cos(P®)+y sin(©) sin(P)+z cos(O)] (A.26)
cos(©) z

Wird dieser Exponent in Gleichung (3.8) eingesetzt, entsteht der folgende Ausdruck:

@maz 2T
f(f-) _ / de Sin(@)eikzcos(G) /d(I) eiksin(@)[icos(‘b)-&-ﬂsin(cb)] ) (A27)
0 0
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A.5. Integral iiber den Azimutwinkel

Das Integral iiber den Azimutwinkel ® kann nun analytisch gelost werden.

2m
Ag :/eilcsin(@)[fcos(‘b)-&-ﬂsin(q))] d® (A.28)
0

Zur Losung des azimutalen Integrals werden zunéchst alle ®-unabhingigen Groflen aus

Ubersichtsgriinden substituiert.

27
Ap = / Li(X cos(@)+Y sin(®)) ;g5 (A.29)

0
mit X = kzsin(0©) ; Y := kysin(O)

Obwohl dieses Integral durch die Substitution schon relativ {ibersichtlich wirkt, wird der Losungsweg
ohne weitere Substitution schnell kompliziert. Das Argument der komplexen e-Funktion kann auch

folgendermaflen ausgedriickt werden:

X cos(®) + Y sin(P) = Rcos(P — «) (A.30)

Y
mit R=+vX2+Y?2 und o = arctan (X) .

Aufgrund des Additionstheorems der cos-Funktion gilt ndmlich:

Rcos(® —a) = Rcos(a)cos(P®) + Rsin(a) sin(P) (A.31)
Weiterhin gilt:
cos(arctan(z)) = % = cos(a) = 12 = 2X s = % (A.32)
22+ 1 \/(§) L1 VX2HY
x Y 1 Y Y
sin(arctan(z)) = —— = sin(a) = = = == A.33
(arctan(s)) = ——— S N RTRE

Werden die Gleichungen (A.32) und (A.33) in Gleichung (A.31) eingesetzt, resultiert Gleichung (A.30).
Die Umformung ist somit legitim. Das Integral iiber den Azimutwinkel ldsst sich nun umformulieren

als

2
Ao = / eifeos(®=a) g | (A.34)
0



A.5. Integral iiber den Azimutwinkel

Zur Losung der Gleichung wird die komplexe e-Funktion als Reihenentwicklung dargestellt. Im Allge-

meinen gilt fiir die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion:

e’ =) - (A.35)

Durch die Vertauschbarkeit von Summen- und Integralzeichen folgt

27
> (i)"R" n
Ap = Z ( )n! /cos (P —a) dd . (A.36)
n=0 0

=M,
Mit der Substitution t = ®—a, c% =1 = dt =dP, tmin = —, tipae = 2m—a kann die Integralfunktion
A(n) mittels partieller Integration umgeformt werden.

2m—a

A, = /COSn(t) dt

—Q

2T—a
= / cos(t) cos" 1 (t) dt
—— ——
— =/ =u
2r—a ox_q
= |sin(t)-cos™ () - / sin(t) - (—sin(t)(n — 1) cos™%(t)) dt
—— —— ~——
=v =u —a -« =v =/
=0
2r—«

= (n—-1) / sin?(t) - cos" " 2(t) dt

2r—a

~ 1) / (1= cos2(£)) - cos™2(t) dt

—Q

2T—a 2T—a
= (n—-1) / cos"2(t) dt — / cos™(t) dt
M= o) (s - A) (A37)

Diese Gleichung lésst sich zu einer Rekursionsvorschrift umformen:

n—1

= _ A
Ay - Ap—o (A.38)

Da die Integralfunktion A, hingt somit immer vom vorletzten Rekursionsglied ab. Aus diesem Grund

muss der Rekursionsanfang fiir gerade und ungerade n separat ermittelt werden. Fiir gerade n gilt fiir
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A.5. Integral iiber den Azimutwinkel

das erste Rekursionsglied:

2T—a
Ao = / dd = [0 =21 —a — (—a) = 27 (A.39)
—«
Die Folgeglieder ergeben dann:
1 1
Ay = Z-Ag=2=-2
2 B 0 5 ™
3 31
Ay = 2. A=2.2.9
4 42Ty
5 5 3 1
Ng = = Ag=—=----=". 2
6 6 176 12"
2m—1 2m -3 2m—5 3 1
Agm = : : G oo 2 A4
2m om  2m—2 2m—4 42 (A.40)

Die letzte Zeile entspricht dabei der allgemeinen Darstellung des m-ten geraden Gliedes. Das m-te

Glied lésst sich durch eine geeignete Erweiterung stark zusammenfassen.

A _2m 2m—-1 2m—-2 2m—-3 2m—4 2m-—35 4 3 2 1 9
™ T om T 2m 2m—2 2m-2 2m—4 2m-4 714’2 27
1 1 1 1 1 1
= 27-(2m)! - : . . . . :
™ @m) SeS Am) AW =1 Am 1) Am =2 m =2
(2m)!
Das erste Rekursionsglied fiir ungerade n ist:
2m—a
A= / cos(®)d® = [sin(®)]*"* = sin(2r — @) — sin(—a) = 0 (A.42)

—Q

Alle A(n) mit ungeradem n verschwinden somit. Die Summe in Gleichung (A.36) reduziert sich daher
auf die geraden Glieder.
0 j2n R2n
Ao = — Aoy
¢ (20 7

B 2 (=1)"R*™ (2n)!
= 2”;) @n)l 22n(n))?

= 27y 22;(%2 R™ (A.43)
n=0
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A.6. Integral iiber den Polarwinkel

Die Summe in der Gleichung entspricht der Reihenentwicklung der nullten Besselfunktion erster Art

Jo. Es gilt ndmlich:
00 _1)
Jo(t) = =" (A.44)
Die Losung der Integralfunktion Ag ist also

Ag = 21Jo(R) (A.45)

Die Riicksubstitution von R fithrt dann zu folgendem Endergebnis:

2
[ s @ 7@ 4 — 2 gy (/T AT sin(e)) (A.46)
0

A.6 Integral iiber den Polarwinkel

Nachdem das Doppelintegral der Bildfunktion auf ein Einfachintegral reduziert wurde, muss noch die
Integration iiber den Polarwinkel ausgefiihrt werden, um einen analytisch verwertbaren Ausdruck zu

erhalten. Zu 16sen ist daher:

@maz
[(F) =27 / Jo (asin(©)) - sin(0) - ¢?cos(®) d© (A.47)
0

mit a:=kV232+ 9%, b:=kz

Fiir eine analytische Losung des Integrals konnen die Exponentialfunktion und die Besselfunktion als
Reihenentwicklungen durch die Gleichungen (A.35) und (A.44) dargestellt werden.

Gmam
m

I = 2« Z Z 227?(173:;2 a®" (;1‘ b / sin?"*1(@) - cos™(0) dO (A.48)

m=0n=0

::Annn

Da das Ziel dieser Rechnung die Auflésung der Integrale zur Analyse der grundlegenden Abbildungsei-
genschaften eines Kugelhologramms ist, wird ein ideales Kugelhologramm angenommen. Das bedeutet,
dass das Hologramm auf der geschlossenen Kugeloberfliche bekannt ist. In diesem Fall gilt ©,,4, = m,
wodurch die folgenden Rechnungen stark vereinfacht werden. Mit der Darstellung der Bildfunktion als

Reihenentwicklung reduziert sich das zu losende Integral auf

T

Apn = / sin?" (@) - cos™(0) dO (A.49)
0
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A.6. Integral iiber den Polarwinkel

Dieses Integral lédsst sich mittels partieller Integration l6sen.

™

Ao = /sin2n(9)-sin(@)-cosm(@) do (A.50)
0 i=u =0

Zunéchst muss die Stammfunktion v fiir Gleichung (A.50) ermittelt werden. Mittels Substitution ergibt

sich:

v = / cos™(©) - sin(6) dO

d
Substitution: ~ w := cos(0O), % = —sin(0) = dw = —sin(O) dO
vo= - /wmdw
,merl
vo= = + const.
m+1
m+1
voo= _cos™(0) + const. (A.51)
m+1

Nun kann die partielle Integration durchgefiihrt werden. Fiir Gleichung (A.50) ergibt sich:

™

Apm = /sin%(@)‘sin(@)‘cosm(@) do
———

0 =u =v’
m+1 % m+1
= |sin2"(0) (C"S(@)> - / 2n sin2""1(0) - cos(O) (COS(@)> 0
—_—— m+1 ~ m+1
u - 0 u’ 7
v 0 v

=0, da sin2"(x) = sin2?(0) = 0

Da cos?(z) = 1 — sin?(z) ist, kann der verbleibende Integrand umgeformt werden:

s

2n . on— . m
Ay = — /sm2 ! (1- sin*(0)) cos™(©) dO
0

2n . 2n—1 m s 2n+1 m

= sin cos™(©) dO — [ sin cos™(©) dO
m+1
0 0

2n

- m+1 (An—l,m - An,m) (A52)

Wird der Ausdruck in der letzten Zeile nach A, ,,, aufgeldst, ergibt sich eine Rekursionsvorschrift.

2n

- Am A.53
mtm+1 b (A.53)

n,m
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A.6. Integral iiber den Polarwinkel

Zur Bestimmung des Startglieds muss das Integral mit Laufindex n = 0 gelst werden.

™

Ao = /sin(@) -cos"(©) dO©
0

cos™t1(0)1"

B [_m—i—l]

—(=1)m*tt 41

= — 7 @@ - A.54
m—+1 ( )

(s. Gleichung (A.51))
0

Fiir das Startglied der Rekursion gilt somit folgende Fallunterscheidung:

—2_ fiir gerade m
Ao = ™ 8 (A.55)
0 fiir ungerade m

Das bedeutet, dass alle Terme mit ungeradem m in Gleichung (A.48) verschwinden. Aus diesem Grund
kann Gleichung (A.48) folgendermafien umgeschrieben werden:

max

. © _1\n i)2m
I = 21y > 2gn(2!)2 a”" ((2271)! b / sin®**1(0) - cos”™(©) dO

m=0n=0

Vv
YV
.—Cn’m X’r
T itn,m

= 27 i i Crm N (A.56)

m=0n=0

Um die Verwechslung mit der Integralfunktion A,, ,, aus Gleichung (A.49) zu vermeiden, ist die Inte-
gralfunktion in dieser Gleichung mit einem Strich gekennzeichnet. Der Unterschied besteht lediglich im
Exponenten der cos-Funktion, der nun 2m statt m lautet. Die Anderung des Exponenten von m nach
2m muss auch in der Rekursionsvorschrift in Gleichung (A.53) bzw. in Gleichung (A.55) beriicksichtigt
werden. Es gilt daher:

, 2n 2

S . it A =t A57
nm = o om0 o hm MY Bom =5 0T (A-57)

Mit dieser Gleichung kann nun ein konkreter Ausdruck fiir die Integralfunktion ermittelt werden.

2n
A = —— A\
o 2n+2m+1 b
_ 2n ‘ 2(n—1) N
n+2m+1 2n—1)+2m+1 "2m
B 2n 2(n—1) 2(n —2) 2 A
o2 42m+1 2n—-1)4+2m+1 2(n—2)+2m+1 om+3 O™
1 1 1 2
— 9yl ) ) e )
2n+2m+1 2n+2m—-1 2n+2m—3 2m+3 2m+1
——
=Ao,m



A.6. Integral iiber den Polarwinkel

Der entstehende Ausdruck kann weiter vereinfacht werden, wenn folgende Erweiterung angewendet

wird:

1 2n +2m 1 2n—|—2m—2 1

A/ — 2TL+1‘
L Mmt2m+1l 2n+2m 2n+2m—1 2n+2m—2 2n+2m—3
2m+ 4 1 2m + 2 1

O9m+4 2m+3 2m+2 2m+1

= 2ntly ‘mg%(2n+2m)-(2n+2m—2)-(2n—l—2m—4)- e - (2m+4) - (2m+2)
= bt I m) 2= 1) 202 2 2) 2 )
_ ontly (2m)! 2"(n 4+ m)!

(2n +2m + 1)! m!

Es kann nun ein gesammter Summand in Gleichung (A.56) ausformuliert werden. Mit (7)%™ =
(—1)™ ergibt sich:

oo D O g @m) 20t m)
LI 22n(nl)? (2m)! (2n+2m +1)! m!
(_1)n+m(n 4 m) a2npim (A 58)
2(n+m)+1)! n!m! '
Gleichung (A.56) kann dann folgendermaflen geschrieben werden:
~ X X —1)ntm ! 2nb2m
F:47rzz( " ntm)t e (A.59)

(2(n+m)+ 1) nlm!

Die einzelnen Summanden enthalten somit einen Faktor, der von der Summe der einzelnen Laufindizes
(n +m) abhingt. Dieser Faktor ist konstant, solange (n +m) = const. ist. Das kann genutzt werden,
um die beiden unendlichen Summen in eine unendliche und eine endliche Summe umzuformen. Mit
[ :=m + n gilt fiir die Bildfunktion:

o0 2nb2(l n)

_ oy
b Z 2l+1| z:: (—n)!
-1 Il -
4ﬂzz;<2(l+)1>! ; TR

— 4 00(_71)1 l l 2yn(p2)l—n
DNCEV P (@) (")

o:o 1\ B
- 47rl§(2(l+1)1)!<a2+b2)l (A.60)

Diese Reihe &hnelt sehr stark der Reihenentwicklung der sin-Funktion.

sin(x Z 2l+1 D (A.61)
1:0
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A.7. Uberlagerung von Objekt- und Zwillingsbild

Um die Summe in Gleichung (A.60) durch die sin-Funktion ersetzen zu koénnen, werden folgende
Modifikationen durchgefiihrt:

oo

e D (et

20+ 1)!

_ = (1)t o Va2 + b2

( /a2+b2)2l+1

v a? + b2 ; (2l + 1)'

sin (\/ a’ + b2>
VTR

= 47 sinc (\/ a’+ b2) (A.62)

= A4r

Durch Riicksubstitution von a und b ergibt das Argument der sinc-Funktion.

Vai+b? = \/k 242 L1
= kV22+ 2+

= k7 (A.63)

Die atomare Bildfunktion eines idealen Kugelhologramms lautet daher:

I['(T) = 4 sinc(k7) (A.64)

A.7 TUberlagerung von Objekt- und Zwillingsbild

Objekt- und Zwillingsbild zweier Streuzentren iiberlagern sich, wenn r,, = —r/, gilt. Fiir die Mischterme

aus Gleichung (3.20) gilt nach dem Einsetzen von Gleichung (3.16):

LhE)-T%() + () Ty () = Cio," T(r =)l —x,) + GOy TM(r —r,)l(r — 1)

~ 2
- (cjcg*-+cj*o;)‘r@-qg‘ (A.65)
Anschliefend werden die Vorfaktoren mit Hilfe von Gleichung (3.10) formuliert. Da mit r, = —r),
auch r, = r, gilt, folgt
C«:-CV—* + CI*CV— _ A(2)A,U,Al/ <€i(kr#+A<p,L)ei(kru—l-Ago,,) + e—i(kr#—&—A@H)e—i(kr,L—l-Acpy))
= A2 AA, (ei(2kru+AcpM+Agoy) 4 e—i(?kru-i—AcpM—i-Agoy))
= 2A3A,A, cos(2kr, + o). (A.66)

Im letzten Schritt wurde die Summe der Phasenverschiebungen von p-ter und v-ter Streuwelle durch

den Ausdruck ¢, := Ap, + Ayp, substituiert. Zusammen mit Gleichung (A.66) lasst sich Gleichung
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A.8. Atomare Bildfunktion eines Differenzmusters

(A.65) durch das Betragsquadrat der I'}-Funktion ausdriicken. Nach Gleichung 3.22 gilt némlich

I (r)]> = A3A42 T i A.67
‘ u(r)‘ — 20 (I‘—I‘M) ( : )
Daraus folgt

I'f(r)-T;* PH@) T () = 297 cos(2k I ()| A.68

p(r) T () + T (r) - T (r) = Ajcos( o) |Th ()] (A.68)

Nach Gleichung 3.22 ldsst sich mit r, = —r, auch das Betragsquadrat der I'-Funktion durch das
Betragsquadrat der ')} formulieren.

oz A2 e
T, (r)]” = fTi ‘F# (r)| (A.69)

Die Bildintensitat um das p-te Streuatom setzt sich dann wie folgt zusammen:

2 _12 . v A2 A, 9
TS+ |0+ T, + T T, = <1+A%L+2AMCOS(2]€TM+QDMV)> Th
AV AN AV 412
= /Tu <Au + Aiu + 2 cos(2kr, + 90#!/)) ’Fu ’ (A.70)

A.8 Atomare Bildfunktion eines Differenzmusters

In einem Koordinatensystem mit dem Streuatom auf der z-Achse entspricht der Winkel ~,, zwischen
den Ortsvektoren r’ eines Hologrammpunkts und r,, des Streuzentrums dem Polarwinkel ©”. Gemas8

Abschnitt 1.5.3 ldsst sich die Phase des Streuatoms dann folgendermafien formulieren:
o = kry(1—cos(0")) + Ay, . (A.71)

Wird die Phase in der Hologrammintensitdt aus Gleichung (1.25) durch diesen Ausdruck ersetzt,

resultiert folgender Summand nach Bildung des Betragsquadrats:
I, = AoA, cos (kry(1 — cos(©”)) + Ag,) . (A.72)
Wird die Wellenzahl k£ durch den Ausdruck k & §k ersetzt, ergibt sich:

Lgask = AoAucos ((k=0k)ru (1 —cos(0") + Agy)

Auf diesen Ausdruck ldsst sich das Additionstheorem der cos-Funktion anwenden. Damit die folgenden

Ausdriicke etwas iibersichtlicher werden, wird ab sofort die Substitution ¢ := (1 — cos(0"”)) verwendet.

Lgesr = AoAu [cos (krut + Apy) cos (Skrut + Apy)
Fsin (Erut + Agoﬂ) sin (0kr,t + Agpu)] . (A.73)
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A.8. Atomare Bildfunktion eines Differenzmusters

Bei der Bildung eines Differenzmusters lassen sich solche Terme paarweise zusammenfassen.

IM,EJFM - Iy,ﬁ—&k = —2ApA, sin (Erut + Agou) sin (0kr,t + Ap,,) (A.74)

Durch Anwendung der FKEulerformel lassen sich die sin-Funktionen in komplexe e-Funktionen

iiberfiithren.

IM,EHk - IM7E_6]€ = %AOAN [ez’(EmtJrAw) _ efi(Er#tJrAgoM)} {ei(ékmtJrAapu) _ efi(ékr#tJrALpM)}
_ % AoA, [ei((hak)mwmw) _ okt _ (Bt e*i((E+6k)rHt+2Agau)]
_ % AoA, [eiﬁrut [ei(ékazAw) _ e—iékrut} _ pifrat [eiékmt _ e—i(ékr“t-‘rQAgou):H

= 1AoA, [ei(ET“HA%) sin(dkr,t + Apy,) — e~ i(krut+Aey) sin(dkr,t — Agpu)]

Wird dieser Ausdruck in die Bildfunktion aus Gleichung (1.11) eingesetzt, resultieren nach

Riicksubstitution von ¢ folgende Bildfunktionen:

I'H(r) = CiTu(Ryr) (A.75)
ﬂm/aw
T,(r) = / Jo (E\/%Q +y2- sin(@”)) sin(©") sin(dkr, (1 — cos(©")) + Agou)eiﬁ(zy“)ms(en) de”
0
Cf = 2midgA, eFiEntien)

Dabei wurde das Integral iiber den Azimutwinkel gem&fl Anhang A.5 durch die Besselfunktion Jy
ersetzt. Da die atomare Bildfunktion I' in dieser Form nur in einem Koordinatensystem mit dem
Streuatom auf der z-Achse gilt, miissen die Koordinaten des Rekonstruktionspunktes in einem belie-
bigen Koordinatensystem per Rotationsmatrix R, transformiert werden. Weiterhin haben numerische
Analysen gezeigt, dass die Phasenverschiebung Ay, im Argument der sin-Funktion keinen Einfluss
auf den Betrag von f“ hat. Zur Diskussion der Abbildungseigenschaften, wie in Abschnitt 4.1.4, kann

die Phasenverschiebung im Argument der sin-Funktion daher vernachlissigt werden.
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