Bernd NEUBERT, GieRen
Kombinatorische Aufgaben in der Grundschule

Kombinatorische Aufgaben sind schon seit langer Zeit Bestandteil des Ma-
thematikunterrichts in der Grundschule.

»,Das Kombinieren — gemeiniglich ganz und sehr mit Unrecht vernachl&s-
sigt — gehort zu den allerleichtesten und vieles erleichternden Ubungen,
recht eigentlich fir Kinder. Dass zwei Dinge ihre Stellung rechts und links
(hinten und vorn, oben und unten) wechseln kénnen, ist der Anfang. Dass
drei Dringe sich sechsfach (in einer Linie) versetzen lassen, ist die nachste
Folge. Wie viele Paare man aus einer Menge vorliegender Dinge nehmen
konne, ist eine der leichtesten Fragen. Wie weit man fortzuschreiten habe,
miussen die Umstande bestimmen.” (Herbart 1841)

Im Beitrag soll der Frage nachgegangen werden, welches didaktische Po-
tenzial sich im heutigen Zeitalter der Bildungsstandards damit verbinden
lasst.

Einordnung kombinatorischer Aufgaben

Die Kombinatorik ist ein Teilgebiet der Mathematik, dessen Inhalt sich von
dem anderer mathematischer Disziplinen, zum Beispiel der Zahlentheorie,
Geometrie oder Wahrscheinlichkeitsrechnung nur schwer abgrenzen lasst.
Sie beschéftigt sich mit Problemen der Anordnung oder der Auswahl von
bestimmten Objekten aus verschiedenen Bereichen der Wirklichkeit oder
unseres Denkens und wird auch als ,,Kunst des geschickten Abzahlens*
bezeichnet.

Die mathematische Zielstellung der Kombinatorik ist durch zwei Aufga-
benstellungen gekennzeichnet:

1) Es ist festzustellen, welche Mdéglichkeiten es gibt, Elemente einer endli-
chen Menge nach bestimmten Bedingungen auszuwahlen oder anzuordnen.

2) Es ist festzustellen, wie viele Mdglichkeiten es daflr insgesamt gibt.

In den KMK-Bildungsstandards findet man nur eine kurze Anmerkung zu
kombinatorischen Aufgaben. Unter der Leitidee ,,Zahlen und Operationen*
wird fir den Teilbereich ,,in Kontexten rechnen* auf die folgende inhaltbe-
zogene mathematische Kompetenz orientiert: ,,Einfache kombinatorische
Aufgaben (z. B. Knobelaufgaben) durch Probieren bzw. systematisches
Vorgehen lésen* (2005, S. 9).

In verschiedenen Quellen wird die Kombinatorik in engem Zusammenhang
mit Wahrscheinlichkeit betrachtet. Dies erscheint mir fur die Sekundarstu-



fen zur Anwendung der LAPLACE-Formel gerechtfertigt, in der Primarstu-
fe werden fur Wahrscheinlichkeit und Kombinatorik weitgehend verschie-
dene Ziele verfolgt. Fir Wahrscheinlichkeitsaufgaben sind zwar Anzahlbe-
stimmungen notig, dazu reicht in der Grundschule aber meist zdhlendes
Vorgehen aus. Wirkliche kombinatorische Uberlegungen kommen eher sel-
ten vor, zum Beispiel bei der Untersuchung verschiedener Summen beim
Wirfeln mit zwei Wirfeln.

Entwicklung allgemeiner mathematischer Kompetenzen

Im Folgenden soll der Frage nachgegangen werden, welches Potenzial
kombinatorische Aufgaben fir die Entwicklung allgemeiner mathemati-
scher Kompetenzen haben. Der Schwerpunkt wird dabei auf dem Darstel-
len liegen.

Orientiert man sich an den oben aufgefiihrten Fragestellungen der Kombi-
natorik, stellt die Suche nach prinzipiellen Moglichkeiten zum Zusammen-
stellen der endlichen Mengen kaum ein Problem dar, da die kombinatori-
sche Aufgabenstellung in der Regel von Grundschilern verstanden wird.
Das Problemldsen besteht in der Suche nach allen Mdglichkeiten, der Be-
antwortung der Frage, ob alle Mdglichkeiten gefunden wurden und dem
AusschlielRen ,,doppelter Moglichkeiten®.

Hier setzen auch die Moglichkeiten zur Entwicklung der Kompetenz des
Darstellens an. ,,Fir das Bearbeiten mathematischer Probleme geeignete
Darstellungen entwickeln, auswahlen und nutzen® (S. 8) lautet die entspre-
chende Orientierung in den KMK-Bildungsstandards.

Fur viele kombinatorische Aufgaben ist die Arbeit auf allen Représentati-
onsebenen nach BRUNER maoglich. Fir den Unterricht missen sich Lehrer
unter anderem folgende Fragen stellen: Wird auf eine Darstellungsform
orientiert? Wenn ja, auf welche? Oder sollen die Schiler eigene Moglich-
keiten finden?

Im Folgenden werden Erkenntnisse aus Studien zur Arbeit mit kombinato-
rischen Aufgaben vorgestellt, die im Rahmen von Lehrveranstaltungen
bzw. Examensarbeiten an der JLU GieRen durchgefuhrt wurden. Die Schii-
lerinnen und Schuler konnten die Art der Darstellung selbst wahlen.

In der ersten Studie wurden Zweitklassler im November mit drei kombina-
torischen Aufgaben konfrontiert: Ermitteln der Anzahl der Mdglichkeiten
der Anordnung von drei verschieden farbigen Sternen, der Anzahl der
Schlittenrennen zwischen vier Kindern, wenn immer zwei Kinder gegen-
einander fahren und der Anzahl der unterschiedlichen Mdoglichkeiten des



Anziehens des Weihnachtsmannes, wenn dieser vier Mutzen und drei Man-
tel besitzt (vgl. Breiter/Pfeil/Neubert 2009).

Die Schuler kamen beim Bearbeiten dieser Aufgaben erstmals mit kombi-
natorischen Problemen in Berthrung. Die Darstellung der Lésungen wurde
von den Schilern selbst gewahlt. Dabei entstand eine breite Palette an
Mdoglichkeiten. Wahrend einige Schuler verstéandlicherweise die Anord-
nungen sehr emotional zeichneten, waren andere Darstellungen schon we-
sentlich abstrakter. Auf Nebenséchlichkeiten in den Zeichnungen wurde
verzichtet, die Anordnungen wurden aufgeschrieben und auch Anséatze von
Baumdiagrammen waren zu finden.

In der zweiten Studie l0sten Drittkl&ssler, die vorher schon mit kombinato-
rischen Aufgaben in Berlihrung gekommen waren, die ,,Speisekartenaufga-
be*. Sie ermittelten die Anzahl aller moglichen Drei-Gange-Mendis aus
Vorspeise (zwei Mdoglichkeiten), Hauptgericht (vier Mdglichkeiten) und
Nachtisch (drei Mdglichkeiten)

Obwohl die Lehrerin ausreichend Kartchen zur Verfugung stellte, um alle
moglichen Mendis getrennt zu legen, wurde dieses Material nur von weni-
gen Kindern genutzt. Es gab auch hier viele, recht unterschiedliche Darstel-
lungsformen: Produktregel, Strukturdiagramm und das Notieren der Zu-
sammenstellungen fir ein Drei-Génge-Men in schriftlicher Form und un-
ter Verwendung selbst erfundener Symbole (vgl. Jung 1999, Neubert
2011).

Ziel der dritten Studie (vgl. Werner 2011) war, das Notationsverhalten von
Grundschulkindern aller vier Jahrgangsstufen miteinander zu vergleichen.
Dazu musste eine Aufgabe gefunden werden, die auch schon von Erstklass-
lern verstanden und bearbeitet werden konnte. Die Wabhl fiel auf das Bauen
von Tirmen aus drei Steinen verschiedener Farbe, wobei fir einen Turm
jede Farbe nur einmal verwendet werden durfte.

Typisch fir Klasse 1 war, dass erst alle Tirme mit jeweils neuen Steinen
gebaut und anschlielRend die gefundenen Mdglichkeiten notiert wurden.

In Klasse 2 war diese Strategie ebenfalls zu finden, wurde aber auch von
anderen Vorgehensweisen abgeltst. Zum einen wurde jeder Turm direkt
nach dem Konstruieren notiert, zum anderen wurde das Legematerial nur
noch einfach verwendet.

Diese Vorgehensweise war auch in Klasse 3 dominierend. Auflerdem ka-
men in dieser Klassenstufe keine Dopplungen mehr vor und die Vielfalt der
Darstellungen nahm stark zu. Es gab ausgemalte Tirme, Konturen von
Turmen und immer mehr symbolische Darstellungen.



Die Viertkl&ssler zeigten teilweise ein noch héheres Abstraktionsvermégen
beim Losen der Aufgabe. Die Schilerdokumente fielen vielféltiger aus. Es
wurden zwar weiterhin TuUrme bzw. deren Konturen gezeichnet, es war
aber auch eine Tendenz zum Arbeiten auf symbolischer Ebene in verschie-
denen Varianten zu beobachten. Wahrend einige Kinder die Farben der
Steine nebeneinander anordneten, schrieben andere diese (als Turm) unter-
einander. Manche Schiler verzichteten auch schon darauf, alle Tirme zu
bauen, sondern lésten die Aufgabe kognitiv.

Fazit

Kombinatorische Aufgaben wirken in der Regel auf alle Kinder duf3erst
motivierend. Wenn die Kinder die Chance zum eigenstandigen Ldsen be-
kommen, sind sehr unterschiedliche VVorgehensweisen zu beobachten. Dies
betrifft genau so die Darstellung des Losungsweges.

Daraus l&sst sich eine mogliche Empfehlung fur die Behandlung kombina-
torischer Aufgaben ableiten: Nach der Formulierung der Fragestellung soll-
ten die Schuler Mdoglichkeiten und Darstellungsformen selbst suchen und
anschlielend ihre Losungswege vorstellen. Besonders wichtige Darstel-
lungsformen sollten explizit behandelt werden.
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