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Die Bernoulli-Formel verstehen? Rekonstruktion von Verste-
hensprozessen bei Lernenden der Oberstufe

Der Umgang mit mathematischen Formeln stellt fiir viele Lernende bekannt-
lich eine Herausforderung dar (z. B. Schou & Bikner-Ahsbahs, 2022). Fiir
einen verstdindigen Umgang mit mathematischen Formeln gilt der Aufbau
eines konzeptuellen Verstiandnisses von entscheidender Bedeutung (Prediger
etal., 2022). In diesem Beitrag stellen wir einen Rahmen vor, in dem wir das
konzeptuelle Verstindnis fiir die Bernoulli-Formel beschreiben und fiir die
empirische Forschung zugéanglich machen. Darauf autbauend wird exempla-
risch rekonstruiert, welche Verstehensprozesse bei Lernenden der Oberstufe
in einer Lernumgebung zur Erarbeitung der Bernoulli-Formel nachverfolgt
werden konnen.

Konzeptuelles Verstandnis auf drei Ebenen

In Anlehnung an Hiebert und Carpenter (1992) verstehen wir mit konzeptu-
ellem Verstidndnis ein tiefes Verstehen der Verbindungen und Beziehungen
zwischen verschiedenen mathematischen Ideen und Konzepten. Im Kontext
mathematischer Sitze wird dabei das Erkennen der mathematischen Struk-
tur, also jenen Verbindungen zwischen den Voraussetzungen und der Be-
hauptung eines Satzes, als relevant angesehen (z. B. Leong et al., 2021). Fiir
die Bernoulli-Formel unterteilen wir die mathematische Struktur in drei Ebe-
nen (s. Abb. 1; vgl. u. a. Schupp, 1985).
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Abb. 1: Modell des konzeptuellen Verstdndnisses zur Bernoulli-Formel

Nach Drollinger-Vetter (2011) lassen sich mathematisch hoch verdichtete
Konzepte in einzelne Verstehenselemente zerlegen (,,auffalten‘). Der theo-
retische Rahmen der drei Ebenen (s. Abb. 1) ist mit dieser Auffassung kon-
form, da sich die Bernoulli-Formel (mit der die Wahrscheinlichkeit fiir ein
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Ereignis bestimmt werden kann) iiber die Struktur des Ereignisses und die
anderen Ebenen erkldren bzw. auffalten lésst.

Das Galton-Brett als verstehensforderliche Darstellung?

In verschiedenen Praxisbeitrigen wird das Potenzial des Galton-Bretts, das
zugleich als Kontext und Darstellung angesehen werden kann, zur Erarbei-
tung der Bernoulli-Formel herausgestellt (z. B. HuBmann, 2003). In empiri-
schen Forschungsbeitrigen zur Bernoulli-Formel wird jedoch eher das
Baumdiagramm als Darstellung aufgegriffen (z. B. Sanchez & Landin,
2014). Fiir die Auseinandersetzung mit dem Galton-Brett stellt sich die
Frage: Welche Verstehensprozesse konnen bei Lernenden der Oberstufe
wihrend der Erarbeitung der Bernoulli-Formel nachverfolgt werden?

Methodik

Im Rahmen eines libergeordneten Design-Research-Projekts wurde eine
vierteilige Lernumgebung (jeweils 45 Minuten) zur Erarbeitung der
Bernoulli-Formel entwickelt (Haverkamp & Kempen, 2024). Dabei wird im
zweiten Teil die Systematisierung der Wahrscheinlichkeit fiir ein Ergebnis
anvisiert. Zu diesem Zweck wird anhand eines schrig aufgestellten Galton-
Bretts (vierstufig, p=1/4, Nummerierung der Eimer von 0 bis 4) zunichst auf
die Entwicklung einer informellen Strategie abgezielt. Die Analyse dieses
Beitrags wird dabei anhand der folgenden Fokusaufgabe vollzogen: Bestim-
men Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Kugel in Eimer 1 fallt.

Im zweiten Zyklus des Design-Research-Projekts wurden Designexperi-
mente in vier Lerngruppen der Oberstufe (NRW, 1 Leistungskurs, 3 Grund-
kurse, je 8 bis 16 Lernende, Alter: 17 bis 19 Jahre) durchgefiihrt. Die Bear-
beitung der Fokusaufgabe erfolgte in Zweiergruppen, sodass die Bearbeitung
von 19 Gruppen zur Verfiigung stehen, wobei die bearbeiteten Aufgabenzet-
tel und transkribierte Audioaufnahmen der Gruppendiskussion als Daten-
grundlage dienen. Die qualitative Datenanalyse erfolgte in einem dreischrit-
tigem Kodierungsverfahren: (1) Relevante AuBerungen wurden mit den drei
Ebenen und (2) mit den sechs Sub-Ebenen kodiert (s.0.), um die Adressie-
rung der mathematischen Struktur und dazwischenliegenden Verbindungen
nachzeichnen zu konnen. (3) AuBerungen einer Sub-Ebene wurden induktiv
kodiert, um unterschiedliche Verstehenselemente der Sub-Ebenen zu gene-
rieren, wobei diese mit deduktiven Voriiberlegungen abgeglichen wurden.

Ausgewihlte Analyseergebnisse

Bei der Bearbeitung der Fokusaufgabe kommt es zu folgendem Gespriach
zwischen den Lernenden Leo und Emma, das an dieser Stelle auf die inhalt-
lich relevanten Aussagen gekiirzt wurde.
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Turn Person Transkriptauszug Kodierung

1 Leo (...) Ja, dann miissten wir jetzt ja die Wege durch- EreiW
gehen, oder? (Emma: Hm)
2 Leo (...) Das ist 3 Viertel mal 3 Viertel mal 3 Viertel ErgeW

mal 1 Viertel. Sind die alle, oder? Die alle.

3a Leo Ja, also 3 Viertel hoch 3 mal 1 Viertel. Das ist die ErgeW
Wabhrscheinlichkeit. (Emma: Ja)

3b Und das Ergebnis noch mal 3... (Emma: Hi?) EreiW

4a Leo Weil es fallt bei jedem Weg einmal nach rechts und  Erge
die Wahrscheinlichkeit ist 1 Viertel. Und es TErgw
fallt 3 mal nach links, das ist 3 Viertel.

4b Also 3 Viertel hoch 3 mal 1 Viertel. Da ist die Ergew
Wahrscheinlichkeit, einmal da reinzukommen.

4¢ Aber es gibt, ah ne mal 4, weil es gibt 4 Wege. Erei;
Deswegen das mal 4. EreiW

Tab. 1: Transkriptauszug von Leo und Emma mit Kategorisierung entlang der drei
Ebenen (fiir die Bedeutung der Abkiirzungen siche Abb. 1)

In diesem Auszug werden zwei wiinschenswerte Phanomene deutlich. Die
Wabhrscheinlichkeit fiir ein Ergebnis (ErgeW) wird ausgehend von einer
Multiplikation von vier Briichen (Turn 2) in eine Potenzschreibweise {iber-
fiihrt (Turn 3a, 4b). Wiederum wird die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis
(EreiW) ausgehend von einer Idee der additiven Bestimmung (Turn 1) durch
eine Idee der multiplikativen Bestimmung (Turn 3b, 4c) ersetzt. In beiden
Féllen zeigt sich eine zunehmende Schematisierung des Vorgehens und da-
mit jewelils ein Prozess der Verdichtung, an dessen Ende sich eine entwi-
ckelte informelle Strategie erkennen lésst, die mit der Bernoulli-Formel be-
reits in weiten Teilen konform ist. Ein weiteres Phinomen erwichst aus der
situativen Deutung der Bestandteile der selbstentwickelten Strategie: Einer-
seits wird die Anzahl der jeweiligen Teilergebnisse (Erge) und die Wahr-
scheinlichkeit fiir die Teilergebnisse (TErgW) zur Deutung der Potenz-
schreibweise aufgegriffen (Turn 4a). Andererseits wird genau dieser Term
als Wahrscheinlichkeit fiir jeden gilinstigen Weg (ErgeW) interpretiert (Turn
4b, 2) und die Multiplikation mit der Anzahl der zu Eimer 1 fithrenden Wege
(Turn 4c; Erei) als weiterer Bestandteil zur Berechnung der Wahrscheinlich-
keit fiir ein Ereignis erkannt (EreiW). Das schematisierte Vorgehen wird da-
mit in einzelne Verstehenselemente zerlegt, womit sich ein Prozess der Auf-
faltung zeigt, an dem sich das Erkennen mathematischer Strukturen festma-
chen lasst.
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Diskussion

Am Einzelfall Leo und Emma wurde exemplarisch ein Verstehensprozess
mithilfe des Rahmens der mathematischen Struktur auf den drei Ebenen re-
konstruiert. Fiir die weitere Entwicklung des Projekts ist eine Anreicherung
um konsolidierte Verstehenselemente iiber eine Analyse aller Lerngruppen
angedacht, um (1) die Verstehensprozesse tiefgreifender nachvollziehen und
(2) yypische Verstehensprozesse (und Hiirden) herausstellen zu konnen, die
im Sinne einer lokalen Theorie bei der Weiterentwicklung der Lernumge-
bung beriicksichtigt werden. Dieses Ziel konnte durch eine zunehmende Sys-
tematisierung der Bernoulli-Formel erreicht werden, die entlang von Aufga-
ben erfolgt, die die relevanten Verstehensprozesse fokussieren. Fiir dieses
Vorhaben wird der hier vorgestellte, theoretisch fundierte und gegenstands-
spezifisch konkretisierte (vorlaufige) Rahmen als vielversprechendes Instru-
ment angesehen.
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