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Das Verstiandnis von Allgemeingiiltigkeit mathematischer
Aussagen — eine experimentelle Studie im Ubergang
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Mathematische Forschung resultiert iiberwiegend in Aussagen, die — sobald
sie bewiesen wurden — ohne jegliche Ausnahmen wahr sind. Diese uneinge-
schrdnkte Allgemeingiiltigkeit sowie die Methode, der Beweis, mit der ent-
sprechende Aussagen gesichert werden, sind fiir die Mathematik zentral.
Aufgrund dieser fundamentalen Rolle in der Mathematik ist das Beweisen
seit vielen Jahrzehnten ein Forschungsschwerpunkt in der Mathematikdidak-
tik. In der Literatur dabei bisher nicht systematisch untersucht wurde das
Verstdndnis der Allgemeingiiltigkeit von Aussagen von Lernenden, also das
Verstindnis, dass es zu wahren Allaussagen kein Gegenbeispiel gibt. Dieses
ist jedoch fiir das Verstdndnis mathematischer (All-)Aussagen und Beweise
bedeutsam, da es wie erwidhnt ebendiese Allgemeingiiltigkeit ist, die allge-
meingiiltige Beweise tiberhaupt notwendig macht und als ein wesentliches
Kennzeichen von Mathematik gelten kann. Die Bedeutung des Verstindnis-
ses von Allgemeingiiltigkeit von Lernenden wird entsprechend in der Lite-
ratur immer wieder betont (z.B. Conner, 2022; Fischbein, 1982). Bisher gibt
es jedoch praktisch keine Studien, die das Verstindnis von Allgemeingiiltig-
keit von Aussagen explizit untersucht haben. Die wenigen Studien, die bis-
her durchgefiihrt wurden (die meisten von ihnen rein beschreibend) setzen
das Verstindnis von Allgemeingiiltigkeit mathematischer Aussagen direkt
mit (dem Verstindnis der Allgemeingiiltigkeit von) Beweisen in Beziehung
(z.B. Chazan, 1993; Knuth, 2002; Healy & Hoyles, 2000). Die Allgemein-
giiltigkeit von Beweisen meint dabei, dass die Allgemeingiiltigkeit einer ent-
sprechenden Aussage abgesichert wird, es also keinerlei Gegenbeispiele zu
dieser geben kann. In Bezug auf ein angemessenes Beweisverstindnis argu-
mentieren einige Forschende, dass die Verwendung oder Uberzeugung von
empirischen Argumenten auf ein unzureichendes Verstindnis von Allge-
meingiiltigkeit hinweisen kann (z.B. Conner, 2022). Der konkrete Zusam-
menhang wurde allerdings bisher nicht untersucht, insbesondere bezogen auf
das Verstdndnis von Allgemeingiiltigkeit mathematischer Aussagen.

Forschungsinteresse

Das Hauptziel der vorliegenden Studie ist es, das Verstdndnis der Allgemein-
giiltigkeit mathematischer Aussagen von Studienanfanger:innen und den Be-
zug zum Lesen und Konstruieren von verschiedenen Arten von Argumenten
(keine Argumente, empirische Argumente, generischer und traditioneller
Beweis) theoretisch zu fassen und empirisch zu untersuchen. Dariiber hinaus
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wurden die Vertrautheit mit der Aussage und ihre Giiltigkeit in einer Rah-
mentheorie als wichtige Merkmale beriicksichtigt, da diese ebenfalls die
Leistung von Studierenden bei beweisbezogenen Aktivitdten beeinflussen
konnen (siehe z.B. Barkai, Tsamir, Tirosh, & Dreyfus, 2002; Hanna, 1989;
Stylianides, 2007). Konkret wurden im abgeschlossenen Dissertationspro-
jekt (Damrau, im Druck) unter anderem folgende Fragen untersucht:

o Wie groB ist der Anteil der Studierenden, die nicht davon {iberzeugt sind,
dass es keine Gegenbeispiele zu einer wahren Allaussage gibt?

e Welchen Einfluss hat das Lesen verschiedener Arten von Argumenten auf
das Verstindnis von Allgemeingiiltigkeit einer mathematischen Aussage?

e Wie beeinflusst die Art der Aussage das Verstandnis der Allgemeingiil-
tigkeit der Aussage?

e Welcher Zusammenhang besteht zwischen dem Verstdndnis von Allge-
meingiiltigkeit von Aussagen und der Nutzung von sowie der Uberzeu-
gung durch empirische Argumente?

Methodik

Zur Beantwortung der Forschungsfragen wurde eine experimentelle Frage-
bogenstudie konzipiert, die in zwei Erstsemestervorlesungen im November
2020 online durchgefiihrt wurde. 430 Lehramts- und Mathematikstudierende
einer deutschen Universitét in Nordrhein-Westfalen nahmen an der Untersu-
chung teil. Die Teilnehmenden wurden zufillig in vier Gruppen eingeteilt:
Gruppe A erhielt keine Argumente zur Begriindung der Aussagen, Gruppe
B erhielt empirische Argumente in Form von drei bzw. vier Beispielen,
Gruppe C generische Beweise und Gruppe D traditionelle Beweise (wie sie
typischerweise von Mathematiker:innen konstruiert wiirden).

Alle Studienteilnehmenden — unabhingig von ihrer Gruppe — mussten dann
jeweils zwei Fragen zu denselben fiinf Allaussagen (zwei von thnen aus der
Geometrie und aus der Schule bekannt, zwei von 1thnen aus der elementaren
Zahlentheorie und unbekannt und eine falsch) beantworten. In den Fragen
ging es um die Einschitzung der Giiltigkeit der Aussagen (gefragt wurde im
Item nach der Richtigkeit) und darum, ob sie iiberzeugt davon sind, dass es
keine Gegenbeispiele geben kann (letzteres wurde so ausgedriickt, dass der
Begriff Gegenbeispiele nicht verwendet wurde, indem die Umkehrungen der
Aussagen betrachtet wurde).

Dartiber hinaus wurden die Teilnehmenden der Gruppe A dazu aufgefordert,
selbst zu begriinden, warum die Aussagen richtig/falsch sind. Diese Antwor-
ten wurden mit Hilfe eines Kodierungsschemas basierend auf Harel und
Sowder (1998) kodiert. Die Teilnehmenden der anderen drei Gruppen wur-
den zudem zu ihrer Uberzeugung der jeweiligen Begriindungen befragt.
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Ein korrektes Verstindnis von Allgemeingiiltigkeit von Aussagen (im Sinne
eines States) wurde als konsistente Antwort auf die Fragen zur Einschitzung
der Richtigkeit der Aussage und der Existenz von Gegenbeispielen definiert.
Auflerdem wurde das Wissen iiber die Bedeutung von allgemeingiiltigen
Aussagen (im Sinne eines Traits) am Ende des Fragebogens iiber ein ge-
schlossenes Item erhoben.

Fiir die Auswertung der Daten wurden neben deskriptiven Analysen vor al-
lem logistische Regressionsanalysen mit GLMMs durchgefiihrt.

Ergebnisse

In etwa einem Dirittel der Beobachtungen zeigten die Studienteilnehmenden
kein korrektes Verstindnis von Allgemeingiiltigkeit von Aussagen. Die
durchgefiihrten Regressionsanalysen ergaben, dass das Wissen der Studie-
renden uiber die Bedeutung mathematischer Allgemeingiiltigkeit am pradik-
tivsten fiir ein korrektes Verstdndnis von Allgemeingiiltigkeit konkreter ma-
thematischer Aussagen ist. Dariiber hinaus beeinflusst sowohl der Wahr-
heitswert als auch die Vertrautheit mit der Aussage das Verstandnis von All-
gemeingiiltigkeit der Studierenden. Wahrend das Lesen von Argumenten ei-
nen signifikant positiven Einfluss darauf hatte, dass die Teilnehmenden
tiberhaupt auf die beiden relevanten Fragen (Einschitzung des Wahrheits-
wertes der Aussage und Existenz von Gegenbeispielen) antworteten, zeigten
die verschiedenen Arten von Argumenten keinen signifikant unterschiedli-
chen Einfluss auf das Verstindnis der Allgemeingiiltigkeit der mathemati-
schen Aussagen. Allerdings konnten Zusammenhinge zwischen dem Ver-
standnis der Allgemeingiiltigkeit konkreter mathematischer Aussagen und
der Uberzeugung und Nutzung empirischer Argumente festgestellt werden:
Studierende, die angaben, von den empirischen Argumenten tiberhaupt nicht
iiberzeugt zu sein, hatten mit grofBerer Wahrscheinlichkeit ein korrektes Ver-
standnis von Allgemeingiiltigkeit fiir die entsprechende Aussage als diejeni-
gen, die angaben, teilweise (oder vollstindig) von diesen Argumenten {iber-
zeugt zu sein. Zudem hatten Teilnehmende, die empirische Argumente zum
Begriinden der Richtigkeit der Aussagen nutzten, am haufigsten ein falsches
Verstiandnis von Allgemeingiiltigkeit spezifischer Aussagen (ca. 38 %). Un-
ter den Teilnehmenden, die deduktive Argumente nutzten, war der Prozent-
satz derjenigen mit einem falschen Verstdndnis von Allgemeingiiltigkeit von
Aussagen mit ca. 16 % am geringsten.

Diskussion und Ausblick

Die Ergebnisse der vorliegenden Studie zeigen, dass einem nicht unerhebli-
cher Anteil der Studienanfanger:innen ein grundlegendes Verstdndnis von
Allgemeingiiltigkeit fehlt und diese Thematik entsprechend hinsichtlich ver-
schiedener Arten von Aussagen (wahre/falsche, bekannte/unbekannte) in
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Lehrveranstaltungen aufgegriffen werden sollte. Insbesondere liefern sie
Evidenz fiir die in der Literatur bisher nur vermuteten Zusammenhénge zwi-
schen der Konstruktion von und Uberzeugung durch empirische Argumente
und einem fehlenden Verstindnis von Allgemeingiiltigkeit. Dies verdeut-
licht, dass es bedeutsam ist, den Nutzen, aber insbesondere auch die Grenzen
empirischer Argumente und warum Beweise notwendig sind, um die Allge-
meingiltigkeit mathematischer Aussagen zu begriinden, zu thematisieren.
Die in dieser Studie eingefiihrte Konzeptionalisierung bietet die Moglich-
keit, das Verstandnis von Allgemeingiiltigkeit von Aussagen systematisch
sowohl iibergreifend als auch bzgl. konkreter Aussagen (im Sinne eines Sta-
tes) zu erfassen, dies auf andere Inhaltsbereiche auszuweiten und Zusam-
menhédnge zu Voraussetzungen fiir den Umgang mit Beweisen, zu weiteren
beweisbezogenen Aktivititen und Prozessen, die hierbei zu beobachten sind,
sowie Leistungen, die daraus resultieren, zu untersuchen.
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