SCHUMANN, Heinz
Weingarten

Ein raumgeometrisches Projekt: 6-eckige und 6-flichige Po-
lyeder

Die Nutzung geeigneter Dynamischer Raumgeometrie-Systeme, welche fiir
die rdumliche Elementargeometrie geschaffen wurden, bietet die Moglich-
keit, Themen, deren Behandlung bisher erschwert war, im virtuellen Raum
zu erschlieBen. Voraussetzung fiir eine solche Behandlung ist eine ausrei-
chende raumgeometrische Konstruktionskompetenz bei der Nutzung o. g.
Systeme. — Der nachstehende Beitrag ist stoffdidaktischer Natur und versteht
sich als ein Beitrag zum projektorientierten Raumgeometrie-Unterricht der
oberen Sekundarstufe und der Mathematiklehrerausbildung. — Themen fiir
die Behandlung von Polyedern im virtuellen Raum sind u. a.: Raumgeomet-
rische Konstruktion von Polyedern nach vorgegebenen Eigenschaften, z. B.
als Analoga zu Polygonen der ebenen Geometrie. Polyeder aus Polyedern
erzeugen, z. B. durch Abschneiden von Korperteilen. Untersuchung von Po-
lyedern, z. B. mittels Zdhlen, Messen und Berechnen. Klassifikation von Po-
lyedern nach bestimmten Eigenschaften, z. B. nach Symmetrie, Anzahl der
Ecken bzw. Flichen. Satzfindung und Beweisfindung an Polyedern. Dieser
Beitrag hat vor allem die Klassifikation konvexer Polyeder nach Isomorphie
zum Inhalt; in ihm gehen fast alle vorstehenden Themen mit ein.

Klassen isomorpher konvexer Polyeder fiir die Eckenanzahl 6

Fiir eine bestimmte Eckenanzahl stellt sich das Problem: Wie viele verschie-
dene Klassen aus jeweils einander isomorphen Polyeder dieser Eckenzahl
gibt es? — Die Klassen isomorpher Polyeder sind die verschiedenen Po-
lyeder-Typen derselben Eckenanzahl. Als Représentanten der Klassen wihlt
man z. B. Polyeder optimaler Symmetrie. Existenz und Vollstindigkeit der
Klassen sind nachzuweisen. Fiir die Eckenanzahlen 4 und 5 erkennt man mit
einfachen raumgeometrischen Uberlegungen, dass es nur den Typ Tetraeder
und die Typen vierseitige Pyramide und dreiseitige Doppelpyramide geben
kann. Duale Polyeder zu diesen Polyedern sind: das selbstduale Tetraeder,
die selbstduale vierseitige Pyramide und das dreiseitige Prisma. Um die Ty-
pen fur die Eckenanzahl 6 herauszufinden, miisste man — anders als bei der
Eckenanzahl 5 — eine Vielzahl von Fillen synthetisch-geometrisch untersu-
chen. Wir benutzen deshalb die arithmetischen Beziehungen zwischen
Ecken-, Kanten- und Flachenanzahlen und insbesondere den Eulerschen Po-
lyedersatz.

Zuerst stellen wir eine Abschitzung fiir die Flichenanzahlen bei gegebener
Eckenanzahl bereit: Aus dem Eulerschen Polyedersatze + f=k + 2
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(e: Eckenanzahl, k: Kantenanzahl, f: Flaichenanzahl), der auch fiir konvexe
Polyeder gilt, ergibt sich folgende Abschitzung fiir f:

e2+2<f<2e—4 (¥

Mit der Abschitzung (*) folgt mit e = 6, dass f =5, 6, 7 oder 8 sein kann.
Daraus erhalten wir mit dem Eulerschen Polyedersatz fiir f=5: k =9, fiir f
=6:k=10,firf=7:k=11und fir f=8: k=12.

Wir beginnen mit der Bestimmung der Art der Flachen: Mit 3, f4, f5 (An-
zahl der 3-, 4-, 5-seitigen Flachen; 6-seitige Flachen kann ein 6-eckiges Po-
lyeder nicht haben) ergeben sich folgende vier unterbestimmte diophantische
Gleichungssysteme mit ihren Losungen (Abb. 1).

f=f,+ £, + £, 2k = 36; + 4f, + 5 fir (£ k) = (5: 9), (6; 10), (7; 11), (8' 12)

Losung fir f=5.k=9:f5=£-2, f,=7-2f;; furf =2: £, =3, £s =
fir f;=3:f, =1, f5 =1 (entfillt, da sich uber einem
Fiinfeck mit 3 Drelecken und einem Viereck kein

Polyeder bilden lasst).
Losung fir f=6,k=10: 5=, -4, £t =10-2f;; furf; =4: £ =2, £ =0,
firf;=5:£,=0,fs=1.
Losung fiir f=7,k=11:f5=£-6, £, =13 - 2f;; firf=6: £, =1, £ = 0.
Losung fir f=8,k=12: f5=£-8, =16 - 2f;; fiir f;=8: £, =0, £5=0.

Abb. 1: Berechnung der Anzahlen der Flachenarten

SchlieBlich wird die Art der Ecken fiir die vier Fille bestimmt: Mit €3, e4,
e5 (Anzahl der 3-, 4-, 5-kantigen Ecken; 6-kantige Ecken kann ein 6-eckiges
Polyeder nicht haben) ergeben sich folgende vier unterbestimmte diophan-
tische Gleichungssysteme mit thren Losungen (Abb. 2).

e= e3testesfire=6,2k=3e;+4e,+ Ses firk=09, 10, 11, 12.
Losung firk=9:es=e3—-6, e, =12 —2e;5; fiires = 6: e, = OeJ—OTvpl

Losung fiirk=10:es=e3 -4, e, =10 —2¢e;5; flire; =4: e, =2, e =0 Typ 2,
fire;=5:es=0,es=1Typ 3.
Losung firk=11:es=e; -2, e; =8 —2e5; fire; =2: e, =4, s = 0 Typ 4,
fires;=3:es=2,es=1Typ 5,

fire;=4:e,=0, es =2 (entfillt wegen f; =6, f; =1, f: = 0).
Losung firk=12:es=¢3,es=6 —2¢5; fiires=0:es=6,es=0 Typ 6,

fire;=1:es=4, es=1 (entfillt wegen f; =8, =0, fs = 0),
fire;=2:es=2,es=2Typ7.

Abb. 2: Berechnung der Anzahlen der Eckenarten

Die berechneten Daten fiir Ecken und Flichen werden in der Tabelle 1 ge-
sammelt. Zu diesen sieben Typen miissen nun Repriasentanten gefunden wer-
den. Dazu gehen wir aus von den drei sechseckigen Standard-Polyedern, die
jeweils gleichkantig sein sollen (Abb.3): Dreiseitiges Prisma, fiinfeckige Py-
ramide und vierseitige Doppelpyramide (quadratische Doppelpyramide
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Typg&f,;?ekriger Ecken | Flichen [ Kanten | Kantioe | 4-kantige | S-kantige | prejecke | Vierecke | Funfecke
Typ 1 6 5 9 6 0 0 2 3 0
Typ 2 6 6 10 ) 2 0 4. 2 0
Typ 3 6 6 10 5 0 1 5 0 1
Typ 4 6 7 11 2 4 0 6 1 0
Typ S 6 7 1 3 2 1 6 1 0
Typ 6 6 8 12 0 6 0 8 0 0
Typ 7 6 8 12 2 2 2 8 0 0

Tab. 1: Die sieben 6-eckige Polyeder-Typen mit ihren Daten

bzw. Oktaeder bzw. dreiseitiges Antiprisma) und konstruieren aus diesen
Korpern mittels ebener Schnitte weitere vier sechseckige Polyeder. Die
Schnittebenen werden durch Ecken und Kantenmitten gelegt, sodass die
Eckenanzahl 6 erhalten bleibt. In den Schnittkopern sind die Schnittflichen
dunkel markiert. Der Schnittkdrper des dreiseitigen Prismas wird nochmals
geschnitten, damit ein geradensymmetrischer Schnittkorper entsteht. Zwei
Gegenecken, die zur Raute des ersten Schnittkorpers aus dem Oktaeder ge-
horen, werden so abgeschnitten, dass man zwei Dreiecksflichen bekommt.
Es kann also keine weiteren Typen von sechseckigen konvexen Polyedern
geben als die in der Tabelle 1 aufgefiihrten.

Anmerkung 1: Fiir die Eckenanzahlen 7 bzw. 8 gibt es bereits computerge-
nerierte Diagramme der 34 bzw. 257 konvexen Polyeder-Typen (Britton &
Dunitz 1973), die aber noch als Polyeder darzustellen sind.

Dualisierung: Die sechsflachigen Polyeder-Typen

Um die sieben sechsflachigen Polyeder-Typen zu erhalten, miissen wir nur
in der Tabelle 1 die Rubriken ,,Ecken* mit ,,Flichen und ,,n-seitige Viel-
ecke* mit ,,n-kantige Ecken* (n = 3, 4, 5). vertauschen (s. Schumann 2023).

Anmerkung 2: Will man alternativ den umgekehrten Weg gehen, also zuerst
die Hexaeder-Typen bestimmen, so ist nur in der Herleitung fiir die sechs-
eckigen Polyeder-Typen die ,,Flichen mit den ,,Ecken® zu vertauschen
(Schumann 2023).

Eigenschaften n-eckiger und n-flachiger konvexer Polyeder (n =4, 5, 6)

Eine nichtmetrische Eigenschaft, die ein Reprisentant einer Klasse isomor-
pher Polyeder besitzt, besitzen auch alle anderen Polyeder dieser Klasse.
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Eine Untersuchung der n-eckigen Polyeder-Typen bringt hervor, dass diese
jeweils einen geschlossenen Kantenzug besitzen, der jede Ecke nur einmal
durchlauft. Solche Kantenziige werden ,,Hamilton-Kreise* genannt.

Typ 3
Typ 1 Typ 6

Abb. 3: Die drei sechseckigen Standardpolyeder und die vier sechseckigen Schnittpo-
lyeder aus den drei Standardpolyedern

Anmerkung 3: Fir welche n-eckigen Polyeder-Typen (n > 6) gilt diese Aus-
sage noch, abgesehen von einzelnen schon untersuchten Klassen?

Zu der vorstehenden Aussage iliber n-eckigen Polyeder gibt es eine duale
Aussage fur n-flichige Polyeder (n =4, 5, 6): Alle Fliachen des Polyeders
konnen nacheinander iiber kantenverbundene Flichen derart durchlaufen
werden, dass jede Flache nur einmal durchlaufen wird und man zur Aus-
gangsflache zuriickkehrt. Fiir die n-flichigen konvexen Polyeder (n = 4, 5,
6) folgt daraus, dass sie in einer entsprechenden Folge ,,schlangenfor-
mig* abgewickelt werden konnen. Die analoge Begriffsbildung zum Hamil-
ton-Kreis ist der Euler-Kreis: Nur der Oktaeder-Typ besitzt unter den n-ecki-
gen Polyeder-Typen (n = 4, 5, 6) einen geschlossenen Kantenzug, der jede
Kante nur einmal durchléuft.
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