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Darstellungen zur Erschliefung des Tausenderraums
— Erste Ergebnisse einer Schulbuchanalyse

Theoretischer Rahmen

Das Stellenwertverstandnis gilt als zentral sowohl fiir das Verstdndnis groBBer
Zahlen als auch das Rechnen (Verschaffel, Greer & de Corte, 2007). Aller-
dings wird das Stellenwertverstdndnis nicht einheitlich konzeptualisiert. Im
Folgenden werden zwei Komponenten des Stellenwertverstindnisses unter-
schieden (Treffers, 2008; Freesemann, 2014; Hésel-Weide & Schdttler,
2021):

(1) Das Stellenwertverstindnis im engeren Sinne oder auch das strukturori-
entierte Verstdndnis umfasst die Zifferndarstellung einer Zahl im dezimalen
Stellenwertsystem, einschlieBlich threr Grundlagen (insbesondere Biindeln
und Entbiindeln) und ihrer Bedeutung.

(2) Die Orientierung im Zahlenraum oder das positionsorientierte Verstind-
nis bezieht sich auf das Verstdndnis einer geordneten Zahlenreihe, in der jede
Zahl ihren festen Platz besitzt (exakt oder ungeféhr).

Zentral fiir die Entwicklung eines Stellenwertverstandnisses ist das intensive
Arbeiten mit Darstellungen und insbesondere das Ausfithren von Darstel-
lungswechseln (Schulz & Wartha, 2021).

In Anlehnung an Bruner (1971) werden fiir den Mathematikunterricht tradi-
tionell enaktive, ikonische und symbolische Darstellungen unterschieden. In
der Mathematikdidaktik tiblich ist auch der Begriff Materialien, mit denen
Schiilerinnen und Schiiler konkret-gegenstandlich handeln konnen (Schip-
per, Ebeling & Droge, 2015), und die die Grundlage fiir enaktive und ikoni-
sche Darstellungen bilden.

Vor einem kognitionspsychologischen Hintergrund unterscheidet Schnotz
(2001) zwei Kategorien von Darstellungen:

(1) Depiktionale Darstellungen besitzen unmittelbare strukturelle Gemein-
samkeiten mit dem Sachverhalt und sind informational vollstindig; Informa-
tionen konnen unmittelbar entnommen werden.

(2) Deskriptionale Darstellungen hingegen sind Beschreibungen mit Hilfe
von Symbolsystemen und besitzen keine unmittelbaren strukturellen Ge-
meinsamkeiten mit dem Sachverhalt; thre Nutzung erfordert die Kenntnis
der Konventionen, die dem Symbolsystem zugrunde liegen.

Im Folgenden wird diese Kategorisierung herangezogen, da sie sich fiir
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Schulbuchanalysen als tragfahig erweist. Sie erspart zudem die fiir Abbil-
dungen in Schulbiichern problematische und wenig tragfahige Unterschei-
dung von enaktiven und ikonischen Darstellungen.

Die Grundlage fiir depiktionale Darstellungen von Zahlen im Tausender-
raum bilden unter anderem unstrukturierte Materialien, das Dienes-Material,
Punktefelder und entsprechende vereinfachte Darstellungen (Abb. 1), die
alle auf den kardinalen Zahlaspekt zielen, sowie der Zahlenstrahl, der voll-
standig oder teilweise skaliert und beschriftet oder leer sein kann und den
ordinalen Zahlaspekt anspricht.
: s
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Abb. 1: Vereinfachte ikonische Darstellung, die aus dem Dienes-Material oder aus
Punktefeldern hervorgehen kann (links eine konventionelle, rechts eine nicht-konventio-
nelle Darstellung)

Deskriptionale Darstellungen sind insbesondere die Zifferndarstellung, die
Stellenwerttafel, die Darstellung als Summe (100 + 70 + 6) oder als Stellen-
werte (1H 7Z 6E), das Zahlwort (geschrieben oder gesprochen) und Darstel-
lungen mittels Seguin-Karten.

Darstellungen wie 2H 14Z 6E oder in Abb. 1 rechts entsprechen nicht den
Konventionen des dezimalen Stellenwertsystems, sind jedoch fiir den Lern-
prozess von grofler Bedeutung, weil sie ein Biindeln erfordern.

Untersuchungsziel

In Deutschland erfolgt die ErschlieBung neuer Zahlenrdume im Mathematik-
unterricht der Grundschule traditionell in festen Schritten. Zentral fiir das
Stellenwertverstdndnis ist dabei Klasse 3, wenn die Erweiterung vom Hun-
derter- zum Tausenderraum stattfindet. Ziel der vorgestellten Analyse ist es,
einen Uberblick iiber die in Schulbiichern fiir Klasse 3 verwendeten Darstel-
lungen zur ErschlieBung in den Tausenderraum zu gewinnen, um anschlie-
Bend anhand der auftretenden Darstellungen Lernwege beschreiben und
Schulbiicher einordnen zu konnen. Diese Ergebnisse konnen eine wichtige
Grundlage fiir die Aus- und Fortbildung von Lehrkréften bilden.

Untersuchungsdesign

Die Datenbasis umfasst alle 16 in Baden-Wiirttemberg zugelassenen Schul-
biicher fiir Klasse 3, jeweils in der im Februar 2023 vorliegenden Ausgabe.
Untersucht wurden jene Abschnitte im Schulbuch, die auf die ErschlieBung
des Tausenderraums zielen. Zur Abgrenzung: Nicht analysiert wurden einer-
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seits Abschnitte, die sich noch auf den Hunderterraum beziehen, so die iibli-
chen Wiederholungen zu Beginn des Schulbuchs, und andererseits Ab-
schnitte, die explizit das Rechnen im Tausenderraum ansprechen.

Die Untersuchung wurde als qualitative Inhaltsanalyse durchgefiihrt. Der
erste Schritt hierbei war eine Kodierung aller Aufgaben in den ausgewéhlten
Schulbuchabschnitten, wobei jede Teilaufgabe eine eigene Kodiereinheit
bildete. Das Kategoriensystem wurde vorab aufgrund der Literatur erstellt
und im Laufe der Kodierung ergédnzt. Es ist eindimensional: Jeder Kode be-
zeichnet eine Darstellung, die in dieser Teilaufgabe verwendet wird. Mehr-
fachkodierungen sind moglich. Zur Bestimmung der Interkoderreliabilitét
wurde ein Teil des Materials doppelt kodiert.

Diese Form der Kodierung gibt unmittelbar an, welche Darstellungen tiber-
haupt auftreten, in welcher Abfolge und in welcher Kombination sie auftre-
ten. Sie enthilt aber nicht, in welcher Weise und mit welchem Ziel die Dar-
stellungen verwendet werden sowie ob und in welcher Richtung Darstel-
lungswechsel angeregt werden. Die Kodierung hat in erster Linie heuristi-
schen Charakter, d.h. sie soll die weitere Beschreibung und Analyse der be-
treffenden Schulbuchabschnitte leiten und strukturieren.

Erste Ergebnisse

Als depiktionale Darstellung, mit der das dezimale Stellenwertsystem fiir
den Tausenderraum hergeleitet wird, verwenden 14 der 16 Schulbiicher Ab-
bildungen des Dienes-Materials. Es ist elfmal durchgéingig einfarbig gehal-
ten und dreimal zumindest anfangs mehrfarbig; die jeweiligen Farben mar-
kieren in allen drei Fillen u.a. die entsprechenden Stellenwerte in der Kopf-
zeile der Stellenwerttafel. Die beiden Schulbiicher, in denen das Dienes-Ma-
terial nicht auftaucht, stiitzen sich von Beginn an auf Punktefelder zur Ein-
fiihrung des dezimalen Stellenwertsystems.

Mit einer Ausnahme arbeiten alle Schulbiicher im weiteren Verlauf mit einer
vereinfachten ikonischen Darstellung, die sowohl aus dem Dienes-Material
als auch aus Punktefeldern entwickelt werden kann. Sie ist hdufig die zent-
rale depiktionale Darstellung, weil sie auch ohne Material auskommt und
sich auch fiir eine Einzelarbeit im Heft eignet.

Weit verbreitet sind die Seguin-Karten, bereits eine deskriptionale Darstel-
lung, teils in den klassischen Montessori-Farben (Einer griin, Zehner blau,
Hunderter rot), teils mit schwarzen Ziffern. Es finden sich zwei typische Ein-
satzorte: Einerseits zu Beginn als Bindeglied zwischen dem Dienes-Material
und der Zifferndarstellung, andererseits nach der Stellenwerttafel zur Unter-
stiitzung beim Erlernen der Zahlworter.
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Eine ebenfalls hdufig auftretende depiktionale Darstellung beinhaltet un-
strukturierte Materialien. Sie werden teilweise zum Einstieg verwendet, im
Rahmen von Schitzaufgaben oder zur Erarbeitung der Bedeutung gebiindel-
ter Darstellungen, teilweise erst spéter, dann ebenfalls fiir Schéatzaufgaben.

Diskussion der ersten Ergebnisse und Ausblick

Zwei Befunde erscheinen kritisch: zum einen die Vielzahl an Darstellungen
in einigen Schulbiichern, die teilweise nur fiir wenige Aufgaben genutzt wer-
den (vgl. in Bezug auf den Hunderterraum Gaidoschik, 2015), zum anderen
eine Diskrepanz zwischen der Praxis in den Schulbiichern und den mathe-
matikdidaktischen Lehrbiichern, die z.B. die Seguin-Karten und ihre Hand-
habung nicht erwéhnen.

Die weiteren Analysen werden zeigen, welche Hilfen die Schulbiicher fiir
das Lesen und Schreiben dreistelliger Zahlen geben, in welcher Weise Dar-
stellungswechsel angeregt werden und wie substanziell die Aufgabenfor-
mate sind, u.a. auch aufgrund nicht den Konventionen entsprechender Dar-
stellungen.
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