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Beispielnutzung in der Beweiskonstruktion

Das Generieren und Betrachten von Beispielen ist eine bekannte und viel-
fach empfohlene Strategie bei der Konstruktion von Beweisen. Studien zei-
gen jedoch, dass nicht alle Lernende von dieser Strategie profitieren (z. B.
Iannone et al., 2011). Insbesondere im Hochschulkontext deuten qualitative
Untersuchungen darauf hin, dass Studierende Schwierigkeiten haben, geeig-
nete Beispiele auszuwéhlen und diese im Beweisprozess sinnvoll zu nutzen
(z. B. Alcock & Weber, 2010). Inwiefern sich diese Schwierigkeiten quanti-
fizieren lassen und iiber welches strategische Wissen zur Beispielnutzung
Studierende verfiigen, wird in diesem Beitrag untersucht.

Strategisches Wissen und Anwendungsschwierigkeiten

Nach dem CAPS-Modell (Ellis et al., 2019) benotigt es vier Komponenten
strategischen Wissens, um Beispiele effektiv im Beweisprozess nutzen zu
konnen: (1) Kriterien zur Auswahl von Beispielen (criteria), (2) Kenntnis
iiber den Beitrag der Beispielnutzung fiir den Beweisprozess (affordance),
(3) Unterscheidung verschiedener Zwecke der Strategieanwendung (pur-
pose) und (4) Wissen iiber die spezifische Umsetzung der Strategie (stra-
tegy). Inwiefern Studierende iiber ein derartiges strategisches Wissen verfii-
gen und wie Defizite eine produktive Strategienutzung beeintrachtigen kon-
nen, wurde flir einzelne Komponenten im Rahmen von Experten-Novizen-
Vergleichen untersucht. In Bezug auf die Auswahlkriterien deutet ein von
Lynch und Lockwood (2019) durchgefiihrter Vergleich darauf hin, dass Ma-
thematiker:innen Beispiele selektiv auswihlen und verschiedene Arten von
Beispielen fiir unterschiedliche Ziele verwenden. Studierende neigen dem-
gegeniiber dazu, beliebige Beispiele zu wihlen, sich auf elementare Bei-
spiele zu beschrinken und die erforderlichen Eigenschaften der Beispiele
nicht immer konsequent zu iiberpriifen, wodurch sie auch inkorrekte Bei-
spiele nutzen (Alcock & Weber, 2010; Iannone et al., 2011). In Hinblick auf
den Zweck der Strategienutzung setzen sich Studierende grundsitzlich &hn-
liche Ziele wie Mathematiker:innen (Alcock & Weber, 2010). Demnach
werden Beispiele dazu verwendet, um die zu beweisende Aussage ein-
schlieBlich der relevanten Begriffe und Konzepte zu verstehen, die Plausibi-
litdt der Aussage zu hinterfragen, Gegenbeispiele zu generieren oder verall-
gemeinerbare Muster und damit Beweisideen aufzudecken (Alcock & We-
ber, 2010; Lockwood et al., 2016). Wahrend Mathematiker:innen alle Zwe-
cke gleichermallen bedienen, fokussieren sich Studierende jedoch hdufig auf
das Verstehen der Aussage (Alcock & Weber, 2010).
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Forschungsfragen

Die bisherigen Forschungsergebnisse zeigen, dass das Potenzial der Bei-
spielbetrachtung nicht ausgeschopft werden kann, wenn strategisches Wis-
sen wie adiquate Auswahlkriterien, eine konsequente Uberpriifung von Bei-
spielen oder eine differenzierte Zielsetzung fehlt. In diesem Beitrag werden
daher folgende Fragestellungen untersucht:

FF1: Inwiefern sind Studierende in der Lage, zwischen korrekten und inkor-
rekten Beispielen zu unterscheiden?

FF2: Welche Begriindungen geben Studierende bei der Bewertung von Bei-
spielen hinsichtlich ihrer Niitzlichkeit fiir den Beweisprozess an?

Methodik

Um diese Forschungsfragen zu adressieren, wurden N = 152 Studierende
(gymnasiales Lehramt und Fachstudierende) zu Beginn ihres zweiten Se-
mesters in Hinblick auf ihr beispielbezogenes Strategiewissen befragt. Hier-
fiir wurde die folgende Aufgabe aus der Analysis I als Grundlage gewihlt:
,Seien a < b reelle Zahlen und f:[a, b] - [a, b] eine stetige Funktion.
Zeige, dass [ einen Fixpunkt hat, d.h. es existiert ein x € [a,b] mit
f(x) = x.“ Die Studierenden wurden sodann gebeten, vier vorgegebene Bei-
spiele hinsichtlich ihrer Korrektheit (dichotom, korrekt vs. inkorrekt) und
ithrer Niitzlichkeit (dichotom, niitzlich vs. nicht niitzlich) in Bezug auf die
gezeigte Aufgabe zu bewerten. Zusétzlich sollte in einem offenen Freitext-
feld eine Begriindung fiir die Einschitzung angegeben werden. Folgende
Beispiele standen zur Bewertung: (a) g(x) = 2x —3,a=1,b =4, (b)

gx) =|xl,a=2,b=4, (c) glx) = —%(x—2)3+2,a= 1,b = 3,und

(d) g(x) = |x|,a = —4,b = —2. Von den 152 Teilnehmenden fiillten nur
90 eine Begriindung aus. Die angegebenen Begriindungen wurden mithilfe
einer qualitativen Inhaltsanalyse induktiv am Material entwickelt. Muster im
Antwortverhalten wurden mithilfe von Chi-Quadrat-Tests auf Signifikanz
gepriift.

Ergebnisse

Abbildung 1 gibt einen Uberblick iiber die prozentuale Verteilung der stu-
dentischen Antworten. Hier wird deutlich, dass die Studierenden lediglich
die Korrektheit der beiden Beispiele mit der Betragsfunktion sicher bestim-
men konnten. Zudem deutet das Antwortverhalten der Studierenden auf ei-
nen Zusammenhang zwischen der angenommenen Korrektheit eines Bei-
spiels und der Bewertung von dessen Niitzlichkeit an. Ein Chi-Quadrat-Test
bestitigt zumindest fiir die Beispiele (a) und (c), dass die Bewertungskom-
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binationen ,,korrekt* und ,hilfreich® bzw. ,,nicht korrekt* und ,,nicht hilf-
reich“ signifikant hiufiger als andere auftreten ((a) x2(1) = 33.31,
p <.001, (c) ¥?(1) = 17.21,p <.001).
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Abbildung 1: Prozentuale Verteilung der Studierendenbewertung

Die qualitative Auswertung der Freitextantworten ergab fiinf verschiedene
inhaltstragende Kategorien, die jeweils ein Argument fiir bzw. gegen die
Niitzlichkeit eines konkreten Beispiels beschreiben (siehe Tabelle 1).

Kategorie

Beschreibung

Beispiel

Korrektheit

Verstandnis

Komplexitat

Erkenntnis-
gewinn

Epistemologi-
scher Gehalt

Die angegebenen Funktionen wer-
den daraufhin iiberpriift, ob sie die
Voraussetzungen erfiillen.

Es wird beurteilt, wie gut ein Bei-
spiel die zu zeigende Aussage ver-
anschaulicht und zum Verstindnis
beitragt.

Die Niitzlichkeit der gegebenen
Beispiele wird danach bewertet, ob
sie einfach oder kompliziert sind.

Die Beispiele werden danach be-
wertet, inwiefern sie neue Einsich-
ten vermitteln. Die gewonnenen
Erkenntnisse konnen die Losungs-
generierung unterstiitzen.

Die Begriindung nimmt Bezug auf
eine allgemeine Einstellung zu
Beispielen und deren Wert in der
Beweisfiihrung.

,.falsch = nicht hilf-
reich”

,Beispiel, wie so
eine Funktion ausse-
hen konnte*

,,hilfreich, weil ein-
fachster Fall*

,Die Funktion g(x)
schneidet f(x), wo-
raus man Teile der
Losung ableiten
kann*

,,nur ein Beispiel, wo
es zufillig passt®

Tabelle 1: Studentische Begriindungen zur Niitzlichkeit eines Beispiels
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Die genannten Begriindungen geben dabei einerseits Aufschluss iiber die
Auswahlkriterien der Studierenden und zeugen andererseits von unter-
schiedlichen Betrachtungsweisen und Zielsetzungen. So stellen beispiels-
weise ,,Korrektheit” und ,,Komplexitit* zwei Auswahlkriterien dar, wihrend
"Verstindnis" und ,,Erkenntnisgewinn® auf eine konkrete Zielsetzung hin-
weisen.

Diskussion

Da nicht alle Studierenden gleichermallen von der vielfach empfohlenen
Strategie der Beispielnutzung im Beweisprozess profitieren, wurde in die-
sem Beitrag das strategische Wissen von Studierenden untersucht. Die quan-
titativen Ergebnisse bestéitigen zunichst die qualitativen Beobachtungen von
Alcock und Weber (2010) sowie Iannone et al. (2011), nach denen Studie-
rende Schwierigkeiten aufweisen, die vorgegebenen Eigenschaften bei
nicht-trivialen Beispielen zu liberpriifen. Dies ist insbesondere vor dem Hin-
tergrund, dass die Korrektheit eines Beispiels in vielen Féllen eng mit der
Bewertung von dessen Niitzlichkeit verbunden ist, von Relevanz. Neben der
Korrektheit eines Beispiels konnten vier weitere Argumente fiir die Niitz-
lichkeit eines Beispiels aus studentischen Begriindungen rekonstruiert wer-
den. Dem CAPS-Modell folgend spiegeln sich in diesen Argumenten unter-
schiedliche Auswahlkriterien und Zielperspektiven wider (Ellis et al., 2019).
Die Kategorie ,,Verstindnis® zielt beispielsweise darauf ab, die gegebene
Aussage zu verstehen, wiahrend die Argumente ,,Erkenntnisgewinn® und
»epistemologische Gehalt* eher von der Suche nach Beweisideen zeugen.
Inwiefern die elaborierteren Begriindungsansitze auch zu erfolgreicheren
Beweiskonstruktionen fiihren, wird in Folgeuntersuchungen analysiert.
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