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Analysen von Schriftprodukten zu operativen Aufgaben im
Kontext der Division von Briichen

Das Dividieren von Briichen gehort zu den schwierigsten Konzepten in der
Schule, insbesondere wenn das Ziel darin besteht, konzeptuelles Verstindnis
zu entwickeln (Malle & Huber, 2004). So zeigt eine Studie mit 243 Lernen-
den aus sieben Klassen der 7. Schuljahres, dass trotz der vermeintlich einfa-
chen Regel nur 32% der gestellten Divisionsaufgaben richtig gelost werden
konnten (Padberg, 1982). Padberg (1982) stellte in seinen Analysen heraus,
dass die hohe Fehlerquote zu einem hohen Prozentsatz auf falschen Losungs-
strategien beruhe. Dariiber hinaus wendet ein Grofteil der Lernenden die
Komponente Kehrwertbildung falsch an, indem sie beispielweise den Kehr-
wert vom ersten Bruch, zweimal den Kehrwert oder den Kehrwert vom ers-
ten Bruch mit anschlieBender Division bilden. Daher stellt sich nun die
Frage, wie eine anschauliche Ableitung der Divisionsregel fiir Briiche gelin-
gen kann.

Fiir das Design einer ersten Lernumgebung soll im Rahmen der Fachdidak-
tischen Entwicklungsforschung (Gravemeijer & Cobb, 2006) zunichst die
Lernendenperspektive erfasst werden, mit dem Ziel Aufschluss iliber beste-
hende Schwierigkeiten und vorhandene Ressourcen zu erhalten. Die Ergeb-
nisse aus dem ersten Zyklus werden hier vorgestellt, wobei aus Platzgriinden
nur ein kleiner Ausschnitt prasentiert werden kann.

Forschungsdesign

Im Rahmen des Promotionsprojekts der Erstautorin wurde bisher ein Zyklus
von Design-Experimenten in Laborsettings realisiert mit dem Ziel, lokale
Theorien zum Lerngegenstand zu modifizieren sowie ein besseres Verstand-
nis zur Bruchdivision zu erlangen. Die Design-Experimente wurden als Part-
nererprobungen in der sechsten Jahrgangsstufe einer Gemeinschaftsschule
durchgefiihrt. Insgesamt nahmen 12 Lernende (6 Schriftprodukte) teil. Die
Lernenden haben zuvor im Regelunterricht bereits die Multiplikation und
Division von Briichen thematisiert.

Die Lernumgebung im ersten Zyklus zielte darauf ab, die Grundvorstellung
des Aufteilens (Malle, 2004), welche hier aufgrund des geometrischen Kon-
textes in der Literatur auch als Messen bezeichnet wird, iiber das Legen von
Bruchstreifen aufzubauen. Zuerst wird den Lernenden eine Strategie zur Be-
stimmung der Frage wie oft passt 1/2 in ein Ganzes prasentiert, welche sie
nachvollziehen und anschlieend selbst anwenden sollen: erst fiir Stamm-
briiche, die in ein Ganzes passen (vgl. Abbildung 1) und dann auch fiir echte
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Briiche, die in beliebige Ganze passen.

Das in Abbildung 1 abgedruckte Aufgabenset enthilt eine operativ struktu-
rierte Aufgabenfolge, um die Division im Kontext des Messens zu themati-
sieren und um den mathematischen Zusammenhang, dass das Produkt eines
Bruches mit seinem Kehrwert stets eins ergibt, zu erkunden. Steinweg
(2005) setzte Rechenaufgaben ein, um Kinder an die Konstanzgesetze der
Summe und der Differenz heranzufiihren und betont dabei den Vorteil, dass
Grundschulkinder so Gesetze handeln erfahren konnen und "eine Idee davon
[bekommen], welche Verdnderungen bei dieser jeweiligen Operation die
Gleichheit nicht verdndert" (Steinweg, 2005, S.16). In diesem Zusammen-
hang kommt der operativen Vorgehensweise eine wichtige Bedeutung zu,
denn durch sie lassen sich einzelne Komponenten systematisch variieren und
Zusammenhinge ausnutzen. Diese Vorgehensweise, dass sich der Quotient
nicht dndert, wenn Dividend und Divisor mit dem gleichen Betrag multipli-
ziert werden, soll hier Anwendung finden. Dabei kommt auch dem Kehrwert
eine bedeutende Rolle zu, denn werden Dividend und Divisor mit dem Kehr-
wert des Divisors multipliziert, ergibt sich eine Division durch eins. Somit
ermoglich die Lernumgebung zur Division von Briichen das Erkunden ma-
thematischer Zusammenhénge.

b) Bestimmt nun selber, wie oft eine GréRe c) Ubertragt euer Ergebnis aus Aufgabe b) in die Tabelle.
in ein Ganzes passt. Nutzt die Bruchstreifen.
Malt zu jeder Aufgabe ein Bild und schreibt
einen Antwortsatz.

blaue ler | griine Bruch- | Wie oft passt der griinde Bruch-
Streifen streifen streifen in den blauen 1ler Streifen?

(1) Wie oft passt % in1?

(2) Wie oft passt % in1?

(3) Wie oft passt % in1?

Abb. 1 Operativ strukturierte Aufgabenfolge zur Division von Briichen
Forschungsfragen und erste Ergebnisse der Analysen

Bei den eingesetzten Aufgabenserien handelt es sich um operativ struktu-
rierte Ubungen. Dadurch lassen sich jeweils Objekte (Zahl, Zihler, Nenner)
ausmachen, mit denen Operationen (bleibt gleich, wird um eins gréf3er) aus-
gefiihrt werden und Objekte (Anzahl), an denen die operative Variation
sichtbar wird.

In der Aufgabenserie (vgl. Abbildung 1) konnen die Zahlen der ersten und
zweiten Spalte als Objekte aufgefasst werden, mit denen verschiedene Ope-
rationen durchgefiihrt werden, und die Zahlen in der dritten Spalte als Ob-
jekte, an denen die Auswirkungen sichtbar werden. Operationen konnen sich
auch dadurch auszeichnen, dass Objekte bewusst konstant gehalten werden
(Link, 2012).
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Die Schriftprodukte der Lernenden wurden hinsichtlich folgender For-
schungsfrage untersucht: Wie beschreiben Lernende schriftlich Muster in
operativ strukturierten Ubungen zur Division von Briichen?

Zur Beantwortung der Forschungsfrage wird auf ein Auswertungsschema
von Link (2012) zuriickgegriffen, welches zur Analyse schriftlicher Be-
schreibungen operativ strukturierter Ubungen entwickelt wurde. Fiir eine
Beurteilung der Qualitit der Beschreibungen kategorisiert Link (2012) diese
danach, inwiefern die einzelnen Objekte und die operativen Verdnderungen
dieser (1) gar nicht oder falsch, (2) exemplarisch (d. h. Zitation konkreter
Zahlen aus der Aufgabe), (3) generalisierend nicht eindeutig (d. h. iiber un-
genaue Worter und Formulierungen wie "die Zahl die unten steht") oder (4)
generalisierend eindeutig (d. h. liber eindeutige Worter und Formulierungen
wie "Zahler", "Nenner", "wird immer um eins groBer", "bleibt gleich") sind.
Die Analysekategorien sollen dahingehend Aufschluss geben, ob und wie
verschiedene Elemente von den Lernenden beschrieben werden.

In den Schriftprodukten der Lernenden der hier vorgestellten Studie finden
sich nur generalisierende und keine exemplarischen Beschreibungen. Von
den 12 genannten Objekten sind 9 eindeutig identifizierbar, wiahrend von den
10 Operationen nur 4 generalisierend und eindeutig beschrieben werden.

Im Folgenden sollen die unterschiedlichen Préazisionsgrade in Bezug auf das
Objekt Nenner beschrieben werden, da der Nenner das am héufigsten ge-
nannte Objekt ist. Hinzu kommt, dass die Komponente des Verdnderns am
Nenner sichtbar wird. Eine Erhéhung des Nenners um 1 bei gleichbleiben-
dem Zahler sorgt dafiir, dass der Teil kleiner wird und somit haufiger in das
Ganze passt. Dieser mathematische Zusammenhang ist dann fiir die spétere
Regelableitung besonders zentral. Im Folgenden werden Aussagen verschie-
dener Lernender der Studie zur besseren Veranschaulichung mithilfe dieses
Auswertungsschemas analysiert: Al: "Unten verdndert sich es immer um
eins."; A2: "Der Nenner verdandert sich immer um eins."; A3: "Der Nenner
wird immer um eins grofer."

In A1 versucht der Lernende, sowohl das Objekt unten als auch die Opera-
tion verdndert sich immer um eins allgemein zu beschreiben. Mit dieser Be-
schreibung ldsst sich das Muster aber nicht fortsetzen, weil das Objekt und
die Operation zu ungenau beschrieben sind: Welche Zahl ist genau gemeint?
Was meint der Lernende mit verdndert sich immer um eins? In A2 wird das
Objekt Nenner generalisierend und eindeutig beschrieben. Daher wird im
Unterschied zur ersten AuBerung deutlich, dass sich der Lernende bei der
operativen Veranderung verdndert sich immer um eins auf das Objekt Nen-
ner bezieht. Eine Fortsetzung des Musters ist aber ebenfalls nicht moglich,
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da die Operation zu ungenau beschrieben ist: Wird der Nenner um eins gro-
Ber oder kleiner? Die operative Verdnderung wird somit als generalisierend
und nicht eindeutig eingestuft. In A3 wird sowohl das Objekt Nenner als
auch die Operation immer um eins grofSer als generalisierend und eindeutig
beschrieben. Die Lernenden nehmen somit die Veranderung wahr, aber eine
Prazisierung der Operation bleibt in vielen Féllen aus. Ob die ungenaue Pra-
zisierung auf ein mangelndes Verstiandnis zuriickzufiihren ist, wird noch
analysiert. Insgesamt konnte in den Untersuchungen herausgestellt werden,
dass alle Lernenden sich nur auf einen Teilaspekt des Musters beziehen, in-
dem sie eine oder mehrere der operativen Auffalligkeiten beschreiben. Am
hiufigsten wird die Auffilligkeit beschrieben, dass das Ganze konstant
bleibt und dass der Nenner sich verdndert, dem Ergebnis, also der Anzahl,
kommt am wenigsten Aufmerksamkeit zu.

Fazit und Ausblick

Da kein Lernender das operative Muster den Kategorien nach Link (2012)
entsprechend in vollem Umfang wahrnimmt, sollen nun im zweiten Zyklus
Aufgabenformate zur Reflexion tiber die Qualitdt von Beschreibungen ope-
rativer Zusammenhénge erginzt werden. Ziel ist, dass die mathematischen
Beziehungen von den Schiilerinnen und Schiilern beschrieben und erklart
werden konnen, sodass die Lernenden das Muster so beschreiben, dass eine
Fortsetzung moglich ist. Die Lernenden sollen das Muster so beschreiben
konnen, dass es von anderen Lernenden verstanden wird, und gleichzeitig
soll die Beschreibung priazise genug sein, um Zusammenhinge erkennen und
formulieren zu konnen.
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