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KAPITEL 1

Einleitung

Nicht-Negativitét spielt eine wichtige Rolle in der Mathematik. Lésst sich entschei-
den, ob ein Polynom p gréfler oder gleich null in allen Punkten des Raums R" ist,
so kann man auch entscheiden, ob fiir zwei Polynome f und g gilt, dass f(x) > g(x)
fir alle z € R™ ist. Sei dazu nun beispielsweise f = 22% — 62° — 22 + 22 + 1 und
g =2 — 1123 — 22 — 2 — 12. Das Polynom f — g = 2* — 52 + 102% + 3z + 13 ist ein
nicht-negatives Polynom. Damit ist f(z) > g(z) fiir alle z € R™. Jetzt lassen sich
mit Hilfe des Polynoms g Riickschliisse auf Eigenschaften von f ziehen. So sind die
reellen Nullstellen von f symbolisch nur schwer zu berechnen. Mit Hilfe von ¢ lassen
sie sich aber auf ein Intervall eingrenzen. Die reellen Nullstellen von g sind z(;) = 4
und z(2y = —3. Da g somit nur im Intervall (—3,4) kleiner als Null ist, miissen die

reellen Nullstellen von f im Intervall [—3, 4] liegen.

Eine Fragestellung, die im Zusammenhang mit nicht-negativen Polynomen immer
wieder auftaucht, ist die, ob sich ein nicht-negatives Polynom als Summe aus Qua-
draten bestimmter Funktionen darstellen lasst. Als ,Hilberts 17. Problem* wurde die
Fragestellung bekannt, ob jedes nicht-negative Polynom eine Darstellung als Summe
aus Quadraten rationaler Funktionen besitzt [Hil00]. Dieses Problem wurde spé-
ter von Artin gelost [Art26]. Hilbert selbst untersuchte auch die Frage, ob es fiir
jedes nicht-negative Polynom eine Darstellung als Summe aus Quadraten von Po-
lynomen (oder kurz Quadratsumme) gibt. Er stellte fest, dass univariate Polynome
beliebigen Grades, bivariate Polynome vom Grad 4 und multivariate Polynome vom
Grad 2 immer Quadratsummen sind [Hil88|. Er erbrachte den Beweis, dass fiir alle
anderen Félle nicht-negative Polynome existieren, die keine solche Darstellung be-
sitzen. Ein Beispiel fiir ein solches Polynom veroffentlichte er allerdings nicht. Das
erste konkrete Beispiel eines nicht-negativen Polynoms, das keine Quadratsumme
ist, veroffentlichte Motzkin [Mot65]:

p(z,y, 2) = 2% + 22y* + 2ty? — 302y? 22

Die Nicht-Negativitéit dieses Polynoms bewies Motzkin mit Hilfe der arithmetisch-
geometrischen Ungleichung, die besagt, dass fiir nicht-negative Zahlen ay,...,a,

gilt:
a Qp,
nal...an<g‘
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Spéater untersuchte Reznick, unter welchen Bedingungen nicht-negative Polynome,
die von dieser Form sind, eine Darstellung als Quadratsumme besitzen [Rez89].
Darauf aufbauend erforschten Choi, Lam und Reznick, wie viele Summanden fiir
eine Darstellung als Quadratsumme maximal benotigt werden [CLR95]. AuBerdem
fanden sie Bedingungen an die Anzahl der reellen Nullstellen, unter denen homo-
gene nicht-negative Polynome in drei Variablen vom Grad 6 bzw. in vier Variablen
vom Grad 4 Quadratsummen sind [CLR80]. Powers und Wérmann entwickelten
ein Verfahren, das nicht nur entscheidet, ob ein nicht-negatives Polynom eine Qua-
dratsumme ist, sondern welches gleichzeitig auch eine solche Darstellung berechnen
kann [PW98]. Putinar schriankte den Definitionsbereich der Polynome ein. Fiir seine

Untersuchungen betrachtete er Polynome, die auf einer semi-algebraischen Menge

nicht-negativ sind [Put93]. Er zerlegte diese Polynome in Summen aus bestimmten
einfacheren Polynomen. Pélya fand fiir homogene Polynome eine notwendige Bedin-
gung fiir die Positivitidt auf einer bestimmten semialgebraischen Menge [P6174]: Es
sel

Ko :={z eR"\ {0} |21 >0,...,2, > 0}.
Ist p € R[zy,...,x,] homogen und p(z) > 0 fiir alle 2 € K, so existiert ein N € N,

so dass alle Koeffizienten des Polynoms
hy(@) = (z1+ - +a,)p(2)

positiv sind. Die Zahl N ist dabei unbeschréinkt. Sétze solcher Art, die eine notwendi-
ge Bedingung fiir die Nicht-Negativitdat bzw. die Positivitét eines Polynoms auf dem
Raum R”™ oder einer semi-algebraischen Teilmenge angeben, werden ,,Nichtnegativ-
stellensétze” bzw. ,Positivstellensidtze* genannt. Es gibt weitere bekannte klassische
Positivstellensétze und Nichtnegativstellenséitze von Stengle [Ste73] und Schmiid-
gen [Sch91]. Zusammenfassungen und Beweise klassischer und neuerer Stellensétze
findet man bei Cukierman [Cuk07], Scheiderer [Sch09], sowie Berr und Wérmann
[BWO1]. Becker, Powers und Woérmann entwickelten ein Verfahren, mit dessen Hilfe
sich entscheiden lésst, ob ein Polynom nicht-negativ ist [ BPWO0O0]. Dieses Verfahren

iiberpriift, ob die reelle Varietét eines bestimmten Ideals leer ist oder nicht.

Eine wichtige Anwendung finden nicht-negative Polynome beim Momentenproblem:
Sei K C R™ eine nicht-leere abgeschlossene Menge und L : Rlzy,...,z,] — R
ein lineares Funktional. Das Momentenproblem ist die Fragestellung, ob ein nicht-

negatives Borelmafl p1 existiert, so dass L(p) = [ pdu. Haviland zeigte, dass ein sol-
K

ches Borelmafl genau dann existiert, wenn L(p) > 0 fir alle auf K nicht-negativen
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Polynome p gilt [Hav35], [Hav36|. Schmiidgen l6ste das Momentenproblem fiir
kompakte semi-algebraische Mengen K [Sch91]. Kuhlmann, Marshall und Schwartz
untersuchten das Momentenproblem fiir nicht-kompakte semi-algebraische Mengen
[KMO02], [KMSO05|. Weitere Informationen und Anwendungen des Momentenpro-

blems sind im Buch von Lasserre [Las10] zu finden.

Als Kegel wurde die Menge der nicht-negativen Polynome selbst bisher nur we-
nig betrachtet. Reznick untersuchte diesen konvexen Kegel fiir homogene Polynome
vom Grad d [Rez92]. Auflerdem interpretierte er den dualen Kegel als Menge der
Summen aus d-Potenzen von linearen Polynomen. Choi und Lam untersuchten im
homogenen Fall die Kanten des Kegels [CL77|. Sie gaben allerdings keine allgemei-
nen Kriterien an, sondern iiberpriiften einzelne Beispiele. Blekherman untersuchte
den Kegel der nicht-negativen Polynome und den Kegel der Quadratsummen, indem
er sie mit einer Hyperebene schnitt und anschlieSend die Volumina der Schnitte be-
rechnete [Ble04], [Ble06]. Er bewies damit, dass es, solange der Grad beschrankt
ist, einen echten Unterschied zwischen diesen beiden Kegeln gibt. Ist der Grad der
Polynome hingegen unbeschrankt, so liegt der Kegel der Quadratsummen dicht in
der Menge der Polynome, die nicht-negativ auf dem Wiirfel [—1, 1] sind, wie Berg,
Christensen und Ressel bewiesen [BCR76]. Weitere Ergebnisse zur Approximation
nicht-negativer Polynome mit Quadrat-Summen veroffentlichten Lasserre [Las06]
und Marshall [Mar03]. Desweiteren gibt es Fragestellungen im Bereich der Op-
timierung, bei denen nicht-negative Polynome und Quadratsummen eine wichtige
Rolle spielen. Eine Ubersicht dazu findet sich bei Laurent [Lau09)].

Im Zusammenhang mit nicht-negativen Polynomen ist auch der Satz von Tchakaloff
von Bedeutung. Er besagt in seiner urspriinglichen Form, die fiir kompakte Q0 C R?
und auf € nicht-negative Gewichtsfunktionen w gilt, dass es fiir jedes Integral der

Form

1(f) = / f(@)w(z)da

d+2)

mit |I(z*)| < oo fiir alle @ € N, |a| < d eine Kubatursumme mit D = (]

Knoten und nicht-negativen Gewichten gibt, so dass

I(p) =Y Awp(Ewy)

ist [Tch57]. Dieser Satz wurde im Laufe der Jahre verallgemeinert. Putinar bewies,
dass er auch fiir eine beliebige endliche Anzahl an Variablen gilt [Put97]. Curto und
Fialkow erweiterten den Satz auf nicht-kompakte Mengen €2 [CF02]. Sie bewiesen
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auflerdem eine komplexe Version des Satzes. Bayer und Teichmann verallgemeiner-
ten ihn auf Mafiraume [BT06).

In der vorliegenden Arbeit wird der Kegel der nicht-negativen Polynome untersucht
und unter anderem der Satz von Tchakaloff rein algebraisch und funktionalanalytisch
bewiesen. Dazu werden wir im zweiten Kapitel die in den weiteren Ausfithrungen
bendtigten Grundlagen iiber konvexe Mengen, Kegel und Hyperebenen vorstellen.
Das dritte Kapitel behandelt Grundlagen iiber homogene Polynome, Homogenisie-
rungen und den projektiven Raum P,. Anschlieend werden wir diese Begriffe zu-
sammenfithren und Auswertungen homogenisierter Polynome in den Punkten des
projektiven Raums definieren. Besondere Beachtung finden dabei die unendlich fer-
nen Punkte im Raum P,. Im vierten Kapitel untersuchen wir fiir beschrankten Grad
den Kegel der nicht-negativen Polynome. Als erstes beweisen wir, dass der Grad je-
des nicht-negativen Polynoms eine gerade Zahl ist. AnschlieBend untersuchen wir
den Rand und das Innere des Kegels. Wir beschreiben den Rand und das Innere
vollstéandig iiber affine und unendlich ferne Nullstellen. Das fiinfte Kapitel behan-
delt den Satz von Tchakaloff. Wir geben einen neuen Beweis der bisher weitesten
Verallgemeinerung dieses Satzes fiir den Raum R[zy,...,x,] mit einer beliebigen
Menge 2 an. Im Gegensatz zu allen bisher veroffentlichten Beweisen verzichten wir
auf mafitheoretische Argumente und argumentieren stattdessen rein algebraisch und
funktionalanalytisch. Im sechsten Kapitel betrachten wir schlieflich den Kegel der
linearen Funktionale, die auf allen nicht-negativen Polynomen von beschranktem
Grad nicht-negativ sind. Hier werden wir diesen Kegel vollstiandig beschreiben. Da-
zu untersuchen wir den Rand und das Innere des Kegels. Angelehnt an den Satz
von Tchakaloff zeigen wir, welche linearen Funktionale sich als Kubatursumme mit
nicht-negativen Gewichten darstellen lassen. Fiir alle linearen Funktionale, die keine
solche Darstellung als Kubatursumme besitzen, finden wir eine einer Kubatursumme
mit nicht-negativen Gewichten dhnliche Darstellung. AnschlieBend untersuchen wir
anhand dieser Darstellungen, welche dieser Funktionale sich fortsetzen lassen zu li-
nearen Funktionalen, die auf dem Kegel der nicht-negativen Polynome von héherem

Grad nicht-negativ sind.



KAPITEL 2

Konvexe Kegel und Hyperebenen

2.1. Konvexe Mengen und Kegel

Die Definitionen und Sétze der folgenden beiden Abschnitte entstammen alle bis auf
einzeln gekennzeichnete dem Buch [HULO1].

In dieser Arbeit betrachten wir den Raum R? mit dem Standardskalarprodukt (-, -),
das bekanntlich wie folgt definiert ist: Fiir x = (xy,...,2p),y = (y1,...,yp) € RP

D
ist (z,y) = > x;y;. Mit der Euklidischen Norm ||z||s = /(z, ) ist R? ein vollstin-
i=1

diger normierter Raum.

DEFINITION 1. Eine Menge C' C RP heifit konvez, wenn gilt:
ryyeC={ar+(l-—a)y|ac|0,1]} CC.

Geometrisch interpretiert bedeutet das, dass fiir je zwei Elemente z,y € C auch

ihre Verbindungsstrecke {ax + (1 — a)y | @ € [0,1]} in der Menge C' enthalten ist.

Aquivalent zur obigen Definition ist die Aussage:

k k
xl,...,xkEC’:{Zaixi Qg ..., ap >0, Zaizl}ga

i=1 i=1

DEFINITION 2. Eine Konverkombination aus Elementen xq,...,z;, € RP ist ein

Element der Form
k

k
Z@iﬂh‘, wobei aq,...,a; > 0 und Z@i =1.
i=1 i=1

Die konveze Hiille co(S) einer Menge S C RP ist der Durchschnitt aller konvexen

Mengen, die S enthalten
co(S) := [ {C € R” | C konvex und S C C'}.

Eine Konvexkombination ist demnach eine Linearkombination mit der zusétzlichen
Eigenschaft, dass alle Koeffizienten nicht-negativ sind und ihre Summe Eins ergibt.
Die konvexe Hiille einer Menge lésst sich auch mit Hilfe aller Konvexkombinationen
beschreiben. Es gibt demnach eine Charakterisierung als Durchschnitt von Mengen
und eine als Menge aus Konvexkombinationen.

5
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SATZ 3. Die konvexe Hiille einer Menge S C R kann auch beschrieben werden als

Menge ihrer Konvexkombinationen:
co(S) = {z €RP| fiir ein k € N existieren z1,...,2, € S

k k
und v, ..., > 0mit Y a; =1, sodass Y. oz =z},
=1 =1

Zwar ist jedes Element aus co(S) eine Konvexkombination aus endlich vielen Ele-
menten, aber die Anzahl k dieser Elemente ist erst einmal unbeschriankt. Eine Be-

schrinkung liefert der folgende Satz:

SATZ 4. (C. Carathéodory) Jedes x € co(S) C RP lisst sich als Konvexkombination

aus D + 1 Elementen von S darstellen.

Der Satz von Carathéodory sagt nichts iiber die Existenz einer Basis aus D + 1
Elementen aus, wie man sie im Fall von Linearkombinationen kennt. In Wirklichkeit
héngen die Erzeuger x; im Allgemeinen von x selbst ab. Betrachtet man ein Dreieck
im Raum R?, so lisst sich jeder Punkt der Dreiecksfliiche als Konvexkombination der
drei Eckpunkte beschreiben. Anders sieht es allerdings aus, wenn man im Raum R?
eine Kreisscheibe mit Hilfe von Konvexkombinationen der Elemente des Kreisrandes
beschreiben mochte. Man findet keine drei Punkte, durch deren Konvexkombinatio-
nen man die ganze Kreisfliche erhélt. In Wahrheit werden in diesem Fall wirklich
unendlich viele verschiedene Punkte auf dem Kreisrand benétigt, fiir jedes einzelne

Element aber wiederum nur hochstens drei.

In den folgenden Kapiteln werden wir auch héufig abgeschlossene konvexe Mengen

betrachten, die als abgeschlossene konvexe Hiille einer Menge S entstehen:

DEFINITION 5. Die abgeschlossene konvere Hiille ©o(S) einer nicht-leeren Menge
S C RP ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen konvexen Mengen, die S enthal-

ten.

In der Tat ist @5(S) wieder eine abgeschlossene Menge, da der Durchschnitt abge-
schlossener Mengen wieder abgeschlossen ist. Man kann die abgeschlossene konvexe

Hiille auch mit Hilfe der konvexen Hiille konstruieren:

SATz 6. Die abgeschlossene konvexe Hiille ©6(S) ist der Abschluss cl(co(S)) der

konvexen Hiille von S.

Eigenschaften der konvexen Hiille und der abgeschlossenen konvexen Hiille:

(i) Ist Sy C Sy, so ist sowohl co(S1) C co(Ss) als auch ©6(S;) C ©o(S2).
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(ii) Ist S beschrinkt (bzw. kompakt), so ist co(.S) auch beschrankt (bzw. kom-
pakt). Im Allgemeinen ist die konvexe Hiille einer abgeschlossenen Menge

aber nicht abgeschlossen.

Weiterhin werden wir in den spéteren Kapiteln den Begriff des Kegels benotigen:

DEFINITION 7. Eine Menge K C RP heifit Kegel, wenn gilt:

re€K=are K, Va > 0.

In einem Kegel K ist demnach fiir jedes Element x € K auch die gesamte Halb-
gerade {ax | @ > 0} wieder enthalten. Der Begriff Kegel ist in der Literatur nicht
immer gleich definiert. Manchmal wird vorausgesetzt, dass K auch konvex ist. Wir
bendtigen im weiteren Verlauf dhnlich zu den Konvexkombinationen auch Linear-

kombinationen mit nicht-negativen Koeffizienten.

DEFINITION 8. Eine Menge heifit konvezer Kegel, wenn sie konvex und ein Kegel
ist. Eine konische Kombination aus Elementen z1, ..., x; € R ist ein Element der
Form

k
E a;x;, wobei aq,...,ar > 0.
i=1

Ist K ein konvexer Kegel, so liegt jede konische Kombination aus Elementen aus K
wieder in K. Eine gegebene Menge auf Konvexitidt zu untersuchen wird einfacher,
wenn bereits bekannt ist, dass sie ein Kegel ist. Denn ein Kegel K ist genau dann
konvex, wenn fiir je zwei Elemente x,y € K auch ihre Summe x + y € K ist, das
bedeutet K + K C K.

DEFINITION 9. Die konische Hiille (oder genauer konvere konische Hiille) cone(S)
einer nicht-leeren Menge S C R? ist die Menge aller konischen Kombinationen aus
Elementen aus S.

Die abgeschlossene konische Hiille einer nicht-leeren Menge S C RP ist der Abschluss
der konischen Hiille cone(.S) := cl(cone(.S)).

Genauso wie bei der konvexen und der abgeschlossenen konvexen Hiille gilt auch
fiir die konische und die abgeschlossene konische Hiille: Ist S7 C S5, so ist auch
cone(S1) C cone(Sy) und cone(S;) C cone(Ss).
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BEMERKUNG 10. Aus Satz 4 folgt direkt, dass sich jedes x € cone(S) C R” als
konische Kombination aus D + 1 Elementen darstellen lédsst, denn

k
recone(S) & x=> axy, ; >0, i=1,... )k
i=1

k
= l’:/\Zﬁzl’z, A>0, 3;,>0,i=1,... k,
=1

ko
> Bi=1
i=1
DEFINITION 11. Sei K ein konvexer Kegel. Der polare Kegel ist definiert durch
K°:={secR” | (s,u) <0Vuec K}.
Der bipolare Kegel ist dementsprechend definiert durch

K® :={cecR”|(c,s) <0Vsec K°}.

Der polare Kegel K° hingt vom gewéhlten Skalarprodukt ab. Wahlt man verschie-
dene Skalarprodukte, so erhélt man verschiedene polare Kegel.

Sind K; und K, konvexe Kegel mit Ky C Ky, so ist K7 D K3. Die Inklusion dreht
sich also um, wenn man zu den polaren Kegeln {ibergeht. Der polare Kegel ist auf-
grund der Stetigkeit des Skalarprodukts ein abgeschlossener konvexer Kegel.

K° ldsst sich auch geometrisch interpretieren: (s,u) < 0 bedeutet, dass der von

s und u eingeschlossene Winkel gleich oder gréfier als 7 ist, wenn s,u # 0 sind.

Der polare Kegel K° kann damit interpretiert werden als die Menge aller Vektoren,

die einen Winkel von mindestens g mit den Vektoren aus K einschlieSen und dem

Nullvektor. Es gilt immer K N K° = {0}.

DEFINITION 12. (aus [BV04]) Sei K ein konvexer Kegel. Der duale Kegel ist defi-
niert durch
K*:={seR” | (s,u) >0Vuec K}

Der biduale Kegel ist dementsprechend definiert durch

K*:={ceR”|{c,s) >0Vsec K*}.

Der duale Kegel ist ebenso wie der polare Kegel ein abgeschlossener konvexer Kegel.
Esist K* = —K° und K** = K°°.

Ist K ein Unterraum des R?, so ist K° = K* sein Orthogonalraum.

Sind K; und K5 konvexe Kegel mit K7 C K, so ist K 2 K.

Insbesondere der bipolare Kegel liefert eine hilfreiche Anwendung der polaren Kegel:

SATZ 13. Sei K ein konvexer Kegel. Dann ist der bipolare Kegel K°° der Abschluss
K von K.
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Da K°° = K**, muss die obige Aussage ebenfalls fiir den bidualen Kegel gelten:

KORROLAR 14. (aus [BV04]) Sei K ein konvexer Kegel. Dann ist der biduale Kegel
K** der Abschluss K von K.

2.2. Hyperebenen

Hyperebenen und Halbrdume sind konvexe Mengen mit speziellen Eigentschaften,

die wir im Folgenden noch bendtigen werden.

DEFINITION 15. Eine affine Hyperebene H,, C R” mit s € RP \ {0}, r € R ist
definiert als die Menge

H,, ={ceR”|(c,s) =7}

Jede affine Hyperebene H,, lésst sich auffassen als eine verschobene lineare Hyper-

ebene
Hso={ce RP | {¢,s) = 0}.

Jede affine Hyperebene ,zerschneidet* den Raum R? in zwei affine (abgeschlossene)

Halbrdume
Hf, ={ceR”|{c,s) >r}und H,, :={ceR” | (¢,s) <r},

die beide die Hyperebene Hj , enthalten. Um die abgeschlossene konvexe Hiille einer
Menge S C RP nach Definition 5 zu erhalten, muss man den Durchschnitt aller
abgeschlossenen konvexen Mengen bilden, die S enthalten. Tatséchlich reicht es aber

aus, sich auf die affinen Halbrdume HJ zu beschrianken:

SATZ 16. Sei S C RP. Dann ist entweder co(S) = R? oder

ScHF,

= {ceRP | (s,c) >r wobei (s,t) >r Vt € S}. (2.2.1)

Ob man die affinen Halbraume HJ, oder Hg, verwendet, ist dabei nicht von Be-
deutung, da H_;_, = H,, und Hf&_r = H;r. Da es in unserem Fall einfacher und
sinnvoller ist, nicht-negative Skalarprodukte zu betrachten, werden wir immer die
Halbréume HJ, verwenden.

Eine besondere Rolle kommt den stiitzenden Hyperebenen zu:

DEFINITION 17. Eine affine Hyperebene H, stiitzt eine Menge S C R? im Punkt
z € S, wenn S im affinen Halbraum HJ, (oder H,) liegt und z auf der Hyperebene
liegt, das heifit

(s,b) >rVbe Sund (s,x) =r.
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H,, heifit dann stiitzende Hyperebene von S.
BEMERKUNG 18. Korollar 14 besagt: Sei K ein konvexer Kegel, so ist
K ={ceR?|(s,c)>0Vsec K*}.
Das bedeutet aber, dass
K=K"=w(K)= (] H)
KCHY,

Es reicht also mit Satz 16 aus, fiir den Abschluss K bzw. die abgeschlossene konvexe
Hiille c6(K) eines konvexen Kegels K nur den Durchschnitt aller affinen Halbraume

zu betrachten, die zu linearen Hyperebenen gehéren.

Fiir jede konvexe Teilmenge C' des Raums R?, die nicht selbst der R ist, existieren
stiitzende Hyperebenen. Insbesondere liegt jedes Element von C, durch das eine
stiitzende Hyperebene verlduft, auf dem Rand von C'. Fiir abgeschlossene konvexe

Mengen lasst sich so der gesamte Rand charakterisieren:

SATZ 19. Der Rand einer abgeschlossenen konvexen Menge C' C R” enthélt genau

die Punkte aus C, durch die eine stiitzende Hyperebene von C verliuft.

Da es bei einem konvexen Kegel K ausreicht, fiir die Konstruktion des Abschlus-
ses nur affine Halbrdume zu beriicksichtigen, die zu linearen Hyperebenen gehoren,
benotigt man auch fiir die Betrachtung des Randes von K nur lineare stiitzende

Hyperebenen:

KORROLAR 20. Fiir den Rand eines konvexen Kegels K C RP bedeutet Satz 19

0K = {u€ K|3scRP\{0}:(s,t) >0Vt e K und (s,u) =0}
= {ue K|3Ise K*\{0}:(s,u) =0}

Damit folgt direkt, dass fiir das Innere von K gilt:
int(K) ={u e R” | (u,s) >0Vs e K*\{0}} C K.



KAPITEL 3

Homogene Polynome

3.1. Grundlagen

Es sei P = R[zy, ..., z,] der Vektorraum aller Polynome in den Variablen x, ..., x,
mit reellen Koeffizienten. Auch im Folgenden wird n immer die Anzahl der Variablen

bezeichnen.

Alle Definitionen und Sétze dieses Abschnitts stammen aus [Gro68|, (Gro70] und
[CLO92).

DEFINITION 21. Es sei gt € P ein Monom ¢ € R\ {0}, ¢t = 27" -+ 2%, aq,...,q, €

n

Np. Dabei nennt man ¢ auch normiertes Monom (oder Potenzprodukt). Der Grad
m

von qt ist definiert als deg(qt) = oy + -+ 4+ . Sei p € P ein Polynom p = > ¢;t;
i=1
mit Monomen ¢;t;, ¢; € R, i =1,...,m. Dann ist der Grad von p definiert als

deg(p) = max {deg(q:) | ¢; # O}

Der Grad eines Polynoms wird manchmal auch als Totalgrad bezeichnet.

In dieser Arbeit werden wir die Bezeichnung Grad verwenden. Ab jetzt bezeichne
Py :={p € P |deg(p) <d}

den Vektorraum der Polynome in n Variablen, deren Grad hochstens d ist. P; hat
die Dimension D := (d;”). Ab jetzt sei {t,...,tp} die geordnete Basis von Py, die
aus Monomen mit Koeffizient 1 besteht mit graduiert lexikographischer Anordnung

der Monome, das heif3t
n n
ot <P e S ap < Y B oder
i=1 i=1

n
> i =
=1 =1

und (3;, die verschieden sind, gilt a; < f3;.

n

0G; und fiir die letzten Koordinaten «;

BEISPIEL 1. Es sei p = 2?+ 2+ 22 +xy? + xy+ 222 + 2%y +1 € Ps[z, y, 2]. Ordnen wir

die Monome, die in p vorkommen, so gilt 1 < z < 22 < 2y < 2% < 2%y < 2y? < v22

Wir werden die so definierte Basis {t1,...,tp} ab jetzt immer als die geordnete Basis
von Py bezeichnen.

11
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DEFINITION 22. Ein Polynom p € P, heiit homogen vom Grad k, wenn jedes Mo-

nom, das in p enthalten ist, den Grad k£ hat oder wenn p = 0 ist.

Ein homogenes Polynom wird in der Literatur manchmal auch als Form bezeichnet.

Jedes Polynom p € P, lasst sich eindeutig mit Hilfe seiner homogenen Komponenten
d
hy darstellen: p = > hy, wobei jeweils hy ein homogenes Polynom vom Grad k ist.
k=0
hy, ist die Summe aller Monome vom Grad k in p. Ist deg(p) = r, so heifit h, die

fiihrende Form von p.

Jedes homogene Polynom vom Grad d > 1 besitzt im Punkt (0, ..., 0) eine Nullstelle.
Wenn wir in den folgenden Kapiteln homogene Polynome auf Nullstellen untersuchen

werden, werden wir immer die nicht-trivialen Nullstellen suchen.

SATZ 23. Sei p € Py. Es ist p ein homogenes Polynom vom Grad k, genau dann
wenn fiir jedes A € R und jedes x € R" gilt:

pO) = Nop().

Ein gegebenes nicht-homogenes Polynom kann man mit Hilfe einer weiteren Varia-

blen in ein homogenes Polynom {iberfiihren:

DEFINITION 24. Sei p € Py mit deg(p) = r und p = > hy, wobei jeweils hy ein
k=0
homogenes Polynom vom Grad k ist. Dann heifit

T
fzo, 1, ... 20) == ng_khk(:vl, Cey Ty)
k=0

die Homogenisierung von p.

f lésst sich ebenfalls darstellen als
flzo, 1, ..., 2y) :x6~p<ﬂ,...,&> .

Homogenisieren bedeutet also, dass jedes Monom mit einer passenden Potenz von xq
multipliziert wird, so dass es anschliefend den Grad r besitzt. Man erhélt dadurch
ein Polynom aus dem Ring Rzg, 21, ..., x,]. Die homogenisierende Variable xy wird

hier immer an erster Stelle geschrieben.

BEMERKUNG 25. Durch Enthomogenisieren erhilt man aus einem homogenisierten
Polynom f € R[xg,x1,...,z,| folgendermaBlen auch wieder das Ausgangspolynom
p:

p(T1, .. xn) = f(Lxy,...,x,).
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3.2. Der projektive Raum

Wir definieren die folgende Aquivalenzrelation ~ auf dem Raum R™\ {0}:
(€ E0) ~ (o) 5 BNERN (O} (€ 1) = A+ (€0rn s )

DEFINITION 26. (aus [CLO92]) Der n-dimensionale projektive Raum P, iiber R ist
die Menge aller Aquivalenzklassen der Relation ~ in R™\ {0}:

P, == (R"'\{0})/ ~.
Jede Aquivalenzklasse R = [(&, ..., &,)] bezeichnet einen Punkt in P,,, und (&, ..., &,)

heiflen homogene Koordinaten von R.

Jeder Punkt in P, das heifit jede Aquivalenzklasse, ist eine Gerade im Raum R,
die durch den Koordinatenursprung verlauft, wobei der Nullpunkt selbst nicht ent-

halten ist. Es sei
Spo={EeR™M |G+ +-- + =1}

die Kugelsphiire in R™*1!,

SATZ 27. (aus [Die00]) Sei =< die auf S,, durch

(&, &) =< (oy.. -, &) & (&), = (&, ..., &) oder
(é(/]’,§1/1> = _<§07"'7£n)

gegebene Aquivalenzrelation. Dann gibt es eine Bijektion zwischen S,/ < und P,.

Nach diesem Satz ldsst sich der Raum P, mit der Kugelsphire im Raum R™*!
identifizieren, wenn man jeweils zwei Antipoden-Punkte als ein Element auffasst.
Als Vertreter der Aquivalenzklassen der Relation ~ wihlt man dabei eins der beiden

Elemente der Aquivalenzklasse, die auf der Kugeloberfliche liegen.

DEFINITION 28. (aus [Gr670])

(i) Ist R = [(&,&1,---,&0)] € P, und & = 0, so heifit R ein unendlich ferner
Punkt.
(ii) Ist R = [(&0,&1,---,&n)] € Py und & # 0, so heifit R ein affiner Punkt.

Ist U = {[(&,&1,---,&0)] € Py | & # 0} die Menge aller affinen Punkte in P, so
ist die Abbildung ¢ : R* — U mit ¢(&,...,&,) = [(1,&,...,&,)] eine Bijektion

zwischen U und R".
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3.3. Polynomauswertungen in Punkten des projektiven Raums

Im folgenden Abschnitt werden wir die Auswertung homogener Polynome in den
Punkten des projektiven Raums P,, definieren. Dazu fithren wir zuerst einen neuen

Homogenisierungs-Begriff ein, den wir in den folgenden Kapiteln benétigen.

m
DEFINITION 29. Sei p € Py mit p = > hy mit m < d. Dabei ist jeweils hy, ein
k=0

homogenes Polynom vom Grad k. Dann heif}t
f(m(b Z1y ... al‘n) = Z xg_khk
k=0

die d-Homogenisierung von p. Es lédsst sich f ebenfalls darstellen als

x T,
f(a:o,xl,...,xn):xg-p(—l —)

) bl
Zo Zo

Das Ausgangspolynom p erhilt man aus der d—Homogenisierung f wiederum durch:

p(z1, .. xn) = f(Lzy,...,x,).

Die d-Homogenisierung eines Polynoms p ist immer ein homogenes Polynom vom
Grad d, auch wenn der Grad von p kleiner als d ist. Im Gegensatz zum ansonsten
iiblichen Homogensieren wird beim d-Homogenisieren eventuell ,hoher* homogeni-

siert. Ist p € Py und f die d-Homogenisierung von p, so ist die d+1-Homogenisierung
g=1mo- [

Wir definieren nun die Auswertung der d-Homogenisierungen in den Punkten des
projektiven Raums P,. Da die Elemente R € P, punktierte Geraden durch den
Nullpunkt sind, schneidet jede dieser Geraden die Kugelsphére S, in genau zwei

Punkten. Wir wéhlen nun den Schnittpunkt dieser Geraden mit der Kugelsphére

fiir die Auswertung, dessen erste Koordinate, die nicht Null ist, positiv ist.

DEFINITION 30. Sei f die d-Homogenisierung eines Polynoms p € P,;. Weiter sei
[(&0,---,&n)] € Py,. Dann ist

§ §n 1
f[(fovagn)] :f<ﬁovﬂg) :Ef(§077§n)7

mit p = (Zf?)%, wenn fiir £ = min{j € {0,...,n} | & # 0} der Wert & > 0 ist
=0

und p:=—( Y 5]2-)%, wenn &, < 0.
7=0

BEISPIEL 2. Die 2-Homogenisierung von p = 2% +4+2zy+z—1ist f = 224+ 2xy+xz—22.
Es sei [¢] = [z,z,y] = [2,1,2]. Dann ist u = v/22 4+ 12+ 22 = 3, und es ergibt sich
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2
3

2 4
'3
Esist g[2,1,2] = (

= 3. Die 4-Homogensierung ist g = #%2% + 2xy2* + 22° — 2%,
12 1 12 _ 4
53) =792 L) =g =5

Generalvoraussetzung:

Im Folgenden werden wir immer voraussetzen, dass im Raum P, die Aquivalenz-
klasse R = [(&,...,&,)] direkt durch den Représentanten dargestellt wird, der
auf der Kugelsphire liegt, das heifit, es gilt & + --- + &2 = 1 und & > 0 fiir
k =min{j € {0,...,n} | & #0}.

In den folgenden Kapiteln werden besonders Polynome, deren Grad eine gerade
Zahl ist, eine wichtige Rolle spielen. Wir werden in diesen Kapiteln voraussetzen,
dass d gerade ist. In diesem Fall wiirde es keine Rolle spielen, welchen der beiden

Punkte auf der Kugelsphéire man fiir die Auswertung verwendet, denn

f<_§07 ce _gn) - <_1)df(§0> s 7§TL> - f(&)a s 7§n>‘

Ab dem folgenden Kapitel werden wir demnach nur noch voraussetzen, dass die
Aquivalenzklasse R = [(&,...,&,)] durch einen Reprisentanten dargestellt wird,

der auf der Kugelsphére liegt.

Sei p € Py und f seine d-Homogenisierung. Dann gilt fiir die Auswertung von f
in einem affinen Punkt R = [(&...,&,)] € P, mit & # 0:

_ d 61 5 51 gn
FB) = FGon.. ) = @f( &, 5) dp (50 5).

KORROLAR 31. Seip € Py, f seine d-Homogensierung, g seine d+1-Homogenisierung
und R = [(&, &1, - -+, &n)] € P, mit & # 0. Dann ist

o= (G g) o (@ (G §)) o

Es ist sinnvoll, dass fiir die Auswertung in einem affinen Punkt R € P,, die Beziehung
g(R) = & f(R) gilt, wenn f die d-Homogenisierung und g die d+1-Homogenisierung

desselben Polynoms ist, da wir bereits festgestellt haben, dass g = x¢ - f ist.

Zur Vereinfachung werden wir die Punkte des projektiven Raums P, ab jetzt mit
(€] = [0, &1, - - -5 €] bezeichnen und im Gegensatz dazu die Punkte des affinen Raums
R™ mit £ = (&1,...,&,). Ist [£] = [&0,&1,---,&n] € P, ein unendlich ferner Punkt,
d.h. & = 0, so bezeichne £* ab jetzt den Punkt £&* = (&,...,&,) € R™

DEFINITION 32. Sei p € P; und f seine d-Homogenisierung.

(i) Existiert ein [£] = [£o, ..., &) € P, mit & # 0 und f[¢] = 0, so besitzt f
eine affine Nullstelle in [£].
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(i) Existiert ein [¢] = [£o,...,&n] € P, mit & = 0 und f[¢] = 0, so besitzt f

eine unendlich ferne Nullstelle in [€].
Besitzt f eine affine Nullstelle im Punkt [£] = [£o, ..., &) € P, mit & # 0, so ist

p<é77§i) :idf(g(bgla?gn):idf[g] = 0.
50 50 0 0

Der Punkt { = (2—;, cee 2—2) ist also eine reelle Nullstelle von p. Umgekehrt besitzt

auch f eine affine Nullstelle, wenn p eine reelle Nullstelle besitzt.

BEISPIEL 3. Es sei p = zy — 1 € R|x, y]. Die Menge aller Nullstellen von p ist die
Hyperbel {(a,2) | &« € R\ {0}}. Die Asymptoten dieser Hyperbel sind bekanntlich
die z-Achse und die y-Achse. Wir betrachten nun die 2-Homogenisierung f = xy— 2>

von p. Die affinen Nullstellen des homogenen Polynoms f sind die Punkte

1 1 1
l—,g,—] a € R\ {0} und p=1/1+a?+ — » C P,
pop o a

Diese entsprechen den Nullstellen des Polynoms p. Fiir die Aquivalenzklasse [i, %, i]

po
1 1 1 1 1
|:_7g7_:| = [1,0&, _:| = [OC,OZQ,l} - |:_717_2:|
noop o o 0] (07

fir a # 0. Fiir « — 0 gilt

gilt:

lim [a,0® 1] = [0,0,1].

a—0

Fiir a — oo gilt

a—oo | a?
Die beiden unendlich fernen Punkte [0,0, 1] und [0, 1, 0], die man auf diese Weise

erhélt, sind die unendlich fernen Nullstellen von f. Wir kénnen diese beiden Punkte

lim [l,l,i] —[0,1,0].

interpretieren als die Schnittpunkte (oo, 0) und (0, c0) der Hyperbel mit den Koor-

dinatenachsen.

d d
BEMERKUNG 33. Es sei p € Py mit p = 3 h und entsprechend f = > x3 "h,
k=0 k=0
seine d-Homogenisierung. Dann gilt fiir die Auswertung von f in einem unendlich

fernen Punkt [¢] = [0,&1,...,&,] (mit i & =1):
j=1

d
FIE = F&) =D 0 hy(&r, .. &) = ha(&r, . &) = ha(€).
k=0
Das bedeutet, die Auswertung von f im unendlich fernen Punkt [] = [0,&,. .., &,]

entspricht der Auswertung der homogenen Komponente hy; vom Grad d im Punkt

(517 cee 7£n)
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Ist p € Py ein Polynom mit deg(p) = r < d, so ist p = > hi. Dann ist seine
k=0

T T
_ E d—k _ _d-r § r—k
k=0 k=0

Fiir einen unendlich fernen Punkt [¢] € P, gilt

d-Homogenisierung

T

FIE =077 07 Fhi(¢7) = 0.

k=0
Die d-Homogenisierungen von Polynomen, deren Grad kleiner als d sind, sind somit
in jedem unendlich fernen Punkt Null.

BEISPIEL 4. Es sei wieder p = 22 + 22y + 2 — 1. Die 2-Homogenisierung von p ist
f = 2%+ 22y + vz — z° und die 4-Homogenisierung g = %22 + 2xyz? + v23 — 24
Desweiteren sei [£] = [0,2, 2]. Dann ist f[¢] = 22 und g[¢] = 0. Betrachtet man

)59 5
den homogenen Anteil zweiten Grades hs und den homogenen Anteil vierten Grades
hy von p, so erhilt man hy = 2% + 2xy und hy = 0. Es ist hs (g, %) = % und
ha(3,5) = 0.

Es bezeichne H,; den Vektorraum der homogenen Polynome vom Grad d in n + 1

Variablen:
Hq:={f € Rlxg,z1,...,2,] | f ist homogen vom Grad d}.

Wir betrachten die geordnete Basis {¢i,...,tp} von P;. Damit ist {a, . ,%VD} eine
geordnete Basis von H,, wobei ¢; die d-Homogenisierung von ¢; ist, das bedeutet
ti = alt;, m; :=d—deg(t;), i =1,...,D. Wir werden ab jetzt {t1,...,tp} als die

geordnete Basis von H,; bezeichnen.

SATZ 34. (aus [Mar08|) P, und H, sind isomorph zueinander. Ein entsprechender
Isomorphismus ist durch die Abbildung

7 : Py — Ha, p(xl,...,xn)ngp(ﬂ,...,ﬁ>
gegeben. Seine Umkehrabbildung ist

7—_1 :Hd_)Pda f('IOaxla"')'In) Hf(laxla"wl‘n)-

Da P; und H, isomorph sind, konnen wir ab jetzt entweder mit dem Raum P,
der Polynome in n Variablen bis zum Grad d oder im Raum H,; der homogenen
Polynome in n + 1 Variablen vom (genauen) Grad d arbeiten. Die Erkenntnisse,
die wir {iber einen der beiden Rédume erlangen, konnen wir direkt auf den anderen

iibertragen.






KAPITEL 4

Der Kegel der nicht-negativen Polynome

Es sei D die Dimension des Vektorraums P; der Polynome in n Variablen, deren
Grad kleiner oder gleich d ist. Dann gilt:

D = dim P, — (di;”).

Wir definieren
Kf:={pePy|plx)>0VreR"}
die Menge der nicht-negativen Polynome in Py.
K ist ein konvexer Kegel, denn K ist ein Kegel, da
peEKS & p(x)>0VreR"
= a-p(r)>0VreR" YVa>0
= a-p€ K] Va>0.
Weiter ist K] konvex, denn
p17p2€K;—7)‘€[0)1] = plZOaPQZOVl’GRn
= A-pi(x)+ (1 =N pa(x) >0Vzr e R"
= )\p1—|—(1—)\)p2 GK;

Somit ist K ein konvexer Kegel.

Als néchstes zeigen wir, dass K] aulerdem abgeschlossen ist, das heifit der Grenz-
wert jeder konvergenten Folge in K liegt wieder im Kegel K. Da P, ein endlich-
dimensionaler Vektorraum ist, sind alle Normen auf P; dquivalent. Damit spielt es
keine Rolle, welche Norm wir zur Betrachtung der Konvergenz verwenden. Dazu de-

finieren wir die Norm ||p||2 folgendermaflen: Es sei {¢1,...,tp} wieder die geordnete

D
Basis von Py und p = > ¢;t;. Dann ist

=1
1
D 2
ol = (z qs) |
=1

Sei nun (p,,)nen eine Folge in K, die gegen p* € P, konvergiert: lim ||p, —p*||2 = 0.

Angenommen, es sei p* ¢ K. Dann existiert ein £ € R™ mit p*({) = —c¢ < 0. Da
P4 ein endlich-dimensionaler Vektorraum ist und lim ||p, — p*||o = 0, ist auch
n—oo

19
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lim |p,(z) — p*(z)| = 0 fiir alle z € R™ und damit auch lim |p,(§) — p*(£)| = 0.
Aber es ist p, € K fiir alle n € N, das heit p,(£) > 0 und p*(£) = —c. Damit ist
Jim |p,(§) = p"(&)] = lim [pa(€) = (=¢)] = ¢ > 0.

Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass p, gegen p konvergiert. Also exis-
tiert kein solches £ € R™ und es ist p* € K. Damit ist K ein abgeschlossener

konvexer Kegel.

Ziel dieses Kapitels ist es nun, den abgeschlossenen konvexen Kegel K vollstindig
zu beschreiben, das bedeutet sein Inneres und seinen Rand vollsténdig zu charakteri-
sieren. Als erstes werden wir dazu zeigen, dass der Kegel K] nur Polynome enthilt,
deren Grad eine gerade Zahl ist. AnschlieBend werden wir die Polynome auf dem
Rand und im Inneren des Kegels untersuchen und zu dem Ergebnis kommen, dass
auf dem Rand des Kegels genau die Polynome liegen, deren d-Homogenisierungen
affine oder unendlich ferne Nullstellen besitzen und das Innere des Kegels genau die

Polynome enthélt, deren d-Homogenisierungen positiv sind.

Zuerst zeigen wir nun, dass der Grad jedes Polynoms aus K eine gerade Zahl
ist. In der Literatur findet sich hiufig die Aussage, dass nur der Fall, dass d gerade
ist, interessant sei, so beispielsweise im Buch von Marshall [Mar08] oder in den Ar-
tikeln von Blekherman [Ble04] oder Choi, Lam und Reznick [CLR80]. Wir zeigen
hier, dass der Fall eines nicht-negativen Polynoms mit einem ungeraden Grad gar
nicht existiert.

T

Wir betrachten nun p € P, \ {0} mit deg(p) = r und der Darstellung p = > hy,
k=0
wobei hy, jeweils ein homogenes Polynom vom Grad k ist.

LEMMA 35. Fiir jedes p € P,y \ {0} existiert ein n € R™ mit |p(n) — h.(n)| < |h-(1)|.

BEWEIS. Fiir a € Py definieren wir ||al|mee := max{|a(&y, ..., &)] 1 &4 +E2 = 1}.
Es sei my = ||hg|lmez und m := max{mg,...,m,}. Sei ( = ((1,...,() € R
mit > ¢7 = 1 und |h.(¢)| = m,. Dann ist my > |he(C)| fiir & = 0,...,r. Wihle
j=1
p = = > 1. Dann gilt:
p=o = pm,=m
= p'm, =" tm > pFm > pkmy, k=0,...,r -1
= [P ()] = 11 he (O = |1 h(O)] = [ (p€)], & =0,...,r =1
—— ——’

=Sy =Sk
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Setze nun ¥ := pu¢. Dann ist |hg(9)| = sk, kK =0,...,r — 1. Wéhle A > 0 so gro8,
dass X" > X1 4+ ... + A2+ X\ + 1. Dann folgt:

DD U N N S |

r—1 r—1 r—1 r—1
= N|h(0)] = N5, > > Mg, > 3 Negy, = Nl (9)] = S |he(AD)]
. k=0 k=0 k=0 k=0
> [ 1)
k=0
Mit 7 := A gilt nun |p(n) — h(n)| < |hr(n)]. 0

Da die hy homogene Polynome sind, ist |hx(n)| = |hx(—n)| fir £ = 0,...,r. Damit
gilt auch

X_: hie(=n)

k=0
Daraus folgt, dass auch |p(—n) — h.(—n)| < |h.(—n)| fiir dasselbe n wie oben.

bl > 3 ha(—n)] 2

LEMMA 36. Fiir p € Py \ {0} und n € R" gelte |p(n) — h.(n)| < |h(n)|. Dann haben
p(n) und h,(n) das gleiche Vorzeichen.

BeEwEIS. Es muss h,.(n) # 0 sein, denn wére h,(n) = 0, so wiirde nach der Voraus-
setzung gelten |p(n)| = |p(n) — h.(n)| < |h:(n)] = 0. Da dies ein Widerspruch ist,
muss h,(n) # 0 sein.

Desweiteren muss auch p(n) # 0 sein, da ansonsten |k, (n)| = |p(n) —h.(n)| < |h-(n)]
wére, was ebenfalls ein Widerspruch ist.

Angenommen, h,(n) und p(n) hitten unterschiedliche Vorzeichen. Dann folgt, dass
Ip(n) = he(m)| = |p(n)| + |hr(n)| > |h+(n)|. Dies ist aber ebenfalls ein Widerspruch
zur Voraussetzung. Somit haben h,.(n) und p(n) dasselbe Vorzeichen. O

Mit diesen beiden Lemmata beweisen wir nun, dass fiir ein nicht-negatives Polynom

der Grad r gerade sein muss.

SATz 37. Ist p ein nicht-negatives Polynom, so ist » = deg(p) eine gerade Zahl.

BEWEIS. Fiir jedes Polynom p € P; mit deg(p) = r und der fithrenden Form h,
existiert nach Lemma 35 ein n € R™, so dass |p(n) — h.(n)| < |h.(n)| und ebenso
Ip(—=n) —h.-(—n)| < |h-(—n)|. Damit haben nach Lemma 36 die Werte p(n) und h,.(n)
das gleiche Vorzeichen. Die Werte p(—n) und h,.(—n) haben ebenfalls das gleiche
Vorzeichen. Ist r ungerade, so gilt h,.(—n) = —h,.(n), da h, ein homogenes Polynom
vom Grad r ist. Demnach ist entweder p(n) oder p(—n) negativ. Ist r ungerade, kann
p somit kein nicht-negatives Polynom sein. Jedes nicht-negative Polynom p muss also
geraden Grad haben. O
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Da demnach die nicht negativen Polynome im Polynomraum P, 1 hochstens den
Grad 2m haben, gehen wir im Folgenden immer davon aus, dass d eine gerade Zahl

ist.
Ab jetzt gelte fiir den Rest dieses Kapitels die folgende Generalvoraussetzung:

d ist eine gerade Zahl.

Wenn wir d-Homogenisierungen in Elementen des projektiven Raums P,, auswerten,
spielt es nun keine Rolle mehr, welchen der beiden Vertreter der Aquivalenzklasse

(€], die auf der Kugelspére liegen, wir zur Auswertung heranziehen, da

f<_£07 R _gn) = (_1)df(£07 e agn) = f(£07 e a€n>

SATz 38. Ist p € Py mit deg(p) = d und p(z) > 0 und fiir alle z € R, so ist auch
hq(z) > 0 fiir alle z € R™.

BEWEIS. Angenommen, es sei £ € R" mit hy(§) < 0 und wy := he(§), £ =0,...,d.
Wiéhle A > 0 so groB, dass

Ud—1 \d—1 Uy U
— 4+ =+ —
Ug Ug Ug

>

Es gilt:
d Ud—1 yd—1 u U
)\>u—d)\ ++u_¢11)\+u_3
= |ud)\d‘ > ‘ugl_l)\d*1 +o A+ uo‘

= [ha(AE)| > [p(AE) — ha(A))|
= hg(A§) und p(A§) haben das gleiche Vorzeichen nach Lemma 36.

Da p(\¢) > 0 fiir alle A > 0 und alle £ € R, ist hq(AE) = Ahg(€) > 0. Esist A > 0
und damit hg(€) > 0 fiir alle £ € R™. O

Ist p ein nicht-negatives Polynom, so muss also auch seine fithrende Form ein nicht-
negatives Polynom sein.

Mit der gleichen Argumentation muss auch das homogene Polynom niedrigsten Gra-
des, das in p vorkommt, sozusagen die niedrigste Form, ein nicht-negatives Polynom
sein. Der Beweis verlauft analog zum obigen. Ist h, die niedrigste Form von p, so
wéhlt man allerdings A > 0 so klein, dass

Ud Ud—1 _ Up41
)\€> _)\d+_/\d1+‘__+_+)\f+l )
Uy Uy Uy

Damit haben p(A{) und hy(\E) das gleiche Vorzeichen, und h, muss nicht-negativ

sein.
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Der Beweis des obigen Satzes zeigt auch, fir &€ € R”, deren Norm sehr grof§ ist,
dominiert die fithrende Form das Polynom p, das heifit, sie bestimmt auch das Vor-
zeichen von p(§). Fir £ € R™, deren Norm sehr klein ist, dominiert die niedrigste

Form und bestimmt das Vorzeichen von p(§).

Wir widmen uns nun dem Rand des Kegels K. Dazu betrachten wir zuerst die
Polynome, die zum Kegel gehoren und reelle Nullstellen besitzen. Sie liegen alle auf

dem Rand, wie der folgende Satz zeigt:

SATZ 39. Sei p € K und es existiere ein £ € R™ mit p(§) = 0. Dann ist p € 9K .

BEWEIS. Angenommen, es sei p € int(K;). Dann existiert ¢ > 0, so dass gilt
{g9ePi:|lp—glls <e} C K. Seig*:=p—5-t;, wobeit; = af--- 2% Dann ist
. € €
Ip=gl,=|p—p+5 -t —i<e
Damit ist g* € {g € Py : |lp —gll2 < e} € K. Aber es ist p(¢) = 0 und damit
g* (&) = p(&) — 5 = —5 < 0. Das ist ein Widerspruch dazu, dass g* € K ist. Somit
ist p ¢ int(K}), sondern p € 0K . O

=5
2 12 !

Alle Polynome aus K, die eine reelle Nullstelle besitzen, liegen auf dem Rand. Diese
Aussage ist dquivalent dazu, dass alle Polynome aus K], deren d-Homogenisierungen
eine affine Nullstelle besitzen, auf dem Rand liegen. Wir untersuchen als néchstes, ob
auch die Polynome aus K, deren d-Homogenisierungen unendlich ferne Nullstellen
besitzen, auf dem Rand des Kegels liegen. Dazu betrachten wir zunéchst ein Beispiel.
Es sei
p=2%y* —2zy+ 2t +1¢€ Rlr,y])s

p lisst sich auch schreiben als p = (xy — 1)? 4+ z2. Da sowohl (zy — 1)? > 0 als auch
z? > 0 fiir alle (z,y) € R? ist p € K C (R[x,y])s. Allerdings besitzt p keine reelle
Nullstelle, denn jede reelle Nullstelle von p miisste gleichzeitig Nullstelle des ersten
und des zweiten Summanden sein. (zy — 1) besitzt die Nullstellen {(a, ) | € R}
und z? die Nullstellen {(0,3) | 8 € R}. Der Schnitt dieser beiden Mengen ist leer.
Fiir das Polynom

E g
De :=x2y2—2xy+x2—§y+1=p—§y

mit € > 0 gilt: ||p — p-|]2 = £. Allerdings ist p. ¢ K, denn es existieren Punkte, in

=
5.
denen p. negativ ist: p.(0, g) =-5- % +1 = —1 < 0. Damit existiert fiir jedes € > 0
ein Polynom p. € {g € Py : ||p — gl]2 < €} mit p. ¢ K, . Somit ist p € K, obwohl
p keine reelle Nullstelle besitzt. Wir betrachten nun die 4-Homogenisierung von p:
x

flz,z,y) =2 p (;, %) = 22y? — 2wy + 2?22 4 2L
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Da p keine reellen Nullstellen besitzt, besitzt f keine affinen Nullstellen. Aber fiir
2=0, 2=0, y=1gilt: f]0,0,1] = f(0,0,1) = 0. f besitzt also die unendlich ferne
Nullstelle [0, 0, 1].

Das Beispiel lasst vermuten, dass auch die Polynome, deren d-Homogenisierungen
unendlich ferne Nullstellen besitzen, auf dem Rand von K liegen. Es ist somit
sinnvoll, von den Polynomen p € P; zu den entsprechenden d-Homogenisierungen
f € Hg tiberzugehen. Wir wissen bereits, dass P; und Hy isomorph zueinander sind.
Ein Isomorphismus zwischen beiden ist durch die Abbildung
7:Pg— Ha, p(x1,...,2,) — zip (ﬂ,...,@>.
Zo Zo

gegeben. Die Umkehrabbildung von 7 ist
T Hy — Pa, f(xo, 1, xn) — f(LTy, . T).

Als Vektorraumhomomorphismen zwischen endlich-dimensionalen R-Vektorrdumen

sind 7 und 77! stetig. Es sei
K} :={feHy| flz) >0VeeR"™}

SATZ 40. Mit dem obigen Isomorphismus 7 gilt: 7(K}) = [?:[

BEWEIS. Im ersten Schritt werden wir zeigen, dass die Inklusion 7(K}) 2 [?j gilt.
Sei dazu f € [?j Das bedeutet f(zo,x1,...,x,) > 0 fiir alle (zg, 71, ...,,) € R"L
Fir p = 774(f) gilt dann p(xy,...,2,) = f(1,21,...,2,) > 0 fiir alle Punkte
(z1,...,2,) € R". Damit ist p € KJ und f € 7(K]).

Im zweiten Schritt miissen wir noch zeigen, dass auch die umgekehrte Inklusion
T(K}) C K erfiillt ist. Sei jetzt f € 7(KJ}). Damn ist p = 7 1(f) € K. Das
bedeutet p(xq,...,x,) > 0 fir alle (z,...,2,) € R". Wir untersuchen nun, ob
f(xo, 21, ..., 2,) > 0 fiir alle (zg, 21, ...,7,) € R"!. Dazu fiihren wir eine Fallun-

terscheidung durch.

Zuerst betrachten wir den Fall, dass xg # 0 ist. Dann ist

d T Tn
f(zo,x1,. .., 2,) = -p(—,...,—) > 0.
~~ Zo To
>0 ~ -
>0

Nun untersuchen wir den Fall, dass o = 0 ist. Sei p = > hy, wobei hy, jeweils ein
k=0

homogenes Polynom vom Grad k ist. Dann ist f = > 20 *hy.
k=0
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Gilt deg(p) = m < d, so ist d — k > 0 fiur alle ¥ < m. In diesem Fall ist
f0,21,...,2,) = > 097Fhy, = 0 und somit f € I?j

k=0
Wenn aber deg(p) = d, so ist f(0,x1,...,2,) = hg(x1,...,2,). Dap(xy,...,2,) >0
fir alle (xy,...,2,) € R", muss hy(zq,...,2,) > 0 fir alle (zq1,...,z,) € R" sein.
Das bedeutet f(0,x1,...,z,) = hg(z1,...,2,) > 0, und damit ist f € I?j O

Da7(K]) = l?j, konnen wir ab jetzt entweder mit dem Kegel K] oder dem Kegel
K arbeiten und die Erkenntnisse, die wir iiber den einen erlangen, auf den anderen
iibertragen. Da die Abbildung 7 stetig ist, bildet sie den Rand von K] auf den Rand

von [?j ab. Fiir die d-Homogenisierungen f gilt
f(z) >0Ve e R"™ & flz] >0 V2] € P,.

Damit ist KI' = {f € Hq | flz] > 0 V[z] € P,}.

Wir kommen nun zuriick zu unserer Behauptung, dass auch die Polynome, deren
d-Homogenisierungen unendlich ferne Nullstellen besitzen, auf dem Rand von K

liegen.

SATZ 41. Seip € K, und seine d-Homogenisierung besitze eine affine oder unendlich
ferne Nullstelle [¢] = [0, &1, - -+, &) € Py, Dann liegt p auf dem Rand von K.

D D

BEWEIS. Es sei p = ) ¢;t;. Dann ist seine d-Homogenisierung f = > ¢;t;. Hierbei
i=1 i=1

bezeichne t; wieder die d-Homogenisierung von t;, das heifit, es ist ¢; = x;"t; mit

m; = d — deg(t;), i = 1,...,D. Wir definieren nun ¢ := (q,...,qp) € R? und
7€) == @l€), ... pl€)) € RP. Dann ist

HEE Zqﬁ;[g] = (g, t[¢]) = 0.

Fiir jedes € > 0 existiert ein a = (ay,...,ap) € RP mit |aly < ¢ und (a, [¢]) > 0,

da t[¢] # 0. Es gilt:

(g,1¢]) = 0 und {a,2[¢]) > 0 = (g~ a,1[¢]) <0

= ;Dl(%‘ —a;)t;[€] < 0.

D ~ D
Damit ist f, := > (¢; — a;)t; negativ in [£]. Weiter sei p, 1= > (¢ — a;)t;.

i=1 i=1
Wir unterscheiden nun zwischen den beiden Fillen, dass f eine affine Nullstelle

und dass f eine unendlich ferne Nullstelle besitzt. Zuerst untersuchen wir den Fall,
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dass f eine affine Nullstelle besitzt, das heifit £, # 0. Dann ist

_ e (18 S e (S S
f[£07fla--'7£n] _f(é():gl?"'agn)_gof (1’50"“’60) fop (507"'750) 0.

Damit ist aber auch

o (6 @)y (L8 &) _
60pa<£07--'7§0) 50fa<17é-0a"'760) fa(£0a--'7€n><0‘

Das heif3it p, (%v o %) < 0 und ||p — pa|l2 < €. Somit existiert fiir jedes € > 0 ein

Polynom p, € {g € Py : |lp — gll2 < €} mit p, ¢ K, und das heiit p € IK.

Der zweite Fall, den wir betrachten miissen, besteht darin, dass f eine unendlich
d

ferne Nullstelle besitzt, also § = 0. Es ist p, = > hak, wobel h,y jeweils ein
k=0
d

homogenes Polynom vom Grad k ist. Dann ist f, = > xg_kh@k. Da & =0, ist
k=0

fa[f] - fa(é) = ha,d(&h cee ,fn) < 0.

Somit ist auch A\h, (&1, ..., &) = haa(Ar, ..., AE) < 0 fiir alle A > 0. Sei nun
g = hox(&1,...,&), k=0,...,d. Wéhle X\ > 0 so groB, dass
Uo

PSS M)\d—1+...+ﬂ)\+
Ud

Uq Uq

Genauso wie im Beweis zu Satz 38 haben dann hg, 4(A1, . .., AS,) und pa (A, ..., AE,)
das gleiche Vorzeichen. Damit ist pa (A1, ..., AE,) < 0, da hga(Ah, ..., AE,) < 0. Da
fir p, auflerdem gilt ||p — pa|l2 < €, existiert also fiir jedes € > 0 ein Polynom
Pa €{9 €EPa:|lp—glla <&} mit p, ¢ K, das heiBt p € K. O

KORROLAR 42. Ist p € Py, ein nicht-negatives Polynom mit deg(p) < d und f seine
d-Homogenisierung, so gilt nach Bemerkung 33 immer f[¢] = 0 fiir jeden unendlich
fernen Punkt [¢] = [0,&y, ..., &,). Damit liegt p auf dem Rand von K. Das heift

p € K mit deg(p) <d=pe€IK].

Wir haben bis jetzt gezeigt, dass alle Polynome, deren d-Homogenisierungen eine
affine oder eine unendlich ferne Nullstelle besitzen, auf dem Rand von K liegen.

Es gibt keine weiteren Polynome auf dem Rand, wie der folgende Satz zeigt:

SATZ 43. Sei p € K und seine d-Homogenisierung besitze weder eine affine noch

eine unendlich ferne Nullstelle. Dann ist p € int(K).

D D

BEWEIS. Esseip = Y ¢it;. Dannist f = > ¢;t; wiederum seine d-Homogenisierung.
i=1 i=1

Da f weder eine affine noch eine unendlich ferne Nullstelle besitzt, ist f[¢] > 0 fiir
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alle [¢] € P,,. Es gilt

fIE] >0V €Py & f(§) >0V € R mit Y & =1.
=0
Das bedeutet f(§) > 0VE € S,. Esist 0 < f(§) < M fiir alle £ € S,, mit passendem
M € R, da S, kompakt und f stetig ist. Da S,, eine kompakte Menge ist, nimmt f

auf S,, sein Minimum an, das heifit, es existiert £* € S,, mit
(&) =min{f(§) [ € S,} =m > 0.

Mit ¢ = (g, o), TE) = ((E),. . Tn(€)) € B gilt (¢, 7(€)) > m fir alle
¢ € S,. Die Abbildung ¢ : S, = R, £ — 2. |£(€)]|2 ist stetig und nimmt auf S,
ihr Maximum an: § := max{p(§) | £ € S,} > 0. Nach der Cauchy-Schwarz’schen
Ungleichung gilt dann fiir alle @ € R” mit ||afls < } und alle £ € S,

~ ~ 1 -~ 2
[{a, ¢()) 7 < [lall3 - [IE(E)]13 < >k 1)1 < mI

~ D ~
Daraus folgt: |(a,¢(£))] < 2. Fiir alle a € R mit [|ally < 3 und f, := > (¢ — @)t
i=1

gilt dann
D
fa(é) = Z:( - az)tz(g)
D D
= Z% Z( ) — Zlath( )
> m—-2=2>0.
Damit ist f,(&) > 0 fiir alle £ € S, und damlt fal€] > 0 fur alle [£] € P,,. Sei nun
g € Pgund |lg — pll2 < §, d.h. es existiert ein a = (ay,...,ap) € RP mit [lalls < 3
D
und g = p — > a;t;. Dann gilt fiir alle £ = (&,...,&,) € R™
i=1
D D D

9(6) = (a—at:i(§) = > (g—a)ti(1,&,. ., &) = > (g—a)h[L, &, 6] > 0.

i=1 i=1 i=1
Das bedeutet fiir alle g € {w € Py : |lw —p|l2 < 3} gilt g(£) > 0 fiir alle { € R™.
Da also eine offene Kugel um p existiert, die komplett in K enthalten ist, ist
p € int(K)). O

Wir haben nun den Kegel K] vollstdndig beschrieben. Auf dem Rand von K lie-
gen genau die nicht-negativen Polynome, deren d-Homogenisierungen affine oder
unendlich ferne Nullstellen besitzen. Insbesondere befinden sich alle Polynome aus
K7, deren Grad kleiner als d ist, auf dem Rand des Kegels. Die Polynome, deren
d-Homogenisierungen affine Nullstellen besitzen, sind genau die Polynome, die re-

elle Nullstellen besitzen. Alle Polynome aus K, deren d-Homogenisierungen keine
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Nullstellen besitzen, liegen im Inneren des Kegels.

Mit Hilfe von Satz 40 und der anschliefenden Folgerung, dass fiir den Kegel der
homogenen nicht-negativen Polynome gilt K = {f € Hy | flz] > 0 V[z] € P},

erhalten wir das folgende Korollar:

KORROLAR 44. Sei p € P; und s € Ny eine gerade Zahl mit s > deg(p). Dann ist p

genau dann ein nicht-negatives Polynom, wenn fiir seine s-Homogenisierung f gilt:

f(§Oa§11 cee 7§n) Z 0 fiir alle (&)751, cee 7€n) € Sn

Ein Polynom aus P, ist also genau dann nicht-negativ, wenn seine s-Homogenisierung
nicht-negativ auf der Kugelsphire S, im Raum R"*! ist. Das Problem zu entschei-
den, ob ein vorgegebenes Polynom in n Variablen nicht-negativ ist, lasst sich dem-
nach mit diesen Erkenntnissen umformulieren in das Problem zu entscheiden, ob
ein homogenes Polynom in n + 1 Variablen nicht-negativ auf der kompakten, al-
gebraischen Menge S,, ist. Um dieses Problem zu l6sen, kann man beispielsweise

Untersuchungen mit Methoden der Analysis durchfiihren.



KAPITEL 5

Der Satz von Tchakaloff

Der Satz von Tchakaloff lautet in seiner urspriinglichen Version:

SATZ 45 (Tchakaloff). (aus [Tch57]) Sei Q C R? abgeschlossen und beschrinkt und

w(z) > 0 Vr € Q eine Gewichtsfunktion. Desweiteren sei

IU%=/ﬂ@M@m

mit |[I(z%)] < oo fiir alle « € N2, |a|] < d. Dann existieren A;,...,Ap > 0 und
£y, &) € mit D = (djf) so dass

I(p) = Awp(&wy)

fiir alle p € Py.

Dieser Satz wurde zuniichst vom zweidimensionalen Raum R? verallgemeinert auf
den n-dimensionalen Raum R” (siche [Put97]). AnschlieBend wurden weitere Verall-
gemeinerungen auch fiir nicht-kompakte Teilmengen €2 des R™ und ebenso fiir andere
Réume wie den Raum C” und allgemeine Mafirdume bewiesen (siche [BT06]). Der
Beweis der bisher weitesten Verallgemeinerung von Curto & Fialkow (siche [CF02])
beruht auf mafitheoretische Argumente. Wir werden hier einen neuen Beweis die-
ser weitesten Verallgemeinerung des Satzes von Tchakaloff vorstellen, der ohne diese
Argumentationsweisen auskommt und stattdessen algebraische und funktionalanaly-
tische Argumente benutzt. Der hier vorgestellte Beweis beruht auf den Beweisideen
des Satzes von Tchakaloff in der Version von Putinar (siehe [Put97]) fiir kompakte
Mengen €2. Er wird hier ausgeweitet auf beliebige Teilmengen €2 des R™.

SATZ 46. [Verallgemeinerung des Satzes von Tchakaloff] Sei @ C R” und aulerdem

w(z) > 0V € Q eine Gewichtsfunktion. Desweiteren sei
1) = [ f@pwiis
Q

mit |[(z%)] < oo fiir alle « € Nfj, |a| < d, und es gelte:

Ist p(z) > 0 Va € Q und p # 0 auf Q, so folgt I(p) = [ p(x)w(x)dz > 0.
Q

29
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Dann existieren A;,..., Ap > 0 und &n),...,§p) € Q@ mit D = (dzn), so dass

D
I(p) = Ap(&ry)
k=1
fiir alle p € Py.

Damit der Beweis dieses Satzes iibersichtlicher wird, werden wir den Satz in zwei

Teile aufspalten, die einzeln bewiesen werden.

SATZ 47. Sei © C R” und w(z) > 0 Va € Q eine Gewichtsfunktion. Desweiteren sei
1) = [ f@wiis
Q

mit |I(z%)] < oo fur alle « € Nji, |a| < d. Dann existieren m € N, A;,..., A, >0
und £y, ..., §m) € §2, so dass

I(p) = Awp(&w)

fiir alle p € Py.

SATZ 48. Mit den Voraussetzungen aus Satz 47 existieren Ay,...,Ap > 0 und
£y, - &) € X mit D = (di;”), so dass

D
I(p) = Ap(&r)
k=1
fiir alle p € Py.
Wir werden fiir den Beweis von Satz 47 eine Fallunterscheidung durchfithren. Zu-
néchst betrachten wir den Fall, dass gilt:
pE Py plx) =0V eQ=p=0.

Im zweiten Teil des Beweises werden wir sehen, wie man verfahrt, wenn diese Be-

dingung nicht erfiillt ist.

BEWEIS VON SATZ 47 (TEIL 1). Essei {t1,...,tp} wieder die geordnete Basis von
Pa. Nach Voraussetzung gilt |1(¢;)| < oo fiir i = 1,..., D. Weiter sei

MQ7d = {(tl([)?), .. ,tD(l’)) | x € Q} - RD

und K := cone(Mg 4). Damit ist K ein konvexer Kegel.
Es ist nun zu zeigen, dass J := (I(t1),...,I(tp)) € K, denn das bedeutet, es exis-
tiert eine konische Kombination aus (endlich vielen) Elementen aus Mg g4, um J

darzustellen. Die Koeffizienten der konischen Kombination entsprechen dann den
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Gewichten Ay, ..., A,, der Kubatursumme.

Im ersten Schritt zeigen wir (dhnlich zu der Vorgehensweise von Putinar in [Put97])
nun, dass J € K** = K. Dazu interpretieren wir den dualen Kegel K* als Kegel aus
Polynomen auf €, genauer betrachten wir einen Isomorphismus von R? nach Py,

der K* auf die Menge der auf 2 nicht-negativen Polynome abbildet:

D
¢:R” =Py, g=(q1,....qp) — Z%ti(f@)~
=1

Aus der Definition von ¢ geht direkt hervor, dass ¢ linear und bijektiv ist. Weiter
gilt
D
ge K* & (qu)=> qu;>0Vu=(uy,...,up) € K
=1

b

& (g, t(z)) = > ¢iti(x) > 0 mit t(x) := (t1(z),...,tp(x)) Ve € Q

i=1

D

< plx) = qti(zr) >0Vr € Q
i=1

& plr) > 0Vr e

Somit bildet der Isomorphismus ¢ den dualen Kegel K* auf die Menge

G:={pePy|plx)>0VreQ}

ab. Den bidualen Kegel K** interpretieren wir als Kegel aus linearen Funktionalen
auf G. Wir bilden dazu #hnlich wie gerade einen Isomorphismus 1 zwischen R” und

dem Raum P}, der linearen Funktionale auf Pg:
Y :RP — P s Lmit L(t;) ={,...,L(tp) = lp.
Aus der Linearitéit der Funktionale L folgt die Linearitéit von . Das bedeutet

L(p) = L(¢(0) = ¢(O)(¢(q) = (L. q).
Fiir zwei lineare Funktionale Ly, Ly € P mit Ly = ¢(¢1) und Ly = ¥(ls) gilt:
Ly=Ly = Li(p)= La(p) Vp € Py
= <£17Q> = <€2)Q> vq € RD
= <€1—€27Q>ZOVQERD
= El — EQ c (RD)J' = {0}
= 61 = 62.
Demnach ist ¢ injektiv. Es ist dim(P}) = dim(P,). Und damit ist ¢ auch surjektiv.
1 bildet den bidualen Kegel K** auf die Menge

H:={LePy|Lp)>0V¥peG}CP,
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ab, denn fiir £ € RP gilt:

le K™ & (l{,q)>0Vqge K* & (¥(0))(p) =Lp) >0Vpe G y()=L e H.
Fir p € G gilt nun I(p) = [p(x)w(z)de > 0, da p(x) > 0 und w(z) > 0 fir
alle x € Q ist. Somit ist d;s lineare Funktional I € P{j Und fiir den Vektor
J = (I(t1),...,I(tp)) und ¢ € K~ ist I(p) = 1(¢(q)) = X ¢:l(t;) = (g, J). Also
ist ¢(J) = I. Damit ist J € K* = K. -

Im zweiten Schritt zeigen wir, dass J € K ist. Nach Korollar 20 ist das Innere

des Kegels int(K) = {u € R | {(u,s) >0Vs € K*\{0}} C K C K. Wir zeigen nun

J e int(K) C K. Sei g € K*\{0}, also (¢,u) > 0 Vu € K. Fiir p = ¢(¢q) bedeutet

das p(x) > 0 Vo € Q und p # 0 auf Q. Dann ist I(p) = [ p(z)w(zx)dz > 0. Also
Q

ist (J,q) > 0 Vg € K*\{0}. Demnach ist J € int(K) C K. Insgesamt haben wir
gezeigt,dass

J=(I(t1),....I(tp)) € K = cone{(t1(x),...,tp(z)) | v € Q}.

Da J € K, existiert eine konische Kombination aus Elementen aus M, um J darzu-
stellen, d.h. es existieren Ay,..., A, >0, §q),...,&m) € €, so dass

J = ZAj(tl(é(j))» . to(€G)))-

Da nun fiir jedes t;, i = 1,..., D, die Gleichung gilt I(t;) = > A;t;(§(;)), gilt auch
j=1

D
fiir jedes Polynom p = > ¢;t; € Pg:
=1

1

I(p) = ilqu(tz) = ZDl%' (i Ajh(ﬁ(j)))
= gleg <§%ti(€(i))) = g‘lAjp(&a))

Wir haben nun bewiesen, dass Satz 47 gilt, wenn die Bedingung
pEPy plr) =0V eQ=p=0

erfiillt ist. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so léasst sich der zweite Schritt im Beweis
nicht durchfiihren, denn es existiert ein p € P,y mit p(z) = 0 fiir alle x € Q und
damit I(p) = 0, aber p £ 0. Das bedeutet (J,¢) = 0 fiir ein ¢ € K*\ {0} und
damit J € 0K. Die obige Bedingung ist in jedem Fall erfiillt, wenn €2 innere Punkte
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besitzt. Besitzt () keine inneren Punkte, so ist es moglich, dass €2 in der Varietét
eines Ideals a € P mit a # {0} enthalten ist. Dann kann p € P, existieren mit
p(z) = 0 Vo € Q, aber p Z 0. Nur in dem Fall, dass ein solches p existiert, ldsst
sich der zweite Schritt im obigen Beweis nicht durchfiithren. Deshalb werden wir nun

genau diesen Fall betrachten.

BEWEIS VON SATZ 47 (TEIL 2). Sei a das Verschwindungsideal von €, das heifit
a={p € Ps|plx)=0Vr e Q} Inunserem Fall sind dabei nur die Polynome von
Interesse, die hochstens den Grad d besitzen, daher setze a := a N P;. Die Menge a
ist ein Untervektorraum von P;. Es bezeichne Vo= Pa/a den Faktorraum. Es gilt
fiir p1,p2 € Pyt
p1~p2 i pL—pr €0
Wir bezeichnen mit [p] die Aquivalenzklasse von p. Da a(x) = 0 fiir alle @ € @ und
alle z € Q ist, gilt pi(z) = pa(x) fir alle z € Q, wenn [p1] = [p2]. Umgekehrt folgt
aus pi(z) = po(z) fiir alle 2 € Q die Gleichheit der Aquivalenzklassen, das heift
[p1] = [p2). Daher ist
[pl(z) = p(x)
fir € Q wohldefiniert. Fiir zwei Polynome py, ps € P mit p; = ps + a, a € [0] gilt

I(p1) = g{pl(x)w(x)dx = S{pg(m)w(x)dx +g{a(ac)w(x)dx

— S{p2(x)w(x)dx +0 = I(pa2).

Damit lisst sich die Integralfunktion fiir die Aquivalenzklassen problemlos definieren

als
I([p]) = 1(p).

Da {ti,...,tp} eine Basis von Py ist, ist {[t1],...,[tp]} ein Erzeugendensystem
von V. Es existiert somit eine Basis {[t;],...,[t; ]}, r = dim(V) von V. Dann ist
I([t;;,]) = I(t;;) und damit |I([t;])] < oo fiir j = 1,...,7. Um die Schreibweise zu
vereinfachen, nennen wir [t;,] =: v; fiir j = 1,..., 7. Nun gehen wir vor wie im obigen

Beweis, denn nun gilt: [p|(z) = 0 Vz € Q = [p] = [0] und damit
pl(z) > 0V € Q, [p] # [0] = I([p]) > 0.

Wir definieren
Mo, = {(0n(z),...,0.(x)) | 2 € Q} CR"

und K := cone(Mq,) € R". Fiithrt man den Beweis analog zum obigen jetzt mit

diesen neuen Mg, und K im Raum R" durch, erhdlt man am Ende

J:=I(v1),...,I(v,)) € K.
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Damit existieren Ay, ..., A, > 0und &), ..., {m) € Q, so dass fiir alle p € Py gilt

I(p) = I([p]) = Z A;lpl(&y)) = Z Aip(&iy)-

Bisher haben wir gezeigt, dass es fiir I eine Kubatursumme mit endlich vielen Knoten
und positiven Gewichen gibt. Es bleibt noch zu zeigen, dass eine solche Kubatur-

summe mit positiven Gewichten und hochstens D Knoten existiert.

BEWEIS VON SATZ 48. Wir zeigen nun, dass es eine konische Kombination aus D
Elementen aus Mq 4 gibt, um J darzustellen. Nach Satz 47 existiert eine koni-
sche Kombination aus endlich vielen Elementen, und nach Bemerkung 10 existieren

S1y.-.,Sp41 € Maag = {(t1(x),...,tp(z)) | z € Q} und Ay,..., Api1 > 0, so dass
D+1

J = Y \jsj. Wir bendtigen nun eine Darstellung mit D statt D + 1 Elementen.
j=1

Dazu verwenden wir eine Methode, die angelehnt ist an ein Verfahren aus [Dav67].

Wir werden nun zeigen, dass gilt:

D
dp5,...,0p >0, {Sil,...,SZ‘D} C {81,...,SD+1}, so dass J = Zﬁjsi]‘.
j=1

Da s1,...,5p41 € RP sind, miissen sie linear abhingig sein, das heifit, es existieren
Y1y---5,Yp+1 € R, nicht alle Null mit Dil 7;8; = 0. Damit ist auch 7 - S 785 = 0
fiir alle 7 € R. Es ist demnach = =
D+1 D+1 D+1
= Nsj—7- Y s = (A — 18
j=1 j=1 j=1

fiir alle 7 € R. Gesucht ist jetzt ein 7 € R, so dass mindestens einer der Summanden

Null wird und alle anderen nicht-negativ sind. Dazu unterscheiden wir zwei Félle:

Zunéchst untersuchen wir den Fall, dass ein k € {1,..., D+ 1} existiert mit v > 0.
Fiir 7 > 0 und ; <0 gilt: A\; — 79; > 0. Sei nun ~; > 0. Setze

A
To ::mz’n{—J Vj >O} > 0.
i
OBdA ist 7y = fyg—ii Dann ist Ay — 707 > Ap — ;\—:yk =0 fir k € {1,...,D} mit
Y # 0, und fir k = D + 1 gilt: Ap11 — T0Ypy1 = Apy1 — 25: Yp+1 = 0.

Als néchstes miissen wir noch den Fall untersuchen, dass fiir alle k € {1,..., D+ 1}
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gilt v, < 0. Fiir
To ::mm{ﬁ Vj <0} <0
Vi
und oBdA 75 = ;\gﬁ ist A\p — Tove = Ap — A—’“yk = 0 fiir alle k£ € {1,...,D} mit
e # 0. Fiir k= D+ 1 gilt: Apy1 — ToYp41 = Api1 — 22

YD+1

Hypr1 = 0.

Somit gilt in beiden Féllen mit 5, = X\; — 10y, j =1,...,D:

D
J = Z( 7-0/7] 26]8]
j=1

mitﬂl,...,ﬂDzOundsl,...,SDGM.
U

Satz 46 trifft eine Aussage dariiber, wie viele Knoten maximal fiir eine Kubatursum-
me mit positiven Gewichten benotigt werden. Das bedeutet nicht, dass wirklich fiir

jedes Integral diese Anzahl erforderlich ist.

BEISPIEL 5. Essei Q = {(z,y) e R? | -1 <z <1, -1 <y < 1} und w(z) = 1.

Dann ist
11

f(p)z/ z//p:vyd:vdy
-1
Sei nun p € P,. Die geordnete Basis von P, ist B := {1,z,y,2% zy,y*}. Es ist
|I(t;)] < oo fiir alle t; € B. Wir berechnen den Vektor J = (I(1),...,1(y?)): Es
gilt I(1) =4, I(x) =0, I(y) =0, I(z*) = 5, I(zy) = 0 und I(y*) = 3. Somit

ist J = (4,0,0, 3,0 1), Satz 46 besagt, dass es eine Kubatursumme mit positiven

Gewichten mit maximal 6 Knoten fiir dieses Integral gibt. Es existiert sogar eine
solche Kubatursumme mit 4 Knoten. Mit A; = Ay = A3 = A4 = 1 und den Knoten

é=(1/2.0) 0= (=1/2.0), &= (0.\/2) €w = (0,—/2) ist dann:
HEq)) = (1, §,0,§,0,0) <

t&e) = (1 0,4/3:0,0, %) t(&w) = (

0

Damit ist ¢(§1)) + t(&2)) + L&) + (&) = (4,0,
Das bedeutet

1) =p<\/§,o> +p<_\/§,o) +p<0, \@ +p<0’—\/§)

fiir alle p € Ps.






KAPITEL 6

Der Kegel der nicht-negativen Funktionale

Im vorherigen Kapitel wurde das Integral I aufgefasst als ein nicht-negatives lineares
Funktional auf dem Kegel der nicht-negativen Polynome. Wir wollen nun untersu-
chen, ob es fiir jedes auf dem Kegel der nicht-negativen Polynome nicht-negative
lineare Funktional eine Darstellung als Kubatursumme mit nicht-negativen Gewich-

ten gibt.

Es folgt eine Ubersicht iiber die Isomorphismen zwischen den D-dimensionalen Vek-
torriumen RP, dem Polynomraum P, seinem Dualraum P und dem Raum der
homogenen Polynome H,, die wir im Folgenden verwenden werden und schon in
den vorherigen Kapiteln verwendet haben. Wie schon im Kapitel 4 ist d in diesem

Kapitel immer eine gerade Zahl aus Nj.

In Kapitel 3 wurde der folgende Isomorphismus eingefiihrt:

X1 Tn

T:Pd—>Hd, p(xl,...,xn)ngp(— _>

) b
Zo Zo

d
Ist p = > hy die Darstellung von p mit Hilfe seiner homogenenen Anteile, so gilt
k=0

d
T(p) = Z g Py
k=0

Die Umkehrabbildung von 7 ist
Y Hy — Py, flxo,z1,. .. zn) — f(L iz, ... ).

In Kapitel 5 wurden die beiden folgenden Isomorphismen eingefiihrt:
D
¢ : RD - Pd? ((117- .- JQD) — ZQth
i=1

Y :RY =P (by,....0p)— Lmit L(t;) =4, i=1,...,D.

Fiir jedes £ € R”™ koénnen wir den Vektor t(€) := (t1(§),...,tp(&)) bilden. Jedes
D

Polynom p € Py mit p = > ¢;t; ist eindeutig durch den Vektor ¢ = (¢1,...,¢p)
i=1

37
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definiert. Jedes lineare Funktional L auf dem Raum P, ist durch Angaben der Werte
L(t;), i =1,...,D eindeutig definiert. Der Vektor ¢ = (L(t1), ..., L(tp)) bestimmt
also das Funktional L eindeutig. Nach Kapitel 5 gilt

L(p) = (€ q).

Wir definieren den konvexen Kegel

K := cone(Mgn 4) = cone{t(§) | € € R"}.
Dann ist der duale Kegel K* durch

K*:={g e R” | (¢,1(§)) > 0 V€ € R"}
definiert. Es ist K] = ¢(K*) und 7(K) = IN(C'[
Weiter ist

K*:={{ecR”|{{,q) >0Vqe K*},
der biduale Kegel von K. Wir definieren den Kegel der auf K nicht-negativen
Funktionale
K" :={L:P;— Rlinear | L(p) >0Vpe K;}.

Dann ist K} = ¢(K**). Fiir jedes lineare Funktional L € P} ist L := Lo 7!
ein lineares Funktional auf H,. Es ist L(p) > 0 fiir alle p € K, genau dann wenn
Z( f) >0 fiir alle f € I?j Damit existiert ein Isomorphismus zwischen P und HJ,
der K7 abbildet auf

I?;Jr = {Z:HdHRlinear | L(f) ZOVfEI?;}.

Wir betrachten wie auch beim Kegel der nicht-negativen Polynome zuerst, welche

Funktionale auf dem Rand von K] liegen.

SATZ 49. Essei L € K;*. Dann ist L € K, " genau dann wenn ein p € K \ {0}
existiert mit L(p) = 0.

BEWEIS. Esist L € K] genau dann wenn ¢ = ¢~!(L) € K** ist. Nach Korollar 20
ist £ € OK* = 0K &quivalent dazu, dass ein ¢ € K*\ {0} existiert mit (¢, q) = 0.
Dies ist genau dann der Fall, wenn p = ¢(¢q) € K \ {0} und L(p) = 0 ist, da
L(p) = (¢, q) ist. O

Der Rand von K7 enthélt somit genau die Funktionale aus K, die in einem
p € K\ {0} verschwinden. Es ist L € K;* dquivalent dazu, dass L = Lot € K.
Da die Abbildung 7 linear und stetig ist, liegen auf dem Rand von I?d** genau die
Funktionale L € K+, fiir die ein f € K \ {0} existiert mit L(f) = 0.
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Nach Korollar 14 ist der Abschluss des Kegels K genau K = K**. Wir untersu-
chen nun, ob K = K* ist. Da K = cone(Mgn 4) mit Mg~y = {t(§) | £ € R"}
ist, liefle sich in diesem Fall jedes Element aus K** als konische Kombination aus
Elementen aus Mgn 4 darstellen. Unter Verwendung von ¢ kénnten wir dann wie
in Kapitel 5 jedes auf K] nicht-negative lineare Funktional als Kubatursumme mit

positiven Gewichten darstellen.

DEFINITION 50. Sei L : P; — R ein lineares Funktional. L heifit Auswertungsfunk-
tional, wenn ein & € R™ existiert mit L(p) = L¢(p) := p(§) fiir alle p € Py.

SATz 51. Ist L¢ : Py — R ein Auswertungsfunktional, so ist L € K +.

BEWEIS. Sei L¢ : Py — R das Auswertungsfunktional im Punkt &. Ist p* € K, so
ist L¢(p*) = p*(€) > 0. Das bedeutet L € K 7. O

Es gilt die folgende Beziehung:

K = cone(Mgn 4) = cone{(Le(t1),...,Le(tp)) | Le ist ein Auswertungsfunktional}.

D
Der Kegel K ist nicht abgeschlossen. Jedes p € K hat die Form p = > o;t(&(;)) mit
=1

D
passenden a; > 0 und &(;) € R™. Die erste Komponente p; ist demnach p; = ) a;.
j=1

Genau dann ist p; gleich Null, wenn a; = --- = ap = 0 gilt. K enthélt somit keinen
Vektor, dessen erste Komponente Null ist, auler dem Nullvektor. Wir betrachten

nun das lineare Funktional L mit dem zugehorigen Vektor ¢ = (0,...,0,1). Wie
D

gerade erldutert ist £ ¢ K. Sei nun p = Y ¢;t; € K. Dann ist L(p) = ((,q) = qp.
i=1

Da p ein nicht-negatives Polynom ist, muss gp > 0 sein. Somit ist L nicht-negativ
fiir alle p € K, aber es ist £ € K**\ K. Das heifit K** \ K # @, und damit ist K
nicht abgeschlossen. Demnach ist (K) # K], das bedeutet, es existieren auf K
nicht-negative lineare Funktionale, die sich nicht als Kubatursumme mit positiven

Gewichten darstellen lassen.

SATZ 52. Sei L : Py — R ein auf K positives lineares Funktional, d.h. L(p) > 0
fiir alle p € K \ {0}, so existieren m € N, aq,..., 0 > 0 und &y, ..., Em) € R,

so dass L(p) = gjloékp(ﬁ(k))-

BEWEIS. Wir zeigen, dass ¢ = ¢"}(L) € K. Da L € KT, ist £ € K**. Es ist
int(K) ={u € RP | (u,s) > 0Vs € K*\{0}} nach Korollar 20. Da L(p) > 0 fiir alle
p € K7 \{0}, ist (¢,q) > 0 fiir alle ¢ € K*\{0}. Damit ist ¢ € int(K) C K, das heiBt
¢ € cone{t(£) | £ € R"}. Somit existieren oy, ..., o > 0 und £y, ..., &) € R™ mit

=3 axt(§m). Das bedeutet aber genau L(p) = > app(§u) fiir alle p e Py, O
k=1 k=1
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Fiir jedes auf K positive lineare Funktional existiert also eine Darstellung als Ku-

batursumme mit positiven Gewichten. Genauso wie im Satz 46 existiert nun eine
konische Kombination aus hochstens D Elementen, das heifit L(p) = Z app(Em))

mit ay,...,ap > 0, {uy,...,§{n) € R". Der Beweis von Satz 52 hat deswelteren

gezeigt, dass alle auf K] positiven linearen Funktionale im Inneren von K liegen.

Bei der Untersuchung des Kegels K] haben wir festgestellt, dass auf dem Rand von
K genau die Polynome liegen, deren d-Homogenisierungen eine affine oder unend-
lich ferne Nullstelle besitzen. Das legt den Verdacht nahe, dass wir auch bei der Un-
tersuchung des Randes des Kegels K] entsprechende Funktionale beriicksichtigen
miissen. Wir rufen dazu noch einmal Definition 30 und Bemerkung 33 aus Kapitel 3
in Erinnerung. Fiir einen Punkt [¢] € P, ist die Auswertung eines Polynoms f € Hy
definiert als f[¢] = f(£). Dabei ist £ der Reprisentant der Aquivalenzklasse [¢], der
auf der Kugelsphéare 5, liegt. Ist f die d-Homogenisierung eines Polynoms p, dessen
Grad kleiner als d ist und [¢] ein unendlich ferner Punkt, so ist f[¢] = 0.

DEFINITION 53. Es sei L : Hy; — R ein lineares Funktional. L heifit Auswertungs-

funktional in einem unendlich fernen Punkt, wenn ein [£] € P, existiert mit & = 0

und L(f) = Ly := fl¢] fiir alle f € Hy.

Py und Hy sind isomorph. Ist L ein lineares Funktional auf Hgy, so ist L = Lot
ein lineares Funktional auf P,;. Um die Bezeichnung zu vereinfachen, bezeichnen wir
im folgenden auch jedes lineare Funktional L : P; — R, fiir das L=Lor!en
Auswertungsfunktional in einem unendlich fernen Punkt ist, selbst als Auswertungs-

funktional in einem unendlich fernen Punkt.

Ist Le : Py — R ein Auswertungsfunktional mit { = (&,...,&,) € R”, so kann

man mit Hilfe des Isomorphismus 7 aus L¢ auch ein lineares Funktional auf Hy
bilden: L : Hy — R mit L(f) = (Le o 771)(f) = f(gX) fir alle f € Mg, wo-

bei €% = (1,&,...,&,). Dann ist f [ﬁﬁ*] — LfEX) = Lp(€), wenn f die d-
)

Damit ist

H M: thH

Homogenisierung von p ist. Dabei ist y = (

~ ~ 1 N
L(f) :\lij_/'L[ﬁX](f) = Mdf{ﬁgx} = Mdf[%ow-w%}-
>0

Es ergibt sich

SATZ 54. Sei L : P; — R ein Auswertungsfunktional. Dann gilt fiir das lineare
Funktional L : Hy — R mit L := L o 7% Es existieren p > 0 und ] € P, mit
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€ #0und L(f) = (Lom ) (f) = ,u-z[g](f) = pf[¢] fir alle f € Hy. Wir bezeichnen
Z[g] als Auswertungsfunktional in einem affinen Punkt.

Wir betrachten noch einmal das obige Beispiel. Das Funktional L mit dem zuge-
horigen Vektor ¢ = (0,...,0,1) ist ein nicht-negatives Funktional auf dem Kegel
K, aber ¢ ¢ K. Wir gehen vom Raum P, zu H, iiber. Der Vektor ¢ = (0,...,0,1)
gehort nun zu dem Funktional L mit L(#;) =0, ..., L(tp_1) = 0, L(fp) = 1. Das be-
deutet, L ist das Funktional, das jedes Polynom f € Hy im Punkt [¢] = [0, ...,0, 1]

auswertet. L ist damit ein Auswertungsfunktional in einem unendlich fernen Punkt.

SATZ 55. Ist L : P; — R ein Auswertungsfunktional in einem unendlich fernen
Punkt, soist L € K.

BEWEIS. Sei L : P; — R ein Auswertungsfunktional in einem unendlich fernen
Punkt. Dann ist L : Hy; — R mit L = Lo 7%, und es existiert (€] € P™ mit & = 0,
so dass Z(f) = z[ﬂ(f) = fl¢] firalle f € Hy. Ist f* € [?j, S0 ist Z[g](f*) = f*[¢] > 0.
Das bedeutet Z[ﬂ c [?j* und damit L € K *. O

Der Kegel [?;Jr ist die konische Hiille aller Auswertungsfunktionale in affinen und
unendlich fernen Punkten. Um dies zu zeigen, benotigen wir folgenden Satz aus
[HULO1]. Da der Satz entscheidend fiir die folgenden Ergebnisse ist, wird der Beweis

hier wiedergegeben.

SATZ 56. Sei W C RP eine nicht-leere kompakte Menge mit 0 ¢ co(W). Dann ist

cone(V') abgeschlossen.

BeEwEIs. Die Menge C' := co(W) ist kompakt. Jedes Element aus cone(W) hat die
Gestalt o~ x mit z € C und o > 0. Sei nun (@, Zp)ney € cone(W) mit a,, > 0
und z,, € C fiir alle n € N eine Cauchy-Folge. Wir zeigen nun, dass dann (o, 2, )nen
gegen y € cone(W) konvergiert. Die Folge (z,,)nen besitzt eine konvergente Teilfolge
(@, )ken. Es gelte z,, — z. Da (2, )reny € C und C kompakt ist, ist auch z € C.
Damit ist insbesondere x # 0. Es ist
Hankivnk”Z
e =l =T s
Da (0@ )nen eine Cauchy-Folge ist, ist somit (ay, )ren eine Cauchy-Folge in Rsy.

Damit konvergiert (o, )ren gegen ein o > 0. Das bedeutet
Uy Ty, — QT =1 Y

mit @ > 0 und = € C. Somit ist (v, 2, )nen eine Cauchy-Folge, die eine konvergente
Teilfolge besitzt, die gegen y = ax € cone(W) konvergiert. Also konvergiert die
Folge (o, )nen selbst gegen y. O
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Wir betrachten nun die Menge
M = {(Bfe], - Tol€)) | [€] € Pu}.

Als néchstes zeigen wir mit Hilfe von Satz 56, dass cone(M ) = K** ist. Dazu gehen
wir wieder zum Raum Hj iiber. Die Abbildung A : P, — H, mit A[{] = Z[&] ist
eine Bijektion zwischen dem Raum P,, und der Menge aller Auswertungsfunktionale
in affinen und unendlich fernen Punkten. Fiir das Auswertungsfunktional Z[ﬂ mit
by = w—l(Z[ﬂ o 7') gilt
g = (e, tnlé]).

Damit ist der Kegel, der von allen Auswertungsfunktionalen in affinen und unendlich
fernen Punkten erzeugt wird, genau dann abgeschlossen, wenn cone(M ) abgeschlos-

sen ist.

SATZ 57. cone(M) ist ein abgeschlossener Kegel.

BEWEIS. M ist eine nicht-leere Menge. Wenn M kompakt ist und 0 ¢ co(M), so
gilt nach Satz 56, dass die konische Hiille cone(ﬁ ) abgeschlossen ist. Fiir die Menge
M gilt M = {(t:(€),....tp(£)) | £ € SF}. Dabei ist S} die Teilmenge der Sphire
Sy, die alle Punkte enthélt, deren erste Komponente, die nicht Null ist, positiv ist.
Da d gerade ist und f,...,{p homogen vom Grad d sind, ist Z](f) = ’tvj(—f) fiir
jg=1,...,D. Damit ist

M = {(t1(€),---,tp(&)) | € € S} = {(}2(6), ..., (&) | € € S}

Die Abbildung ¢ : R* — RP, € — (£1(€),...,tp(€)) ist stetig. Da S, kompakt ist,
ist M = t(S,) somit auch kompakt.

Es bleibt noch zu zeigen, dass 0 ¢ co(]T/[/ ) ist. Dazu sei v € R” der Vektor, dessen
Eintrdage an den Stellen ky, . . ., k, Eins und an allen anderen Stellen Null sind. Dabei
ist k; der Index von #;, := x¥ Sel nun w € M, d.h. w = (4,[¢],...,Tpl¢]) mit einem

(] € P,. Dann ist (v,w) = Zfd > 0, da 252 1. Damit ist aber (v,s) > 0

fiir alle s € co(M). Deshalb gllt 0 ¢ co(M). Sormt ist cone(M) ein abgeschlossener
Kegel. 0

Da cone(ﬁ ) abgeschlossen ist, ist auch der Kegel, der von allen Auswertungs-
funktionalen in affinen und unendlich fernen Punkten erzeugt wird, abgeschlos-
sen. Da K C cone(ﬂ) C K*, K = K* und Cone( ) abgeschlossen ist, muss
cone(M ) = K** sein. Das bedeutet, der Kegel K +* wird von allen Auswertungs-

funktionalen in affinen und unendlich fernen Punkten erzeugt. Es ist also

}A{VC-;_J'_ = cone {Z[g] . Hd — R | Z[g](f) = f[f], [5] - ]P)n} .
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Das bedeutet, fiir jedes auf l?j nicht-negative lineare Funktional Le H!, existieren

m < D, oq,...,0q, > 0und [{q), ..., [{m)] € P, mit L(f) =% ag fl€u] fiir alle
k=1
f € Hq. Genau wie im Satz 46 existieren ay,...,ap > 0 und [{ml, ..., [{mp)] € Py
~ D ~
mit L(f) = > oxf[{w]. Das Funktional L lisst sich im Allgemeinen nun al-

k=1
so nicht als konische Kombination aus Auswertungsfunktionalen in affinen Punk-

ten darstellen, aber als konische Kombination aus Auswertungsfunktionalen in af-

finen und unendlich fernen Punkten: Es existieren m,r € Ny mit m + r = D,
&1, Qm, By ..., B > 0, affine Punkte €w))s - -5 [€em)] € P, und unendlich ferne
Punkte [(1)], ..., [(x)] € P, mit

L(f) =Y afléwl + Y Bifl¢u)]
k=1 Jj=1
fiir alle f € ‘H,. Wir definieren den Operator ©4 auf Py wie folgt:

@d : Pd — Pd, p = hd7p.

Dabei ist hq, der homogene Anteil vom Grad d, der in p enthalten ist. Fiir das
lineare Funktional L = L o 7 auf P, ergibt sich mit o := f?kw cag, k=1,....m

und 3; ::Bj, Jg=1,...,r nun:

SATZ 58. Sei L : Py — R ein lineares, auf K] nicht-negatives Funktional, so exis-
tieren m,r € Nomit m +r =D, aq,..., 0, 51,..., 8- 20, &), -, &m) € R" und
unendlich ferne Punkte [()], ..., [(4)] € Pn, so dass

L(p) = Z arp(Ery) + Z 3;(04(p)) (<)
k=1 J=1

fiir alle p € Py.

BEISPIEL 6. Der Laplace-Operator auf Py = (R[z, y])2 ist bekanntlich definiert als
0*p 0*p
Ap(z,y) = @(x,y) + a—yg(flf,y)-
Wir definieren nun L(p) := Ap(0,0). Da p € (R[z,y])2, besitzt p eine Darstellung
P=q+q T+q-y+q > +qs vy+qs-y* Esist L(p) = 2q4 + 2¢e. Ist p ein nicht-
negatives Polynom, so ist L(p) > 0, da sowohl g4 > 0 als auch gg > 0 sein miissen.

6

Fiir L gibt es keine Darstellung der Form L(p) = > app(§u)) mit aq,...,a6 > 0
k=1

und £ny, ..., &) € R2. Gébe es eine solche Darstellung, so miisste ndmlich auch fiir

6
jedes konstante Polynom p*(z,y) = ¢ mit ¢ # 0 gelten L(p*) = > axp™ ({wy)-
k=1
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Es ist aber L(p*) = 0 und

Z%P f(k (Z Oék) ~qr #0.

Da L € K% ist, existiert fiir das Funktional L aber eine Darstellung wie in Satz 58.
Esist £ = ¢~ (L) = (0,0,0,2,0,2). Fiir die unendlich fernen Punkte [{1)] = [0,1, 0]
und (] = [0,0,1] gilt nun £[¢y)] = (0,0,0,1,0,0) und £[{s] = (0,0,0,0,0,1).
Damit hat L = L o 7~! die Darstellung

L(f) = 2f[¢w) + 2f )]
fiir alle f € Hy. Der homogene Anteil vom Grad 2 in p ist O,(p) = quz?® + gsxy +
qey®. Fiir Gy = (1,0) € R? und (o = (0,1) € R? gilt (@2(]9))( ) = g4 und
(@g(p))((’&)) = ¢g. Damit ist
L(p) = 2(02(p)) (¢(1)) + 2(02(p)) ()

fiir alle p € Ps.

Wir haben gezeigt, dass jedes lineare, auf K nicht-negative Funktional eine Dar-
stellung der Form L(p) = > awp(&wy) + 2 5; (@d(p))(qkj)) besitzt. Umgekehrt ist
k=1 i=1

Ji
auch jedes lineare Funktional, das eine solche Darstellung besitzt, nicht-negativ auf
K, denn fiir L(p) = - awp(&y) + 22 B5(Oa(p)) ((;) und p* € K gilt:
k=1 j=1

5 (©al 0.
Zakp +Zﬁ a(p*)) () =

0

Die linearen Funktionale aus K, * sind demnach genau die Funktionale, fiir die eine

solche Darstellung existiert.

Wir untersuchen schliefllich noch die Frage, ob sich ein lineares auf K nicht-
negatives Funktional zu einem linearen auf K 442 nhicht-negativen Funktional fort-
setzen lédsst. Besitzt ein solches Funktional eine Darstellung, der obigen Form, bei
der keine unendlich fernen Punkte notwendig sind, so lédsst es sich zu einem linearen
auf K] , nicht-negativen Funktional fortsetzen:

SATZ 59. Sei L € K], und es existieren o4, ...,ap > 0, &u),...,§p) € R™ mit

D
L(p) = ];akp(g(k)) fiir alle p € Py. Dann existiert L' € K, mit L'|p, = L.

D

BEWEIS. Fiir das lineare Funktional L' mit L'(p) = > app(§u) fiir alle p € Pgyo
k=1

gilt: L' € K}, und L'|p, = L. O
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Uber die Darstellung des linearen Funktionals L € K" als Kubatursumme mit
nicht-negativen Gewichten erhélt man somit direkt eine Fortsetzung L' € K, ,. Mit
der gleichen Argumentation erhélt man, dass sich L’ fortsetzen lasst zu einem linea-
ren Funktional aus K7 ,. Ist L also ein Funktional aus K" mit einer Darstellung
als Kubatursumme mit nicht-negativen Gewichten, so ldsst sich L fortsetzen zu ei-
nem Funktional aus K" mit einer beliebigen geraden Zahl d € N. Werden in der
Darstellung aus Satz 58 allerdings unendlich ferne Punkte bendtigt, ist das nicht der
Fall:

SATZ 60. Sei L € K], und es existiere aber fiir L keine Darstellung der Form

D
L(p) = 3 arp(§w). Dann existiert kein L' € K, mit L'|p, = L.
k=1

BEWEIS. Angenommen es existiere ein L' € K, mit L'|p, = L. Dann existieren
m,r € Ng mit m +r = (dsi;”), Wy O, By, B >0, €0y, -, Emy € R™ und
unendlich ferne Punkte [(1)],. .., [(#)] € Py, so dass

L'(p) = Z axp(§)) + Z B5(Oas2(p)) (S(y)

fiir alle p € Pyyo. Fiir p* € Pyist L'(p*) = > cud™(Ewy) + D2 55 (@dJrg(p*))(C(*‘j)). Da
k=1 =1
aber p* € Py, ist (Ogy2(p*)) = 0. Damit ist L'(p*) = > app™ (). Das bedeutet
k=1

fiir die Einschrénkung von L" auf Py: L'|p,(p) = Y cwxp(§u) fiir alle p € Pg4. Dies
k=1

ist aber ein Widerspruch zu der Voraussetzung, dass L keine solche Darstellung
besitzt. Insgesamt folgt somit, dass L keine Fortsetzung L' : Py — R besitzt mit
L'e Ki%,. [l
In dieser Arbeit ist es uns nun erstmals gelungen, den Kegel der linearen Funk-
tionale, die auf allen nicht-negativen Polynomen nicht-negativ sind, vollstindig zu
beschreiben. Wir haben bewiesen, dass auf dem Rand des Kegels genau die Funk-
tionale liegen, fiir die ein nicht-negatives Polynom existiert, in dem das Funktional
verschwindet. Weiter haben wird gezeigt, dass die linearen Funktionale, die auf dem
Kegel K nicht-negativ sind, genau die Funktionale sind, fiir die eine Darstellung

der Form
L(p) = Z axp(§ry) + Z 3 (©4(p)) (¢(5))
k=1 =1

mit g, ..., 0, G108 = 0, §u),-- - &m) € R" und unendlich fernen Punkten
Cays - -y € R existiert. Die linearen Funktionale, die auf dem Kegel K der

homogenen nicht-negativen Polynome in n + 1 Variablen nicht-negativ sind, sind
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genau die Funktionale, fiir die es eine Darstellung der Form
L(f) =D onfléw] + X BifCu)]
k=1 j=1

mit oy, ..., 0y, B1, ..., 6 > 0, affinen Punkten [{n)], ..., [{(m)] und unendlich fernen
Punkten [()],...,[¢m)] gibt. Dariiberhinaus lassen sich genau die Funktionale aus
K] zu Funktionalen aus K% fortsetzen, fiir die in der obigen Darstellung kei-
ne unendlich fernen Punkte benotigt werden. Insbesondere sind diese Funktionale
fortsetzbar zu Funktionalen aus K;”L mit einer beliebigen geraden Zahl d € N. Das
bedeutet, ist das Funktional einmal nicht-negativ fortsetzbar, so ist es beliebig oft
nicht-negativ fortsetzbar. Aulerdem erhéalt man mit unserer Darstellung sogar direkt
ein solches Funktional im Raum 77(’1. Somit haben wir mit den obigen Darstellungen
erstmals ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Nicht-Negativitdat von
Funktionalen aus P} und H/, gefunden. Desweiteren haben wir hier ein notwendiges
und hinreichendes Kriterium fiir die Fortsetzbarkeit der linearen Funktionale aus
K" zu Funktionalen aus K;j‘z erhalten. Mit Hilfe dieser Kriterien lassen sich die
Untersuchungen eines linearen Funktionals auf Nicht-Negativitdt und auf Fortsetz-
barkeit wesentlich vereinfachen. Bei beiden Untersuchungen ist es nun ausreichend,
fiir das lineare Funktional L eine Darstellung des Vektors ¢ = 1 ~1(L) als konische
Kombination der Vektoren (&) bzw. t[¢] zu finden. Anstelle des relativ schwierigen
Problems, die Nicht-Negativitdt eines linearen Funktionals zu iiberpriifen, reicht es

mit den Erkenntnissen aus dieser Arbeit nun also aus, ein Gleichungssystem zu l6sen.
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