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Sprachhandlungen und Sprachmittel in der Analytischen
Geometrie am Beispiel des Skalarprodukts

Sprache in ihrer Rolle als Lernmedium und Lerngegenstand hat in den letz-
ten Jahren eine grofle Aufmerksamkeit in empirischen, mathematikdidakti-
schen Studien erhalten. Dabei stehen vor allem Unterrichtsgegenstidnde der
Primar- oder Sekundarstufe I im Vordergrund. Sprachliche Phdnomene in
der Mathematik der Sekundarstufe II wurden bislang weniger erforscht
(Ausnahmen z. B. Sahin-Giir, 2017; Armbrust, 2022). In der Analytischen
Geometrie der Sekundarstufe II stellen das Algebraisieren und Geometrisie-
ren zentrale Prozesse dar, mit denen der Inhaltsbereich auch eine spezifische
Komplexitdt in Darstellungsvielfalt und Sprachebenen erhilt: "Die der ana-
lytischen Geometrie zugrundeliegende Idee ist es, mit Hilfe von Koordinaten
und Vektoren geometrische Sachverhalte algebraisch zu beschreiben und
umgekehrt algebraische Sachverhalte geometrisch zu interpretieren" (Tietze,
Klika & Wolpers, 2000, S. 2). Fiir diese Prozesse stellt Wittmann (2003)
heraus, dass Lernende dazu neigen "Begriffe wie ,Vektor', ,Betrag eines
Vektors' oder ,Skalarprodukt' eher an konkret-gegenstindliche geometrische
Objekte und damit verbundene Operationen zu kniipfen" (S. 374). Geomet-
rische Objekte und ihre grafische Darstellung in der Ebene und im (koordi-
natisierten) Raum stellen demnach eine potenzielle Unterstiitzung beim Ver-
netzen von Geometrie und vektorieller Algebra dar. Die geometrische Deu-
tung eines Vektors als (Reprisentanten-)Pfeile ermdglicht es, anschaulich
Vorstellungen zu Objekten und deren Beziehungen zueinander aufzubauen.

Fiir das Design von Lernumgebungen im Sinne des Design-Prinzips der Dar-
stellungsvernetzung zur fach- und sprachintegrierten Forderung (Wessel,
2015) ist noch offen, wie die Darstellungsvielfalt mit bspw. Sprachhandlun-
gen genau zusammenspielt, sodass sich ein Bedarf einer gegenstandsbezo-
genen Spezifizierung ergibt. Frithe sprachliche Differenzierungen (ohne Be-
riicksichtigung der Ebene der Sprachhandlungen) finden sich bei Artmann
und Torner (1983, S. 89-90), die eine Unterscheidung zwischen Vektor-,
Pfeil- und Punktsprache einfiihren. Erstere ist den Beweisprozessen vorbe-
halten und bewegt sich auf einer symbolischen Ebene. Dagegen dienen die
Pfeil- und Punktsprache zur Motivierung, Veranschaulichung von Zusam-
menhédngen und beziehen sich auf grafische Darstellungen. Aufbauend auf
den Uberlegungen von Artmann und Térner (1983) wird in dieser Arbeit die
Pfeil- und Punktsprache mit den verschiedenen weiteren, insbesondere gra-
fischen Darstellungen in der Pfeil-Geometrie zusammengefasst, die eine not-
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wendige Briickenfunktion zwischen Geometrie und vektorieller Algebra ein-
nehmen kann. Dabei kann eine Doppelbelegung symbolischer Darstellungen

wie z. B. AB als Vektor und Pfeil entstehen (Armbrust, 2022, S. 126-128).
Forschungsfragen

In dem vorliegenden Entwicklungsforschungsprojekt wird sich mit einer
fach- und sprachintegrierten Lernumgebung zum verstindigen Umgang mit
dem Skalarprodukt beschiftigt. In Design-Experimenten im Laborsetting
(n =13 Studierende des Lehramts HRSGe) und Klassensetting (n =25 Ju-
gendliche aus einem Q2-Grundkurs einer Gesamtschule) konnten erste Ein-
blicke in die Vorstellungsentwicklung und Bewaltigung von Sprachhandlun-
gen gewonnen werden. Im Rahmen dieses Beitrags konzentrieren wir uns
auf die Forschungsfrage: Wie bewiltigen Jugendliche anspruchsvolle
Sprachhandlungen des Erklidrens zu Zusammenhingen des Skalarprodukts
und welche Sprachmittel nutzen sie dabei?

Aufbau und Design der Lernumgebung

Aufbau: Die Lernumgebung zum Skalarprodukt unter Einbezug einer fach-
und sprachintegrierten Forderung gliedert sich in einen fiinfstufigen Lern-
pfad. In diesem Beitrag beschridnken wir uns auf einen Einblick in Stufe I'V:
Untersuchung des Zusammenhangs, dass das Skalarprodukt nur vom paral-
lelen Teil des einen Vektors bezogen auf den anderen Vektor abhangt. Dabei
beschiftigen sich die Lernenden zunichst mit der Zerlegung eines Vektors
in einen orthogonalen und einen parallelen Teil (s. Abb. 1).

Wie kann man den Vektor b zerlegen?
Der Vektor b soll in zwei Teile zerlegt werden. Wir suchen einen Punkt C auf dem Vektor d, der den kiirzesten Abstand zum Punkt B hat.
Tim, Kaan und Tatjana haben jeweils eine Maglichkeit gefunden den Vektor bzu zerlegen:

B B

Kaan

Tatjana

a) Warum handelt es sich bei allen drei Moglichkeiten um Zerlegungen des Vektors b?
b) Welche Gemeinsamkeiten und Unterschiede haben die Zerlegungen?
c) Welche Zerlegung erfillt die Bedingung, dass der Punkt C den kiirzesten Abstand zu Punkt B haben soll? Warum?

Abbildung 1: Aufgabenauszug zur Vektorzerlegung

Design-Prinzipien: Neben der Vorstellungsentwicklung durch Darstel-
lungsvernetzung wird das Prinzip der reichhaltigen Sprachanregung durch
Einfordern der Diskurspraktik des Erkldrens in der Lernumgebung reali-
siert. Letzteres gilt der Initiierung von Erkldrprozessen und orientiert sich an
der Typisierung der Erklarformen nach Klein (2009).
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Methoden zur Analyse und erste Einblicke in Lernprozesse

In der Erprobung der Lernumgebung im Klassensetting wurden sechs Unter-
richtsstunden 4 45 Minuten aufgezeichnet (jeweils Plenumsgesprache und
zweil Fokusgruppen). Die Daten wurden anschlieBend transkribiert und de-
duktiv-induktiv analysiert (Mayring, 2022). Im ersten Schritt wurden die An-
forderungen der Erklarformen fiir die Elementargeometrie, Pfeil-Geometrie
und vektorielle Algebra spezifiziert. Daran anschlieBend erfolgte eine Ko-
dierung der Sprachhandlungen auf Diskursebene (Erkliren-Was: Beschrei-
ben, Erkldren-Wie: Anleiten, Erkldren-Warum: Begriinden und Zusammen-
hdnge erkldren) sowie eine Kodierung auf lexikalischer Ebene zur Rekon-
struktion sprachlicher Mittel (Sprachmittel der Elementargeometrie,
Sprachmittel der Pfeilgeometrie, Sprachmittel der vektoriellen Algebra, un-
prazise Sprachmittel). Zuletzt wurde das Zusammenspiel von Geometrie,
Sprachhandlungen und Sprachmittel betrachtet und auf spezifische Auftal-
ligkeiten, Gemeinsamkeiten und Unterschiede analysiert.

Einblicke in Lernprozesse: Bei der Bearbeitung der Aufgabe (s. Abb. 1)
fallt auf, dass Lernende an grafischen Darstellungen untereinander im Rah-
men des Erklaren-Warum (Begriinden) eher unprézise, individuelle Sprach-
mittel, wie im Beispiel von Nina "einen Strich ziehen", nutzen und sich mit
deiktischen Mitteln wie "hier"”, "da" und "der da" sprachlich entlasten:

Nina: Gut. Warum handelt es sich bei allen dre1 Moglichkeiten um eine Zer-
legung? Ja, weil jeder ja einen anderen Stricht zieht. Also/ ... Wisst ihr?

Hier der zieht da einen Strich. [zeigt auf den zu d orthogonalen Teil von b
in Tims Zerlegung]

Bei der Verschriftlichung ihrer Aufgabenbearbeitung mochte sich die
Gruppe bzgl. ihrer Erklarung bei der Lehrkraft versichern. Sie nutzen dabei
Sprachmittel der Pfeil-Geometrie:

Jana: Ah, kann man hier bei a sagen [...]: Weil die alle, ihm, also durch die
zwei Pfeile zum Punkt gehen?

Dartiber hinaus zeigt sich, dass einige Lernende auch in der grafisch, an-
schauungsgestiitzten Situation eher formalere Sprachmittel der vektoriellen
Algebra nutzen. Nachdem im Plenum besprochen wurde, wie die Vektorad-
dition mit der Vektorzerlegung aus der Aufgabe in Abb. 1 zusammenhéngt,
zeigen sich unterschiedliche Begriindungsansitze:

118  Emma [zu Sarah]: Ich glaube, sie meint, dass durch den Weg zwei
neue Vektoren entstehen. Anstatt dass du Vektor b benutzt, dass
du halt zwei/ Weillt du? Dass das dann Zerlegungs irgendwie/ [...]

119  Lehrkraft nimmt Tina dran
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120  Tina: Man addiert Vektor ¢ und d. [...] Und das erzeugt dann b.

So versucht Emma auf einer vorstellungsorientierten Ebene ihrer Mitschiile-
rin Sarah zu erkliren, was unter einer Zerlegung zu verstehen ist, indem sie
diese als Weg, bei dem zwei neue Vektoren entstehen, beschreibt. Dagegen
gebraucht Tina vektoriell-algebraische Sprachmittel, mit denen sie unabhén-

gig von der grafischen Darstellung erklart, wie der Vektor b erzeugt wird.
Zwischenfazit

Die ersten Analysen zeigen, dass Lernende in ihren Erkldrhandlungen viel-
faltige Sprachmittel nutzen. Diese Vielfalt kann als Chance und Herausfor-
derung der Pfeil-Geometrie angesehen werden: Grafische Darstellungen mit
Pfeilen unterstiitzen den Vorstellungsaufbau und erleichtern durch Deixis
und individuelle Sprachmittel die Kommunikation tiber Zusammenhénge
des Skalarprodukts. Gleichzeitig gelingt es nicht allen Lernenden, elemen-
targeometrische und vektoriell-algebraische Sprachmittel mit der Peil-Geo-
metrie zu vernetzen. Um die Vielfalt als Chance in Lernprozessen zu adres-
sieren, bedarf es gezielter Forderimpulse und (sprachlicher) Unterstiitzung.
Diese miissen fiir das Abgrenzen und Vernetzen der unterschiedlichen Geo-
metrietypen durch weitere Zyklen empirischer Erprobungen besser verstan-
den werden.
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