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Einleitung

In der Natur, der Technik und im Alltag gibt es zahlreiche Beispiele fir Strémungsvor-
gange:

meteorologische Vorgange wie Regen, Wind und Gezeiten,
der Blutkreislauf im menschlichen Kérper,

Luftstrome um ein Auto,

Vorgange in chemischen Reaktoren,

Klimaanlagen in Buros.

Die Untersuchung von Stromungsvorgéngen spielt in vielen Bereichen von Wissenschaft
und Industrie eine wichtige Rolle. So ist zum Beispiel beim Entwurf eines Autos der
Luftwiderstand von besonderem Interesse, da dieser direkten Ein uss auf Geschwindig-
keit und Verbrauch hat. Untersuchungen in Windtunnel sind jedoch sehr kostspielig. Um
Kosten zu reduzieren, werden erste Prototypen in einem virtuellen Windkanal getestet.
Die Luftstromung um das Auto wird numerisch simuliert. Abbildung 1 zeigt ein Beispiel
flr ein reales Experiment. Abbildung 2 zeigt eine Visualisierung einer 2-dimensionalen
numerischen Simulation.

Allgemeine Stromungen lassen sich mathematisch durch die kompressiblen Navier-
Stokes-Gleichungen beschreiben. Das Programmpaket FEATFLOW ermdglicht die nu-
merische Losung der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen in 2D und 3D. Diese

Abbildung 1: Auto im Windtunnel. Quelle: WikiCommons [58]
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Abbildung 2: 2-dimensionale Simulation eines Autos im Windtunnel

werden in Zeit und Ort diskretisiert. Die Ortsdiskretisierung erfolgt mittels der Fini-

te Elemente Methode. In FEATFLOW werden hierzu Vierecks- bzw. Hexaederelemente
verwendet. Auftretende lineare Gleichungen werden mit Hilfe eines Mehrgitterverfahrens
gel6st. Als Konsequenz ergibt sich, dass das Stromungsgebiet durch eine Hierarchie von
Vierecks- bzw. Hexaedergittern diskretisiert werden muss. Um eine gute Approximation
des Gebiets zu gewahrleisten, missen die Randecken der Gitter auf dem Rand des Gebiets
liegen. In FEATFLOW wird eine Gitterhierarchie durch eine Kombination von gleich-
mayiger Unterteilung und Randanpassung erzeugt. Zu einem gegebenem Gitter wird das
nachst feinere Gitter konstruiert, indem jedes Element des Gitters gleichméyig unter-
teilt wird. Neu erzeugte Randecken missen auf dem Rand des Stromungsgebiets platziert
werden. Durch mehrfache Wiederholung dieser Schritte erhalt man eine Gitterhierarchie.
Insbesondere fur 3D-Geometrien stellt die Randanpassung eine groye Herausforderung
dar. Anfangs war es in FEATFLOW nur moglich, die Geometrie mittels einer Fortran-
Funktion analytisch zu beschreiben. Entsprechendes galt fir die Randanpassung. Neuere
Entwicklungen [22], [38] erméglichen es, die Geometrie durch eine Triangulierung zu be-
schreiben. Zwei verschiedene Verfahren zur Diskretisierung solcher Geometrien wurden
implementiert. Das erste Verfahren beruht auf Projektionen. Das zweite Verfahren ist
eine Kombination aus Gitterdeformation und Projektion.

Jedoch sind Triangulierungen lediglich Approximationen des Stromungsgebiets. Die Ap-
proximationsgute der erzeugten Hexaedergitter ist maximal so gut wie die der Triangu-
lierungen. In der Industrie werden als Standard zur Beschreibung von Geometrien die
sogenannten NURBS-Flachen (Non Uniform Rational B-Splines) verwendet. Das Ziel
meiner Arbeit ist die Entwicklung und Implementierung eines Verfahrens zur Erzeugung
einer Hierarchie von Hexaeder-Gittern bezuglich einer durch NURBS-Flachen beschrie-
benen Geometrie. Hierbei werden Randpunkte exakt auf den NURBS-Flachen platziert.
Die Grundlage hierfur bildet das Verfahren von Samareh-Abolhassani und Stewart [45]
heraus. Der Rand des Stromungsgebiets wird durch mehrere parametrisierte Flachen
beschrieben. Die Flachen werden zu einigen wenigen Flachenverbdnden zusammenge-
fasst. Zu jedem dieser Verbande wird jeweils eine globale Parametrisierung erzeugt. Die
Unterteilung einer Randkante oder eines Randvierecks eines gegebenen Gitters erfolgt
dann direkt im globalen Parameterbereich. Eine nachtragliche Randanpassung ist nicht
mehr notig. Jedoch werden bei diesem Verfahren stark einschrénkende Bedingungen an
die gegebenen Flachenverbande gestellt. Die Flachen eines Verbandes missen wie in ei-
nem regelméayigem Gitter angeordnet sein und jede einzelne Flache muss die Form eines
gekrimmten Viereckshaben. In der Regel genliigen durch NURBS-Flachen beschriebene
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Geometrien nicht diesen Bedingungen. Die Flachen sind getrimmt, d. h. sie enthalten
Locher und ihre Rander sind beschnitten. Sie sind nicht in einem Gitter angeordnet.
Das in dieser Arbeit entwickelte Verfahren unterliegt diesen Einschrankungen nicht. Die
einzelnen Flachen durfen getrimmt sein und an die Topologie der Geometrie werden
keine besonderen Bedingungen gestellt.

Im ersten Kapitel werden zunachst die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen
kurz vorgestellt. Es folgt eine Erlauterung wie diese numerisch geldst werden. Das in
FEATFLOW favorisierte Zeitdiskretisierungsverfahren ist das sogenannte Zwischenschritt-

-Verfahren. Die Diskretisierung im Ort erfolgt mit Hilfe der Finite Elemente Methode.
Geschwindigkeit und Druck werden durch einen endlichdimensionalen Funktionenraum
approximiert. Dazu wird das Rannacher-Turek-Element verwendet [44]. Nach erfolgter
Diskretisierung erhélt man ein gekoppeltes, nichtlineares Gleichungssystem. Da Mehr-
gitterverfahren eine wichtige Rolle zur Losung dieses Gleichungssystems spielen, werden
diese in einem eigenen Abschnitt ausfiihrlich erlautert. Abschlieyend wird beschrieben,
welche Verfahren zur Erzeugung von hierarchischen Hexaeder-Gittern in FEATFLOW
bereits existieren. Hierbei wird insbesondere auf die Verfahren von Godekke, Miemczyk
eingegangen.

Kapitel 2 befasst sich mit der Darstellung von Kurven und Flachen. Zunéchst werden
einige elementare Begri e der Di erentialgeometrie, wie z. B. Isometrie, erlautert. An-
schlieyend wird der Begri der Triangulierung de niert, welcher in der gesamten Arbeit
eine wichtige Rolle spielt. Es folgt die De nition von NURBS-Kurven und -Flachen.
Es wird gezeigt, das mit diesen beliebige Stromungsgebiete beschrieben werden kdnnen.
Dies erfolgt mit Hilfe eines Boundary Representation Model. Abschlieyend werden die
wichtigen Begri e Geometrie und Flachenverband de niert.

Das dritte Kapitel gibt einen reprasentativen Uberblick tiber Verfahren zur Erzeugung
von Dreiecks- und Vierecksgittern auf parametrisierten Ober achen. Die meisten dieser
Verfahren sind Modi kationen bekannter Verfahren zur Gittererzeugung fur planare Ge-
biete. Zwei wichtige Gruppen von planaren Gittergenerierungsverfahren sind Delaunay-
Verfahren und Advancing-Front-Verfahren. Die Verfahren zur Erzeugung von Gittern
auf Ober achen lassen sich grob in zwei Kategorien einteilen. Parameterraumverfahren
erzeugen zunachst ein Gitter im Parameterraum und bilden dieses, mit Hilfe der ge-
gebenen Parametrisierung, auf die Ober &che ab. Direkte 3D-Verfahren erzeugen das
Gitter direkt auf der Ober &che ohne den Umweg Uber den Parameterraum. Die meis-
ten der untersuchten Verfahren erzeugen Dreiecksgitter. Es existieren Techniken zur
Umwandlung eines Dreiecksgitters in ein Vierecksgitter, jedoch liefern diese in der Regel
unbefriedigende Ergebnisse. Dartiber hinaus ist fast keines der untersuchten Verfahren
darauf ausgelegt eine Hierarchie von Gittern zu erzeugen. Die einzige Ausnahme bildet
das bereits erwahnte Verfahren von Samareh-Abolhassani und Stewart [45].

Das neue Verfahren wird in Kapitel 5 vorgestellt. Es ist eine Erweiterung des Verfahrens
von Samareh-Abolhassani und Stewart. Das Stromungsgebiet wird durch eine Menge
von NURBS-Flachen beschrieben. Hierbei werden keine Bedingungen an die Flachen
gestellt. Sie durfen getrimmt sein und Locher enthalten. Die Flachen werden zu Fl&-
chenverbanden zusammengefasst. Die Struktur eines Flachenverbandes muss dabei nicht
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der eines regelmayigem Gitters entsprechen. Zu jedem Verband wird eine globale Para-
metrisierung mit einem konvexen Parameterbereich erzeugt. Dazu wird dieser zunachst
durch eine Triangulierung approximiert. Zu dieser wird eine Parametrisierung erzeugt.
Durch Komposition der Parametrisierung der Triangulierung und der Parametrisierung
der einzelnen NURBS-Flachen erhalt man die globale Parametrisierung des Flachen-
verbandes. Die Verfeinerung von Randkanten und Randvierecken eines Gitters erfolgt
dann im globalen Parameterbereich des entsprechenden Flachenverbandes. Dies ist pro-
blemlos mdglich, da der Parameterbereich konvex ist. Um eine gute Approximation des
Stromungsgebiets zu garantieren ist es notig, die Ecken des Gitters nicht nur an die Fla-
chen der Geometrie anzupassen, sondern auch an die Kanten der Flachen. In den bisher
verwendeten Verfahren zur Randanpassung ist dies nicht mdglich. Im neuen Verfahren
werden dazu die Kanten der Geometrie zu Kurvenverbanden zusammengefasst und fir
jeden dieser Verbande eine globale Parametrisierung erzeugt. Liegt eine Hexaederkante
auf einem Kurvenverband, dann wird diese im globalen Parameterbereich unterteilt und
die neu erzeugte Ecke liegt ebenfalls auf dem Kurvenverband.

In Kapitel 4 wird erlautert wie eine Triangulierung im R® auf eine planare Triangulierung

im R? projiziert wird. Dazu wird eine stiickweise lineare Projektion konstruiert. Diese
ist eindeutig durch die Projektion der Ecken der Triangulierung, den sogenannten Pa-
rameterwerten, bestimmt. Zuerst werden die Parameterwerte der Randecken bestimmt.
Damit die Projektion garantiert injektiv ist, ist es notwendig, dass diese ein konvexes Po-
lygon bilden. Ublicherweise werden die Randecken mittels des univariaten Federmodells
auf den Rand eines Kreises oder Vierecks projiziert. Da diese Methode die Topologie der
Triangulierung ignoriert, kann dies zu einer schlechten Parametrisierung fihren. Fur den
speziellen Fall einer Triangulierung, welche einen Flachenverband approximiert, wurde
von mir eine neue Form der Randparametrisierung entwickelt. Diese erzeugt garantiert
ein konvexes Polygon und bezieht die Topologie des Flachenverbandes mit ein. In einem
zweiten Schritt werden die Parameterwerte der inneren Ecken bestimmt. Dies erfolgt mit
Hilfe der Mittelwert-Projektion. Diese gehort zu der Klasse der Konvex-Kombinations-
Projektion. Unter der Voraussetzung, dass der Rand der Triangulierung auf ein konvexes
Polygon projiziert wird, erzeugt die Mittelwert-Projektion garantiert eine injektive Pro-
jektion. Des Weiteren besitzt diese die sogenannte Reproduktionseigenschaft. Diese ga-
rantiert, dass eine planare Triangulierung durch die Projektion nicht geandert, sondern
reproduziert wird. In der Regel werden nicht planare Triangulierungen durch Projek-
tionen mit der Reproduktionseigenschaft wenig verzerrt. Dies fuhrt im Allgemeinen zu
guten Parametrisierungen. Zusatzlich werden das bivariate Federnmodell und die harmo-
nische Projektion vorgestellt. Beide sind Konvex-Kombinations-Projektionen. Die erste
Projektion ist garantiert injektiv, aber besitzt nicht die Reproduktionseigenschaft. Die
zweite Projektion besitzt die Reproduktionseigenschatft, ist aber nicht immer injektiv.
Zum Abschluss werden in Kapitel 6 zwei numerische Experimente prasentiert. Im ersten
Beispiel wird eine Stromung durch ein T-Stuck simuliert. Das zweite Beispiel ist ein aus
zwei Zylindern bestehendes, schwebendes Kreuz in einem Windtunnel. Mit dem neuen
Verfahren wurde eine Hierarchie von vier bzw. funf Gittern erzeugt. Es ergaben sich Git-
ter von sehr guter Qualitat. Als Qualitditsmay wurde die skalierte Jacobi-Determinante
verwendet. Die hierfur bendtigte Zeit betrug in beiden Fallen weniger als eine Minu-
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te. Die Stromungssimulationen verliefen stabil und mit sehr guten Konvergenzraten des
verwendeten Losers. Die erzielten Resultate stimmen mit den Erwartungen tberein.



1 Numerische Simulation von
Stromungsvorgangen

1.1 Notation

Im Folgenden werden noch einige grundlegende De nitionen eingefuhrt. Es semm 2
N. Die Elemente deR" werden als Spaltenvektoren
0 1

produkt desR" bezeichnetk k, steht fur die zugehérige Norm.
Die Ableitung einer di erenzierbaren, vektorwertigen Funktion

(. RIU R
ox b f(x)
wird mit f_bzw. Lf bezeichnet.
Die Komponenten einer Abbildung

£ R™ I R"
Tox=(xXygnnXm)T U f(x)
werden mit fq;:::;f, gekennzeichnet. Mitf(t ) bzw. f(t+) wird der linksseitige bzw.

rechtsseitige Grenzwert vorf in t 2 R bezeichnet. Istf di erenzierbar, so stehen die
Symbole

@ @
—fn f bzw. f,, ;00 fk,
@x @
fur die partiellen Ableitungen vonf bzgl. x1;:::; Xyn. Der Allquantor wird durch Klam-

mern reprasentiert. Entsprechend bedeutgtx 2 R) fur alle x ausR.

1.2 Computational Fluid Dynamics

Um einen Stromungsvorgang durch ein mathematisches Modell zu beschreiben, wird zu-
nachst das Gebiet, welches von dem Fluid durchstrémt wird, de niert. Dies kann durch
analytische Funktionen, parametrisierte Flachen oder Triangulierungen geschehen. Im



1 Numerische Simulation von Strdmungsvorgéangen

Beispiel eines Autos in einem Windtunnel wére dieses Gebiet das Di erenzvolumen zwi-
schen Auto und Tunnel. Des Weiteren muss der Strémungsvorgang selbst mathematisch
modelliert werden.

Das Verhalten von stromenden Fluiden (engl.Fluid Dynamics ) wird durch drei Ge-
setze bestimmt

das Newtonsche Bewegungsgesetz,
das Masseerhaltungsgesetz,

das Energieerhaltungsgesetz.

Diese Gesetze lassen sich in einem System partieller Di erentialgleichungen ausdriicken.
In ihrer allgemeinsten Form bezeichnet man diese al®mpressible Navier-Stokes-
Gleichungen . Die analytische Lésung dieser Gleichungen ist in hohem Maye komplex
und gelingt nur in wenigen Spezialfallen. Stattdessen diskretisiert man die Navier-Stokes-
Gleichungen in Raum und Zeit und 16st diese numerisch. In diesem Falle spricht man von
Numerischer Simulation von Strémungsvorgéngen . Der englische Begri hierzu

ist Computational Fluid Dynamics (kurz CFD ). Der Vorteil des CFD ist, dass man
kostenglinstig und schnell eingualitative Untersuchung von Stromungsph&nomenen
durchfihren kann. Einequantitative  Bestimmung von Grdyen, wie z.B. dem Luftwi-
derstand, ist nur bedingt moglich. Um auch kleine Details des Strémunsgebietes in der
Simulation zu erfassen, ist eine sehr feine Diskretisierung dieser Details notwendig. Die
Leistungsfahigkeit heutiger Rechner reicht noch nicht aus, die zugehdrigen numerischen
Probleme in angemessener Zeit zu l6sen. Es ist notwendig, neue numerische Verfah-
ren zu entwickeln, um den Berechnungsprozess zu beschleunigen und die Qualitat der
Ergebnisse zu verbessern.

1.3 FEATFLOW

FEATFLOW [3] ist ein Programmpaket zur numerischen Lésung der inkompressiblen
Navier-Stokes-Gleichungen in 2D und 3D. FEATFLOW wurde unter der Leitung von
Professor Turek entwickelt und wird sténdig erweitert.

Um die Navier-Stokes-Gleichungen zu vereinfachen, wird das Energieerhaltungsgesetz in
FEATFLOW nicht bertcksichtigt. Zusatzlich wird angenommen, dass eimnkompres-
sibles Fluid vorliegt, d. h. die Dichte des Fluids andert sich unter Druckein uss nicht,
sondern bleibt konstant. Gase bei niedriger Geschwindigkeit und die meisten Flissigkei-
ten konnen als inkompressibel betrachtet werden. Diese Vereinfachungen fiihren zu den
sogenanntennkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

Der Bereich, in dem die Stromung untersucht wird, wird als Gebiet R"; n 2 f 2; 3g;
aufgefasst. Der Beobachtungszeitraum entspricht dem ZeitintervdD; T]; T 2 R*. Die
zu bestimmenden Gréyen sind das Geschwindigkeitsfeld des Fluids

(0;T] I RO



1.4 Numerische Lésung der Navier-Stokes-Gleichungen

sowie die Druckverteilung
(0; T] I R

p= P. Die Variablen x = (x1;:::;X,)" bzw.t heiyen im WeiterenOrtskoordinaten

bzw. Zeitparameter .

Vorgegeben werden die kinematische Viskositat2 R sowie ein Kraftfeldf : [0;T]!

R", welches die auyeren Kréfte beschreibt, denen das physikalische System unterliegt,
wie z. B. die Erdanziehungskraft oder ein magnetisches Kraftfeld. Zuséatzlich werden noch
vom jeweiligen Stromungsproblem abhangige Anfangs- und Randbedingungenuiozw.

p angegeben. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen haben dann die Form

%t u+(u ru+rp=f; in O;TY; (1.1)
r u=0; in O;TY; (1.2)

und bilden ein gekoppeltes System partieller Di erentialgleichungen zweiter Ordnung.
Gleichung (1.1) heiytimpulsgleichung . Gleichung (1.2) nennt marKontinuitatsglei-
chung . Der Ausdruck (u r )u heiyt Konvektionsterm und hat die Form

X @
urj)us= Ui —u:
( ) - | @x
Den Ausdruck u nennt man Di usionsterm . Im Folgenden wird erlautert, wie

dieses System numerisch geldst wird.

1.4 Numerische Losung der
Navier-Stokes-Gleichungen

Um die Navier-Stokes-Gleichungen numerisch zu I6sen, werden diese in der Zeit und im
Ort diskretisiert.

1.4.1 Diskretisierung in der Zeit

Das in FEATFLOW favorisierte Zeitdiskretisierungsverfahren ist das sogenannt@wi-
schenschritt- -Verfahren , welches hier kurz vorgestellt wird. Eine detaillierte Be-
schreibung dieses Verfahrens ndet sich in [43] und [59].

Gegeben seien ein Gebiet R"; n 2 f 2;3g; und ein Zeitintervall [0; T]; T 2 R*, sowie
Funktionen f : [0;T]! R" ug: ! R". Weiter seiD ein Di erentialoperator

Gesucht ist eine Losung der partiellen Di erentialgleichung

@ P "
@;[,H Du=f; in O;T];



1 Numerische Simulation von Strdmungsvorgéangen

mit der Anfangsbedingung
U= ug; furt=0;

sowie geeigneten Randbedingungen. Hierbei Btnichtlinear, h&ngt insbesondere vom
ab.

Dazu wird der OperatorD in eine Summe von zwei Di erentialoperatorei ; D, zerlegt.
Eine mdgliche Zerlegung ist

D=D;+D,= D + D;

mit ; 2R;; + =1.
Das Zeitintervall [0; T] wird in N 2 N Tellintervalle [ti;ti+1]; 1 =0;:::; N 1; zerlegt,
mit

tozo;tN =T:

Furein 2 (0;0:5) und t; = ti,1 tj bezeichnau'; u™* ;u'™** : I R"i=0;:::;N;
Funktionen, welcheu zu den Zeitpunktent;; t; + ti; ti +(1 ) tj approximieren.
Entsprechend stehtf'; fi* ; f'*1  fir die Funktion f, ausgewertet in den Zeitpunkten
o+ i+ (1) .

Ist u' gegeben, so wirdi'** bestimmt, indem folgende drei Di erentialgleichungen nach-
einander geldst werden

i+

u' u' . . .

" + Du" =f  DuY

i
ui+t ut . . .
—————+ Du"t =f" D u™;
1 2)
u|+1 u|+1 e ui+l _ fi+l b ui+1

ti

Fasst man die Zwischenschritte; ! t; + t::: als jeweils eigenstandige Zeitschritte
ti ! tis; auf, soist in jedem Zeitschritt ein Problem der folgenden Form zu l6sen.

Gegeben seien die Funktion' : ! R" und Parameter (ti.i), a(tiva), 2(tis1),
3(ti+1) 2 R. Bestimme die Losungu'** : | R" der Di erentialgleichung

(| + tiD)ui+1 :(| 1 tiD)Ui+ ) tifi+ 3 tifi+1:

Der zu betrachtende Di erentialoperator D in der Navier-Stokes-Gleichung istD =

N(u) = + u r . Die Zerlegung des Operators erfolgt in FEATFLOW durch
N(u) = pN (u)+ N (u);
2 1 2
=1 5 = —=2; =1 (1.3)
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Es bezeichnep' : ' R;i 2f0;:::;Ng; eine Funktion, welche den Druckp zum
Zeitpunkt t; approximiert. Fir die zeitdiskretisierten Navier-Stokes-Gleichungen ist dann
zu jedem Zeitschrittt; ! tj,; folgendes Problem zu l6sen.

Gegeben seien die Funktiom' : I R" und Parameter (ti+1), 1(ti+1), 2(ti+1),

a(ti+1) 2 R. Bestimme die Funktionenu** : 1 R"; p*1 : I R, welche folgende
Di erentialgleichungen lésen

(l + tiN(ui+l))ui+l + tir pi+1 —
(I 1 tN@U)Yu' + 5 tfl+ 5 tf*? (1.4)
r u*l=0:
Wwahlt man ;;  wie in (1.3), so ist das Zwischenschritt-Verfahren, angewandt auf

die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungestark A-stabil und hat die Fehler-
ordnung 2 (siehe Mduller-Urbaniak [39]).

1.4.2 Gitter

In FEATFLOW werden fur die Ortsdiskretisierung Vierecksgitter bzw. Hexaedergitter
verwendet. Zunachst wird de niert, was unter einem Vierecksgitter zu verstehen ist.
Dazu wird die klassische De nition des Vierecks verallgemeinert.

Viereck im R?

Es seienv;V,; Vs, v, Punkte im R?. Bilden die Strecken[vi;Vs]; [Vo;Va]; [Va;Va]; [Va;V4]
einen konvexen Polygonzug, so wird die vom Polygonzug eingeschlossene Flache als
Viereck Q = VvyVv,v3vy bezeichnet.

Viereck im R3

Seien nunvi;Vv,;Vvs; Vs 2 R3. Dann wird im Weiteren ein ViereckQ =  v3Vov3v, als
bilineare Interpolation der Punktevy;V,; Vvs;V, interpretiert, d. h. es gilt Q = S([0;1]
[0;1]) mit

S:[01] [01]! R¥
S(u;v) =1 uw@ Vv)vi+tu@ v)v,
+ uwsz+ (1 u)vvy
Zu beachten ist bei dieser erweiterten De nition, dass Vierecke ifR3 nicht planar sein

mussen. Stattdessen handelt es sich in der Regel um eine gekrimmte Flache mit vier
linearen Seiten. Abbildung 1.1 zeigt ein Beispiel fur ein nicht planares Viereck.

Die Punkte vq;V,;V3s; V4 eines ViereckdQ werden auch alsEcken bezeichnet. Die vier
Seiten eines Vierecks heiyeldanten .
Es folgt die De nition eines Vierecksgitters.

Vierecksgitter

Vierecksgitter oder auchVierecksnetz , wenn furi 6 j; i;j 2 f1;:::;mg; einer der
drei folgenden Falle erfillt ist:
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V3

V4

Va2

Vi

Abbildung 1.1:  Ein Viereck im R® mit den zugehérigen Eckernvi;va;Vs;Va

Q\Q =,
Qi \ Qj ist eine gemeinsame Ecke,
Qi \ Q; ist eine gemeinsame Kante.

Beispiel 1.1

Durch diese Forderungen sind sogenanntéingende Eckerausgeschlossen. Abbildung
1.2 zeigt ein Beispiel fir eine hdngende Ecke. Zu sehen ist ein nicht korrektes Vier-
ecksgitter, welches aus drei Vierecken besteht. Die hangende Ecke ist durch einen Kreis
gekennzeichnet.

Sind die Ecken Elemente deR?, so heiytQ planares Vierecksgitter —und Sg mit

bezeichnet dieFlache von Q. Liegen die Punkte hingegen inR3, so spricht man von
einemOber achengitter  und Sq ist eine Flache imR3. In beiden Féallen wird gefordert,
dassSq R";n 2f 2;3g; zusammenhangend ist.

Des Weiteren bezeichneV (Q) die Menge der Ecken unde (Q) die Menge der Kanten
des Gitters. Zwei Eckenv;w sind benachbart , wenn [v;w] eine Kante des Gitters
ist. Zwei Vierecke heiyenbenachbart , wenn sie eine gemeinsame Kante haben. Die
Nachbarschaft einer Eckev 2 V(Q) ist de niert als

Ny := fw 2 V(Q)j[viw] 2 E(Q)g:
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Abbildung 1.2: Ein Vierecksgitter mit einer hdngenden Ecke.

Ein Gitter heiyt geschlossen, wenn jede Kante der Schnitt von genau zwei Vierecken
ist. Andernfalls spricht man von einemo enen Gitter und man unterscheidet zwischen
inneren Ecken und Randecken bzw. zwischeninneren Kanten und Randkanten .
Eine Kante [v;w] ist eine innere Kante, wenn sie gleich der Schnittmenge zweier Vierecke
ist. Andernfalls ist sie eine RandkanteE, (Q) bzw. Eg(Q) bezeichnet die Menge aller
inneren Kanten bzw. die Menge aller Randkanten. Eine Eckeist eine Randecke, wenn
sie gleich dem Schnitt zweier Randkanten ist. Andernfalls ist sie eine innere Eckie(Q)
bzw. Vi (Q) bezeichnet die Menge aller inneren Ecken bzw. die Menge aller Randecken.
In gleicher Weise wird nun das Hexaedergitter de niert.

Hexaeder

V1V2V3Vy, Vi1VoVeVs, VoV3VyVe,
V3V4VgV7, V4V1VsVg, VsVeV7Vg

begrenzte Volumen wird alHexaeder
H= wvi:ii:vg
bezeichnet. Die Nummerierung der Ecken ist in Abbildung 1.3 veranschaulicht.

Die Punkte eines Hexaeders werden wieder dsken bezeichnet. Die sechs Vierecke,
welche den Hexaeder begrenzen, heiy8eiten. Die Kanten eines Hexaeders sind die
Kanten seiner Begrenzungsvierecke.

Hexaedergitter

oder auchHexaedernetz , wenn furi 6 j; i;j 2 f1;:::;mg; einer der vier folgenden
Falle erfullt ist:

Hi\ Hj:;,

Hi\ H; ist eine gemeinsame Ecke,
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Abbildung 1.3: Eckenvi;:::;vg eines Hexaederdd .

Hi\ H; ist eine gemeinsame Kante,
Hi\ H; ist eine gemeinsame Seite.

Durch diese Bedingungen sind hangende Ecken und hdngende Kanten ausgeschlossen.
Vy bezeichnet das Volumen des Hexaedergitters, d. h. es gilt

Zusatzlich wird verlangt, dassVy ~ R® zusammenhéangend ist.

Entsprechend zum Vierecksgitter bezeichneN' (H), V,(H), Vs(H) die Mengen der
Ecken, der inneren Ecken und der Randecken des Hexaedergitté&¢H), E, (H), Eg (H)
sind dann die Symbole fir die jeweiligen Kantenmengen. Mi(H), F, (H), Fg (H) wer-
den die jeweiligen Mengen der Seiten bezeichnet. Die Menge der RandvierdekeH)
bildet selbst wieder ein Ober &chengitter und wird im Weiteren mitQy bezeichnet.
Der Begri der Nachbarschaft ist analog zum Vierecksgitter zu verstehen. Zusatzlich
heiyen zwei Hexaedebenachbart , wenn sie eine gemeinsame Seite haben.

In vollkommen analoger Weise lassen sidbreiecksgitter T = fTy;:::;Thg; m 2 N;
de nieren. Dreiecksgitter werden auchlriangulierungen  genannt.

Ein wichtiger Aspekt der Gittererzeugung ist die Platzierung der Randecken des Gitters
auf den Rand@ des zu diskretisierenden Gebiets, um so eine gute Approximation
von zu gewabhrleisten. Dies fuhrt zu der folgenden De nition.
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De nition 1.2
Ein planares VierecksgitterQ wird als zulassig bezuglich eines Gebietes  R? be-
zeichnet, wenn gilt

Ve(Q) @:

Fur ein HexaedergitterH wird dieser Begri analog de niert.

1.4.3 Diskretisierung im Ort

Die Diskretisierung im Ort erfolgt mit Hilfe der Finite Elemente Methode (FEM)

Eine Referenz fur dieses Verfahren ist [24]. Es folgt eine kurze Erlauterung der Anwen-
dung der Finite Elemente Methode am Beispiel destationaren Stokes Gleichungen

im R2. Diese erhalt man, wenn man auf die Zeitabhangigkeit und den konvektiven Term

u r u der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen verzichtet. Mit den stationaren
Stokes-Gleichungen lasst sich der Fluss eines sehr langsamen oder sehr viskosen Fluids
beschreiben.

Es sei R? ein Gebiet undf : | R? ein Kraftfeld. Gesucht sind Funktionen
u: ! RZundp: R, welche das folgende System partieller Di erentialgleichungen
l6sen

ut+rp=~f;r u=0Iin
Um die folgenden Erlauterungen zu vereinfachen, wird als Randbedingung
u=0; p=0 auf @ ;

gewahlt und der Rand von als konvexer Polygonzug vorausgesetzt.

Es seien nunL := L2() (Lebesgue-Raum) unH = H3( ;R?) (Sobolew-Raum).( ;)
bezeichne das Standardskalarprodukt voh?() bzw. L?( ;R?). Fur v;w 2 H;q 2 L
werden folgende Bilinearformen de niert

e Z
a(v;w) := rv, rwdx;
7
b(q;w) = g(r w)dx:

Die schwache Formulierung des Stokes-Problems lautet dann
Finde Funktionenu 2 H; p 2 L; fir die gilt

a(u;v) + b(p;v) =(f;v) (v2H);
b(g;u) =0 (2 L):

Als Approximation des Funktionenpaars(u;p) wird ein endlichdimensionaler Funktio-
nenraum verwendet. Dazu se@Q ein zulassiges Vierecksgitter beziglich und Q 2 Q
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ein beliebiges Viereck dieses Gitters. Als Finite Elemente Paar wird in FEATFLOW
das Rannacher-Turek Element [44] Q;=Q, verwendet. Hierbei handelt es sich um
Viereckselemente. Die Geschwindigkeit wird auf Q durch eine rotiert bilineare Funkti-
on approximiert. Die Freiheitsgrade sind entweder die Mittelwerte der Geschwindigkeit
Uber den Kanten vonQ oder der Wert der Geschwindigkeit in den Mittelpunkten der
Kanten von Q. Je nach Wahl der Freiheitsgrade erhalt man die endlichdimensionalen
FunktionenraumeH?2 bzw. P, Im Weiteren seil einer dieser beiden Raume. Der Druck
p wird auf Q durch eine Konstante approximiert. Als Freiheitsgrad wird der Mittelwert
des Drucks Uber das gesamte Viere€ verwendet. Hierdurch ergibt sich der endlichdi-
mensionale Funktionenraun stlickweise konstanter Elemente au®.

Im dreidimensionalen Fall werden entsprechende Hexaederelemente verwendet (siehe
[56]). Eine Konvergenzanalyse des Elemente-Pa&ps=Q, ist in [44] zu nden. Numeri-
sche Ergebnisse wurden in [47] vorgestellt. Auyerst e ziente und robuste Mehrgitterver-
fahren sind fur dieses Finite-Elemente-Paar entwickelt worden (siehe [46] und Abschnitt
1.4.5).

Esqilt C L, jedoch gilt auchH " H. @ ist also einnichtkonformes Element. Dies
fuhrt dazu, dass stickweise de nierte Bilinearformem; b verwendet werden muissen. Es
ist also

X xe £
a(v;w) := rvorowdx; (v;w 2 H)
Q2Q i=1 Q
x Z
(e w) = g(r w)dx; (62 C:w 2 H):
Q2Q o

Die diskretisierte Version der schwachen Formulierung des Stokes-Problems lautet nun:
Finde Funktionent 2 H; p2 L, fur die gilt

a(tv) + o(pv) = (f;v) (v 2 H);

(2.5)
He;e) = 0 (62 O):
Esseiennunf ;i1 ,,0,n12 N;bzw.f 4;:::; 4,0, n2 2 N; Basen der Funktionen-
raume H bzw. C. Die gesuchte Losungt; phat dann die Form
X1 X2
B= Y 5 P= Z
i=1 i=1

mit den Koe zientenvektoren y = (y1;:::;¥n,)" 2 R™; 2 =(24;:::;2,,)" 2 R"2. Weiter
werden folgende MatrizemA; B und der Vektor c de niert

B . . ) _ . nl;nZ. _ . ny
A= a;( i j)i;jzl’B_ txi, J) i;j=l’C_ (f1 J)le

Dann entspricht das diskretisierte Problem (1.5) dem Gleichungssystem

Ay + Bz = c;

10
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welches mit bekannten numerischen Verfahren geldst werden kann. Die MatAxheiyt
Stei gkeitsmatrix . Die Matrix B nennt man Gradientenmatrix und BT ist die
Divergenzmatrix

1.4.4 Das in Zeit und Ort diskretisierte Problem

Es seien nunH; C entsprechende Finite-Elemente-Raume flr die zeitdiskretisierten Na-

vier-Stokes-Gleichungen (1.4). Die Funktionem' : ! R";p': ! R;i2f1;:::;Ng;
werden nun als Elemente voii; C aufgefasst, d. h. diese haben die Form
D C o X2
u'= o Ve kP = Ak
k=1 k=1
mit Basenf ;:::; , gvonH bzw.f 4;:::; 4,9 C. Dann kann fur jeden Zeitschritt

ti! tis; das Problem (1.4) folgendermayen formuliert werden:
Gegeben seien Vektorey'; g' 2 R":. Bestimme Vektoreny'*! 2 R"; z'*1 2 R"2: welche
das folgende nichtlineare Gleichungssystem losen
S i+1 i+1 + tBZi+1 — i;
)y gy :90- (1.6)

Der Vektor g' ergibt sich aus der rechten Seite des Problems (1.4). Die Matr&(y'*!)
hat die Gestalt

S(y"™)=(M+ t(A+C(y™)):

Die Matrizen A;B; BT sind, wie im vorherigen Abschnitt, die Stei gkeitsmatrix, die
Gradientenmatrix und die Divergenzmatrix. M ist die sogenannteMassematrix und
es gilt

M= i j))ir?jlzl:
Die Matrix C(y'*!) ergibt sich aus dem konvektivem Tern{(u r )u. Durch
cu;v;w)=(u r v;w); (u;v;w 2 H);

wird eine Trilinearform de niert. Der konvektive Term (u r )u wird in der schwachen
Form von (1.4) in

c(u;u;v); (v 2 H);

Uberfuhrt. Es seie die diskretisierte Version der Trilinearformc bezuglichH. Dann ist

die Matrix C(y'**) de niert durch

'
1 1

C(y"™) = Vite w5 m)

k=1 |;m =1

11
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Diese Form der Diskretisierung kann zu numerischer Instabilitat fihren, da die Matrix
S(y'*?!) weder symmetrisch ist nociM-Matrix -Eigenschaften besitzt. DurcHJpwind -
Verfahren oderStreamline-Di usion  -Techniken wird der konvektive Term stabilisiert.
Bei beiden Methoden wirdc durch eine andere Trilinearform ersetzt, um so eirgutartige
Systemmatrix zu erhalten. Detaillierte Erlauterungen zu diesen Methoden nden sich in
[56].

Es handelt sich bei (1.6) um ein gekoppeltes, nichtlineares Gleichungssystem. In FEAT-
FLOW existieren zwei unterschiedliche Ansétze dieses System zu losen.

1. Zun&chst wird das System durch Extrapolation in der Zeit linearisiert oder es
wird eine duyere nichtlineare Fixpunkt-Iteration ausgefihrt. Dies fuhrt zu einem
linearen, gekoppelten Gleichungssystem, den sogenannten Oseen-Gleichungen. Die-
se Gleichungen kdénnen nun durch einen gekoppelten oder einen nicht gekoppelten
Ansatz geldst werden.

2. Das gekoppelte System wird mit Hilfe des sogenannten Schur-Komplements ent-
koppelt. Man erhdlt ein lineares Gleichungssystem fur den Druck sowie nichtli-
neare Gleichungssysteme fir die Geschwindigkeit. Die Gleichungssysteme fur die
Geschwindigkeit werden entweder linearisiert oder durch ein nichtlineares Iterati-
onsverfahren gelost.

Der erste Ansatz wird in den FEATFLOW-LGsern CC bzw. CP verwendet. CC I6st die
Oseen-Gleichungen mit einem gekoppelten Verfahren. CP benutzt eine nicht gekoppelte
Methode. Der zweite Ansatz wird im Loser PP verwendet. Eine genauere Beschreibung
und Analyse der Loser ist in [3] und [56] zu nden. Auf den Léser PP3D wird in Kapitel

6 genauer eingegangen.

1.4.5 Mehrgitterverfahren

Auftretende lineare Gleichungssysteme werden in allen FEATFLOW-L6sern mit Hilfe
von Mehrgitterverfahren  gel6st. Diese haben sich als sehr e ziente iterative Loser
fur Diskretisierungen elliptischer Di erentialgleichungen erwiesen. Die Grundidee der
Mehrgitter-Verfahren, kurz MG-Verfahren , wird im Folgenden an eined-dimensionalen

Di erentialgleichung erlautert, welche mit Hilfe eines Di erenzenverfahrens diskretisiert
wird. Alle im Weiteren erwéhnten Eigenschaften der MG-Verfahren gelten im Wesentli-
chen auch fur mehrdimensionale Falle. Die entsprechenden Untersuchungen und Beweise
sowie eine ausfuhrliche Beschreibung der MG-Verfahren nden sich in [27].

1.4.5.1 Das Modellproblem

Gegeben seien das Intervall= (0 ;1) und eine Funktionf : ! R. Gesucht ist eine
Losungu: ! R der Dirichletschen Randwertaufgabe
d? :
el = hn (1.7)
u(0) = u(d) =0:

12
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Dieses Problem wird ndherungsweise mit Hilfe eines Di erenzenverfahren geldst. Dazu
wird zum Intervall  das Gitter

Di erenz
h—lz(u(xi+1) 2u(x;) + u(xi 1))

approximiert. Setzt man xo = 0; Xp+1 = 1; U(Xg) = 0; u(x,+1) = 0, so fuhrt dieser
Ansatz auf das lineare Gleichungssystem

In der Matrix-Vektor-Schreibweise hat es die Form
Ku=f;

K = Ki = (ki) U= U= (uxi)isy ; f=f=(F )L, (1.8)

Hierbei ist die Matrix K eine Tridiagonalmatrix. Die Eintrdge in der Hauptdiagonalen

sind %, die Eintrage in beiden Nebendiagonalen sind 2.

1.4.5.2 Konvergenzverhalten des gedampften Jacobi-Verfahrens

Da die Matrix K des Gleichungssystems (1.8) tridiagonal ist, ist dieses leicht direkt
zu lésen. Bei komplexeren Di erentialgleichungen haben die Matrizen der zugehérigen
Di erenzengleichungen nicht solch eine einfache Gestalt. Hinzu kommt, dass im mehr-
dimensionalen Fall oft lineare Gleichungssystem mit mehreren Millionen Unbekannten
zu lésen sind. Ein direktes Losungsverfahren ist in solchen Fallen zu kostspielig. Statt-
dessen werden iterative Verfahren verwendet.

Es folgt nun eine Konvergenzanalyse des gedampften Jacobi-Verfahrens bezuglich des li-
nearen Gleichungssystems (1.8). Zunachst werden einige De nitionen und Eigenschaften
von linearen Iterationsverfahren wiederholt. Eine Referenz hierflr ist [53].

Ein lineares Iterationsverfahren zur Losung eines regularén n)-Gleichungssystems

Ku = f ist darstellbar in der Form
u’2 R":M:N 2 R" "

j+1 j ; (19)

uw*™ = Mu + Nf;j 2 No:

Die Matrix M wird als Iterationsmatrix  bezeichnet. Die MatrizenM und N muissen
so gewahlt sein, dass

Ku=f, u= Mu+ Nf

13
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gilt. Ausschlaggebend fur die Konvergenz eines linearen Iterationsverfahrens ist der Spek-
tralradius der Iterationsmatrix (M ). Das Verfahren (1.9) konvergiert genau dann gegen
die Losungu des GleichungssystemK u = f, wenn (M) < 1 gilt. Insbesondere gilt fur
den Fehler

Z=u u

fur jede beliebige Vektornormk k die Gleichung
s

suplimsup ' kz K
so P k2%

= (M)

Somit konvergiert die Folge der Fehlernormeifkz’ k)ijO so schnell gegen Null wie die
geometrische Folg¢ (M)’ )i 2n,- Aufgrund dieser Eigenschaft heiyt (M) auchKonver-
genzrate .

Das gedampfte Jacobi-Verfahren [53] zur Losung eines lineargn n)-Gleichungssys-
temsKu = f hat die Form

u’2 R":

. . 1.10
u*t =1 1D KW + 1D ;j 2 Ng (1.10)

Hierbeiistl die(n n)-Einheitsmatrix, D = diag(K) die Diagonalmatrix vonK und! 2
(0;1) ein vorgegebener Dampfungsfaktot. = 1 ergibt das klassische Jacobi-Verfahren.
Wendet man das gedampfte Jacobi-Verfahren auf das Gleichungssystem (1.8) an, so hat
die Iterationsmatrix M = M (! )=(1 D 1K) die Eigenwerte

= i(1)=1 20 sim(5x); i=1;m;
und die zugehdrigen Eigenvektoren sind

p— n
P = 2hsin(ixj)_1;i=1;iii;ni
J:

Die Eigenvektoren werden in dieniederfrequenten Vektoren ;1 i< %; und die
hochfrequenten Vektoren ;2 i n; unterteilt.
Fur ! =1 ergibt sich nun

M@)= 1(1)=1 2siR(zh)=1 1 2%+ O(h%:

Somit ist das klassische Jacobi-Verfahren konvergent, aber es konvergiert sehr langsam.
Jede weitere Wahl von! fihrt auf eine noch schlechtere Konvergenzrate. Fur = %
z.B. hat die Iterationsvorschrift zur Berechnung der lIterierteru *! die Form

u*t=(1 iD K)ul +iD *f (1.11)
und die zugehotrige Konvergenzrate ist

M@E)= 1(3)=1 sinz(ih) =1 3 2h? + O(h%):

14
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Schrankt man jedoch fir! = 3 das Iterationsverfahren (1.10) auf den durch die hoch-
frequenten Eigenvektoren ;; 2= i  n; aufgespannten Unterraum ein, so gilt mit
% Xi < 1 flur die zugehérigen Eigenwerte

i(1)=1 sin’(zx) =cos’(3x) % X i n
In diesem Falle ergibt sich eine Konvergenzrate von maxim%d was einer auyerst schnel-
len Konvergenz entspricht.
Zusammenfassend lasst sich sagen, dass das gedampfte Jacobi-Verfahren fér %
die niederfrequenten Fehleranteile langsam reduziert. Die hochfrequenten Fehleranteile
werden jedoch sehr schnell verkleinert. Bereits nach wenigen Iterationsschritter?2 N
dominieren die niederfrequenten Fehleranteile und der Fehler ist somit glatter als der
Fehler z°. Ein lterationsverfahren mit solchen Eigenschaften wird al§latter bezeich-
net.
Im Weiteren wird das gedampfte Jakobi-Verfahren mit = 2 als Glatter verwendet.
Eine Iteration des Verfahrens wird hierbei durch

ul™ = Jy(ul; )
beschrieben. Der Ausdruck

ul™ =3 (ulif)
entspricht  Iterationen.

1.4.5.3 Das Grobgitter-Korrektur-Verfahren

Es seiu, die exakte Losung undu eine Naherungslésung zum Gleichungssystem (1.8)
bezilglich des Gitters | der Stufel. Weiter seiu ; eine N&herungslosung dieses Glei-
chungssystems, welche man durch wenige Anwendungen vdnauf ud" erhalt. Der
Fehlerz, =u, u, ist beziglich der hochfrequenten Anteile bereits klein. Es wird nun
das Grobgitter-Korrektur-Verfahren beschrieben, mit dem auch der niederfrequen-
te Fehleranteil verkleinert werden kann. Ware der Fehlez, bekannt, so lieye sich durch
die exakte Fehlerkorrektur u, Zz = u, die exakte Losungu, berechnen. DeDefekt

di= Ky, f
erfillt Kyzy = Ky, Kyu= Ky, f; = d;: Durch Lésung des Gleichungssystems
Kz = d|, (112)

ware somit der Fehlerz, bestimmt. Dieses Gleichungssystem hat aber die gleiche Kom-
plexitat wie das GleichungssysteniK,u = f;. Jedoch ist der Fehlerz, glatt und lasst sich
auf dem Gitter | ; mit der Gitterweite 2h, gut approximieren. Es werden zwei lineare
Abbildungen eingeflihrt, welche den Fehler und den Defekt zwischen den Gittern ;
und | transferieren . Die De nition dieser Abbildungen h&ngt vom gegebenen Problem
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1 Numerische Simulation von Strdmungsvorgéangen

ab und mussverninftig gewahlt werden. Hackbusch emp ehlt hierbei di®rolongation
des Fehlers

R": | RM;

p: 7 = 7 nll.Z:Zinl
. (Zl ) | p(Z| 1)= Z|, ’ I 1 I 1 j=1 | I j=1
i=2 e
g, 77 fir i gerade
| = i 1)=2 i+1) =2 _—
AR fir i ungerade

und die Restriktion des Defekts
R RN L

d ! r(d)=1z g
= teadt g
Die Abbildungen p und r lassen sich durch einfache, dinn besetzte Matrizéh und
R beschreiben (siehe [27]). Nach Berechnung won und d; mit wenigen Schritten des
Jacobi-Verfahrens zur Stufd wird das Gleichungssystem

Ky 1z) 1= r(d)); (1.13)

zur Stufel 1 gel6st. Die Prolongation der zugehorigen Losung ; wird dann als
Naherung flr z, verwendet. Durch

u®=u, PK,i{R(Ku, f) (1.14)

erhalt man schlieylich dieGrobgitter-Korrektur von u;.

r: cdi= d L sdia= dg Lt

||:1’ |1|=1 !

1.4.5.4 Das Zwei-Gitter-Verfahren

Die Kombination des gedampften Jacobi-Verfahrens (1.11) als Glatter mit der Grobgit-
terkorrektur (1.14) liefert das Zwei-Gitter-Verfahren , welches ebenfalls ein lineares
lterationsverfahren ist. Der Algorithmus 1.1 beschreibt eine Iteratioru} ! ul™ des
Zwei-Gitter-Verfahrens zur Lésung des linearen Gleichungssysteilsu, = f.

Zwei-Gitter-lteration ~ ul ! ul*™!

u;, J (ul;f) (  Glattungsschritte )
d Ku, f ( Berechnung des Defekts|)
d ;1 r(d) ( Restriktion des Defekts )
z 1 K, 11d| 1 ( Berechnung des Fehlers auf Stufe 1)
u{ Tou, Pz ( Grobgitterkorrektur )

Algorithmus 1.1: Eine Iteration des Zwei-Gitter-Verfahrens.

Die Zwei-Gitter-Iteration ist selbst darstellbar in der Formu!** = Mul + Nf,. Die
Iterationsmatrix M, ist abhangig von der Anzahl der Glattungsschritte 1 und hat
die Form

M =M ()=(I PK, 4 RK)J:
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1.4 Numerische Lésung der Navier-Stokes-Gleichungen

1

2

3

4

5

10

0.5

0.25

0.125

0.0832

0.0671

0.0350

Tabelle 1.1: Obere Schranken der Konvergenzrate des Zwei-Gitter-Verfahrens in Abhan-
gigkeit von der Anzahl der Glattungsschritte

Hierbei bezeichnet), nun die Iterationsmatrix des Jacobi-Glatters zur Stufd. Fiur die
Konvergenzrate des Zwei-Gitter-Verfahrens gilt die Abschatzung
(M) maxfx(l x) +(1 x)xjo x ig= <L
Wie der Tabelle 1.1 zu entnehmen ist, ergibt sich bereits fur wenige Glattungsschritte
eine sehr gute Konvergenzrate. Darlber hinaus ist die obere Schrankeder Konver-
genzrate unabhangig von der Gitterstufé. Somit lasst sich eine vorgegebene Genauigkeit
in j = O(log?) Iterationen erreichen, wobej unabhangig von der Gitterweiteh, ist.
Fur klassische Iterationsverfahren gilt diese Aussage nicht. So gilt z. B. flr das Jacobi-
Verfahren (M))=1 O (h?).

1.4.5.5 Das Mehrgitterverfahren

Im vorigen Abschnitt zeigte sich, dass das Zwei-Gitter-Verfahren ein sehr schnelles Ite-
rationsverfahren ist. Jedoch ist zu beachten, dass in jeder Iteration die exakte Lésung
des Gleichungssystems
Ki1zp 1=d 1 (1.15)
zu berechnen ist. Dies ist mit hohem Rechenaufwand verbunden. Da die Prolongation
p(z 1) lediglich als Approximation vonz, verwendet wird, reicht es aug, ; mittels eines
Iterationsverfahrens naherungsweise zu berechnen. Das Gleichungssystem (1.15) hat die
gleiche Struktur wie das System (1.8). Somit kann auch hier das Zwei-Gitter-Verfahren
als iterativer Loser verwendet werden. Statt der Gitter auf den Stufefyl 1 werden

nun die Gitter auf den Stufenl 1;1 2 verwendet. Jede Iteration zur Lésung von (1.15)
benotigt die Losung eines Gleichungssystems der Form

Ki 2z 2= d 2

Auch hier kann wieder das Zwei-Gitter-Verfahren verwendet werden. Dieser rekursive
Prozess wird fortgefihrt, bis die Stufé erreicht wird. Die zugehorigen Gleichungssyste-
me sindklein und kdénnen direkt oder durch ein alternatives Iterationsverfahren gelost
werden. Im vorgestellten Modellproblem ist auf Stuf® jeweils eine Gleichung mit ei-
ner Unbekannten zu l6sen. Da bei dieser Vorgehensweise mehr als zwei Gitter benutzt
werden, spricht man von einem Mehrgitterverfahren. Algorithmus 1.2 beschreibt eine
Iteration des Mehrgitterverfahrens zur Losung des Gleichungssystems (1.8).
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procedure MG(l; u;f)
if 1 =0 then
u Ko'f
else
u J  (u;f)
d K,u f
d Rd
z O
fori=1to do
MG(l 1;z;d)
end for
u u Pz
end if

Algorithmus 1.2:  Ein Iterationsschritt des Mehrgitterverfahrens.

Im Schritt u} ! ul™ erhdlt die Prozedur als Ubergabeparameter die Stufedie Ite-
rierte u = u} sowie die rechte Seité = f; des Systems (1.8). Nach Ausfiihrung der Pro-
zedur enthaltu die nachste Iterierteul *™* . Eine Iteration des Mehrgitterverfahrens wird
auch alsZyklus bezeichnet. Weitere vorzugebende Parameter sind die Anzahl der Glat-
tungsschritte sowie die Anzahl der rekursiven Aufrufe . Ublicherweise wird1 4
sowie =1 (V-Zyklus) bzw. =2 (W-Zyklus) gewahlt. Das Konvergenzverhalten des
Mehrgitterverfahrens entspricht im Wesentlichen dem des Zwei-Gitter-Verfahrens. Die
oberen Schranken der Konvergenzraten sind unabhéngig von den Gitterweitan: : : ; hg
und der Anzahl der Stufenl + 1. Eine genaue Konvergenzanalyse ist in [27] zu nden.
Zu dem hier vorgestellten Mehrgitterverfahren existieren zahlreiche Variationen. Auyer
dem gedampften Jacobi-Verfahren werden auch andere Iterationsverfahren, wie z. B. das
Gauss-Seidel-Verfahren oder das CG-Verfahren, als Glatter verwendet. Auf die Grobgit-
terkorrektur kann noch eine weitere Glattung folgen. Man unterscheidet dann in Vor-
und Nachglattung.

1.5 Gittererzeugung in Feat ow

Nach erfolgter Zeit- und Ortsdiskretisierung der inkompressiblen Navier-Stokes-Glei-
chungen (1.1) und (1.2) erhalt man das gekoppelte, nicht lineare Gleichungssystem (1.6).
Die in Abschnitt 1.4.4 erlauterten Losungsstrategien fihren zu sehr groyen linearen Glei-
chungssystemen. Diese werden in FEATFLOW mit Hilfe von Mehrgitterverfahren geldst.
Diese Verfahren folgen dem im vorigen Abschnitt erlauterten Prinzip. Statt eines Di e-
renzenverfahrens wird hier die Finite Elemente Methode zur Ortsdiskretisierung verwen-
det. Da in FEATFLOW das Rannacher-Turek-Element fir die FE-Methode verwendet
wird, wird das Stromungsgebiet R"; n 2 f 2; 3g; durch eine endliche Folge von Vier-

das Gitter Q° bzw. H® manuell mit Hilfe geeigneter Software wie DeViSoR [40] oder
ANSYS ICEM CFD [1] konstruiert. Dieses Gitter wird auch alsGrobgitter bezeich-
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1.5 Gittererzeugung

Abbildung 1.4:  Uniforme Unterteilung eines Vierecks und eines Hexaeders.

net. Zu einem gegebenen Vierecksgitte'; i 2 f0;:::;N  1g; erhalt man dann das
néchste, feinere GitterQ'*! , indem alle Vierecke des Gitter®' gleichmayig in vier Teil-
vierecke unterteilt werden. Analog erhalt man das nachste feinere Hexaedergittét*?
indem jedes Hexaeder des Gittersl' gleichmayig in acht Teilhexaeder unterteilt wird.

In Abbildung 1.4 wird diese Unterteilung veranschaulicht. Im Weiteren wird eine Folge
von Vierecksgittern bzw. Hexaedergittern, welche durch solch einen Unterteilungsprozess
entstanden ist, alshierarchisch bezeichnet.

1.5.1 Randanpassung

Damit eine gute Approximation von gewahrleistet ist, muss sichergestellt werden, dass
die Randpunkte aller Gitter Q' bzw. H' auf @ liegen. D.h. alle Gitter sollen zulassig
beziiglich des Gebietes sein (siehe De nition 1.2). Es wird davon ausgegangen, dass
dies beim Grobgitter Q%; H® bereits der Fall ist. Es sei nunQ";H'; i 2f0;:::;N 1g;

ein zulassiges Gitter. Nach erfolgter Unterteilung liegen die neu entstanden Randpunkte
Ve (Q*) nVe(Q'); Ve(H*) nVz(H') des Gitters in der Regel nicht auf@ . Durch
geeignete Verfahren muss also eilandanpassung durchgefihrt werden. Es gibt ver-
schiedene Methoden den Rand des Gebietes zu beschreiben: Explizite oder implizite
Funktionen, parametrisierte Kurven und Flachen, Triangulierungen. Nun sind zwei Fra-
gen zu klaren.

1. Welche Methode wird zur Beschreibung des Randé verwendet?

2. Wie erfolgt die Randanpassung?

Im zweidimensionalen Fall ist diese Problematik in FEATFLOW bereits geklart.

1.5.2 Randanpassung in 2D

Der Rand @ eines planaren Gebietes R? wird in FEATFLOW mit Hilfe von
parametrisierten Kurven beschrieben. Bei diesen Kurven handelt es sich um Strecken,
Kreissegmente in Polarkoordinatenform oder kubische Spline-Kurven. Die Konstruktion
des Randes sowie des Grobgittei®° erfolgt mit Hilfe des Programms DeViSoR. Die
Unterteilung von Randkanten geschieht dann innerhalb des Parameterraums der Kurven.
So liegt jeder neue Randpunkt automatisch auf dem Ran@ .
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TN N

Q" ol Q'

Abbildung 1.5: Verfeinerung eines Grobgitters Q° zum Gitter Q! ohne und mit
Randanpassung.

Beispiel 1.3

Als planares Gebiet wird eine Kreisscheibe gewahlt. In Abbildung 1.5 ist im linken
Bild der Rand @ sowie ein approximierendes GrobgitteQ® zu sehen, welches nur
aus einem Viereck besteht. Durch gleichmayige Unterteilung erhalt man das Gitt@?.
Im mittleren Bild sieht man das Gitter Q* ohne Randanpassung, im rechten Bild mit
Randanpassung.

1.5.3 Analytische Beschreibung und orthogonale Projektion

Im dreidimensionalen Fall existieren in FEATFLOW bislang drei Methoden der Beschrei-
bung von und entsprechende Verfahren zur Randanpassung. Bei der ersten Methode
wird das Gebiet in einer FORTRAN-Prozedur analytisch beschrieben. Nach erfolgter
Unterteilung des aktuellen Hexaedergittersi’ werden die neuen Randpunkte orthogonal
auf den Rand@ projiziert. Auch die Projektion muss hierbei manuell implementiert
werden. Bereits bei einem einfachen Beispiel, wie mehreren Zylindern in einem Stro-
mungskanal, ist dies mit groyem Aufwand verbunden.

Beispiel 1.4

Als Gebiet wird ein Zylinder gewahlt. In Abbildung 1.6 sind dieser Zylinder und
ein zugehdriges GrobgitteH® zu sehen. Durch gleichméayige Unterteilung vohl © und
anschlieyende orthogonale Projektion erhalt man das Gitte *.

1.5.4 Sweeping

Diese Methode wird auch alQ%D-Gittererzeugung bezeichnet. Hierbei wird ein planares
Vierecksgitter Q entlang einer Kurve parallel verschoben. In regelmayigen Abstanden
werden Kopien des planaren Gitters erzeugt und anschlieyend entsprechend miteinander
verbunden. Als Resultat erhalt man ein HexaedergitteH. Entsprechend kann man eine
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HO

Q

Abbildung 1.6:  Verfeinerung eines GrobgittersH® zum Gitter H! mit Randanpassung.

Hierarchie von Vierecksgittern verwenden, um so eine Hierarchie von Hexaedergittern zu
konstruieren. Sweeping ist bei FEATFLOW nur entlang der Z-Achse mdglich. Insgesamt
konnen mit dieser Technik bereits komplexere Gebiete und Gitter erzeugt werden, aber
allgemeine 3D-Gitter sind so nicht realisierbar.

Beispiel 1.5

Um die HexaedergitterH%; H aus Abbildung 1.6 zu erhalten, kann man die Vierecksgit-
ter Q% Q! aus Abbildung 1.5 verwenden und kopiert diese einmal bzw. zweimal entlang
der Z-Achse. Dies ist in Abbildung 1.7 veranschaulicht.

1.5.5 Triangulierung und iterierte Projektion

Dominik Goddeke implementierte in seiner Diplomarbeit [22] ein Verfahren, bei dem
die Ober &che des Gebietes durch eine TriangulierungT approximiert wird. Hierbei
beschrankte er sich auf den Fall von umstromten Objekten in einem Stromungskanal.
Die Randanpassung eines Hexaedergittek$' erfolgt durch mehrfache Projektion der
Randpunkte auf diese Triangulierung. Als Projektionsverfahren werden die orthogonale
Projektion sowie die sogenannte Umbrellaprojektion verwendet. Mit diesem Verfahren
ist es moglich, eine hierarchische Folge von Hexaedergittern fir komplexe Geometrien
zu erzeugen. Das komplexeste untersuchte Beispiel ist ein vereinfachtes Modell eines
Autos (siehe Abbildung 1.8). Jedoch ist die Approximationsgite eines Hexaedergitters
H' maximal so gut wie die der Triangulierungrl . Die Randpunkte des GittersH' liegen
auf der Triangulierung T, aber in der Regel nicht exakt auf dem Rand® .

1.5.6 Triangulierung, Gitterdeformation und Projektion

Eine ganz andere Form der Randanpassung ist digctitious Boundary Methode Diese
wurde von Turek, Wan und Rivkind [55] in FEATFLOW eingefuhrt. Hierbei werden
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Q%
Q@

Abbildung 1.7:  Die Gitter Q% Q! werden entlang der Z-Achse kopiert.

Abbildung 1.8:  Geometrische Beschreibung eines Autos durch eine Triangulierung. Quelle:
Goddeke [22]
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[ 1]
11

Abbildung 1.9:  De nition eines Gitters mittels der Fictitious Boundary Methode. Die Appro-
ximation der Ellipse (dunkelgrau) entspricht dem Rand des Gitters, welches
entsteht, wenn man die inneren Vierecke (hellgrau) entfernt. Quelle: Miemc-
zyk [38]

Locher des gegebenen Gebiets ebenfalls diskretisiert. Gitterelemente innerhalb der
Locher werden verworfen. In Abbildung 1.9 ist das Gebiet der Bereich zwischen dem
Quadrat und der Ellipse. Dieses wird durch eine Hierarchie von zwei Vierecksgittern
QP; Q! diskretisiert. Der innere Bereich der Ellipse ist kein Teil des Gebietes, wird
aber ebenfalls diskretisiert. Die Approximation der Ellipse (dunkelgrau) entspricht dem
Rand des Gitters, welches entsteht, wenn man die inneren Vierecke (hellgrau) entfernt.
Hierbei kann nicht garantiert werden, dass die Randecken der Gitter auf dem Rand von
liegen. Dies fuhrt zu einer entsprechend schlechten Approximation der Ellipse.

Um eine genauere Approximation des Rande® zu erhalten, wurde von Grajewski
[25] eine Methode der Gitterdeformation fur den 2D-Fall eingefiihrt. Hierbei wird der
Flacheninhalt der Vierecke des gegebenen Gitters durch eidenitorfunktion gesteuert.
Diese ist abhangig von der Entfernung der Ecken zum Rand des Gebiets. Je geringer der
Abstand eines Vierecks zum Rand des Gebiets ist, desto kleiner soll der Flacheninhalt
des Vierecks sein. Dies fuhrt dazu, dass die Ecken des Gitters zum Rand des Gebiets
verschoben werden. Dadurch erhélt man eine bessere Approximation des Randes des
Gebiets und eine dichtere Diskretisierung im Bereich voi@ . Auch in diesem Fall ist
nicht garantiert, dass Randecken des Gitters auf dem Rand des Gebiets liegen. Abbil-
dung 1.10 zeigt ein Beispiel, in dem das Gebiet dem Bereich zwischen einem Quadrat
und einem Kreis entspricht. Zu sehen ist das Gitter, welches mittels Fictitious Boundary
Methode in Kombination mit der Deformationsmethode erzeugt wurde.

Miemczyk [38] setzte diese beiden Verfahren fur den 3D-Fall um. Das Gebiet wird dabei
durch eine Triangulierung beschrieben. Er erweiterte diesen Ansatz um ein Projekti-
onsverfahren fir die Randecken des erzeugten Gitters. Liegt eine Randecke in einem
Loch des Gebiets und existiert genau eine Nachbarecke innerhalb des Gebiets, so wird
die Randecke in Richtung der Nachbarecke auf die Triangulierung projiziert. Bei mehr
als einer Nachbarecke werden die Richtungen gemittelt. Verschlechtert sich dabei die
Qualitat eines angrenzenden Hexaeders deutlich, so wird die Projektion riickgangig ge-
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Abbildung 1.10:  De nition eines Gitters mittels der Fictitious Boundary Methode mit an-
schlieyender Deformation. Quelle: Grajewski [25]

macht. Miemczyk untersuchte verschiedene Strémungssimulationen in einem Windkanal
mit teilweise sehr komplexen Geometrien, wie z. B. einem VW Golf. Die Ergebnisse sind
vielversprechend. Ein noch zu lésendes Problem sind kiinstliche Graben, welche durch
die Deformation des Gitters und anschlieyende Projektion der Randecken entstehen.
Abbildung 1.11 zeigt dies am Beispiel eines Quaders. Das Strémungsgebiet verlauft um
den Quader. Das obere Bild zeigt ein Gitter nach der Deformation. Das untere Bild
veranschaulicht die anschlieyende Projektion der Randecken auf den Quader.

1.5.7 Parametrisierte Flachen

Das Ziel dieser Arbeit ist es, FEATFLOW so zu erweitern, dass Stromungssimulationen
fur allgemeine Gebiete R? durchgefiihrt werden kénnen. Zur Beschreibung des
Randes@ werden Parametrisierungen verwendet. Diese sind eine universale Methode
zur Beschreibung von Flachen inRR3. Der Vorteil von parametrisierten Flachen ist, dass
mit ihnen praxisbezogene Geometrieexakt beschrieben werden kénnen. Die Unter-
teilung der Randkanten wird im Parameterbereich der Flachen erfolgen. Dadurch ist

@ des Gebietes liegen.

24



1.5 Gittererzeugung

Abbildung 1.11:  Das obere Bild zeigt einen Quader und ein deformiertes Gitter. Das untere
Bild zeigt das Resultat der Projektion der Randecken des Gitters auf den
Quader.
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2 Darstellung von Kurven und Flachen

2.1 Grundbegri e aus der Di erentialgeometrie

Innerhalb von CAD-Systemen werden Kurven und Flachen gréytenteils mit Hilfe von
Parametrisierungen beschrieben. Es folgen dazu Grundbegri e aus der Di erentialgeo-
metrie.

De nition 2.1
Eine Menge von PunkterC RY, d 2 f 2; 3g, heiyt parametrisierte Kurve , wenn es
ein abgeschlossenes Intervdll R mit nicht leerem Inneren und eine stetige Abbildung

c. R
Tt 1 C(t)=(Cut);ir Ce(t)T

gibt, so dasC= C(I) qilt.

Das Paar(l; C) heiyt Parametrisierung oder Parameterdarstellung von C. Das
Intervall 1 = [a;§ nennt man Parameterraum oder Parameterbereich der Para-
metrisierung C = C(l). Gilt C(a) = C(b), so heiyt C geschlossen, andernfallso en .
Durch die Parametrisierung(l; C) erhalt die Kurve C eine Orientierung , indem die
Punkte von Cim Sinne wachsender Werte des Parametetrsiurchlaufen werden. Ist die
Abbildung C stetig di erenzierbar und gilt

C(t)6 0; (t21);

so heiyt die Parameterdarstellundl; C) regular . Existiert zu C eine Parametrisierung
(I; C), die im Inneren vonl injektiv ist, so heiyt C selbstschnittfrei . Existiert eine
Parametrisierung, welche auf gant injektiv ist, so ist C selbstschnittfrei und o en.

De nition 2.2
Eine Menge von PunktenS  R® heiyt parametrisierte Ober &che , wenn es ein
abgeschlossenes GebiBt R? mit nicht leerem Inneren und eine stetige Abbildung

D I R®

> (u;v)T 1 S(u;v) = (Si(u; v); So(u; v); Se(u; v) T

gibt, so dassS = S(D) qilt.

Das Paar (D; S) heiyt dann Parametrisierung oder Parameterdarstellung  von
S. Das abgeschlossene GebiBt wird als Parameterraum oder Parameterbereich

26



2.1 Grundbegri e aus der Di erentialgeometrie

der ParametrisierungS = S(D) bezeichnet. Ist die AbbildungS stetig di erenzierbar
und gilt fir das Vektorprodukt der partiellen Ableitungen S;; S, von S

Su(u;v)  Sy(u;v) 6 0; ((u;v) 2 D);

so heiyt die ParameterdarstellundD; S) regulér . Existiert zu S eine injektive Parame-
trisierung, so heiytS selbstschnittfrei

De nition 2.3

Es seiS = S(D) eine parametrisierte Ober &che undC = C(l) eine parametrisierte
Kurve im R3. C wird als Flachenkurve beziiglichS bezeichnet, wenn es eine Kurve
C=C(l) D gibt, so dass

C() = S(CM); (t21):

gilt.
Die FlachenkurveC ist also eine Teilmenge der Flach&. Die Kurve C= C(l) heiyt
Parameterraumkurve der Flachenkurve C = C(l) bezuglich der Flache S =

S(D). Fur eine FlachenkurveC = C(l) wird die zugehdrige Parameterraumkurve nun
stets mit C= C(l) bezeichnet. Es seieng; vo 2 R. Wahlt man als Parameterraumkurve

Ct)y=(tvo)'; (t21);
bzw.
Ct)=(up)"; (t21);

so nennt man die zugehoérige Flachenkurwoordinatenkurve

Im restlichen Verlauf dieses Abschnitts seien alle Parametrisierungen von Kurven, Pa-
rameterraumkurven und Flachen regular.

Abstande und Winkel auf einer parametrisierten Flache kdnnen mit Hilfe der sogenann-
ten 1. Fundamentalform berechnet werden.

Es sei(D; S) eine Parametrisierung zur Flaches  R3. Weiter seien(ug; Vo) 2 D,p =
S(uo; Vo). Der von S, (uo; Vo); Sy(Uo; Vo) aufgespannte RaumT,(S) heiyt Tangential-
raum von S in p. Durch Einschrankung des Skalarprodukteb ; i desR? auf T,(S)
T, (S) erhalt man ein Skalarprodukt

h; i, :To(S) To(S)! R: (2.1)
De nition 2.4
Die zum Skalarprodukt in (2.1) zugehdrige quadratische Form

| Te(S) !' R

Proow ' h w;wip

heiyt 1. Fundamentalform von S in p.
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Im Weiteren wird darauf verzichtet, die Abhangigkeit der partiellen Ableitungers,; S,
voNn Ug; Vo anzugeben, solange dies aus dem Zusammenhang hervorgeht. Die explizite
Darstellung von |, bezuglich der BasisS,; S, von T,(S) erhéalt man wie folgt. Es sei
w = WS, + WpS, 2 T, (S), dann gilt

lp(W) = hw;wi, = hw;wi

hwiS, + WoSy; wiSy + WaSi

hSu; Suiw? + 2hSy; Syiwyw, + hS,; S,iws
OuaW2 + 2 g1oWiWo + QoW

mit
011 = O11(Uo; Vo) = hSy(Uo; Vo); Su(Uo; Vo)i;

012 = G12(Uo; Vo) = MSy(Uo; Vo); Sv(Uo; Vo)i; (2.2)
G2 = Go2(Uo; Vo) = ISy (Uo; Vo); Sv(Uo; Vo)i:

Setzt man nun

Gp = O11 Oi2
Oio O

so lasst sichl, auch darstellen als

lp (W) = W
Es sei nunC= C(l) eine Flachenkurve bezuglich der Flach® = S(D) mit der zugeho6-
rigen ParameterraumkurveC= C(l). Dann gilt

c= Sscw)
= SUCH)CH(N) + SUCH)C(D);

und insbesondere erhalt man
D E
lcy C(t) = C(1); Ge)C(t)

Die 1. Fundamentalform beschreibt die Metrik der Ober ache, d. h. Langen und Winkel
auf S konnen mit Hilfe von Is(,.,) berechnet werden. Die folgenden Aussagen wurden in
[16] bewiesen.

Lange einer Flachenkurve
Es seiC= C(I) eine Flachenkurve bezuglich der Flach® = S(D). Die Bogenlange der
Flachenkurve C zwischen den PunkterC(to); C(t;) mit to;ty 2 1 ist dann

Z Z I =

t1 | D) =
cw di= C(t): GeC(t) dt

to

t1

to
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2.1 Grundbegri e aus der Di erentialgeometrie

Schnittwinkel zweier Flachenkurven

Es seienG = C4(I1), G = Cy(l,) zwei Flachenkurven beziglich der Flachg = S(D).
Es seien weiterhinC, = C,(11);C, = C,(l,) die entsprechenden Parameterraumkurven,
welche sich im PunktC,(sp) = C,(tg) 2 D;sp 2 I1;tp 2 |,, schneiden. Entsprechend
schneiden sich die Flachenkurve@;; G im Punkt p := C(sp) = S(C;(So)) = Ca(to) =
S(C,(tp)). Fur den Schnittwinkel der Flachenkurven gilt dann

D E
C1(S0); Ca(to)
Ca(so) = Cx(to)
2 D 2

C.1(50); GpCy(to)

C,(80); GpCy(s0) C,,(to); GpCy(to)

Cos =
E

= L
T

Handelt es sich bei den Flachenkurven um zwei sich schneidende Koordinatenkurven zu
unterschiedlichen Koordinatenrichtungen, so vereinfacht sich der Ausdruck zu

O12
COS = p—P—:
01 G2
Isometrie

Gilt fur eine Flache S = S(D)

10
C':‘S(u;v) = 0 1 ; ((U;V)T 2D);

so erhalt man flr die Bogenlénge einer Flachenkun@= C(I)

z .,
() dt= c dt

to

t1

to

und fur den Schnittwinkel zweier FlachenkurvenG = Cy(11), G = Cy(l,) gilt dann

D E D E
Ca(S0); Ca(to) C.(s0); C(to)
cos = = :
Ca(S0) , Cx(to) , C,(s0) , C,(to) ,

In diesem Fall stimmen also Langen- und Winkelrechnung im Parameterraum und
auf der Ober ache S Uberein. Man sagt dann, die Flaché& ist isometrisch zum Para-
meterbereichD. Die Parametrisierung(D; S) wird dann als Isometrie bezeichnet.

Je mehr die Matrix G, fur alle (u;v)"T 2 D von der Einheitsmatrix abweicht, desto
starker werden metrische Eigenschaften, wie Lange und Winkel, von der Abbilduisy
verzerrt.
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2 Darstellung von Kurven und Flachen

Abbildung 2.1: Isometrische Parametrisierung eines Halbzylinders.

Beispiel 2.5 Halbzylinder
Ein Beispiel fur eine Isometrie ist die ParametrisierungD; S) des Mantels eines Halb-
zylinders mit Radius und H6hel:

D = f(u;v)" 2 R?j u 2:;0 v Ig

S(u; v) = (cos(u);sin(u);v)"; (u;v)" 2 D:
Abbildung 2.1 zeigt zwei KoordinatenkurvenG;; G auf der FlacheS des Halbzylinders,
sowie die zugehdrigen Parameterraumkurved,; C, im ParameterraumD. Die Parame-
terraumkurven und die Flachenkurven schneiden sich jeweils in einem Winkel vof .

Die Bogenlédnge der Parameterraumkurven stimmt mit der Bogenlange der Flachenkur-
ven uberein.

Beispiel 2.6 Parallelogramm
Die Parametrisierung

D=f(uv) 2R%0 uv Ig
S(u;v) =(u+ v;v;0)"; (u;v)" 2 D;

des ParallelogrammsS in Abbildung 2.2 ist keine Isometrie, denn es gilt
11
Gs(uw) = 1 2 ; ((u;v)" 2 D):

Die FlachenkurvenG;; G schneiden sich in einem Winkel vod5 , obwohl sich die zugeho-
rigen ParameterraumkurvenC;; C, in einem Winkel von90 scBn_eiden. Die Bogenlange
von C, und G ist 1. Die Bogenlange vorC, bzw. G ist 1 bzw. 2.
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Co Ca

C, 1

u
D S
v

Abbildung 2.2: Nicht isometrische Parametrisierung eines Parallelogrammes.

2.2 Triangulierungen

Eine sehr einfache Form zur Beschreibung von Ober &chen sind Triangulierungen. Diese
sind in der Computerspieleindustrie weit verbreitet. Fir das in den Kapiteln 4 und 5 be-
schriebene Verfahren zur Erzeugung von Gittern auf Ober achen spielen Triangulierun-
gen eine zentrale Rolle. Es folgen einige grundlegende De nitionen fur Triangulierungen.

Dreieck

Es seienvy; vy vz 2 R™; n 2 f 2; 3g; drei beliebige, nicht kollineare Punkte. Die konvexe
Hulle von vy;Vv,; v3 heiyt Dreieck und wird mit T = 4 v,v,v3 bezeichnet. Die Punkte
V1;Vy; V3 nennt man auchEcken. Als Kante [v;w] bezeichnet man die Verbindungs-
strecken zweier Eckewv;w von T.

Triangulierung

Triangulierung  oder auchDreiecksgitter , wenn furi 6 j;i;j 2f 1;:::;mg; einer der
drei folgenden Félle gilt:
Ti\T =3,

Ti\ T ist eine gemeinsame Ecke,

Ti\ T; ist eine gemeinsame Kante.

Sind die Ecken Elemente deR?, so heiytT planare Triangulierung  und Sy mit

bezeichnet dieFlache von T. Liegen die Punkte hingegen inR3, so spricht man von
einer Ober achentriangulierung und Sy ist eine Flache imR3. In beiden Fallen wird
gefordert, dassSt R" zusammenhangend ist.

Des Weiteren bezeichneV (T ) die Menge der Ecken unde(T) die Menge der Kanten
der Triangulierung. Zwei Eckenv;w sind benachbart , wenn[v;w] eine Kante der Tri-
angulierung ist. Zwei Dreiecke heiyefenachbart , wenn sie eine gemeinsame Kante
haben. DieNachbarschaft einer Eckev 2 V(T) ist de niert als

Ny, = fw 2 V(T)jlviw] 2 E(T)ag:
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2 Darstellung von Kurven und Flachen

Eine Triangulierung heiyt geschlossen, wenn jede Kante der Schnitt von genau zwei
Dreiecken ist. Andernfalls spricht man von eineo enen Triangulierung und man unter-
scheidet zwischennneren Kanten und Randkanten , bzw. zwischennneren Ecken

und Randecken . Eine Kante [v;w] ist eine innere Kante, wenn sie Schnittmenge zwei-
er Dreiecke ist. Andernfalls ist sie eine Randkantee, (T) bzw. Eg (T) bezeichnet die
Menge aller inneren Kanten bzw. die Menge aller Randkanten. Eine Eckast eine Ran-
decke, wenn sie gleich dem Schnitt zweier Randkanten ist. Andernfalls ist sie eine innere
Ecke.V, (T) bzw. Vi (T ) bezeichnet die Menge aller inneren Ecken bzw. die Menge aller
Randecken. Die Menge

@ := [ [v;w]

[Vw]2Eg (T)

heiyt Rand von T.

Vergleicht man zwei TriangulierungenTy; T, miteinander, so sind sie im topologischen
Sinne gleich, wenn sie die gleiche Konnektivitat besitzen.

Konnektivitat

(i;J; k ) der Ecken des Dreiecks de niert. Jede Permutation des Index-Tripels de niert das
gleiche Dreieck.[(i;]; k )] bezeichne die Menge aller Permutationen vofi; j; k ). Durch
die Menge

C(T)= f[(i;;Kk)T = 4vivjve 2Tg

wird die sogenannteKonnektivitdt  der Triangulierung T beschrieben. GiltC(T,) =
C(T,) fur zwei TriangulierungenTy; T, bei geeigneter Nummerierung der Ecken, so wer-
den diese aldriangulierungen mit identischer Konnektivitat bezeichnet.

Beispiel 2.7
In Abbildung 2.3 ist ein Beispiel fur zwei planare Triangulierunge = fTy; T; Ts; T4g;

eindeutig durch die Index-Tripel(1;2; 6); (2; 3;6); (3; 4; 6); (4;5;6) de niert.
Ein weiterer, wichtiger Begri in Bezug auf Triangulierungen sind die sogenannten
baryzentrischen Koordinaten . Referenzen zu diesem Thema sind [17] und [4].

Baryzentrische Koordinaten

Es seiE = E(T) die durch das Dreieckl = 4 v,v,vs  R"; n 2 f 2;3g; de nierte a ne
Ebene. Dav,; Vv,; v3 ein Dreieck bilden, sind sie a n unabhangig. Zu jedem Punkt 2 E
existieren eindeutig bestimmte Zahlen ;; 5; 32 R mit

V= Vi+ Vot 3Vgz;

2.3
1= 1+ 2+ 3. ( )
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Vi

V5

Ty
T3
ve
15
T
Vi V2
T

Abbildung 2.3:  Zwei planare TriangulierungenT = fTy; To; T3; T40; T = fTq; To; T3; Tag mit
identischer Konnektivitat.

1, 2, 3 heiyenbaryzentrische Koordinaten von v bezuglich T. Schlieylich wird
noch der Begri der a nen Abbildung de niert.

A ne Abbildung
Es seiE"; n 2 N; der kanonische a ne Raum bezuglich des VektorraumR". Weiter seien
A;B E" ane Unterraume von E" der Dimensionm 2 N; m n. Eine Abbildung

Zahlen q;:::; c2Rmit +:::+ =1 qilt
|
XK ' XK
f ivi = if(vi):
i=1 i=1

Ist f a n und bijektiv, so bezeichnet man f als A nitat

2.3 NURBS

In der Industrie werden standardmayigNURBS (Non Uniform Rational B-Splines) zur
Parametrisierung von Kurven und Flachen verwendet. Einige Grunde fir die weite Ver-
breitung von NURBS sind die Folgenden:

Mit NURBS lassen sich sowohl analytische Kurven und Flachen, wie z.B. der
Kreis oder der Zylinder, als auch Freiform achen, wie z. B. ein Teil einer Gussform,
beschreiben.

Algorithmen fir NURBS-Kurven und -Flachen sind schnell und numerisch stabil.

NURBS-Kurven und -Flachen sind invariant beztglich einiger geometrischer Trans-
formationen, wie z. B. Drehung und Verschiebung.

Grundlage der NURBS sind die sogenannteB-Spline-Basis-Funktionen
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2 Darstellung von Kurven und Flachen

2.3.1 B-Spline-Basis-Funktionen

t, tiq;i=0;::::n 1
ti <tisgsr; 1=0;::55n d 1

Es seienn 2 N;d 2 Ng;i 2f0;:::;n  d 1g. Weiter sei T = (tp;:::;t,) ein Kno-
tenvektor vom Gradd. Die i-te B-Spline-Basis-Funktion vom Grad d wird mit Niq4
bezeichnet. Fir den Gradl = 0 ist N;.o de niert als

Nio:R! R;
Lt u<tia

Ni;O(u) = O SOﬂSt

; (U2 R):

Zusatzlich seiN, 1.0(ty) = 1. For den Gradd 1 wird N;4 durch folgende Rekursion
de niert

Ni;d "R! R;
u
Nia (U) == tirg It. Nig 1(u)+
i+ [ .
ti+ d+1 u . (U 2 R).
5 Ni+l;d 1(U),

tivgrr  Tivz

Treten in der Rekursion Briche der Formg auf, so werden diese al@ interpretiert.
Eine B-Spline-Basis-FunktionN;4 vom Grad d wird auch kurz B-Spline vom Grad d
genannt.

Setzt man

m:=n d 1

vom Grad d.

Beispiel 2.9

In Abbildung 2.4 wird die Rekursionsformel aus De nition 2.8 veranschaulicht. Es wird
T =(0; 1, 2; 3) als Knotenvektor gewahlt. Im unteren Bild sind die B-SplineNg.o; N1.o;
N2 vom Grad O zu sehen. Durch Anwendung der Rekursionsformel auf die B-Splines
No.o; N1.o bzw. N1.0; No.o erhalt man die B-SplinesNg.; bzw. N1.; vom Grad 1 (mittleres
Bild). Nochmalige Anwendung der Rekursionsformel auf die B-Spliné.;; N;.; liefert
schlieylich den B-SplineNy., vom Grad 2, welcher im oberen Bild zu sehen ist.
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15

1 Noo

0.5

15

No1 N1

0.5

15

Noo Nip Nop
0.5

Abbildung 2.4: Die B-Splines No.o; N1.0; N2:0; No:1; N1:.1; No:2 Uber dem Knotenvektor T =
(0;1;2;3).
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2 Darstellung von Kurven und Flachen

Eigenschaften der B-Splines
Die B-Splines verfuigen uber folgende Eigenschaften. Die entsprechenden Beweise dieser
Aussagen nden sich in [41]. Es seiem2 N;d2 No;m:=n d 1;i 2f0;:::;mg.

B1 Der B-SplineN;q ist auf ganzR nicht negativ, d.h. es gilt
Nig(u) 0 (u2R):
Diese Eigenschaft wird aldositivitdt bezeichnet.
B2 Der B-SplineN;q4 hat denlokalen Trager [ti; ti+g+1]-

B3 Esseij 2f0;:::;n 1g. In dem Intervall [t;;t;+1) sind hochstensd+ 1 B-Splines

B4 Es liegt die sogenannt&erlegung der 1 vor, d.h. es gilt

xXn
Ni;d(u) = 1, (U 2 [td;tm+l]):
i=0

B5 Fur d > 0 hat N;4 genau ein Maximum auf ganR.

Die B-SplinesNq.q;:::; Nmg bilden eine Basis des Raums aller stiickweisen Polynome
vom Grad d. Diese Aussage wird im Folgenden prazisiert.
Es seienl 2 N;d 2 No. Die Zahlen o;:::; | 2 R mit der Eigenschaft

i< ey 1=0500 0
werden alsBruchstellen bezeichnet.
Setzt man = ( o;:::; 1), SO bezeichnetPy. den Raum aller stickweisen Polynome
vom Grad d Uber dem Intervall [ o; |]. Eine Abbildung p : [ o; /]! R ist also ein
Element vonPy. , wenn p eingeschrankt auf das Interval[ i; i+1];i 2f1;:::;1 1g; ein
Polynom vom Gradd ist.
Von besonderem Interesse sind die Ubergange in den Bruchstellgn = 1;:::;1 1. Es
seien 1;:::; | 12 Z, mit

1 iodri=21n 1

sowie =( q;:::; | 1). Dann bezeichnetPy. . den Raum aller Abbildungenp 2 Pg. ,
welche in den Bruchstellen;i = 1;:::;1 1; mindestens ;-mal stetig di erenzierbar
sind. Der Fall ; = 0 bedeutet, dasg in ; mindestens stetig ist und ; = 1 bedeutet,

dass in ; keine Bedingung arp gestellt wird.

Mit Hilfe der B-Splines ist es nun mdglich, eine Basis voRy. . zu erzeugen. Dazu bildet
man den sogenannterrweiterten Knotenvektor T = (to;:::;tn), welcher folgende
Bedingungen erfullt:

1

o)
1.n=2 (d+1)+ (d k)
k=1
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2.3 NURBS

2. tger; ity g 1 2F 4500 10,
3.tg i tg= o =thga il tn,
4. Furi2f1:::;1 1gist ;in T exaktv; :=(d i)-mal enthalten.

Als Knotenvektor T ergibt sich dann

T—(}oi"{'zi ; o,ll, {Z_}l

vy mal
VARG
v; mal
1-1 ’ ’ +;:--.t++
|Ilzl}llfm2 {Z.md;})
vi 1 mal |

Die Einschrankungen der zu diesem Knotenvektof zugehdrigen B-SplinedNgq; :::;
Nmg auf das Intervall [ o; ] = [tg; tm+1] bilden dann eine Basis vorPy. . . Der Beweis
der Basiseigenschaft wurde von Curry und Schoenberg erbracht [10].

2.3.2 NURBS-Kurven

Mittels der B-Splines lassen sich nun die NURBS-Kurven und -Flachen de nieren.

De nition 2.10
Es seienn 2 N;d 2 No;m := n d 1, sowiepg;:::;pm 2 R%:wWo;:::;Wn 2 RY.
Des Weiteren seienT = (to;:::;ty) ein Knotenvektor vom Gradd und Nog;:::; Nmg

die zugehdrigen B-Splines vom Gradl Eine NURBS-Kurve Cvom Grad d ist eine
parametrisierte Kurve C= C(l), fur die die Parametrisierung de niert ist durch

= [t tmea I;

C:1! R?
P
 WipiNa (u)

C(u) = C(u21):

I\Ii;d (U)
i=0
Die Punkte po;:::;pm 2 R® werden alsKontrollpunkte  bezeichnet. Der durch die
Kontrollpunkte de nierte Polygonzug heiyt Kontrollpolygon . Die Zahlenwg; :::; Wy 2

R* nennt man Gewichte .

Eigenschaften der NURBS-Kurven

Es seiC= C(l) eine B-Spline-Kurve vom Gradd. Aus den Eigenschaften der B-Spline-
Basis-Funktionen ergeben sich folgende Eigenschaften @iDie Beweise dieser Aussagen
nden sich in [41].

C1 Cist eine stiickweise rationale Kurve inR3.
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2 Darstellung von Kurven und Flachen
C2 Verandert man den Kontrollpunkt p; oder das Gewichtw;, so &ndert sichC nur
auf dem Intervall [t;; ti+ 4+1 ). Hierbei spricht man vonlokaler Kontrolle

C3 Cverlauft |n der konvexen HuIIe der Punktepo; 1l Pm- Genauer: FUru 2 [ti; ti+1)

C4 Fur eine ane Abbildung : R3! RS2 gilt

Fih Wi ( Pi)Nia(u)
(Cu)= “p (u21)
Ni.q (U)

i=0

Diese Eigenschaft wird als ne Invarianz ~ bezeichnet.

C5 Es seiena; b2 R;a < b. Wahilt man als Knotenvektor

—_ (?. .{.Z._.?.’ td; “ e tm+1 ._.{.Z: b

d+1 d+1
so gilt

C(a)= po;C(H) = pm:
Es liegt alsoAnfangs- und Endpunktinterpolation vor.

C6 Kegelschnitte lassen sich mit NURBS-Kurven durch geeignete Wahl von Grad,
Knoten, Kontrollpunkten und Gewichten exakt darstellen.

2.3.3 NURBS-Flachen
NURBS-Flachen sind eine direkte Verallgemeinerung von NURBS-Kurven.

De nition 2.11

Es seienny;n; 2 N;dy;d; 2 Noymg = ng dip Lmy = n; d 1; sowiep;; 2
RS; ;Wi 2 R*;i = 0;:::5;mg;j = 0;:::;m,. Des Weiteren seienU = (Ug;:::;Un,),
V = (Vo ::1; V,) Knotenvektoren vom Gracbll bzw.d, und No.g,; 555 Nmyays Nod,s 2005

Nm,.q, die zugehorigen B-Splines vom Grady bzw.d,. Eine NURBS-Flache S vom
Grad (d;;dy) ist eine parametrisierte FlacheS = S(D), fur die die Parametrisierung
(D; S) de niert ist durch

D :=[Ug;;Um+1]  [Vdy: Vimp+1];

s:D! R®
P P2
oo Wi Py Niay (DN (V)
1= =
S(u;v) = le o ; ((u;v) 2 D):
Wi Niza, (U)Nja, (V)
i=0 j=0
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2.3 NURBS

Die Punkte pj 2 R%i =0;:::;my;j = 0;:::; mp werden alsKontrollpunkte  be-
zeichnet und bilden dasKontroIInetz . Die ZahlenwIJ 2R;i=0;:::;mg;) =0;::,m;
heiyen Gewichte .

Eigenschaften der NURBS-Flachen
Es seiS = S(D) eine NURBS-Flache. Dann hatS folgende Eigenschaften [41].

S1 S ist eine stlickweise rationale Flache inRS.

S2 Verandert man den Kontrollpunkt p; oder das Gewichtw; , so andert sichS nur
fur die Teilmenge[u;i; Ui+g,41)  [Vj;Vj+d,+1) des Parameterbereich®.

S3 S verlauft in der konvexen Hiille der Punktepoo; :::; Pm,m,. Genauer: Fir(u;v) 2
[Uiys Uig+1) [v,o,v,0+1) liegt S(u; v) in der konvexen Hulle der Punktep;, ip d
I dojo d J  Jo
S4 Auch fur Flachen liegt a ne Invarianz vor. Fir eine a ne Abbildung : R3®! R®
gilt also
P11 P2
o ( Pij )Nig, (U)Nja, (V)
1= =
(S(U;V) = —mrms : ((u;v) 2 D):
i i Ni:a; (U)Nja,(V)
i=0 j=

S5 Es seiena;; b ax; by 2 R;a; < byg;a, < b,. Wahlt man als Knotenvektoren

d1+l di+1
V= (F‘i{'z';a? vdz;""vm2+1,|02;{'z“t?)
dy+1 do+1

so liegt Eckpunktinterpolation vor

S(a1; @) = poo; S(bi;az) = Pm,o;
S(a1; ) = pom,; S(b; B2) = Pmym,:
S6 Zylinder, Kegel und Ellipsoide lassen sich mit NURBS-Flachen exakt darstellen.

S7 Jede Koordinatenkurve einer NURBS-Flache ist eine NURBS-Kurve.

2.3.4 Modellierung

Mit Hilfe der Kontrollpunkte und Gewichte lasst sich der Verlauf von NURBS-Kurven
und -Flachen intuitiv gestalten. Dies wird im Folgenden am Beispiel von NURBS-Kurven
illustriert. Fir NURBS-Flachen gelten entsprechende Aussagen.
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2 Darstellung von Kurven und Flachen

|

Po — 9o P4

Abbildung 2.5: Zwei NURBS-Kurven C und C die bis auf den Kontrollpunkt p; bzw. p;
identische Kontrollpolygone besitzen.

Gemay EigenschaftC3 verlauft eine NURBS-Kurve C = C(1) vom Grad d inner-

ihr Kontrollpolygon haben. Hat die Kurve nicht die gewlinschte Form, so lasst sich diese
durch Verandern der Kontrollpunkte bzw. Gewichte korrigieren. Eigenschaff2 garan-

Beispiel 2.12

Abbildung 2.5 zeigt eine NURBS-KurveC= C(l) vom Grad 2. Als Knotenvektor wurde
T =(00012 3 3 3)gewahlt und die Kontrollpunkte sindpg = (0 0 0)";p; =
(510 0);p, = (15 15 0)";ps = (25 10 0)";ps = (30 0 O)". Fur die Gewichte gilt
w, =1;i =0:::;m. Es ist zu erkennen wie die KurveC einen &hnlichen Verlauf wie ihr
Kontrollpolygon hat. Andert man den Kontrollpunkt p; zup ; = (0 15 0)", so andert
sich die Kurve C nur fur das KurvensegmentC ([0; 2]) und man erhalt eine neue Kurve
C. Die Endpunkte dieses Segmentes simg = C(0);q; = C(2).

Beispiel 2.13

zu sehen. Es wird das Gewichiv; von 1 auf 3 geédndert. Die KurveC wird dann starker
von p; angezogen. Man erhélt die KurveC. Die Anderung des Gewichts wirkt sich nur
auf das KurvensegmentC([0; 2]) mit den Endpunkten go = C(0); g, = C(2) aus.
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JPO - (10 P=1

Abbildung 2.6: Zwei NURBS-Kurven C und C mit gleichen Kontrollpunkten, jedoch unter-
schiedlichen Gewichten.C hat die Gewichtewg = w; = wo = wg=ws=1.C
hat die Gewichtewg = wo = w3 = ws =1 und wy = 3.

2.3.5 Getrimmte Flachen

Eine weitere Modellierungstechnik fir NURBS-Flachen ist das sogenannteémmen .
Bei diesem Verfahren werden Teile der Flache mit Hilfe von Kurvelneraus geschnitten
Es seiS = S(D) eine NURBS-Flache. Weiter seien

regulére, selbstschnittfreie Parameterraumkurven. Es sei2 f 1;:::;1g. Die Parametri-
sierungen(l; ;C;;);) = 1;:::;1; der Kurven G;; j = 1;:::;1; seien injektiv und es
gelte

gi;ki (h;ki) = gi;l(ai:l):
Dann ist die Menge

§
G= G
j=1
eine geschlossene Kurve, welche stlckweise du(th) ;C;;), j = 1;:::;k parametri-
siert wird. Die Kurven G.;;:::; Gy, seien so gegeben, dag} selbstschnittfrei ist. Die

TeilmengeD® D, welche links von allen KurvenC,;:::;G liegt, wird zum gultigen
ParameterbereichD° erklart. Der Begri links bezieht sich hierbei auf die Orientierung
der Parametrisierung der ParameterraumkurverG; ;i = 1;:::;1;j = 1;:::;k. Die ge-
trimmte NURBS-Flache  SCist dann die TeilmengeS® = S(D% S von S. Die
Flachenkurven

41



2 Darstellung von Kurven und Flachen

eine geschlossene Flachenkurve, welche stlckweise duiigh;S C;;), j = 1;:::7k;
parametrisiert wird. G wird als Trimmkurve von  S°bezeichnet. Die Punkte

Vij = S(Cyj (a))si=1;::05 00 =100k
werdenEcken der Flache S°genannt.

Innerhalb von CAD-Systemen werden NURBS-Kurven als Parameterraumkurven ver-
wendet. Ist nun die ParameterraumkurveC = C(I) eine NURBS-Kurve, so ist in der
Regel die zugehorige Flachenkurv€ = C(l1) = S(C(l)) keine NURBS-Kurve. Um
ein einheitliches, auf NURBS-Kurven und -Flachen basierendes System beizubehalten,
werden die Flachenkurven durch NURBS-Kurven approximiert. In diesem Fall ist zu
beachten, dass in der Regel die Parameterintervalle der Parametrisierungen uand C
verschieden sind. Es seigfi; C) bzw. (I ; C) die Parametrisierungen vorC bzw. C, dann

gilt
C=C(I)= s(C):

Im Weiteren wird davon ausgegangen, dass die Kanten einer NURBS-Flache als auch
die zugehdrigen Parameterraumkurven NURBS-Kurven sind.

Wenn im Folgenden von einer NURBS-Flach& = S(D) die Rede ist, so kann es sich
hierbei auch um eine getrimmte Flache handeln. Das heiyt der Parameterberei@gimuss
kein Rechteck bilden.

Beispiel 2.14
Abbildung 2.7 zeigt eine NURBS-Flach& mit zugehorigem Parameterbereich und den
FlachenkurvenG.1, G.2, G.3, G4, G1, Go. Innerhalb des ParameterbereichB verlaufen
die zugehdrigen Parameterraumkurvel,.;, C,.,, C .3, G4, G4, G, Mit diesen lassen
sich die stlickweise parametrisierten Kurven
[ 2
G= G G= G
j=1 j=1
[ [?
G= G G= G
j=1 j=1
bilden. C, entspricht gerade dem Rand vorD. Verwendet man nurG, als Trimmkurve
und ist diese gegen den Uhrzeigersinn orientiert, so erhalt man die Flac®g welche in
Abbildung 2.8 dargestellt ist. Nutzt man G;; G als Trimmkurven und ist C;, gegen den
Uhrzeigersinn undC, mit dem Uhrzeigersinn orientiert, so erhéalt man die Flaché,,
welche in Abbildung 2.9 zu sehen ist.
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2.3 NURBS

Abbildung 2.7: NURBS-Flache S mit Flachenkurven G.1, G2, G.3, G.4, G:1, G.2und zuge-
hérigen ParameterraumkurvenG, ., C;.,, C;.3, G4, G0, Gon.

S1

Abbildung 2.8: Getrimmte NURBS-Flache S; mit Trimmkurve G und zugehériger Parame-
terraumkurve G,.
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2 Darstellung von Kurven und Flachen

&

Abbildung 2.9: Getrimmte NURBS-Flache S; mit den Trimmkurven G; G und zugehdrigen
Parameterraumkurven C;; G,.

2.3.6 Visuelle Stetigkeit

In diesem Abschnitt wird der Begri der Glattheit einer Kurve bzw. einer Flache er-
lautert. Des Weiteren wird geklart, wann der Ubergang zwischen zwei Kurven bzw.
zwischen zwei Flacherglatt ist. Man spricht in diesem Zusammenhang auch vowi-
sueller Stetigkeit bzw. Geometrischer Stetigkeit . Eine detaillierte Beschreibung
dieser Thematik ndet sich in [30].

Glattheit einer Kurve

Es seiC eine Kurve mit stetig di erenzierbarer Parametrisierung(l; C). Existiert ein
Parameterty 2 | mit C(tg) = 0, so ist es mdglich, dass die Kurv€ im Punkt C(to)
spitz ist. Ist die Parametrisierung(l; C) jedoch regular, ist alsoC(t) 6 O; (t 2 1), so
erscheint die Kurve dem Betrachtemlatt.

Beispiel 2.15
Die Kurve C R? mit der Parametrisierung

I =[ 1,1]

| | R?

Clt o cw=(Ee)T

hat im Punkt C(0) = (0;0)" eine Spitze. Der Rest der Kurve verlauft glatt. Die Para-
metrisierung ist injektiv und stetig di erenzierbar. Es gilt C(0) = 0, sowieC(t) 6 O;
(t21;t 60). Die Kurve Cist in Abbildung 2.10 zu sehen.

Tangentenstetigkeit
Es seienC;; G Kurven mit regularen Parametrisierungenas; by]; C1); ([az; k]; C,) und
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2.3 NURBS

Abbildung 2.10:  Ein Beispiel fir eine Kurve C mit einer Spitze. Die zugehotrige Parametri-
sierung (I; C) ist injektiv und stetig di erenzierbar.

es gelte
G\C,=p=Cy(b) = Cya):
Existiert ein 2 R* mit

Ca(by) = Co(ay);

so sind die KurvenG;; G tangentenstetig in p. Dies wird auch alsvisuelle Stetigkeit
der Ordnung 1 bzw.geometrische Stetigkeit der Ordnung 1 bezeichnet. In diesem
Fall ist der Ubergang vonG, zu G in p glatt. Andernfalls liegt eine Spitze vor.

Glattheit einer Flache

Entsprechend wird der Begri Glattheit fiir Flachen interpretiert. Es seiS eine Flache mit
stetig di erenzierbarer Parametrisierung(D; S). Existieren Parameterwerte(ug; Vo) 2 D
mit Sy(uUo; Vo)  Sv(Up; Vo) = 0, so kann die Flache im PunktS(uo; Vo) eine Spitze haben
oder es kann durch diesen Punkt eiknick der Flache verlaufen. Ist die Parametrisierung
(D; S) regulér, so ist die FlacheS glatt.

Beispiel 2.16
Abbildung 2.11 zeigt eine NURBS-Flachets = S(D) mit einem Knick. Die Parametri-
sierung(D; S) ist injektiv und stetig di erenzierbar. Entlang des Knicks istS, S, = 0.

Normalenstetigkeit

Es seienS;; S, zwei Flachen mit den regularen Parametrisierunge(D;S;); (D2; S,)
und S;\S , 6 ;. Weiter Seien(ul;vl) 2 Dyq; (U2;V2) 2 Do, mit p= Sl(ul;vl) = Sz(Uz;Vz)
und ny; n, die Normalenvektoren vonS;; S, in p. Existiert ein 2 R* mit

ni= Ny;

so sindS; und S, normalenstetig in p. Dies ist gleichbedeutend damit, dass die Tan-
gentialebenen vors; und S; in p Ubereinstimmen. Dies bezeichnet man auch alsuelle
Stetigkeit der Ordnung 1 bzw. geometrische Stetigkeit der Ordnung 1. In die-
sem Fall ist der Ubergang vorS; zu S, in p glatt. Andernfalls liegt in p eine Spitze vor.
Es sei nun der SchnittS; \'S , der FlachenS;; S, eine o ene Kurve C. Ist der Ubergang
von S; zu S; in allen Punkten von C nicht normalenstetig, so bildenS; und S, in Ceinen
Knick.
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2 Darstellung von Kurven und Flachen

Abbildung 2.11:  Ein Beispiel fur eine FlacheS mit einem Knick. Die zugehérige Parametri-
sierung (D; S) ist injektiv und stetig di erenzierbar.

2.3.7 Beschreibung eines Gebietes

IGES (Initial Graphics Exchange Speci cation) [57] ist ein weit verbreiteter Datei-
Standard, der den Austausch von Daten zwischen CAD-Systemen ermdglicht. Die Daten
werden dabei in verschiedene Klassen, sogenanhktdities unterteilt. NURBS-Kurven
werden z.B. in derRational B-Spline Curve Entity beschrieben. Eine tbliche Me-
thode zur Beschreibung eines Gebietes R? ist das Boundary Representation
Model . Hierbei wird das Gebiet durch seinen Rand beschrieben. Dieses Modell wird
in IGES durch die KlasseManifold Solid B-Rep Object Entity realisiert. In dieser
Klasse wird zwischen topologischen und geometrischen Elementen unterschieden.

2.3.7.1 Beschreibung der Topologie

Die topologischen Elemente sind: Manifold Solid, Closed Shell, Face, Loop, Edge, Vertex.
Jede dieser Entitdten wird durch Elemente der nachsten unteren Ebene begrenzt und
durch Aufzahlung dieser Elemente de niert. Ein SolidSOLID wird somit durch eine au-

als Start-Vertex V und End-Vertex W unterschieden werden. Dadurch erhalt jede Edge
E eine Orientierung. Jede Edgéd ist immer Teil von genau zwei Loops. In einer Loop
wird die Orientierung beibehalten, in der anderen Loop wird die Orientierung der Edge
umgekehrt. Dies wird durchE+ bzw. E gekennzeichnet.

Beispiel 2.17 Zylinder
In Abbildung 2.12 ist ein Zylinder zu sehen. Das vom Zylinder eingeschlossene Gebiet
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2.3 NURBS

Abbildung 2.12: Zylinder als Beispiel flr einen Solid. Die Ober dche des Zylinders bildet die
auyere ShellOS.

Fy

F3

Abbildung 2.13:  Zylinder aufgeteilt in FacesF1;:::;Fa.

bildet den Solid SOLID. Die Ober dche des Zylinders bildet die auyere She®S. Es

OL; =E1+;Ext;

OL, =Es+;Es+;E1 ;E¢ ;
OL; = E3+;Est;
OLs=E4+;E¢t+;E; ;Es

Die Edges werden durch die Vertice¥1;V,;V3s; V4 de niert. Die Loops und Vertices
sind in Abbildung 2.14 zu sehen.
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2 Darstellung von Kurven und Flachen

Abbildung 2.14:

2.3.7.2 Beschreibung der Geometrie

Die geometrische Beschreibung einer Vertex erfolgt durch Angabe ihrer kartesischen
Koordinatenv = (xy z)T; x;y;z 2 R. Ein Face F wird durch eine getrimmte NURBS-
Flache S° geometrisch beschrieben. Als Grundlage dient eine nicht getrimmte NURBS-
Flache S = S(D) (IGES: Rational B-Spline Surface Entity). Diese wird durch Angabe
ihres Grades, ihrer Knotenvektoren, ihrer Kontrollpunkte und ihrer Gewichte de niert.

dann durch eine NURBS-Flachenkurves = C;(l;) t S(C;(l;)) bezuglich der FlacheS
geometrisch beschrieben. Die Parametrisierungéh; C;); (1,;; C;) werden durch Angabe
ihrer Grade, Knoten, Kontrollpunkte und Gewichte de niert. Die Menge

ist dann die geometrische Beschreibung der Lodp Im Sinne von Abschnitt 2.3.5 ist

C eine Trimmkurve bezuglich der FlacheS. Jeder LoopL des Faced= beschreibt also
eine Trimmkurve C. Mit Hilfe dieser Trimmkurven wird dann die FlacheS zur Flache

SO getrimmt und man erhalt so die endgiiltige geometrische Beschreibung des FaEes
Die Kurven, welche zur geometrischen Beschreibung der Edges einer Loop verwendet
werden, sind dann Kanten der Flach&®,

Es werden nun die wichtigen Begri e Geometrie und Flachenverband eingefuhrt.

De nition 2.18

schen Beschreibung der Faces eines Gebietes R3, gemay der IGES-KlasseManifold
Solid B-Rep Object Entity, verwendet werden. Es gelte fir den Schnitt zweier beliebiger

S\S; =,
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2.3 NURBS

Si\S; ist eine gemeinsame Ecke,

Si\S ist eine oder mehrere gemeinsame Kanten.

trie von bezeichnet.

Sc wird im Weiteren Ober &che von G genannt. Mit V(G) bzw. E (G) wird die Menge
aller Ecken bzw. aller Kanten aller NURBS-Flachen vorG bezeichnet. Ein Element
von V(G) bzw. von E(G) heiyt dann Ecke von G bzw. Kante von G. Zwei NURBS-

gemeinsame KanteC 2 E(G) haben.

Beispiel 2.19

Abbildung 2.15 zeigt zwei benachbarte NURBS-Flache®, = S;(D;); S, = S,(D»). Die
Faces haben eine gemeinsame Karte= C([a; 1). Da C Flachenkurve beztglichs; und
S, ist, existieren zuC zwei ParameterraumkurvenC, = C,([a;; m]); G = C,([az; »]), so
dass gilt

C= Si(Ci([a; b)) = Sa(Cyr([az; k2])):

Insbesondere gilt

C(a) = Si(Cy(a)) = Cy(Cy(b2));
C(h = S1(Cy(k)) = Co(Ca(a2));

d. h. die Orientierung vonC und C; sind gleich, die vonC und C, sind entgegengesetzt.
Ein weiteres Beispiel ist in Abbildung 2.16 zu sehen. Die NURBS-Flach&s; S, haben
hier zwei gemeinsame Kante;; G.

Zusatzbedingungen
Im Weiteren werden die folgenden Zusatzbedingungen an eine Geome@igestellt:

Die Parametrisierungen der Flachen und der Kanten sind injektiv und regular.

Zu zwei benachbarten Eckerm; w 2 V (G) existiert genau eine KanteC= C([a; ) 2
E(G); a;b2 R; mit

C(@=v;C(bh=w
oderC(b) = v;C(a) = w:

Diese Kante wird im Weiteren mit G, .,j bezeichnet.
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2 Darstellung von Kurven und Flachen

Abbildung 2.15:  Zwei benachbarte NURBS-FlachenS; = S3(D1);S; = Sz(D2) mit der
gemeinsamen KanteC und den zugehdrigen ParameterraumkurverC;; G,

Abbildung 2.16: Zwei benachbarte NURBS-FlachenS;; S, mit zwei gemeinsamen Kanten
C]_; C2.

50



2.3 NURBS

Aus der ersten Bedingung ergibt sich, dass alle Flachen und alle Kanten selbstschnittfrei
und glatt sind. Enthélt die Ober ache Sg der GeometrieG einen Knick, so muss dieser
entlang einer KanteG, ., 2 E(G) verlaufen. Enthalt eine Trimmkurve C eine Spitze, so
muss diese in einer Ecke 2 V(G) liegen.

Diese geforderten Zusatzbedingungen sind in der Praxis leicht umsetzbar und stellen
keine wesentliche Einschréankung bezuglich der Geometrie dar.

De nition 2.20

einfach zusammenhangend ist.

Die MengeSk eines Flachenverbandds heiyt Ober ache vonF . Analog zur Geome-
trie werden die Begri e Ecke, Kante und Nachbarschaft de niert. Eine KanteC 2 E(F)
heiyt innere Kante , wenn zwei benachbarte Flache8; ;S;,; j;k 2 fi;:::;ng existieren
mit

C Sij \Sik:

Andernfalls wird C als auyere Kante bzw. Randkante bezeichnet. Die Menge aller
inneren Kanten vonF wird mit E, (F) bezeichnet. Entsprechend bezeichnég (F) die
Menge aller Randkanten vorF . Gilt Eg(F) = ;, so heiytF geschlossen, andernfalls
heiyt F o en . Die Menge

[
C
C2Eg (F)

heiyt Rand von F und wird mit @ bezeichnet. IstF ein o ener Flachenverband, so

ist @ eine geschlossene, stiickweise parametrisierte Kurve. Die Ecken der Randkanten
heiyen auyere Ecken oder Randecken . Die Menge aller Randecken wird mitvg (F)
bezeichnet. Die Menge alleimneren Ecken ist V,(F)= V(F)nVg(F).

Beispiel 2.21
Abbildung 2.17 zeigt die Explosionsansicht der aus sechs NURBS-Flachen bestehenden

menhé&ngend, aber nicht einfach zusammenhangend ist.
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2 Darstellung von Kurven und Flachen

So

Abbildung 2.17:  Explosionsansicht fir GeometrieG = fS3;:::;Seg eines Zylinders beste-
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3 Spezielle Verfahren der Gittergenerierung

Es sei R3 ein Gebiet, dessen Ran@® durch eine GeometrieG= fS;:::;Sng;m 2

N; beschrieben wird. Eine verbreitete Methode das Gebietdurch ein HexaedergitterH

zu diskretisieren, ist zuerst ein Vierecksgitte auf der Ober ache @ des Gebietes zu
konstruieren und dieses dann ins Innere des Gebietezu einem Hexaedergitter zu erwei-
tern. Der englische Begri fur Gittergenerierung auf Ober &chen istSurface-Meshing.

In diesem Kapitel wird ein Uberblick Gber existierende Verfahren des Surface-Meshing
geliefert. Mit Hilfe der untersuchten Verfahren soll dann eine Strategie zur Randanpas-
sung (siehe Abschnitt 1.5.1) entwickelt werden. Alle hier untersuchten Verfahren be-
schrénken sich bei der Erzeugung des Ober achengitte® auf eine FlacheS 2 G oder
auf einen Flachenverband= G .

3.1 Gittergenerierung in der Ebene

Die meisten Surface-Meshing-Verfahren sind Modi kationen bekannter Verfahren zur
Gittererzeugung fur planare Gebiete R?. Zwei wichtige Gruppen von planaren
Gittergenerierungsverfahren sindDelaunay-Verfahren  und Advancing-Front-Ver-
fahren .

3.1.1 Delaunay-Verfahren

Delaunay-Verfahren sind Verfahren, welche ein gegebenes Gebiet R? durch eine
sogenannteDelaunay-Triangulierung approximieren. Diese Art von Triangulierung
wurde 1934 von Delaunay [15] eingefiihrt. So weit nicht anders angegeben, kénnen die
Beweise der folgenden Aussagen den Vorlesungsunterlagen von Shewchuk [50] enthnom-
men werden. Zunachst wird der Begri Delaunay-Triangulierung de niert.

Delaunay-Triangulierung
EsseiV = fvy;:::;vmg  R%m 2 N; eine Menge von nicht kollinearen Punkten. Eine
Triangulierung T heiyt Delaunay-Triangulierung  beziglichV, wenn gilt:

1. V(T) =V,

2. fur jedes DreieckT = 4 vivjvy 2 T enthalt der Umkreis vonT keinen Punkt aus
V nfvi;vj;vig,

3. ( T) ist die konvexe Hiulle vonV.

Die zweite Bedingung wirdDelaunay-Bedingung oder auchempty circle property
genannt. Unter der Voraussetzung, dasg keine vier Punkte enthalt, welche auf einem
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3 Spezielle Verfahren der Gittergenerierung

Vo Vg — V3

Ty T

Abbildung 3.1: Zwei Triangulierungen Ty; T» beziglich der PunkteV = fvi;vo;vs;vag. Ty
ist die Delaunay-Triangulierung von V. Die Dreiecke4 v1vovs; 4 vavavy der
Triangulierung T, erflillen die Delaunay-Bedingung nicht.

gemeinsamen Kreis liegen, existiert zZu genau eine Delaunay-Triangulierung . Diese
Lage der Punkte wird alsallgemeine Lage bezeichnet.

Beispiel 3.1

In Abbildung 3.1 sind die konvexen Triangulierungery; T, beztiglich der PunkteV =
fvi;Vva;vs;vag zu sehen. Die Punktd/ be nden sich in allgemeiner Lage. Triangulierung
T, besteht aus den Dreiecken v1Vv,V4; 4 V,v3vy. Beide Dreiecke erflllen die Delaunay-
Bedingung. T; ist also die Delaunay-Triangulierung vonV. Triangulierung T, besteht
aus den Dreiecker v1v,v3; 4 v3v,vi. Beide Dreiecke erfullen die Delaunay-Bedingung
nicht.

Eigenschaften von Delaunay-Triangulierungen

Im Folgenden werden kurz einige Vor- und Nachteile von Delaunay-Triangulierungen
erlautert. Wird eine Triangulierung T fir einen Finite Elemente Ansatz verwendet, so
spielt die Form der Dreiecke eine wichtige Rolle. Lasst man die Gréye der Dreiecke ge-
gen Null konvergieren, so erwartet man, dass die FE-LOsung gegen die exakte Losung
des Problems konvergiert. Entstehen dabei jedoch Winkel in der Triangulierung, welche
gegenl80 Grad streben, so ist es moglich, dass die FE-Losung niapegen die exakte
Ldsung konvergiert. Dies wurde in [2] gezeigt. Sehr groye Winkel in einer Triangulierung
kdnnen also zu schlechten numerischen Ergebnissen fiihren.

In [6] wurde gezeigt, dass auch sehr kleine Winkel in einer Triangulierung problematisch
sind, da diese zu schlecht konditionierten Gleichungssystemen der FE-Diskretisierung
fuhren konnen.

Da sowohl zu kleine als auch zu groye Winkel von Dreiecken zu numerischer Instabilitat
bei FE-Verfahren fihren kdnnen, werdegleichwinklige Dreiecke , oder entsprechend
gleichseitige Dreiecke , bevorzugt.

Das Problem zu kleiner Winkel wird durch die Delaunay-Triangulierung gel6st. Zu ei-
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3.1 Gittergenerierung in der Ebene

Abbildung 3.2: Die linke Abbildung zeigt ein Gebiet sowie eine Menge von PunkterV auf
@ . Im mittleren Bild ist die Delaunay-Triangulierung T von V zu sehen.T
enthalt ein Dreieck mit einem groyen Winkel. T reproduziert den Rand von
nicht. Das rechte Bild zeigt eine Triangulierung T ®beziiglich der Punktmenge
VO V. T%hat kleine Dreiecke mit kleinen Winkeln und reproduziert @ .

ner gegebenen Menge von Punkten in allgemeiner Lage ist die zugehorige Delaunay-
Triangulierung diejenige konvexe Triangulierung, welche den minimalen Winkel aller
Dreiecke maximiert. Diese Eigenschaft wurde zuerst von Lawson [36] nachgewiesen. Ei-
ne entsprechende Aussage fur Triangulierungen iR? gilt jedoch nicht.

Fur Delaunay-Triangulierungen ergeben sich zwei Nachteile. Sie sind immer konvex,
d. h. diskretisiert man ein nicht konvexes Gebiet  R? durch eine Delaunay-Triangu-
lierung so wird der Rand@ nicht reproduziert Der zweite Nachteil ist, dass Delaunay-
Triangulierungen Dreiecke mit sehr groyen Winkeln enthalten konnen.

Diese Probleme kdénnen dadurch geldst werden, dass zur Triangulierung weitere Punk-
te hinzu geflgt werden. Dreiecke mit zu groyem Winkel werden durdiessereDreiecke
ersetzt. Dabei wird gewdahrleistet, dass die Delaunay-Bedingung fur alle Dreiecke der Tri-
angulierung erhalten bleibt. Gleichzeitig wird der Rand@ besser approximiert, indem
geeigneteKanten entfernt werden. Nach welchen Kriterien neue Punkte hinzu geflgt
werden und Kanten entfernt werden, hangt vom verwendeten Verfahren ab.

Beispiel 3.2

Abbildung 3.2 veranschaulicht den Prozess der Qualitatsverbesserung und Randanpas-
sung. Im linken Bild ist der Rand @ eines Gebietes zu sehen. Es wurde eine Menge
von PunktenV erzeugt, welche auf dem Rand liegen. Im mittleren Bild ist die Delaunay-
Triangulierung T beziglichV zu sehen. Der Rand von wird durch T nicht berticksich-

tigt und T enthalt ein Dreieck mit einem sehr groyen Winkel. Das rechte Bild zeigt eine
neue Punktmengev®mit V  V° Zu dieser wurde eine Delaunay-Triangulierund © mit
kleineren Winkeln erzeugt. Nicht geeignete Kanten wurden entfernt und der Ran@
wird nun reproduziert.
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3 Spezielle Verfahren der Gittergenerierung

Abbildung 3.3:  Veranschaulichung fir Advancing Front Verfahren. Zu sehen ist ein Gebiet
mit rechteckigem auyerem Rand und einem Kreis als inneren Rand. Der
Rand @ wurde durch Polygonzuge diskretisiert. Die Front wurde ins Innere
von verschoben

3.1.2 Advancing-Front-Verfahren

Bei Advancing-Front-Verfahren wird zunéchst der Rand@ des Gebietes R?
durch Polygonziige approximiert. Dadurch erhalt man eine Menge von Kantéh, welche
als Startfront bezeichnet wird. Ausgehend von der StartfronE wird das Gebiet
schrittweise durch ein Gitter diskretisiert. Wurde ein neues Dreieck bzw. Viereck erzeugt,
so wird die KantenmengeE aktualisiert und E wird im Weiteren als aktuelle Front
bezeichnet. Die FrontE wandert dabei ins Innere von und bildet die Grenze zwischen
diskretisiertem und nicht diskretisiertem Gebiet . In Abbildung 3.3 ist dieser Prozess
fur die Erzeugung eines Vierecksgitter® veranschaulicht.
Die existierenden Advancing-Front-Verfahren unterscheiden sich in der Regel dadurch,
wie sie

1. die aktuelle Front erzeugen,

2. aufeinander tre ende Elemente einer Front miteinander verbinden.

3.2 Gittergenerierung auf Ober &chen

Surface-Meshing-Verfahren lassen sich grob in zwei Kategorien einteilen:
1. Parameterraum-Verfahren,

2. Direkte 3D-Verfahren.

Es folgt eine reprasentative Auswahl von Algorithmen zur Erzeugung von Gittern auf
Ober achen.
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3.2 Gittergenerierung auf Ober &chen

3.2.1 Parameterraum-Verfahren

Es sei(D; S) eine Parametrisierung der Flaches R3. Das Ziel ist die Erzeugung
eines Dreiecks- oder Vierecksgitters al. Im Folgenden wird die Vorgehensweise flr

ein Viereck von@. Dann ist das ViereckQ; des GittersQ de niert durch
Qi = Vi,Vi,Vi,Vi, mit Vi; = S(vij); =104
Das Problem bei diesem Ansatz ist, dass eisehlechteParametrisierung(D; S) zu ver-

zerrten Vierecken des Ober achengitter§) fihren kann (siehe Abschnitt 2.1). Die meis-
ten Verfahren verwenden eine der folgenden zwei Strategien um dieses Problem zu l6sen.

1. Finde zu gegebener Flach® mit der Parametrisierung(D; S) eine neue Parametri-
sierung(D; S), so dassQ unter S nicht oder nur wenig verzerrt wird. Idealerweise
ist (D; S) eine Isometrie.

2. Modi ziere den ebenen Gitteralgorithmus derart, dass im Parameterbereich
verzerrte Vierecke entstehen, welche auf gut geformte Vierecke auf der Ober &che
S abgebildet werden.

Das von mir entwickelte Verfahren verfolgt die erste Strategie. Es ist eine Erweiterung
des folgenden Verfahrens.

3.2.1.1 Erzeugung von Ober &chengittern im Parameterraum

Flachen S; = S;(Dj); 1 2 f1;:::;mg; um nicht getrimmte NURBS-Flachen handelt.
Somit ist der ParameterbereichD; jeder FlacheS; ein Rechteck undS; hat genau vier
Ecken und vier Kanten. Des Weiteren solG ein strukturiertes Gitter von Flachen bilden,

d. h. jede Eckev 2 V(G) soll genau vier Nachbarn haben. Diese Forderung schrankt die
Menge der beschreibbaren Gebiete sehr stark ein. Es sei nun

F = fSil;:::;Simog;mOZ Njig;iiiimo2f 1,000, mg;

ein Flachenverband beziglictG derart, dass die Flachen vorF ebenfalls ein struktu-
riertes Gitter bilden. Ziel des Verfahrens von Samareh-Abolhassani und Stewart [45] ist
es, zur Gesamt &che

eine globale Parametrisierungs = S(D) zu erzeugen. Die Autoren gehen dabei in den
folgenden Teilschritten vor.
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3 Spezielle Verfahren der Gittergenerierung

Interpretiert man die Flachen vonF als Vierecke, so bildet die Menge aller Ecken
V(F) von F ein Vierecksgitter Q. Dieses wird in die Ebene auf ein planares Git-
ter Q projiziert. Als Projektionsverfahren untersuchten Samareh-Abolhassani und
Stewart unter Anderem die uniforme, chordale und zentripetale Parametrisierung.
Im Abschnitt 4 werden diese Projektionen fur Triangulierungen erlautert.

somit genau ein ViereckQ; 2 Q. Q; wird als neuer ParameterbereictD; von S;
verwendet. Der neue zusammenhéangende, globale Parameterber€&iction S ist
dann de niert durch

auf D;. Mit §; ;= S; B; erhalt man eine neue ParametrisierungD;; S;) von S,.

Die globale Parametrisierung D; S) von Sg hat schlieylich die Form

D__F‘OD'_S_ D | RS
. T (wv) S (uv); fur (u;v) 2 Dy

I (3.2)
j=1

Mittels eines beliebigen, planaren Gitteralgorithmus kann nun ein Dreiecks- oder Vier-

ecksgitter in D erzeugt werden und mitS auf Sg abgebildet werden.

Der wichtigste Teilschritt in diesem Verfahren ist die geeignete Projektion des Vier-

ecksgitters Q in die Ebene. In Versuchen lieferte die chordale Parametrisierung, laut

Samareh-Abolhassani und Stewart [45], die besten Ergebnisse.

Beispiel 3.3

In Abbildung 3.4 ist eine GeometrieGaus294bilinearen Flachen zu sehen. Die Geometrie
bildet einen gekrimmten Wirfel. Abbildung 3.5 zeigt einen Flachenverband G |,
welcher aus12 Flachen besteht. Die Flachen entsprechen der linken oberen Ecke der
vorderen Seite desWNirfels. Die Ecken und Kanten vonF bilden ein Vierecksgitter
Q. Durch uniforme Projektion dieses Gitters in die Ebene, erhalt man den globalen
ParameterbereichD von Sco.

Als nachstes werden zwei Verfahren vorgestellt, welche im Parameterbereizheiner
parametrisierten FlacheS = S(D) arbeiten. Hierbei handelt es sich um modi zierte
planare Delaunay- bzw. Advancing-Front-Verfahren.

3.2.1.2 Delaunay-Triangulierungen fir gekrimmte Flachen

Gegeben sei eine Flach® mit zugehoriger Parametrisierung(D; S). Chen und Bishop
[8] simulieren ein Delaunay-Verfahren auf der Ober &ch&. Das resultierende Gitter
wird somit eine TriangulierungT im R2 sein.
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3.2 Gittergenerierung auf Ober &chen

Abbildung 3.4: Eine Geometrie G, welche aus294 parametrisierten Flachen besteht.

g!

D

Abbildung 3.5:  Ein FlachenverbandF G , welcher aus12 Flachen besteht und der globale
ParameterbereichD von Sg.
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3 Spezielle Verfahren der Gittergenerierung

Zunéachst wird der Rand @ der Ober ache S durch einen Polygonzug approximiert.
Die Ecken des Polygonzuges werden zu einer groben Triangulierungerbunden. Vom
Benutzer werden folgende Schranken fiir ein Dreiedk2 T vorgegeben

maximaler Abstand von T zu S,
minimaler Winkel des kleinsten Winkels vonT
maximale FlacheA von T.

Ein Dreieck T 2 T wird verfeinert, wenn eine der gegebenen Schranken tberschritten
bzw. unterschritten wird. Die Verfeinerung erfolgt im Parameterbereictd der Flache

S unter Einhaltung des Delaunay-Kriteriums. Jedem Dreieckl = 4 uvw 2 T wird
das DreieckT = 4 S (u)S (v)S Y(w) R? zugewiesen. So erhalt man eine neue
Triangulierung T = fTjT 2 Tg. Zu jedem Dreieck ausl existiert nun ein eindeutig
bestimmtes Dreieck ausT” und umgekehrt. Die Verfeinerung eines Dreieck§ 2 T
erfolgt nun folgendermayen.

1. Berechne den Schwerpunké des DreiecksT.

2. Bestimme alle DreieckeTy;:::;Tm;2 T;m 2 N; in deren Umkreis¢ liegt.

werden, werden entfernt.

4. Fuge die EckeS(%) zu V(T) hinzu und fuhre die Kantenoperationenaus Schritt
3 fur die entsprechenden Kanten irm aus.

Beispiel 3.4

In Abbildung 3.6 ist der Verfeinerungsprozess eines Dreiecks veranschaulicht. Das linke
Bild zeigt ein Dreieck T mit Schwerpunkt ¢. Die umliegenden Dreiecke seien diejenigen
Dreiecke, in deren Umkreis der Schwerpunkt liegt. Der Punkt ¢ wird mit den Ecken
dieser Dreiecke verbunden, was im mittleren Bild gezeigt wird. Kanten die dabei gekreuzt
werden, werden entfernt. Man erhalt die Dreiecke, welche im rechten Bild zu sehen sind.

Das vorgestellte Verfahren liefert eine planare Triangulierund@, fur die alle Dreiecke
das empty circle-Kriterium erfullen. Insgesamt erhalt man so eine qualitativ gute Tri-
angulierung T'. FUr die zugehorige TriangulierungT gilt dies im Allgemeinen nicht. Es
seiT = 4 uvw ein Dreieck der TriangulierungT . Zu diesem Dreieck existiert genau
ein Dreieck T = 4 www in T mit der EigenschaftS(¢) = u; S(v) = v; S(w) = w.
Das DreieckT erfillt die empty circle-Bedingung und ist von guter Qualitat. Durch den
Ubergang vonT zu T mittels der Abbildung S kann sich aber die Qualitat des Dreiecks
verschlechtern.

Um nun eine qualitativ gute Ober &chentriangulierungT zu erhalten, fihren Chen und
Bishop in [8] einempty ellipseKriterium ein. Es seiK S der Umkreis des Dreiecks
T=4uvw 2T im R3. Zu diesem KreisK wird das Urbild K = S ¥(K) D unter
S betrachtet und durch eine EllipseE approximiert. Weiter sei T = 4 wvw 2 T das
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3.2 Gittergenerierung auf Ober &chen

Abbildung 3.6: Verfeinerung eines Dreieck3 mit Schwerpunkt ©. Zu sehen sind die Dreiecke,
in deren Umkreis der Punkt ¢ liegt. ¢ wird mit den Ecken dieser Dreiecke
verbunden. Kanten die geschnitten werden, werden entfernt.

eindeutig bestimmteUrbild von T. Das DreieckT erflllt die empty ellipseBedingung,
wenn die EllipseE keine Ecke aud/ (T) nfu; v; wg enthalt. Entsprechend gilt dann, dass
S(E) K keine Ecke ausv(T) nfu;v;wg enthélt. Die empty ellipseBedingung kann
also als eineempty circle-Bedingung fiir Ober achentriangulierungen aufgefasst werden.
Der endgultige Algorithmus zur Erzeugung einer Triangulierund@ auf der Ober &cheS

hat dieselbe Form wie das bereits beschriebene Verfahren. Es wird lediglich die Methode
zur Verfeinerung eines Dreieck$ 2 T modi ziert. In Schritt zwei der Verfeinerung wer-

DreieckeTy;:::;Tmn 2T.

George und Borouchaki [23] verfolgen ebenfalls einen Delaunay-Ansatz im Parameter-
bereich. Auch hier wird dieempty-circle-Bedingung durch eineempty-ellipseBedingung
ersetzt.

3.2.1.3 Eine adaptive Methode zur automatischen Triangulierung von
parametrisierten 3D-Flachen

Das Verfahren von Cuilliere [9] ist ein Advancing-Front-Algorithmus zur Erzeugung
von Triangulierungen auf parametrisierten Flachen. Es s& = S(D) eine parame-
trisierte Flache. Zunéachst wird eine planare Triangulierungl™ im Parameterbereich
D erzeugt. Die Ecken vonT werden dann mittels S auf S abgebildet. Durch T =

f4 S(u)S(v)S(w)j4 sww(g erhalt man dann eine Triangulierung auf der Flaché&. Bei
der Erzeugung eines neuen DreiecRsin der Ebene, bzw. dem entsprechenden Dreieck
T auf der FlacheS, werden zwei Aspekte besonders berucksichtigt.

1. T soll im besten Fall gleichseitig sein.

2. Der Abstand von T zur FlacheS soll nicht gréyer als eine vorgegebene Toleranz
sein.
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3 Spezielle Verfahren der Gittergenerierung

Die zweite Bedingung wird realisiert, indem jede Kante eines Dreiecks eine gewisse Ma-
ximallange nicht Gberschreiten darf. Hierzu wird eine sogenannteckendichtefunktion

Eg4 verwendet, welche von den kartesischen Koordinaten einer Eckeabhangt. E4(v)

gibt dann an, wie groy der Abstand einer Nachbareck& zur Eckev maximal sein darf.

Die Eckendichtefunktion E4 wird mit Hilfe der partiellen Ableitungen zweiter Ordnung
von S bestimmt. Fur Details wird hier auf [9] verwiesen.

Erzeugung einer planaren Triangulierung

Wie bereits erwahnt, handelt es sich bei diesem Verfahren um einen Advancing-Front-
Algorithmus. Das Verfahren wird zunachst fur ein planares Gebiet  R? erlautert. Es
seiE die aktuelle Front. AusE wird eine Kante [v;w] mit minimaler Lange ausgewahlt.
Zu dieser Kante wird die neue Eckery bestimmt, welche zu den Eckerv und w den
Abstand

Eq(v) + Ea(w) ,

d= >

(1 )kv  wky; 2 [0;1]; (3.2)

hat. Das Dreieck4 vwv \ ist gleichschenklig. Fir = 0 erhalt man ein gleichseitiges
Dreieck. Wahlt man hingegen = 1, so wird nur berlcksichtigt, ob die Abstandstole-
ranz eingehalten wird. Cuiliere schlagt die Wahl = 0:7 vor, um beide Anforderungen
gegeneinander abzuwagen. Existiert in der aktuellen Front eine weitere Eckgo, welche
zu vy den Abstandr %d hat, so wird mit dieser Ecke das neue Dreieck erzeugt.
Neu erzeugte Kanten werden zu der FroriE hinzugeflgt. In einem Aktualisierungspro-
zess werdegeeigneteKanten aus der FrontE entfernt. Wie die Aktualisierung der Front
realisiert wird, wird in [9] nicht erlautert. Das Verfahren stoppt, wenn die Front leer ist.

Erzeugung einer Triangulierung auf einer parametrisierten Flache

Das beschriebene Verfahren zur Erzeugung einer planaren Triangulierung wird nun er-
weitert, um eine Triangulierung T im ParameterbereichD der FlacheS zu erzeugen.
Die Abstands- und Winkelmessung erfolgt dabei auf der Flacl& Zunéchst wird der Ab-
stand zwischen zwei Punkterv;w 2 D als die Bogenlange der Kurv&,, = S C,, (1)
neu de niert. Hierbei ist (I; C,,,,) eine Parametrisierung der Verbindungsstrecke von
nachw in D. Entsprechend wird die Lange einer Kantw;w] de niert. Es sei nun [v;w]
eine Kante aus der aktuellen FronE mit minimaler Lange. Es sei weiter,, der Mittel-
punkt dieser Strecke. Die neue Eckey wird so gewahlt, dass sich die Kurveg,, v, und
Gww Im Punkt S(wy ) senkrecht schneiden und die Kant§vy, ;vy] die Langed gemay
Gleichung (3.2) hat.

Eine zum gerade vorgestellten Verfahren aquivalente Methode wurde von Tristano, Owen
und Canann [54] entwickelt.

3.2.2 Direkte 3D-Verfahren

Bei der Gruppe der direkten 3D-Verfahren wird das Netz direkt, ohne Umweg Uber den
Parameterbereich, auf der Ober &che erzeugt.
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3.2 Gittergenerierung auf Ober &chen

3.2.2.1 Verallgemeinertes 3D-Paving: Ein Algorithmus zur Erzeugung von
Vierecksgittern auf Ober achen

Das Verfahren von Cass, Benzley, Meyers und Blacker [7] ist ein Advancing-Front-
Verfahren zur Erzeugung eines Vierecksgitte@ auf einer getrimmten parametrisierten
Flache S = S(D). In jeder lteration dieses Verfahrens wird eine komplette Reihe von
Vierecken entlang der aktuellen FrontE erzeugt. Diese spezielle Klasse von Advancing-
Front-Verfahren heiyenPaving-Verfahren

Konstruktion eines neuen Vierecks

Es seien[vy;vy]; [V2;vs] 2 E zwei benachbarte Kanten aus der aktuellen FronE. Die
Eckenvi;v,; vz 2 S werden orthogonal in die Tangentialebene der Flache im Punkt
v, auf die Eckenw;w, = vy;w3 projiziert. Es seiend;;d, die Langen der Kanten
[w1;%2]; [¥2;%3] und  der eingeschlossene Winkel. Es gelte

1< + o (3.3)

fur vorgegebene Toleranzen; > 0; , > 0. Die Eckenwy; ¥,; 3 sind fur kleine Toleran-
zen ., » fast kollinear. Es wird nun

v2=v2+d!v;
_dp+dy 1

9= =% i)

gesetzt. Hierbei ist v derjenige normierte Vektor, welcher den Winkel zwischen den
Kanten [wq;¥,]; [#2;¥3] in ¥, halbiert. Da die Eckev, in der Regel nicht auf der Flache
S liegt, erhalt man schlieylich¢, 2 S durch orthogonale Projektion aufS.

Nach dem gleichen Prinzip wird fir jede Ecke in der aktuellen Front E eine neue Ecke
¢ konstruiert. Hierbei wird jede Eckev in Abhangigkeit vom Winkel der in v benach-
barten Kanten klassi ziert. Erfullt  Bedingung (3.3), so wird, wie gerade beschrieben,
vorgegangen. Fur andere Falle von werden Variationen des beschriebenen Verfahrens
durchgefuhrt. Genauere Details fur die Fallunterscheidung nden sich in [5].

Mit der erzeugten Menge von neuen Ecken wird eine neue Reihe von Vierecken konstru-
iert. Ist [v1;v,] eine Kante der aktuellen Front und sind®;; ¢, die entsprechenden neuen
Ecken, so bildetQ = v,v,¢,¢; ein neues Viereck.

Kollisionsbestimmung

Wird ein neues ViereckQ erzeugt, so ist es mdglich, dass es ein bereits existierendes
Viereck Q schneidet. Dies wird al&Kollision bezeichnet. Im zweidimensionalen Fall ist
die Kollisionsbestimmung zweier Vierecke einfach, da nur festgestellt werden muss ob
sich zwei Kanten schneiden. Im dreidimensionalen Fall hingegen kénnen sich Vierecke
schneiden, ohne dass dies fir ihre Kanten der Fall ist. Aufgrund dieser Tatsache wird ein
Nachbarschaftskriterium  fur Kante;n eingefphrt. Es seierfvy;v,] bzw. [v4;v,] Kanten

der ViereckeQ bzw. Q. Weiter seien u bzw.'I v 'normierte Richtungsvektoren dieser
Kanten: u und v seien derart orientiert, dassu * v 0 gilt. d;;d, seien die Langen
der Kanten [v1;V3], [V1;V2] und d sei der Abstand zwischen den Kanten. Das Nachbar-
schaftskriterium ist eine Zahl0 F 2 R, welche die Summe von drei Teilkriterien ist.
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3 Spezielle Verfahren der Gittergenerierung

Abbildung 3.7:  Zu sehen sind die drei mdglichen Falle, in welchen Punkten der Abstand
zwischen zwei Kanten angenommen werden kann. Links: Innerer Punkt zu
innerer Punkt. Mitte: Innerer Punkt zu Endpunkt. Rechts: Endpunkt zu
Endpunkt.

Es qgilt

F=Fp+Fa+ Fc

FD:fD g, FAzfA (1 IUIV), Fczfc C:

Fp bewertet den Abstandd der Kanten in Relation zum arithmetischen Mittel s ihrer
Langen.F, bestimmt den Grad der Parallelitat der betrachteten KantenF¢ gibt an, in
welchen Punkten der Abstand zwischen den Kanten angenommen wird

8
< 0 : innerer Punkt zu innerer Punkt

C= 1 : innerer Punkt zu Endpunkt
2 : Endpunkt zu Endpunkt

Abbildung 3.7 veranschaulicht die drei mdglichen Situationerip;f a; fc sind Gewichte,
die den einzelnen Kriterien eine Relevanz zuordnen. Bei dem vorliegenden Verfahren
wurden die Gewichte folgendermayen gewahlt

1
~ 045

Ist F < 1, so werden die Kanten miteinander verbunden. Hierbei werden je nach Situa-
tion zwei verschiedene Methoden verwendet.

fo fa=0:25 fc=0:1:

1. Beide Kanten werden zu einer Kante vereint. Es entsteht kein neues Viereck.

2. Es wird ein neues Viereck) erzeugt. Die untersuchten Kanten bilden zwei gegen-
Uberliegende Kanten des neuen Vierecks.

Beispiel 3.5

Die erste Methode ist in Abbildung 3.8 illustriert. Die gegeniberliegenden Kanten der
ViereckeQq; Q. werden zu einer Kante vereinigt. Die Form beider Vierecke andert sich.
In Abbildung 3.9 ist die zweite Vorgehensweise veranschaulicht. Die gegentberliegenden
Kanten der ViereckeQ; Q, werden zu einem dritten ViereckQs; verbunden.
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3.3 Umwandlung: Dreiecksnetz zu Vierecksnetz

o Q2 @ Q2

Abbildung 3.8: Die gegeniberliegenden Kanten der Viereck®1; Q, werden zu einer Kante
vereint.

h ‘ Q2 Q1 Qs Q2

Abbildung 3.9: Die gegenuberliegenden Kanten der Viereck®1; Q2 werden zu einem neuen
Viereck Q3 verbunden.

Ein weiteres Beispiel fur ein direktes Verfahren wurde von Lau, Lo entwickelt [34]. Hierbei
handelt es sich um ein Advancing-Front-Verfahren zur Erzeugung von Dreiecksnetzen.
Aus der aktuellen Front wird eine Kante ausgewahlt und ein neues Dreieck tangential
zur Flache konstruiert. Der neu erzeugte Punkt dieses Dreiecks wird dann auf die Flache
projiziert. Ein entsprechendes Verfahren fur Vierecksnetze wurde ebenfalls entwickelt
[35].

3.3 Umwandlung: Dreiecksnetz zu Vierecksnetz

Der groyte Teil der hier vorgestellten Verfahren erzeugt nur Dreiecksnetze auf para-
metrisierten Ober achen. Es gibt zwei Standardmethoden, um diese in Vierecksnetze
umzuwandeln.

1. Vereinige zwei benachbarte Dreiecke zu einem Viereck.

2. Verbinde einen inneren Punkt eines Dreiecks mit den Seitenmitten. So werden aus
einem Dreieck drei Vierecke.

Beispiel 3.6

Bei der ersten Methode bleiben meist sehr viele Dreiecke ubrig, wie in Abbildung 3.10
zu sehen ist. In diesem Beispiel besteht die erzeugte Triangulierung aus vier Dreiecken
T = fTq; Ty; Ta; T49. Unabhangig davon, welche Dreiecke zu einem ViereGkvereinigt
werden, bleiben immer zwei Dreiecke ubrig. Der zweite Ansatz ist in Abbildung 3.11
illustriert. Das Dreieck T wird in die ViereckeQ1; Q»; Qs zerlegt. Dieses Verfahren flihrt

im Allgemeinen zu Vierecken von schlechter Qualitét.
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3 Spezielle Verfahren der Gittergenerierung

Ty G Ts Ty T

Abbildung 3.10: Egal welche Dreiecke der Triangulierungl’ = fTq; To; T3; T4g zu einem Vier-
eck Q vereint werden, es bleiben immer zwei Dreiecke Ubrig.

-

- J/ - - Iy
L F - /,. I'r.r
, S Qay
L] L] [ B - ®

Abbildung 3.11: Das DreieckT wird in die Vierecke Q1; Q2; Q3 zerlegt.

3.4 Bewertung und Ausblick
Das Ziel dieser Arbeit ist ein Verfahren zu entwickeln, welches ein gegebenes Gebiet

Der Rand des Gebietes wird durch eine Geometr{g beschrieben. Die in FEATFLOW
ubliche Methode zur Erzeugung solch einer Hierarchie ist, das gegebene GrobgiHér
schrittweise gleichmayig zu unterteilen und in jedem Schritt eine Randanpassung durch-
zufiihren. Dadurch entsteht auf dem Rand des Gebietes eine entsprechende Hierarchie

Dreiecksgitter und die beschriebenen Techniken zur Umwandlung eines Dreiecksgitters
in ein Vierecksgitter liefern in der Regel unbefriedigende Ergebnisse. Dariiber hinaus ist
fast keines der untersuchten Verfahren darauf ausgelegt, eine Hierarchie von Gittern zu
erzeugen. Eine sinnvolle Randanpassung ist mit diesen Verfahren nicht moglich.

Eine Ausnahme bildet hier das Verfahren von Samareh-Abolhassani und Stewart. Eine
Hierarchie von zulassigen Hexaedergittern bezuglich ist mit diesem Verfahren rela-
tiv einfach zu konstruieren. Die Grundidee ist hierbei, die gegebene Geometfe=
fS1;::7;Smg; m 2 N; in eine Menge von disjunkten Flachenverbandefrq;:::;Fp;

n 2 N; zu zerlegen und zu jedem dieser Flachenverbande eine globale Parametrisie-
rung zu bestimmen. Anstatt nach der gleichméayigen Unterteilung des Hexaedergitters
H' zum Gitter H'*? eine Randanpassung durchzufiihren, werden die Randvierecke von
H' in den globalen Parameterbereichen der Flachenverbande gleichméayig unterteilt. Es
seiQ = vivyvavy 2 Fg(H') ein Randviereck des Hexaedergittersl'. Des Weiteren
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3.4 Bewertung und Ausblick

seienvy;Vy; Vs vy 2 D; die Parameterwerte der Eckervy;vy; vs; v, beziglich der Pa-
rametrisierung (D;; S;) des Flachenverbande$;. Das ViereckQ =  viv,vavy wird
nun gleichmayig unterteilt. Die neu entstandenen Ecken werden mitte§ auf Sg,
abgebildet. Damit ist die Unterteilung des Randviereck® = Vv1Vv,Vv3Vv4 abgeschlossen.
Eine anschlieyende Randanpassung ist nicht mehr notig.

Zu beachten ist, dass das Verfahren von Samareh-Abolhassani und Stewart starke Bedin-
gungen an die Geometri&s stellt. Keine der NURBS-Flachen auss darf getrimmt sein
und G muss ein strukturiertes Gitter bilden. Die Menge der beschreibbaren Gebiete
wird so betrachtlich eingeschrankt. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird beschrieben,
wie das Verfahren derart modi ziert wird, so dass es auch auf allgemeine Geometr@n
anwendbar ist. Der Kernpunkt des alten Verfahrens ist die Projektion der Eckevi(F)
eines gegebenen Flachenverbandesn die Ebene. Diese Ecken bilden ein strukturiertes
Vierecksgitter Q. Im modi zierten Verfahren wird der FlachenverbandF durch eine Tri-
angulierungT approximiert und diese Triangulierung wird dann in die Ebene proijiziert.
Im nachsten Kapitel werden verschiedene Projektionsverfahren fur Triangulierungen un-
tersucht. Im darauf folgenden Kapitel wird dann das modi zierte Verfahren detailliert
beschrieben.
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4 Lineare Projektionsverfahren fur
Triangulierungen

In diesem Kapitel werden verschiedene lineare Projektionsverfahren fur Triangulierun-
gen vorgestellt. Hierbei werden nur o ene Triangulierungen betrachtet. Zusatzlich wird
verlangt, dass die Flacheést einer Triangulierung T einfach zusammenhangend ist.

In diesem Fall ist der Rand@ ein geschlossener Polygonzug. Im Weiteren wird voraus-
gesetzt, dass eine gegebene Triangulieruiigdie genannten Bedingungen erflllt. Eine
Projektion ist folgendermayen de niert.

De nition 4.1

gender Ober 4cheS; . Eine Projektion von T ist eine stetige Abbildung :S; ! R2.
Ist die Abbildung stlickweise an, d.h. ist die Einschrankung ; fur jedes Dreieck
T 2T eine ane Abbildung, so wird als lineare Projektion von T bezeichnet.

Ublicherweise wird zusatzlich verlangt, dass die Abbildung injektiv ist. Da nicht
alle Verfahren, die hier vorgestellt werden, immer garantieren kdnnen, eine injektive
Projektion zu liefern, wird in der De nition der Projektion auf die Eigenschaftinjektiv
verzichtet. Stattdessen wird ausdricklich darauf hingewiesen, ob ein Verfahren Injekti-
vitat garantieren kann oder nicht.

Das eigentliche Ziel von Projektionsverfahren ist die Erzeugung einer Parametrisierung
fur die gegebene Triangulierung. Es sei : St !  R? eine Projektion der Triangulierung
T.Ist ein Homéomorphismus, so erhalt man mib = (Sy) und = ! eine Pa-
rametrisierung (D; ) von Sr. Diese wird alsParametrisierung von T bezlglich
bezeichnet. Eine typische Anwendung fiir solch eine Parametrisierung ist das sogenannte
Texture-Mapping

Texture-Mapping

Objekte in Computerspielen werden, unter anderem, durch Triangulierungen dargestellt.
Um diese Objekte realistisch darzustellen, werden sie mit einer TextuiberzogenDazu
wird die Textur im ParameterbereichD gezeichnetund mit Hilfe der Abbildung  auf
die Ober dche Sy der Triangulierung T abgebildet. Idealerweise ist eine Isometrie,
denn dann wird die Textur nicht verzerrt.

Beispiel 4.2

Abbildung 4.1 zeigt ein Beispiel fur Texture-Mapping. Zu sehen ist eine Triangulierung

(mittleres Bild). Zu dieser existiert eine ParametrisierundD; ). Der Parameterbereich
D wird durch das Logo der Technischen Universitat Dortmundcusgefullt (linkes Bild).

Dieses Bild wird mittels der Abbildung auf die Ober &che St der Triangulierung
abgebildet . Das Resultat ist im rechten Bild zu sehen.
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Abbildung 4.1:  Auf die Ober ache der Triangulierung T (mittleres Bild) wird das Logo
der Technischen Universitat Dortmund aufgetragen. Dazu wird das Bild im
ParameterbereichD gezeichnet (linkes Bild) und mittels der Abbildung
auf die Triangulierung abgebildet (rechtes Bild).

Das Ziel dieser Arbeit ist es, mit Hilfe von linearen Projektionen fir Triangulie-

le ParametrisierungSg = S(D) mit konvexem ParameterbereichD zu erzeugen. Aus
zwei wichtigen Grunden soll der Parameterbereich konvex sein. Die Klasse der Konvex-
Kombinations-Projektionen (siehe Abschnitt 4.2.2.1) fur Triangulierungen bildet eine
wesentliche Grundlage des Verfahrens zur Konstruktion der globalen Parametrisierung.
Projiziert man den Rand einer gegebenen Triangulierung auf ein konvexes Polygon, so ist
es immer moglich, eine injektive Konvex-Kombinations-Projektion fur die gesamte Trian-
gulierung zu konstruieren. Die ParametrisierungD; S) kann dann zur Verfeinerung von
Vierecks-Gittern auf der Ober acheSr verwendet werden. Die Unterteilung eines gege-
benen QuadratesQ = Vv1V,V3Vy, dessen Ecken sich auf der Ober &ch8: be nden,
erfolgt im ParameterbereichD. Dazu wird das ViereckQ = viVaVavy Vi = S (v;);

i =1;:::;4; im ParameterbereichD unterteilt. Die neu erzeugten Parameterwerte wer-
den dann mittels S auf Sg abgebildet. So ist garantiert, dass neu erzeugte Gitterpunkte
immer auf der FlacheSg liegen. Da der Parameterbereicld konvex ist, ist die Unter-
teilung von Strecken[vi;v,] in D problemlos méglich. Ein neu erzeugter Parameterwert
vV = %(v1+ V,) liegtimmerin D. Ein spezieller zeitintensiver Test, ol 2 D gilt, entfallt.
Des Weiteren wird die gegebenenfallchlechteParametrisierung(D; S) einer NURBS-
Flache S 2 F verbessertIn den Artikeln der Projektionsverfahren, welche in diesem
Kapitel noch vorgestellt werden, wurde lediglich die Qualitat der Parametrisierungen
von Triangulierungen untersucht. Eine entsprechende Untersuchung fir NURBS-Flachen
oder Flachenverbéande fehlt.

Beispiel 4.3

Abbildung 4.2 zeigt zwei Vierecksgitter, welche durch mehrfache gleichméayige Unter-
teilung des VierecksQ = Vvivovavy; v = (0 0 0); v, = (50 0 0); vsz = (50 50 0);

v4 = (0 50 0) entstanden sind.Q* entstand durch Unterteilung im Parameterbereich ei-
ner schlechtenNURBS-Parametrisierung(D; 8) von Q. Q* entstand durch Unterteilung

im Parameterbereich der ParametrisierungD; S), welche eine Umparametrisierung von
(D; 8) ist. Deutlich ist zu sehen, dass die schlechte Parametrisierufg; 8) ein schlech-
tes, unregelmayiges Gitter* liefert. Mittels des in Kapitel 5 vorgestellten Verfahrens
wird die Umparametrisierung (D; S) erzeugt. Mit dieser ergibt sich ein gleichméayiges
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Abbildung 4.2:  Zwei Vierecksgitter, welche durch mehrfache gleichmayige Unterteilung des
Vierecks Q = vi1Vavavy; v = (0 0 0); v = (50 0 0); vz = (50 50 0);
va = (0 50 0) entstanden sind. % entstand durch Unterteilung im Para-
meterbereich einer schlechten NURBS-Parametrisierun(ﬁ; 8). @* entstand
durch Unterteilung im Parameterbereich der Parametrisierung(D; S), welche
eine Umparametrisierung von(D; §) ist.

Gitter Q4.
In Abbildung 4.3 ist ein FlachenverbandF zu sehen, welcher aus sechs Flachen be-
steht. Die Ober ache von F entspricht dem ViereckQ = v3V,v3vy; vi = (0 0 0);

v, = (50 0 0); vz = (50 50 0); v4 = (0 50 0). Zu F wurde die globale Parametrisierung
(D; S) gemay dem Verfahren in Kapitel 5 erzeugt. Durch vierfache gleichméyige Unter-
teilung von Q im ParameterbereichD entstand das Gitter Q*. Wie klar zu erkennen ist,
liegen alle Punkte vonQ# auf der Ober dche vonF . Eine Unterteilung von Viereckskan-
ten Uber mehrere Flachen hinweg stellt kein Problem dar. Eine detaillierte Untersuchung
der Parametrisierungen ndet sich in den Beispielen 5.5 und 5.6 im folgendem Kapitel.

4.1 Eigenschaften von linearen Projektionen

4.1.1 Beschreibung von linearen Projektionen

Im Folgenden wird erlautert, wie eine lineare Projektion und die zugehérige Para-
metrisierung  mit Hilfe der baryzentrischen Koordinaten beschrieben werden kénnen.
Es seialso :Sr ! R?eine lineare Projektion der TriangulierungT = fTq;:::;ThQ;

n 2 N. Die Projektion ist durch die Bilder der Ecken (v); v 2 V(T); eindeutig
bestimmt. Im Weiteren wird v = (v); v 2 V(T); als Parameterwert der Eckev be-
zeichnet. Es sei nu; = 4 vivbvi ein Dreieck der TriangulierungT . Die Einschrankung
von auf T; hat dann die Form

. TR
I vl (v) i1
V= vi+ ovh e+ avh (4.1)

(V)= i+ avp+ avi
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4.1 Eigenschaften von linearen Projektionen

Abbildung 4.3: F ist ein Flachenverband, welcher aus sechs Flachen besteht. Die Ober ache
von F entspricht dem ViereckQ = vivavavgs, vi =(000); vo = (50 0 0);
vz = (50 50 0); v4 = (0 50 0). Zu F wurde die globale Parametrisierung
(D; S) erzeugt. Durch vierfache gleichméayige Unterteilung vorQ im Para-
meterbereichD entstand das Gitter Q*.

Hierbei sind ; = (v;Ti);] =1;2;3; die baryzentrischen Koordinaten vorv bezglich
des DreiecksT;. Es sei nun

Ti=4vivivi= (T) R%i=1;:::;n

Falls injektiv ist, ist der Schnitt zweier Dreiecke ausT entweder die leere Menge oder
eine Ecke oder eine Kante. Somit isT = fT;:::;T,g eine Triangulierung. Diese hat
die gleiche Konnektivitat wie T. Setzt manD = S; und = 1 soist, (D; ) eine
Parametrisierung der Ober acheSy . Die Triangulierung T heiyt Parameterraumtri-
angulierung von T bezuglich . Die Abbildung ist ebenfalls stiickweise a n. Fur
ein DreieckT; 2 T hat die Einschrankung von auf T; die Form

. Tt R
vl (v)
— i i i (4-2)
V= 1Vit oVt 3Vg;
(V)= qvi+ avh+ gvi
Dabei sind ; = ;(v;Ti); ] = 1,23, die Baryzentrischen Koordinaten vorv bezuglich

des DreiecksT;.

4.1.2 Isometrische Parametrisierungen von Triangulierungen

Es sei(D; ) die Parametrisierung einer gegebenen Triangulierung bezuglich einer
Projektion : T ! R? Weiter seienT ein beliebiges Dreieck vom und T das ent-
sprechende, eindeutig bestimmte Dreieck der Parameterraumtriangulierudg von T
bezilglich . Die Einschrankung von aufT ist genau dann ein Isometrie, weni und

T kongruent sind. Aufgrund dieser Tatsache ist es das Ziel der meisten Projektionsver-
fahren, die Form der TriangulierungT bei der Projektion aufT so wenig wie moglich
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4 Lineare Projektionsverfahren fir Triangulierungen

Abbildung 4.4: Zur Triangulierung T = fTy;To; T3g, mit Ty = 4 vivovs, To = 4 V1V3Vy;
T3 = 4 vyvyuVy, existiert keine planare Triangulierung T = fTq; Ty; T3g, SO
dass alle Dreiecke vorT zu den entsprechenden Dreiecken vom kongruent
sind.

zu verandern . Es ist einfach, zu einem beliebigen Dreieck 2 T eine lineare Projek-
tion  so zu de nieren, dass die Dreieck& und T kongruent sind. Jedoch existiert in
der Regel keine lineare Projektion , so dass dies fir alle Dreieck& 2 T gilt. Dies
veranschaulicht das néchste Beispiel.

Beispiel 4.4
Dieses Beispiel wird in Abbildung 4.4 veranschaulicht. Es seien
0 1 0 1 0 1 0 1
0 0 cos(z) cosC)
vi=@O0A;v;=@ 1A;v;=@sin(g) Ava= @sinE) A2 R
2 0 0 0

Die Triangulierung T = fTy; To; Tag mit Ty = 4 viVovg; To = 4 ViVaVy, Ts = 4 ViVeV,
hat die Form eines Tetraeders ohne Grund ache. Die Dreiecke der Triangulierung
sind paarweise kongruent. Konstruiert man die Dreieck&;; T, so, dass diese kongruent
zu Ty; T, sind, sind bereits alle Eckervy;v,;Vv3; v, der Triangulierung T de niert. Das
DreieckTj; ist nicht kongruent zu T3. Auyerdem gilt Tz Ty[ T, alsoistT = fTy; T,; Tag
keine zulassige Triangulierung.

4.2 Konstruktion von linearen Projektionen

Gegeben sei eine Triangulierund  R3. Dann besteht die allgemeine Vorgehensweise
zur Erzeugung einer linearen Projektion : Sy ! R2? aus drei Schritten.

1. Bestimme Parameterwertev = (v) 2 R? zu den Randeckerv 2 Vg (T).
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4.2 Konstruktion von linearen Projektionen
2. De niere fur jede Kante [v;w] 2 E(T) ein Gewicht ,,, 2 R und erzeuge mit Hilfe
dieser Gewichte ein lineares Gleichungssystem.

3. Durch Losen des Gleichungssystems erhalt man die Parameterwertév) der in-
neren Eckenv 2 V, (T).

Im nachsten Abschnitt werden verschiedene Verfahren zur Bestimmung der Randpara-
meterwerte (v); v 2 Vg ; erlautert.

4.2.1 Projektion der Randecken

hangender Ober acheSy. Der Rand @ bildet einen geschlossenen Polygonzug. Im
Folgenden gelte fur die Randecke¥iz (T ) und RandkantenEg (T ) der Triangulierung T

n

@ = [vivial:
i=1
Fur die Parameterraumtriangulierung T von T bezuglich einer linearen Projektion
: S ! R?ist der Rand @ ebenfalls ein geschlossener Polygonzug und es gilt
entsprechend
Ve (T)= fvy;iiiivnG Ve = Vi

n
@ = [vivial
i=1
Die Einschrankung der Parametrisierung(D; ) von T beziglich auf den Rand@r

wird als Randparametrisierung @ ! @ von T bezeichnet. Die Einschrankung
von auf eine Kante[v;;vi+1] 2 Vg (T) lasst sich beschreiben durch

[Vivial! R® .

Ivivial © v ] (v)
v=(~1 Wi+ Vie, 2 [0:1];
(V)=@  vit Via:

Wie sich im néchsten Abschnitt heraus stellen wird, ist eine wichtige Voraussetzung
um die Injektivitat der konstruierten Projektion zu garantieren, dass die Randparame-
trisierung @ dem Rand einer konvexen Menge entspricht. Man spricht dann von einer
konvexen Randparametrisierung . Um dies zu erreichen, wird zunachst eine Kurv@
vorgegeben, welche dem Rand einer konvexen Menge entspricht. Dann werden die Ecken
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4 Lineare Projektionsverfahren fir Triangulierungen

Ublicherweise wird als KurveC der Rand eines Kreises bzw. eines Vierecks gewahlt.
Zunachst wird erlautert, wie eine Menge von Ecken awé(T) Uber einem Intervall pa-
rametrisiert wird.

4.2.1.1 Das univariate Federmodell

sollen Uber das Intervall[a;h R parametrisiert werden. Dazu werden die Kanten
[Vi;vi+1] als Federn mit den Federkonstante,,,,,, interpretiert. Die Ecken v, und vy
werden xiert, d. h. man setzt

vi=a; VW = b:

Die restlichen Ecken werden frei gegeben und das System der Federn sucht sich einen
stabilen Zustand minimaler Energie. Die neuen Positionen der Ecken sind dann die
Parameterwertev;. Man bezeichnet dieses Verfahren aldnivariates Federmodell

Die Gesamtenergie des Federnsystems ist

X11 )
E= EDViVHl (Vi+1 Vi) .

i=1

Minimierung der Gesamtenergie fuhrt auf das Gleichungssystem

Vi = q,

Vi+1 Vi_DVi 1Vi1|:2;..:;k 1’

Vi Vi 1 DViVi+1

Vg = b
Dieses lineare Gleichungssystem ist fid,,,,,, > 0;i = 1;:::;k 1, eindeutig Idsbar
mit der Losung

Vl - aa

1 b a
VizV 1+ = =20k 1
DVi 1Vi le va]{/j"'l
Vi = b

Setzt manDy,y,+1 = KVis vikzp, mit p 2 f0; %; 1g, so erhalt man die sogenannte
uniforme , zentripetale bzw. chordale Parametrisierung.

Parametrisierung Uber eine Strecke
Endpunkten a;b 2 R? erfolgt ahnlich. Zunachst werden die Ecken Uber ein Intervall

[a; ) parametrisiert. In der Regel verwendet man die Chordale Parametrisierung mit
dem Randwerta = 0 und bwird gleich der Gesamtlange der Kanten gesetzt. Man erhalt
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4.2 Konstruktion von linearen Projektionen

dann aus
_ b ti ti a .
(Vi) = b 2o b a

Parametrisierung uber ein Viereck

Gegeben sei ein Vierec® = abcd R?. Aus dem Rand@ werden vier verschiedene
charakteristische Eckernv,v,v vy ausgewahlt. Ublicherweise sind dies Ecken, in denen
ein besonders kleiner Winkel vorliegt. Es s&l,, @ der Polygonzug mit den End-
punkten v,;Vvy. Entsprechend existieren drei weitere Polygonziig®.; Gq; Ga und es

gilt

@ = Go [Cbc [Ccd [Cda:

Die Ecken des Polygonzug€,, werden Uber die Kante[a; b] des VierecksQ parametri-
siert. Entsprechend wird mit den anderen drei Polygonzigen verfahren.

Parametrisierung Uber einen Kreis
Die Parametrisierung des Rande€I Uber einen Kreis mit Radiusr und dem Mittel-

der Ecken ergeben sich dann durch

COS | .
Vi=vy +r . ci=1n:
sin

4.2.1.2 Randprojektion fur Triangulierungen auf Flachenverbéanden

Wird ein FlachenverbandF durch eine TriangulierungT approximiert, so werden an die-
se besondere Bedingungen gestellt. Diese Klasse von Triangulierungen wird im néchsten
Kapitel eine wichtige Rolle spielen.

De nition 4.5
Eine Triangulierung T wird als zuléassig beztiglich eines FlachenverbandEsbezeichnet,
wenn Folgendes gilt:

V(F) V(T) Sk,

Zu jedem DreieckT = 4 uvw 2 T existiert genau eine Flach& 2 F mit u;v;w 2
S.

Die De nition bewirkt folgende Eigenschatft.

Proposition 4.6

Es sei T eine zulassige Triangulierung bezuglich eines FlachenverbanBe<EXxistieren

zu einer Kante[v;w] 2 E(T) der Triangulierung T zwei verschiedene Flache8; S°2
F;mitv2S;w2S% so sind diese Flachen benachbart und es existiert eine Kante
C 2E(F) des Flachenverbandes mit v;w 2C S\S °©
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Dy

7>

Abbildung 4.5:  Der FlachenverbandF = fSq;S,g wird durch die Triangulierung Ty; T, ap-
proximiert. Ty ist zuléssig bezuglichF . T, ist nicht zuléssig, da die Ecken der
Kante [u;v] auf verschiedenen Flachen vorr liegen.

Beispiel 4.7

In Abbildung 4.5 ist ein FlachenverbandF = fS;S,g zu sehen, welcher durch zwei
TriangulierungenTy; T, approximiert wird. Beide Triangulierungen erfiillen die erste Be-
dingung aus De nition 4.5. Triangulierung T, erfullt auch die zweite Bedingung und
ist somit zul&ssig beziglich des Flachenverbanés Triangulierung T, erfillt die zweite
Bedingung nicht. Die Eckeu der Kante [u;Vv] 2 E(T,) liegt auf der FlacheS,, die Ecke
v hingegen liegt auf der Flaché&,. Die an der Kante[u; v] angrenzenden Dreiecke erful-
len die zweite Bedingung aus De nition 4.5 nicht. Somit ist die Triangulierund’, nicht
zulassig beziglich des Flachenverbandes

Die Kreisbogen-Strecken-Projektion

Wie bereits erwahnt wurde, setzen die meisten Projektionsverfahren voraus, dass der
Rand @ einen geschlossenen, konvexen Polygonzug bildet. Gleichzeitig soll die Trian-
gulierung T durch die Projektion auf T so wenig wie moglich verandert werden, um so
eine mdoglichst isometrische Parametrisierun{D; ) zu erhalten. Somit darf auch der
Rand von T durch die Projektion auf @ nur so wenig wie mdglich verandert werden.
Gemay Floater [21] ist keine Form der Randparametrisierung bekannt, welche beide
Anforderungen zufriedenstellend erflllt. Die Fragestellung der geeigneten Randparame-
trisierung ist ein o enes Problem . Es ist nicht sinnvoll, die Randecken einer beliebigen
Triangulierung T grundséatzlich tber den Rand eines Vierecks oder eines Kreises zu pa-
rametrisieren, da so die tatsadchliche Form des Randé&d der Triangulierung T nicht
berlcksichtigt wird.

Im Folgenden wird eine neue Form der Randparametrisierung speziell fur zulassige
ne geschlossene, konvexe Kur® R?, welche stiickweise durch Strecken oder Kreis-

bdgen de niert ist, parametrisiert werden. Diese Randparametrisierung wird die tat-
séachliche Form des Rande@I bericksichtigen. Es sel eine zulassige Triangulierung

76



4.2 Konstruktion von linearen Projektionen

bezuglich eines Flachenverbandds. Randecken und Randkurven vorF seien gegeben
durch

Ve(F) = fvyiiv gvk+1: vi;k 2 N;
EB(F)— fC[V V|+1]JI ,kg

Es seiG := C[V Vil 2 Eg(F) eine Randkurve des Flachenverbandés. Diese ist Kante
von genau einer Flacheés 2 F . Diese Flache wird im Weiteren mitS; = S;(D;) be-
zeichnet. Somit existiert eine Parameterraumkurv&s = G(l;) D;. Zusatzlich wird
vorausgesetzt, das§; entweder konvex oder linear oder konkav ist. Dies lasst sich ge-
wahrleisten, indem die Parameterraumkurvelt,;; :::; C, aller Randkurven des Flachen-
verbandes, in den Punkten, in denen sie ihr Krummungsverhalten andern, in Teilkurven
zerlegt werden.
Zunachst werden alle KurverC,;:::; G untersucht, ob sie entweder konvex oder linear
oder konkav sind. Entsprechend erd jeder Kurv& ein KruimmungswertK; zugewiesen
mit

8

< 1 : G istkonvex

Ki=" 0 : G isteine Strecke :
" 1 : G ist konkav

Der Randkurve G wird der Krimmungswert K; ihrer ParameterraumkurveG zugewie-
sen.

Im nachsten Schritt werden benachbarte Randkurven miteinander verglichen und ge-
gebenenfalls zusammengefasst. Dieser Prozess wirdGtappierung bezeichnet und
verwendet die Tangentenstetigkeit der Ubergange zwischen den Kurvénim R?3 sowie
das Krimmungsverhalten der Parameterraumkurver@, im R2. Ist der Ubergang von
G zu G in v, tangentenstetig und gilt K; = K5, d.h. habenC, und C, das gleiche
Krimmungsverhalten, so werderG und G zur Kurve G., = G [ C, zusammengefasst.
Als néchstes werden dann die Kurve@., und G miteinander verglichen. Gilt hingegen
K, 6 K, oder ist der Ubergang vonG, zu G in v, nicht tangentenstetig, so werden
G und G nicht zusammengefasst und der néachste Vergleich erfolgt zwischgnund Gs.
Als Letztes erfolgt ein Vergleich der entsprechenden Kurven in der Eckg. Insgesamt

erhalt man sol Kurven G,,;:::;G4,,, mit 1 2 N;1  k; und

i 2f1i0kg ) =150+

i <ijers] =100 L =10y
Ist i; > 1, so wurden die KurvenG,;:::;G; G;:::; G, zur Kurve G, ,,, zusammenge-
fasst. Die Kurve G, ;;,,, verbindet die Eckenv; und v, . Sie wird alsGruppierungs-
kurve der Kurven Giiin G, bezelchnet Dleser Kurve wird der Krimmungswert

K

Da T eine zulassige Triangulierung bezulglick ist, liegen alle Randecken vod auf
dem Rand vonF . Des Weiteren gilt

i = Ki zugewiesen.
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Alle Ecken der Mengevé (T) liegen auf der KurveG,

welche die Eckervg = v;
und vy, = v, miteinander verbindet. Die Menge

;ij+1 ’

sifn 1

P(C] ;ij+1): [Vi;vi+1]

1=5j

bildet einen die RandkurveG, ;;,, approximierenden Polygonzug. Die Bogenlange von
P(G;;,.. ) ist eine Naherung der Bogenlange der Randkun ;;,, und betragt

Sj)(L 1
jP (Q,- ije1 )= kvisg  Vika:

1= 5j

Jeder Kurve G;;;,, wird nun eine planare KurveG,;, R? zugewiesenG,;,,, wird
als Projektion von  G,;,, bezeichnet. Die Konstruktion der Projektion erfolgt fol-
gendermayen. Es sel der Flacheninhalt der Ober acheSy der Triangulierung T. A
ist somit ein Naherungswert flr den Flacheninhalt der Ober &che des Flachenverban-
i,,, werden als Ecken eines Polygonzuds mit den Kanten
[vij Vi I; ] =1;:::;1; aufgefasst und Ubéar den Rand des Kreisé&s mit dem Mittel-

punkt vy = (0;0)T und dem Radiusr = 2 parametrisiert. Dazu werden die Ecken
Vi iihVis Vi, = Vi, zunachst Uber das Intervalll0; 2 ] parametrisiert, wobei

li+1

Dijij+l = JP(C] dja1 )J

1+1 2 [0;2 ]. Die Parameterwertev, ;:::;v; sind dann de niert durch
v =T COS i =1
sin

Die De nition der Projektion G;,,, der RandkurveG,;,,, erfolgt nun in Abhangigkeit
vom KrimmungswertK; ., . Fur K., = 1wird G;,,, gleich dem Kreisbogen des

KreiseskK gesetzt, welcher; undv; gegen den Uhrzeigersinn miteinander verbindet.

Far Ki ., 2f0;1gwird G;,,, als Verbindungsstrecke vorv; und Vi de niert. Die
Vereinigungsmenge
[I
C= Cijij+1
i=1

78



4.2 Konstruktion von linearen Projektionen

bildet fir I 3 eine geschlossene, konvexe Kurve, welche stiickweise durch Strecken und
Kreisbdgen de niert ist. Flr | 2 ergeben sich SonderfalleC entspricht dann entweder
dem gesamten KreiK oder einem Kreisbogen, dessen Enden durch eine Strecke ver-
bunden werden.

parametrisiert. Dazu werden die Ecken der Teilmeng‘éé (T) Vs(T) chordal tber die
Kurve G, ;;,, parametrisiert. Ist die Kurve G, ;,,, ein Kreisbogen, so erfolgt die Parame-
trisierung analog zur Parametrisierung Uber einen Kreis mit dem Unterschied, dass als
Winkelintervall [ j; ;+1] statt [0;2 ] gewahlt wird.

Bemerkung 4.8

Die Kreisbogen-Strecken-Projektion kann als Verallgemeinerung der Randparametrisie-
rung Uber einen Kreis bzw. Uber ein Rechteck aufgefasst werden. In dem Fall, dass sich
genau eine Gruppierungskurve ergibt, wird der Rand der Triangulierung tber einem
Kreis parametrisiert. Ergeben sich genau vier Gruppierungskurve@,i,; G,i;; Gii,: G.is;

is = i1; mit Krimmungswerten K ., 0, so erfolgt die Parametrisierung Uber ein
Viereck mit den KantenlangenjP (G, ;;., )j- Es lasst sich leicht zeigen, dass fir den Fall
JP(G.:in)i = 1P (Gsiia)is IP (Gais)i = JP (G,sis) das Viereck ein Rechteck ist.

In den folgenden drei Beispielen wird jeweils die Projektio€ des Randes@ des
gegebenen Flachenverbandés erzeugt.

Beispiel 4.9 Zwei getrimmte Flachen
In Abbildung 4.6 ist ein FlachenverbandF zu sehen, welcher aus zwei getrimmten

der Randkurven sind in Abbildung 4.7 zu sehen. Die Kurveg;; G; sind konvex, die
restlichen Parameterraumkurven sind linear. Somit werden den Kurvety; G die Krim-
mungswerteK; = Kg = 1 zugewiesen. Fur die KurverG; G; G; G qgilt dann K, =

K, = K4 = K5 = 0. Die Ubergange vonG zu G in v, sowie vonG, zu G in v¢ sind
tangentenstetig und die zugehorigen Parameterraumkurven sind linear. Die Ubergange
der benachbarten Randkurven in den restlichen Randecken sind nicht tangentenstetig.
Somit werdenG;; G bzw. G; G, zu den KurvenG., bzw. G4 vereinigt. Die entsprechen-
den Krimmungswerte sindK 1., = K34 = 0. Als weitere Vereinigungskurvenerhalt man
dann G.3 = G; Gs.g = G mit den KrimmungswertenK z3 = Kge = 1.

Die Eckenv;Vvs;v,; vg werden chordal tber einen Kreis parametrisiert. lhre Parame-
terwerte v4; V3; V,; Vg Sind im rechten Teil der Abbildung 4.7 zu sehen. Die Kurve;.,
bzw. G5 werden auf die Verbindungsstrecken der Eckewn, ;v bzw. v, ; vy projiziert.
Die Kurven Gs.4 bzw. G;;¢ werden auf die Verbindungsbdgen der Eckeny; v, bzw. vg; v,
projiziert. Die entsprechenden KurvenG.,; G.3; G:s; G.s Sind ebenfalls im rechten Teil
der Abbildung 4.7 zu sehen.

Beispiel 4.10 Vier ungetrimmte Flachen
Abbildung 4.8 zeigt einen FlachenverbandF , welcher aus vier ungetrimmten NURBS-
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Vi

Abbildung 4.6:  Ein Flachenverband F, welcher aus zwei getrimmten NURBS-Flachers; =

. o v Cs
Ce D, Doy Csq Co.6 Cs3
- C,y Co "Vf C_1,2 V3

Abbildung 4.7: Im linken Teil der Abbildung sind die ParameterbereicheD;D, der ent-
sprechenden Flachen des Flachenverbandés aus Abbildung 4.6 zu sehen.
bandes F. Die Ecken v,;vg3;Vv,; Vg wurden Uber einen Kreis parametri-
siert. vq;V3; V4 Vg sind die entsprechenden Parameterwerte. Die Kurven
Gi.2; G3; Guis; Goie Sind die Projektionen der Kurven G:2; G:3; Gais; Goe.
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Vs
C5 — sk a
v
vt Cs Vig (58 G
; S
Ce - 3 x
s & 5 . —
) \C3 7.8 Cs.4
*
Vi Si oA
vi 2 Vg
2
Cs ~ L — 9 .
Cq Vi Ci,2 V3
Vi

Abbildung 4.8: Ein Flachenverband F, welcher aus vier ungetrimmten NURBS-Flachen
Si;::1;S4 bestent. Es istVg(F) = fvy;::i;vggund Eg(F) = fCyq;:::; Ga.
In den Ecken v,;v,;vg; Vg liegt Tangentenstetigkeit vor, in den anderen
Ecken nicht. Die Kurven G.2; G.a; Gs:6; CGr.g Werden jeweils auf die Verbin-
dungsstreckenG.2; Gs.4; Gs;6; Gr.g der Eckenvy;v,; v, v, projiziert. Es ergibt
sich ein Quadrat.

und die Randkurven vonF sind G; :::; G.

Da die Flachen ungetrimmte NURBS-Flachen sind, sind die Parameterraumkurvey;
115 G alle linear und fur die Kruimmungswerte der KurvenG; :::; G gilt somit K, =
;.= Kg = 0. Der Ubergang zwischen benachbarten Kurven in den Ecken;Vv,;Vg; Vg
ist jeweils tangentenstetig. In den restlichen Ecken liegt keine Tangentenstetigkeit vor.
Es werden somit die folgenden Vereinigungskurven gebildet

C2=G[C2Gus=G[CsGe=G[CsGCsg=CG[Cs:

Fir die Krummungswerte dieser Kurven giltK 1., = K34 = Ks6 = K75 = 0. Der Fla-
chenverbandF ist derart gegeben, dass die Bogenldnge der Vereinigungskurven tber-
einstimmt.

Die Eckenv,;Vv;;Vs; v, werden chordal Uber einen Kreis parametrisiert und man erhalt
die Parameterwertev;Vv,; Vs, V,. Die Kurven G.;; G.4; Gg; G.g Werden jeweils auf die
VerbindungsstreckenG.;; G.a; Gs; Gr.g der Eckenv,;vg;vg; v, projiziert. Diese Verbin-
dungsstrecken bilden zusammen ein Quadrat.

Beispiel 4.11 Eine planare, getrimmte, nicht konvexe Flache
Abbildung 4.9 zeigt einen FlachenverbandF , welcher aus einer planaren, getrimmten,

81
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C4

Abbildung 4.9: Ein Flachenverband F, welcher aus einer planaren, getrimmten, nicht kon-
vexen NURBS-FlacheS = S(D) besteht. Es ist Vg (F) = fv;V,;V3;v,0,
sowieEg (F) = fCy1; G; G; G40. In keiner Ecke liegt Tangentenstetigkeit vor.
Die Kurve Gu.4 wird auf den Verbindungsbogen der Eckervs;v, projiziert.
Die Kurven G.1; G.2; G.3 werden jeweils auf die restlichen Verbindungsstre-
cken G.1; G.2; G:3 abgebildet.

nicht konvexen NURBS-FlacheS = S(D) besteht. Hierbei entspricht der Parameterbe-
reich D der FlacheS. Es ist Vg(F) = fv;Vv,; Vs v,0, sowieEg (F) = fC1; G; G; Gyo.
Die FlacheS verlauft innerhalb der xy-Ebene dedsR®. Die Randkurven stimmen mit ih-
ren jeweiligen ParameterraumkurverC;; C,; C;; C, Uberein. Die KurvenG = C;G = C;
sind linear. Die Kurve G, = G, ist konkav und die Kurve G, = C, ist konvex. Es ergeben

sich die KrummungswerteK; = K3 = 0;K, = 1;K4 = 1. In keiner Randecke liegt
Tangentenstetigkeit vor. Somit bestehen die Vereinigungskurven aus jeweils nur einer
Kurve und es qgilt G; = G; i = 1;2;3;4. Fur die Kruimmungswerte gilt entsprechend

Kii = Ki;i1=1;2,3;4

Alle Randecken vonF werden chordal lGber einen Kreis parametrisiert und man er-
halt die Parameterwertev,;v,;Vvs;Vv,. Die Kurve G4 wird auf den Verbindungsbogen
der Eckenvg; v, projiziert. Die Kurven G.1; G.,; G.3 werden jeweils auf die restlichen
VerbindungsstreckenG.1; G.,; G.3 abgebildet.

4.2.2 Projektion der inneren Ecken

Es seiT = fTy;:::;Tmg m 2 N; eine gegebene Triangulierung. Fur die zugehdrige

V=V(T)=fvyiii;Vn, Vst i Vs Nk 2 N; 4.3)

Vi =V(T)="fvyiiivnG VB = VB(T) = fVper il Vn+kO: (4.4)
Gesucht ist eine lineare Projektion : Sy ! R?. Die Parameterwertev,,;:::;Vasy der
Randeckenv,.1;:::;Vvn+k beziglich seien bereits gegeben. Sind auch die Parameter-
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Ein Verfahren, welches zu einer gegebenen Triangulierumgund gegebenen Randpara-
meterwerten die Parameterwerte der inneren Ecken bestimmt, heijtonstruktions-
verfahren .

Wie bereits erlautert wurde, ist es im Allgemeinen nicht moglich zu einer gegebenen
Triangulierung T eine isometrische ParametrisierungD; ) zu erzeugen. Ist die Trian-
gulierung T jedoch planar, so ist die identische Abbildungd : St ' S 1 o ensichtlich
eine Isometrie. Man sagt, dass ein Konstruktionsverfahren diReproduktionseigen-
schaft besitzt, wenn eserkennt, dass die gegebene Triangulieruny planar ist und als
Projektion  die identische Abbildung liefert. In diesem Fall ist dann die Parametri-
sierung vonT beziglich ebenfalls gleich der identischen Abbildung und somit eine
Isometrie. Eine etwas allgemeinere De nition ist die Folgende.

De nition 4.12 Reproduktionseigenschaft

Es sei T eine planare Triangulierung, welche in einer anen EbeneE  E® enthalten
ist. Weiter seien die Parameterwerte der Randecken van durch eine a ne Abbildung
f:E! E?vorgegeben, d.h. es gelteij ay  Tivg(r,+ Ein Konstruktionsverfahren besitzt
die Reproduktionseigenschaft , wenn dann auch die inneren Ecken vom durch die
ane Abbildung f bestimmt sind, also vy () fiy, @) 9ilt.

Es seienT eine planare Triangulierung undf : St ! R? eine a ne Abbildung. Eine
innere Eckev 2 V,(T) ist im Inneren der konvexen Hille ihrer Nachbarn enthalten.
Somit existieren Zahlen ,, 2 R™ mit

X

w =1;
X
vV = w W

w2Ny

W2Ny

Daf anist gilt dann

X
(v) = wo (W):
w2Ny

Diese Tatsache dient als Motivation fiir die sogenanntelonvex-Kombinations-Pro-
jektionen , welche von Floater in [19] eingefihrt wurden.

4.2.2.1 Konvex-Kombinations-Projektion

Essei :Sr ! R?eine lineare Projektion beziiglich einer gegebenen Triangulierung
T. Existieren dann zu allen inneren Kantenv;w] 2 E,(T) Zahlen .., welche die
Bedingungen
g >0 ([viw] 2 E (T));

w =15 (V2 (T)); (4.5)

wW2Ny
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erfullen und gilt dann

X
(v) = w (W); (v2V(T)); (4.6)
w2Ny
so wird als Konvex-Kombinations-Projektion bezeichnet. Die Zahlen , ; w 2

N, ; heiyenkonvexe Gewichte von V.

Fur eine Konvex-Kombinations-Projektion : Sy ! R?istalso der Parameterwert (v)
jeder inneren Eckev eine Konvex-Kombination der Parameterwerte ihrer benachbarten
Ecken.

Zu jeder gegebenen Triangulierung lasst sich eine Konvex-Kombinations-Projektion
: St | R? konstruieren. Im ersten Schritt werden die Randecken voh mit einem
der bekannten Verfahren parametrisiert und man erhéalt die zugehoérigen Parameterwerte

Zahlen ,, de niert, welche die Bedingungen (4.5) erfiillen. Die Kanten werden hierbei
als gerichtete Kanten aufgefasst und somit gilt im Allgemeinen nicht,,, = . ES

Triangulierung T . Fir beliebige Eckenvi;v; 2 V(T ) sei dann j 2 R de niert durch

vy, fur [visvil2 E((T);
0 sonst

Die Bedingung (4.6) lasst sich nun umformen zu

X Xk _
Vi ijVj = j Vi, =150 (4.7)
j=1 j=n+1

Dies entspricht dem GleichungssysterBv, = c, wobeiB; v, ;c wie folgt de niert sind

(
1 furi=j

e , 4.8

(by )i =1: by i furiéj; -
VI :(Vl:::Vn)T; I

¢k Xk T
c= Vi nj Vi

j=n+1 j=n+l

Satz 4.13
Die in (4.8) de nierte Matrix B ist regular.

Beweis. Fur die i-te Zeile der Matrix B gilt

X0 X X
Kby k = v vw =1 (4.9)

j=1;j6i W2Ny,\ Vi (T) W2Ny,
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Somit ist B schwach diagonaldominant. Da die Triangulierung stark zusammenhan-
gend ist, existiert eine Eckev;,, die zu mindestens einer Randecke benachbart ist. Dann
ist Ny, \ Vi(T) echtenthalteninNy, und in obiger Gleichung darf durch < ersetzt
werden. Daraus folgt, dass die Zeiliy stark diagonaldominant ist.

Fasst man die MatrixB diag(B) als Adjazenzmatrix eines gerichteten Graphe@ auf,

so hat dieser die gleiche Struktur wie die Triangulierund . Da die Triangulierung stark
zusammenhangend ist, gilt dies auch fir den Graphen. Daraus folgt, dass die Matrix
B diag(B) und somit auch B irreduzibel sind. Somit ist die Matrix B irreduzibel
diagonaldominant und als solche regular. m

Ein Verfahren, welches der beschriebenen Vorgehensweise zur Konstruktion einer Kon-
vex-Kombinations-Projektion folgt, wird Konvex-Kombinations-Projektion-Kon-
struktionsverfahren  genannt. Fir diese existiert eine einfache aquivalente Aussage
zur Reproduktionseigenschatft.

Satz 4.14
Es sei T eine beliebige planare Triangulierung. Ein Konvex-Kombinations-Projektion-
Verfahren besitzt genau dann die Reproduktionseigenschaft, wenn flr jede innere Ecke
v 2 V| (T) der Triangulierung T gilt
X
vV = ww W (4.10)
w2Ny

Beweis. Es gelte fur jede innere Eckev 2 V,(T) von T die Bedingung (4.10). Es sei
E E3 diejenige ane Ebene, fiur dieS; E gilt, und weiter seif : E ! E? eine

X
w =1:

W2Ny

Daf an ist, folgt

X X
f(v) = f( w W)= o F(W):

W2Ny W2Ny

produktionseigenschatft.
Es sei nun vorausgesetzt, dass das entsprechende Verfahren die Reproduktionseigenschaft
besitzt. Wahlt man als a ne Abbildung f id, so folgt
X
v="Ff(v)= (v)= w  (w) = w f(w) = w W
wW2Ny W2Ny wW2Ny
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Es seiv 2 E|(T) eine innere Ecke der Triangulierungl und es gelte Gleichung
(4.10). Dann heiyen die konvexen Gewichte,, ; w 2 N, ; Koordinaten von v bezlg-
lich w 2 N,. Fur | =3 entsprechen die Koordinaten den baryzentrischen Koordinaten.

Wurden nun zu einer gegeben Triangulierund sowohl die Parameterwerte der Rande-
cken als auch der inneren Ecken bestimmt, so ist die Projektion : S; ! R? eindeutig
de niert. Es bleibt die Frage, ob  bijektivist, ob also (T)\ (Tp)=; furTy; T, 2T
T, 6 Ty, gilt. Ist T eine o ene Triangulierung, so heiyt eine Kantgv;w] 2 E(T) tren-
nende Kante , wenn sie eine innere Kante ist und die Ecken; w Randecken sind. Die
Antwort auf diese Frage gibt der folgende Satz. Der Beweis hierzu ndet sich in [20].

Satz 4.15
Es sei : Sy ! R? eine Konvex-Kombinations-Projektion beziiglich einer gegebe-
nen Triangulierung T. Besitzt T keine trennende Kante und ist das PolygoR =

ist  injektiv.
Verwendet man eines der vorgestellten Verfahren zur Randparametrisierung, so ist

Bedingung, dass die Triangulierungl' keine trennende Kante enthalten darf, ist leicht
zu erfullen, wie das gleich folgende Beispiel zeigen wird.

Beispiel 4.16
Abbildung 4.10 zeigt zwei planare Triangulierungeffy; T, mit

Ty = 4 vivov3; 4 ViVaV,g;
T, = f4 viVoVs; 4 VoVaVs; 4 V3VyeVs; 4 VaViVsQ:

Triangulierung T, enthalt die trennende Kante[vi;vs]. Unterteilt man diese Kante in
ihrem Mittelpunkt vs = %(vl + v3) in die zwei neuen Kanten[vi;vs]; [Vs;v3] und fugt
die Kanten [V4;Vs]; [Vs;V2] zur Triangulierung T; hinzu, so erhalt man die Triangulierung
T,. Diese Triangulierung enthalt keine trennende Kante und es gilt

Sr, = S,

Im Folgenden werden drei Verfahren zur Konstruktion von Konvex-Kombinations-
Projektionen vorgestellt. Das erste Verfahren garantiert die Injektivitat der konstruierten
Projektion, besitzt aber nicht die Reproduktionseigenschaft. Das zweite Verfahren kann
keine injektive Projektion garantieren, besitzt aber die Reproduktionseigenschaft. Das
dritte Verfahren besitzt beide gewiinschten Eigenschaften.

4.2.2.2 Das bivariate Federmodell

Die Vorgehensweise beim bivariaten Federmodell ist analog zum univariaten Fall (siehe
Abschnitt 4.2.1.1) und es ist ein Spezialfall einer Konvex-Kombinations-Projektion. Je-
de innere Kante[v;w] 2 E,(T) der Triangulierung T wird als Feder mit der gegebenen
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V3 V3
V4 Vo V4 v Vo
5
T 7
Vi Vi

Abbildung 4.10: Zwei Triangulierungen Ty = f4 vivovs, 4vVivsvag, T2 = f4 vivovs;
4 vov3Vs; 4 V3VeVs; 4 vuvivsg. Die Triangulierung Tp enthalt die tren-
nende Kante[vi;v3]. Die Triangulierung T, entsteht durch Unterteilung der
Kante [vi;v3] in ihrem Mittelpunkt vs in die Kanten [vi;vs]; [vs;vs] und
hinzuflgen der Kanten|[v4;vs]; [Vs;Vv2]. Die Triangulierung T, enthélt keine
trennende Kante und es giltSy, = St,.

cken sind bereits gegeben, somit ist der Rand des Federnsystems xiert. Gibt man die
restlichen Federn frei, so suchen sich diese ein stabiles Gleichgewicht minimaler Energie.
Die neuen Positionen der inneren Ecken sind dann die Parameterweutg :::;v,. Die
GesamtenergieEr des Federnsystems ist

X 1
EDvwkv wka: (4.11)
[vw]2E,

m
T

11
m
T
—~
<
.
..<.

>
N

1
NI -

Fir beliebige Eckenvi;v; 2 V(T) sei nunDj 2 R de niert durch

(
D. = Dy,v, far [vi;v;]12 E(T);
i =

0 sonst

Aus der De nition ergibt sich Dj = D;;. Die Gleichung (4.11) hat die Form

1X*q ,
Er = EF(vy;iii;vy) = 5 éDij kvi vjks:
ij =1

o. @@’
@; @ @;

87



4 Lineare Projektionsverfahren fir Triangulierungen

die partielle Ableitung von  Eg bezlglich v;. Dann gilt

@ Xk
—Er(vy;iiiivp) = Di (Vi vj)
i j=1
Xk Xk
j=1 j=1
X k Xk
=vi  Dj Djj vj Djj vj: (4.12)
j=1 j=1 j=n+1
Setzt man furi = 1;:::;n den Ausdruck (4.12) gleichO, so erhalt man das lineare
GleichungssystemAv, = b, wobei A; v, ;b wie folgt de niert sind
8
Pk
i 2" Dy furi=|
A=(85)ij-1; & = =1 (4.13)
) D” sonst
vi = (viiiiv)T; (4.14)
0 1+
X X
b= @ Dy,wW i Dy wWA (4.15)
w2 Ny, \ Vg w2 Ny, \ Vs

Die Matrix A ist symmetrisch und Hormann zeigte in [29], dass sie sogar positiv de nit
ist. Somit ist das zugehorige Gleichungssystem eindeutig I6sbar. Da die Matéx der
Hessematrix VOnEg entspricht, ist die Losung des Gleichungssystems auch das Minimum
der EnergieEr . Die zugehorige, eindeutig de nierte lineare Projektion wird im weiteren
mit - bezeichnet.

De niert man nun fir jede innere Kante [v;w] 2 E,(T) die Zahl ,, 2 R durch

D
w = N ;
DIy
U2Ny

so gilt Bedingung (4.5), denn es isD,,, > O fir alle [v;w] 2 E,(T). Fir jede innere

Xk Xk
, Vi D” Du\ﬁ =0
X i=1 X i=1
) (vi) Dviw Dviw (W)=
W2Ny, W2Ny
X
: (vi) = viw (W)
W2Ny,
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V3 AE] AE]

:ﬁ"z(vci)

L )
vy vy (Val ) Vi vy

Pe(va)

Vi V2 Vi Va2 Vi V2

Abbildung 4.11.: Auf die Triangulierung T = f4 vivovy; 4 vovavy, 4 vavivaeg mit den
Eckenvy = (0;0)7; vo = (1;0)7; vz = (0;1)7; v4 = (0:25,0:25)" wird
die uniforme, chordale und Zentripetale Projektion angewendet. Als Rand-
parametrisierung wird jeweilsv; = vj;i = 1;2; 3; gesetzt. Als Projektion der
inneren Eckev 4 ergibt sich dann  (v4) =( 3:3)"; c(va) =(0:23,0:23)";

> (v4) = (0:28,0:28)".

Somit ist auch Bedingung (4.6) erfullt und die Projektion  ist eine Konvex-Kombina-

tions-Projektion. Werden die Voraussetzungen von Satz 4.15 erfullt, so ist die Projektion
injektiv.

Wahlt man als FederkonstanteDy, ,, fur alle inneren Kanten[v;w] 2 E,(T), jeweils

1 1
D =1 rD = — rb = P
[vw] oder Dy ) kv wks oder Dy pk\/—wkz’
so erhalt man dieUniforme Projektion u, die Chordale Projektion c oder die
Zentripetale Projektion ~. Keine dieser Projektionen erfillt die Reproduktionsei-
genschaft, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.17

In Abbildung 4.11 ist die Triangulierung T = f4 vyvova, 4 Vovavy, 4 Vavivag mit
den Eckenvy = (0;0)"; v, = (1;0)7; v3 = (0;1)"; v4 = (0:25,0:25)" zu sehen. Als
Parameterwerte fur die Randecken wird (vi) = Vvi; (Vo) = Va;  (V3) = V3
gewahlt. Erfullt die Projektion  die Reproduktionseigenschaft, so muss auch: (v4) =

v, gelten. Fir die Projektionen ; ; ; ergeben sich die folgenden Naherungswerte

u(Va) = (5 DT c(va) =(0:230:23)"; ,(v4) =(0:280:28)":
Somit erfillt keine der genannten Projektionen die Reproduktionseigenschaft.
4.2.2.3 Die harmonische Projektion

Die harmonische Projektion von Pinkall und Polthier [42] lasst sich durch die folgende
Dirichletsche Randwertaufgabe motivieren.
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Gegeben sei eine zweidimensionale Mannigfaltigkdit R3 deren Rand @M einer
Jordankurve entspricht, sowie ein einfach zusammenhangendes Gebiet R? und ein
Homoomorphismusy : @M! @ . Gesucht ist eine Funktionf : M ! mit

f g auf @M;

4.16
fi 0iInM;i=1;2 ( )
Hierbei bezeichnet denLaplace-Beltrami-Operator  (siehe Kreyszig[33]). Eine Funk-
tonf : M ! , welche Gleichung (4.16) erfullt, wird alsharmonische Abbildung
bezeichnet. Wie aus der Variationsrechnung bekannt ist, minimiert die L6sung von (4.16)
die Dirichletsche EnergieEp von f, welche de niert ist durch

Hierbei ist jr fj2 := jr f1j2+ jr f,j2 und

2 2
@f; S) +2912@fi S)a@afi ) . @fi S)

@u @u @v Ge2 @v
mit den Gréyen gy, = hSy; Sui; gz = hSy; Svi; g2 = NSy; Si der 1. Fundamentalform.

kr fikzzgll i=1;2

Es sei nunT eine o ene Triangulierung, dann istM := Sy eine zweidimensionale Man-
nigfaltigkeit, deren Rand einer Jordankurve entspricht. Um die Dirichletsche Randwert-
aufgabe (4.16) naherungsweise zu l6sen, werden statt beliebiger Funktiohewr lineare
Projektionen zugelassen. Durch Vorgabe der Parameterwen@.;;:::;Vp+k 2 @ der
Randecken vonT ergibt sich eine Approximation der Randbedingung von (4.16). Eine
lineare Projektion : Sy ! R?2, welche die Dirichletsche Energi€p minimiert, wird
als harmonische Projektion  bezeichnet. Nach Pinkall und Polthier [42] hat die Di-
richletsche EnergieEp einer linearen Projektion die folgende Form

1 X

2
[vw]2E,

1
E(COt( VW) + COt( W )) kv Wk%

Die Winkel ., ; w entsprechen den der Kantgv;w] gegenuberliegenden Winkeln der
angrenzenden Dreieckd vwv i,; 4 wi,w; Vi ;V;, 2 V(T)(siehe Abbildung 4.12) und

werden im Weiteren alsharmonische Winkel der Kante [v;w] bezeichnet. Ist die

Kante [v;w] eine Randkante, so ist einer der beiden Termeot( .. ); cot( ) gleich

Null.

Die Dirichletsche EnergieEp kann als Gesamtenergi€r (4:11) des bivariaten Federmo-
dells interpretiert werden. Dazu wahlt man fur jede Kantgv;w] als Federkonstante

Dw =cot( ww)+tcot( w); (4.17)

wobei , und ., wieder die entsprechenden Winkel der an die Kantp/;w] gren-
zenden Dreiecke sind. Bei Wahl dieser Federkonstanten ist die Matr& des linearen
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v

Abbildung 4.12:  Die harmonischen Winkel . ; w der Kante [v;w] entsprechen den Win-
kel der Dreiecke4 vwv i,; 4 w,W; Vi,;Vi, 2 V(T); in den Eckenv;,; Vi,.

Gleichungssystems (4.13) symmetrisch und sogar positiv de nit [42]. Somit ist das Glei-
chungssystem eindeutig I6sbar und die durch diese Lésung de nierte Projektion, ist
das Minimum der EnergieEr = Ep. Hormann zeigte in [29], dass die Projektion die
Reproduktionseigenschaft besitzt. Jedoch ist die Projektion nicht immer injektiv, wie
das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.18

In Abbildung 4.13 ist die Triangulierung T = f4 v1V,Vy; 4 VoViaVy; 4 VaViVag mit den
Eckenvy = (0;0,0)"; v, = (1;0;0)"; v3 = (0;1,0)"; v4 = ( 0.5, 0:5/0:5)" zu sehen.
Als Randparameterwerte werderv; = (0;0)"; v, =(0;1)"; v = (1;0)" gewahlt. Damit
die harmonische Projektion  : St ! injektiv ist, dirfen sich die Dreiecked viv,vy;
4 v,v3aVy; 4 V3viV,4 der ParameterraumtriangulierungT nur in ihren Kanten schneiden.
Der Parameterwert vonv, beziglich |, betragt vy = | (v4) =( 0:0625 0:0625) .
In diesem Fall gilt

4-V1V2V4[4L V3V1Vy 4 VoV3Vy

und somit ist |, nicht injektiv.

Unter gewissen Voraussetzungen ist die harmonische Projektion auch eine Konvex-
Kombinations-Projektion. De niert man, wie im Falle des bivariaten Federnmodells, fur
jede innere Kante[v;w] 2 E,(T) die Zahl ,, durch

Dww
w = P—;
DVU
U2Ny

so gilt fur jede innere Eckev 2 V, (T)
X
(V)= won (W)
w2Ny
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\_73 L
V3
V4
L Vo —
Vi ~e V1

_ JZ— Vo
Vy4 —

T T

Abbildung 4.13: Die Triangulierung T = f4 vivavy, 4 vovavy, 4 vavivaeg mit den Ecken
vy = (0;0,0)T; v, = (1;0;0)T; v3 = (0;L,0)7; v4 = ( 05 0:505)"
wurde mittels der Harmonischen Projektion |, auf die Triangulierung T
projiziert. Als Randparameterwerte wurdenvy = (0;0)7; v, =(0;1)";v3 =
(1;0)T gewahlt. Der Parameterwert von v, beziglich | betragt v4 =
y(vg) =( 0:0625 0:0625) . Da die Dreiecke der TriangulierungT sich
Uberschneiden, ist  nicht injektiv.

Floater zeigte in [20], dass das Gewicht,,, der Kante [v;w] genau dann gréyer Null
ist, wenn fur die zugehdrigen harmonischen Winkel die Bedingung,, + w < dilt.
Gilt dies fur alle inneren Kanten vonT, so ist die harmonische Projektion ,, eine
Konvex-Kombinations-Projektion. Unter der Voraussetzung von Satz 4.15 ist sie dann
auch injektiv.

4.2.2.4 Mittelwert-Projektion

Wie im vorherigen Abschnitt gezeigt, besitzt die harmonische Projektion zwar die Re-
produktionseigenschaft. Es existiert aber nicht zu jeder Triangulierung eine injektive
harmonische Projektion ,, : St ! R?2 Floater entwickelte in [18] die sogenannte
Mittelwert-Projektion, welche sowohl die Reproduktionseigenschaft besitzt als auch, bei
konvexer Randparametrisierung, fir jede Triangulierung eine injektive Projektion lie-
fert. Dieses Projektionsverfahren basiert auf der Mittelwerteigenschaft der harmonischen
Funktionen.

Mittelwerteigenschaft
Esseif :B! R; B R? eine stetige, harmonische Funktion auf dem Krei8 =
B(v;r) R? mitdem Mittelpunkt v und dem Radiusr. Dann gilt

Z

1
f(v) = TE f (w)ds: (4.18)
@B
Es sei nunT eine planare Triangulierungund : Sy ! R eine stetige, stickweise lineare
Funktion. Weiter seiv 2 V,(T) eine innere Ecke vorT und es seier; ;:::; T ;k 2 N;

k?
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4.2 Konstruktion von linearen Projektionen

Abbildung 4.14:
Ecke v enthalten. Der Radius r des KreisesB = B(v;r) mit Mittelpunkt
v ist so gewdhlt, das der Kreis innerhalb der Vereinigung der Dreiecke

alle Dreiecke vonT, welchev enthalten. Schlieylich sei der Radiug so klein gewahlt,
dass

k
B(vo;r) T
i=1
gilt. Abbildung 4.14 veranschaulicht diese Situation. Floater zeigte in [18], dass unter
diesen Voraussetzungen die Mittelwerteigenschaft (4.18) aquivalent ist zu

Duw (F(v) f(w))=0: (4.19)

W2Nv

Hierbei sind die ZahlenD,,, ;w 2 N, ; de niert durch

tan 1 +tan 2
_ 5 ww > wo .
w kv wk, ; (w v) ( )

Im Allgemeinen gilt D,,, = Dy nicht. Die Winkel ., ; \w entsprechen den Win-
keln in v bezuglich der beiden Dreiecke, welche die Kanke;w] enthalten (siehe Abbil-
dung 4.15). Fur die Winkel gilt o ensichtlich 0< ,,; w < . Somit sind die Zahlen
D ;W 2 N, ; stets positiv. De niert man nun

o DVW
vw D

uU2Ny

; (W2 Ny); (4.21)
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4 Lineare Projektionsverfahren fir Triangulierungen

Oy ﬁvw

Abbildung 4.15:  Die Winkel . ; w entsprechen den Winkeln inv bezlglich der beiden
Dreiecke, welche die Kantgv;w] enthalten.

so ist Gleichung (4.19) aquivalent zu
X

f(v)= o F (W) (4.22)
W2Ny

Laut dem folgendem Satz sind die Zahlen,,, ;w 2 N, ; Koordinaten vonv beziglich der
Eckenw 2 N, . Floater bezeichnete diese Koordinaten aMittelwert-Koordinaten

Satz 4.19

Es sei T eine planare Triangulierung undv 2 V,(T) eine innere Ecke vonT. Dann
sind die in Gleichung(4.21) de nierten Zahlen ,, Koordinaten von v bezuglich der
NachbarschaftN, vonv.

mit Hilfe von Polarkoordinaten bezogen auf/ ausdriicken. Zuv; existiert ein Winkel
i 210;2 ) mit

cos (i) Vi Vv cos (i)
vi=Vv+ kv, vk . , — = )
! " sin() 7 kv vk sin()
Setzt manvy;; = vound 43 = 1, Soentspricht ; = 4, ; dem Winkel inv, welcher

durch die Kanten[v;;v];[v;vi+1] eingeschlossen wird. Gleichung (4.20) lautet dann

tan 1 |, +tan 3 ;

D; =Dw.: =
! Wi kv vk,

Es gilt 0< % i < 5 und somit sind D; als auch
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4.2 Konstruktion von linearen Projektionen

positiv. Aufgrund der De nition von ; gilt
X
i=1:
i=1

Es verbleibt zu zeigen

X X X
vV = iVi, i(vi v)=0, Di(vi v)=0
i=1 i=1 i=1
Nun gilt
X Vi Vv
B Di(vi v)= tan  ;, +tan 3, —kv.l v
XI
= tan L, +tan &, c0SCi)
- 2 i1 2 i S|n( i)
Xl
_ 1 cos(i) cos (i+1)
= 3 tan 5 sin( ;) + sin( 141) (4.23)
:Xll cos(i) cos(i) N cos (i+1)
o sin(i) sin( ) sin( i+1)
xt g & cos () cos (is1)
— : . I ; . i+1
= sncy MOm D singy YO ) singyy ¢
| (4.24)
Xl Z+1
- cos() (4.25)
_ sin( ')
i=0 :
cos ()
sin() °
0
=0
Hierbei ergibt sich die Gleichung (4.23) durch Indexverschiebung und Verwendung von
0= 1; o= 1.In Gleichung (4.24) und (4.25) wurden die Identitaten
A+ A+
Sin( i+ )d = sin ( i)d =1 cos():
und
. cos : cos (i . cos (i+
sin(1) sin((; =sinCia ) sin((:)) veinC ) sin((::;
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4 Lineare Projektionsverfahren fir Triangulierungen

Injektiv | Reproduktionseigenschaft Symmetrie
Bivariates Federmodell | Ja Nein Ja
Harmonische Projektion| Nein Ja Ja
Mittelwert-Projektion Ja Ja Nein

Tabelle 4.1: Zusammenfassung der Eigenschaften drei vorgestellten Projektionen.

verwendet. Letztere lasst sich leicht mit Hilfe des Additionstheorems des Sinus herleiten.
Il

Es sei nunT eine Ober &chentriangulierung, dann lasst sich mit Hilfe der Mittelwert-
Koordinaten eine Konvex-Kombinations-Projektion konstruieren, welche aMittelwert-
Projektion v - St ! R? bezeichnet wird. Die Matrix (4.8) des zugehorigen Glei-
chungssystems ist im Allgemeinem nicht symmetrisch. Sind die Voraussetzungen von
Satz 4.15 erflllt, so ist die Mittelwert-Projektion injektiv. Da zur Konstruktion der
Mittelwert-Projektion Koordinaten verwendet wurden, besitzt sie nach Satz 4.14 die
Reproduktionseigenschaft.

Tabelle 4.1 fasst die Eigenschaften Injektivitat, Reproduktionseigenschaft, symmetrische
Matrix der vorgestellten Projektionen zusammen. Da die Mittelwert-Projektion sowohl
injektiv ist als auch die Reproduktionseigenschaft besitzt, wird diese im Weiteren als
Projektion verwendet werden.
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5 Gittererzeugung mittels globaler
Parametrisierung

In diesem Kapitel wird ein neues Verfahren zur Erzeugung einer Hierarchie von Hexa-

Gebiet R3 erlautert. Zunéchst wird beschrieben, wie zu einem gegebenen Flachen-
verband eine globale Parametrisierung erzeugt wird.

5.1 Globale Parametrisierung eines
NURBS-Flachenverbandes

metrie G. Zu jeder FlacheS; sei eine ParametrisierundD;; S;) gegeben. Die einzelnen
Flachen S; kdnnen ungetrimmt, getrimmt ohne Ldcher oder auch getrimmt mit Lo-
chern sein. Abbildung 5.1 zeigt drei NURBS-Flachen als Beispiel. Der Flachenverband
F darf keine Locher enthalten, muss also einfach zusammenhangend sein (siehe De -
nition 2.20). Abbildung 5.2 zeigt ein Beispiel fur einen Flachenverband. Ziel ist es zur
Ober &che Sg eine globale ParametrisierundSe = S(D) zu erzeugen. Zunachst wird
der globale Parameterbereictd konstruiert. Hierbei wird jeder FlacheS; eine zusam-
menhangende Teilmeng®; D zugewiesen. Die Teilmengen seien so gewahlt, dass die

ne stetige BijektionB; : D; ! D; de niert. Damit l&sst sich eine neue Parametrisierung
S = Si(Dj); S = S Bj; von S; erzeugen. Die FlacheD;, die Bijektion B; und die
Parametrisierung(D;; S;) werden alsglobaler Teilparameterbereich von Si, lokale
Bijektion von S und globale Parametrisierung von Si bezeichnet. Die globale
Parametrisierung(D; S) von Sg hat dann die Form

' Sij(u); fur u 2 D;

Die Abbildung S ist im Inneren jeder TeilmengeD; stetig, da die globalen Parametri-
sierungen als Kompositionen stetiger Abbildungen wieder stetig sind. Dan#tauf ganz
D stetig ist, missen zwei globale Teilparameterbereicli®; D, genau dann benachbart
sein, wenn ihre zugehorigen Flache8;; S, benachbart sind. Préziser formuliert muss
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5 Gittererzeugung mittels globaler Parametrisierung

o O

Abbildung 5.1:  Beispiele fir mdgliche Flachen innerhalb eines Flachenverbandes. In der obe-
ren Reihe sind eine ungetrimmte Flache, eine getrimmte Flache und eine ge-
trimmte Flache mit Loch zu sehen. Alle drei Flachen sind NURBS-Flachen.
Die untere Reihe zeigt die zugehoérigen Parameterbereiche.

Abbildung 5.2: Beispiel fur einen Flachenverband. Der Flachenverband besteht aus sechs
Flachen. Vier Flachen sind nicht getrimmt. Eine Flache ist getrimmt ohne
Loch. Eine Flache ist getrimmt mit Loch.

98



5.1 Globale Parametrisierung eines NURBS-Flachenverbandes

Dy
D _ _
Dy Dy By Dy
Dy
\/Sl
sN /'
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Abbildung 5.3: Schema zur Erzeugung einer globalen Parametrisierun§ = S(D) eines
Flachenverbandesk = fS;;Sy; S3; S40.

gelten

SI\S,=C C2E(F)
, D1\ D2=G C2 E(Fy); S(O= C

Abbildung 5.3 veranschaulicht die Konstruktion der globalen Parametrisierung am Bei-
spiel eines Flachenverbandes von vier Flachen. Zwei zentrale Fragen sind nun o en:

1. Wie soll der globale Parameterbereick konstruiert werden?

2. Welche Art von lokaler Bijektion B; : D; ! D; soll verwendet werden?

5.1.1 Globale Parametrisierung mittels a ner Transformation

Ein erster naiver Ansatz ist es, die lokalen Parameterbereicle durch Verschieben zum
globalen ParameterbereictD zusammen zu fligen. Abbildung 5.4 zeigt dies an einem
Beispiel von vier nicht getrimmten FlachenS;; S;; Ss; S4. Diese sind in einem Flachen-
verband F zueinander angeordnet, wie vier Vierecke in eineth 2-Gitter. Die lokalen
ParameterbereicheD 1; D,; D3; D4 sind gleich dem Einheitsquadrat. Rot hervor gehoben
sind die Parameterkurven der Rander der Flachen. Die lokalen Parameterbereiche las-
sen sich, analog zu den Flachen, zu einein 2-Gitter anordnen. Hierbei missen die
rot markierten Kurven Ubereinstimmen. Die verschobenen und gedrehten lokalen Pa-
rameterbereiche entsprechen den globalen Teilparameterbereici2g D,; D3; Dy4. lhre
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Abbildung 5.4: Der Flachenverband F besteht aus den vier FlachenS; = S(D1);S; =
S(D2);S3 = S(D3);Ss = S(D4), welche gitterartig zueinander angeordnet
sind. Rot hervor gehoben sind die Parameterkurven der Rander der Flachen.
Der globale ParameterbereichD ergibt sich durch Vereinigung der verscho-
benen und gedrehten lokalen Parameterbereich®1; D2;D3; Dg4.

Vereinigung bildet dann den globalen Parameterbereidd von F . Als lokale Bijektionen
werden a ne Abbildungen verwendet.

Ein einfaches Verschieben von lokalen Parameterbereichen reicht in der Regel nicht aus,
wie Abbildung 5.5 zeigt. Hier besteht der FlachenverbanB = fS,;::: Ssg aus funf Fla-
chen, welche wie ein Funfeck zueinander angeordnet sind. Die lokalen Parameterbereiche

terbereichD vereinigt werden sollen. Allein durch Drehungen und Verschiebungen lasst
sich dies nicht realisieren. Zuséatzlich muss auch eine Scherung angewendet werden. Als
lokale Bijektionen werden a ne Abbildungen verwendet.

Abbildung 5.6 zeigt schlieylich ein Beispiel, in dem eine a ne Transformation der lokalen
Parameterbereiche nicht mehr zum Ziel fuhrt. Der FlachenverbanB besteht aus zwel
FlachenS,; = S;(D,); S, = Sy(D,). Es existieren keine a nen Abbildungen, mit denen
die lokalen Parameterbereich®1; D, in globale Teilparameterbereich® ;; D, tGberfihrt
werden kbnnen, so dass die rot markierten Parameterkurven der Rander der Flachen
Ubereinstimmen. Das dritte Bild zeigt einen mdglichen globalen ParameterbereiEh
Hierzu wurde D als globaler Teilparameterbereicld; beibehalten.D, wurde auf einen
Halbkreisstreifenabgebildet. Dies ist mit einer a nen Abbildung nicht realisierbar.

5.1.2 Globale Parametrisierung mittels stlickweise linearer
Projektion

Die Beispiele des vorherigen Abschnitts haben gezeigt, dass die Erzeugung einer globalen
ParametrisierungSg = S(D) eines FlachenverbandeB schon in einfachen Fallen nicht
mittels a ner Transformationen der lokalen Parameterbereiche der Flachen des Fla-
chenverbandes realisierbar ist. Ein vollkommen anderer Ansatz ist nétig. Im Folgenden
wird ein Verfahren vorgestellt, bei dem der globale Parameterbereidh mittels einer
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Abbildung 5.5:

Abbildung 5.6:

5.1 Globale Parametrisierung eines NURBS-Flachenverbandes

S5

Der Flachenverband F besteht aus funf Flachen, welche wie ein Finfeck
zueinander angeordnet sind. Rot hervor gehoben sind die Parameterkurven
der Rander der Flachen. Der globale Parameterbereick ergibt sich durch
Vereinigung der verschobenen, gedrehten und gescherten lokalen Parameter-

Der FlachenverbandF besteht aus zwei FlacherS; = S;(D1); Sz = S2(D2).
Es existieren keine a nen Abbildungen mit denen die lokalen Parameterbe-
reiche D1; D, so in globale TeilparameterbereicheD 1; D, Uberfiihrt werden
kdénnen, so dass die rot markierten Parameterkurven der Rander der Flachen
Ubereinstimmen. Das dritte Bild zeigt einen mdglichen globalen Parameterbe-
reich D. Hierzu wurde D1 als globaler TeilparameterbereichD ;1 beibehalten.
D, wurde auf einenHalbkreisbogenabgebildet. Dies ist mit einer a nen Ab-
bildung nicht maglich.
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5 Gittererzeugung mittels globaler Parametrisierung

stiickweisen linearen Projektion einer approximierenden Triangulieruri§j von S er-
zeugt wird. Die lokalen Bijektionen der Flachen vor werden durch stiickweise lineare
Abbildungen realisiert. Das Verfahren besteht im Wesentlichen aus drei Schritten:

1. Konstruktion einer approximierenden, zulassigen Triangulierund bezuglich des
Flachenverbanded- .

2. Projektion der Triangulierung T auf eine konvexe Triangulierungl  R2.

3. Konstruktion einer globalen ParametrisierundD; S) bezuglich des Flachenverban-
desF.

Mit diesem Verfahren ist es mdglich, fir einen beliebigen FlachenverbaRdeine globale
Parametrisierung (D; S) zu erzeugen. Dabei spielt es keine Rolle, ob die Flachen des
Flachenverbandes= getrimmt sind oder nicht. Jede Flache vorF darf beliebig viele
Locher enthalten.

5.1.2.1 Approximierende Triangulierung

Die approximierende Triangulierungf beziiglich des Flachenverbandds wird mit Hil-

fe der kommerziellen SoftwardRhinoceros [37] erzeugt. Das entsprechende Programm-
modul l&uft in zwei Phasen ab. Zunachst wird der Flachenverband grob durch ein
Polyedernetz approximiert, welches aus Vierecken und Dreiecken besteht. Anschlieyend
wird das Polyedernetz so lange verfeinert, bis es den vom Benutzer vorgegebenen Krite-
rien entspricht. Alle Vierecke des Netzes werden entlang einer ihrer Diagonalen zu zwei
Dreiecken unterteilt. Dem Anwender stehen die folgenden Kriterien zur Auswabhl.

Minimale Anzahl Vierecke

Hierbei wird vorgegeben, wie viele Vierecke pro Flacl®2 F das Anfangsnetz mindes-
tens haben muss. Dadurch hat man einen direkten Ein uss darauf, wie viele Dreiecke
die endgultige Triangulierung mindestens enthalt.

Maximales Seitenverhdltnis

Es kann festgelegt werden, wie groy das maximale Verhaltnis der Kantenlangen der im
Anfangsnetz erzeugten Vierecke sein soll. Wird als Seitenverhaltdisorgegeben, so er-
héalt man ein sehr regelméayiges Netz.

Minimale und maximale Kantenlange

Durch diese beiden Werte wird festgelegt, wie lang eine Kante mindestens bzw. hochs-
tens sein darf. Dadurch hat man einen direkten Ein uss auf die Anzahl der Dreiecke in
der endgultigen Triangulierung.

Maximaler Abstand Kante zu Flache
Das Polyedernetz wird so lange verfeinert, bis der Abstand aller Kantenmittelpunkte
zur Flache kleiner oder gleich dem angegebenen Wert ist.

Maximaler Winkel
Dieser Parameter legt fest, wie groy der Winkel zwischen den Flachennormalen zweier
benachbarter Dreiecke maximal sein darf.
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5.1 Globale Parametrisierung eines NURBS-Flachenverbandes

Abbildung 5.7:  Beispiel fur eine Triangulierung T, welche zum Flachenverband= mit Hilfe
der Software Rhinoceros erstellt wurde.

Nicht alle der angegebenen Parameter miissen vorgegeben werden. Die fur diese Arbeit
verwendeten Triangulierungen wurden alle mit den Parametemmaximaler Winkel = 20

und maximales Seitenverhéltnis= 1 erzeugt. Als weiterer Parameter wurde der maxima-

le Abstand zur Flache vorgegeben. Da diese Grdye dimensionsabhéangig ist, wurde sie in
Abhangigkeit des gegebenen Flachenverbandes gewahit. Ein Wert vt bis 0:01 fiihr-

te meist zu zufriedenstellenden Ergebnissen. Unabhangig von der Wahl der Parameter

ergab sich immer eine zul&ssige Triangulierung im Sinne von De nition (4.5).

Beispiel 5.1

In Abbildung 5.7 ist links der FlachenverbandF = fS1;S;; S3; S40 zu sehen. Zu diesem
wurde mit Hilfe von Rhinoceros die Triangulierungf erzeugt, welche rechts im Bild
zu sehen ist. Als Parameter wurden gewahlt: Maximales Seitenverhéltnis 1, Maximale
Kantenlange 1.5, Maximaler Abstand Kante zu Flache 0.1, Maximaler Winkel 20. Die
Lange der Diagonale deBounding-Box des Flachenverbandes betragt ungefahr 10.1
Mayeinheiten.

5.1.2.2 Projektion

Zu der approximierenden TriangulierungT wird nun durch Projektion eine planare
Triangulierung T erzeugt. Als Randparametrisierung wird die im Abschnitt 4.2.1.2 vor-
gestellte Kreis-Bogen-Strecken-Projektion verwendet. Mit Hilfe der Mittelwert-
Projektion (Abschnitt 4.2.2.4) werden die inneren Ecken der Triangulierundf in die
Ebene projiziert. Die Matrix des hierbei zu I6senden Gleichungssystems ist in der Regel
unsymmetrisch und diinn besetzt. Zur Lésung des Gleichungssystems wird die Bibliothek
UMFPACK (Unsymmetric Multifrontal Package) verwendet, welche e ziente Loser fur
solche Probleme enthalt. Wesentliche Referenzen fir UMFPACK sind [12], [11], [14] und
[13]. Insgesamt erhélt man so eine planare, konvexe Triangulieruiig Diese wird im
Weiteren alsglobale Triangulierung T des Flachenverbandes F bezlglich der
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5 Gittererzeugung mittels globaler Parametrisierung

Abbildung 5.8:  Zu sehen ist eine Triangulierungf', welche durch die Mittelwert-Projektion
auf die Triangulierung T projiziert wurde.

approximierenden Triangulierung T bezeichnet.

Beispiel 5.2

Abbildung 5.8 zeigt die Triangulierung‘f'\, welche zum Flachenverban& des vorherigen
Beispiels erzeugt wurde. Die Kreis-Bogen-Strecken-Projektion liefert als Randparame-
trisierung ein Viereck. Mittels der Mittelwert-Projektion wird die Triangulierung T auf
die Triangulierung T projiziert.

5.1.2.3 Globale Parametrisierung

Triangulierung von F beziiglich einer approximierenden Triangulierund . Die Erzeu-
gung einer globalen ParametrisierungD; S) des FlachenverbandeE orientiert sich da-
bei an der im Anfang von Abschnitt 5.1 beschriebenen und in Abbildung 5.3 illustrierten
Vorgehensweise. Als globaler Parameterbereithwird die Flache der globalen Triangu-
lierung T gewahlt, d. h. es giltD = S;. Jeder FlacheS; 2 F wird eine Teiltriangulierung
T, T zugewiesen. Diese ist de niert als

Ti = f4 uvwjd 00w 2 T:0;0; W 2S;;u=  (0);v= (0):w= (g

Mit D; = Sy erhalt man denglobalen Teilparameterbereictvon S;. Analog wird eine
Triangulierung innerhalb des lokalen Parameterbereich3; von S; de niert

Ti=f4 uvwijd 00w 2 T;0 = Si(u); 0 = Si(v); W = S;(w)g:

Zu jedem Paar von Triangulierungen;; T; existiert eine eindeutig bestimmte, stiickweise
lineare Bijektion B; : St !' S 1. Es seiT = 4 uvw 2 T;. Dann existieren genau ein
Dreieck T = 4 00w 2 f, mit (0)= u; (¢)= v; (W)= w und genau ein Dreieck
T =4uvw 2 T; mit Si(u) = a; Si(v) = ¢; Sij(w) = W. Die Einschrankung von
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Abbildung 5.9:  Veranschaulichung der globalen ParametrisierundD; S) eines Flachenver-
bandesF .

B; auf T ist dann de niert als die eindeutig bestimmte lineare Abbildung vonT nach
T. B ist die lokale Bijektion von §;. Setzt man nunS; = S; Bj, so erhalt man die
globale ParametrisierungD;; S;) der FlacheS;. Die globale ParametrisierundD; S) des
Flachenverbanded= ergibt sich dann durch

i=1 i=1
s. D !sSce
“u ! Si(u); fur u 2 D
Beispiel 5.3

Abbildung 5.9 zeigt eine Veranschaulichung der Auswertung der globalen Parametrisie-
rung (D; S) des Flachenverbandes = fS;S;; S3; S4g im globalen Parameterpunktv.
Zum Punkt v wird das DreieckT bestimmt, welchesv enthalt. Das DreieckT ist in der
Triangulierung T, enthalten. Mittels der Bijektion B, wird dieser Punkt auf den Punkt

v = B4(v) in das entsprechende Dreieck der lokalen Triangulierunty der Flache S;
abgebildet. Schlieylich erhalt man durch die Abbildundgs; den Punkt ¢ = S;(v) auf der
FléCheS]_ S k.
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5 Gittererzeugung mittels globaler Parametrisierung

5.2 Erzeugung einer Hierarchie von Hexaedergittern

R3. Des Weiteren sei ein bezlglich zulassiges Hexaeder-Grobgitte® gegeben. Im
Folgenden wird erlautert, wie zu diesem Grobgitter eine Hierarchie von Hexaedergittern

Berechnung der zugehorigen globalen Parametrisierung&s, = S;(D;) fur i =

Mehrfache gleichméayige Unterteilung des Grobgittersi®. Die Unterteilung der
Randvierecke vonH? erfolgt dabei in den globalen Parameterbereichen der Fla-
chenverbande.

Der zweite Schritt wurde bereits im vorherigen Abschnitt erlautert. Im Folgenden werden
die Schritte eins und drei beschrieben.

5.2.1 Zerlegung der Geometrie in Flachenverbénde

Zunéchst muss die Geometri€& in m 2 N FlachenverbandeZg = fF ;:::;F,g zerlegt
werden. Hierbei missen die folgenden Bedingungen erflllt werden
8
SFi = SGa

i=1

Die ZerlegungZg ist disjunkt, d.h. zu jeder FlacheS 2 G existiert genau ein
FlachenverbandF; mit S 2 F .

Zu jedem RandviereckQ = v1V,v3vy, 2 Qo existiert genau ein Flachenverband
Fi2Zg mit vi;Vy;Vs; vy 2 SE,.

Die letzte Bedingung gewabhrleistet, dass die Unterteilung eines Randvierecks im globalen
Parameterbereich des entsprechenden Flachenverbandes durchgeftihrt werden kann. Sind

beziiglichH°. Die Erzeugung der Zerlegung der Geometrie erfolgt bisher manuell. Die
geforderten Bedingungen konnten in allen berechneten Féllen problemlos erfillt werden.

Beispiel 5.4
Abbildung 5.10 zeigt eine Geometri€&, welche aus 28 FlacheB;;: ::; S,s besteht. Diese
Geometrie wurde in 14 Flachenverbandgr = fF 1;:::;F 149 zerlegt. Die entstandene

Zerlegung ist zulassig bezlglich des Hexaedergittars’. 8 Flachenverbande bestehen
jeweils aus einer Flache. 4 Flachenverbande bestehen aus jeweils 2 Flachen. 2 Flachen-
verbande bestehen aus jeweils 6 Flachen.
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5.2 Erzeugung einer Hierarchie von Hexaedergittern
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Abbildung 5.10:  Beispiel fur eine zuléssige Zerlegung g = fF 1;:::;F149 einer Geometrie

5.2.2 Gleichmayige Unterteilung des Grobgitters im globalen
Parameterbereich

Es sei R3 ein durch eine NURBS-Geometriés de niertes Gebiet. Des Weiteren sei
H° ein beziiglich zulassiges Grobgitter, d. h. alle Randpunkte voi® liegen aufSg.
Schlieylich seiZg = fF 1;:::;Fng; m 2 N; eine zulassige Zerlegung vo6 bezuglich

welcher auf der Ober acheSg, des Flachenverbandek; liegt, die zugehorigen globalen
Parameterwerte berechnet. Diese ergeben sich durch Anwendung der Inversen S@uf
¢. Es seiS; 2 F; die Flache aus dem Flachenverban#;, fur die gilt ¢ 2 S; und
(Di;; Si;) die zugehorige Parametrisierung. Es sei weit¢D;;;S;,); S, = S;; B;; die
in Abschnitt 5.1.2.3 beschriebene Umparametrisierung vog, . Fur die Einschrankung
von S ! auf S, gilt dann o ensichtlich

st=s'=(s; By) '=B;* §™"

Entsprechend verlauft die Berechnung der globalen Parameterwerte vénn zwei Schrit-
ten. Zunachst werden die Parametev = Sij 1(¢) berechnet. Anschliejend wird das Drei-
eck T 2 T, der lokalen TriangulierungT;; von S;;, in dem v liegt, bestimmt. Durch
das DreieckT und das zugehorige DreiecR 2 T, der globalen TriangulierungT; des
Flachenverbandes; ist die Einschrankung vonB; L auf T eindeutig bestimmt. Somit
lassen sich schlieylich die gesuchten globalen Parameterwerteon ¢ durchv = B Yv)
bestimmen.

Es sei nun das HexaedergitteH' gegeben und die globalen Parameterwerte der Rand-
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5 Gittererzeugung mittels globaler Parametrisierung

punkte von H' bezuglich der Flachenverbande, auf denen sie liegen, seien bekannt. Die
gleichmayige Unterteilung vonH' zum HexaedergitterH'*! erfolgt, wie im Abschnitt
1.5 beschrieben. Die Unterteilung eines Randvierecks= 19,0304 2 Fg(H') erfolgt

¢4 2 Sg,. Es seien nunvy; vy; vs; v, die entsprechenden Parameterwerte der Ecken
von Q beziglich der globalen Parametrisierun{D;; S;) des FlachenverbandeE;. Diese
de nieren das ViereckQ = v;Vv,Vv3Vv, im globalen ParameterbereiclD;. Durch gleich-
mayige Unterteilung vonQ in vier Teilvierecke erhalt man die finf neuen Ecken

1 1 1 1

Vs = é(vl + V2);Ve = E(VZ + V3)v7 = E(VS +Vy);Vg = E(V4+ Vi);
1

Vg = Z(V1+ Vo + Vz+ Vy):

Durch Auswertung der globalen Parametrisierung in den neuen Parameterwerten erhéalt
man die Eckent; = Si(¥;); ] = 5;::1;9. Diese de nieren die gleichmayige Unterteilung
von Q in vier Teilvierecke.

Beispiel 5.5

Das folgende Beispiel soll veranschaulichen, dass es mit Hilfe des hier vorgestellten Ver-
fahrens moglich ist, eineschlechteParametrisierung einer FlacheauszugleichenDieses
Beispiel wurde bereits in Kapitel 4 kurz vorgestellt. Es folgt nun eine detaillierte Ana-
lyse. Es seiS die durch das ViereckQ = viVv,v3vy; v = (0 0 0); v, = (50 0 0);

vz = (50 50 0); v, = (0 50 0) beschriebene Flache. DurclQ® = Q wird ein Vier-
ecksgitter de niert, welches o ensichtlich die FlacheS approximiert. Durch viermaliges
gleichméyiges unterteilen vorQ® erhalt man das uniforme GitterQ*. Fur die Menge der
Punkte gilt

.50 . 50

|?,J§,O i) =052

V(Q*) = Vij =
Es seien nur(D; S) eine Parametrisierung vors und Q* das Vierecksgitter, welches man
durch viermalige gleichmayige Unterteilung vorQ® im Parameterbereich von(D; S)

(D; S) erwartet man, dassQ* mit dem uniformen Gitter Q* tibereinstimmt. D. h. der
relative Fehler

" 50
soll mdglichst klein sein. Dieser entspricht dem absoluten Fehler geteilt durch die Breite
des VierecksQ. In Abbildung 4.2 ist links ein Gitter A4 zu sehen, welches sich durch
gleichmayige Unterteilung vonQ® im Parameterbereich einer NURBS-Parametrisierung
(0; 8) ergeben hat. Der maximale relative Fehler betragh:14% Tabelle 5.1 zeigt einen

Uberblick Uber die Verteilung der relativen Fehler. In fast30% der Gitterpunkte liegt
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5.3 Gitteranpassung an Kurven

rel. Fehlerf; | [0%; 1%] | (1%; 2%)] | (2%; 3%] | (3%; 4%] | (4%; 5%)] | (5%; 9%]
o4 26:3% 3:8% 9:69% | 17:65%| 1349%| 2907%

rel. Fehlerf; | [0%; 0:1%] | (0:1%; 0:2%] | (0:2%; 0:3%] | (0:3%; 0:9%]
Q* 623% 21:8% 9% 6:57%

Tabelle 5.1: Die erste Tabelle gibt einen Uberblick tiber die Verteilung des relativen Fehlers
fur das Gitter Q4. Die zweite gibt einen entsprechenden Uberblick fur das Gitter

Q*.

ein relativer Fehler von5 bis zu 8:14 Prozent vor. O ensichtlich handelt es sich hier um
eine schlechte Parametrisierung.

Fasst manS als einen aus einer Flache bestehenden Flachenverband auf, so lasst sich
auch aufS das in Abschnitt 5.1.2.3 beschriebene Verfahren anwenden. Es ergibt sich
eine neue ParametrisierungD; S). Die verwendete approximierende Triangulierung be-
steht aus1889Dreiecken. Die in Abschnitt 4.2.1.2 beschriebene Kreis-Bogen-Projektion
liefert als Randparametrisierung des globalen Parameterbereiddsein Quadrat. Durch
vierfache gleichmayige Unterteilung vorQ° im Parameterbereich von(D; S) ergibt sich
das VierecksgitterQ#*, welches rechts in Abbildung 4.2 zu sehen ist. In Tabelle 5.1 ist
ein Uberblick tiber die Verteilung des relativen Fehlers zu sehen. In allen Gitterpunk-
ten liegt ein Fehler von maximal0:9 Prozent vor. In 85 Prozent der Gitterpunkte liegt
maximal ein Fehler von0:2 Prozent vor. (D; S) ist o enbar eine gute Parametrisierung
der FlacheS. Dieses Beispiel zeigt, dass das Verfahren zur Erzeugung einer Hierarchie
von Hexaedergittern mittels globaler Parametrisierungen von Flachenverbanden robust
ist gegenuber schlecht parametrisierten Flachen.

Beispiel 5.6
Im nachsten Beispiel wurde das Viereck in sechs Teil &chen zerschnitten. Diese wer-
den zu einem Flachenverban®# = fSi;:::;Seg zusammengefasst. In Abbildung 4.3 ist

dieser Flachenverband zu sehen. Jede Teil act& wird durch eine getrimmte bilineare
Parametrisierung (D;; S;j) beschrieben. Zum Flachenverban& wurde eine globale Pa-
rametrisierung (D; S) erzeugt. Die hierzu verwendete approximierende Triangulierung
besteht aus923 Dreiecken. Als globaler Parameterbereich ergab sich wieder ein Qua-
drat. Durch vierfache, gleichmayige Unterteilung vorQ im ParameterbereichD erhéalt
man das Gitter Q4, welches in Abbildung 4.3 zu sehen ist. Der maximale relative Fehler
betragt 9:9 10 16, also faktisch Null.

5.3 Gitteranpassung an Kurven

5.3.1 Gittererzeugung ohne Anpassung an Kurven

Bis jetzt erfolgt innerhalb von FEATFLOW bei der Unterteilung von Hexaedergittern
lediglich eine Anpassung an Flachen, nicht jedoch an Kurven. Dies kann dazu fihren,
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5 Gittererzeugung mittels globaler Parametrisierung

dass die erzeugten Gitter wesentliche Teile der gegebenen Geometrie nicht erfassen. In
Abbildung 5.11 ist eine GeometrieG = S 1; S;; S3; S4g zu sehen, welche einen Zylinder
beschreibt. Die FlachenS; und S, reprasentieren Boden und Decke des Zylinders. Die
Flachen S; und S, sind jeweils eine Halfte des Zylindermantels. Das Grobgittéd © be-
steht aus einem Hexaeder, dessen Ecken auf dem Rand der Deckel- bzw. Boden &che
liegen. Durch gleichmayige Unterteilung erhalt man das GitteH?!, welches aus acht
Hexaedern besteht. Dieses neue Gitter muss nun an die Geometrie angepasst werden,
so dass alle Randecken voH?! auf der Ober dche der GeometrieG liegen. Das obere
Viereck Q des GrobgittersH® kann als Approximation des Deckels des Zylinders aufge-
fasst werden. Bei der gleichméayigen Unterteilung voH® werden auch die Kanten von

Q unterteilt. Damit das Gitter H! eine gute Approximation des Zylinders ist, missen
die neu entstandenen Mittelpunkte bei der Randanpassung auf den Rand der Flache
S, verschoben werden. Entsprechendes gilt fir den Boden des Zylinders. O ensichtlich
erwartet man nach erfolgter Randanpassung das Gittefi 1, welches in Abbildung 5.11

zu sehen ist. Verfahren, welche nur eine Anpassung an die Flachen der Geomegie
vornehmen, fihren in der Regel nicht zu diesem Ergebnis. Verwendet man zur Rand-
anpassung zum Beispiel die orthogonale Projektion auf die nachst liegende Flache, so
ergibt sich das Gitter B! aus Abbildung 5.11. Nach Unterteilung des oberen Vierecks
von H? liegen alle neu erzeugten Punkte auf dem Deckel des Zylinders. Eine orthogonale
Projektion dieser Punkte fuhrt zu keiner Veranderung. Das gleiche Problem tritt bei
dem auf Projektionen basierenden Verfahren von Dominik Goddeke auf [22]. Dies gilt
auch fir die Randanpassung mittels globaler Parametrisierung. Es ¢8i; S) die globale
Parametrisierung des Flachenverbandds = fS,g . Im ersten Bild von Abbildung 5.12
sind die Deckel &cheS, und das ViereckQ zu sehen. Das zweite Bild zeigt den globalen
ParameterbereichD und das ViereckQ, welches durch die globalen Parameterwerte der
Ecken von Q gebildet wird. Bild 3 zeigt die gleichmayige Unterteilung vorQ. Durch
Abbilden der neuen Ecken mittelsS auf S, erhélt man die Unterteilung von Q. Wie zu
sehen ist, erfolgt hierbei keine Anpassung an den Rand v&s.

Dieses einfache Beispiel zeigt, dass es nicht ausreicht, die erzeugten Gitter lediglich an die
Flachen einer Geometrie anzupassen. Eine weitere Anpassung an die Kurven ist notig.

5.3.2 Gittererzeugung mit Anpassung an Kurven

Die Anpassung des Gitters an Kurven der Geometri@ erfolgt analog zur Anpassung an
Flachen vonG. Einzelne Kurven der GeometrieG werden zuKurvenverbandenzusam-
mengefasst. Fur jeden dieser Verbé&nde wird jeweils eine globale Parametrisierung er-
zeugt. Kanten, welche auf einem dieser Kurvenverbande liegen, werden dann innerhalb
des globalen Parameterbereichs unterteilt. Zunéachst wird der Begri Kurvenverband
de niert.

De nition 5.7

Gegeben sei eine Menge von dreidimensionalen NURBS-Kun@rs fC1;:::;Gng; m 2
N. Weiter seien (1;;Ci); |; = [&;b]; & < b; 2 R; i = 1;:::;m; Parametrisierungen
der Kurven. Gilt nun Ci(h) = Cixi(ai«1); i = 1;:::;m 1 so heiyt & NURBS-
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5.3 Gitteranpassung an Kurven

HY H! H1

Abbildung 5.11: Zu sehen ist eine Geometrids, welche einen Zylinder beschreibt, sowie ein
Hexaedergitter H®, welches die Geometrie approximiert. Die Hexaedergitter
H1; 1! entstehen durch gleichmayige Unterteilung vonH?. Bei K erfolgt
lediglich eine Randanpassung an die Flache vo@, bei B! erfolgt zusétz-
lich eine Anpassung an die Randkurven der Boden- und Deckel &che des
Zylinders.

Sy D D So

Abbildung 5.12: S, ist die Deckel &che des Zylinders, welcher durch die Geometri€& be-
schrieben wird.Q ist das obere Viereck des Grobgitter$1°. Q ist das Viereck
im globalen ParameterbereichD, welches durch die globalen Parameterwer-
te der Ecken vonQ gebildet wird. Die gleichmayige Unterteilung vonQ ist
in Bild 3 zu sehen. Durch Abbilden der neuen Ecken mittelsS auf S, erhalt
man die Unterteilung von Q.
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5 Gittererzeugung mittels globaler Parametrisierung

Kurvenverband oder kurz Kurvenverband .

Gng; m 2 N; verlauft nach dem gleichen Prinzip wie die Erzeugung einer globalen Para-
metrisierung eines Flachenverbandes. Abbildung 5.13 veranschaulicht das Vorgehen
fur einen Kurvenverband, welcher aus zwei Kurven besteht. Es folgt die Erlauterung fur
den allgemeinen Fall.
Zunachst wird jede KurveG des Kurvenverbande< durch einen Polygonzud®; appro-
ximiert. Es seien®};:::;0) 2 G; n; 2 N; die Ecken des PolygonzugB; und [¢];0],,];
j =1;:::;n;  1seien die Kanten vorP;. Durch Verkettung dieser lokalen Polygonziige
erhalt man einen globalen Polygonzu@, welcher den KurvenverbandC approximiert.
Die Ecken des PolygonzugR sind
O =0 ey L=
Fur jeden lokalen PolygonzugP; werden die lokalen Parameterwerte, = v < ::: <
vﬁh = b der Ecken vonP; bezglich der Parametrisierundl; C;) der Kurve G bestimmt.
Wie in Abschnitt 4.2.1.1 beschrieben wurde, werden die Ecken des Polygonziggber
ein Intervall | = [a;b] parametrisiert und man erhalt die globalen Parameterwerta =
vi<iii< vi o =wvi<:ii< vl =vP<iii< v™e = b Das Interval | I&sst sich
folgendermayen zerlegen
[ o
= 1y L =[vpv, i =100 m:
i=1

Zu jedem Paar von Intervallenl;; 1; wird eine stickweise, lineare BijektiorB; : 1; ! |
de niert. Fur die Teilintervalle I, =[v/;vi,;] li; 1, =[v;¥,,] |; ist die Einschran-
kung von B; auf I;; de niert als die eindeutig bestimmte lineare Abbildung vonl;; nach
l;,. Setzt manC; = C; B, so erhalt man mit(l;;C;) eine neue Parametrisierung von
G. De niert man

| I R®

C: v I Ci(v); furv 2 Ij;

so ist(l; C) die globale Parametrisierung vorc.

Es seiG eine Geometrie, welche ein Gebiet R?® de niert. Weiter seien H ein bezlig-
lich zulassiges Hexaedergitter undr = fF 1;:::;F,g eine zuldssige Zerlegung va@
in Flachenverbande. Die Menge der Kante& (Z) von Z¢ ist de niert durch

E(Ze)= fC2 E(Q)j9F;F; 2Z¢;i6j C F;\F ;g

dass gilt
8
 E(©)= EZ),
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Abbildung 5.13:

Zu sehen ist der Kurvenverband® = fCy; Gg.DieKurven G = C1(11); G =
C2(l2) werden jeweils durch die Polygonzug®; P, approximiert. Die Ver-
kettung von Pq; P, ergibt den PolygonzugP . Dieser wird tUber das Intervall

| = [a;b] parametrisiert. B1;B, sind stiickweise lineare Bijektionen zwi-
schen den Teilintervallenl;1- | und den Intervallen |1;15. Setzt man
Ci1 = C1 Bj1;C, = C, By, so erhdlt man neue Parametrisierungen
(I1;C1); (12;C2) der Kurven G; G. Die globale Parametrisierung(l; C) von

¢ ist stiickweise de niert als C1 bzw. C.
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5 Gittererzeugung mittels globaler Parametrisierung

Co

Abbildung 5.14:  Die KantenmengeE (Zg) der Flachenverbandzerlegun  der Geometrie
G aus Beispiel 5.13 wird in vier KurvenverbandeC;; &; &; & zerlegt.

Die ZerlegungZ « ist disjunkt, d.h. zu jeder KanteC 2 E(Z¢) existiert genau ein
Kurvenverband & mit C 2 &.

Zu jeder Randkante[v;w] 2 Eg(H% mit viw 2 F{\F j; Fi;F; 2 Z¢ existiert
genau ein KurvenverbandC 2 Z, mit [v;w] 2 €

Zu jedem KurvenverbandC wird, wie im vorherigen Abschnitt beschrieben, eine globa-
le Parametrisierung(l; C) erzeugt. Die gleichmayige Unterteilung einer Kantév;w] 2
Eg(H®) mit v;w 2 Fi\F j; Fi;F; 2 Z 4 erfolgt nun analog zur Unterteilung eines Rand-
vierecksQ = Vv1Vovavy 2 Quo im globalen Parameterbereich des Flachenverbandes
F2Zg mit vi;Vvy;Va; Vs 2 Sg. Zu den Eckenv; w existiert genau ein Kurvenverband
QVW] mit v;w 2 Q\,W]. Dann erfolgt die gleichmayige Unterteilung vorjv;w] im globalen
Parameterbereichl von G, ).

Beispiel 5.8

Im vorigen Beispiel (siehe Abbildung 5.13) wurde die Geometr{® des Zylinders in vier
FlachenverbandeZr = £35;;S,; Ss; Sqg zerlegt. Nun wird die KantenmengeE (Z¢) in
vier Kurvenverbande zerlegt (siehe Abbildung 5.14). Die Kurvenverbandg und & be-
stehen aus jeweils vier Kurven und entsprechen den Randern der FlachenverbaSde
und S,. Die Kurvenverbande& und &, bestehen jeweils nur aus einer Kurve, welche
den gemeinsamen Randern der Flachenverban8g S, entsprechen. Unterteilt man nun
Kanten, welche auf den Randern von Flachenverbanden liegen, in den globalen Parame-
terbereichen der entsprechenden Kurvenverbanden, so ergibt sich nach einer Unterteilung
des Gitters H® das Gitter H?! (siehe Abbildung 5.11).
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5.4 Globale Parametrisierung von NURBS-Flachenverbanden mit Léchern

G H°

Abbildung 5.15: Zu sehen ist eine GeometrieG, welche eine FlacheS enthalt, die nicht
einfach zusammenhéangend ist. Das GrobgitteH© ist zul&ssig beziiglichG.

5.4 Globale Parametrisierung von
NURBS-Flachenverbanden mit Lochern

n 2 N; einfach zusammenh&ngend sein. Der Hauptgrund fur diese Forderung ist, dass
die in Kapitel 4 beschriebenen linearen Projektionsverfahren nur auf eine Triangulierung
T anwendbar sind, deren Ober &cheS; ebenfalls einfach zusammenhangend ist. Die
Software Rhinocerosliefert nur dann eine einfach zusammenhéngende, approximierende
Triangulierung T, wenn auch der zu approximierende Flachenverbari einfach zusam-
menhangend ist. Ein anderes Ergebnis ware auch nicht sinnvoll. Zu Flachenverbanden
mit Lochern kann dementsprechend mit dem neuen Verfahren nicht direkt eine globale
Parametrisierung erzeugt werden. Solche Flachenverbande missen zunaostchnitten
werden. Dies ist allgemeine Praxis bei der Parametrisierung von Triangulierungen (siehe
hierzu [26] und [48]).

5.4.1 Klassischer Ansatz: Zerschneiden

Abbildung 5.15 zeigt eine Geometri&s, welche eine Flache& enthalt, die nicht einfach
zusammenhangend ist. Des Weiteren ist ein Grobgittad® zu sehen, welches zulassig
bezlglich des durchG beschriebenen Gebietes ist. F = fSg ist kein gultiger Flachen-
verband, da die Ober acheSg nicht einfach zusammenhangend ist. Durch Hinzunehmen
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Abbildung 5.16:

116
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Im ersten Bild ist in einer Draufsicht die Flache S der Geometrie G aus
Abbildung 5.15 zu sehen. Des Weiteren werden die Randvierecke des Grob-
gitters H? gezeigt, welche auf der FlacheS liegen. Daneben ist zu sehen,
wie die FlacheS in zwei Teil &chen S;; S, horizontal zerschnitten wurde.
Eine FlachenverbandzerlegungZg von G mit F1;F» 2 Z g ist nicht zulas-
sig beziiglichH®. Die durch Punkte markierten Kanten lassen sich nicht
in den globalen Parameterbereichen der Flachenverbande unterteilen. Das
Grobgitter H® muss an den gleichen Stellen wie die Flach® zerschnitten
werden.



5.4 Globale Parametrisierung von NURBS-Flachenverbanden mit Léchern

der Flachen desoberen Zylindersvon G ergibt sich zwar ein gultiger Flachenverband,
aber da der Ubergang zwischen diesen Flachen in starkem Maye nicht tangentenstetig
ist, fuhrt dies aus meiner Erfahrung zu einer sehr schlechten Parametrisierung. Stattdes-
sen wird die FlacheS in zwei Teil &chen S;; S, zerschnitten. Mit F, = fS1g;F, = fS,g
erhalt man so zwei gultige Flachenverbande. Abbildung 5.16 veranschaulicht den Schnitt.
Im ersten Bild ist eine Draufsicht der FlacheS zu sehen. Die vier Randvierecke des Grob-
gitters H®, welche auf der Flaches liegen, sind ebenfalls zu erkennen. Das zweite Bild
zeigt einen horizontalen Schnitt durchS, welcher S in die zwei Teil achen S;; S, zer-
legt. Eine Flachenverbandzerlegung von Gmit Fq;F, 2 Z ¢ ist jedoch nicht zulassig
bezlglichH?. Das linke und das rechte Viereck liegen weder komplett auf der Ober-
ache von F; noch auf der Ober ache vonF,. Dies steht im Widerspruch zur dritten
Bedingung fur eine Flachenverbandzerlegung. Somit lassen sich nicht alle Kanten inner-
halb eines globalen Parameterbereichs unterteilen. Diese Kanten sind in Bild 2 durch
Punkte markiert. Um nun doch eine gultige Flachenverbandzerlegung zu erhalten, muss
das Grobgitter H® an den gleichen Stellen zerschnitten werden wie die FlacBe(Bild

3). Entsprechend verfahrt man mit derunteren Kreis &che der GeometrieG. Mit dieser
Strategie lasst sich eine gultige Flachenverbandzerlegung v@rerzeugen. Alle beschrie-
benen Schritte erfolgen hierbei manuell.

Nachteile
Zwar ist die im vorigen Beispiel beschriebene Strategie grundsatzlich durchfiihrbar, doch
es ergeben sich einige Nachteile:

Die Geometrie G wie auch das GrobgitterH® miissen verandert werden. Insbe-
sondere erhoéht sich die Anzahl der Hexaeder des Grobgitters, was einen negativen
Ein uss auf das Mehrgitterverfahren hat.

Eine groye Anzahl von manuellen Schritten ist nétig.

Mit steigender Anzahl von Léchern pro Flache wird das Anpassen der Geometrie
und des Grobgitters zunehmend komplexer.

5.4.2 Neuer Ansatz: Locher fullen

Im Folgenden wird eine Vorgehensweise vorgestellt, die diese Nachteile nicht aufweist.
Mir ist kein wissenschaftlicher Artikel bekannt, in dem diese Vorgehensweise bereits be-
schrieben wurde. Das bisherige Verfahren wird um einen wesentlichen Punkt erweitert.
Es seiH? ein Hexaedergitter, welches zulassig ist bezlglich eines durch die Geomekie
beschriebene Gebietes. Weiter seiZ¢ eine zulassige Flachenverbandzerlegung beziig-
lich HC. Hierbei sind nun Flachenverbande mit Lochern ausdriicklich erlaubt. Es sei nun
F 2 Z ¢ ein Flachenverband mit einem Loch. Der Rand dieses Lochs wird durch eine
Menge von KurvenfCy;:::;Gg Eg(F); | 2 N; beschrieben. Diese werden zu einem
Kurvenverband € zusammengefasst. Des Weiteren s€i eine zulassige, approximieren-
de Triangulierung beziiglich des Flachenverbandds. Auch die Triangulierung T hat
ein Loch. Die Kanten der TriangulierungT, welche auf dem Kurvenverband: liegen,
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Abbildung 5.17:  Zu sehen ist die TriangulierungT , welche die FlacheS aus Abbildung 5.15
approximiert. Durch schlieyen des Lochs vorif ergibt sich die Triangulie-
rung T2 Projektion von T Cliefert die Triangulierung T2 T %ist im konkreten
Fall kongruent zu T%und wird in diesem Beispiel mit T2 gleich gesetzt.

bilden einen geschlossenen Polygonzég der den Rand des Lochs der Triangulierung
T beschreibt. Das Loch der Triangulierungf’ wird geschlossen, indem der Polygonzug
P trianguliert wird. Dies erfolgt momentan mit Hilfe des Programms Rhinoceros. Das
Resultat ist die Triangulierung T2 Schlieylich wird zum Flachenverband= eine globale
Parametrisierung (D; S) mittels des in Abschnitt 5.1.2.3 beschriebenen Verfahrens er-
zeugt. Als approximierende Triangulierung wird die Triangulierundf © verwendet. Diese
Triangulierung hat kein Loch und somit kann auf diese eines der beschriebenen linearen
Projektionsverfahren angewendet werden. Dadurch wird eine Projektion : Spo ! R?
de niert, welche die Triangulierung T° auf eine planare TriangulierungT © projiziert.

O ensichtlich gilt S¢S 4,. Somit lasst sich die Projektion auf die Triangulierungf
anwenden und man erhéalt die globale Triangulierund . Als globaler Parameterbereich
wird nun D := S; S ;o gewahlt. Auch dieser hat ein Loch. Die AbbildungS ergibt
sich wie in Abschnitt 5.1.2.3 beschrieben.

Beispiel 5.9

Abbildung 5.17 zeigt eine Triangulierungf, welche die Flaches aus dem vorherigen Bel-
spiel approximiert. Durch Schlieyen des Lochs ergibt sich die Triangulierun® Diese
wurde auf die TriangulierungT © projiziert. Der Rand wurde mit Hilfe der Kreisbogen-
Strecken-Projektion auf einen Kreis projiziert. Die inneren Ecken wurden mit Hilfe der
Mittelwert-Projektion projiziert. In diesem konkreten Beispiel entspricht die Randpara-
metrisierung einer Drehung und Verschiebung der zu projizierenden Ecken. Die Projek-
tion der Randecken ist also eine Kongruenzabbildung und somit eine a ne Abbildung.
Da T9planar ist, gilt aufgrund der Reproduktionseigenschaft der Mittelwert-Projektion
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Abbildung 5.18:  Zu sehen ist ein Quadrat (schwarz) in einem globalen Parameterbereich,
dessen rechte Kante auf dem Teil eines Randes eines Lochs (rot) liegt. Der
gultige Teil des Parameterbereichs liegt links vom Rand. Wird die Kante
halbiert, so liegt der neu entstandene Punkt auyerhalb des gliltigen Para-
meterbereichs (Bild 2). Wird die Kante im globalen Parameterbereich des
Randes unterteilt, so liegt der neue Punkt ebenfalls auf dem Rand und somit
innerhalb des gultigen Parameterbereichs (Bild 3).

dies auch fur die inneren Ecken voi ©. Entsprechend kann manr ®mit T°gleichsetzen.
Der auyere Rand der approximierenden Triangulierung sowie der Rand des Lochs sind
rot markiert. Entsprechend wurden diese Rander auch in den Triangulierungdi’= T?°
hervor gehoben. Die globale Triangulierund , welche den globalen Parameterbereich
D := S; des Flachenverbande& = fSg de niert, liegt zwischen den rot markierten
Réandern.

Vergleich zum klassischen Verfahren

Im Vergleich zum klassischen Verfahren ist bei meinem Ansatz kein Veréndern der Geo-
metrie n6tig. Momentan werden die Erzeugung der Approximationen der Flachenver-
bande und das Fllen der Locher halbautomatisch mit Hilfe des Programms Rhinoceros
durchgefihrt. In Kapitel 3 wurden einige Verfahren zur Approximation von Flachen vor-
gestellt. Des Weiteren existieren zahlreiche Verfahren zur Triangulierung von Polygon-
zugen. Referenzen hierfur sind [49] und [28]. Durch Implementierung solcher Verfahren
lassen sich auch diese Prozesse automatisieren. Die Anzahl der Locher in einem Flachen-
verband spielt dabei keine Rolle. Zusammenfassend lasst sich also sagen, dass der neue
Ansatz keinen der erwahnten Nachteile des klassischen Verfahrens aufweist.

5.4.2.1 Gleichmayige Unterteilung im globalen Parameterbereich

Die gleichmayige Unterteilung des Grobgitter$i® erfolgt nun genauso wie im Abschnitt
5.2.2 beschrieben. Es sét ein Flachenverband mit Loch, zu dem nach dem gerade
erlauterten Verfahren eine globale ParametrisierungD; S) erzeugt wurde. Weiter sei
Q 2 Fg(H?) ein Randviereck vonH?, dessen Ecken auf der Ober &ch8: von F liegen.
Die gleichmayige Unterteilung vonQ erfolgt dann im globalen Parameterbereich von
F. Es seiQ der entsprechende Reprasentant vo® im globalen ParameterbereiclD.
Hierbei muss nun beachtet werden, dass neue Punkte, welche durch Unterteilung ¥@n
entstehen, auch wieder innerhalb vo liegen. Vierecke, fur die mindestens eine Kante
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Vi v7 V3 /
Vs = Ve
Vg
V1 Vs Vo

Abbildung 5.19:  Im ersten Bild ist zu sehen wie ein ViereclQ = v1Vvav3vy4 im im globalen
ParameterbereichD eines Flachenverbande& nach der klassischen Metho-
de unterteilt wird. Das zweite Bild zeigt ein Beispiel, bei dem die rechte
Kante auf dem Rand eines Lochs liegt. Die Kante wird im globalen Para-
meterbereich des Randes unterteilt. Das klassische Unterteilungsverfahren
fuhrt dazu, dass der Unterteilungsmittelpunkt nicht mehr im globalen Pa-
rameterbereich des FlachenverbandeF liegt. Bild 3 veranschaulicht das
modi zierte Unterteilungsverfahren. Der Unterteilungsmittelpunkt liegt im
globalen ParameterbereichD .

auf dem Rand eines Lochs liegt, missen besonders behandelt werden. Im linken Bild
von Abbildung 5.18 ist ein QuadratQ zu sehen, welches im globalen Parameterbereich
eines FlachenverbandeB mit Loch liegt. Ein Teil des Randes des Lochs ist rot hervor
gehoben. Der gultige Teil des Parameterbereichs liegt links vom Rand. Die rechte Kante
des Vierecks liegt auf dem Rand. Wird die Kante halbiert, so liegt der neu entstandene
Punkt auyerhalb des gultigen Parameterbereichs (mittleres Bild). Um das zu verhindern
wird der Rand des Lochs zu einem Kurvenverban@ zusammengefasst und zu diesem
wird eine globale Parametrisierundl; C) erzeugt. Wird nun die rechte Kante im glo-
balen Parameterbereich des Kurvenverbandd$unterteilt, dann liegt der neu erzeugte
Punkt ebenfalls auf dem Rand des Lochs und somit im gultigen Parameterbereich (rech-
tes Bild). Damit auch der Mittelpunkt der gleichméayigen Unterteilung eines Vierecks
innerhalb des globalen Parameterbereichs liegt, muss das in 5.2.2 beschriebene Unter-
teilungsverfahren modi ziert werden.

Klassische Unterteilung

Es seiQ = v1V,v3vy ein zu unterteilendes Viereck im globalen Parameterbereich
D eines Flachenverbande& . Bei der klassischengleichméayigen Unterteilung werden
zunachst die Seitenvi;Vs]; [V2;vs]; [Va4iVa]; [V1;V2]; halbiert, wodurch man die Ecken
Vs, Ve, V7, Vg erhalt. Der Mittelwert %(vl + v, + vz + Vvy) der vier Ecken vonQ bildet
den Mittelpunkt vg der Unterteilung. Durch geeignetes Verbinden dieser Ecken erhéalt
man die vier neuen Vierecke (siehe erstes Bild in Abbildung 5.19). Liegt nun eine der
Kanten auf dem Rand eines Lochs, so ist es mdglich, dass der Unterteilungsmittelpunkt
auyerhalb des globalen Parameterbereich3 liegt. Ein entsprechendes Beispiel ist im
zweiten Bild von Abbildung 5:19 zu sehen. Hier liegt die rechte Kante des Vierecks auf
dem Rand eines Lochs und wird im globalen Parameterbereich des Randes unterteilt.
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Der Unterteilungsmittelpunkt liegt auyerhalb des globalen Parameterbereich3 von F .
Darlber hinaus sind die beiden rechten Unterteilungsviereckerdreht Die Ursache flur
die negativen E ekte des klassischen Verfahrens liegt darin, dass die Mittelpunkte der
Kanten nicht in die Berechnung des Unterteilungsmittelpunktes mit einbezogen werden.

Modi zierte Unterteilung

Fur jedes planare Viereck gilt, dass der Mittelwert der Eckpunkte gleich dem Schnitt-
punkt der beiden Verbindungsstrecken der gegentberliegenden Mittelpunkte der Kanten
ist. Der Schnittpunkt unterteilt die Verbindungsstrecken in einem Verhaltnis vonl : 1
Unterteilt man die Kanten des VierecksQ mit Hilfe der klassischen Unterteilung, so
ergibt sich fur den Unterteilungsmittelpunkt

Vo= Z(Vi* Vot Vst V) (5.1)
. %(vs ¥ Vgt Vot V) (5.2)
= %(V5 + V7) (5-3)
= Vet Vo) (5.4)

Diese Identitaten dienen als Motivation flr das modi zierte Unterteilungsverfahren. Lie-
gen nur eine Kante oder zwei gegeniberliegende Kanten auf dem Rand des globalen Pa-
rameterbereichsD, dann werden die Gleichungen (5.3) oder (5.4) angewendet. In allen
anderen Fallen wird Gleichung (5.2) benutzt. Liegt z. B. nur die Kantdv;v,] auf dem
Rand von D, so wird Gleichung (5.3) angewendet. Im Weiteren wird dieses Verfahren
alsmodi ziertes Unterteilungsverfahren bezeichnet. Das dritte Bild von Abbildung
5.19 veranschaulicht das modi zierte Unterteilungsverfahren. Nur die Kantps,;v3] des
VierecksQ liegt auf dem Rand vonD. Somit wird der Unterteilungsmittelpunkt vg als
Mittelwert der Punkte vg;Vvg gebildet. Der Mittelpunkt liegt nun innerhalb des globa-

len Parameterbereichs vorF und keines der neu entstandenen Vierecke ist verdreht.
In keinem meiner berechneten Beispiele hat das modi zierte Unterteilungsverfahren zu
Problemen geflhrt. Alle Unterteilungsmittelpunkte lagen stets im globalen Parameter-
bereich des entsprechenden Flachenverbandes und es entstanden nie verzerrte Vierecke.
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6 Numerische Ergebnisse

In diesem Kapitel werden zwei numerische Experimente vorgestellt, welche mit Hilfe von
FEATFLOW und dem neuen Unterteilungsverfahren durchgefihrt wurden. Es wird sich
zeigen, dass mit diesem Verfahren Gitter von sehr guter Qualitat erzeugt werden. Dies
fuhrt zu sehr guten Konvergenzraten des Feat owldsers.

6.1 Der Loser PP3D

Im Folgenden wird ein kurzer Uberblick uber den Ablauf des Lésers PP3D gegeben.
Dieser zeichnet sich durch eine besondere Robustheit bei nicht stationaren Problemen
aus. Eine detaillierte Beschreibung des Verfahrens ndet sich in [3] und [56]. Wie be-
reits in Abschnitt 1.4.4 erlautert wurde, ist nach erfolgter Zeit- und Ortsdiskretisierung
der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen im Zeitschritt ! tj,; das folgende
gekoppelte nichtlineare Gleichungssystem zu lésen

S(yi+1)yi+l + B Zi+1 — gi.

BTyi+1 =0:
Hierbei sindy'*!* und z'** die nodalen Koe zientenvektoren des gesuchten Geschwin-
digkeitsfeldsu'*! und des Drucksp'*! zum Zeitpunkt t;.; . Das gekoppelte Problem wird
mit Hilfe des Schur-Komplements entkoppelt. Man erhalt eine nichtlinearBurgersglei-
chung fur die Geschwindigkeit und eine linearéruckkorrekturgleichung Diese werden
getrennt voneinander gelost.

Es seien nun die Koe zientenvektoreny' und z' gegeben. Dann werdey'*! und z'*!
in drei Schritten bestimmit:

1. L6se die nichtlineare Burgersgleichung

Man erhélt eine vorlau ge Lésungy'*!. Das zugehdrige Geschwindigkeitsfeld sei
TR

2. Lose die Druckkorrekturgleichung

i+1.

Rq= itBTy

Hierbei ist R = BTM, !B. M, ergibt sich aus der MassematriXM durch soge-
nanntes lumping. BTy'*! entspricht der diskreten Divergenz der Zwischenlésung
TR
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3. Die Losungeny'*! und z'** zum Zeitpunkt t;,; erhalt man durch Durchfiihrung
der Korrektur

i+1 _—

7 — Zi + q’ yi+1 — y"i+:|_ tMI qu

Die nichtlineare Gleichung im ersten Schritt wird mit Hilfe eines Fixpunkt-Defektkor-
rektur-lterationsverfahrens geldst. In jedem Iterationsschritt ist dabei ein lineares Glei-
chungssystem zu I6sen. Dies erfolgt mit einem Mehrgitter-Verfahren. Die lineare Druck-
korrekturgleichung wird ebenfalls mit einem Mehrgitter-Verfahren gelost.

Verschiedene Kenngréyen werden von dem Programm PP3D protokolliert. Anhand die-
ser Kenngréyen kann die Robustheit und die Geschwindigkeit des Loésers untersucht
werden. Es seied : R" ! R" einen n Matrix, sowie X = (X1 X2 X3); b =(by by b3);

mit xi;b; 2 R";i =1;2;3. X1;X5; X3 Werden als 1., 2., 3. Komponente vor bezeichnet.
Durch Ax = b werden drei lineare Gleichungssysteme beschrieben, welche durch ein
iteratives Verfahren geldst werden. Hierbei seied = (xX x5 xX); k 2 N die zugehérigen
Iterierten mit gegebenem Startwertx®. Dann heiyen

KAXK  biky kxK o xkky
‘max kbik, © max kxkk;
i=1;2;3 i=1;2;3
relativer Fehler und relative Anderung der i-ten Komponente der lterierten
xk und
o 0 maxkaxk bk
kAX:( bikz k_ @i=1;2;3 : ! 2A
kAX? bk, iLr}aZkaAxP bk,

heiyennumerische Konvergenzrate der  i-ten Komponente der Iterierten x¥ und
numerische Konvergenzrate der lterierten xK. Fur nichtlineare Gleichungssysteme
lassen sich diese Begri e analog de nieren. Bezogen auf die iterative Losung der nicht-
linearen Burgersgleichung werden die relativen Fehler der einzelnen Komponenten mit
DEF-U1; DEF-U2; DEF-U3, die relativen Anderungen mit REL-U1; REL-U2; REL-U3
bezeichnet. Die Konvergenzrate des Fixpunkt-Defektkorrektur-Iterationsverfahrens zur
Lésung der nichtlinearen Gleichungen wird miRHONL bezeichnet. Die Konvergenzra-
ten der Mehrgitterverfahren zur Lésung der linearen Teilprobleme werden komponen-
tenweise mitRHOMG1; RHOMG2; RHOMG3 bezeichnet.

Fur das nichtlineare Iterationsverfahren konnen verschiedene Abbruchkriterien vorgege-
ben werden. Fir beide numerischen Experimente wurden die folgenden Werte festgelegt.
Die maximale Anzahl an Iterationen betragtS. Ein vorzeitiger Abbruch erfolgt, wenn

gilt
DEF := max (DEF-U1 ; DEF-U2; DEF-U3) 10 °;
REL := max (REL-U1 ; REL-U2; REL-U3) 10 %
DEF 10 'DEFOLD:
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Ve

Vi

Vo
Vi

Abbildung 6.1:  Bezeichnung der Ecken am Einheitsquader.

DEFOLD bezeichnet den relativen Fehler des Startvektors. Flr einen vorzeitigen Ab-
bruch miussen alle diese Kriterien gleichzeitig gegeben sein.

Die Qualitat der Hexaedergitter, welche zur Ortsdiskretisierung verwendet werden, hat
einen groyen Ein uss auf die Konvergenzrate der verwendeten Iterationsverfahren, ins-
besondere der Mehrgitterverfahren. Bereits eischlechtesHexaederelement kann auf ein
schlecht konditioniertes Gleichungssystem filhren und die Konvergenzrate negativ beein-
ussen.

6.2 Die skalierte Jacobi-Determinante als
Qualitatsmay fur Hexaeder

Es seiH der Einheitsquader (siehe Abbildung 6.1). Die Ecken der unteren Seite werden
beginnend mit der Eckevo = (00 0) T, gegen den Uhrzeigersinn mitq; vy;V; V3 bezeich-
net. Entsprechend werden die Ecken der oberen Seite vdnbeginnend beiv, =(001)T,
mit V4;Vs; Ve, V7 bezeichnet. In jeder Eckev; des Einheitsquaders werden ein Tetra-
eder T; = 4 v;v;vv, und ein positiv orientiertes, orthonormales Koordinatensystem
Oi =(vi;vj Vi;Vvk ViV V) de niert. Die Indizes haben hierbei die Form

j=1+1 (mod4); k=i 1 (mod4) |l=i+4;i=0;:::;3
j=1 1 (mod4) k=i+1 (mod4);, |=1i 4 i=4;::T:
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Des Weiteren seiH ein allgemeiner Hexaeder. Die Ecken voH werden in analoger

bzw. untere Seite aufgefasst und die Ecken dieser Seiten werden gegen den Uhrzeigersinn
nummeriert. Ebenfalls analog werden das Tetraeddr; und das Koordinatensysten®; in
der Eckev; de niert. Das KoordinatensystemO; kann hierbei positiv orientiert, negativ
orientiert oder entartet sein. Durch
fo 4o b4y
Tov L v+ Jv
mit
Ji=(vj Vivik Vivi V)

erhalt man eine a ne Abbildung von 4 4 auf 4 ;. Gleichzeitig beschreibtf; eine a ne
Koordinatentransformation von Oqy auf O;. J; ist hierbei die Jacobimatrix der Abbil-

dung f;.
Setzt man nun
Q = Vj Vi Vk VY ViV, .
I = ]

ij Vikz ka Vikz kV| Vikz

so bezeichnet mardet(Q;) als skalierte Jacobi-Determinante von H in v,. Dieses
May ist ein Standardqualitdtsmay fur Hexaeder und ist in der Literatur weit verbrei-
tet. Referenzen hierfir sind [32] und [31]. Die folgenden Aussagen sind diesen Refe-
renzen entnommen. Der Wertebereich vodet(Q;) ist [ 1;1]. Ist det(Q;) 0O, so ist
das KoordinatensystemO; negativ orientiert. Dies gilt als nicht akzeptabel. In diesem
Fall bezeichnet man das Hexaedad als invertiert. Fur det(Q) = 1 ist O; ein posi-
tiv orientiertes orthonormales Koordinatensystem. Dies wird als optimal angesehen. Die
skalierte Jacobi-Determinante von H ist de niert als das Minimum aller Skalierten
Jacobi-Determinanten in den Ecken des Hexaeders und wird im Weiteren n8D(H)
bezeichnet. Der Wertebereich dieses Qualitatsmayes ist ebenfdlld; 1]. Um invertier-

te Hexaeder zu vermeiden, wird vorausgesetzt, dass mindestS&i(H) > 0 gilt. Als
allgemein akzeptabel gilt ein HexaedeH mit einem Wert von SJD(H) 0:2. Far
SJD(H) =1 liegt ein Quader vor. Dies wird als Optimum betrachtet. Bei diesen Werten
handelt es sich lediglich um Richtwerte. Welche Qualitat ein Gitter haben muss, héngt
von der jeweiligen Anwendung ab.

Beispiel 6.1

Abbildung 6.2 zeigt funf Hexaeder. Die Lange und Breite des ersten Hexaeders betra-
gen funf Langeneinheiten. Die Hohe is1:25 Langeneinheiten. Bei den vier folgenden
Hexaedern wird die obere, rechte Kante der Reihe nach auf sechs bis neun Langenein-
heiten verlangert. Dabei wird die vordere Ecke dieser Kante xiert. Die skalierte Jacobi-
Determinante der Hexaeder betragt von links nach rechtd; 0:766 0:492 0:329 0:233

Verwendete Hardware
Samtliche Berechnungen wurden auf einem 64-Bit-Linux-System durchgefiihrt. Die CPU
war ein AMD Opteron 844 mit 1793 Mhz. Der zur Verfiigung stehende Speicher betrug
15561 MB.
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Abbildung 6.2:  Zu sehen sind funf Hexaeder. Der Wert der Skalierten Jacobi-Determinante
dieser Hexaeder betragt von links nach rechtsl; 0:766; 0:492 0:329 0:233

6.3 Beispiel 1. T-Stuck

Geometrie

Im ersten Beispiel wird der Fluss durch ein sogenanntdsStiuck simuliert. Die zugeho-
rige Geometrie ist in Abbildung 6.3 zu sehen. Als Langeneinheit wird Meter gewahlt.
Dies erleichtert einige Berechnungen. Zwar ergibt dies ein ungewoéhnlich groyes T-Stlick,
jedoch hat dies keinen Ein uss auf die Bewertung des neuen Verfahrens. Das T-Stick
besteht aus einem Hauptteil sowie zwei Zu Ussen und einem Ab uss. Das Hauptteil ist
ein Zylinder mit einem Durchmesser vor20 m und einer Lange von30 m Die Zu- und

Ab Usse sind Zylinder mit einem Durchmesser vori0 mund einer Lange vor20 m. Die
Lange des rechten Zylinders bezieht sich auf die kirzeste Lange auf der Zylinder &che
entlang der Zylinderachse.

Zerlegung in Flachenverbénde
Die GeometrieG des T-Stiicks wird durchl16 NURBS-Flachen beschrieben. Die Rander
der Flachen sind in der Abbildung schwarz hervor gehoben. Die Geometrie wird 13

und die restlichen aus je einer Flache. Abbildung 6.4 zeigt die Flachenverbande, welche
aus je zwei Flachen bestehen. Zwei dieser Flachenverbande haben jeweils ein Loch. Als
charakteristische Kurven wurden alle Kurven ausgewahlt, welche nur ein€f-stetigen
Ubergang zwischen zwei Flachen bilden.

Approximierende und globale Triangulierung
Die 13Flachenverbande des T-Stlcks wurden mit Hilfe des Programms Rhinoceros durch

Kriterien vorgegeben (siehe Abschnitt 5.1.2.1): Maximaler Winke20, Maximales Sei-
tenverhdaltnis 1, Maximale Kantenlangel:5, Maximaler Abstand Kante zu FlacheO:1.
Das Ergebnis ist in Abbildung 6.5 zu sehen. Alle Triangulierungen zusammen bestehen
aus insgesamtil4620Dreiecken.

Mit Hilfe der Mittelwert-Projektion werden zu den approximierenden Triangulierun-
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gen entsprechende globale Triangulierungen erzeugt. Als Randparametrisierung wird die
Kreis-Bogen-Strecken-Projektion verwendet. Beispielhaft werden die globalen Triangu-
lierungen zweier Flachenverbande in Abbildung 6.6 gezeigt. In der ersten Zeile sind die
beiden Flachenverbande zu sehen. In der mittleren und unteren Zeile werden die ap-
proximierenden bzw. globalen Triangulierungen gezeigt. Der Flachenverband oben links
hat ein Loch. Das Loch der zugehorigen, approximierenden Triangulierung wurde, wie
in Abschnitt 5.4.2 beschrieben, gefullt.

Hexaedergitter
Mit Hilfe des Programms ICEM CFD wird zuerst ein Grobgitter H® erzeugt. Mit dem
in Abschnitt 5.2.2 vorgestellten Algorithmus wird dieses Gitter insgesamt drei mal un-
terteilt und man erhalt die Gitter H;H?; H3. Alle diese Gitter sind zulassig beziiglich
der GeometrieG des T-Stiicks. Die Gitter H% H! bzw. H?;H?3 sind in den Abbildun-
gen 6.7 bzw. 6.8 zu sehen. Einen Uberblick uber die Anzahl der Ecken und Hexaeder
der Gitter gibt Tabelle 6.1. Die Tabellen 6.2 und 6.3 enthalten genaue Angaben zur
Qualitat der Gitter, bezogen auf die skalierte Jacobi-Determinante. Tabelle 6.2 gibt ei-
ne Ubersicht Uiber die Qualitat aller Hexaeder. Tabelle 6.3 zeigt einen entsprechenden
Uberblick fur alle Hexaeder, fiur die mindestens eine Ecke auf dem Rand des Gebiets
liegt. Diese Hexaeder heiyen im Weiteren Randhexaeder. Wie den Tabellen zu ent-
nehmen ist, enthalt bereits das Grobgitter vier Hexaederelemente mit einer skalierten
Jacobi-Determinante von ungefahf:28. Diese sind keine Randhexaeder, sondern innere
Elemente. Bei der Unterteilung hat die Randanpassung keinen Ein uss auf die Qualitat
dieser Elemente. Eine Verbesserung dieser unteren Schranke ist also nicht moglich. Der
Groyteil der Hexaeder hat eine skalierte Jacobi-Determinante (SJD) vdn5 oder gréyer.
Bei den Randhexaedern gilt dies sogar fur alle Elemente. Auf der feinsten Stufe haben
lediglich 16 Elemente einen Wert der SJD zwischef):28 und 0:3. Insgesamt haben alle
vier Gitter eine gute Qualitat. Bei besserer Konstruktion des Grobgitters ware eine noch
hohere Qualitat moglich gewesen.

Reynoldszahl

Mit Hilfe der sogenanntenReynoldszahlRe lassen sich Stromungen klassi zieren. Diese
ist eine dimensionslose Groéye und de niert alRe = Y. Hierbei sindv;|; die charakte-
ristische Geschwindigkejtdie charakteristische Langeund die kinematische Viskositat.
Die Wahl der charakteristischen Groyen hangt vom jeweiligen Anwendungsfall ab. Fur
Rohrstromungen wahlt man Ublicherweise den Durchmesser des Rohrs als charakteristi-
sche Lange und die Uber den Querschnitt gemittelte Geschwindigkeit des Zu usses als
charakteristische Geschwindigkeit. Bei einem Wert voRe 2300geht die Strémung von
einem laminaren in einen turbulenten Zustand Uber. Bei umstromten Objekten wahlt
man in der Regel den Durchmesser als charakteristische Lange und ebenfalls die Gber den
Querschnitt gemittelte Geschwindigkeit des Zu usses als charakteristische Geschwindig-
keit. Ein klassisches Beispiel fur ein umstromtes Objekt ist ein Zylinder. FiiRe < 10
liegt eine laminare Stromung vor. Im Bereich vori0 < Re < 40 bilden sich direkt hin-

ter dem Zylinder zwei separate Wirbel. Bei einem Wert vod0 < Re < 200000l6sen
sich periodischVon Karman Wirbelstrayen. Bei noch gréyeren Reynoldszahlen geht die
Stromung in einen chaotischen Zustand Uber.
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6 Numerische Ergebnisse

Numerische Simulation

Es wurde folgendes numerisches Experiment durchgefuhrt. Durch den unteren und rech-
ten Zylinder des T-Stlicks erfolgt der Zu uss und durch den oberen Zylinder der Ab uss
des Fluids. Der Zu uss durch den rechten Zylinder zum Zeitpunk® hat eine Geschwin-
digkeit von 5%. Die Geschwindigkeit des Zu usses durch den unteren Zylinder zum
Zeitpunkt 0 betragt 1. Die Dichte des Fluids betrégtl% und entspricht in etwa der

Dichte von Wasser bei Raumtemperatur. Die kinematische Viskositat betra@tlm?z. Dar-

aus ergibt sich eine dynamische Viskositat vod00 mPas Dies entspricht ungefahr der
dynamischen Viskositat von Olivenol beR0 C. Es ergeben sich fir den rechten Zu uss
eine Reynoldszahl vorRe = w = 300 und fur den unteren Zu uss vonRe = ﬂ’ = 500.

Es handelt sich somit um Iamlnare Stromungen. Die Stromung wurde uber ein Zeitin-
tervall von 9 Sekunden simuliert. Als Loser wurde PP3D verwendet.

Die Berechnung der Simulation benétigte insgesan8 Stunden, 13 Minuten und 56
Sekunden. Die dreimalige Unterteilung des Grobgitters, inklusive der Randanpassung,
dauerte 22 Sekunden. Dies entspricht einem Anteil an der Gesamtzeit von weniger als
einem Promille. Somit ist die verbrauchte Zeit zur Randanpassung gegenuber der Ge-
samtlaufzeit vernachlassigbar.

Abbildung 6.9 zeigt einen Auszug aus dem Protokoll des Lésers zum Zeitpurk® im

13 Makrozeitschritt und des ersten von drei Teilzeitschritten. Dieser Auszug ist repra-
sentativ fir das gesamte Protokoll. Es erfolgt kein vorzeitiger Abbruch, somit werdeén
Iterationen durchgefiihrt. Zu erkennen ist, dass der relative Fehler wie auch die relati-
ve Veranderung sich gleichmé&yig und konstant verringern. Keine der drei Komponenten
konvergiert deutlich schneller oder langsamer als die anderen zwei. Auch die Konvergenz-
raten des Mehrgitterverfahrens der einzelnen Komponenten entwickeln sich gleichméayig.
Im fiinften Iterationsschritt ist der maximale Relative FehlerDEF = 0:810 °. Die ma-
ximale relative VeranderungREL betragt 0:2810 2. Die maximale Konvergenzrate des
Mehrgitterverfahrens ist 0:8810 © und die Konvergenzrate des nichtlinearen Iterations-
verfahrens betragt0:24. Insgesamt lassen diese Kennzahlen auf eine sehr schnelle und
robuste Konvergenz schlieyen. Insbesondere die Konvergenzraten des Mehrgitterverfah-
rens sind auyerordentlich gut.

Abbildung 6.10 zeigt eine Visualisierung der euklidischen Norm des Geschwindigkeits-
felds der Stromung nach neun Sekunden. Die Bilder zeigen den Schnitt des Stromungsfel-
des mit derxz-Ebene bzw. deryz-Ebene im Nullpunkt. Eine quantitative Uberpriifung
des Ergebnisses ist nicht mdglich, da die exakte Losung zum Vergleich nicht vorhanden
ist. Jedoch stimmt die Visualisierung in Abbildung 6.10 mit den Erwartungen uber-
ein. In der Hauptkammer des T-Sticks entsteht ein Wirbel. Der rechte Zu uss hat
aufgrund der héheren Geschwindigkeit einen Uberwiegenden Ein uss auf die Stromung.
Eine nachtragliche Berechnung mittels des Programms ParaView [52] ergibt als mittlere
Gesamtgeschwindigkeit ber der Flache des Ab usses einen Wert V747 . Die Summe
der mittleren Geschwindigkeiten der Zu lsse betrag8:827. Dies ergibt einen relativen
Fehler von0:02 und ist ein klares Indiz dafir, dass die berechnete Losung divergenzfrei
ist.
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6.3 Beispiel 1: T-Stuck

Abbildung 6.3:  Zu sehen ist ein T-Stlick. Das Hauptteil ist ein Zylinder mit einem Durch-
messer von20 Metern und einer Lange von30 Metern. Die Zu- und Ab Usse
sind Zylinder mit einem Durchmesser vonl0 Metern und einer Lange von20
Metern.

<
L&

Abbildung 6.4:  Zu sehen sind drei Flachenverbande der Geometri@ des T-Stlicks, welche
aus je zwei Flachen bestehen.
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6 Numerische Ergebnisse

Abbildung 6.5: Zu sehen ist die Vereinigung der approximierenden Triangulierungen
Ty; 000 Tis der FlachenverbandefF 1;:::; F13g.
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Abbildung 6.6: In der ersten Zeile sind zwei Flachenverbénde des T- Stlicks zu sehen. In der
mittleren und unteren Zeile werden die zugehorigen, approximierenden bzw.
globalen Triangulierungen gezeigt. 131



6 Numerische Ergebnisse

Abbildung 6.7:  Die beziiglich der GeometrieG des T-Stiicks zuldssigen HexaedergitteH °
(oben) und H1.
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6.3 Beispiel 1: T-Stiuck
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Abbildung 6.8:  Die beziiglich der GeometrieG des T-Stiicks zulassigen HexaedergitteH 2
(oben) und H?3.

133



6 Numerische Ergebnisse

Ecken | Hexaeder

Stufe 0 608 444
Stufe 1 4159 3552
Stufe 2 | 30749 28416

Stufe 3 | 236473 227328

Tabelle 6.1: Die Tabelle enthalt die Anzahl der Ecken und Hexaeder der GitterH9;:::: H?3.

Minimum Maximum Mittel
Stufe 0 0.28 1.00 0.88
Stufe 1 0.28 1.00 0.94
Stufe 2 0.28 1.00 0.96
Stufe 3 0.28 1.00 0.97
[0.0,0.1) |[0.1,0.2) | [0.2,0.3) | [0.3,0.4) | [0.4,0.5) total
Stufe 0 0 0 4 0 2 444
Stufe 1 0 0 4 20 10 3552
Stufe 2 0 0 6 124 78| 28416
Stufe 3 0 0 16 766 695 | 227328
[0.5,0.6) | [0.6,0.7) | [0.7,0.8) | [0.8,0.9) | [0.9,1.0] total
Stufe 0 2 4 136 20 276 444
Stufe 1 10 4 326 406 2772 3552
Stufe 2 56 60 1089 2350 24653| 28416
Stufe 3 411 374 5561 14266| 205239 227328

Tabelle 6.2: Die erste Tabelle zeigt das Minimum, das Maximum und das Mittel der ska-
lierten Jacobi-Determinante aller Hexaeder der HexaedergitteH?;:::: H® be-

zuglich der Geometrie des T-Stiicks. Die zweite und dritte Tabelle zeigen die
H&au gkeitsverteilung der skalierten Jacobi-Determinante, bezogen auf die Inter-

134



6.3 Beispiel 1: T-Stiuck

Minimum Maximum | Mittel
Stufe 0 0.50 1.00 0.85
Stufe 1 0.71 1.00 0.95
Stufe 2 0.71 1.00 0.98
Stufe 3 0.68 1.00 0.99
[0.0,0.1) |[0.1,0.2) | [0.2,0.3) | [0.3,0.4) |[0.4,0.5) | total
Stufe O 0 0 0 0 2 252
Stufe 1 0 0 0 0 0| 1064
Stufe 2 0 0 0 0 0| 4368
Stufe 3 0 0 0 0 0| 17696
[0.5,0.6) |[0.6,0.7) | [0.7,0.8) | [0.8,0.9) |[0.9,1.0] | total
Stufe 0 2 4 104 16 124 252
Stufe 1 0 0 34 150 880| 1064
Stufe 2 0 0 30 121 4217| 4368
Stufe 3 0 4 76 292 17324| 17696
Tabelle 6.3: Die erste Tabelle zeigt das Minimum, das Maximum und das Mittel der ska-

beziglich der Geometrie des T-Stlicks. Die zweite und dritte Tabelle zeigen die
Hau gkeitsverteilung der skalierten Jacobi-Determinante, bezogen auf die Inter-
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Auszug aus PP3D-Protokoll wahrend der Berechnung der Strémung durch

das T-Stiick.

Abbildung 6.9:



6.4 Beispiel 2: Schwebendes Kreuz im Windtunnel
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Abbildung 6.10:  Visualisierung der euklidischen Norm des Geschwindigkeitsfelds der Stro-
mung durch das T-Stick. Das linke Bild zeigt den Schnitt mit der xz-
Ebene im Nullpunkt. Das rechte Bild zeigt den Schnitt mit der yz-Ebene
im Nullpunkt.

6.4 Beispiel 2: Schwebendes Kreuz im Windtunnel

Geometrie

Im zweiten Beispiel wird der Fluss um ein schwebendes Objekt in einem Windtunnel si-
muliert. Lange, Breite und Hohe des Tunnels betragen jeweil®Q 50 und 50 Meter. Das
schwebende Objekt ist eine Vereinigung zweier Zylinder, welche sich in einem rechten
Winkel zueinander schneiden. Die Zylinderachsen sind parallel zgwAchse bzw.z-Achse
des Einheitskoordinatensystems ausgerichtet. Der Schnittpunkt der Zylinderachsen hat
die Koordinaten (30 25 25) Der Radius und die Lange beider Zylinder betrages bzw.

30 Meter. Abbildung 6.11 zeigt eine perspektivische Ansicht dieser Konstellation. Der
Zu uss und Ab uss liegen beix =0 bzw. x = 100.

Zerlegung in Flachenverbénde
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6 Numerische Ergebnisse

Die GeometrieG, welche das Zylinderkreuz und den Tunnel beschreibt, besteht aus 34
Flachen. Der Tunnel wird durch sechs Vierecks achen beschrieben. Das Zylinderkreuz
besteht aus28 Flachen. Der vordere, mittlere Bereich des Kreuzes besteht aus vier
dreickecksformigen Flachen, welche zu einem Flachenverband zusammengefasst werden
(siehe Abbildung 6.12). Entsprechend werden vier Flachen auf der Riickseite zu einem
Verband zusammengefasst. Die restlichen Flachen der Geometrie bilden einelementige
Flachenverbande. Insgesamt erhalt man so eine &28Flachenverbanden bestehende Fla-

alle Kurven gewahlt, welche nur einen stetigen Ubergang zwischen zwei Flachen bilden.

Approximierende und globale Triangulierung

Zu den einzelnen Flachenverbanden der Flachenverbandzerleguhg der GeometrieG
werden mit Hilfe des Programms Rhinoceros approximierende Triangulierungen erzeugt.
Die approximierenden Triangulierungen der Tunnelseiten entsprechen jeweils einem Vier-
eck, welches durch eine Diagonale geteilt wurde. Die approximierenden Triangulierungen
des Zylinderkreuzes bestehen insgesamt a2406 Dreiecken und ihre Vereinigung ist in
Abbildung 6.13 zu sehen.

Wie auch im ersten Beispiel werden mit Hilfe der Mittelwert-Projektion zu den ap-
proximierenden Triangulierungen entsprechende globale Triangulierungen erzeugt. Als
Randparametrisierung wird die Kreis-Bogen-Strecken-Projektion verwendet. Abbildung
6.14 zeigt zwei Beispiele. In der ersten Zeile sind zwei Flachenverbande zu sehen. In der
mittleren und unteren Zeile werden die approximierenden bzw. globalen Triangulierun-
gen gezeigt. Der Flachenverband oben links besteht aus vier Flachen und représentiert
den mittleren vorderen Bereich des Zylinderkreuzes. Der zweite Flachenverband besteht
aus einer Flache und entspricht einem Teil der Oberseite des horizontalen Zylinders.

Hexaedergitter

Analog zum ersten Beispiel wird mit Hilfe des Programms ICEM CFD zuerst ein Grob-
gitter HC erzeugt. Mit dem in Abschnitt 5.2.2 vorgestellten Algorithmus wird dieses
Gitter insgesamt vier mal unterteilt. Man erhalt die Gitter H*; H?; H3;H*. Alle diese
Gitter sind zulassig bezuiglich der Geometri& des Zylinderkreuzes. Die GitteH?; H?!
bzw. H2;H? sind in den Abbildungen 6.15 bzw. 6.16 zu sehen. Einen Uberblick iber
die Anzahl der Ecken und Hexaeder der Gitter gibt Tabelle 6.4. Die Tabellen 6.5 und
6.6 enthalten genaue Angaben zur Qualitat der Gitter, bezogen auf die skalierte Jacobi-
Determinante. Kein Gitter enthélt einen Hexaeder mit einer SJD von weniger al&5.
Die Gitter haben somit alle eine sehr gute Qualitat.

Numerische Simulation

In diesem numerischen Experiment hat der Zu uss durch die linke Seite des Windtunnels
zum Zeitpunkt 0 eine Geschwindigkeit vor8%. Das Fluid hat die gleichen Eigenschaften
wie im ersten Experiment, d. h. die Dichte betragﬂ% und die kinematische Viskositat
ist 0:1”‘?2. In diesem Fall wird als charakteristische Ladnge der Durchmesser des umstrom-
ten Objektes gewahlt. Die charakteristische Geschwindigkeit entspricht wieder der tGber
den Querschnitt gemittelten Geschwindigkeit des Zu usses. Dies fiuhrt zu der Reynolds-
zahlRe = %’ = 300. Auch in diesem Fall handelt es sich um eine laminare Stromung.
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6.4 Beispiel 2: Schwebendes Kreuz im Windtunnel

Die Stromung wurde wieder Uber ein Zeitintervall von9 Sekunden simuliert und als
Loser wurde PP3D verwendet.

Die Berechnung der Simulation bendétigte insgesanitl Stunden, 33 Minuten und 55
Sekunden. Die viermalige Unterteilung des Grobgitters inklusive der Randanpassung
dauerte 35 Sekunden. Auch hier ist der Anteil der Zeit fir die Randanpassung, gemes-
sen an der Gesamtzeit, verschwindend gering.

Abbildung 6.17 zeigt einen repréasentativen Auszug aus dem Protokoll des Lésers zum
Zeitpunkt 3:03 im 16. Makrozeitschritt und des ersten von drei Teilzeitschritten. Es
erfolgt kein vorzeitiger Abbruch, somit werden5 Iterationen durchgefiihrt. Wie auch

im ersten Beispiel entwickeln sich die Werte der Konvergenzrate des Mehrgitterverfah-
rens, des relativen Fehlers und der relativen Veranderung komponentenweise gleichméayig.
Der relative Fehler verringert sich deutlich. Im flinften Iterationsschritt ist der maxima-

le relative Fehler DEF = 0:7310 °. Die maximale relative VeranderungREL betragt
0:1110 2. Die maximale Konvergenzrate des Mehrgitterverfahrens i€6810 # und die
Konvergenzrate des nichtlinearen Iterationsverfahrens betra@32 Auch hier liegt eine
robuste und schnelle Konvergenz vor und die Konvergenzrate des Mehrgitterverfahrens
ist auyerordentlich gut.

Die Abbildungen 6.18 und 6.19 zeigen Visualisierungen der euklidischen Norm des Ge-
schwindigkeitsfelds der Stromung nach neun Sekunden. Die Bilder zeigen den Schnitt des
Stromungsfeldes mit deixz-Ebene bzw. deryz-Ebene im Punkt (0 25 0) bzw. (30 0 0)
Eine quantitative Uberpriifung des Ergebnisses ist nicht méglich, da die exakte Losung
zum Vergleich nicht vorhanden ist. Die Visualisierungen stimmen jedoch mit den Er-
wartungen Uberein. Seitlich des Kreuzes ergeben sich hthere Geschwindigkeiten. Hinter
dem Kreuz entstehen Verwirbelungen mit geringeren Geschwindigkeiten. Die mittlere
Gesamtgeschwindigkeit Uber der Flache des Ab usses hat einen Wert va@r937. Fr

den Zu uss ergibt sich ein Wert von3:007. Dies ergibt einen relativen Fehler vord:02
und ist ein klares Indiz dafur, dass die berechnete Losung divergenzfrei ist.
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6 Numerische Ergebnisse

Abbildung 6.11:  Zu sehen ist eine perspektivische Ansicht des schwebenden Zylinderkreuzes
in einem Windtunnel.

Abbildung 6.12:  Gezeigt wird ein Flachenverband, bestehend aus vier Flachen, welcher den
vorderen, mittleren Bereich des Zylinderkreuzes beschreibt.
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Abbildung 6.13:  Zu sehen sind eine perspektivische Ansicht und eine Vorderansicht der

Vereinigung der approximierenden Triangulierungen der Flachenverbande
des Zylinderkreuzes. Die Gesamtzahl der Dreiecke betra@406

Abbildung 6.14:  In der ersten Zeile sind zwei Flachenverbande des Zylinderkreuzes zu sehen.

In der mittleren und unteren Zeile werden die zugehorigen approximierenden
bzw. globalen Triangulierungen gezeigt.
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6 Numerische Ergebnisse

Abbildung 6.15:  Die bezlglich der GeometrieG des Zylinderkreuzes zulassigen Hexaedergit-
ter HC (oben) und H1.
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6.4 Beispiel 2: Schwebendes Kreuz im Windtunnel
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Abbildung 6.16:  Die bezuglich der GeometrieG des Zylinderkreuzes zulassigen Hexaedergit-
ter H? (oben) und H3.
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Ecken | Hexaeder

Stufe 0 248 136
Stufe 1 1514 1088
Stufe 2 | 10370 8704
Stufe 3 | 76226 69632

Stufe 4 | 583298 557056

Tabelle 6.4: Die Tabelle enthalt die Anzahl der Ecken und Hexaeder der GitterH%;:::;:H*
beziglich des Zylinderkreuzes.

Minimum Maximum Mittel
Stufe 0 0.71 1.00 0.97
Stufe 1 0.71 1.00 0.96
Stufe 2 0.69 1.00 0.97
Stufe 3 0.60 1.00 0.98
Stufe 4 0.55 1.00 0.98
[0.0,0.1) |[0.1,0.2) | [0.2,0.3) | [0.3,0.4) | [0.4,0.5) total
Stufe 0 0 0 0 0 0 136
Stufe 1 0 0 0 0 0 1088
Stufe 2 0 0 0 0 0 8704
Stufe 3 0 0 0 0 0| 69632
Stufe 4 0 0 0 0 0 | 557056
[0.5,0.6) |[0.6,0.7) | [0.7,0.8) | [0.8,0.9) | [0.9,1.0] total
Stufe 0 0 0 16 0 120 136
Stufe 1 0 0 128 48 912 1088
Stufe 2 0 16 528 520 7640 8704
Stufe 3 8 60 2952 2916 63696 69632
Stufe 4 24 336 17085 20993| 518618 557056

Tabelle 6.5: Die erste Tabelle zeigt das Minimum, das Maximum und das Mittel der skalier-
der Geometrie des Zylinderkreuzes. Die zweite und dritte Tabelle zeigen die Hau-

gkeitsverteilung der skalierten Jacobi-Determinante, bezogen auf die Intervalle
[0:0; 0:1);:::;[0:9; 1].
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Tabelle 6.6:

Minimum Maximum | Mittel
Stufe 0 0.71 1.00 0.96
Stufe 1 0.71 1.00 0.94
Stufe 2 0.69 1.00 0.96
Stufe 3 0.60 1.00 0.97
Stufe 4 0.55 1.00 0.97
[0.0,0.1) |[0.1,0.2) | [0.2,0.3) | [0.3,0.4) | [0.4,0.5) | total
Stufe 0 0 0 0 0 0 127
Stufe 1 0 0 0 0 0 768
Stufe 2 0 0 0 0 0| 3152
Stufe 3 0 0 0 0 0| 12816
Stufe 4 0 0 0 0 0| 51728
[0.5,0.6) |[0.6,0.7) | [0.7,0.8) | [0.8,0.9) |[0.9,1.0] | total
Stufe O 0 0 16 0 111 127
Stufe 1 0 0 128 48 592 768
Stufe 2 0 16 272 264 2600| 3152
Stufe 3 8 60 776 844 11128| 12816
Stufe 4 24 320 2604 2746 46034| 51728
Die erste Tabelle zeigt das Minimum, das Maximum und das Mittel der ska-

lierten Jacobi-Determinante aller Randhexaeder der HexaedergitteH°

:'H4

beziglich der Geometrie des Zylinderkreuzes. Die zweite und dritte Tabelle zei-
gen die Hau gkeitsverteilung der skalierten Jacobi-Determinante, bezogen auf die
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Auszug aus dem Protokoll der Simulation der Stromung um das

Zylinderkreuz.

Abbildung 6.17:



6.4 Beispiel 2: Schwebendes Kreuz im Windtunnel

Abbildung 6.18:  Visualisierung der euklidischen Norm des Geschwindigkeitsfelds der Stro-
mung um das Zylinderkreuz. Zu sehen ist der Schnitt des Stromungsfeldes
mit der xz-Ebene im Punkt (0 25 0).
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Abbildung 6.19:  Visualisierung der euklidischen Norm des Geschwindigkeitsfelds der Stro-

mung um das Zylinderkreuz. Zu sehen ist der Schnitt des Stromungsfeldes
mit der yz-Ebene im Punkt (30 0 0).
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7 Zusammenfassung

Die beiden, im vorherigen Kapitel vorgestellten Beispiele haben gezeigt, dass es mit dem
neuen Unterteilungsverfahren moglich ist, zu komplexen Geometrien Gitter von sehr gu-
ter Qualitat zu erzeugen. Die Konstruktion erfolgt sehr schnell und die benétigte Zeit
fallt gegenltiber der Gesamtzeit des numerischen Experimentes nicht ins Gewicht. Die gu-
te Qualitat der Hexaeder zeigt sich in der berechneten skalierten Jacobi-Determinante.
Ein weiteres Indiz fur die gute Qualitat ist der robuste und schnelle Ablauf des Losers
PP3D mit sehr guten Konvergenzraten der Mehrgitterverfahren und des nichtlinearen
Iterationsverfahrens. Die berechneten Stromungen stimmen mit den Erwartungen tber-
ein. Zum groyten Teil l&uft das Verfahren automatisch ab. Interaktionen des Anwenders
sind bei der Zerlegung der gegebenen Geometrie in Flachenverbéande nétig. Diese missen
geeignet auf das Grobgitter abgestimmt werden. Auch das Grobgitter selbst muss ma-
nuell konstruiert werden. Fir kommerzielle Gittergeneratoren gelten jedoch die gleichen
Einschrankungen. So muss beim Programm ICEM CFD der Anwender die gegebene
Geometrie in Hexaederblocke zerlegen. Randvierecke der Blécke missen dem Rand der
Geometrie manuell zugewiesen werden. Meines Erachtens ist ein vollautomatisches Ver-
fahren fur komplexe Geometrien nicht realisierbar.
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Anhang

Implementierte Software

Das in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren zur Erzeugung einer Hierarchie von Hexa-
edergittern wurde als eine eigene Bibliothek in die Software FEATFLOW eingebunden.
Insgesamt wurden tber 150 Funktionen implementiert. Die folgende Tabelle gibt einen
kurzen Uberblick tiber die wichtigsten Funktionen zur Konstruktion der globalen Para-
metrisierungen der Kurven- und Flachenverbande:

BRIGES Einlesen der Geometrie im IGES-Format.
BFPCM Bestimmung der Kurven- und Flachenparameter der Ecken des

Grobgitters.

BTRWAV Einlesen der approximierenden Triangulierungen der Flachenver-
bande.

BTFPT Bestimmung der Kurven- und Flachenparameter der Ecken der ap-

proximierenden Triangulierungen.

BTCBP Berechnung der Randparametrisierung.

BTCIP Berechnung der Parameterwerte der inneren Ecken.

BTCGP Berechnung der Parameterwerte der Ecken des Grobgitters bezogen
auf die Flachenverbande.

BGCGPD Bestimmung der globalen Parametrisierungen der Kurvenverbande.

BFCGP Berechnung der Parameterwerte der Ecken des Grobgitters bezogen
auf die Kurvenverbéande.

Die Funktion BTSBYV flhrt die gleichméyige Unterteilung des aktuellen Hexaedergitters
aus. Die Unterteilung von Randkanten und Randvierecken werden von den folgenden
Funktionen durchgefuhrt:

BFSE Unterteilung einer Kante im globalen Parameterbereich eines Kur-
venverbandes.

BTSE Unterteilung einer Kante im globalen Parameterbereich eines Fla-
chenverbandes.

BTSF Unterteilung eines Vierecks im globalen Parameterbereich eines
Flachenverbandes.

Der gesamte Source-Code ist auf der beigelegten DVD im Verzeichiest ow enthalten.
Im Unterverzeichnisnurbs be nden sich alle neu geschriebenen Funktionen. In den Un-
terverzeichnisserpp3dcrossund pp3dtjunction sind die numerischen Experimente ent-
halten. Die bendtigten Eingabedaten be nden sich jeweils im Verzeichn#adc. Die
nachst Tabelle gibt einen Uberblick welche Datei was enthélt:
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geometry.igs Geometriedaten im IGES-Format.
mesh.tri Grobgitter.
cluster.obj  Approximation der Flachenverbande.

Eine Beschreibung der berechneten Stromung zu verschiedenen Zeitpunkten ist im Ver-
zeichnis#gmv im GMV-Format zu nden.

Verwendete Software

Zur Erstellung der Geometrie sowie der approximierenden Triangulierung der Flachen-
verb&nde wurde die Software Rhinoceros [37] verwendet. Die Grobgitter wurden mit Hilfe
des Programms ANSYS ICEM CFD [1] erstellt. Die Auswertung der NURBS-Kurven
und -Flachen erfolgten mit dem Programmpaket SISL (Sintef Spline Library) [51]. Die
verwendeten Funktionen waren im Einzelnen:
s1221 Auswertung einer NURBS-Kurve in einem Parameterwert.
s1957 Bestimmung des Parameterwertes eines Punktesp 2 C auf einer
NURBS-Kurve C.
s1988 Bestimmung der Bounding-Box einer NURBS-Kurve.
s1421 Auswertung einer NURBS-Flache in einem Parameterwertepaar
(u; v).
s1958 Bestimmung des Parameterwertepaargsl; v) eines Punktesp 2 S
auf einer NURBS-FlacheS.
s1989 Bestimmung der Bounding-Box einer NURBS-Flache.

Das Gleichungssystem der Mittelwert-Projektion wurde mit Hilfe der Bibliothek UMF-
PACK [12] gel6st. Mit der Funktion UM2DFA erzeugt man eine LU-Zerlegung der Matrix
des Gleichungssystems. Mit der Funktion UMD2SO kann man dann das Gleichungssys-
tem losen.
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