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Einleitung

In der Natur, der Technik und im Alltag gibt es zahlreiche Beispiele für Strömungsvor-
gänge:

� meteorologische Vorgänge wie Regen, Wind und Gezeiten,

� der Blutkreislauf im menschlichen Körper,

� Luftströme um ein Auto,

� Vorgänge in chemischen Reaktoren,

� Klimaanlagen in Büros.

Die Untersuchung von Strömungsvorgängen spielt in vielen Bereichen von Wissenschaft
und Industrie eine wichtige Rolle. So ist zum Beispiel beim Entwurf eines Autos der
Luftwiderstand von besonderem Interesse, da dieser direkten Ein�uss auf Geschwindig-
keit und Verbrauch hat. Untersuchungen in Windtunnel sind jedoch sehr kostspielig. Um
Kosten zu reduzieren, werden erste Prototypen in einem virtuellen Windkanal getestet.
Die Luftströmung um das Auto wird numerisch simuliert. Abbildung 1 zeigt ein Beispiel
für ein reales Experiment. Abbildung 2 zeigt eine Visualisierung einer 2-dimensionalen
numerischen Simulation.
Allgemeine Strömungen lassen sich mathematisch durch die kompressiblen Navier-

Stokes-Gleichungen beschreiben. Das Programmpaket FEATFLOW ermöglicht die nu-
merische Lösung der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen in 2D und 3D. Diese

Abbildung 1: Auto im Windtunnel. Quelle: WikiCommons [58]
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Abbildung 2: 2-dimensionale Simulation eines Autos im Windtunnel

werden in Zeit und Ort diskretisiert. Die Ortsdiskretisierung erfolgt mittels der Fini-
te Elemente Methode. In FEATFLOW werden hierzu Vierecks- bzw. Hexaederelemente
verwendet. Auftretende lineare Gleichungen werden mit Hilfe eines Mehrgitterverfahrens
gelöst. Als Konsequenz ergibt sich, dass das Strömungsgebiet durch eine Hierarchie von
Vierecks- bzw. Hexaedergittern diskretisiert werden muss. Um eine gute Approximation
des Gebiets zu gewährleisten, müssen die Randecken der Gitter auf dem Rand des Gebiets
liegen. In FEATFLOW wird eine Gitterhierarchie durch eine Kombination von gleich-
mäÿiger Unterteilung und Randanpassung erzeugt. Zu einem gegebenem Gitter wird das
nächst feinere Gitter konstruiert, indem jedes Element des Gitters gleichmäÿig unter-
teilt wird. Neu erzeugte Randecken müssen auf dem Rand des Strömungsgebiets platziert
werden. Durch mehrfache Wiederholung dieser Schritte erhält man eine Gitterhierarchie.
Insbesondere für 3D-Geometrien stellt die Randanpassung eine groÿe Herausforderung
dar. Anfangs war es in FEATFLOW nur möglich, die Geometrie mittels einer Fortran-
Funktion analytisch zu beschreiben. Entsprechendes galt für die Randanpassung. Neuere
Entwicklungen [22], [38] ermöglichen es, die Geometrie durch eine Triangulierung zu be-
schreiben. Zwei verschiedene Verfahren zur Diskretisierung solcher Geometrien wurden
implementiert. Das erste Verfahren beruht auf Projektionen. Das zweite Verfahren ist
eine Kombination aus Gitterdeformation und Projektion.
Jedoch sind Triangulierungen lediglich Approximationen des Strömungsgebiets. Die Ap-
proximationsgüte der erzeugten Hexaedergitter ist maximal so gut wie die der Triangu-
lierungen. In der Industrie werden als Standard zur Beschreibung von Geometrien die
sogenannten NURBS-Flächen (Non Uniform Rational B-Splines) verwendet. Das Ziel
meiner Arbeit ist die Entwicklung und Implementierung eines Verfahrens zur Erzeugung
einer Hierarchie von Hexaeder-Gittern bezüglich einer durch NURBS-Flächen beschrie-
benen Geometrie. Hierbei werden Randpunkte exakt auf den NURBS-Flächen platziert.
Die Grundlage hierfür bildet das Verfahren von Samareh-Abolhassani und Stewart [45]
heraus. Der Rand des Strömungsgebiets wird durch mehrere parametrisierte Flächen
beschrieben. Die Flächen werden zu einigen wenigen Flächenverbänden zusammenge-
fasst. Zu jedem dieser Verbände wird jeweils eine globale Parametrisierung erzeugt. Die
Unterteilung einer Randkante oder eines Randvierecks eines gegebenen Gitters erfolgt
dann direkt im globalen Parameterbereich. Eine nachträgliche Randanpassung ist nicht
mehr nötig. Jedoch werden bei diesem Verfahren stark einschränkende Bedingungen an
die gegebenen Flächenverbände gestellt. Die Flächen eines Verbandes müssen wie in ei-
nem regelmäÿigem Gitter angeordnet sein und jede einzelne Fläche muss die Form eines
gekrümmten Viereckshaben. In der Regel genügen durch NURBS-Flächen beschriebene
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Einleitung

Geometrien nicht diesen Bedingungen. Die Flächen sind getrimmt, d. h. sie enthalten
Löcher und ihre Ränder sind beschnitten. Sie sind nicht in einem Gitter angeordnet.
Das in dieser Arbeit entwickelte Verfahren unterliegt diesen Einschränkungen nicht. Die
einzelnen Flächen dürfen getrimmt sein und an die Topologie der Geometrie werden
keine besonderen Bedingungen gestellt.

Im ersten Kapitel werden zunächst die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen
kurz vorgestellt. Es folgt eine Erläuterung wie diese numerisch gelöst werden. Das in
FEATFLOW favorisierte Zeitdiskretisierungsverfahren ist das sogenannte Zwischenschritt-
� -Verfahren. Die Diskretisierung im Ort erfolgt mit Hilfe der Finite Elemente Methode.
Geschwindigkeit und Druck werden durch einen endlichdimensionalen Funktionenraum
approximiert. Dazu wird das Rannacher-Turek-Element verwendet [44]. Nach erfolgter
Diskretisierung erhält man ein gekoppeltes, nichtlineares Gleichungssystem. Da Mehr-
gitterverfahren eine wichtige Rolle zur Lösung dieses Gleichungssystems spielen, werden
diese in einem eigenen Abschnitt ausführlich erläutert. Abschlieÿend wird beschrieben,
welche Verfahren zur Erzeugung von hierarchischen Hexaeder-Gittern in FEATFLOW
bereits existieren. Hierbei wird insbesondere auf die Verfahren von Gödekke, Miemczyk
eingegangen.
Kapitel 2 befasst sich mit der Darstellung von Kurven und Flächen. Zunächst werden
einige elementare Begri�e der Di�erentialgeometrie, wie z. B. Isometrie, erläutert. An-
schlieÿend wird der Begri� der Triangulierung de�niert, welcher in der gesamten Arbeit
eine wichtige Rolle spielt. Es folgt die De�nition von NURBS-Kurven und -Flächen.
Es wird gezeigt, das mit diesen beliebige Strömungsgebiete beschrieben werden können.
Dies erfolgt mit Hilfe eines Boundary Representation Model. Abschlieÿend werden die
wichtigen Begri�e Geometrie und Flächenverband de�niert.
Das dritte Kapitel gibt einen repräsentativen Überblick über Verfahren zur Erzeugung
von Dreiecks- und Vierecksgittern auf parametrisierten Ober�ächen. Die meisten dieser
Verfahren sind Modi�kationen bekannter Verfahren zur Gittererzeugung für planare Ge-
biete. Zwei wichtige Gruppen von planaren Gittergenerierungsverfahren sind Delaunay-
Verfahren und Advancing-Front-Verfahren. Die Verfahren zur Erzeugung von Gittern
auf Ober�ächen lassen sich grob in zwei Kategorien einteilen. Parameterraumverfahren
erzeugen zunächst ein Gitter im Parameterraum und bilden dieses, mit Hilfe der ge-
gebenen Parametrisierung, auf die Ober�äche ab. Direkte 3D-Verfahren erzeugen das
Gitter direkt auf der Ober�äche ohne den Umweg über den Parameterraum. Die meis-
ten der untersuchten Verfahren erzeugen Dreiecksgitter. Es existieren Techniken zur
Umwandlung eines Dreiecksgitters in ein Vierecksgitter, jedoch liefern diese in der Regel
unbefriedigende Ergebnisse. Darüber hinaus ist fast keines der untersuchten Verfahren
darauf ausgelegt eine Hierarchie von Gittern zu erzeugen. Die einzige Ausnahme bildet
das bereits erwähnte Verfahren von Samareh-Abolhassani und Stewart [45].
Das neue Verfahren wird in Kapitel 5 vorgestellt. Es ist eine Erweiterung des Verfahrens
von Samareh-Abolhassani und Stewart. Das Strömungsgebiet wird durch eine Menge
von NURBS-Flächen beschrieben. Hierbei werden keine Bedingungen an die Flächen
gestellt. Sie dürfen getrimmt sein und Löcher enthalten. Die Flächen werden zu Flä-
chenverbänden zusammengefasst. Die Struktur eines Flächenverbandes muss dabei nicht
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der eines regelmäÿigem Gitters entsprechen. Zu jedem Verband wird eine globale Para-
metrisierung mit einem konvexen Parameterbereich erzeugt. Dazu wird dieser zunächst
durch eine Triangulierung approximiert. Zu dieser wird eine Parametrisierung erzeugt.
Durch Komposition der Parametrisierung der Triangulierung und der Parametrisierung
der einzelnen NURBS-Flächen erhält man die globale Parametrisierung des Flächen-
verbandes. Die Verfeinerung von Randkanten und Randvierecken eines Gitters erfolgt
dann im globalen Parameterbereich des entsprechenden Flächenverbandes. Dies ist pro-
blemlos möglich, da der Parameterbereich konvex ist. Um eine gute Approximation des
Strömungsgebiets zu garantieren ist es nötig, die Ecken des Gitters nicht nur an die Flä-
chen der Geometrie anzupassen, sondern auch an die Kanten der Flächen. In den bisher
verwendeten Verfahren zur Randanpassung ist dies nicht möglich. Im neuen Verfahren
werden dazu die Kanten der Geometrie zu Kurvenverbänden zusammengefasst und für
jeden dieser Verbände eine globale Parametrisierung erzeugt. Liegt eine Hexaederkante
auf einem Kurvenverband, dann wird diese im globalen Parameterbereich unterteilt und
die neu erzeugte Ecke liegt ebenfalls auf dem Kurvenverband.
In Kapitel 4 wird erläutert wie eine Triangulierung im R3 auf eine planare Triangulierung
im R2 projiziert wird. Dazu wird eine stückweise lineare Projektion konstruiert. Diese
ist eindeutig durch die Projektion der Ecken der Triangulierung, den sogenannten Pa-
rameterwerten, bestimmt. Zuerst werden die Parameterwerte der Randecken bestimmt.
Damit die Projektion garantiert injektiv ist, ist es notwendig, dass diese ein konvexes Po-
lygon bilden. Üblicherweise werden die Randecken mittels des univariaten Federmodells
auf den Rand eines Kreises oder Vierecks projiziert. Da diese Methode die Topologie der
Triangulierung ignoriert, kann dies zu einer schlechten Parametrisierung führen. Für den
speziellen Fall einer Triangulierung, welche einen Flächenverband approximiert, wurde
von mir eine neue Form der Randparametrisierung entwickelt. Diese erzeugt garantiert
ein konvexes Polygon und bezieht die Topologie des Flächenverbandes mit ein. In einem
zweiten Schritt werden die Parameterwerte der inneren Ecken bestimmt. Dies erfolgt mit
Hilfe der Mittelwert-Projektion. Diese gehört zu der Klasse der Konvex-Kombinations-
Projektion. Unter der Voraussetzung, dass der Rand der Triangulierung auf ein konvexes
Polygon projiziert wird, erzeugt die Mittelwert-Projektion garantiert eine injektive Pro-
jektion. Des Weiteren besitzt diese die sogenannte Reproduktionseigenschaft. Diese ga-
rantiert, dass eine planare Triangulierung durch die Projektion nicht geändert, sondern
reproduziert wird. In der Regel werden nicht planare Triangulierungen durch Projek-
tionen mit der Reproduktionseigenschaft wenig verzerrt. Dies führt im Allgemeinen zu
guten Parametrisierungen. Zusätzlich werden das bivariate Federnmodell und die harmo-
nische Projektion vorgestellt. Beide sind Konvex-Kombinations-Projektionen. Die erste
Projektion ist garantiert injektiv, aber besitzt nicht die Reproduktionseigenschaft. Die
zweite Projektion besitzt die Reproduktionseigenschaft, ist aber nicht immer injektiv.
Zum Abschluss werden in Kapitel 6 zwei numerische Experimente präsentiert. Im ersten
Beispiel wird eine Strömung durch ein T-Stück simuliert. Das zweite Beispiel ist ein aus
zwei Zylindern bestehendes, schwebendes Kreuz in einem Windtunnel. Mit dem neuen
Verfahren wurde eine Hierarchie von vier bzw. fünf Gittern erzeugt. Es ergaben sich Git-
ter von sehr guter Qualität. Als Qualitätsmaÿ wurde die skalierte Jacobi-Determinante
verwendet. Die hierfür benötigte Zeit betrug in beiden Fällen weniger als eine Minu-
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te. Die Strömungssimulationen verliefen stabil und mit sehr guten Konvergenzraten des
verwendeten Lösers. Die erzielten Resultate stimmen mit den Erwartungen überein.
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1 Numerische Simulation von
Strömungsvorgängen

1.1 Notation

Im Folgenden werden noch einige grundlegende De�nitionen eingeführt. Es seienm; n 2
N. Die Elemente desRn werden als Spaltenvektoren

x =

0

B
@

x1
...

xn

1

C
A ; x1; : : : ; xn 2 R

aufgefasst.0 steht für den Nullvektor (0; : : : ; 0)T . Mit h�; �i wird das kanonische Skalar-
produkt des Rn bezeichnet.k � k2 steht für die zugehörige Norm.
Die Ableitung einer di�erenzierbaren, vektorwertigen Funktion

f :
�

R ! Rn

x ! f (x)

wird mit _f bzw. d
dx f bezeichnet.

Die Komponenten einer Abbildung

f :
�

Rm ! Rn

x = ( x1; : : : ; xm )T ! f (x)

werden mit f 1; : : : ; f n gekennzeichnet. Mitf (t� ) bzw. f (t+) wird der linksseitige bzw.
rechtsseitige Grenzwert vonf in t 2 R bezeichnet. Istf di�erenzierbar, so stehen die
Symbole

@
@x1

f ; : : : ;
@

@xm
f bzw. fx1 ; : : : ; fxm

für die partiellen Ableitungen vonf bzgl. x1; : : : ; xm . Der Allquantor wird durch Klam-
mern repräsentiert. Entsprechend bedeutet(x 2 R) für alle x ausR.

1.2 Computational Fluid Dynamics

Um einen Strömungsvorgang durch ein mathematisches Modell zu beschreiben, wird zu-
nächst das Gebiet, welches von dem Fluid durchströmt wird, de�niert. Dies kann durch
analytische Funktionen, parametrisierte Flächen oder Triangulierungen geschehen. Im
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1 Numerische Simulation von Strömungsvorgängen

Beispiel eines Autos in einem Windtunnel wäre dieses Gebiet das Di�erenzvolumen zwi-
schen Auto und Tunnel. Des Weiteren muss der Strömungsvorgang selbst mathematisch
modelliert werden.
Das Verhalten von strömenden Fluiden (engl.:Fluid Dynamics ) wird durch drei Ge-
setze bestimmt

� das Newtonsche Bewegungsgesetz,

� das Masseerhaltungsgesetz,

� das Energieerhaltungsgesetz.

Diese Gesetze lassen sich in einem System partieller Di�erentialgleichungen ausdrücken.
In ihrer allgemeinsten Form bezeichnet man diese alskompressible Navier-Stokes-
Gleichungen . Die analytische Lösung dieser Gleichungen ist in hohem Maÿe komplex
und gelingt nur in wenigen Spezialfällen. Stattdessen diskretisiert man die Navier-Stokes-
Gleichungen in Raum und Zeit und löst diese numerisch. In diesem Falle spricht man von
Numerischer Simulation von Strömungsvorgängen . Der englische Begri� hierzu
ist Computational Fluid Dynamics (kurz CFD ). Der Vorteil des CFD ist, dass man
kostengünstig und schnell einequalitative Untersuchung von Strömungsphänomenen
durchführen kann. Einequantitative Bestimmung von Gröÿen, wie z. B. dem Luftwi-
derstand, ist nur bedingt möglich. Um auch kleine Details des Strömunsgebietes in der
Simulation zu erfassen, ist eine sehr feine Diskretisierung dieser Details notwendig. Die
Leistungsfähigkeit heutiger Rechner reicht noch nicht aus, die zugehörigen numerischen
Probleme in angemessener Zeit zu lösen. Es ist notwendig, neue numerische Verfah-
ren zu entwickeln, um den Berechnungsprozess zu beschleunigen und die Qualität der
Ergebnisse zu verbessern.

1.3 FEATFLOW

FEATFLOW [3] ist ein Programmpaket zur numerischen Lösung der inkompressiblen
Navier-Stokes-Gleichungen in 2D und 3D. FEATFLOW wurde unter der Leitung von
Professor Turek entwickelt und wird ständig erweitert.
Um die Navier-Stokes-Gleichungen zu vereinfachen, wird das Energieerhaltungsgesetz in
FEATFLOW nicht berücksichtigt. Zusätzlich wird angenommen, dass eininkompres-
sibles Fluid vorliegt, d. h. die Dichte des Fluids ändert sich unter Druckein�uss nicht,
sondern bleibt konstant. Gase bei niedriger Geschwindigkeit und die meisten Flüssigkei-
ten können als inkompressibel betrachtet werden. Diese Vereinfachungen führen zu den
sogenannteninkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen .

Der Bereich, in dem die Strömung untersucht wird, wird als Gebiet
 � Rn ; n 2 f 2; 3g;
aufgefasst. Der Beobachtungszeitraum entspricht dem Zeitintervall[0; T]; T 2 R+ . Die
zu bestimmenden Gröÿen sind das Geschwindigkeitsfeld des Fluids

u :
�


 � (0; T] ! Rn

(x1; : : : ; xn ; t)T ! u(x1; : : : ; xn ; t)
;

2



1.4 Numerische Lösung der Navier-Stokes-Gleichungen

sowie die Druckverteilung

p :
�


 � (0; T] ! R
(x1; : : : ; xn ; t)T ! p(x1; : : : ; xn ; t)

:

p entspricht hierbei dem bezüglich der Dichte� normalisierten Druck P, d. h. es gilt
p = P

� . Die Variablen x = ( x1; : : : ; xn )T bzw. t heiÿen im WeiterenOrtskoordinaten
bzw. Zeitparameter .
Vorgegeben werden die kinematische Viskosität� 2 R sowie ein Kraftfeldf : 
 � [0; T] !
Rn , welches die äuÿeren Kräfte beschreibt, denen das physikalische System unterliegt,
wie z. B. die Erdanziehungskraft oder ein magnetisches Kraftfeld. Zusätzlich werden noch
vom jeweiligen Strömungsproblem abhängige Anfangs- und Randbedingungen füru bzw.
p angegeben. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen haben dann die Form

@u
@t

� � � u + ( u � r )u + r p = f ; in 
 � (0; T]; (1.1)

r � u = 0; in 
 � (0; T]; (1.2)

und bilden ein gekoppeltes System partieller Di�erentialgleichungen zweiter Ordnung.
Gleichung (1.1) heiÿtImpulsgleichung . Gleichung (1.2) nennt manKontinuitätsglei-
chung . Der Ausdruck (u � r )u heiÿt Konvektionsterm und hat die Form

(u � r )u =
nX

i =1

ui
@

@xi
u:

Den Ausdruck � � � u nennt man Di�usionsterm . Im Folgenden wird erläutert, wie
dieses System numerisch gelöst wird.

1.4 Numerische Lösung der
Navier-Stokes-Gleichungen

Um die Navier-Stokes-Gleichungen numerisch zu lösen, werden diese in der Zeit und im
Ort diskretisiert.

1.4.1 Diskretisierung in der Zeit

Das in FEATFLOW favorisierte Zeitdiskretisierungsverfahren ist das sogenannteZwi-
schenschritt- � -Verfahren , welches hier kurz vorgestellt wird. Eine detaillierte Be-
schreibung dieses Verfahrens �ndet sich in [43] und [59].
Gegeben seien ein Gebiet
 � Rn ; n 2 f 2; 3g; und ein Zeitintervall [0; T]; T 2 R+ , sowie
Funktionen f : 
 � [0; T] ! Rn ; u0 : 
 ! Rn . Weiter sei D ein Di�erentialoperator
bezüglich der Ortskoordinatenx1; : : : ; xn .
Gesucht ist eine Lösung der partiellen Di�erentialgleichung

@
@t

u + Du = f ; in 
 � (0; T];
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1 Numerische Simulation von Strömungsvorgängen

mit der Anfangsbedingung

u = u0; für t = 0;

sowie geeigneten Randbedingungen. Hierbei istD nichtlinear, hängt insbesondere vonu
ab.
Dazu wird der OperatorD in eine Summe von zwei Di�erentialoperatorenD1; D2 zerlegt.
Eine mögliche Zerlegung ist

D = D1 + D2 = �D + �D;

mit �; � 2 R+
0 ; � + � = 1.

Das Zeitintervall [0; T] wird in N 2 N Teilintervalle [t i ; t i +1 ]; i = 0; : : : ; N � 1; zerlegt,
mit

t i < t i +1 ; i = 0; : : : ; N � 1;

t0 = 0; tN = T:

Für ein � 2 (0;0:5) und � t i = t i +1 � t i bezeichneu i ; u i + � ; u i +1 � � : 
 ! Rn ; i = 0; : : : ; N;
Funktionen, welcheu zu den Zeitpunkten t i ; t i + � � t i ; t i + (1 � � )� t i approximieren.
Entsprechend stehtf i ; f i + � ; f i +1 � � für die Funktion f , ausgewertet in den Zeitpunkten
t i ; t i + � � t i ; t i + (1 � � )� t i .

Ist u i gegeben, so wirdu i +1 bestimmt, indem folgende drei Di�erentialgleichungen nach-
einander gelöst werden

u i + � � u i

� � t i
+ �D u i + � = f i � �D u i ;

u i +1 � � � u i + �

(1 � 2� )� t i
+ �D u i +1 � � = f i +1 � � � �D u i + � ;

u i +1 � u i +1 � �

� � t i
+ �D u i +1 = f i +1 � � � �D u i +1 � � :

Fasst man die Zwischenschrittet i ! t i + � � t : : : als jeweils eigenständige Zeitschritte
t i ! t i +1 auf, so ist in jedem Zeitschritt ein Problem der folgenden Form zu lösen.

Gegeben seien die Funktionu i : 
 ! Rn und Parameter 
 (t i +1 ), 
 1(t i +1 ), 
 2(t i +1 ),

 3(t i +1 ) 2 R. Bestimme die Lösungu i +1 : 
 ! Rn der Di�erentialgleichung

(I + 
 � t i D)u i +1 = ( I � 
 1� t i D)u i + 
 2� t i f i + 
 3� t i f i +1 :

Der zu betrachtende Di�erentialoperator D in der Navier-Stokes-Gleichung istD =
N (u) = � � � + u � r . Die Zerlegung des Operators erfolgt in FEATFLOW durch

N (u) = �N (u) + �N (u);

� = 1 �

p
2

2
; � =

1 � 2�
1 � �

= 2�; � = 1 � �: (1.3)
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1.4 Numerische Lösung der Navier-Stokes-Gleichungen

Es bezeichnepi : 
 ! R; i 2 f 0; : : : ; Ng; eine Funktion, welche den Druckp zum
Zeitpunkt t i approximiert. Für die zeitdiskretisierten Navier-Stokes-Gleichungen ist dann
zu jedem Zeitschritt t i ! t i +1 folgendes Problem zu lösen.

Gegeben seien die Funktionu i : 
 ! Rn und Parameter 
 (t i +1 ), 
 1(t i +1 ), 
 2(t i +1 ),

 3(t i +1 ) 2 R. Bestimme die Funktionenu i +1 : 
 ! Rn ; pi +1 : 
 ! R, welche folgende
Di�erentialgleichungen lösen

(I + 
 � t i N (u i +1 ))u i +1 + � t i r pi +1 =

(I � 
 1� t i N (u i ))u i + 
 2� t i f i + 
 3� t i f i +1

r � u i +1 = 0:

(1.4)

Wählt man �; �; � wie in (1.3), so ist das Zwischenschritt-� -Verfahren, angewandt auf
die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen,stark A-stabil und hat die Fehler-
ordnung 2 (siehe Müller-Urbaniak [39]).

1.4.2 Gitter

In FEATFLOW werden für die Ortsdiskretisierung Vierecksgitter bzw. Hexaedergitter
verwendet. Zunächst wird de�niert, was unter einem Vierecksgitter zu verstehen ist.
Dazu wird die klassische De�nition des Vierecks verallgemeinert.

Viereck im R2

Es seienv1; v2; v3; v4 Punkte im R2. Bilden die Strecken[v1;v2]; [v2;v3]; [v3;v4]; [v4;v1]
einen konvexen Polygonzug, so wird die vom Polygonzug eingeschlossene Fläche als
Viereck Q = � v1v2v3v4 bezeichnet.

Viereck im R3

Seien nunv1; v2; v3; v4 2 R3. Dann wird im Weiteren ein ViereckQ = � v1v2v3v4 als
bilineare Interpolation der Punkte v1; v2; v3; v4 interpretiert, d. h. es gilt Q = S([0;1] �
[0;1]) mit

S : [0;1] � [0;1] ! R3;

S(u; v) = (1 � u)(1 � v)v1 + u(1 � v)v2

+ uvv3 + (1 � u)vv4:

Zu beachten ist bei dieser erweiterten De�nition, dass Vierecke imR3 nicht planar sein
müssen. Stattdessen handelt es sich in der Regel um eine gekrümmte Fläche mit vier
linearen Seiten. Abbildung 1.1 zeigt ein Beispiel für ein nicht planares Viereck.

Die Punkte v1; v2; v3; v4 eines VierecksQ werden auch alsEcken bezeichnet. Die vier
Seiten eines Vierecks heiÿenKanten .
Es folgt die De�nition eines Vierecksgitters.

Vierecksgitter
Es seiQ = f Q1; : : : ; Qmg; m 2 N; eine Menge von Vierecken imRn ; n 2 f 2; 3g. Q heiÿt
Vierecksgitter oder auchVierecksnetz , wenn für i 6= j; i; j 2 f 1; : : : ; mg; einer der
drei folgenden Fälle erfüllt ist:
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1 Numerische Simulation von Strömungsvorgängen

Abbildung 1.1: Ein Viereck im R3 mit den zugehörigen Eckenv1; v2; v3; v4

� Qi \ Qj = ; ,

� Qi \ Qj ist eine gemeinsame Ecke,

� Qi \ Qj ist eine gemeinsame Kante.

Beispiel 1.1
Durch diese Forderungen sind sogenanntehängende Eckenausgeschlossen. Abbildung
1.2 zeigt ein Beispiel für eine hängende Ecke. Zu sehen ist ein nicht korrektes Vier-
ecksgitter, welches aus drei Vierecken besteht. Die hängende Ecke ist durch einen Kreis
gekennzeichnet.

Sind die Ecken Elemente desR2, so heiÿt Q planares Vierecksgitter und SQ mit

SQ :=
m[

i =1

Qi ;

bezeichnet dieFläche von Q. Liegen die Punkte hingegen imR3, so spricht man von
einemOber�ächengitter und SQ ist eine Fläche imR3. In beiden Fällen wird gefordert,
dassSQ � Rn ; n 2 f 2; 3g; zusammenhängend ist.
Des Weiteren bezeichnetV(Q) die Menge der Ecken undE(Q) die Menge der Kanten
des Gitters. Zwei Eckenv; w sind benachbart , wenn [v;w] eine Kante des Gitters
ist. Zwei Vierecke heiÿenbenachbart , wenn sie eine gemeinsame Kante haben. Die
Nachbarschaft einer Eckev 2 V(Q) ist de�niert als

Nv := f w 2 V(Q)j[v ;w] 2 E(Q)g:
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1.4 Numerische Lösung der Navier-Stokes-Gleichungen

Abbildung 1.2: Ein Vierecksgitter mit einer hängenden Ecke.

Ein Gitter heiÿt geschlossen, wenn jede Kante der Schnitt von genau zwei Vierecken
ist. Andernfalls spricht man von einemo�enen Gitter und man unterscheidet zwischen
inneren Ecken und Randecken bzw. zwischeninneren Kanten und Randkanten .
Eine Kante [v ;w] ist eine innere Kante, wenn sie gleich der Schnittmenge zweier Vierecke
ist. Andernfalls ist sie eine Randkante.E I (Q) bzw. EB (Q) bezeichnet die Menge aller
inneren Kanten bzw. die Menge aller Randkanten. Eine Eckev ist eine Randecke, wenn
sie gleich dem Schnitt zweier Randkanten ist. Andernfalls ist sie eine innere Ecke.VI (Q)
bzw. VB (Q) bezeichnet die Menge aller inneren Ecken bzw. die Menge aller Randecken.
In gleicher Weise wird nun das Hexaedergitter de�niert.

Hexaeder
Es seienv1; : : : ; v8 Punkte im R3. Das durch die Vierecke

� v1v2v3v4; � v1v2v6v5; � v2v3v7v6;

� v3v4v8v7; � v4v1v5v8; � v5v6v7v8

begrenzte Volumen wird alsHexaeder

H = � v1 : : : v8

bezeichnet. Die Nummerierung der Ecken ist in Abbildung 1.3 veranschaulicht.

Die Punkte eines Hexaeders werden wieder alsEcken bezeichnet. Die sechs Vierecke,
welche den Hexaeder begrenzen, heiÿenSeiten . Die Kanten eines Hexaeders sind die
Kanten seiner Begrenzungsvierecke.

Hexaedergitter
Es seiH = f H1; : : : ; Hmg; m 2 N; eine Menge von Hexaedern.H heiÿt Hexaedergitter
oder auchHexaedernetz , wenn für i 6= j; i; j 2 f 1; : : : ; mg; einer der vier folgenden
Fälle erfüllt ist:

� H i \ H j = ; ,

� H i \ H j ist eine gemeinsame Ecke,

7
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Abbildung 1.3: Ecken v1; : : : ; v8 eines HexaedersH .

� H i \ H j ist eine gemeinsame Kante,

� H i \ H j ist eine gemeinsame Seite.

Durch diese Bedingungen sind hängende Ecken und hängende Kanten ausgeschlossen.
VH bezeichnet das Volumen des Hexaedergitters, d. h. es gilt

VH :=
m[

i =1

H i :

Zusätzlich wird verlangt, dassVH � R3 zusammenhängend ist.
Entsprechend zum Vierecksgitter bezeichnenV(H), VI (H ), VB (H ) die Mengen der
Ecken, der inneren Ecken und der Randecken des Hexaedergitters.E(H), E I (H ), EB (H )
sind dann die Symbole für die jeweiligen Kantenmengen. MitF (H), FI (H ), FB (H ) wer-
den die jeweiligen Mengen der Seiten bezeichnet. Die Menge der RandviereckeFB (H )
bildet selbst wieder ein Ober�ächengitter und wird im Weiteren mit QH bezeichnet.
Der Begri� der Nachbarschaft ist analog zum Vierecksgitter zu verstehen. Zusätzlich
heiÿen zwei Hexaederbenachbart , wenn sie eine gemeinsame Seite haben.

In vollkommen analoger Weise lassen sichDreiecksgitter T = f T1; : : : ; Tmg; m 2 N;
de�nieren. Dreiecksgitter werden auchTriangulierungen genannt.

Ein wichtiger Aspekt der Gittererzeugung ist die Platzierung der Randecken des Gitters
auf den Rand@
 des zu diskretisierenden Gebiets
 , um so eine gute Approximation
von 
 zu gewährleisten. Dies führt zu der folgenden De�nition.
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1.4 Numerische Lösung der Navier-Stokes-Gleichungen

De�nition 1.2
Ein planares VierecksgitterQ wird als zulässig bezüglich eines Gebietes
 � R2 be-
zeichnet, wenn gilt

VB (Q) � @
 :

Für ein HexaedergitterH wird dieser Begri� analog de�niert.

1.4.3 Diskretisierung im Ort

Die Diskretisierung im Ort erfolgt mit Hilfe der Finite Elemente Methode (FEM) .
Eine Referenz für dieses Verfahren ist [24]. Es folgt eine kurze Erläuterung der Anwen-
dung der Finite Elemente Methode am Beispiel derstationären Stokes Gleichungen
im R2. Diese erhält man, wenn man auf die Zeitabhängigkeit und den konvektiven Term
u � r u der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen verzichtet. Mit den stationären
Stokes-Gleichungen lässt sich der Fluss eines sehr langsamen oder sehr viskosen Fluids
beschreiben.
Es sei 
 � R2 ein Gebiet und f : 
 ! R2 ein Kraftfeld. Gesucht sind Funktionen
u : 
 ! R2 und p :! R, welche das folgende System partieller Di�erentialgleichungen
lösen

� � u + r p = f ; r � u = 0 in 
 :

Um die folgenden Erläuterungen zu vereinfachen, wird als Randbedingung

u = 0; p = 0 auf @
 ;

gewählt und der Rand von
 als konvexer Polygonzug vorausgesetzt.

Es seien nunL := L2(
) (Lebesgue-Raum) undH := H 1
0 (
 ; R2) (Sobolew-Raum).(� ; �)

bezeichne das Standardskalarprodukt vonL2(
) bzw. L2(
 ; R2). Für v; w 2 H; q 2 L
werden folgende Bilinearformen de�niert

a(v ; w) :=
2X

i =1

Z




r vi � r wi dx;

b(q;w) := �
Z




q(r � w) dx :

Die schwache Formulierung des Stokes-Problems lautet dann

Finde Funktionen u 2 H; p 2 L; für die gilt

a(u; v) + b(p;v) = ( f ; v) (v 2 H );

b(q;u) = 0 (q 2 L):

Als Approximation des Funktionenpaars(u; p) wird ein endlichdimensionaler Funktio-
nenraum verwendet. Dazu seiQ ein zulässiges Vierecksgitter bezüglich
 und Q 2 Q
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ein beliebiges Viereck dieses Gitters. Als Finite Elemente Paar wird in FEATFLOW
das Rannacher-Turek Element [44] ~Q1=Q0 verwendet. Hierbei handelt es sich um
Viereckselemente. Die Geschwindigkeitu wird auf Q durch eine rotiert bilineare Funkti-
on approximiert. Die Freiheitsgrade sind entweder die Mittelwerte der Geschwindigkeit
über den Kanten vonQ oder der Wert der Geschwindigkeit in den Mittelpunkten der
Kanten von Q. Je nach Wahl der Freiheitsgrade erhält man die endlichdimensionalen
Funktionenräume ~H a bzw. ~H b. Im Weiteren sei ~H einer dieser beiden Räume. Der Druck
p wird auf Q durch eine Konstante approximiert. Als Freiheitsgrad wird der Mittelwert
des Drucks über das gesamte ViereckQ verwendet. Hierdurch ergibt sich der endlichdi-
mensionale Funktionenraum~L stückweise konstanter Elemente aufQ.
Im dreidimensionalen Fall werden entsprechende Hexaederelemente verwendet (siehe
[56]). Eine Konvergenzanalyse des Elemente-Paars~Q1=Q0 ist in [44] zu �nden. Numeri-
sche Ergebnisse wurden in [47] vorgestellt. Äuÿerst e�ziente und robuste Mehrgitterver-
fahren sind für dieses Finite-Elemente-Paar entwickelt worden (siehe [46] und Abschnitt
1.4.5).
Es gilt ~L � L, jedoch gilt auch ~H " H . ~Q1 ist also einnichtkonformes Element. Dies
führt dazu, dass stückweise de�nierte Bilinearformen~a;~b verwendet werden müssen. Es
ist also

~a(~v; ~w) :=
X

Q2Q

2X

i =1

Z

Q

r ~vi � r ~wi dx; (~v; ~w 2 ~H )

~b(~q; ~w) := �
X

Q2Q

Z

Q

~q(r � ~w) dx; (~q 2 ~L; ~w 2 ~H ):

Die diskretisierte Version der schwachen Formulierung des Stokes-Problems lautet nun:

Finde Funktionen ~u 2 ~H; ~p 2 ~L; für die gilt

~a(~u; ~v) + ~b(~p; ~v) = ( f ; ~v) ( ~v 2 ~H );
~b(~q;~u) = 0 (~q 2 ~L):

(1.5)

Es seien nunf � 1; : : : ; � n1
g; n1 2 N; bzw. f  1; : : : ;  n2 g; n2 2 N; Basen der Funktionen-

räume ~H bzw. ~L. Die gesuchte Lösung~u; ~p hat dann die Form

~u =
n1X

i =1

yi � i ; ~p =
n2X

j =1

zj  j ;

mit den Koe�zientenvektoren y = ( y1; : : : ; yn1 )T 2 Rn1 ; z = ( z1; : : : ; zn2 )T 2 Rn2 . Weiter
werden folgende MatrizenA; B und der Vektor c de�niert

A =
�
~a(� i ; � j )

� n1

i;j =1
; B =

�
~b( i ; � j )

� n1 ;n2

i;j =1
; c =

�
(f ; � j )

� n1

j =1
:

Dann entspricht das diskretisierte Problem (1.5) dem Gleichungssystem

Ay + Bz = c;
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welches mit bekannten numerischen Verfahren gelöst werden kann. Die MatrixA heiÿt
Stei�gkeitsmatrix . Die Matrix B nennt man Gradientenmatrix und � B T ist die
Divergenzmatrix .

1.4.4 Das in Zeit und Ort diskretisierte Problem

Es seien nun~H; ~L entsprechende Finite-Elemente-Räume für die zeitdiskretisierten Na-
vier-Stokes-Gleichungen (1.4). Die Funktionenu i : 
 ! Rn ; pi : 
 ! R; i 2 f 1; : : : ; Ng;
werden nun als Elemente von~H; ~L aufgefasst, d. h. diese haben die Form

u i =
n1X

k=1

yi
k � k ; pi =

n2X

k=1

zi
k  k ;

mit Basen f � 1; : : : ; � n1
g von ~H bzw. f  1; : : : ;  n2 g ~L. Dann kann für jeden Zeitschritt

t i ! t i +1 das Problem (1.4) folgendermaÿen formuliert werden:

Gegeben seien Vektoreny i ; gi 2 Rn1 . Bestimme Vektoreny i +1 2 Rn1 ; zi +1 2 Rn2 ; welche
das folgende nichtlineare Gleichungssystem lösen

S(y i +1 )y i +1 + � tB zi +1 = gi ;

B T y i +1 = 0:
(1.6)

Der Vektor gi ergibt sich aus der rechten Seite des Problems (1.4). Die MatrixS(y i +1 )
hat die Gestalt

S(y i +1 ) = ( M + 
 � t(�A + C(y i +1 ))) :

Die Matrizen A; B; � B T sind, wie im vorherigen Abschnitt, die Stei�gkeitsmatrix, die
Gradientenmatrix und die Divergenzmatrix.M ist die sogenannteMassematrix und
es gilt

M = (( � i ; � j ))
n1
i;j =1 :

Die Matrix C(y i +1 ) ergibt sich aus dem konvektivem Term(u � r )u. Durch

c(u; v ; w) = ( u � r v ; w); (u; v ; w 2 H );

wird eine Trilinearform de�niert. Der konvektive Term (u � r )u wird in der schwachen
Form von (1.4) in

c(u; u; v); (v 2 H );

überführt. Es sei~c die diskretisierte Version der Trilinearformc bezüglich ~H . Dann ist
die Matrix C(y i +1 ) de�niert durch

C(y i +1 ) =

 
n1X

k=1

yi +1
k ~c(� k ; � l ; � m )

! n1

l;m =1

:
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Diese Form der Diskretisierung kann zu numerischer Instabilität führen, da die Matrix
S(y i +1 ) weder symmetrisch ist nochM-Matrix -Eigenschaften besitzt. DurchUpwind -
Verfahren oderStreamline-Di�usion -Techniken wird der konvektive Term stabilisiert.
Bei beiden Methoden wirdc durch eine andere Trilinearform ersetzt, um so einegutartige
Systemmatrix zu erhalten. Detaillierte Erläuterungen zu diesen Methoden �nden sich in
[56].

Es handelt sich bei (1.6) um ein gekoppeltes, nichtlineares Gleichungssystem. In FEAT-
FLOW existieren zwei unterschiedliche Ansätze dieses System zu lösen.

1. Zunächst wird das System durch Extrapolation in der Zeit linearisiert oder es
wird eine äuÿere nichtlineare Fixpunkt-Iteration ausgeführt. Dies führt zu einem
linearen, gekoppelten Gleichungssystem, den sogenannten Oseen-Gleichungen. Die-
se Gleichungen können nun durch einen gekoppelten oder einen nicht gekoppelten
Ansatz gelöst werden.

2. Das gekoppelte System wird mit Hilfe des sogenannten Schur-Komplements ent-
koppelt. Man erhält ein lineares Gleichungssystem für den Druck sowie nichtli-
neare Gleichungssysteme für die Geschwindigkeit. Die Gleichungssysteme für die
Geschwindigkeit werden entweder linearisiert oder durch ein nichtlineares Iterati-
onsverfahren gelöst.

Der erste Ansatz wird in den FEATFLOW-Lösern CC bzw. CP verwendet. CC löst die
Oseen-Gleichungen mit einem gekoppelten Verfahren. CP benutzt eine nicht gekoppelte
Methode. Der zweite Ansatz wird im Löser PP verwendet. Eine genauere Beschreibung
und Analyse der Löser ist in [3] und [56] zu �nden. Auf den Löser PP3D wird in Kapitel
6 genauer eingegangen.

1.4.5 Mehrgitterverfahren

Auftretende lineare Gleichungssysteme werden in allen FEATFLOW-Lösern mit Hilfe
von Mehrgitterverfahren gelöst. Diese haben sich als sehr e�ziente iterative Löser
für Diskretisierungen elliptischer Di�erentialgleichungen erwiesen. Die Grundidee der
Mehrgitter-Verfahren, kurzMG-Verfahren , wird im Folgenden an einer1-dimensionalen
Di�erentialgleichung erläutert, welche mit Hilfe eines Di�erenzenverfahrens diskretisiert
wird. Alle im Weiteren erwähnten Eigenschaften der MG-Verfahren gelten im Wesentli-
chen auch für mehrdimensionale Fälle. Die entsprechenden Untersuchungen und Beweise
sowie eine ausführliche Beschreibung der MG-Verfahren �nden sich in [27].

1.4.5.1 Das Modellproblem

Gegeben seien das Intervall
 = (0 ;1) und eine Funktion f : 
 ! R. Gesucht ist eine
Lösungu : 
 ! R der Dirichletschen Randwertaufgabe

� d2

dx2 u = f; in 
 ;

u(0) = u(1) = 0 :
(1.7)
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1.4 Numerische Lösung der Navier-Stokes-Gleichungen

Dieses Problem wird näherungsweise mit Hilfe eines Di�erenzenverfahren gelöst. Dazu
wird zum Intervall 
 das Gitter


 l = f x l
i = ih l ji = 1; : : : ; nlg;

hl =
1

nl + 1
; nl = 2 l+1 ; l 2 N0;

konstruiert. Hierbei werden x l
i ; i = 1; : : : ; nl ; als Gitterpunkte , hl als Gitterweite

und l als Stufe des Gitters 
 l bezeichnet. Bis auf Weiteres wird auf den Stufen-Indexl
verzichtet. In jedem Gitterpunkt x i ; i 2 f 1; : : : ; ng; wird die zweite Ableitung durch die
Di�erenz

1
h2

(u(x i +1 ) � 2u(x i ) + u(x i � 1))

approximiert. Setzt man x0 = 0; xn+1 = 1; u(x0) = 0 ; u(xn+1 ) = 0 , so führt dieser
Ansatz auf das lineare Gleichungssystem

1
h2

(� u(x i +1 ) + 2 u(x i ) � u(x i � 1)) = f (x i ); i = 1; : : : ; n:

In der Matrix-Vektor-Schreibweise hat es die Form

K u = f ;

K = K l = ( kij )n
i;j =1 ; u = u l = ( u(x i ))

n
i =1 ; f = f l = ( f (x i ))

n
i =1 :

(1.8)

Hierbei ist die Matrix K eine Tridiagonalmatrix. Die Einträge in der Hauptdiagonalen
sind 2

h2 , die Einträge in beiden Nebendiagonalen sind� 1
h2 .

1.4.5.2 Konvergenzverhalten des gedämpften Jacobi-Verfahrens

Da die Matrix K des Gleichungssystems (1.8) tridiagonal ist, ist dieses leicht direkt
zu lösen. Bei komplexeren Di�erentialgleichungen haben die Matrizen der zugehörigen
Di�erenzengleichungen nicht solch eine einfache Gestalt. Hinzu kommt, dass im mehr-
dimensionalen Fall oft lineare Gleichungssystem mit mehreren Millionen Unbekannten
zu lösen sind. Ein direktes Lösungsverfahren ist in solchen Fällen zu kostspielig. Statt-
dessen werden iterative Verfahren verwendet.
Es folgt nun eine Konvergenzanalyse des gedämpften Jacobi-Verfahrens bezüglich des li-
nearen Gleichungssystems (1.8). Zunächst werden einige De�nitionen und Eigenschaften
von linearen Iterationsverfahren wiederholt. Eine Referenz hierfür ist [53].
Ein lineares Iterationsverfahren zur Lösung eines regulären(n � n)-Gleichungssystems
K u = f ist darstellbar in der Form

u0 2 Rn ; M; N 2 Rn� n ;

u j +1 = M u j + N f ; j 2 N0:
(1.9)

Die Matrix M wird als Iterationsmatrix bezeichnet. Die MatrizenM und N müssen
so gewählt sein, dass

K u = f , u = M u + N f

13



1 Numerische Simulation von Strömungsvorgängen

gilt. Ausschlaggebend für die Konvergenz eines linearen Iterationsverfahrens ist der Spek-
tralradius der Iterationsmatrix � (M ). Das Verfahren (1.9) konvergiert genau dann gegen
die Lösungu des GleichungssystemsK u = f , wenn � (M ) < 1 gilt. Insbesondere gilt für
den Fehler

zj = u j � u

für jede beliebige Vektornormk � k die Gleichung

sup
z06= 0

lim sup
j !1

j

s
kzj k
kz0k

= � (M ):

Somit konvergiert die Folge der Fehlernormen(kzj k) j 2 N0
so schnell gegen Null wie die

geometrische Folge(� (M ) j ) j 2 N0
. Aufgrund dieser Eigenschaft heiÿt� (M ) auchKonver-

genzrate .
Das gedämpfte Jacobi-Verfahren [53] zur Lösung eines linearen(n � n)-Gleichungssys-
tems K u = f hat die Form

u0 2 Rn ;

u j +1 = ( I � !D � 1K )u j + !D � 1f ; j 2 N0:
(1.10)

Hierbei ist I die (n� n)-Einheitsmatrix, D = diag(K ) die Diagonalmatrix vonK und ! 2
(0;1) ein vorgegebener Dämpfungsfaktor.! = 1 ergibt das klassische Jacobi-Verfahren.
Wendet man das gedämpfte Jacobi-Verfahren auf das Gleichungssystem (1.8) an, so hat
die Iterationsmatrix M = M (! ) = ( I � !D � 1K ) die Eigenwerte

� i = � i (! ) = 1 � 2! sin2( �
2 x i ); i = 1; : : : ; n;

und die zugehörigen Eigenvektoren sind

 i =
� p

2h sin(i�x j )
� n

j =1
; i = 1; : : : ; n:

Die Eigenvektoren werden in dieniederfrequenten Vektoren  i ; 1 � i < 1
2h ; und die

hochfrequenten Vektoren  i ;
1

2h � i � n; unterteilt.
Für ! = 1 ergibt sich nun

� (M (1)) = � 1(1) = 1 � 2 sin2( �
2 h) = 1 � 1

2 � 2h2 + O(h4):

Somit ist das klassische Jacobi-Verfahren konvergent, aber es konvergiert sehr langsam.
Jede weitere Wahl von! führt auf eine noch schlechtere Konvergenzrate. Für! = 1

2
z. B. hat die Iterationsvorschrift zur Berechnung der Iteriertenu j +1 die Form

u j +1 = ( I � 1
2D � 1K )u j + 1

2D � 1f (1.11)

und die zugehörige Konvergenzrate ist

� (M ( 1
2)) = � 1( 1

2) = 1 � sin2( �
2 h) = 1 � 1

4 � 2h2 + O(h4):
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1.4 Numerische Lösung der Navier-Stokes-Gleichungen

Schränkt man jedoch für! = 1
2 das Iterationsverfahren (1.10) auf den durch die hoch-

frequenten Eigenvektoren i ;
1

2h � i � n; aufgespannten Unterraum ein, so gilt mit
1
2 � x i < 1 für die zugehörigen Eigenwerte

� i (! ) = 1 � sin2( �
2 x i ) = cos2( �

2 x i ) � 1
2 ; 1

2h � i � n:

In diesem Falle ergibt sich eine Konvergenzrate von maximal1
2 , was einer äuÿerst schnel-

len Konvergenz entspricht.
Zusammenfassend lässt sich sagen, dass das gedämpfte Jacobi-Verfahren für! = 1

2
die niederfrequenten Fehleranteile langsam reduziert. Die hochfrequenten Fehleranteile
werden jedoch sehr schnell verkleinert. Bereits nach wenigen Iterationsschrittenj 2 N
dominieren die niederfrequenten Fehleranteile und der Fehlerzj ist somit glatter als der
Fehler z0. Ein Iterationsverfahren mit solchen Eigenschaften wird alsGlätter bezeich-
net.
Im Weiteren wird das gedämpfte Jakobi-Verfahren mit! = 1

2 als Glätter verwendet.
Eine Iteration des Verfahrens wird hierbei durch

u j +1
l = J l (u

j
l ; f l )

beschrieben. Der Ausdruck

u j + �
l = J �

l (u j
l ; f l )

entspricht � Iterationen.

1.4.5.3 Das Grobgitter-Korrektur-Verfahren

Es seiu l die exakte Lösung undualt
l eine Näherungslösung zum Gleichungssystem (1.8)

bezüglich des Gitters
 l der Stufe l. Weiter sei �u l eine Näherungslösung dieses Glei-
chungssystems, welche man durch wenige Anwendungen vonJ l auf ualt

l erhält. Der
Fehler zl = �u l � u l ist bezüglich der hochfrequenten Anteile bereits klein. Es wird nun
dasGrobgitter-Korrektur-Verfahren beschrieben, mit dem auch der niederfrequen-
te Fehleranteil verkleinert werden kann. Wäre der Fehlerzl bekannt, so lieÿe sich durch
die exakte Fehlerkorrektur �u l � zl = u l die exakte Lösungu l berechnen. DerDefekt

d l = K l �u l � f l

erfüllt K lzl = K l �u l � K lu = K l �u l � f l = d l : Durch Lösung des Gleichungssystems

K lzl = d l ; (1.12)

wäre somit der Fehlerzl bestimmt. Dieses Gleichungssystem hat aber die gleiche Kom-
plexität wie das GleichungssystemK lu = f l . Jedoch ist der Fehlerzl glatt und lässt sich
auf dem Gitter 
 l � 1 mit der Gitterweite 2hl gut approximieren. Es werden zwei lineare
Abbildungen eingeführt, welche den Fehler und den Defekt zwischen den Gittern
 l � 1

und 
 l transferieren . Die De�nition dieser Abbildungen hängt vom gegebenen Problem
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1 Numerische Simulation von Strömungsvorgängen

ab und mussvernünftig gewählt werden. Hackbusch emp�ehlt hierbei dieProlongation
des Fehlers

p :
�

Rn l � 1 ! Rn l ;
zl � 1 ! p(zl � 1) = zl ;

; zl � 1 =
�
zi

l � 1

� n l � 1

i =1
; zl =

�
zi

l

� n l

i =1
;

zi
l =

(
zi=2

l � 1 für i gerade;
1
2

�
z(i � 1)=2

l � 1 + z(i +1) =2
l � 1

�
für i ungerade;

und die Restriktion des Defekts

r :
�

Rn l ! Rn l � 1 ;
d l ! r (d l ) = zl � 1;

; d l =
�
di

l

� n l

i =1
; d l � 1 =

�
di

l � 1

� n l � 1

i =1
;

di
l � 1 = 1

4

�
d2i � 1

l + 2d2i
l + d2i +1

l

�
:

Die Abbildungen p und r lassen sich durch einfache, dünn besetzte MatrizenP und
R beschreiben (siehe [27]). Nach Berechnung von�u l und d l mit wenigen Schritten des
Jacobi-Verfahrens zur Stufel wird das Gleichungssystem

K l � 1zl � 1 = r (d l ); (1.13)

zur Stufe l � 1 gelöst. Die Prolongation der zugehörigen Lösungzl � 1 wird dann als
Näherung für zl verwendet. Durch

uneu
l = �u l � PK � 1

l � 1R (K l �u l � f l ) (1.14)

erhält man schlieÿlich dieGrobgitter-Korrektur von u l .

1.4.5.4 Das Zwei-Gitter-Verfahren

Die Kombination des gedämpften Jacobi-Verfahrens (1.11) als Glätter mit der Grobgit-
terkorrektur (1.14) liefert das Zwei-Gitter-Verfahren , welches ebenfalls ein lineares
Iterationsverfahren ist. Der Algorithmus 1.1 beschreibt eine Iterationu j

l ! u j +1
l des

Zwei-Gitter-Verfahrens zur Lösung des linearen GleichungssystemsK lu l = f l .

Zwei-Gitter-Iteration u j
l ! u j +1

l
�u l  J � (u j

l ; f l ) ( � Glättungsschritte )
d l  K l �u l � f l ( Berechnung des Defekts )
d l � 1  r (d l ) ( Restriktion des Defekts )
zl � 1  K � 1

l � 1d l � 1 ( Berechnung des Fehlers auf Stufel � 1 )
u j +1

l  �u l � P(zl � 1) ( Grobgitterkorrektur )

Algorithmus 1.1: Eine Iteration des Zwei-Gitter-Verfahrens.

Die Zwei-Gitter-Iteration ist selbst darstellbar in der Form u j +1
l = M lu

j
l + N l f l . Die

Iterationsmatrix M l ist abhängig von der Anzahl der Glättungsschritte� � 1 und hat
die Form

M l = M l (� ) = ( I � PK � 1
l � 1RK l )J �

l :
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� 1 2 3 4 5 10
� � 0.5 0.25 0.125 0.0832 0.0671 0.0350

Tabelle 1.1: Obere Schranken� � der Konvergenzrate des Zwei-Gitter-Verfahrens in Abhän-
gigkeit von der Anzahl der Glättungsschritte �.

Hierbei bezeichnetJl nun die Iterationsmatrix des Jacobi-Glätters zur Stufel. Für die
Konvergenzrate des Zwei-Gitter-Verfahrens gilt die Abschätzung

� (M l ) � maxf x(1 � x)� + (1 � x)x � j0 � x � 1
2g =: � � < 1:

Wie der Tabelle 1.1 zu entnehmen ist, ergibt sich bereits für wenige Glättungsschritte
� eine sehr gute Konvergenzrate. Darüber hinaus ist die obere Schranke� � der Konver-
genzrate unabhängig von der Gitterstufel. Somit lässt sich eine vorgegebene Genauigkeit
� in j = O(log 1

� ) Iterationen erreichen, wobeij unabhängig von der Gitterweitehl ist.
Für klassische Iterationsverfahren gilt diese Aussage nicht. So gilt z. B. für das Jacobi-
Verfahren � (M l ) = 1 � O (h2

l ).

1.4.5.5 Das Mehrgitterverfahren

Im vorigen Abschnitt zeigte sich, dass das Zwei-Gitter-Verfahren ein sehr schnelles Ite-
rationsverfahren ist. Jedoch ist zu beachten, dass in jeder Iteration die exakte Lösung
des Gleichungssystems

K l � 1zl � 1 = d l � 1 (1.15)

zu berechnen ist. Dies ist mit hohem Rechenaufwand verbunden. Da die Prolongation
p(zl � 1) lediglich als Approximation vonzl verwendet wird, reicht es auszl � 1 mittels eines
Iterationsverfahrens näherungsweise zu berechnen. Das Gleichungssystem (1.15) hat die
gleiche Struktur wie das System (1.8). Somit kann auch hier das Zwei-Gitter-Verfahren
als iterativer Löser verwendet werden. Statt der Gitter auf den Stufenl; l � 1 werden
nun die Gitter auf den Stufenl � 1; l � 2 verwendet. Jede Iteration zur Lösung von (1.15)
benötigt die Lösung eines Gleichungssystems der Form

K l � 2zl � 2 = d l � 2:

Auch hier kann wieder das Zwei-Gitter-Verfahren verwendet werden. Dieser rekursive
Prozess wird fortgeführt, bis die Stufe0 erreicht wird. Die zugehörigen Gleichungssyste-
me sindklein und können direkt oder durch ein alternatives Iterationsverfahren gelöst
werden. Im vorgestellten Modellproblem ist auf Stufe0 jeweils eine Gleichung mit ei-
ner Unbekannten zu lösen. Da bei dieser Vorgehensweise mehr als zwei Gitter benutzt
werden, spricht man von einem Mehrgitterverfahren. Algorithmus 1.2 beschreibt eine
Iteration des Mehrgitterverfahrens zur Lösung des Gleichungssystems (1.8).
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procedure MG(l; u; f )
if l = 0 then

u  K � 1
0 f

else
u  J � (u; f )
d  K lu � f
d  Rd
z  0
for i = 1 to 
 do

MG(l � 1; z; d)
end for
u  u � Pz

end if
Algorithmus 1.2: Ein Iterationsschritt des Mehrgitterverfahrens.

Im Schritt u j
l ! u j +1

l erhält die Prozedur als Übergabeparameter die Stufel, die Ite-
rierte u = u j

l sowie die rechte Seitef = f l des Systems (1.8). Nach Ausführung der Pro-
zedur enthält u die nächste Iterierteu j +1

l . Eine Iteration des Mehrgitterverfahrens wird
auch alsZyklus bezeichnet. Weitere vorzugebende Parameter sind die Anzahl der Glät-
tungsschritte � sowie die Anzahl der rekursiven Aufrufe
 . Üblicherweise wird1 � � � 4
sowie
 = 1 (V-Zyklus) bzw. 
 = 2 (W-Zyklus) gewählt. Das Konvergenzverhalten des
Mehrgitterverfahrens entspricht im Wesentlichen dem des Zwei-Gitter-Verfahrens. Die
oberen Schranken der Konvergenzraten sind unabhängig von den Gitterweitenhl ; : : : ; h0

und der Anzahl der Stufenl + 1. Eine genaue Konvergenzanalyse ist in [27] zu �nden.
Zu dem hier vorgestellten Mehrgitterverfahren existieren zahlreiche Variationen. Auÿer
dem gedämpften Jacobi-Verfahren werden auch andere Iterationsverfahren, wie z. B. das
Gauss-Seidel-Verfahren oder das CG-Verfahren, als Glätter verwendet. Auf die Grobgit-
terkorrektur kann noch eine weitere Glättung folgen. Man unterscheidet dann in Vor-
und Nachglättung.

1.5 Gittererzeugung in Feat�ow

Nach erfolgter Zeit- und Ortsdiskretisierung der inkompressiblen Navier-Stokes-Glei-
chungen (1.1) und (1.2) erhält man das gekoppelte, nicht lineare Gleichungssystem (1.6).
Die in Abschnitt 1.4.4 erläuterten Lösungsstrategien führen zu sehr groÿen linearen Glei-
chungssystemen. Diese werden in FEATFLOW mit Hilfe von Mehrgitterverfahren gelöst.
Diese Verfahren folgen dem im vorigen Abschnitt erläuterten Prinzip. Statt eines Di�e-
renzenverfahrens wird hier die Finite Elemente Methode zur Ortsdiskretisierung verwen-
det. Da in FEATFLOW das Rannacher-Turek-Element für die FE-Methode verwendet
wird, wird das Strömungsgebiet
 � Rn ; n 2 f 2; 3g; durch eine endliche Folge von Vier-
ecksgittern Q0; : : : ;QN bzw. HexaedergitternH 0; : : : ;H N approximiert. Zunächst wird
das Gitter Q0 bzw. H 0 manuell mit Hilfe geeigneter Software wie DeViSoR [40] oder
ANSYS ICEM CFD [1] konstruiert. Dieses Gitter wird auch alsGrobgitter bezeich-
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Abbildung 1.4: Uniforme Unterteilung eines Vierecks und eines Hexaeders.

net. Zu einem gegebenen VierecksgitterQi ; i 2 f 0; : : : ; N � 1g; erhält man dann das
nächste, feinere GitterQi +1 , indem alle Vierecke des GittersQi gleichmäÿig in vier Teil-
vierecke unterteilt werden. Analog erhält man das nächste feinere HexaedergitterH i +1 ,
indem jedes Hexaeder des GittersH i gleichmäÿig in acht Teilhexaeder unterteilt wird.
In Abbildung 1.4 wird diese Unterteilung veranschaulicht. Im Weiteren wird eine Folge
von Vierecksgittern bzw. Hexaedergittern, welche durch solch einen Unterteilungsprozess
entstanden ist, alshierarchisch bezeichnet.

1.5.1 Randanpassung

Damit eine gute Approximation von
 gewährleistet ist, muss sichergestellt werden, dass
die Randpunkte aller Gitter Qi bzw. H i auf @
 liegen. D. h. alle Gitter sollen zulässig
bezüglich des Gebietes
 sein (siehe De�nition 1.2). Es wird davon ausgegangen, dass
dies beim GrobgitterQ0; H 0 bereits der Fall ist. Es sei nunQi ; H i ; i 2 f 0; : : : ; N � 1g;
ein zulässiges Gitter. Nach erfolgter Unterteilung liegen die neu entstanden Randpunkte
VB (Qi +1 ) n VB (Qi ); VB (H i +1 ) n VB (H i ) des Gitters in der Regel nicht auf@
 . Durch
geeignete Verfahren muss also eineRandanpassung durchgeführt werden. Es gibt ver-
schiedene Methoden den Rand des Gebietes zu beschreiben: Explizite oder implizite
Funktionen, parametrisierte Kurven und Flächen, Triangulierungen. Nun sind zwei Fra-
gen zu klären.

1. Welche Methode wird zur Beschreibung des Randes@
 verwendet?

2. Wie erfolgt die Randanpassung?

Im zweidimensionalen Fall ist diese Problematik in FEATFLOW bereits geklärt.

1.5.2 Randanpassung in 2D

Der Rand @
 eines planaren Gebietes
 � R2 wird in FEATFLOW mit Hilfe von
parametrisierten Kurven beschrieben. Bei diesen Kurven handelt es sich um Strecken,
Kreissegmente in Polarkoordinatenform oder kubische Spline-Kurven. Die Konstruktion
des Randes sowie des GrobgittersQ0 erfolgt mit Hilfe des Programms DeViSoR. Die
Unterteilung von Randkanten geschieht dann innerhalb des Parameterraums der Kurven.
So liegt jeder neue Randpunkt automatisch auf dem Rand@
 .
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Abbildung 1.5: Verfeinerung eines Grobgitters Q0 zum Gitter Q1 ohne und mit
Randanpassung.

Beispiel 1.3
Als planares Gebiet
 wird eine Kreisscheibe gewählt. In Abbildung 1.5 ist im linken
Bild der Rand @
 sowie ein approximierendes GrobgitterQ0 zu sehen, welches nur
aus einem Viereck besteht. Durch gleichmäÿige Unterteilung erhält man das GitterQ1.
Im mittleren Bild sieht man das Gitter Q1 ohne Randanpassung, im rechten Bild mit
Randanpassung.

1.5.3 Analytische Beschreibung und orthogonale Projektion

Im dreidimensionalen Fall existieren in FEATFLOW bislang drei Methoden der Beschrei-
bung von 
 und entsprechende Verfahren zur Randanpassung. Bei der ersten Methode
wird das Gebiet
 in einer FORTRAN-Prozedur analytisch beschrieben. Nach erfolgter
Unterteilung des aktuellen HexaedergittersH i werden die neuen Randpunkte orthogonal
auf den Rand@
 projiziert. Auch die Projektion muss hierbei manuell implementiert
werden. Bereits bei einem einfachen Beispiel, wie mehreren Zylindern in einem Strö-
mungskanal, ist dies mit groÿem Aufwand verbunden.

Beispiel 1.4
Als Gebiet 
 wird ein Zylinder gewählt. In Abbildung 1.6 sind dieser Zylinder und
ein zugehöriges GrobgitterH 0 zu sehen. Durch gleichmäÿige Unterteilung vonH 0 und
anschlieÿende orthogonale Projektion erhält man das GitterH 1.

1.5.4 Sweeping

Diese Methode wird auch als21
2D-Gittererzeugung bezeichnet. Hierbei wird ein planares

Vierecksgitter Q entlang einer Kurve parallel verschoben. In regelmäÿigen Abständen
werden Kopien des planaren Gitters erzeugt und anschlieÿend entsprechend miteinander
verbunden. Als Resultat erhält man ein HexaedergitterH . Entsprechend kann man eine
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Abbildung 1.6: Verfeinerung eines GrobgittersH 0 zum Gitter H 1 mit Randanpassung.

Hierarchie von Vierecksgittern verwenden, um so eine Hierarchie von Hexaedergittern zu
konstruieren. Sweeping ist bei FEATFLOW nur entlang der Z-Achse möglich. Insgesamt
können mit dieser Technik bereits komplexere Gebiete und Gitter erzeugt werden, aber
allgemeine 3D-Gitter sind so nicht realisierbar.

Beispiel 1.5
Um die HexaedergitterH 0; H 1 aus Abbildung 1.6 zu erhalten, kann man die Vierecksgit-
ter Q0; Q1 aus Abbildung 1.5 verwenden und kopiert diese einmal bzw. zweimal entlang
der Z-Achse. Dies ist in Abbildung 1.7 veranschaulicht.

1.5.5 Triangulierung und iterierte Projektion

Dominik Göddeke implementierte in seiner Diplomarbeit [22] ein Verfahren, bei dem
die Ober�äche des Gebietes
 durch eine TriangulierungT approximiert wird. Hierbei
beschränkte er sich auf den Fall von umströmten Objekten in einem Strömungskanal.
Die Randanpassung eines HexaedergittersH i erfolgt durch mehrfache Projektion der
Randpunkte auf diese Triangulierung. Als Projektionsverfahren werden die orthogonale
Projektion sowie die sogenannte Umbrellaprojektion verwendet. Mit diesem Verfahren
ist es möglich, eine hierarchische Folge von Hexaedergittern für komplexe Geometrien
zu erzeugen. Das komplexeste untersuchte Beispiel ist ein vereinfachtes Modell eines
Autos (siehe Abbildung 1.8). Jedoch ist die Approximationsgüte eines Hexaedergitters
H i maximal so gut wie die der TriangulierungT . Die Randpunkte des GittersH i liegen
auf der Triangulierung T , aber in der Regel nicht exakt auf dem Rand@
 .

1.5.6 Triangulierung, Gitterdeformation und Projektion

Eine ganz andere Form der Randanpassung ist dieFictitious Boundary Methode. Diese
wurde von Turek, Wan und Rivkind [55] in FEATFLOW eingeführt. Hierbei werden
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1 Numerische Simulation von Strömungsvorgängen

Abbildung 1.7: Die Gitter Q0; Q1 werden entlang der Z-Achse kopiert.

Abbildung 1.8: Geometrische Beschreibung eines Autos durch eine Triangulierung. Quelle:
Göddeke [22]
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1.5 Gittererzeugung

Abbildung 1.9: De�nition eines Gitters mittels der Fictitious Boundary Methode. Die Appro-
ximation der Ellipse (dunkelgrau) entspricht dem Rand des Gitters, welches
entsteht, wenn man die inneren Vierecke (hellgrau) entfernt. Quelle: Miemc-
zyk [38]

Löcher des gegebenen Gebiets
 ebenfalls diskretisiert. Gitterelemente innerhalb der
Löcher werden verworfen. In Abbildung 1.9 ist das Gebiet
 der Bereich zwischen dem
Quadrat und der Ellipse. Dieses wird durch eine Hierarchie von zwei Vierecksgittern
Q0; Q1 diskretisiert. Der innere Bereich der Ellipse ist kein Teil des Gebietes
 , wird
aber ebenfalls diskretisiert. Die Approximation der Ellipse (dunkelgrau) entspricht dem
Rand des Gitters, welches entsteht, wenn man die inneren Vierecke (hellgrau) entfernt.
Hierbei kann nicht garantiert werden, dass die Randecken der Gitter auf dem Rand von

 liegen. Dies führt zu einer entsprechend schlechten Approximation der Ellipse.
Um eine genauere Approximation des Randes@
 zu erhalten, wurde von Grajewski

[25] eine Methode der Gitterdeformation für den 2D-Fall eingeführt. Hierbei wird der
Flächeninhalt der Vierecke des gegebenen Gitters durch eineMonitorfunktion gesteuert.
Diese ist abhängig von der Entfernung der Ecken zum Rand des Gebiets. Je geringer der
Abstand eines Vierecks zum Rand des Gebiets ist, desto kleiner soll der Flächeninhalt
des Vierecks sein. Dies führt dazu, dass die Ecken des Gitters zum Rand des Gebiets
verschoben werden. Dadurch erhält man eine bessere Approximation des Randes des
Gebiets
 und eine dichtere Diskretisierung im Bereich von@
 . Auch in diesem Fall ist
nicht garantiert, dass Randecken des Gitters auf dem Rand des Gebiets liegen. Abbil-
dung 1.10 zeigt ein Beispiel, in dem das Gebiet dem Bereich zwischen einem Quadrat
und einem Kreis entspricht. Zu sehen ist das Gitter, welches mittels Fictitious Boundary
Methode in Kombination mit der Deformationsmethode erzeugt wurde.
Miemczyk [38] setzte diese beiden Verfahren für den 3D-Fall um. Das Gebiet wird dabei
durch eine Triangulierung beschrieben. Er erweiterte diesen Ansatz um ein Projekti-
onsverfahren für die Randecken des erzeugten Gitters. Liegt eine Randecke in einem
Loch des Gebiets und existiert genau eine Nachbarecke innerhalb des Gebiets, so wird
die Randecke in Richtung der Nachbarecke auf die Triangulierung projiziert. Bei mehr
als einer Nachbarecke werden die Richtungen gemittelt. Verschlechtert sich dabei die
Qualität eines angrenzenden Hexaeders deutlich, so wird die Projektion rückgängig ge-
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1 Numerische Simulation von Strömungsvorgängen

Abbildung 1.10: De�nition eines Gitters mittels der Fictitious Boundary Methode mit an-
schlieÿender Deformation. Quelle: Grajewski [25]

macht. Miemczyk untersuchte verschiedene Strömungssimulationen in einem Windkanal
mit teilweise sehr komplexen Geometrien, wie z. B. einem VW Golf. Die Ergebnisse sind
vielversprechend. Ein noch zu lösendes Problem sind künstliche Gräben, welche durch
die Deformation des Gitters und anschlieÿende Projektion der Randecken entstehen.
Abbildung 1.11 zeigt dies am Beispiel eines Quaders. Das Strömungsgebiet verläuft um
den Quader. Das obere Bild zeigt ein Gitter nach der Deformation. Das untere Bild
veranschaulicht die anschlieÿende Projektion der Randecken auf den Quader.

1.5.7 Parametrisierte Flächen

Das Ziel dieser Arbeit ist es, FEATFLOW so zu erweitern, dass Strömungssimulationen
für allgemeine Gebiete 
 � R3 durchgeführt werden können. Zur Beschreibung des
Randes@
 werden Parametrisierungen verwendet. Diese sind eine universale Methode
zur Beschreibung von Flächen imR3. Der Vorteil von parametrisierten Flächen ist, dass
mit ihnen praxisbezogene Geometrienexakt beschrieben werden können. Die Unter-
teilung der Randkanten wird im Parameterbereich der Flächen erfolgen. Dadurch ist
gewährleistet, dass die Randpunkte der GitterH i ; i = 0; : : : ; N; immer auf dem Rand
@
 des Gebietes
 liegen.
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1.5 Gittererzeugung

Abbildung 1.11: Das obere Bild zeigt einen Quader und ein deformiertes Gitter. Das untere
Bild zeigt das Resultat der Projektion der Randecken des Gitters auf den
Quader.
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2 Darstellung von Kurven und Flächen

2.1 Grundbegri�e aus der Di�erentialgeometrie

Innerhalb von CAD-Systemen werden Kurven und Flächen gröÿtenteils mit Hilfe von
Parametrisierungen beschrieben. Es folgen dazu Grundbegri�e aus der Di�erentialgeo-
metrie.

De�nition 2.1
Eine Menge von PunktenC � Rd, d 2 f 2; 3g, heiÿt parametrisierte Kurve , wenn es
ein abgeschlossenes IntervallI � R mit nicht leerem Inneren und eine stetige Abbildung

C :
�

I ! Rd

t ! C(t) = ( C1(t); : : : ; Cd(t))T

gibt, so dassC = C(I ) gilt.

Das Paar(I; C) heiÿt Parametrisierung oder Parameterdarstellung von C. Das
Intervall I = [ a;b] nennt man Parameterraum oder Parameterbereich der Para-
metrisierung C = C(I ). Gilt C(a) = C(b), so heiÿt C geschlossen, andernfallso�en .
Durch die Parametrisierung(I; C) erhält die Kurve C eine Orientierung , indem die
Punkte von C im Sinne wachsender Werte des Parameterst durchlaufen werden. Ist die
Abbildung C stetig di�erenzierbar und gilt

_C(t) 6= 0; (t 2 I );

so heiÿt die Parameterdarstellung(I; C) regulär . Existiert zu C eine Parametrisierung
(I; C), die im Inneren von I injektiv ist, so heiÿt C selbstschnittfrei . Existiert eine
Parametrisierung, welche auf ganzI injektiv ist, so ist C selbstschnittfrei und o�en.

De�nition 2.2
Eine Menge von PunktenS � R3 heiÿt parametrisierte Ober�äche , wenn es ein
abgeschlossenes GebietD � R2 mit nicht leerem Inneren und eine stetige Abbildung

S :
�

D ! R3

(u; v)T ! S(u; v) = ( S1(u; v); S2(u; v); S3(u; v))T

gibt, so dassS = S(D) gilt.

Das Paar (D; S) heiÿt dann Parametrisierung oder Parameterdarstellung von
S. Das abgeschlossene GebietD wird als Parameterraum oder Parameterbereich
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2.1 Grundbegri�e aus der Di�erentialgeometrie

der ParametrisierungS = S(D) bezeichnet. Ist die AbbildungS stetig di�erenzierbar
und gilt für das Vektorprodukt der partiellen Ableitungen Su; Sv von S

Su(u; v) � Sv(u; v) 6= 0; ((u; v) 2 D);

so heiÿt die Parameterdarstellung(D; S) regulär . Existiert zu S eine injektive Parame-
trisierung, so heiÿtS selbstschnittfrei .

De�nition 2.3
Es sei S = S(D) eine parametrisierte Ober�äche undC = C(I ) eine parametrisierte
Kurve im R3. C wird als Flächenkurve bezüglichS bezeichnet, wenn es eine Kurve
C = C(I ) � D gibt, so dass

C(t) = S(C(t)) ; (t 2 I ):

gilt.

Die FlächenkurveC ist also eine Teilmenge der FlächeS. Die Kurve C = C(I ) heiÿt
Parameterraumkurve der Flächenkurve C = C(I ) bezüglich der Fläche S =
S(D). Für eine FlächenkurveC = C(I ) wird die zugehörige Parameterraumkurve nun
stets mit C = C(I ) bezeichnet. Es seienu0; v0 2 R. Wählt man als Parameterraumkurve

C(t) = ( t; v0)T ; (t 2 I );

bzw.

C(t) = ( u0; t)T ; (t 2 I );

so nennt man die zugehörige FlächenkurveKoordinatenkurve .

Im restlichen Verlauf dieses Abschnitts seien alle Parametrisierungen von Kurven, Pa-
rameterraumkurven und Flächen regulär.

Abstände und Winkel auf einer parametrisierten Fläche können mit Hilfe der sogenann-
ten 1. Fundamentalform berechnet werden.

Es sei(D; S) eine Parametrisierung zur FlächeS � R3. Weiter seien(u0; v0)T 2 D,p =
S(u0; v0). Der von Su(u0; v0); Sv(u0; v0) aufgespannte RaumTp (S) heiÿt Tangential-
raum von S in p. Durch Einschränkung des Skalarproduktesh�; �i desR3 auf Tp (S) �
Tp (S) erhält man ein Skalarprodukt

h�; �i p : Tp (S) � Tp (S) ! R: (2.1)

De�nition 2.4
Die zum Skalarprodukt in (2.1) zugehörige quadratische Form

Ip :
�

Tp (S) ! R
w ! h w; wi p

heiÿt 1. Fundamentalform von S in p.
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2 Darstellung von Kurven und Flächen

Im Weiteren wird darauf verzichtet, die Abhängigkeit der partiellen AbleitungenSu; Sv

von u0; v0 anzugeben, solange dies aus dem Zusammenhang hervorgeht. Die explizite
Darstellung von I p bezüglich der BasisSu; Sv von Tp (S) erhält man wie folgt. Es sei
w = w1Su + w2Sv 2 Tp (S), dann gilt

Ip (w) = hw; wi p = hw; wi

= hw1Su + w2Sv; w1Su + w2Sv i

= hSu; Su i w2
1 + 2hSu; Sv i w1w2 + hSv; Sv i w2

2

= g11w2
1 + 2g12w1w2 + g22w2

2

mit

g11 = g11(u0; v0) = hSu(u0; v0); Su(u0; v0)i ;

g12 = g12(u0; v0) = hSu(u0; v0); Sv(u0; v0)i ; (2.2)

g22 = g22(u0; v0) = hSv(u0; v0); Sv(u0; v0)i :

Setzt man nun

Gp :=
�

g11 g12

g12 g22

�
;

so lässt sichIp auch darstellen als

Ip (w) =
��

w1

w2

�
; Gp

�
w1

w2

��
:

Es sei nunC = C(I ) eine Flächenkurve bezüglich der FlächeS = S(D) mit der zugehö-
rigen ParameterraumkurveC = C(I ). Dann gilt

_C(t) =
d
dt

S(C(t))

= Su(C(t)) _C1(t) + Sv(C(t)) _C2(t);

und insbesondere erhält man

IC (t)

�
_C(t)

�
=

D
_C(t); GC (t)

_C(t)
E

:

Die 1. Fundamentalform beschreibt die Metrik der Ober�ächeS, d. h. Längen und Winkel
auf S können mit Hilfe von IS(u;v ) berechnet werden. Die folgenden Aussagen wurden in
[16] bewiesen.

Länge einer Flächenkurve
Es seiC = C(I ) eine Flächenkurve bezüglich der FlächeS = S(D). Die Bogenlänge der
FlächenkurveC zwischen den PunktenC(t0); C(t1) mit t0; t1 2 I ist dann

Z t1

t0






 _C(t)








2
dt =

Z t1

t0

r D
_C(t); GC (t)

_C(t)
E

dt:
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2.1 Grundbegri�e aus der Di�erentialgeometrie

Schnittwinkel zweier Flächenkurven
Es seienC1 = C1(I 1), C2 = C2(I 2) zwei Flächenkurven bezüglich der FlächeS = S(D).
Es seien weiterhinC1 = C1(I 1); C2 = C2(I 2) die entsprechenden Parameterraumkurven,
welche sich im PunktC1(s0) = C2(t0) 2 D; s0 2 I 1; t0 2 I 2, schneiden. Entsprechend
schneiden sich die FlächenkurvenC1; C2 im Punkt p := C1(s0) = S(C1(s0)) = C2(t0) =
S(C2(t0)) . Für den Schnittwinkel � der Flächenkurven gilt dann

cos� =

D
_C1(s0); _C2(t0)

E






 _C1(s0)








2






 _C2(t0)








2

=

D
_C1(s0); Gp

_C2(t0)
E

r D
_C1(s0); Gp

_C1(s0)
Er D

_C2(t0); Gp
_C2(t0)

E:

Handelt es sich bei den Flächenkurven um zwei sich schneidende Koordinatenkurven zu
unterschiedlichen Koordinatenrichtungen, so vereinfacht sich der Ausdruck zu

cos� =
g12

p
g11

p
g22

:

Isometrie
Gilt für eine Fläche S = S(D)

GS(u;v ) =
�

1 0
0 1

�
; ((u; v)T 2 D);

so erhält man für die Bogenlänge einer FlächenkurveC = C(I )

Z t1

t0






 _C(t)








2
dt =

Z t1

t0






 _C(t)








2
dt

und für den Schnittwinkel � zweier FlächenkurvenC1 = C1(I 1), C2 = C2(I 2) gilt dann

cos� =

D
_C1(s0); _C2(t0)

E






 _C1(s0)








2






 _C2(t0)








2

=

D
_C1(s0); _C2(t0)

E






 _C1(s0)








2






 _C2(t0)








2

:

In diesem Fall stimmen also Längen- und Winkelrechnung im ParameterraumD und
auf der Ober�ächeS überein. Man sagt dann, die FlächeS ist isometrisch zum Para-
meterbereichD. Die Parametrisierung(D; S) wird dann als Isometrie bezeichnet.
Je mehr die Matrix GS(u;v ) für alle (u; v)T 2 D von der Einheitsmatrix abweicht, desto
stärker werden metrische Eigenschaften, wie Länge und Winkel, von der AbbildungS
verzerrt.
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2 Darstellung von Kurven und Flächen

Abbildung 2.1: Isometrische Parametrisierung eines Halbzylinders.

Beispiel 2.5 Halbzylinder
Ein Beispiel für eine Isometrie ist die Parametrisierung(D; S) des Mantels eines Halb-
zylinders mit Radius und Höhe1:

D = f (u; v)T 2 R2 j � � u � 2�; 0 � v � 1g;

S(u; v) = (cos(u); sin(u); v)T ; (u; v)T 2 D:

Abbildung 2.1 zeigt zwei KoordinatenkurvenC1; C2 auf der FlächeS des Halbzylinders,
sowie die zugehörigen ParameterraumkurvenC1; C2 im ParameterraumD. Die Parame-
terraumkurven und die Flächenkurven schneiden sich jeweils in einem Winkel von90� .
Die Bogenlänge der Parameterraumkurven stimmt mit der Bogenlänge der Flächenkur-
ven überein.

Beispiel 2.6 Parallelogramm
Die Parametrisierung

D = f (u; v)T 2 R2 j 0 � u; v � 1g;

S(u; v) = ( u + v; v;0)T ; (u; v)T 2 D;

des ParallelogrammsS in Abbildung 2.2 ist keine Isometrie, denn es gilt

GS(u;v ) =
�

1 1
1 2

�
; ((u; v)T 2 D):

Die FlächenkurvenC1; C2 schneiden sich in einem Winkel von45� , obwohl sich die zugehö-
rigen ParameterraumkurvenC1; C2 in einem Winkel von90� schneiden. Die Bogenlänge
von C1 und C1 ist 1. Die Bogenlänge vonC2 bzw. C2 ist 1 bzw.

p
2.
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2.2 Triangulierungen

Abbildung 2.2: Nicht isometrische Parametrisierung eines Parallelogramms.

2.2 Triangulierungen

Eine sehr einfache Form zur Beschreibung von Ober�ächen sind Triangulierungen. Diese
sind in der Computerspieleindustrie weit verbreitet. Für das in den Kapiteln 4 und 5 be-
schriebene Verfahren zur Erzeugung von Gittern auf Ober�ächen spielen Triangulierun-
gen eine zentrale Rolle. Es folgen einige grundlegende De�nitionen für Triangulierungen.

Dreieck
Es seienv1; v2; v3 2 Rn ; n 2 f 2; 3g; drei beliebige, nicht kollineare Punkte. Die konvexe
Hülle von v1; v2; v3 heiÿt Dreieck und wird mit T = 4 v1v2v3 bezeichnet. Die Punkte
v1; v2; v3 nennt man auchEcken . Als Kante [v ;w] bezeichnet man die Verbindungs-
strecken zweier Eckenv; w von T.

Triangulierung
Es seiT = f T1; : : : ; Tmg; m 2 N; eine Menge von Dreiecken imRn ; n 2 f 2; 3g. T heiÿt
Triangulierung oder auchDreiecksgitter , wenn für i 6= j; i; j 2 f 1; : : : ; mg; einer der
drei folgenden Fälle gilt:

� Ti \ Tj = ; ,

� Ti \ Tj ist eine gemeinsame Ecke,

� Ti \ Tj ist eine gemeinsame Kante.

Sind die Ecken Elemente desR2, so heiÿt T planare Triangulierung und ST mit

ST =
m[

i =1

Ti ;

bezeichnet dieFläche von T . Liegen die Punkte hingegen imR3, so spricht man von
einerOber�ächentriangulierung und ST ist eine Fläche imR3. In beiden Fällen wird
gefordert, dassST � Rn zusammenhängend ist.
Des Weiteren bezeichnetV(T ) die Menge der Ecken undE(T ) die Menge der Kanten
der Triangulierung. Zwei Eckenv; w sind benachbart , wenn [v;w] eine Kante der Tri-
angulierung ist. Zwei Dreiecke heiÿenbenachbart , wenn sie eine gemeinsame Kante
haben. DieNachbarschaft einer Eckev 2 V(T ) ist de�niert als

Nv = f w 2 V(T )j[v ;w] 2 E(T )g:
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2 Darstellung von Kurven und Flächen

Eine Triangulierung heiÿt geschlossen, wenn jede Kante der Schnitt von genau zwei
Dreiecken ist. Andernfalls spricht man von einero�enen Triangulierung und man unter-
scheidet zwischeninneren Kanten und Randkanten , bzw. zwischeninneren Ecken
und Randecken . Eine Kante [v ;w] ist eine innere Kante, wenn sie Schnittmenge zwei-
er Dreiecke ist. Andernfalls ist sie eine Randkante.E I (T ) bzw. EB (T ) bezeichnet die
Menge aller inneren Kanten bzw. die Menge aller Randkanten. Eine Eckev ist eine Ran-
decke, wenn sie gleich dem Schnitt zweier Randkanten ist. Andernfalls ist sie eine innere
Ecke.VI (T ) bzw. VB (T ) bezeichnet die Menge aller inneren Ecken bzw. die Menge aller
Randecken. Die Menge

@T :=
[

[v ;w ]2 EB (T )

[v ;w]

heiÿt Rand von T .

Vergleicht man zwei TriangulierungenT1; T2 miteinander, so sind sie im topologischen
Sinne gleich, wenn sie die gleiche Konnektivität besitzen.

Konnektivität
Es sei f v1; : : : ; vng; n 2 N; die Menge aller Ecken der TriangulierungT . Ein Dreieck
T = 4 v i v j vk ; i; j; k 2 f 1; : : : ; ng; ist eindeutig durch die Angabe desIndex-Tripels
(i; j; k ) der Ecken des Dreiecks de�niert. Jede Permutation des Index-Tripels de�niert das
gleiche Dreieck.[(i; j; k )] bezeichne die Menge aller Permutationen von(i; j; k ). Durch
die Menge

C(T ) = f [(i; j; k )]jT = 4 v i v j vk 2 T g

wird die sogenannteKonnektivität der Triangulierung T beschrieben. GiltC(T1) =
C(T2) für zwei TriangulierungenT1; T2, bei geeigneter Nummerierung der Ecken, so wer-
den diese alsTriangulierungen mit identischer Konnektivität bezeichnet.

Beispiel 2.7
In Abbildung 2.3 ist ein Beispiel für zwei planare TriangulierungenT = f T1; T2; T3; T4g;
�T = f �T1; �T2; �T3; �T4g mit identischer Konnektivität zu sehen. Es seienv1; : : : ; v6 bzw.
�v1; : : : ; �v6 die Ecken von T bzw. �T . Die DreieckeT1; : : : ; T4 bzw. �T1; : : : ; �T4 werden
eindeutig durch die Index-Tripel(1; 2; 6); (2; 3; 6); (3; 4; 6); (4; 5; 6) de�niert.

Ein weiterer, wichtiger Begri� in Bezug auf Triangulierungen sind die sogenannten
baryzentrischen Koordinaten . Referenzen zu diesem Thema sind [17] und [4].

Baryzentrische Koordinaten
Es seiE = E(T) die durch das DreieckT = 4 v1v2v3 � Rn ; n 2 f 2; 3g; de�nierte a�ne
Ebene. Dav1; v2; v3 ein Dreieck bilden, sind sie a�n unabhängig. Zu jedem Punktv 2 E
existieren eindeutig bestimmte Zahlen� 1; � 2; � 3 2 R mit

v = � 1v1 + � 2v2 + � 3v3;

1 = � 1 + � 2 + � 3:
(2.3)
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2.3 NURBS

Abbildung 2.3: Zwei planare TriangulierungenT = f T1; T2; T3; T4g; �T = f �T1; �T2; �T3; �T4g mit
identischer Konnektivität.

� 1; � 2; � 3 heiÿenbaryzentrische Koordinaten von v bezüglich T. Schlieÿlich wird
noch der Begri� der a�nen Abbildung de�niert.

A�ne Abbildung
Es seiEn ; n 2 N; der kanonische a�ne Raum bezüglich des VektorraumsRn . Weiter seien
A ; B � En a�ne Unterräume von En der Dimensionm 2 N; m � n. Eine Abbildung
f : A ! B heiÿt a�n , wenn für beliebige Punktev1; : : : ; vk 2 A ; k 2 N; und beliebige
Zahlen � 1; : : : ; � k 2 R mit � 1 + : : : + � k = 1 gilt

f

 
kX

i =1

� i v i

!

=
kX

i =1

� i f(v i ):

Ist f a�n und bijektiv, so bezeichnet man f als A�nität .

2.3 NURBS

In der Industrie werden standardmäÿigNURBS (Non Uniform Rational B-Splines) zur
Parametrisierung von Kurven und Flächen verwendet. Einige Gründe für die weite Ver-
breitung von NURBS sind die Folgenden:

� Mit NURBS lassen sich sowohl analytische Kurven und Flächen, wie z. B. der
Kreis oder der Zylinder, als auch Freiform�ächen, wie z. B. ein Teil einer Gussform,
beschreiben.

� Algorithmen für NURBS-Kurven und -Flächen sind schnell und numerisch stabil.

� NURBS-Kurven und -Flächen sind invariant bezüglich einiger geometrischer Trans-
formationen, wie z. B. Drehung und Verschiebung.

Grundlage der NURBS sind die sogenanntenB-Spline-Basis-Funktionen.
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2 Darstellung von Kurven und Flächen

2.3.1 B-Spline-Basis-Funktionen

Es seienn 2 N; d 2 N0, sowiet0; : : : ; tn 2 R. Gilt dann

t i � t i +1 ; i = 0; : : : ; n � 1;

t i < t i + d+1 ; i = 0; : : : ; n � d � 1;

so heiÿen die Zahlent0; : : : ; tn Knoten vom Grad d (kurz Knoten ) und der Zeilen-
vektor T = ( t0; : : : ; tn ) heiÿt Knotenvektor vom Grad d (kurz Knotenvektor ).

De�nition 2.8
Es seienn 2 N; d 2 N0; i 2 f 0; : : : ; n � d � 1g. Weiter sei T = ( t0; : : : ; tn ) ein Kno-
tenvektor vom Gradd. Die i -te B-Spline-Basis-Funktion vom Grad d wird mit N i;d

bezeichnet. Für den Gradd = 0 ist N i; 0 de�niert als

N i; 0 : R ! R;

N i; 0(u) :=
�

1; t i � u < t i +1

0; sonst
; (u 2 R):

Zusätzlich seiNn� 1;0(tn ) = 1 . Für den Grad d � 1 wird N i;d durch folgende Rekursion
de�niert

N i;d : R ! R;

N i;d (u) :=
u � t i

t i + d � t i
N i;d � 1(u)+

t i + d+1 � u
t i + d+1 � t i +1

N i +1 ;d� 1(u);
(u 2 R):

Treten in der Rekursion Brüche der Form0
0 auf, so werden diese als0 interpretiert.

Eine B-Spline-Basis-FunktionN i;d vom Grad d wird auch kurz B-Spline vom Grad d
genannt.
Setzt man

m := n � d � 1;

dann existieren zum KnotenvektorT = ( t0; : : : ; tn ) genaum+1 B-SplinesN0;d; : : : ; Nm;d

vom Grad d.

Beispiel 2.9
In Abbildung 2.4 wird die Rekursionsformel aus De�nition 2.8 veranschaulicht. Es wird
T = (0 ; 1; 2; 3) als Knotenvektor gewählt. Im unteren Bild sind die B-SplinesN0;0; N1;0;
N2;0 vom Grad 0 zu sehen. Durch Anwendung der Rekursionsformel auf die B-Splines
N0;0; N1;0 bzw. N1;0; N2;0 erhält man die B-SplinesN0;1 bzw. N1;1 vom Grad 1 (mittleres
Bild). Nochmalige Anwendung der Rekursionsformel auf die B-SplinesN0;1; N1;1 liefert
schlieÿlich den B-SplineN0;2 vom Grad 2, welcher im oberen Bild zu sehen ist.
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Abbildung 2.4: Die B-Splines N0;0; N1;0; N2;0; N0;1; N1;1; N0;2 über dem Knotenvektor T =
(0; 1; 2; 3).
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2 Darstellung von Kurven und Flächen

Eigenschaften der B-Splines
Die B-Splines verfügen über folgende Eigenschaften. Die entsprechenden Beweise dieser
Aussagen �nden sich in [41]. Es seienn 2 N; d 2 N0; m := n � d � 1; i 2 f 0; : : : ; mg.

B1 Der B-SplineN i;d ist auf ganzR nicht negativ, d.h. es gilt

N i;d (u) � 0 (u 2 R):

Diese Eigenschaft wird alsPositivität bezeichnet.

B2 Der B-SplineN i;d hat den lokalen Träger [t i ; t i + d+1 ].

B3 Es seij 2 f 0; : : : ; n � 1g. In dem Intervall [t j ; t j +1 ) sind höchstensd + 1 B-Splines
ungleich Null. Dies sind geradeN j � d;d; : : : ; Nj;d .

B4 Es liegt die sogenannteZerlegung der 1 vor, d. h. es gilt

mX

i =0

N i;d (u) = 1 ; (u 2 [td; tm+1 ]):

B5 Für d > 0 hat N i;d genau ein Maximum auf ganzR.

Die B-SplinesN0;d; : : : ; Nm;d bilden eine Basis des Raums aller stückweisen Polynome
vom Grad d. Diese Aussage wird im Folgenden präzisiert.
Es seienl 2 N; d 2 N0. Die Zahlen� 0; : : : ; � l 2 R mit der Eigenschaft

� i < � i +1 ; i = 0; : : : ; l � 1;

werden alsBruchstellen bezeichnet.
Setzt man � := ( � 0; : : : ; � l ), so bezeichnetPd;� den Raum aller stückweisen Polynome
vom Grad d über dem Intervall [� 0; � l ]. Eine Abbildung p : [� 0; � l ] ! R ist also ein
Element vonPd;� , wenn p eingeschränkt auf das Intervall[� i ; � i +1 ]; i 2 f 1; : : : ; l � 1g; ein
Polynom vom Gradd ist.
Von besonderem Interesse sind die Übergänge in den Bruchstellen� i ; i = 1; : : : ; l � 1. Es
seien� 1; : : : ; � l � 1 2 Z, mit

� 1 � � i � d; i = 1; : : : ; l � 1;

sowie� = ( � 1; : : : ; � l � 1). Dann bezeichnetPd;� ;� den Raum aller Abbildungenp 2 Pd;� ,
welche in den Bruchstellen� i ; i = 1; : : : ; l � 1; mindestens� i -mal stetig di�erenzierbar
sind. Der Fall � i = 0 bedeutet, dassp in � i mindestens stetig ist und� i = � 1 bedeutet,
dass in� i keine Bedingung anp gestellt wird.

Mit Hilfe der B-Splines ist es nun möglich, eine Basis vonPd;� ;� zu erzeugen. Dazu bildet
man den sogenanntenerweiterten Knotenvektor T = ( t0; : : : ; tn ), welcher folgende
Bedingungen erfüllt:

1. n = 2 � (d + 1) +
l � 1P

k=1
(d � � k);
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2.3 NURBS

2. td+1 ; : : : ; tn� d� 1 2 f � 1; : : : ; � l � 1g,

3. t0 � : : : � td = � 0; � l = tn� d � : : : � tn ,

4. Für i 2 f 1; : : : ; l � 1g ist � i in T exakt vi := ( d � � i )-mal enthalten.

Als Knotenvektor T ergibt sich dann

T = ( t0; : : : ; td� 1| {z }
� � 0

; � 0; � 1; : : : ; � 1| {z }
v1 � mal

; : : :

: : : ; � i ; : : : ; � i| {z }
vi � mal

; : : :

: : : ; � l � 1; : : : ; � l � 1| {z }
vl � 1 � mal

; � l ; tm+2 ; : : : ; tm+ d+1| {z }
� � l

):

Die Einschränkungen der zu diesem KnotenvektorT zugehörigen B-SplinesN0;d; : : : ;
Nm;d auf das Intervall [� 0; � l ] = [ td; tm+1 ] bilden dann eine Basis vonPd;� ;� . Der Beweis
der Basiseigenschaft wurde von Curry und Schoenberg erbracht [10].

2.3.2 NURBS-Kurven

Mittels der B-Splines lassen sich nun die NURBS-Kurven und -Flächen de�nieren.

De�nition 2.10
Es seienn 2 N; d 2 N0; m := n � d � 1; sowie p0; : : : ; pm 2 R3; w0; : : : ; wm 2 R+ .
Des Weiteren seienT = ( t0; : : : ; tn ) ein Knotenvektor vom Gradd und N0;d; : : : ; Nm;d

die zugehörigen B-Splines vom Gradd. Eine NURBS-Kurve C vom Grad d ist eine
parametrisierte Kurve C = C(I ), für die die Parametrisierung de�niert ist durch

I := [ td; tm+1 ];

C : I ! R3;

C(u) :=

mP

i =0
wi p i N i;d (u)

mP

i =0
wi N i;d (u)

; (u 2 I ):

Die Punkte p0; : : : ; pm 2 R3 werden alsKontrollpunkte bezeichnet. Der durch die
Kontrollpunkte de�nierte Polygonzug heiÿt Kontrollpolygon . Die Zahlenw0; : : : ; wm 2
R+ nennt man Gewichte .

Eigenschaften der NURBS-Kurven
Es seiC = C(I ) eine B-Spline-Kurve vom Gradd. Aus den Eigenschaften der B-Spline-
Basis-Funktionen ergeben sich folgende Eigenschaften fürC. Die Beweise dieser Aussagen
�nden sich in [41].

C1 C ist eine stückweise rationale Kurve imR3.
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2 Darstellung von Kurven und Flächen

C2 Verändert man den Kontrollpunkt p i oder das Gewichtwi , so ändert sichC nur
auf dem Intervall [t i ; t i + d+1 ). Hierbei spricht man vonlokaler Kontrolle .

C3 Cverläuft in der konvexen Hülle der Punktep0; : : : ; pm . Genauer: Füru 2 [t i ; t i +1 )
liegt C(u) in der konvexen Hülle der Punktep i � d; : : : ; p i .

C4 Für eine a�ne Abbildung � : R3 ! R3 gilt

�( C(u)) =

mP

i =0
wi �( p i )N i;d (u)

mP

i =0
wi N i;d (u)

; (u 2 I )

Diese Eigenschaft wird alsa�ne Invarianz bezeichnet.

C5 Es seiena; b2 R; a < b. Wählt man als Knotenvektor

T = ( a; : : : ; a| {z }
d+1

; td; : : : ; tm+1 ; b; : : : ; b| {z }
d+1

)

so gilt

C(a) = p0; C(b) = pm :

Es liegt alsoAnfangs- und Endpunktinterpolation vor.

C6 Kegelschnitte lassen sich mit NURBS-Kurven durch geeignete Wahl von Grad,
Knoten, Kontrollpunkten und Gewichten exakt darstellen.

2.3.3 NURBS-Flächen

NURBS-Flächen sind eine direkte Verallgemeinerung von NURBS-Kurven.

De�nition 2.11
Es seienn1; n2 2 N; d1; d2 2 N0; m1 := n1 � d1 � 1; m2 := n2 � d2 � 1; sowie p i;j 2
R3; wij 2 R+ ; i = 0; : : : ; m1; j = 0; : : : ; m2. Des Weiteren seienU = ( u0; : : : ; un1 ),
V = ( v0; : : : ; vn2 ) Knotenvektoren vom Gradd1 bzw.d2 und N0;d1 ; : : : ; Nm1 ;d1 ; N0;d2 ; : : : ;
Nm2 ;d2 die zugehörigen B-Splines vom Gradd1 bzw.d2. Eine NURBS-Fläche S vom
Grad (d1; d2) ist eine parametrisierte FlächeS = S(D), für die die Parametrisierung
(D; S) de�niert ist durch

D := [ ud1 ; um1+1 ] � [vd2 ; vm2+1 ];

S : D ! R3

S(u; v) :=

m1P

i =0

m2P

j =0
wij p ij N i;d 1 (u)N j;d 2 (v)

m1P

i =0

m2P

j =0
wij N i;d 1 (u)N j;d 2 (v)

; ((u; v) 2 D):

38



2.3 NURBS

Die Punkte p ij 2 R3; i = 0; : : : ; m1; j = 0; : : : ; m2 werden alsKontrollpunkte be-
zeichnet und bilden dasKontrollnetz . Die Zahlenwij 2 R; i = 0; : : : ; m1; j = 0; : : : ; m2

heiÿenGewichte .

Eigenschaften der NURBS-Flächen
Es seiS = S(D) eine NURBS-Fläche. Dann hatS folgende Eigenschaften [41].

S1 S ist eine stückweise rationale Fläche imR3.

S2 Verändert man den Kontrollpunkt p ij oder das Gewichtwij , so ändert sichS nur
für die Teilmenge[ui ; ui + d1+1 ) � [vj ; vj + d2+1 ) des ParameterbereichsD.

S3 S verläuft in der konvexen Hülle der Punktep00; : : : ; pm1m2 . Genauer: Für(u; v) 2
[ui 0 ; ui 0+1 ) � [vj 0 ; vj 0+1 ) liegt S(u; v) in der konvexen Hülle der Punktep ij , i 0 � d �
i � i 0, j 0 � d � j � j 0.

S4 Auch für Flächen liegt a�ne Invarianz vor. Für eine a�ne Abbildung � : R3 ! R3

gilt also

�( S(u; v)) =

m1P

i =0

m2P

j =0
wij �( p ij )N i;d 1 (u)N j;d 2 (v)

m1P

i =0

m2P

j =0
wij N i;d 1 (u)N j;d 2 (v)

; ((u; v) 2 D):

S5 Es seiena1; b1; a2; b2 2 R; a1 < b1; a2 < b2. Wählt man als Knotenvektoren

U = ( a1; : : : ; a1| {z }
d1+1

; ud1 ; : : : ; um1+1 ; b1; : : : ; b1| {z }
d1+1

)

V = ( a2; : : : ; a2| {z }
d2+1

; vd2 ; : : : ; vm2+1 ; b2; : : : ; b2| {z }
d2+1

);

so liegt Eckpunktinterpolation vor

S(a1; a2) = p00; S(b1; a2) = pm10;

S(a1; b2) = p0m2 ; S(b1; b2) = pm1m2 :

S6 Zylinder, Kegel und Ellipsoide lassen sich mit NURBS-Flächen exakt darstellen.

S7 Jede Koordinatenkurve einer NURBS-Fläche ist eine NURBS-Kurve.

2.3.4 Modellierung

Mit Hilfe der Kontrollpunkte und Gewichte lässt sich der Verlauf von NURBS-Kurven
und -Flächen intuitiv gestalten. Dies wird im Folgenden am Beispiel von NURBS-Kurven
illustriert. Für NURBS-Flächen gelten entsprechende Aussagen.
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2 Darstellung von Kurven und Flächen

Abbildung 2.5: Zwei NURBS-Kurven C und �C die bis auf den Kontrollpunkt p1 bzw. �p1

identische Kontrollpolygone besitzen.

Gemäÿ EigenschaftC3 verläuft eine NURBS-Kurve C = C(I ) vom Grad d inner-
halb der konvexen Hülle ihrer Kontrollpunktep0; : : : ; pm . Das TeilstückC([t i ; t i +1 )) ; i 2
f d; : : : ; m+1g; liegt innerhalb der konvexen Hülle der Kontrollpunktep i � d; : : : ; p i . Gibt
man die Kontrollpunkte p0; : : : ; pm vor, so wird die KurveC einen ähnlichen Verlauf wie
ihr Kontrollpolygon haben. Hat die Kurve nicht die gewünschte Form, so lässt sich diese
durch Verändern der Kontrollpunkte bzw. Gewichte korrigieren. EigenschaftC2 garan-
tiert, dass die Änderung eines Kontrollpunktespi ; i 2 f 0; : : : ; mg; oder eines Gewichtes
wi ; i 2 f 0; : : : ; mg; nur Ein�uss auf das KurvenstückC([t i ; t i + d+1 )) hat.

Beispiel 2.12
Abbildung 2.5 zeigt eine NURBS-KurveC = C(I ) vom Grad 2. Als Knotenvektor wurde
T = (0 0 0 1 2 3 3 3) gewählt und die Kontrollpunkte sind p0 = (0 0 0)T ; p1 =
(5 10 0)T ; p2 = (15 15 0)T ; p3 = (25 10 0)T ; p4 = (30 0 0)T . Für die Gewichte gilt
wi = 1; i = 0 : : : ; m. Es ist zu erkennen wie die KurveC einen ähnlichen Verlauf wie ihr
Kontrollpolygon hat. Ändert man den Kontrollpunkt p1 zu �p 1 = (0 15 0)T , so ändert
sich die Kurve C nur für das KurvensegmentC([0; 2]) und man erhält eine neue Kurve
�C. Die Endpunkte dieses Segmentes sindq0 = C(0); q1 = C(2).

Beispiel 2.13
Abbildung 2.6 veranschaulicht den Ein�uss der Gewichtew0; : : : ; wm auf die zugehörige
NURBS-Kurve C. Kontrollpunkte können als Magnete interpretiert werden. Je gröÿer
ein Gewicht wi ; i 2 f 0; : : : ; mg; ist, desto stärker wird die Kurve vom Kontrollpunkt
p i ; i 2 f 0; : : : ; mg; angezogen. In Abbildung 2.6 ist KurveC aus dem vorherigen Beispiel
zu sehen. Es wird das Gewichtw1 von 1 auf 3 geändert. Die KurveC wird dann stärker
von p1 angezogen. Man erhält die Kurve�C. Die Änderung des Gewichts wirkt sich nur
auf das KurvensegmentC([0; 2]) mit den Endpunkten q0 = C(0); q1 = C(2) aus.
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2.3 NURBS

Abbildung 2.6: Zwei NURBS-Kurven C und �C mit gleichen Kontrollpunkten, jedoch unter-
schiedlichen Gewichten.C hat die Gewichte w0 = w1 = w2 = w3 = w4 = 1 . �C
hat die Gewichte w0 = w2 = w3 = w4 = 1 und w1 = 3 .

2.3.5 Getrimmte Flächen

Eine weitere Modellierungstechnik für NURBS-Flächen ist das sogenannteTrimmen .
Bei diesem Verfahren werden Teile der Fläche mit Hilfe von Kurvenheraus geschnitten.
Es seiS = S(D) eine NURBS-Fläche. Weiter seien

C1;1; : : : ;C1;k1
; : : : ;Cl;1; : : : ;Cl;k l

� D; l; k 1; : : : ; kl 2 N;

reguläre, selbstschnittfreie Parameterraumkurven. Es seii 2 f 1; : : : ; lg. Die Parametri-
sierungen(I i;j ; C i;j ); j = 1; : : : ; l; der Kurven Ci;j ; j = 1; : : : ; l; seien injektiv und es
gelte

I i;j = [ ai;j ; bi;j ]; ai;j ; bi;j 2 R; j = 1; : : : ; ki ;

C i;j (bi;j ) = C i;j +1 (ai;j +1 ); j = 1; : : : ; ki � 1;

C i;k i
(bi;k i ) = C i; 1(ai; 1):

Dann ist die Menge

Ci :=
k i[

j =1

Ci;j

eine geschlossene Kurve, welche stückweise durch(I i;j ; C i;j ), j = 1; : : : ; ki parametri-
siert wird. Die Kurven Ci; 1; : : : ;Ci;k i

seien so gegeben, dassCi selbstschnittfrei ist. Die
Teilmenge D 0 � D , welche links von allen KurvenC1; : : : ;Cl liegt, wird zum gültigen
ParameterbereichD 0 erklärt. Der Begri� links bezieht sich hierbei auf die Orientierung
der Parametrisierung der ParameterraumkurvenCi;j ; i = 1; : : : ; l; j = 1; : : : ; ki . Die ge-
trimmte NURBS-Fläche S0 ist dann die TeilmengeS0 = S(D 0) � S von S. Die
Flächenkurven

Ci;j = S(C i;j (I i;j )) ; i = 1; : : : ; l; j = 1; : : : ; ki
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2 Darstellung von Kurven und Flächen

heiÿenKanten der Fläche S0. Für i 2 f 1; : : : ; lg ist die Menge

Ci :=
k i[

j =1

Ci;j

eine geschlossene Flächenkurve, welche stückweise durch(I i;j ; S � C i;j ), j = 1; : : : ; ki

parametrisiert wird. Ci wird als Trimmkurve von S0 bezeichnet. Die Punkte

v i;j = S(C i;j (ai;j )) ; i = 1; : : : ; l; j = 1; : : : ; ki

werdenEcken der Fläche S0 genannt.

Innerhalb von CAD-Systemen werden NURBS-Kurven als Parameterraumkurven ver-
wendet. Ist nun die ParameterraumkurveC = C(I ) eine NURBS-Kurve, so ist in der
Regel die zugehörige FlächenkurveC = C(I ) = S(C(I )) keine NURBS-Kurve. Um
ein einheitliches, auf NURBS-Kurven und -Flächen basierendes System beizubehalten,
werden die Flächenkurven durch NURBS-Kurven approximiert. In diesem Fall ist zu
beachten, dass in der Regel die Parameterintervalle der Parametrisierungen vonC und C
verschieden sind. Es seien(I; C) bzw. (I ; C) die Parametrisierungen vonC bzw. C, dann
gilt

C = C(I ) = S(C(I )) :

Im Weiteren wird davon ausgegangen, dass die Kanten einer NURBS-Fläche als auch
die zugehörigen Parameterraumkurven NURBS-Kurven sind.

Wenn im Folgenden von einer NURBS-FlächeS = S(D) die Rede ist, so kann es sich
hierbei auch um eine getrimmte Fläche handeln. Das heiÿt der ParameterbereichD muss
kein Rechteck bilden.

Beispiel 2.14
Abbildung 2.7 zeigt eine NURBS-FlächeS mit zugehörigem ParameterbereichD und den
FlächenkurvenC1;1, C1;2, C1;3, C1;4, C2;1, C2;2. Innerhalb des ParameterbereichsD verlaufen
die zugehörigen ParameterraumkurvenC1;1, C1;2, C1;3, C1;4, C2;1, C2;2. Mit diesen lassen
sich die stückweise parametrisierten Kurven

C1 =
4[

j =1

C1;j ; C2 =
2[

j =1

C2;j ;

C1 =
4[

j =1

C1;j ; C2 =
2[

j =1

C2;j

bilden. C1 entspricht gerade dem Rand vonD. Verwendet man nurC2 als Trimmkurve
und ist diese gegen den Uhrzeigersinn orientiert, so erhält man die FlächeS1, welche in
Abbildung 2.8 dargestellt ist. Nutzt man C1; C2 als Trimmkurven und ist C1 gegen den
Uhrzeigersinn undC2 mit dem Uhrzeigersinn orientiert, so erhält man die FlächeS2,
welche in Abbildung 2.9 zu sehen ist.
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2.3 NURBS

Abbildung 2.7: NURBS-Fläche S mit Flächenkurven C1;1, C1;2, C1;3, C1;4, C2;1, C2;2und zuge-
hörigen ParameterraumkurvenC1;1, C1;2, C1;3, C1;4, C2;1, C2;2.

Abbildung 2.8: Getrimmte NURBS-Fläche S1 mit Trimmkurve C2 und zugehöriger Parame-
terraumkurve C2.
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2 Darstellung von Kurven und Flächen

Abbildung 2.9: Getrimmte NURBS-Fläche S2 mit den Trimmkurven C1; C2 und zugehörigen
Parameterraumkurven C1; C2.

2.3.6 Visuelle Stetigkeit

In diesem Abschnitt wird der Begri� der Glattheit einer Kurve bzw. einer Fläche er-
läutert. Des Weiteren wird geklärt, wann der Übergang zwischen zwei Kurven bzw.
zwischen zwei Flächenglatt ist. Man spricht in diesem Zusammenhang auch vonVi-
sueller Stetigkeit bzw. Geometrischer Stetigkeit . Eine detaillierte Beschreibung
dieser Thematik �ndet sich in [30].

Glattheit einer Kurve
Es seiC eine Kurve mit stetig di�erenzierbarer Parametrisierung(I; C). Existiert ein
Parameter t0 2 I mit _C(t0) = 0, so ist es möglich, dass die KurveC im Punkt C(t0)
spitz ist. Ist die Parametrisierung (I; C) jedoch regulär, ist also _C(t) 6= 0; (t 2 I ), so
erscheint die Kurve dem Betrachterglatt.

Beispiel 2.15
Die Kurve C � R2 mit der Parametrisierung

I = [ � 1; 1];

C :
�

I ! R2

t ! C(t) = ( t3; t2)T ;

hat im Punkt C(0) = (0 ; 0)T eine Spitze. Der Rest der Kurve verläuft glatt. Die Para-
metrisierung ist injektiv und stetig di�erenzierbar. Es gilt _C(0) = 0, sowie _C(t) 6= 0;
(t 2 I; t 6= 0) . Die Kurve C ist in Abbildung 2.10 zu sehen.

Tangentenstetigkeit
Es seienC1; C2 Kurven mit regulären Parametrisierungen([a1; b1]; C1); ([a2; b2]; C2) und
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Abbildung 2.10: Ein Beispiel für eine Kurve C mit einer Spitze. Die zugehörige Parametri-
sierung (I; C) ist injektiv und stetig di�erenzierbar.

es gelte

C1 \ C 2 = p = C1(b1) = C2(a2):

Existiert ein � 2 R+ mit

_C1(b1) = � � _C2(a2);

so sind die KurvenC1; C2 tangentenstetig in p. Dies wird auch alsvisuelle Stetigkeit
der Ordnung 1 bzw. geometrische Stetigkeit der Ordnung 1 bezeichnet. In diesem
Fall ist der Übergang vonC1 zu C2 in p glatt. Andernfalls liegt eine Spitze vor.

Glattheit einer Fläche
Entsprechend wird der Begri�Glattheit für Flächen interpretiert. Es seiS eine Fläche mit
stetig di�erenzierbarer Parametrisierung(D; S). Existieren Parameterwerte(u0; v0) 2 D
mit Su(u0; v0) � Sv(u0; v0) = 0, so kann die Fläche im PunktS(u0; v0) eineSpitzehaben
oder es kann durch diesen Punkt einKnick der Fläche verlaufen. Ist die Parametrisierung
(D; S) regulär, so ist die FlächeS glatt.

Beispiel 2.16
Abbildung 2.11 zeigt eine NURBS-FlächenS = S(D) mit einem Knick. Die Parametri-
sierung(D; S) ist injektiv und stetig di�erenzierbar. Entlang des Knicks ist Su � Sv = 0.

Normalenstetigkeit
Es seienS1; S2 zwei Flächen mit den regulären Parametrisierungen(D1; S1); (D2; S2)
und S1 \S 2 6= ; . Weiter seien(u1; v1) 2 D1; (u2; v2) 2 D2 mit p = S1(u1; v1) = S2(u2; v2)
und n1; n2 die Normalenvektoren vonS1; S2 in p. Existiert ein � 2 R+ mit

n1 = � � n2;

so sindS1 und S2 normalenstetig in p. Dies ist gleichbedeutend damit, dass die Tan-
gentialebenen vonS1 und S2 in p übereinstimmen. Dies bezeichnet man auch alsvisuelle
Stetigkeit der Ordnung 1 bzw. geometrische Stetigkeit der Ordnung 1. In die-
sem Fall ist der Übergang vonS1 zu S2 in p glatt. Andernfalls liegt in p eine Spitze vor.
Es sei nun der SchnittS1 \ S 2 der FlächenS1; S2 eine o�ene KurveC. Ist der Übergang
von S1 zu S2 in allen Punkten vonCnicht normalenstetig, so bildenS1 und S2 in Ceinen
Knick.
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2 Darstellung von Kurven und Flächen

Abbildung 2.11: Ein Beispiel für eine FlächeS mit einem Knick. Die zugehörige Parametri-
sierung (D; S) ist injektiv und stetig di�erenzierbar.

2.3.7 Beschreibung eines Gebietes

IGES (Initial Graphics Exchange Speci�cation) [57] ist ein weit verbreiteter Datei-
Standard, der den Austausch von Daten zwischen CAD-Systemen ermöglicht. Die Daten
werden dabei in verschiedene Klassen, sogenannteEntities unterteilt. NURBS-Kurven
werden z. B. in derRational B-Spline Curve Entity beschrieben. Eine übliche Me-
thode zur Beschreibung eines Gebietes
 � R3 ist das Boundary Representation
Model . Hierbei wird das Gebiet
 durch seinen Rand beschrieben. Dieses Modell wird
in IGES durch die KlasseManifold Solid B-Rep Object Entity realisiert. In dieser
Klasse wird zwischen topologischen und geometrischen Elementen unterschieden.

2.3.7.1 Beschreibung der Topologie

Die topologischen Elemente sind: Manifold Solid, Closed Shell, Face, Loop, Edge, Vertex.
Jede dieser Entitäten wird durch Elemente der nächsten unteren Ebene begrenzt und
durch Aufzählung dieser Elemente de�niert. Ein SolidSOLID wird somit durch eine äu-
ÿere ShellOSund keine, eine oder mehrere innere ShellsIS1; : : : ; ISNS; NS 2 N; begrenzt.
Eine Shell ist die Vereinigung miteinander verbundener FacesF1; : : : ; FNF ; NF 2 N. Ein
Face F wird durch eine äuÿere LoopOL und keine, eine oder mehrere innere Loops
IL 1; : : : ; IL NL ; NL 2 N; begrenzt. Eine LoopL ist eine geschlossene Verbindung von Ed-
gesE1; : : : ;ENE ; NE 2 N. Jede EdgeE wird durch zwei VerticesV; W begrenzt, welche
als Start-Vertex V und End-Vertex W unterschieden werden. Dadurch erhält jede Edge
E eine Orientierung. Jede EdgeE ist immer Teil von genau zwei Loops. In einer Loop
wird die Orientierung beibehalten, in der anderen Loop wird die Orientierung der Edge
umgekehrt. Dies wird durchE+ bzw. E� gekennzeichnet.

Beispiel 2.17 Zylinder
In Abbildung 2.12 ist ein Zylinder zu sehen. Das vom Zylinder eingeschlossene Gebiet
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2.3 NURBS

Abbildung 2.12: Zylinder als Beispiel für einen Solid. Die Ober�äche des Zylinders bildet die
äuÿere ShellOS.

Abbildung 2.13: Zylinder aufgeteilt in Faces F1; : : : ; F4.

bildet den Solid SOLID. Die Ober�äche des Zylinders bildet die äuÿere ShellOS. Es
existieren keine inneren Shells. Die äuÿere ShellOS besteht aus den FacesF1; : : : ; F4,
welche in Abbildung 2.13 dargestellt sind. Diese werden jeweils durch die äuÿeren Loops
OL1; : : : ;OL4 begrenzt. Es existieren keine inneren Loops. Die äuÿeren Loops bestehen
aus den EdgesE1; : : : ;E6. Im einzelnen sind die Loops folgendermaÿen de�niert

OL1 = E 1+ ; E2+ ;

OL2 = E 3+ ; E5+ ; E1� ; E6� ;

OL3 = E 3+ ; E4+ ;

OL4 = E 4+ ; E6+ ; E2� ; E5� :

Die Edges werden durch die VerticesV1; V2; V3; V4 de�niert. Die Loops und Vertices
sind in Abbildung 2.14 zu sehen.
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2 Darstellung von Kurven und Flächen

Abbildung 2.14: Zylinder aufgeteilt in Edges E1; : : : ; E6 und Vertices V1; : : : ; V4.

2.3.7.2 Beschreibung der Geometrie

Die geometrische Beschreibung einer VertexV erfolgt durch Angabe ihrer kartesischen
Koordinaten v = ( x y z)T ; x; y; z 2 R. Ein Face F wird durch eine getrimmte NURBS-
Fläche S0 geometrisch beschrieben. Als Grundlage dient eine nicht getrimmte NURBS-
Fläche S = S(D) (IGES: Rational B-Spline Surface Entity). Diese wird durch Angabe
ihres Grades, ihrer Knotenvektoren, ihrer Kontrollpunkte und ihrer Gewichte de�niert.
Es sei nunL eine innere oder äuÿere Loop des FacesF. Weiter seienE1; : : : ;ENE die-
jenigen Edges aus denenL zusammengesetzt ist. Jede EdgeEi ; i 2 f 1; : : : ;NEg; wird
dann durch eine NURBS-FlächenkurveCi = C i (I i ) t S(C i (I i )) bezüglich der FlächeS
geometrisch beschrieben. Die Parametrisierungen(I i ; C i ); (I i ; C i ) werden durch Angabe
ihrer Grade, Knoten, Kontrollpunkte und Gewichte de�niert. Die Menge

C =
NE[

i =1

Ci

ist dann die geometrische Beschreibung der LoopL. Im Sinne von Abschnitt 2.3.5 ist
C eine Trimmkurve bezüglich der FlächeS. Jeder LoopL des FacesF beschreibt also
eine Trimmkurve C. Mit Hilfe dieser Trimmkurven wird dann die FlächeS zur Fläche
S0 getrimmt und man erhält so die endgültige geometrische Beschreibung des FacesF.
Die Kurven, welche zur geometrischen Beschreibung der Edges einer Loop verwendet
werden, sind dann Kanten der FlächeS0.

Es werden nun die wichtigen Begri�e Geometrie und Flächenverband eingeführt.

De�nition 2.18
Es seienS1; : : : ;Sm ; m 2 N; alle getrimmten NURBS-Flächen, welche zur geometri-
schen Beschreibung der Faces eines Gebietes
 � R3, gemäÿ der IGES-KlasseManifold
Solid B-Rep Object Entity, verwendet werden. Es gelte für den Schnitt zweier beliebiger
NURBS-FlächenSi ; Sj ; i; j 2 f 1; : : : ; mg; i 6= j; immer einer der drei folgenden Fälle

� Si \ S j = ; ,
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2.3 NURBS

� Si \ S j ist eine gemeinsame Ecke,

� Si \ S j ist eine oder mehrere gemeinsame Kanten.

Die MengeG = fS 1; : : : ;Smg aller NURBS-FlächenS1; : : : ;Sm wird dann als Geome-
trie von 
 bezeichnet.

Ist G = fS 1; : : : ;Smg eine Geometrie bezüglich eines Gebietes
 � R3, so ist der Rand
des Gebietes
 gleich der Menge

SG =
m[

i =1

Si :

SG wird im Weiteren Ober�äche von G genannt. Mit V(G) bzw. E(G) wird die Menge
aller Ecken bzw. aller Kanten aller NURBS-Flächen vonG bezeichnet. Ein Element
von V(G) bzw. von E(G) heiÿt dann Ecke von G bzw. Kante von G. Zwei NURBS-
Flächen Si ; Sj ; i; j 2 f 1; : : : ; mg; i 6= j; heiÿen benachbart , wenn sie mindestens eine
gemeinsame KanteC 2 E(G) haben.

Beispiel 2.19
Abbildung 2.15 zeigt zwei benachbarte NURBS-FlächenS1 = S1(D1); S2 = S2(D2). Die
Faces haben eine gemeinsame KanteC = C([a; b]). Da C Flächenkurve bezüglichS1 und
S2 ist, existieren zuC zwei ParameterraumkurvenC1 = C1([a1; b1]); C2 = C2([a2; b2]), so
dass gilt

C = S1(C1([a1; b1])) = S2(C2([a2; b2])):

Insbesondere gilt

C(a) = S1(C1(a1)) = C2(C2(b2)) ;

C(b) = S1(C1(b1)) = C2(C2(a2)) ;

d. h. die Orientierung vonC und C1 sind gleich, die vonC und C2 sind entgegengesetzt.
Ein weiteres Beispiel ist in Abbildung 2.16 zu sehen. Die NURBS-FlächenS1; S2 haben
hier zwei gemeinsame KantenC1; C2.

Zusatzbedingungen
Im Weiteren werden die folgenden Zusatzbedingungen an eine GeometrieG gestellt:

� Die Parametrisierungen der Flächen und der Kanten sind injektiv und regulär.

� Zu zwei benachbarten Eckenv; w 2 V(G) existiert genau eine KanteC = C([a; b]) 2
E(G); a; b2 R; mit

C(a) = v; C(b) = w

oder C(b) = v; C(a) = w:

Diese Kante wird im Weiteren mit C[v ;w ] bezeichnet.
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2 Darstellung von Kurven und Flächen

Abbildung 2.15: Zwei benachbarte NURBS-FlächenS1 = S1(D1); S2 = S2(D2) mit der
gemeinsamen KanteC und den zugehörigen ParameterraumkurvenC1; C2

Abbildung 2.16: Zwei benachbarte NURBS-FlächenS1; S2 mit zwei gemeinsamen Kanten
C1; C2.

50



2.3 NURBS

Aus der ersten Bedingung ergibt sich, dass alle Flächen und alle Kanten selbstschnittfrei
und glatt sind. Enthält die Ober�äche SG der GeometrieG einen Knick, so muss dieser
entlang einer KanteC[v ;w ] 2 E(G) verlaufen. Enthält eine Trimmkurve C eine Spitze, so
muss diese in einer Eckev 2 V(G) liegen.
Diese geforderten Zusatzbedingungen sind in der Praxis leicht umsetzbar und stellen
keine wesentliche Einschränkung bezüglich der Geometrie dar.

De�nition 2.20
Es seiG = fS 1; : : : ;Smg; m 2 N; eine Geometrie bezüglich eines Gebietes
 � R3. Die
MengeF = fS i 1 ; : : : ;Si n g � G ; n 2 N; i1; : : : ; in 2 f 1; : : : ; mg; heiÿt Flächenverband
von G, wenn die Menge

SF =
n[

j =1

Si j

einfach zusammenhängend ist.

Die MengeSF eines FlächenverbandesF heiÿt Ober�äche von F . Analog zur Geome-
trie werden die Begri�e Ecke, Kante und Nachbarschaft de�niert. Eine KanteC 2 E(F )
heiÿt innere Kante , wenn zwei benachbarte FlächenSi j ; Si k ; j; k 2 f i; : : : ; ng existieren
mit

C � S i j \ S i k :

Andernfalls wird C als äuÿere Kante bzw. Randkante bezeichnet. Die Menge aller
inneren Kanten vonF wird mit E I (F ) bezeichnet. Entsprechend bezeichnetEB (F ) die
Menge aller Randkanten vonF . Gilt EB (F ) = ; , so heiÿt F geschlossen, andernfalls
heiÿt F o�en . Die Menge

[

C2EB (F )

C

heiÿt Rand von F und wird mit @F bezeichnet. IstF ein o�ener Flächenverband, so
ist @F eine geschlossene, stückweise parametrisierte Kurve. Die Ecken der Randkanten
heiÿen äuÿere Ecken oder Randecken . Die Menge aller Randecken wird mitVB (F )
bezeichnet. Die Menge allerinneren Ecken ist VI (F ) = V(F ) n VB (F ).

Beispiel 2.21
Abbildung 2.17 zeigt die Explosionsansicht der aus sechs NURBS-Flächen bestehenden
GeometrieG = fS 1; : : : ;S6g eines Zylinders. Die MengenF1 = fS 1g; F2 = fS 3; S4g; F3 =
G sind Flächenverbände, da die MengenSF 1 ; SF 2 ; SF 3 einfach zusammenhängend sind.
Die MengeF4 = fS 3; : : : ;S6g ist kein Flächenverband, da die MengeSF 4 zwar zusam-
menhängend, aber nicht einfach zusammenhängend ist.
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2 Darstellung von Kurven und Flächen

Abbildung 2.17: Explosionsansicht für GeometrieG = fS 1; : : : ; S6g eines Zylinders beste-
hend aus sechs NURBS-Flächen.F1 = fS 1g; F2 = fS 3; S4g; F3 = G sind
Flächenverbände.F4 = fS 3; : : : ; S6g ist kein Flächenverband.

52



3 Spezielle Verfahren der Gittergenerierung

Es sei
 � R3 ein Gebiet, dessen Rand@
 durch eine GeometrieG = fS 1; : : : ;Smg; m 2
N; beschrieben wird. Eine verbreitete Methode das Gebiet
 durch ein HexaedergitterH
zu diskretisieren, ist zuerst ein VierecksgitterQ auf der Ober�äche@
 des Gebietes zu
konstruieren und dieses dann ins Innere des Gebietes
 zu einem Hexaedergitter zu erwei-
tern. Der englische Begri� für Gittergenerierung auf Ober�ächen istSurface-Meshing.
In diesem Kapitel wird ein Überblick über existierende Verfahren des Surface-Meshing
geliefert. Mit Hilfe der untersuchten Verfahren soll dann eine Strategie zur Randanpas-
sung (siehe Abschnitt 1.5.1) entwickelt werden. Alle hier untersuchten Verfahren be-
schränken sich bei der Erzeugung des Ober�ächengittersQ auf eine FlächeS 2 G oder
auf einen FlächenverbandF � G .

3.1 Gittergenerierung in der Ebene

Die meisten Surface-Meshing-Verfahren sind Modi�kationen bekannter Verfahren zur
Gittererzeugung für planare Gebiete
 � R2. Zwei wichtige Gruppen von planaren
Gittergenerierungsverfahren sindDelaunay-Verfahren und Advancing-Front-Ver-
fahren .

3.1.1 Delaunay-Verfahren

Delaunay-Verfahren sind Verfahren, welche ein gegebenes Gebiet
 � R2 durch eine
sogenannteDelaunay-Triangulierung approximieren. Diese Art von Triangulierung
wurde 1934 von Delaunay [15] eingeführt. So weit nicht anders angegeben, können die
Beweise der folgenden Aussagen den Vorlesungsunterlagen von Shewchuk [50] entnom-
men werden. Zunächst wird der Begri� Delaunay-Triangulierung de�niert.

Delaunay-Triangulierung
Es seiV = f v1; : : : ; vmg � R2; m 2 N; eine Menge von nicht kollinearen Punkten. Eine
Triangulierung T heiÿt Delaunay-Triangulierung bezüglichV, wenn gilt:

1. V(T ) = V,

2. für jedes DreieckT = 4 v i v j vk 2 T enthält der Umkreis vonT keinen Punkt aus
V n f v i ; v j ; vkg,

3. 
( T ) ist die konvexe Hülle vonV.

Die zweite Bedingung wirdDelaunay-Bedingung oder auchempty circle property
genannt. Unter der Voraussetzung, dassV keine vier Punkte enthält, welche auf einem
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3 Spezielle Verfahren der Gittergenerierung

Abbildung 3.1: Zwei Triangulierungen T1; T2 bezüglich der Punkte V = f v1; v2; v3; v4g. T1

ist die Delaunay-Triangulierung von V . Die Dreiecke4 v1v2v3; 4 v3v4v1 der
Triangulierung T2 erfüllen die Delaunay-Bedingung nicht.

gemeinsamen Kreis liegen, existiert zuV genau eine Delaunay-TriangulierungT . Diese
Lage der Punkte wird alsallgemeine Lage bezeichnet.

Beispiel 3.1
In Abbildung 3.1 sind die konvexen TriangulierungenT1; T2 bezüglich der PunkteV =
f v1; v2; v3; v4g zu sehen. Die PunkteV be�nden sich in allgemeiner Lage. Triangulierung
T1 besteht aus den Dreiecken4 v1v2v4; 4 v2v3v4. Beide Dreiecke erfüllen die Delaunay-
Bedingung. T1 ist also die Delaunay-Triangulierung vonV. Triangulierung T2 besteht
aus den Dreiecken4 v1v2v3; 4 v3v4v1. Beide Dreiecke erfüllen die Delaunay-Bedingung
nicht.

Eigenschaften von Delaunay-Triangulierungen
Im Folgenden werden kurz einige Vor- und Nachteile von Delaunay-Triangulierungen
erläutert. Wird eine Triangulierung T für einen Finite Elemente Ansatz verwendet, so
spielt die Form der Dreiecke eine wichtige Rolle. Lässt man die Gröÿe der Dreiecke ge-
gen Null konvergieren, so erwartet man, dass die FE-Lösung gegen die exakte Lösung
des Problems konvergiert. Entstehen dabei jedoch Winkel in der Triangulierung, welche
gegen180� Grad streben, so ist es möglich, dass die FE-Lösung nichtgegen die exakte
Lösung konvergiert. Dies wurde in [2] gezeigt. Sehr groÿe Winkel in einer Triangulierung
können also zu schlechten numerischen Ergebnissen führen.
In [6] wurde gezeigt, dass auch sehr kleine Winkel in einer Triangulierung problematisch
sind, da diese zu schlecht konditionierten Gleichungssystemen der FE-Diskretisierung
führen können.
Da sowohl zu kleine als auch zu groÿe Winkel von Dreiecken zu numerischer Instabilität
bei FE-Verfahren führen können, werdengleichwinklige Dreiecke , oder entsprechend
gleichseitige Dreiecke , bevorzugt.
Das Problem zu kleiner Winkel wird durch die Delaunay-Triangulierung gelöst. Zu ei-
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3.1 Gittergenerierung in der Ebene

Abbildung 3.2: Die linke Abbildung zeigt ein Gebiet 
 sowie eine Menge von PunktenV auf
@
 . Im mittleren Bild ist die Delaunay-Triangulierung T von V zu sehen.T
enthält ein Dreieck mit einem groÿen Winkel.T reproduziert den Rand von

nicht. Das rechte Bild zeigt eine TriangulierungT 0bezüglich der Punktmenge
V 0 � V . T 0 hat kleine Dreiecke mit kleinen Winkeln und reproduziert @
 .

ner gegebenen Menge von Punkten in allgemeiner Lage ist die zugehörige Delaunay-
Triangulierung diejenige konvexe Triangulierung, welche den minimalen Winkel aller
Dreiecke maximiert. Diese Eigenschaft wurde zuerst von Lawson [36] nachgewiesen. Ei-
ne entsprechende Aussage für Triangulierungen imR3 gilt jedoch nicht.

Für Delaunay-Triangulierungen ergeben sich zwei Nachteile. Sie sind immer konvex,
d. h. diskretisiert man ein nicht konvexes Gebiet
 � R2 durch eine Delaunay-Triangu-
lierung so wird der Rand@
 nicht reproduziert. Der zweite Nachteil ist, dass Delaunay-
Triangulierungen Dreiecke mit sehr groÿen Winkeln enthalten können.
Diese Probleme können dadurch gelöst werden, dass zur Triangulierung weitere Punk-
te hinzu gefügt werden. Dreiecke mit zu groÿem Winkel werden durchbessereDreiecke
ersetzt. Dabei wird gewährleistet, dass die Delaunay-Bedingung für alle Dreiecke der Tri-
angulierung erhalten bleibt. Gleichzeitig wird der Rand@
 besser approximiert, indem
geeigneteKanten entfernt werden. Nach welchen Kriterien neue Punkte hinzu gefügt
werden und Kanten entfernt werden, hängt vom verwendeten Verfahren ab.

Beispiel 3.2
Abbildung 3.2 veranschaulicht den Prozess der Qualitätsverbesserung und Randanpas-
sung. Im linken Bild ist der Rand@
 eines Gebietes
 zu sehen. Es wurde eine Menge
von Punkten V erzeugt, welche auf dem Rand liegen. Im mittleren Bild ist die Delaunay-
Triangulierung T bezüglichV zu sehen. Der Rand von
 wird durch T nicht berücksich-
tigt und T enthält ein Dreieck mit einem sehr groÿen Winkel. Das rechte Bild zeigt eine
neue PunktmengeV 0 mit V � V 0. Zu dieser wurde eine Delaunay-TriangulierungT 0 mit
kleineren Winkeln erzeugt. Nicht geeignete Kanten wurden entfernt und der Rand@

wird nun reproduziert.
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3 Spezielle Verfahren der Gittergenerierung

Abbildung 3.3: Veranschaulichung für Advancing Front Verfahren. Zu sehen ist ein Gebiet

 mit rechteckigem äuÿerem Rand und einem Kreis als inneren Rand. Der
Rand @
 wurde durch Polygonzüge diskretisiert. Die Front wurde ins Innere
von 
 verschoben.

3.1.2 Advancing-Front-Verfahren

Bei Advancing-Front-Verfahren wird zunächst der Rand@
 des Gebietes
 � R2

durch Polygonzüge approximiert. Dadurch erhält man eine Menge von KantenE, welche
als Startfront bezeichnet wird. Ausgehend von der StartfrontE wird das Gebiet 

schrittweise durch ein Gitter diskretisiert. Wurde ein neues Dreieck bzw. Viereck erzeugt,
so wird die KantenmengeE aktualisiert und E wird im Weiteren als aktuelle Front
bezeichnet. Die FrontE wandert dabei ins Innere von
 und bildet die Grenze zwischen
diskretisiertem und nicht diskretisiertem Gebiet
 . In Abbildung 3.3 ist dieser Prozess
für die Erzeugung eines VierecksgittersQ veranschaulicht.
Die existierenden Advancing-Front-Verfahren unterscheiden sich in der Regel dadurch,

wie sie

1. die aktuelle Front erzeugen,

2. aufeinander tre�ende Elemente einer Front miteinander verbinden.

3.2 Gittergenerierung auf Ober�ächen

Surface-Meshing-Verfahren lassen sich grob in zwei Kategorien einteilen:

1. Parameterraum-Verfahren,

2. Direkte 3D-Verfahren.

Es folgt eine repräsentative Auswahl von Algorithmen zur Erzeugung von Gittern auf
Ober�ächen.
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3.2 Gittergenerierung auf Ober�ächen

3.2.1 Parameterraum-Verfahren

Es sei (D; S) eine Parametrisierung der FlächeS � R3. Das Ziel ist die Erzeugung
eines Dreiecks- oder Vierecksgitters aufS. Im Folgenden wird die Vorgehensweise für
ein Vierecksgitter Q = f Q1; : : : ; Qmg; m 2 N; erläutert. Die Erzeugung einer Tri-
angulierung T erfolgt analog. Bei Parameterraum-Verfahren wird zunächst ein Gitter
~Q = f ~Q1; : : : ; ~Qmg; im ParameterbereichD erzeugt. Es sei nun

~Qi = � ~v i 1 ~v i 2 ~v i 3 ~v i 4 ; i 2 f 1; : : : ; mg;

ein Viereck von ~Q. Dann ist das ViereckQi des GittersQ de�niert durch

Qi = � v i 1 v i 2 v i 3 v i 4 mit v i j = S(~v i j ); j = 1; : : : ; 4:

Das Problem bei diesem Ansatz ist, dass eineschlechteParametrisierung(D; S) zu ver-
zerrten Vierecken des Ober�ächengittersQ führen kann (siehe Abschnitt 2.1). Die meis-
ten Verfahren verwenden eine der folgenden zwei Strategien um dieses Problem zu lösen.

1. Finde zu gegebener FlächeS mit der Parametrisierung(D; S) eine neue Parametri-
sierung( �D; �S), so dass~Q unter �S nicht oder nur wenig verzerrt wird. Idealerweise
ist ( �D; �S) eine Isometrie.

2. Modi�ziere den ebenen Gitteralgorithmus derart, dass im ParameterbereichD
verzerrte Vierecke entstehen, welche auf gut geformte Vierecke auf der Ober�äche
S abgebildet werden.

Das von mir entwickelte Verfahren verfolgt die erste Strategie. Es ist eine Erweiterung
des folgenden Verfahrens.

3.2.1.1 Erzeugung von Ober�ächengittern im Parameterraum

Gegeben sei ein Gebiet
 � R3; dessen Rand@
 durch eine GeometrieG = fS 1; : : : ;Smg;
m 2 N; beschrieben wird. Es wird vorausgesetzt, dass es sich bei den parametrisierten
Flächen Si = Si (D i ); i 2 f 1; : : : ; mg; um nicht getrimmte NURBS-Flächen handelt.
Somit ist der ParameterbereichD i jeder FlächeSi ein Rechteck undSi hat genau vier
Ecken und vier Kanten. Des Weiteren sollGein strukturiertes Gitter von Flächen bilden,
d. h. jede Eckev 2 V(G) soll genau vier Nachbarn haben. Diese Forderung schränkt die
Menge der beschreibbaren Gebiete sehr stark ein. Es sei nun

F = fS i 1 ; : : : ;Si m 0g; m0 2 N; i1; : : : ; im0 2 f 1; : : : ; mg;

ein Flächenverband bezüglichG derart, dass die Flächen vonF ebenfalls ein struktu-
riertes Gitter bilden. Ziel des Verfahrens von Samareh-Abolhassani und Stewart [45] ist
es, zur Gesamt�äche

SF =
m0[

j =1

Si j ;

eine globale ParametrisierungSF = �S( �D) zu erzeugen. Die Autoren gehen dabei in den
folgenden Teilschritten vor.

57



3 Spezielle Verfahren der Gittergenerierung

� Interpretiert man die Flächen vonF als Vierecke, so bildet die Menge aller Ecken
V(F ) von F ein VierecksgitterQ. Dieses wird in die Ebene auf ein planares Git-
ter �Q projiziert. Als Projektionsverfahren untersuchten Samareh-Abolhassani und
Stewart unter Anderem die uniforme, chordale und zentripetale Parametrisierung.
Im Abschnitt 4 werden diese Projektionen für Triangulierungen erläutert.

� Zu jeder Fläche Si ; i 2 f i 1; : : : ; im0g; existiert genau ein ViereckQi 2 Q und
somit genau ein Viereck �Qi 2 �Q. �Qi wird als neuer Parameterbereich�D i von Si

verwendet. Der neue zusammenhängende, globale Parameterbereich�D von SF ist
dann de�niert durch

�D =
m0[

j =1

�D i j :

� Es seiB i ; i 2 f i 1; : : : ; im0g; die eindeutig bestimmte bilineare Abbildung von�D i

auf D i . Mit �Si := Si � B i erhält man eine neue Parametrisierung( �D i ; �Si ) von Si .

� Die globale Parametrisierung( �D; �S) von SF hat schlieÿlich die Form

�D :=
m0[

j =1

�D i j ; �S :
� �D ! R3

(�u; �v) ! �Si j (�u; �v); für (�u; �v) 2 �D i j :
(3.1)

Mittels eines beliebigen, planaren Gitteralgorithmus kann nun ein Dreiecks- oder Vier-
ecksgitter in �D erzeugt werden und mit�S auf SF abgebildet werden.
Der wichtigste Teilschritt in diesem Verfahren ist die geeignete Projektion des Vier-
ecksgitters Q in die Ebene. In Versuchen lieferte die chordale Parametrisierung, laut
Samareh-Abolhassani und Stewart [45], die besten Ergebnisse.

Beispiel 3.3
In Abbildung 3.4 ist eine GeometrieGaus294bilinearen Flächen zu sehen. Die Geometrie
bildet einen gekrümmten Würfel. Abbildung 3.5 zeigt einen FlächenverbandF � G ,
welcher aus12 Flächen besteht. Die Flächen entsprechen der linken oberen Ecke der
vorderen Seite desWürfels. Die Ecken und Kanten vonF bilden ein Vierecksgitter
Q. Durch uniforme Projektion dieses Gitters in die Ebene, erhält man den globalen
Parameterbereich �D von SG0.

Als nächstes werden zwei Verfahren vorgestellt, welche im ParameterbereichD einer
parametrisierten FlächeS = S(D) arbeiten. Hierbei handelt es sich um modi�zierte
planare Delaunay- bzw. Advancing-Front-Verfahren.

3.2.1.2 Delaunay-Triangulierungen für gekrümmte Flächen

Gegeben sei eine FlächeS mit zugehöriger Parametrisierung(D; S). Chen und Bishop
[8] simulieren ein Delaunay-Verfahren auf der Ober�ächeS. Das resultierende Gitter
wird somit eine TriangulierungT im R3 sein.
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3.2 Gittergenerierung auf Ober�ächen

Abbildung 3.4: Eine GeometrieG, welche aus294 parametrisierten Flächen besteht.

Abbildung 3.5: Ein FlächenverbandF � G , welcher aus12 Flächen besteht und der globale
Parameterbereich �D von SF .
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3 Spezielle Verfahren der Gittergenerierung

Zunächst wird der Rand@S der Ober�äche S durch einen Polygonzug approximiert.
Die Ecken des Polygonzuges werden zu einer groben TriangulierungT verbunden. Vom
Benutzer werden folgende Schranken für ein DreieckT 2 T vorgegeben

� maximaler Abstand � von T zu S,

� minimaler Winkel � des kleinsten Winkels vonT,

� maximale FlächeA von T.

Ein Dreieck T 2 T wird verfeinert, wenn eine der gegebenen Schranken überschritten
bzw. unterschritten wird. Die Verfeinerung erfolgt im ParameterbereichD der Fläche
S unter Einhaltung des Delaunay-Kriteriums. Jedem DreieckT = 4 uvw 2 T wird
das Dreieck ~T = 4 S� 1(u)S� 1(v)S� 1(w) � R2 zugewiesen. So erhält man eine neue
Triangulierung ~T = f ~TjT 2 T g. Zu jedem Dreieck ausT existiert nun ein eindeutig
bestimmtes Dreieck aus~T und umgekehrt. Die Verfeinerung eines DreiecksT 2 T
erfolgt nun folgendermaÿen.

1. Berechne den Schwerpunkt̂v des Dreiecks~T.

2. Bestimme alle Dreiecke~T1; : : : ; ~Tm ; 2 ~T ; m 2 N; in deren Umkreisv̂ liegt.

3. Verbinde v̂ mit allen Ecken der Dreiecke~T1; : : : ; ~Tm . Kanten, die dabei geschnitten
werden, werden entfernt.

4. Füge die EckeS(v̂ ) zu V(T ) hinzu und führe dieKantenoperationen aus Schritt
3 für die entsprechenden Kanten inT aus.

Beispiel 3.4
In Abbildung 3.6 ist der Verfeinerungsprozess eines Dreiecks veranschaulicht. Das linke
Bild zeigt ein Dreieck ~T mit Schwerpunkt v̂ . Die umliegenden Dreiecke seien diejenigen
Dreiecke, in deren Umkreis der Schwerpunkt̂v liegt. Der Punkt v̂ wird mit den Ecken
dieser Dreiecke verbunden, was im mittleren Bild gezeigt wird. Kanten die dabei gekreuzt
werden, werden entfernt. Man erhält die Dreiecke, welche im rechten Bild zu sehen sind.

Das vorgestellte Verfahren liefert eine planare Triangulierung~T , für die alle Dreiecke
das empty circle-Kriterium erfüllen. Insgesamt erhält man so eine qualitativ gute Tri-
angulierung ~T . Für die zugehörige TriangulierungT gilt dies im Allgemeinen nicht. Es
sei T = 4 uvw ein Dreieck der TriangulierungT . Zu diesem Dreieck existiert genau
ein Dreieck ~T = 4 ~u~v ~w in ~T mit der Eigenschaft S(~u) = u; S(~v) = v; S( ~w) = w.
Das Dreieck ~T erfüllt die empty circle-Bedingung und ist von guter Qualität. Durch den
Übergang von~T zu T mittels der Abbildung S kann sich aber die Qualität des Dreiecks
verschlechtern.
Um nun eine qualitativ gute Ober�ächentriangulierungT zu erhalten, führen Chen und
Bishop in [8] einempty ellipse-Kriterium ein. Es sei K � S der Umkreis des Dreiecks
T = 4 uvw 2 T im R3. Zu diesem KreisK wird das Urbild ~K = S� 1(K ) � D unter
S betrachtet und durch eine Ellipse ~E approximiert. Weiter sei ~T = 4 ~u~v ~w 2 ~T das
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3.2 Gittergenerierung auf Ober�ächen

Abbildung 3.6: Verfeinerung eines Dreiecks~T mit Schwerpunkt v̂ . Zu sehen sind die Dreiecke,
in deren Umkreis der Punkt v̂ liegt. v̂ wird mit den Ecken dieser Dreiecke
verbunden. Kanten die geschnitten werden, werden entfernt.

eindeutig bestimmteUrbild von T . Das DreieckT erfüllt die empty ellipse-Bedingung,
wenn die Ellipse ~E keine Ecke ausV( ~T )nf ~u; ~v; ~wg enthält. Entsprechend gilt dann, dass
S( ~E) � K keine Ecke ausV(T ) n f u; v ; wg enthält. Die empty ellipse-Bedingung kann
also als eineempty circle-Bedingung für Ober�ächentriangulierungen aufgefasst werden.
Der endgültige Algorithmus zur Erzeugung einer TriangulierungT auf der Ober�ächeS
hat dieselbe Form wie das bereits beschriebene Verfahren. Es wird lediglich die Methode
zur Verfeinerung eines DreiecksT 2 T modi�ziert. In Schritt zwei der Verfeinerung wer-
den nun nicht mehr die Umkreise der Dreiecke~T1; : : : ; ~Tm 2 ~T betrachtet, sondern die
entsprechenden Ellipsen aus derempty ellipse-Bedingung, bezogen auf die zugehörigen
DreieckeT1; : : : ; Tm 2 T .

George und Borouchaki [23] verfolgen ebenfalls einen Delaunay-Ansatz im Parameter-
bereich. Auch hier wird dieempty-circle-Bedingung durch eineempty-ellipse-Bedingung
ersetzt.

3.2.1.3 Eine adaptive Methode zur automatischen Triangulierung von
parametrisierten 3D-Flächen

Das Verfahren von Cuillière [9] ist ein Advancing-Front-Algorithmus zur Erzeugung
von Triangulierungen auf parametrisierten Flächen. Es seiS = S(D) eine parame-
trisierte Fläche. Zunächst wird eine planare Triangulierung~T im Parameterbereich
D erzeugt. Die Ecken von~T werden dann mittels S auf S abgebildet. Durch T =
f4 S(~u)S(~v)S( ~w)j4 ~u~v ~wg erhält man dann eine Triangulierung auf der FlächeS. Bei
der Erzeugung eines neuen Dreiecks~T in der Ebene, bzw. dem entsprechenden Dreieck
T auf der FlächeS, werden zwei Aspekte besonders berücksichtigt.

1. T soll im besten Fall gleichseitig sein.

2. Der Abstand von T zur FlächeS soll nicht gröÿer als eine vorgegebene Toleranz�
sein.
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3 Spezielle Verfahren der Gittergenerierung

Die zweite Bedingung wird realisiert, indem jede Kante eines Dreiecks eine gewisse Ma-
ximallänge nicht überschreiten darf. Hierzu wird eine sogenannteEckendichtefunktion
Ed verwendet, welche von den kartesischen Koordinaten einer Eckev abhängt. Ed(v)
gibt dann an, wie groÿ der Abstand einer Nachbareckew zur Eckev maximal sein darf.
Die EckendichtefunktionEd wird mit Hilfe der partiellen Ableitungen zweiter Ordnung
von S bestimmt. Für Details wird hier auf [9] verwiesen.

Erzeugung einer planaren Triangulierung
Wie bereits erwähnt, handelt es sich bei diesem Verfahren um einen Advancing-Front-
Algorithmus. Das Verfahren wird zunächst für ein planares Gebiet
 � R2 erläutert. Es
seiE die aktuelle Front. Aus E wird eine Kante [v ;w] mit minimaler Länge ausgewählt.
Zu dieser Kante wird die neue EckevN bestimmt, welche zu den Eckenv und w den
Abstand

d = �
Ed(v) + Ed(w)

2
+ (1 � � )kv � wk2; � 2 [0;1]; (3.2)

hat. Das Dreieck4 vwv N ist gleichschenklig. Für� = 0 erhält man ein gleichseitiges
Dreieck. Wählt man hingegen� = 1, so wird nur berücksichtigt, ob die Abstandstole-
ranz � eingehalten wird. Cuilière schlägt die Wahl� = 0:7 vor, um beide Anforderungen
gegeneinander abzuwägen. Existiert in der aktuellen Front eine weitere EckevN 0, welche
zu vN den Abstand r � 3

4d hat, so wird mit dieser Ecke das neue Dreieck erzeugt.
Neu erzeugte Kanten werden zu der FrontE hinzugefügt. In einem Aktualisierungspro-
zess werdengeeigneteKanten aus der FrontE entfernt. Wie die Aktualisierung der Front
realisiert wird, wird in [9] nicht erläutert. Das Verfahren stoppt, wenn die Front leer ist.

Erzeugung einer Triangulierung auf einer parametrisierten Fläche
Das beschriebene Verfahren zur Erzeugung einer planaren Triangulierung wird nun er-
weitert, um eine Triangulierung ~T im ParameterbereichD der FlächeS zu erzeugen.
Die Abstands- und Winkelmessung erfolgt dabei auf der FlächeS. Zunächst wird der Ab-
stand zwischen zwei Punkten~v; ~w 2 D als die Bogenlänge der KurveC~v ~w = S � C ~v ~w (I )
neu de�niert. Hierbei ist (I; C ~v ~w ) eine Parametrisierung der Verbindungsstrecke von~v
nach ~w in D. Entsprechend wird die Länge einer Kante[~v; ~w] de�niert. Es sei nun [~v; ~w]
eine Kante aus der aktuellen FrontE mit minimaler Länge. Es sei weiter~vM der Mittel-
punkt dieser Strecke. Die neue Ecke~vN wird so gewählt, dass sich die KurvenC~v M ~v N und
C~v ~w im Punkt S(~vM ) senkrecht schneiden und die Kante[vM ;vN ] die Länged gemäÿ
Gleichung (3.2) hat.

Eine zum gerade vorgestellten Verfahren äquivalente Methode wurde von Tristano, Owen
und Canann [54] entwickelt.

3.2.2 Direkte 3D-Verfahren

Bei der Gruppe der direkten 3D-Verfahren wird das Netz direkt, ohne Umweg über den
Parameterbereich, auf der Ober�äche erzeugt.
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3.2 Gittergenerierung auf Ober�ächen

3.2.2.1 Verallgemeinertes 3D-Paving: Ein Algorithmus zur Erzeugung von
Vierecksgittern auf Ober�ächen

Das Verfahren von Cass, Benzley, Meyers und Blacker [7] ist ein Advancing-Front-
Verfahren zur Erzeugung eines VierecksgittersQ auf einer getrimmten parametrisierten
Fläche S = S(D). In jeder Iteration dieses Verfahrens wird eine komplette Reihe von
Vierecken entlang der aktuellen FrontE erzeugt. Diese spezielle Klasse von Advancing-
Front-Verfahren heiÿenPaving-Verfahren .

Konstruktion eines neuen Vierecks
Es seien[v1;v2]; [v2;v3] 2 E zwei benachbarte Kanten aus der aktuellen FrontE. Die
Ecken v1; v2; v3 2 S werden orthogonal in die Tangentialebene der FlächeS im Punkt
v2 auf die Ecken ~v1; ~v2 = v2; ~v3 projiziert. Es seien d1; d2 die Längen der Kanten
[~v1;~v2]; [~v2;~v3] und � der eingeschlossene Winkel. Es gelte

� � � 1 < � � � + � 2; (3.3)

für vorgegebene Toleranzen� 1 > 0; � 2 > 0. Die Ecken~v1; ~v2; ~v3 sind für kleine Toleran-
zen � 1; � 2 fast kollinear. Es wird nun

�v2 = ~v2 + d � �! v ;

d =
d1 + d2

2
1

sin( �
2 )

;

gesetzt. Hierbei ist�! v derjenige normierte Vektor, welcher den Winkel� zwischen den
Kanten [~v1;~v2]; [~v2;~v3] in ~v2 halbiert. Da die Ecke �v2 in der Regel nicht auf der Fläche
S liegt, erhält man schlieÿlichv̂2 2 S durch orthogonale Projektion aufS.
Nach dem gleichen Prinzip wird für jede Eckev in der aktuellen Front E eine neue Ecke
v̂ konstruiert. Hierbei wird jede Eckev in Abhängigkeit vom Winkel � der in v benach-
barten Kanten klassi�ziert. Erfüllt � Bedingung (3.3), so wird, wie gerade beschrieben,
vorgegangen. Für andere Fälle von� werden Variationen des beschriebenen Verfahrens
durchgeführt. Genauere Details für die Fallunterscheidung �nden sich in [5].
Mit der erzeugten Menge von neuen Ecken wird eine neue Reihe von Vierecken konstru-
iert. Ist [v1;v2] eine Kante der aktuellen Front und sind̂v1; v̂2 die entsprechenden neuen
Ecken, so bildetQ = � v1v2v̂2v̂1 ein neues Viereck.

Kollisionsbestimmung
Wird ein neues ViereckQ erzeugt, so ist es möglich, dass es ein bereits existierendes
Viereck �Q schneidet. Dies wird alsKollision bezeichnet. Im zweidimensionalen Fall ist
die Kollisionsbestimmung zweier Vierecke einfach, da nur festgestellt werden muss ob
sich zwei Kanten schneiden. Im dreidimensionalen Fall hingegen können sich Vierecke
schneiden, ohne dass dies für ihre Kanten der Fall ist. Aufgrund dieser Tatsache wird ein
Nachbarschaftskriterium für Kanten eingeführt. Es seien[v1;v2] bzw. [�v1;�v2] Kanten
der ViereckeQ bzw. �Q. Weiter seien �! u bzw. �! v normierte Richtungsvektoren dieser
Kanten. �! u und �! v seien derart orientiert, dass�! u � �! v � 0 gilt. d1; d2 seien die Längen
der Kanten [v1;v2], [�v1;�v2] und d sei der Abstand zwischen den Kanten. Das Nachbar-
schaftskriterium ist eine Zahl0 � F 2 R, welche die Summe von drei Teilkriterien ist.
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3 Spezielle Verfahren der Gittergenerierung

Abbildung 3.7: Zu sehen sind die drei möglichen Fälle, in welchen Punkten der Abstand
zwischen zwei Kanten angenommen werden kann. Links: Innerer Punkt zu
innerer Punkt. Mitte: Innerer Punkt zu Endpunkt. Rechts: Endpunkt zu
Endpunkt.

Es gilt

F = FD + FA + FC

FD = f D �
d
s

; FA = f A � (1 � �! u � �! v ); FC = f C � C:

FD bewertet den Abstandd der Kanten in Relation zum arithmetischen Mittel s ihrer
Längen.FA bestimmt den Grad der Parallelität der betrachteten Kanten.FC gibt an, in
welchen Punkten der Abstand zwischen den Kanten angenommen wird

C =

8
<

:

0 : innerer Punkt zu innerer Punkt
1 : innerer Punkt zu Endpunkt
2 : Endpunkt zu Endpunkt

:

Abbildung 3.7 veranschaulicht die drei möglichen Situationen.f D ; f A ; f C sind Gewichte,
die den einzelnen Kriterien eine Relevanz zuordnen. Bei dem vorliegenden Verfahren
wurden die Gewichte folgendermaÿen gewählt

f D =
1

0:45
; f A = 0:25; f C = 0:1:

Ist F < 1, so werden die Kanten miteinander verbunden. Hierbei werden je nach Situa-
tion zwei verschiedene Methoden verwendet.

1. Beide Kanten werden zu einer Kante vereint. Es entsteht kein neues Viereck.

2. Es wird ein neues Viereck̂Q erzeugt. Die untersuchten Kanten bilden zwei gegen-
überliegende Kanten des neuen Vierecks.

Beispiel 3.5
Die erste Methode ist in Abbildung 3.8 illustriert. Die gegenüberliegenden Kanten der
ViereckeQ1; Q2 werden zu einer Kante vereinigt. Die Form beider Vierecke ändert sich.
In Abbildung 3.9 ist die zweite Vorgehensweise veranschaulicht. Die gegenüberliegenden
Kanten der ViereckeQ1; Q2 werden zu einem dritten ViereckQ3 verbunden.
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3.3 Umwandlung: Dreiecksnetz zu Vierecksnetz

Abbildung 3.8: Die gegenüberliegenden Kanten der ViereckeQ1; Q2 werden zu einer Kante
vereint.

Abbildung 3.9: Die gegenüberliegenden Kanten der ViereckeQ1; Q2 werden zu einem neuen
Viereck Q3 verbunden.

Ein weiteres Beispiel für ein direktes Verfahren wurde von Lau, Lo entwickelt [34]. Hierbei
handelt es sich um ein Advancing-Front-Verfahren zur Erzeugung von Dreiecksnetzen.
Aus der aktuellen Front wird eine Kante ausgewählt und ein neues Dreieck tangential
zur Fläche konstruiert. Der neu erzeugte Punkt dieses Dreiecks wird dann auf die Fläche
projiziert. Ein entsprechendes Verfahren für Vierecksnetze wurde ebenfalls entwickelt
[35].

3.3 Umwandlung: Dreiecksnetz zu Vierecksnetz

Der gröÿte Teil der hier vorgestellten Verfahren erzeugt nur Dreiecksnetze auf para-
metrisierten Ober�ächen. Es gibt zwei Standardmethoden, um diese in Vierecksnetze
umzuwandeln.

1. Vereinige zwei benachbarte Dreiecke zu einem Viereck.

2. Verbinde einen inneren Punkt eines Dreiecks mit den Seitenmitten. So werden aus
einem Dreieck drei Vierecke.

Beispiel 3.6
Bei der ersten Methode bleiben meist sehr viele Dreiecke übrig, wie in Abbildung 3.10
zu sehen ist. In diesem Beispiel besteht die erzeugte Triangulierung aus vier Dreiecken
T = f T1; T2; T3; T4g. Unabhängig davon, welche Dreiecke zu einem ViereckQ vereinigt
werden, bleiben immer zwei Dreiecke übrig. Der zweite Ansatz ist in Abbildung 3.11
illustriert. Das Dreieck T wird in die ViereckeQ1; Q2; Q3 zerlegt. Dieses Verfahren führt
im Allgemeinen zu Vierecken von schlechter Qualität.
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3 Spezielle Verfahren der Gittergenerierung

Abbildung 3.10: Egal welche Dreiecke der TriangulierungT = f T1; T2; T3; T4g zu einem Vier-
eck Q vereint werden, es bleiben immer zwei Dreiecke übrig.

Abbildung 3.11: Das DreieckT wird in die Vierecke Q1; Q2; Q3 zerlegt.

3.4 Bewertung und Ausblick

Das Ziel dieser Arbeit ist ein Verfahren zu entwickeln, welches ein gegebenes Gebiet

 2 R3 durch eine Hierarchie von HexaedergitternH 0; : : : ;H N ; N 2 N; diskretisiert.
Der Rand des Gebietes wird durch eine GeometrieG beschrieben. Die in FEATFLOW
übliche Methode zur Erzeugung solch einer Hierarchie ist, das gegebene GrobgitterH 0

schrittweise gleichmäÿig zu unterteilen und in jedem Schritt eine Randanpassung durch-
zuführen. Dadurch entsteht auf dem Rand des Gebietes eine entsprechende Hierarchie
von Vierecksgittern Q0; : : : ;QN . Die meisten der hier vorgestellten Verfahren erzeugen
Dreiecksgitter und die beschriebenen Techniken zur Umwandlung eines Dreiecksgitters
in ein Vierecksgitter liefern in der Regel unbefriedigende Ergebnisse. Darüber hinaus ist
fast keines der untersuchten Verfahren darauf ausgelegt, eine Hierarchie von Gittern zu
erzeugen. Eine sinnvolle Randanpassung ist mit diesen Verfahren nicht möglich.
Eine Ausnahme bildet hier das Verfahren von Samareh-Abolhassani und Stewart. Eine
Hierarchie von zulässigen Hexaedergittern bezüglich
 ist mit diesem Verfahren rela-
tiv einfach zu konstruieren. Die Grundidee ist hierbei, die gegebene GeometrieG =
fS 1; : : : ;Smg; m 2 N; in eine Menge von disjunkten FlächenverbändenF1; : : : ; Fn ;
n 2 N; zu zerlegen und zu jedem dieser Flächenverbände eine globale Parametrisie-
rung zu bestimmen. Anstatt nach der gleichmäÿigen Unterteilung des Hexaedergitters
H i zum Gitter H i +1 eine Randanpassung durchzuführen, werden die Randvierecke von
H i in den globalen Parameterbereichen der Flächenverbände gleichmäÿig unterteilt. Es
sei Q = � v1v2v3v4 2 FB (H i ) ein Randviereck des HexaedergittersH i . Des Weiteren
existiere ein FlächenverbandF j 2 fF 1; : : : ; Fng mit v1; v2; v3; v4 2 SF j . Schlieÿlich
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3.4 Bewertung und Ausblick

seien�v1; �v2; �v3; �v4 2 D j die Parameterwerte der Eckenv1; v2; v3; v4 bezüglich der Pa-
rametrisierung ( �D j ; �Sj ) des FlächenverbandesF j . Das Viereck �Q = � �v1�v2�v3�v4 wird
nun gleichmäÿig unterteilt. Die neu entstandenen Ecken werden mittels�Sj auf SF j � 

abgebildet. Damit ist die Unterteilung des RandvierecksQ = � v1v2v3v4 abgeschlossen.
Eine anschlieÿende Randanpassung ist nicht mehr nötig.
Zu beachten ist, dass das Verfahren von Samareh-Abolhassani und Stewart starke Bedin-
gungen an die GeometrieG stellt. Keine der NURBS-Flächen ausG darf getrimmt sein
und G muss ein strukturiertes Gitter bilden. Die Menge der beschreibbaren Gebiete

wird so beträchtlich eingeschränkt. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird beschrieben,
wie das Verfahren derart modi�ziert wird, so dass es auch auf allgemeine GeometrienG
anwendbar ist. Der Kernpunkt des alten Verfahrens ist die Projektion der EckenV(F )
eines gegebenen FlächenverbandesF in die Ebene. Diese Ecken bilden ein strukturiertes
Vierecksgitter Q. Im modi�zierten Verfahren wird der FlächenverbandF durch eine Tri-
angulierungT̂ approximiert und diese Triangulierung wird dann in die Ebene projiziert.
Im nächsten Kapitel werden verschiedene Projektionsverfahren für Triangulierungen un-
tersucht. Im darauf folgenden Kapitel wird dann das modi�zierte Verfahren detailliert
beschrieben.
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4 Lineare Projektionsverfahren für
Triangulierungen

In diesem Kapitel werden verschiedene lineare Projektionsverfahren für Triangulierun-
gen vorgestellt. Hierbei werden nur o�ene Triangulierungen betrachtet. Zusätzlich wird
verlangt, dass die FlächeST einer Triangulierung T einfach zusammenhängend ist.
In diesem Fall ist der Rand@T ein geschlossener Polygonzug. Im Weiteren wird voraus-
gesetzt, dass eine gegebene TriangulierungT die genannten Bedingungen erfüllt. Eine
Projektion ist folgendermaÿen de�niert.

De�nition 4.1
Es seiT = f T1; : : : ; Tng; n 2 N; eine o�ene Triangulierung mit einfach zusammenhän-
gender Ober�ächeST . Eine Projektion von T ist eine stetige Abbildung : ST ! R2.
Ist die Abbildung stückweise a�n, d. h. ist die Einschränkung jT für jedes Dreieck
T 2 T eine a�ne Abbildung, so wird  als lineare Projektion von T bezeichnet.

Üblicherweise wird zusätzlich verlangt, dass die Abbildung injektiv ist. Da nicht
alle Verfahren, die hier vorgestellt werden, immer garantieren können, eine injektive
Projektion zu liefern, wird in der De�nition der Projektion auf die Eigenschaftinjektiv
verzichtet. Stattdessen wird ausdrücklich darauf hingewiesen, ob ein Verfahren Injekti-
vität garantieren kann oder nicht.

Das eigentliche Ziel von Projektionsverfahren ist die Erzeugung einer Parametrisierung
für die gegebene Triangulierung. Es sei : ST ! R2 eine Projektion der Triangulierung
T . Ist  ein Homöomorphismus, so erhält man mitD =  (ST ) und � :=  � 1 eine Pa-
rametrisierung (D; � ) von ST . Diese wird alsParametrisierung von T bezüglich  
bezeichnet. Eine typische Anwendung für solch eine Parametrisierung ist das sogenannte
Texture-Mapping .

Texture-Mapping
Objekte in Computerspielen werden, unter anderem, durch Triangulierungen dargestellt.
Um diese Objekte realistisch darzustellen, werden sie mit einer Texturüberzogen. Dazu
wird die Textur im ParameterbereichD gezeichnetund mit Hilfe der Abbildung � auf
die Ober�äche ST der Triangulierung T abgebildet. Idealerweise ist� eine Isometrie,
denn dann wird die Textur nicht verzerrt.

Beispiel 4.2
Abbildung 4.1 zeigt ein Beispiel für Texture-Mapping. Zu sehen ist eine TriangulierungT
(mittleres Bild). Zu dieser existiert eine Parametrisierung(D; � ). Der Parameterbereich
D wird durch das Logo der Technischen Universität Dortmundausgefüllt (linkes Bild).
Dieses Bild wird mittels der Abbildung � auf die Ober�äche ST der Triangulierung
abgebildet . Das Resultat ist im rechten Bild zu sehen.
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Abbildung 4.1: Auf die Ober�äche der Triangulierung T (mittleres Bild) wird das Logo
der Technischen Universität Dortmund aufgetragen. Dazu wird das Bild im
ParameterbereichD gezeichnet (linkes Bild) und mittels der Abbildung �
auf die Triangulierung abgebildet (rechtes Bild).

Das Ziel dieser Arbeit ist es, mit Hilfe von linearen Projektionen für Triangulie-
rungen zu einem gegebenem FlächenverbandF = fS 1; : : : ;Sng; n 2 N; eine globa-
le ParametrisierungSF = �S( �D) mit konvexem Parameterbereich �D zu erzeugen. Aus
zwei wichtigen Gründen soll der Parameterbereich konvex sein. Die Klasse der Konvex-
Kombinations-Projektionen (siehe Abschnitt 4.2.2.1) für Triangulierungen bildet eine
wesentliche Grundlage des Verfahrens zur Konstruktion der globalen Parametrisierung.
Projiziert man den Rand einer gegebenen Triangulierung auf ein konvexes Polygon, so ist
es immer möglich, eine injektive Konvex-Kombinations-Projektion für die gesamte Trian-
gulierung zu konstruieren. Die Parametrisierung( �D; �S) kann dann zur Verfeinerung von
Vierecks-Gittern auf der Ober�ächeSF verwendet werden. Die Unterteilung eines gege-
benen QuadratesQ = � v1v2v3v4, dessen Ecken sich auf der Ober�ächeSF be�nden,
erfolgt im Parameterbereich �D. Dazu wird das Viereck �Q = � �v1�v2�v3�v4; �v i = S� 1(v i );
i = 1; : : : ; 4; im Parameterbereich �D unterteilt. Die neu erzeugten Parameterwerte wer-
den dann mittels �S auf SF abgebildet. So ist garantiert, dass neu erzeugte Gitterpunkte
immer auf der FlächeSF liegen. Da der Parameterbereich�D konvex ist, ist die Unter-
teilung von Strecken[�v1;�v2] in �D problemlos möglich. Ein neu erzeugter Parameterwert
�v = 1

2( �v1+ �v2) liegt immer in �D. Ein spezieller zeitintensiver Test, ob�v 2 �D gilt, entfällt.
Des Weiteren wird die gegebenenfallsschlechteParametrisierung(D; S) einer NURBS-
Fläche S 2 F verbessert. In den Artikeln der Projektionsverfahren, welche in diesem
Kapitel noch vorgestellt werden, wurde lediglich die Qualität der Parametrisierungen
von Triangulierungen untersucht. Eine entsprechende Untersuchung für NURBS-Flächen
oder Flächenverbände fehlt.

Beispiel 4.3
Abbildung 4.2 zeigt zwei Vierecksgitter, welche durch mehrfache gleichmäÿige Unter-
teilung des VierecksQ = � v1v2v3v4; v1 = (0 0 0); v2 = (50 0 0); v3 = (50 50 0);
v4 = (0 50 0) entstanden sind.Q̂4 entstand durch Unterteilung im Parameterbereich ei-
ner schlechtenNURBS-Parametrisierung(D̂; Ŝ) von Q. ~Q4 entstand durch Unterteilung
im Parameterbereich der Parametrisierung( ~D; ~S), welche eine Umparametrisierung von
(D̂; Ŝ) ist. Deutlich ist zu sehen, dass die schlechte Parametrisierung(D̂; Ŝ) ein schlech-
tes, unregelmäÿiges GitterQ̂4 liefert. Mittels des in Kapitel 5 vorgestellten Verfahrens
wird die Umparametrisierung ( ~D; ~S) erzeugt. Mit dieser ergibt sich ein gleichmäÿiges
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4 Lineare Projektionsverfahren für Triangulierungen

Abbildung 4.2: Zwei Vierecksgitter, welche durch mehrfache gleichmäÿige Unterteilung des
Vierecks Q = � v1v2v3v4; v1 = (0 0 0) ; v2 = (50 0 0); v3 = (50 50 0);
v4 = (0 50 0) entstanden sind. Q̂4 entstand durch Unterteilung im Para-
meterbereich einer schlechten NURBS-Parametrisierung(D̂; Ŝ). ~Q4 entstand
durch Unterteilung im Parameterbereich der Parametrisierung( ~D; ~S), welche
eine Umparametrisierung von(D̂; Ŝ) ist.

Gitter ~Q4.
In Abbildung 4.3 ist ein FlächenverbandF zu sehen, welcher aus sechs Flächen be-
steht. Die Ober�äche von F entspricht dem ViereckQ = � v1v2v3v4; v1 = (0 0 0);
v2 = (50 0 0); v3 = (50 50 0); v4 = (0 50 0). Zu F wurde die globale Parametrisierung
( �D; �S) gemäÿ dem Verfahren in Kapitel 5 erzeugt. Durch vierfache gleichmäÿige Unter-
teilung von Q im Parameterbereich �D entstand das Gitter �Q4. Wie klar zu erkennen ist,
liegen alle Punkte von �Q4 auf der Ober�äche vonF . Eine Unterteilung von Viereckskan-
ten über mehrere Flächen hinweg stellt kein Problem dar. Eine detaillierte Untersuchung
der Parametrisierungen �ndet sich in den Beispielen 5.5 und 5.6 im folgendem Kapitel.

4.1 Eigenschaften von linearen Projektionen

4.1.1 Beschreibung von linearen Projektionen

Im Folgenden wird erläutert, wie eine lineare Projektion und die zugehörige Para-
metrisierung � mit Hilfe der baryzentrischen Koordinaten beschrieben werden können.
Es sei also : ST ! R2 eine lineare Projektion der TriangulierungT = f T1; : : : ; Tng;
n 2 N. Die Projektion  ist durch die Bilder der Ecken (v); v 2 V(T ); eindeutig
bestimmt. Im Weiteren wird �v =  (v); v 2 V(T ); als Parameterwert der Eckev be-
zeichnet. Es sei nunTi = 4 v i

1v i
2v i

3 ein Dreieck der TriangulierungT . Die Einschränkung
von  auf Ti hat dann die Form

 jTi
:
�

Ti ! R2

v !  (v)
;

v = � 1v i
1 + � 2v i

2 + � 3v i
3;

 (v) = � 1�v i
1 + � 2�v i

2 + � 3�v i
3:

(4.1)
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4.1 Eigenschaften von linearen Projektionen

Abbildung 4.3: F ist ein Flächenverband, welcher aus sechs Flächen besteht. Die Ober�äche
von F entspricht dem Viereck Q = � v1v2v3v4; v1 = (0 0 0) ; v2 = (50 0 0);
v3 = (50 50 0); v4 = (0 50 0). Zu F wurde die globale Parametrisierung
( �D; �S) erzeugt. Durch vierfache gleichmäÿige Unterteilung vonQ im Para-
meterbereich �D entstand das Gitter �Q4.

Hierbei sind� j = � j (v ; Ti ); j = 1; 2; 3; die baryzentrischen Koordinaten vonv bezüglich
des DreiecksTi . Es sei nun

�Ti = 4 �v i
1�v i

2�v i
3 =  (Ti ) � R2; i = 1; : : : ; n:

Falls  injektiv ist, ist der Schnitt zweier Dreiecke aus�T entweder die leere Menge oder
eine Ecke oder eine Kante. Somit ist�T = f �T1 : : : ; �Tng eine Triangulierung. Diese hat
die gleiche Konnektivität wie T . Setzt man D = S �T und � =  � 1 so ist, (D; � ) eine
Parametrisierung der Ober�ächeST . Die Triangulierung �T heiÿt Parameterraumtri-
angulierung von T bezüglich  . Die Abbildung � ist ebenfalls stückweise a�n. Für
ein Dreieck �Ti 2 �T hat die Einschränkung von� auf �Ti die Form

� j �Ti
:
� �Ti ! R3

�v ! � (v)
;

�v = �� 1�v i
1 + �� 2�v i

2 + �� 3�v i
3;

� ( �v ) = �� 1v i
1 + �� 2v i

2 + �� 3v i
3:

(4.2)

Dabei sind �� j = �� j ( �v ; �Ti ); j = 1; 2; 3; die Baryzentrischen Koordinaten von�v bezüglich
des Dreiecks�Ti .

4.1.2 Isometrische Parametrisierungen von Triangulierungen

Es sei (D; � ) die Parametrisierung einer gegebenen TriangulierungT bezüglich einer
Projektion  : T ! R2. Weiter seienT ein beliebiges Dreieck vonT und �T das ent-
sprechende, eindeutig bestimmte Dreieck der Parameterraumtriangulierung�T von T
bezüglich . Die Einschränkung von� auf �T ist genau dann ein Isometrie, wenn�T und
T kongruent sind. Aufgrund dieser Tatsache ist es das Ziel der meisten Projektionsver-
fahren, die Form der TriangulierungT bei der Projektion auf �T so wenig wie möglich
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4 Lineare Projektionsverfahren für Triangulierungen

Abbildung 4.4: Zur Triangulierung T = f T1; T2; T3g, mit T1 = 4 v1v2v3; T2 = 4 v1v3v4;
T3 = 4 v1v4v2, existiert keine planare Triangulierung �T = f �T1; �T2; �T3g, so
dass alle Dreiecke vonT zu den entsprechenden Dreiecken von�T kongruent
sind.

zu verändern . Es ist einfach, zu einem beliebigen DreieckT 2 T eine lineare Projek-
tion  so zu de�nieren, dass die DreieckeT und �T kongruent sind. Jedoch existiert in
der Regel keine lineare Projektion , so dass dies für alle DreieckeT 2 T gilt. Dies
veranschaulicht das nächste Beispiel.

Beispiel 4.4
Dieses Beispiel wird in Abbildung 4.4 veranschaulicht. Es seien

v1 =

0

@
0
0
2

1

A ; v2 =

0

@
0

� 1
0

1

A ; v3 =

0

@
cos(�6 )
sin( �

6 )
0

1

A ; v4 =

0

@
cos(5�

6 )
sin(5�

6 )
0

1

A 2 R3:

Die Triangulierung T = f T1; T2; T3g mit T1 = 4 v1v2v3; T2 = 4 v1v3v4; T3 = 4 v1v4v2

hat die Form eines Tetraeders ohne Grund�äche. Die Dreiecke der TriangulierungT
sind paarweise kongruent. Konstruiert man die Dreiecke�T1; �T2 so, dass diese kongruent
zu T1; T2 sind, sind bereits alle Ecken�v1; �v2; �v3; �v4 der Triangulierung �T de�niert. Das
Dreieck �T3 ist nicht kongruent zu T3. Auÿerdem gilt �T3 � �T1[ �T2, also ist �T = f �T1; �T2; �T3g
keine zulässige Triangulierung.

4.2 Konstruktion von linearen Projektionen

Gegeben sei eine TriangulierungT � R3. Dann besteht die allgemeine Vorgehensweise
zur Erzeugung einer linearen Projektion : ST ! R2 aus drei Schritten.

1. Bestimme Parameterwerte�v =  (v) 2 R2 zu den Randeckenv 2 VB (T ).
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4.2 Konstruktion von linearen Projektionen

2. De�niere für jede Kante [v ;w] 2 E(T ) ein Gewicht � vw 2 R und erzeuge mit Hilfe
dieser Gewichte ein lineares Gleichungssystem.

3. Durch Lösen des Gleichungssystems erhält man die Parameterwerte (v) der in-
neren Eckenv 2 VI (T ).

Im nächsten Abschnitt werden verschiedene Verfahren zur Bestimmung der Randpara-
meterwerte  (v); v 2 VB ; erläutert.

4.2.1 Projektion der Randecken

Es seiT = f T1; : : : ; Tmg; m 2 N; eine o�ene Triangulierung mit einfach zusammen-
hängender Ober�ächeST . Der Rand @T bildet einen geschlossenen Polygonzug. Im
Folgenden gelte für die RandeckenVB (T ) und RandkantenEB (T ) der Triangulierung T

VB (T ) = f v1; : : : ; vng; n 2 N; vn+1 = v1;

EB (T ) = f [v i ;v i +1 ]ji = 1; : : : ; ng;

@T =
n[

i =1

[v i ;v i +1 ]:

Für die Parameterraumtriangulierung �T von T bezüglich einer linearen Projektion
 : ST ! R2 ist der Rand @�T ebenfalls ein geschlossener Polygonzug und es gilt
entsprechend

VB ( �T ) = f �v1; : : : ; �vng; �vn+1 = �v1;

EB ( �T ) = f [�v i ;�v i +1 ]ji = 1; : : : ; ng;

@�T =
n[

i =1

[�v i ;�v i +1 ]:

Die Einschränkung� der Parametrisierung(D; � ) von T bezüglich auf den Rand@�T
wird als Randparametrisierung � : @�T ! @T von T bezeichnet. Die Einschränkung
von � auf eine Kante[�v i ;�v i +1 ] 2 VB ( �T ) lässt sich beschreiben durch

� j[�v i ;�v i +1 ]
:
�

[�v i ;�v i +1 ] ! R3

�v ! � ( �v )
;

�v = (1 � � ) �v i + � �v i +1 ; � 2 [0;1];

� ( �v ) = (1 � � )v i + � v i +1 :

Wie sich im nächsten Abschnitt heraus stellen wird, ist eine wichtige Voraussetzung
um die Injektivität der konstruierten Projektion zu garantieren, dass die Randparame-
trisierung @�T dem Rand einer konvexen Menge entspricht. Man spricht dann von einer
konvexen Randparametrisierung . Um dies zu erreichen, wird zunächst eine Kurve�C
vorgegeben, welche dem Rand einer konvexen Menge entspricht. Dann werden die Ecken
�v1; : : : ; �vn von �T auf der Kurve �C der Reihe nach gegen den Uhrzeigersinn angeordnet.
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4 Lineare Projektionsverfahren für Triangulierungen

Üblicherweise wird als Kurve �C der Rand eines Kreises bzw. eines Vierecks gewählt.
Zunächst wird erläutert, wie eine Menge von Ecken ausV(T ) über einem Intervall pa-
rametrisiert wird.

4.2.1.1 Das univariate Federmodell

Es seienv1; : : : ; vk 2 V(T ); k 2 N; mit [v i ;v i +1 ] 2 E(T ); i = 1; : : : ; k � 1. Diese Ecken
sollen über das Intervall [a;b] � R parametrisiert werden. Dazu werden die Kanten
[v i ;v i +1 ] als Federn mit den FederkonstantenDv i v i +1 interpretiert. Die Ecken v1 und vk

werden �xiert, d. h. man setzt

�v1 = a; �vk = b:

Die restlichen Ecken werden frei gegeben und das System der Federn sucht sich einen
stabilen Zustand minimaler Energie. Die neuen Positionen der Ecken sind dann die
Parameterwerte �v i . Man bezeichnet dieses Verfahren alsUnivariates Federmodell .
Die Gesamtenergie des Federnsystems ist

E =
k� 1X

i =1

1
2

Dv i v i +1 (�vi +1 � �vi )2:

Minimierung der Gesamtenergie führt auf das Gleichungssystem

�v1 = a;
�vi +1 � �vi

�vi � �vi � 1
=

Dv i � 1v i

Dv i v i +1

; i = 2; : : : ; k � 1;

�vk = b:

Dieses lineare Gleichungssystem ist fürDv i v i +1 > 0; i = 1; : : : ; k � 1; eindeutig lösbar
mit der Lösung

�v1 = a;

�vi = �vi � 1 +
1

Dv i � 1v i

b� a
P k� 1

j =1 D � 1
v j v j +1

; i = 2; : : : ; k � 1;

�vk = b:

Setzt man Dv i v i +1 = kv i +1 � v i k
� p
2 , mit p 2 f 0; 1

2 ; 1g, so erhält man die sogenannte
uniforme , zentripetale bzw. chordale Parametrisierung.

Parametrisierung über eine Strecke
Die Parametrisierung der Eckenv1; : : : ; vk über eine beliebige Strecke imR2 mit den
Endpunkten a; b 2 R2 erfolgt ähnlich. Zunächst werden die Ecken über ein Intervall
[a; b] parametrisiert. In der Regel verwendet man die Chordale Parametrisierung mit
dem Randwerta = 0 und b wird gleich der Gesamtlänge der Kanten gesetzt. Man erhält
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entsprechende Parameterwertet1; : : : ; tk . Die Positionen auf der Geraden ergeben sich
dann aus

 (v i ) =
b� t i

b� a
a +

t i � a
b� a

b; i = 1; : : : ; k:

Parametrisierung über ein Viereck
Gegeben sei ein ViereckQ = � abcd � R2. Aus dem Rand@T werden vier verschiedene
charakteristische Eckenvavb vcvd ausgewählt. Üblicherweise sind dies Ecken, in denen
ein besonders kleiner Winkel vorliegt. Es seiCab � @T der Polygonzug mit den End-
punkten va; vb . Entsprechend existieren drei weitere PolygonzügeCbc ; Ccd ; Cda und es
gilt

@T = Cab [ C bc [ C cd [ C da :

Die Ecken des PolygonzugsCab werden über die Kante[a; b] des VierecksQ parametri-
siert. Entsprechend wird mit den anderen drei Polygonzügen verfahren.

Parametrisierung über einen Kreis
Die Parametrisierung des Randes@T über einen Kreis mit Radiusr und dem Mittel-
punkt �vM 2 R2 erfolgt folgendermaÿen. Zunächst werden die Eckenv1; : : : ; vn ; v1 über
das Intervall [0; 2� ] parametrisiert. In der Regel wird auch hier die chordale Parametri-
sierung gewählt. Dies liefert die Winkel� 1; : : : ; � n ; � n+1 2 [0; 2� ]. Die Parameterwerte
der Ecken ergeben sich dann durch

�v i = �vM + r
�

cos� i

sin� i

�
; i = 1; : : : ; n:

4.2.1.2 Randprojektion für Triangulierungen auf Flächenverbänden

Wird ein FlächenverbandF durch eine TriangulierungT approximiert, so werden an die-
se besondere Bedingungen gestellt. Diese Klasse von Triangulierungen wird im nächsten
Kapitel eine wichtige Rolle spielen.

De�nition 4.5
Eine Triangulierung T wird als zulässig bezüglich eines FlächenverbandesF bezeichnet,
wenn Folgendes gilt:

� V (F ) � V(T ) � S F ,

� Zu jedem DreieckT = 4 uvw 2 T existiert genau eine FlächeS 2 F mit u; v ; w 2
S.

Die De�nition bewirkt folgende Eigenschaft.

Proposition 4.6
Es sei T eine zulässige Triangulierung bezüglich eines FlächenverbandesF . Existieren
zu einer Kante [v ; w] 2 E(T ) der Triangulierung T zwei verschiedene FlächenS; S0 2
F ; mit v 2 S; w 2 S 0; so sind diese Flächen benachbart und es existiert eine Kante
C 2 E(F ) des FlächenverbandesF mit v ; w 2 C � S \ S 0.
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4 Lineare Projektionsverfahren für Triangulierungen

Abbildung 4.5: Der FlächenverbandF = fS 1; S2g wird durch die Triangulierung T1; T2 ap-
proximiert. T1 ist zulässig bezüglichF . T2 ist nicht zulässig, da die Ecken der
Kante [u; v ] auf verschiedenen Flächen vonF liegen.

Beispiel 4.7
In Abbildung 4.5 ist ein FlächenverbandF = fS 1; S2g zu sehen, welcher durch zwei
TriangulierungenT1; T2 approximiert wird. Beide Triangulierungen erfüllen die erste Be-
dingung aus De�nition 4.5. Triangulierung T1 erfüllt auch die zweite Bedingung und
ist somit zulässig bezüglich des FlächenverbandsF . Triangulierung T2 erfüllt die zweite
Bedingung nicht. Die Eckeu der Kante [u; v ] 2 E(T2) liegt auf der FlächeS1, die Ecke
v hingegen liegt auf der FlächeS2. Die an der Kante[u; v ] angrenzenden Dreiecke erfül-
len die zweite Bedingung aus De�nition 4.5 nicht. Somit ist die TriangulierungT2 nicht
zulässig bezüglich des FlächenverbandesF .

Die Kreisbogen-Strecken-Projektion
Wie bereits erwähnt wurde, setzen die meisten Projektionsverfahren voraus, dass der
Rand @�T einen geschlossenen, konvexen Polygonzug bildet. Gleichzeitig soll die Trian-
gulierung T durch die Projektion auf �T so wenig wie möglich verändert werden, um so
eine möglichst isometrische Parametrisierung(D; � ) zu erhalten. Somit darf auch der
Rand von T durch die Projektion auf @�T nur so wenig wie möglich verändert werden.
Gemäÿ Floater [21] ist keine Form der Randparametrisierung bekannt, welche beide
Anforderungen zufriedenstellend erfüllt. Die Fragestellung der geeigneten Randparame-
trisierung ist ein o�enes Problem . Es ist nicht sinnvoll, die Randecken einer beliebigen
Triangulierung T grundsätzlich über den Rand eines Vierecks oder eines Kreises zu pa-
rametrisieren, da so die tatsächliche Form des Randes@T der Triangulierung T nicht
berücksichtigt wird.

Im Folgenden wird eine neue Form der Randparametrisierung speziell für zulässige
Flächenverband-Triangulierungen vorgestellt. Die Randeckenv1; : : : ; vn werden über ei-
ne geschlossene, konvexe Kurve�C � R2, welche stückweise durch Strecken oder Kreis-
bögen de�niert ist, parametrisiert werden. Diese Randparametrisierung wird die tat-
sächliche Form des Randes@T berücksichtigen. Es seiT eine zulässige Triangulierung
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bezüglich eines FlächenverbandesF . Randecken und Randkurven vonF seien gegeben
durch

VB (F ) = f v �
1; : : : ; v �

kg; v �
k+1 := v �

1; k 2 N;

EB (F ) = fC[v �
i ;v �

i +1 ]ji = 1; : : : ; kg:

Es seiCi := C[v �
i ;v �

i +1 ] 2 EB (F ) eine Randkurve des FlächenverbandesF . Diese ist Kante
von genau einer FlächeS 2 F . Diese Fläche wird im Weiteren mitSi = Si (D i ) be-
zeichnet. Somit existiert eine ParameterraumkurveCi = Ci (I i ) � D i . Zusätzlich wird
vorausgesetzt, dassCi entweder konvex oder linear oder konkav ist. Dies lässt sich ge-
währleisten, indem die ParameterraumkurvenC1; : : : ;Ck aller Randkurven des Flächen-
verbandes, in den Punkten, in denen sie ihr Krümmungsverhalten ändern, in Teilkurven
zerlegt werden.
Zunächst werden alle KurvenC1; : : : ;Ck untersucht, ob sie entweder konvex oder linear
oder konkav sind. Entsprechend wird jeder KurveCi ein Krümmungswert K i zugewiesen
mit

K i =

8
<

:

� 1 : Ci ist konvex
0 : Ci ist eine Strecke
1 : Ci ist konkav

:

Der RandkurveCi wird der Krümmungswert K i ihrer ParameterraumkurveCi zugewie-
sen.

Im nächsten Schritt werden benachbarte Randkurven miteinander verglichen und ge-
gebenenfalls zusammengefasst. Dieser Prozess wird alsGruppierung bezeichnet und
verwendet die Tangentenstetigkeit der Übergänge zwischen den KurvenCi im R3 sowie
das Krümmungsverhalten der ParameterraumkurvenCi im R2. Ist der Übergang von
C1 zu C2 in v �

2 tangentenstetig und gilt K 1 = K 2, d. h. haben C1 und C2 das gleiche
Krümmungsverhalten, so werdenC1 und C2 zur Kurve C1;2 = C1 [ C 2 zusammengefasst.
Als nächstes werden dann die KurvenC1;2 und C3 miteinander verglichen. Gilt hingegen
K 1 6= K 2 oder ist der Übergang vonC1 zu C2 in v �

2 nicht tangentenstetig, so werden
C1 und C2 nicht zusammengefasst und der nächste Vergleich erfolgt zwischenC2 und C3.
Als Letztes erfolgt ein Vergleich der entsprechenden Kurven in der Eckev �

1. Insgesamt
erhält man sol Kurven Ci 1 ;i 2 ; : : : ;Ci l ;i l +1 mit l 2 N; l � k; und

i j 2 f 1; : : : ; kg; j = 1; : : : ; l + 1;

i j < i j +1 ; j = 1; : : : ; l � 1; i l+1 = i 1:

Ist i 1 > 1, so wurden die KurvenCi l ; : : : ;Ck ; C1; : : : ;Ci 1 zur Kurve Ci l ;i l +1 zusammenge-
fasst. Die KurveCi j ;i j +1 verbindet die Eckenv �

i j
und v �

i j +1
. Sie wird alsGruppierungs-

kurve der Kurven Ci j ; : : : ;Ci j +1 bezeichnet. Dieser Kurve wird der Krümmungswert
K i j ;i j +1 = K i j zugewiesen.

Da T eine zulässige Triangulierung bezüglichF ist, liegen alle Randecken vonT auf
dem Rand vonF . Des Weiteren gilt

VB (F ) = f v �
1; : : : ; v �

kg � VB (T ) = f v1; : : : ; vng:
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Somit existieren Indizess1; : : : ; sl ; sl+1 = s1 2 f 1; : : : ; ng mit vsj = v �
i j

; j = 1; : : : ; l + 1.
Die Menge der RandeckenVB (T ) von T wird nun in l TeilmengenV 1

B (T ); : : : ; V l
B (T )

zerlegt, gemäÿ

V j
B (T ) = f vsj ; : : : ; vsj +1 g; j = 1; : : : ; l:

Alle Ecken der MengeV j
B (T ) liegen auf der KurveCi j ;i j +1 , welche die Eckenvsj = v �

i j

und vsj +1 = v �
i j +1

miteinander verbindet. Die Menge

P(Ci j ;i j +1 ) =
sj +1 � 1[

i = sj

[v i ; v i +1 ]

bildet einen die RandkurveCi j ;i j +1 approximierenden Polygonzug. Die Bogenlänge von
P(Ci j ;i j +1 ) ist eine Näherung der Bogenlänge der RandkurveCi j ;i j +1 und beträgt

jP (Ci j ;i j +1 )j =
sj +1 � 1X

i = sj

kv i +1 � v i k2:

Jeder Kurve Ci j i j +1 wird nun eine planare Kurve �Ci j i j +1 � R2 zugewiesen.�Ci j i j +1 wird
als Projektion von Ci j i j +1 bezeichnet. Die Konstruktion der Projektion erfolgt fol-
gendermaÿen. Es seiA der Flächeninhalt der Ober�ächeST der Triangulierung T . A
ist somit ein Näherungswert für den Flächeninhalt der Ober�äche des Flächenverban-
desF . Die Eckenv �

i 1
; : : : ; v �

i l +1
werden als Ecken eines PolygonzugsP mit den Kanten

[v �
i j

; v �
i j +1

]; j = 1; : : : ; l; aufgefasst und über den Rand des KreisesK mit dem Mittel-

punkt �vM = (0 ; 0)T und dem Radiusr =
q

A
� parametrisiert. Dazu werden die Ecken

v �
i 1

; : : : ; v �
i l
; v �

i l +1
= v �

i 1
zunächst über das Intervall[0; 2� ] parametrisiert, wobei

D i j i j +1 = jP (Ci j ;i j +1 )j

als Federkonstante für die Kante[v �
i j

; v �
i j +1

] gewählt wird. Man erhält die Winkel � 1; : : : ;
� l+1 2 [0; 2� ]. Die Parameterwerte�v �

i 1
; : : : ; �v �

i l
sind dann de�niert durch

�v �
j = r

�
cos� j

sin� j

�
; j = 1; : : : ; l:

Die De�nition der Projektion �Ci j i j +1 der RandkurveCi j i j +1 erfolgt nun in Abhängigkeit
vom Krümmungswert K i j ;i j +1 . Für K i j ;i j +1 = � 1 wird �Ci j i j +1 gleich dem Kreisbogen des
KreisesK gesetzt, welcherv �

i j
und v �

i j +1
gegen den Uhrzeigersinn miteinander verbindet.

Für K i j ;i j +1 2 f 0; 1g wird �Ci j i j +1 als Verbindungsstrecke vonv �
i j

und v �
i j +1

de�niert. Die
Vereinigungsmenge

�C =
l[

j =1

�Ci j i j +1
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bildet für l � 3 eine geschlossene, konvexe Kurve, welche stückweise durch Strecken und
Kreisbögen de�niert ist. Für l � 2 ergeben sich Sonderfälle.�C entspricht dann entweder
dem gesamten KreisK oder einem Kreisbogen, dessen Enden durch eine Strecke ver-
bunden werden.

Die Randeckenv1; : : : ; vn 2 VB der Triangulierung T werden nun über die Kurve �C
parametrisiert. Dazu werden die Ecken der TeilmengeV j

B (T ) � VB (T ) chordal über die
Kurve �Ci j i j +1 parametrisiert. Ist die Kurve �Ci j i j +1 ein Kreisbogen, so erfolgt die Parame-
trisierung analog zur Parametrisierung über einen Kreis mit dem Unterschied, dass als
Winkelintervall [� j ; � j +1 ] statt [0; 2� ] gewählt wird.

Bemerkung 4.8
Die Kreisbogen-Strecken-Projektion kann als Verallgemeinerung der Randparametrisie-
rung über einen Kreis bzw. über ein Rechteck aufgefasst werden. In dem Fall, dass sich
genau eine Gruppierungskurve ergibt, wird der Rand der Triangulierung über einem
Kreis parametrisiert. Ergeben sich genau vier GruppierungskurvenCi 1 i 2 ; Ci 2 i 3 ; Ci 3 i 4 ; Ci 4 i 5 ;
i 5 = i 1; mit Krümmungswerten K i j i j +1 � 0, so erfolgt die Parametrisierung über ein
Viereck mit den KantenlängenjP (Ci j ;i j +1 )j. Es lässt sich leicht zeigen, dass für den Fall
jP (Ci 1 ;i 2 )j = jP (Ci 3 ;i 4 )j; jP (Ci 2 ;i 3 )j = jP (Ci 4 ;i 5 )j das Viereck ein Rechteck ist.

In den folgenden drei Beispielen wird jeweils die Projektion�C des Randes@F des
gegebenen FlächenverbandesF erzeugt.

Beispiel 4.9 Zwei getrimmte Flächen
In Abbildung 4.6 ist ein FlächenverbandF zu sehen, welcher aus zwei getrimmten
NURBS-FlächenS1 = S1(D1); S2 = S2(D2) besteht. v �

1; : : : ; v �
6 2 VB (F ) sind die Rand-

ecken vonF , C1; : : : ;C6 2 EB (F ) sind die Randkurven vonF .
Die ParameterbereicheD1; D2 der Flächen sowie die ParameterraumkurvenC1; : : : ;C6

der Randkurven sind in Abbildung 4.7 zu sehen. Die KurvenC3; C6 sind konvex, die
restlichen Parameterraumkurven sind linear. Somit werden den KurvenC3; C6 die Krüm-
mungswerteK 3 = K 6 = � 1 zugewiesen. Für die KurvenC1; C2; C4; C5 gilt dann K 1 =
K 2 = K 4 = K 5 = 0. Die Übergänge vonC1 zu C2 in v �

2 sowie vonC4 zu C5 in v �
5 sind

tangentenstetig und die zugehörigen Parameterraumkurven sind linear. Die Übergänge
der benachbarten Randkurven in den restlichen Randecken sind nicht tangentenstetig.
Somit werdenC1; C2 bzw. C3; C4 zu den KurvenC1;2 bzw. C3;4 vereinigt. Die entsprechen-
den Krümmungswerte sindK 1;2 = K 3;4 = 0. Als weitereVereinigungskurvenerhält man
dann C3;3 = C3; C6;6 = C6 mit den KrümmungswertenK 3;3 = K 6;6 = � 1.
Die Ecken v �

1; v �
3; v �

4; v �
6 werden chordal über einen Kreis parametrisiert. Ihre Parame-

terwerte �v �
1; �v �

3; �v �
4; �v �

6 sind im rechten Teil der Abbildung 4.7 zu sehen. Die KurvenC1;2

bzw. C4;5 werden auf die Verbindungsstrecken der Ecken�v �
1; �v �

3 bzw. �v �
4; �v �

6 projiziert.
Die Kurven C3;4 bzw. C6;6 werden auf die Verbindungsbögen der Ecken�v �

3; �v �
4 bzw. �v �

6; �v �
1

projiziert. Die entsprechenden Kurven�C1;2; �C3;3; �C4;5; �C6;6 sind ebenfalls im rechten Teil
der Abbildung 4.7 zu sehen.

Beispiel 4.10 Vier ungetrimmte Flächen
Abbildung 4.8 zeigt einen FlächenverbandF , welcher aus vier ungetrimmten NURBS-
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Abbildung 4.6: Ein FlächenverbandF , welcher aus zwei getrimmten NURBS-FlächenS1 =
S1(D1); S2 = S2(D2) besteht. v �

1; : : : ; v �
6 2 VB (F ) sind die Randecken von

F , C1; : : : ; C6 2 EB (F ) sind die Randkurven vonF .

Abbildung 4.7: Im linken Teil der Abbildung sind die ParameterbereicheD1; D2 der ent-
sprechenden Flächen des FlächenverbandesF aus Abbildung 4.6 zu sehen.
C1; : : : ; C6 sind die Parameterraumkurven der Randkurven des Flächenver-
bandes F . Die Ecken v �

1; v �
3; v �

4; v �
6 wurden über einen Kreis parametri-

siert. �v �
1; �v �

3; �v �
4; �v �

6 sind die entsprechenden Parameterwerte. Die Kurven
�C1;2; �C3;3; �C4;5; �C6;6 sind die Projektionen der Kurven C1;2; C3;3; C4;5; C6;6.
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Abbildung 4.8: Ein Flächenverband F , welcher aus vier ungetrimmten NURBS-Flächen
S1; : : : ; S4 besteht. Es ist VB (F ) = f v �

1; : : : ; v �
8g und EB (F ) = fC1; : : : ; C8g.

In den Ecken v �
2; v �

4; v �
6; v �

8 liegt Tangentenstetigkeit vor, in den anderen
Ecken nicht. Die Kurven C1;2; C3;4; C5;6; C7;8 werden jeweils auf die Verbin-
dungsstrecken�C1;2; �C3;4; �C5;6; �C7;8 der Ecken �v �

1; �v �
3; �v �

5; �v �
7 projiziert. Es ergibt

sich ein Quadrat.

Flächen S1 = S1(D1); : : : ;S4 = S4(D4) besteht. Die Randecken vonF sind v �
1; : : : ; v �

8
und die Randkurven vonF sind C1; : : : ; C8.
Da die Flächen ungetrimmte NURBS-Flächen sind, sind die ParameterraumkurvenC1;
: : : ; C8 alle linear und für die Krümmungswerte der KurvenC1; : : : ; C8 gilt somit K 1 =
: : : = K 8 = 0. Der Übergang zwischen benachbarten Kurven in den Eckenv �

2; v �
4; v �

6; v �
8

ist jeweils tangentenstetig. In den restlichen Ecken liegt keine Tangentenstetigkeit vor.
Es werden somit die folgenden Vereinigungskurven gebildet

C1;2 = C1 [ C 2; C3;4 = C3 [ C 4; C5;6 = C5 [ C 6; C7;8 = C7 [ C 8:

Für die Krümmungswerte dieser Kurven giltK 1;2 = K 3;4 = K 5;6 = K 7;8 = 0. Der Flä-
chenverbandF ist derart gegeben, dass die Bogenlänge der Vereinigungskurven über-
einstimmt.
Die Eckenv �

1; v �
3; v �

5; v �
7 werden chordal über einen Kreis parametrisiert und man erhält

die Parameterwerte�v �
1; �v �

3; �v �
5; �v �

7. Die Kurven C1;2; C3;4; C5;6; C7;8 werden jeweils auf die
Verbindungsstrecken�C1;2; �C3;4; �C5;6; �C7;8 der Eckenv �

1; v �
3; v �

5; v �
7 projiziert. Diese Verbin-

dungsstrecken bilden zusammen ein Quadrat.

Beispiel 4.11 Eine planare, getrimmte, nicht konvexe Fläche
Abbildung 4.9 zeigt einen FlächenverbandF , welcher aus einer planaren, getrimmten,
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Abbildung 4.9: Ein Flächenverband F , welcher aus einer planaren, getrimmten, nicht kon-
vexen NURBS-FlächeS = S(D) besteht. Es ist VB (F ) = f v �

1; v �
2; v �

3; v �
4g,

sowieEB (F ) = fC1; C2; C3; C4g. In keiner Ecke liegt Tangentenstetigkeit vor.
Die Kurve C4;4 wird auf den Verbindungsbogen der Ecken�v �

3; �v �
4 projiziert.

Die Kurven C1;1; C2;2; C3;3 werden jeweils auf die restlichen Verbindungsstre-
cken �C1;1; �C2;2; �C3;3 abgebildet.

nicht konvexen NURBS-FlächeS = S(D) besteht. Hierbei entspricht der Parameterbe-
reich D der FlächeS. Es ist VB (F ) = f v �

1; v �
2; v �

3; v �
4g, sowieEB (F ) = fC1; C2; C3; C4g.

Die FlächeS verläuft innerhalb der xy-Ebene desR3. Die Randkurven stimmen mit ih-
ren jeweiligen ParameterraumkurvenC1; C2; C3; C4 überein. Die KurvenC1 = C1; C3 = C3

sind linear. Die Kurve C2 = C2 ist konkav und die Kurve C4 = C4 ist konvex. Es ergeben
sich die KrümmungswerteK 1 = K 3 = 0; K 2 = 1; K 4 = � 1. In keiner Randecke liegt
Tangentenstetigkeit vor. Somit bestehen die Vereinigungskurven aus jeweils nur einer
Kurve und es gilt Ci;i = Ci ; i = 1; 2; 3; 4. Für die Krümmungswerte gilt entsprechend
K i;i = K i ; i = 1; 2; 3; 4.
Alle Randecken vonF werden chordal über einen Kreis parametrisiert und man er-
hält die Parameterwerte �v �

1; �v �
2; �v �

3; �v �
4. Die Kurve C4;4 wird auf den Verbindungsbogen

der Ecken �v �
3; �v �

4 projiziert. Die Kurven C1;1; C2;2; C3;3 werden jeweils auf die restlichen
Verbindungsstrecken�C1;1; �C2;2; �C3;3 abgebildet.

4.2.2 Projektion der inneren Ecken

Es sei T = f T1; : : : ; Tmg; m 2 N; eine gegebene Triangulierung. Für die zugehörige
MengeV(T ) der Ecken gelte

V = V(T ) = f v1; : : : ; vn ; vn+1 ; : : : ; vn+ kg; n; k 2 N; (4.3)

VI = VI (T ) = f v1; : : : ; vng; VB = VB (T ) = f vn+1 ; : : : ; vn+ kg: (4.4)

Gesucht ist eine lineare Projektion : ST ! R2. Die Parameterwerte�vn+1 ; : : : ; �vn+ k der
Randeckenvn+1 ; : : : ; vn+ k bezüglich seien bereits gegeben. Sind auch die Parameter-
werte �v1; : : : ; �vn der inneren Ecken bekannt, so ist die Projektion eindeutig bestimmt.
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Ein Verfahren, welches zu einer gegebenen TriangulierungT und gegebenen Randpara-
meterwerten die Parameterwerte der inneren Ecken bestimmt, heiÿtKonstruktions-
verfahren .

Wie bereits erläutert wurde, ist es im Allgemeinen nicht möglich zu einer gegebenen
Triangulierung T eine isometrische Parametrisierung(D; � ) zu erzeugen. Ist die Trian-
gulierung T jedoch planar, so ist die identische Abbildungid : ST ! S T o�ensichtlich
eine Isometrie. Man sagt, dass ein Konstruktionsverfahren dieReproduktionseigen-
schaft besitzt, wenn eserkennt, dass die gegebene TriangulierungT planar ist und als
Projektion  die identische Abbildung liefert. In diesem Fall ist dann die Parametri-
sierung vonT bezüglich  ebenfalls gleich der identischen Abbildung und somit eine
Isometrie. Eine etwas allgemeinere De�nition ist die Folgende.

De�nition 4.12 Reproduktionseigenschaft
Es sei T eine planare Triangulierung, welche in einer a�nen EbeneE � E3 enthalten
ist. Weiter seien die Parameterwerte der Randecken vonT durch eine a�ne Abbildung
f : E ! E2 vorgegeben, d. h. es gelte jVB ( T )

� f jVB ( T )
. Ein Konstruktionsverfahren besitzt

die Reproduktionseigenschaft , wenn dann auch die inneren Ecken vonT durch die
a�ne Abbildung f bestimmt sind, also jVI ( T )

� f jVI ( T )
gilt.

Es seienT eine planare Triangulierung undf : ST ! R2 eine a�ne Abbildung. Eine
innere Eckev 2 VI (T ) ist im Inneren der konvexen Hülle ihrer Nachbarn enthalten.
Somit existieren Zahlen� vw 2 R+ mit

X

w 2 N v

� vw = 1;

v =
X

w 2 N v

� vw w:

Da f a�n ist gilt dann

 (v) =
X

w 2 N v

� vw  (w):

Diese Tatsache dient als Motivation für die sogenanntenKonvex-Kombinations-Pro-
jektionen , welche von Floater in [19] eingeführt wurden.

4.2.2.1 Konvex-Kombinations-Projektion

Es sei : ST ! R2 eine lineare Projektion bezüglich einer gegebenen Triangulierung
T . Existieren dann zu allen inneren Kanten[v;w] 2 E I (T ) Zahlen � vw , welche die
Bedingungen

� vw > 0; ([v ;w] 2 E I (T ));
X

w 2 N v

� vw = 1; (v 2 VI (T )); (4.5)
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erfüllen und gilt dann

 (v) =
X

w 2 N v

� vw  (w); (v 2 VI (T )); (4.6)

so wird  als Konvex-Kombinations-Projektion bezeichnet. Die Zahlen� vw ; w 2
Nv ; heiÿenkonvexe Gewichte von v.

Für eine Konvex-Kombinations-Projektion : ST ! R2 ist also der Parameterwert (v)
jeder inneren Eckev eine Konvex-Kombination der Parameterwerte ihrer benachbarten
Ecken.

Zu jeder gegebenen TriangulierungT lässt sich eine Konvex-Kombinations-Projektion
 : ST ! R2 konstruieren. Im ersten Schritt werden die Randecken vonT mit einem
der bekannten Verfahren parametrisiert und man erhält die zugehörigen Parameterwerte
�vn+1 ; : : : ; �vn+ k . Im zweiten Schritt werden dann für alle inneren Kanten[v;w] 2 E I (T )
Zahlen � vw de�niert, welche die Bedingungen (4.5) erfüllen. Die Kanten werden hierbei
als gerichtete Kanten aufgefasst und somit gilt im Allgemeinen nicht� vw = � wv . Es
seien nun �v1; : : : ; �vn die gesuchten Parameterwerte der inneren Eckenv1; : : : ; vn der
Triangulierung T . Für beliebige Eckenv i ; v j 2 V(T ) sei dann� ij 2 R de�niert durch

� ij =

(
� v i v j für [v i ;v j ] 2 E I (T );

0 sonst:

Die Bedingung (4.6) lässt sich nun umformen zu

�v i �
nX

j =1

� ij �v j =
n+ kX

j = n+1

� ij �v j ; i = 1; : : : ; n: (4.7)

Dies entspricht dem GleichungssystemB �v I = c, wobei B; �v I ; c wie folgt de�niert sind

B = ( bij )n
i;j =1 ; bij =

(
1 für i = j;

� � ij für i 6= j;
(4.8)

�v I = ( �v1 : : : �vn )T ;

c =

 
n+ kX

j = n+1

� 1j �v j : : :
n+ kX

j = n+1

� nj �v j

! T

:

Satz 4.13
Die in (4.8) de�nierte Matrix B ist regulär.

Beweis. Für die i -te Zeile der Matrix B gilt

nX

j =1 ;j 6= i

kbij k =
X

w 2 N v i \ VI (T )

� v i w �
X

w 2 N v i

� v i w = 1: (4.9)
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Somit ist B schwach diagonaldominant. Da die TriangulierungT stark zusammenhän-
gend ist, existiert eine Eckev i 0 , die zu mindestens einer Randecke benachbart ist. Dann
ist Nv i 0

\ VI (T ) � echt enthalten inNv i 0
und in obiger Gleichung darf� durch < ersetzt

werden. Daraus folgt, dass die Zeilei 0 stark diagonaldominant ist.
Fasst man die Matrix B � diag(B) als Adjazenzmatrix eines gerichteten GraphenG auf,
so hat dieser die gleiche Struktur wie die TriangulierungT . Da die Triangulierung stark
zusammenhängend ist, gilt dies auch für den Graphen. Daraus folgt, dass die Matrix
B � diag(B) und somit auch B irreduzibel sind. Somit ist die Matrix B irreduzibel
diagonaldominant und als solche regulär.

Ein Verfahren, welches der beschriebenen Vorgehensweise zur Konstruktion einer Kon-
vex-Kombinations-Projektion folgt, wird Konvex-Kombinations-Projektion-Kon-
struktionsverfahren genannt. Für diese existiert eine einfache äquivalente Aussage
zur Reproduktionseigenschaft.

Satz 4.14
Es sei T eine beliebige planare Triangulierung. Ein Konvex-Kombinations-Projektion-
Verfahren besitzt genau dann die Reproduktionseigenschaft, wenn für jede innere Ecke
v 2 VI (T ) der Triangulierung T gilt

v =
X

w 2 N v

� vw w: (4.10)

Beweis. Es gelte für jede innere Eckev 2 VI (T ) von T die Bedingung (4.10). Es sei
E � E3 diejenige a�ne Ebene, für die ST � E gilt, und weiter sei f : E ! E2 eine
A�nität. Für die Parameterwerte der Randecken vn+1 ; : : : ; vn+ k der Triangulierung T
bezüglich der zu konstruierenden Konvex-Kombinations-Projektion : ST ! E2 gelte
 (v i ) = f (v i ); i = n + 1; : : : ; n + k. Es seiv 2 VI (T ) eine innere Ecke vonT , dann gilt

X

w 2 N v

� vw = 1:

Da f a�n ist, folgt

f (v) = f (
X

w 2 N v

� vw w) =
X

w 2 N v

� vw f (w):

Somit ist (f (v1); : : : ; f (vn ))T eine Lösung des eindeutig lösbaren linearen Gleichungssys-
tems (4.7). Da auch( (v1); : : : ;  (vn ))T eine Lösung von (4.7) ist, folgt also (v i ) =
f (v i ); i = 1; : : : ; n. Somit besitzt das Konvex-Kombination-Projektion-Verfahren die Re-
produktionseigenschaft.
Es sei nun vorausgesetzt, dass das entsprechende Verfahren die Reproduktionseigenschaft
besitzt. Wählt man als a�ne Abbildung f � id, so folgt

v = f (v) =  (v) =
X

w 2 N v

� vw  (w) =
X

w 2 N v

� vw f (w) =
X

w 2 N v

� vw w:
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4 Lineare Projektionsverfahren für Triangulierungen

Es sei v 2 E I (T ) eine innere Ecke der TriangulierungT und es gelte Gleichung
(4.10). Dann heiÿen die konvexen Gewichte� vw ; w 2 Nv ; Koordinaten von v bezüg-
lich w 2 Nv . Für l = 3 entsprechen die Koordinaten den baryzentrischen Koordinaten.

Wurden nun zu einer gegeben TriangulierungT sowohl die Parameterwerte der Rande-
cken als auch der inneren Ecken bestimmt, so ist die Projektion : ST ! R2 eindeutig

de�niert. Es bleibt die Frage, ob bijektiv ist, ob also  (
�

T1) \  (
�

T2) = ; für T1; T2 2 T ;
T1 6= T2; gilt. Ist T eine o�ene Triangulierung, so heiÿt eine Kante[v ;w] 2 E(T ) tren-
nende Kante , wenn sie eine innere Kante ist und die Eckenv; w Randecken sind. Die
Antwort auf diese Frage gibt der folgende Satz. Der Beweis hierzu �ndet sich in [20].

Satz 4.15
Es sei  : ST ! R2 eine Konvex-Kombinations-Projektion bezüglich einer gegebe-
nen Triangulierung T . Besitzt T keine trennende Kante und ist das PolygonP =
P(�vn+1 ; : : : ; �vn+ k) der Parameterwerte der Randeckenvn+1 ; : : : ; vn+ k von T konvex, so
ist  injektiv.

Verwendet man eines der vorgestellten Verfahren zur Randparametrisierung, so ist
immer gewährleistet, dass das PolygonP = P(�vn+1 ; : : : ; �vn+ k) konvex ist. Auch die
Bedingung, dass die TriangulierungT keine trennende Kante enthalten darf, ist leicht
zu erfüllen, wie das gleich folgende Beispiel zeigen wird.

Beispiel 4.16
Abbildung 4.10 zeigt zwei planare TriangulierungenT1; T2 mit

T1 = f4 v1v2v3; 4 v1v3v4g;

T2 = f4 v1v2v5; 4 v2v3v5; 4 v3v4v5; 4 v4v1v5g:

Triangulierung T1 enthält die trennende Kante[v1;v3]. Unterteilt man diese Kante in
ihrem Mittelpunkt v5 = 1

2(v1 + v3) in die zwei neuen Kanten[v1;v5]; [v5;v3] und fügt
die Kanten [v4;v5]; [v5;v2] zur Triangulierung T1 hinzu, so erhält man die Triangulierung
T2. Diese Triangulierung enthält keine trennende Kante und es gilt

ST1 = ST2 :

Im Folgenden werden drei Verfahren zur Konstruktion von Konvex-Kombinations-
Projektionen vorgestellt. Das erste Verfahren garantiert die Injektivität der konstruierten
Projektion, besitzt aber nicht die Reproduktionseigenschaft. Das zweite Verfahren kann
keine injektive Projektion garantieren, besitzt aber die Reproduktionseigenschaft. Das
dritte Verfahren besitzt beide gewünschten Eigenschaften.

4.2.2.2 Das bivariate Federmodell

Die Vorgehensweise beim bivariaten Federmodell ist analog zum univariaten Fall (siehe
Abschnitt 4.2.1.1) und es ist ein Spezialfall einer Konvex-Kombinations-Projektion. Je-
de innere Kante[v ;w] 2 E I (T ) der Triangulierung T wird als Feder mit der gegebenen
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4.2 Konstruktion von linearen Projektionen

Abbildung 4.10: Zwei Triangulierungen T1 = f4 v1v2v3; 4 v1v3v4g, T2 = f4 v1v2v5;
4 v2v3v5; 4 v3v4v5; 4 v4v1v5g. Die Triangulierung T1 enthält die tren-
nende Kante[v1;v3]. Die Triangulierung T2 entsteht durch Unterteilung der
Kante [v1;v3] in ihrem Mittelpunkt v5 in die Kanten [v1;v5]; [v5;v3] und
hinzufügen der Kanten [v4;v5]; [v5;v2]. Die Triangulierung T2 enthält keine
trennende Kante und es giltST1 = ST2 .

FederkonstanteDvw > 0 interpretiert. Die Parameterwerte �vn+1 ; : : : ; �vn+ k der Rande-
cken sind bereits gegeben, somit ist der Rand des Federnsystems �xiert. Gibt man die
restlichen Federn frei, so suchen sich diese ein stabiles Gleichgewicht minimaler Energie.
Die neuen Positionen der inneren Ecken sind dann die Parameterwerte�v1; : : : ; �vn . Die
GesamtenergieEF des Federnsystems ist

EF = EF ( �v1; : : : ; �vn ) =
1
2

X

[v ;w ]2 E I

1
2

Dvw k�v � �wk2
2: (4.11)

Für beliebige Eckenv i ; v j 2 V(T ) sei nunD ij 2 R de�niert durch

D ij =

(
Dv i v j für [v i ;v j ] 2 E I (T );

0 sonst:

Aus der De�nition ergibt sich D ij = D ji . Die Gleichung (4.11) hat die Form

EF = EF ( �v1; : : : ; �vn ) =
1
2

n+ kX

i;j =1

1
2

D ij k�v i � �v j k2
2:

Für i 2 f 1; : : : ; ng bezeichne

@
@�v i

:=
�

@
@�x i

@
@�yi

� T
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4 Lineare Projektionsverfahren für Triangulierungen

die partielle Ableitung von EF bezüglich �v i . Dann gilt

@
@�v i

EF ( �v1; : : : ; �vn ) =
n+ kX

j =1

D ij ( �v i � �v j )

= �v i

n+ kX

j =1

D ij �
n+ kX

j =1

D ij �v j

= �v i

n+ kX

j =1

D ij �
nX

j =1

D ij �v j �
n+ kX

j = n+1

D ij �v j : (4.12)

Setzt man für i = 1; : : : ; n den Ausdruck (4.12) gleich0, so erhält man das lineare
GleichungssystemA�v I = b, wobei A; �v I ; b wie folgt de�niert sind

A = ( aij )n
i;j =1 ; aij =

8
><

>:

n+ kP

j =1
D ij für i = j

� D ij sonst;
(4.13)

�v I = ( �v1 : : : �vn )T ; (4.14)

b =

0

@
X

w 2 Nv 1 \ VB

Dv 1w �w : : :
X

w 2 Nv n \ VB

Dv n w �w

1

A

T

: (4.15)

Die Matrix A ist symmetrisch und Hormann zeigte in [29], dass sie sogar positiv de�nit
ist. Somit ist das zugehörige Gleichungssystem eindeutig lösbar. Da die MatrixA der
Hessematrix vonEF entspricht, ist die Lösung des Gleichungssystems auch das Minimum
der EnergieEF . Die zugehörige, eindeutig de�nierte lineare Projektion wird im weiteren
mit  F bezeichnet.
De�niert man nun für jede innere Kante [v ;w] 2 E I (T ) die Zahl � vw 2 R durch

� vw =
DvwP

u2 N v

Dvu
;

so gilt Bedingung (4.5), denn es istDvw > 0 für alle [v ;w] 2 E I (T ). Für jede innere
Ecke v i 2 VI (T ) = f v1; : : : ; vng gilt dann

@
@�v i

EF ( �v1; : : : ; �vn ) = 0

, �v i

n+ kX

j =1

D ij �
n+ kX

j =1

D ij �v j = 0

,  (v i )
X

w 2 N v i

Dv i w �
X

w 2 N v i

Dv i w  (w) = 0

,  (v i ) =
X

w 2 N v i

� v i w  (w):

88



4.2 Konstruktion von linearen Projektionen

Abbildung 4.11: Auf die Triangulierung T = f4 v1v2v4; 4 v2v3v4; 4 v3v1v4g mit den
Ecken v1 = (0 ; 0)T ; v2 = (1 ; 0)T ; v3 = (0 ; 1)T ; v4 = (0 :25; 0:25)T wird
die uniforme, chordale und Zentripetale Projektion angewendet. Als Rand-
parametrisierung wird jeweils �v i = v i ; i = 1 ; 2; 3; gesetzt. Als Projektion der
inneren Eckev4 ergibt sich dann U (v4) = ( 1

3 ; 1
3)T ;  C (v4) = (0 :23; 0:23)T ;

 Z (v4) = (0 :28; 0:28)T .

Somit ist auch Bedingung (4.6) erfüllt und die Projektion F ist eine Konvex-Kombina-
tions-Projektion. Werden die Voraussetzungen von Satz 4.15 erfüllt, so ist die Projektion
 injektiv.
Wählt man als FederkonstanteD [v ;w ], für alle inneren Kanten[v;w] 2 E I (T ), jeweils

D [v ;w ] = 1 oder D [v ;w ] =
1

kv � wk2
oder D [v ;w ] =

1
p

kv � wk2

;

so erhält man dieUniforme Projektion  U , die Chordale Projektion  C oder die
Zentripetale Projektion  Z . Keine dieser Projektionen erfüllt die Reproduktionsei-
genschaft, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.17
In Abbildung 4.11 ist die Triangulierung T = f4 v1v2v4; 4 v2v3v4; 4 v3v1v4g mit
den Eckenv1 = (0 ; 0)T ; v2 = (1 ; 0)T ; v3 = (0 ; 1)T ; v4 = (0 :25; 0:25)T zu sehen. Als
Parameterwerte für die Randecken wird F (v1) = v1;  F (v2) = v2;  F ( �v3) = v3

gewählt. Erfüllt die Projektion  F die Reproduktionseigenschaft, so muss auch F (v4) =
v4 gelten. Für die Projektionen U ;  C ;  Z ergeben sich die folgenden Näherungswerte

 U (v4) = ( 1
3 ; 1

3)T ;  C (v4) = (0 :23; 0:23)T ;  Z (v4) = (0 :28; 0:28)T :

Somit erfüllt keine der genannten Projektionen die Reproduktionseigenschaft.

4.2.2.3 Die harmonische Projektion

Die harmonische Projektion von Pinkall und Polthier [42] lässt sich durch die folgende
Dirichletsche Randwertaufgabe motivieren.
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4 Lineare Projektionsverfahren für Triangulierungen

Gegeben sei eine zweidimensionale MannigfaltigkeitM � R3 deren Rand @M einer
Jordankurve entspricht, sowie ein einfach zusammenhängendes Gebiet
 � R2 und ein
Homöomorphismusg : @M! @
 . Gesucht ist eine Funktionf : M ! 
 mit

f � g auf @M;

� f i � 0 in M; i = 1; 2:
(4.16)

Hierbei bezeichnet� denLaplace-Beltrami-Operator (siehe Kreyszig[33]). Eine Funk-
tion f : M ! 
 , welche Gleichung (4.16) erfüllt, wird alsharmonische Abbildung
bezeichnet. Wie aus der Variationsrechnung bekannt ist, minimiert die Lösung von (4.16)
die Dirichletsche EnergieED von f , welche de�niert ist durch

ED (f ) =
1
2

Z

M
jr f j2:

Hierbei ist jr f j2 := jr f 1j2 + jr f 2j2 und

kr f i k2 = g11

�
@(f i � S)

@u

� 2

+ 2g12
@(f i � S)

@u
@(f i � S)

@v
+ g22

�
@(f i � S)

@v

� 2

i = 1; 2;

mit den Gröÿen g11 = hSu; Su i ; g12 = hSu; Sv i ; g22 = hSv; Sv i der 1. Fundamentalform.

Es sei nunT eine o�ene Triangulierung, dann istM := ST eine zweidimensionale Man-
nigfaltigkeit, deren Rand einer Jordankurve entspricht. Um die Dirichletsche Randwert-
aufgabe (4.16) näherungsweise zu lösen, werden statt beliebiger Funktionenf nur lineare
Projektionen  zugelassen. Durch Vorgabe der Parameterwerte�vn+1 ; : : : ; �vn+ k 2 @
 der
Randecken vonT ergibt sich eine Approximation der Randbedingung von (4.16). Eine
lineare Projektion  : ST ! R2, welche die Dirichletsche EnergieED minimiert, wird
als harmonische Projektion bezeichnet. Nach Pinkall und Polthier [42] hat die Di-
richletsche EnergieED einer linearen Projektion die folgende Form

ED = ED ( �v1; : : : ; �vn ) =
1
2

X

[v ;w ]2 E I

1
2

(cot(� vw ) + cot( � vw ))k�v � �wk2
2:

Die Winkel � vw ; � vw entsprechen den der Kante[v ;w] gegenüberliegenden Winkeln der
angrenzenden Dreiecke4 vwv i 1 ; 4 vv i 2 w; v i 1 ; v i 2 2 V(T )(siehe Abbildung 4.12) und
werden im Weiteren alsharmonische Winkel der Kante [v ;w] bezeichnet. Ist die
Kante [v ;w] eine Randkante, so ist einer der beiden Termecot(� vw ); cot(� vw ) gleich
Null.

Die Dirichletsche EnergieED kann als GesamtenergieEF (4:11) des bivariaten Federmo-
dells interpretiert werden. Dazu wählt man für jede Kante[v ;w] als Federkonstante

Dvw = cot( � vw ) + cot( � vw ); (4.17)

wobei � vw und � vw wieder die entsprechenden Winkel der an die Kante[v ;w] gren-
zenden Dreiecke sind. Bei Wahl dieser Federkonstanten ist die MatrixA des linearen
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4.2 Konstruktion von linearen Projektionen

Abbildung 4.12: Die harmonischen Winkel� vw ; � vw der Kante [v ;w ] entsprechen den Win-
kel der Dreiecke4 vwv i 1 ; 4 vv i 2 w; v i 1 ; v i 2 2 V(T ); in den Eckenv i 1 ; v i 2 .

Gleichungssystems (4.13) symmetrisch und sogar positiv de�nit [42]. Somit ist das Glei-
chungssystem eindeutig lösbar und die durch diese Lösung de�nierte Projektion H ist
das Minimum der EnergieEF = ED . Hormann zeigte in [29], dass die Projektion die
Reproduktionseigenschaft besitzt. Jedoch ist die Projektion nicht immer injektiv, wie
das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.18
In Abbildung 4.13 ist die Triangulierung T = f4 v1v2v4; 4 v2v3v4; 4 v3v1v4g mit den
Ecken v1 = (0 ; 0; 0)T ; v2 = (1 ; 0; 0)T ; v3 = (0 ; 1; 0)T ; v4 = ( � 0:5; � 0:5; 0:5)T zu sehen.
Als Randparameterwerte werden�v1 = (0 ; 0)T ; �v2 = (0 ; 1)T ; �v3 = (1 ; 0)T gewählt. Damit
die harmonische Projektion H : ST ! injektiv ist, dürfen sich die Dreiecke4 �v1�v2�v4;
4 �v2�v3�v4; 4 �v3�v1�v4 der Parameterraumtriangulierung �T nur in ihren Kanten schneiden.
Der Parameterwert vonv4 bezüglich H beträgt �v4 =  H (v4) = ( � 0:0625; � 0:0625)T .
In diesem Fall gilt

4 �v1�v2�v4 [ 4 �v3�v1�v4 � 4 �v2�v3�v4

und somit ist  H nicht injektiv.

Unter gewissen Voraussetzungen ist die harmonische Projektion auch eine Konvex-
Kombinations-Projektion. De�niert man, wie im Falle des bivariaten Federnmodells, für
jede innere Kante[v ;w] 2 E I (T ) die Zahl � vw durch

� vw =
DvwP

u2 N v

Dvu
;

so gilt für jede innere Eckev 2 VI (T )

 H (v) =
X

w 2 N v

� vw  H (w):
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4 Lineare Projektionsverfahren für Triangulierungen

Abbildung 4.13: Die Triangulierung T = f4 v1v2v4; 4 v2v3v4; 4 v3v1v4g mit den Ecken
v1 = (0 ; 0; 0)T ; v2 = (1 ; 0; 0)T ; v3 = (0 ; 1; 0)T ; v4 = ( � 0:5; � 0:5; 0:5)T

wurde mittels der Harmonischen Projektion  H auf die Triangulierung �T
projiziert. Als Randparameterwerte wurden �v1 = (0 ; 0)T ; �v2 = (0 ; 1)T ; �v3 =
(1; 0)T gewählt. Der Parameterwert von v4 bezüglich  H beträgt �v4 =
 H (v4) = ( � 0:0625; � 0:0625)T . Da die Dreiecke der Triangulierung �T sich
überschneiden, ist H nicht injektiv.

Floater zeigte in [20], dass das Gewicht� vw der Kante [v ;w] genau dann gröÿer Null
ist, wenn für die zugehörigen harmonischen Winkel die Bedingung� vw + � vw < � gilt.
Gilt dies für alle inneren Kanten von T , so ist die harmonische Projektion H eine
Konvex-Kombinations-Projektion. Unter der Voraussetzung von Satz 4.15 ist sie dann
auch injektiv.

4.2.2.4 Mittelwert-Projektion

Wie im vorherigen Abschnitt gezeigt, besitzt die harmonische Projektion zwar die Re-
produktionseigenschaft. Es existiert aber nicht zu jeder TriangulierungT eine injektive
harmonische Projektion  H : ST ! R2. Floater entwickelte in [18] die sogenannte
Mittelwert-Projektion, welche sowohl die Reproduktionseigenschaft besitzt als auch, bei
konvexer Randparametrisierung, für jede TriangulierungT eine injektive Projektion lie-
fert. Dieses Projektionsverfahren basiert auf der Mittelwerteigenschaft der harmonischen
Funktionen.

Mittelwerteigenschaft
Es sei f : �B ! R; B � R2 eine stetige, harmonische Funktion auf dem KreisB =
B(v; r ) � R2 mit dem Mittelpunkt v und dem Radiusr . Dann gilt

f (v) =
1

2�r

Z

@B

f (w) ds: (4.18)

Es sei nunT eine planare Triangulierung undf : ST ! R eine stetige, stückweise lineare
Funktion. Weiter sei v 2 VI (T ) eine innere Ecke vonT und es seienTi 1 ; : : : ; Ti k ; k 2 N;
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4.2 Konstruktion von linearen Projektionen

Abbildung 4.14: T1; : : : ; T7 sind alle Dreiecke einer planaren TriangulierungT , welche die
Ecke v enthalten. Der Radius r des KreisesB = B (v ; r ) mit Mittelpunkt
v ist so gewählt, das der Kreis innerhalb der Vereinigung der Dreiecke
T1; : : : ; T7 liegt.

alle Dreiecke vonT , welchev enthalten. Schlieÿlich sei der Radiusr so klein gewählt,
dass

B(v0; r ) �
k[

j =1

Ti j

gilt. Abbildung 4.14 veranschaulicht diese Situation. Floater zeigte in [18], dass unter
diesen Voraussetzungen die Mittelwerteigenschaft (4.18) äquivalent ist zu

X

w 2 N v

Dvw (f (v) � f (w)) = 0 : (4.19)

Hierbei sind die ZahlenDvw ; w 2 Nv ; de�niert durch

Dvw =
tan

�
1
2 � vw

�
+ tan

�
1
2 � vw

�

kv � wk2
; (w 2 Nv ): (4.20)

Im Allgemeinen gilt Dvw = Dwv nicht. Die Winkel � vw ; � vw entsprechen den Win-
keln in v bezüglich der beiden Dreiecke, welche die Kante[v ;w] enthalten (siehe Abbil-
dung 4.15). Für die Winkel gilt o�ensichtlich 0 < � vw ; � vw < � . Somit sind die Zahlen
Dvw ; w 2 Nv ; stets positiv. De�niert man nun

� vw =
DvwP

u2 N v

Dvu
; (w 2 Nv ); (4.21)
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4 Lineare Projektionsverfahren für Triangulierungen

Abbildung 4.15: Die Winkel � vw ; � vw entsprechen den Winkeln inv bezüglich der beiden
Dreiecke, welche die Kante[v ;w ] enthalten.

so ist Gleichung (4.19) äquivalent zu

f (v) =
X

w 2 N v

� vw f (w): (4.22)

Laut dem folgendem Satz sind die Zahlen� vw ; w 2 Nv ; Koordinaten vonv bezüglich der
Ecken w 2 Nv . Floater bezeichnete diese Koordinaten alsMittelwert-Koordinaten .

Satz 4.19
Es sei T eine planare Triangulierung undv 2 VI (T ) eine innere Ecke vonT . Dann
sind die in Gleichung (4.21) de�nierten Zahlen � vw Koordinaten von v bezüglich der
NachbarschaftNv von v.

Beweis [18]. Es seiNv = f v1; : : : ; v lg � V(T ); l 2 N, die Nachbarschaft vonv. Hierbei
seien die Eckenv1; : : : ; v l gegen den Uhrzeigersinn umv angeordnet. Diese lassen sich
mit Hilfe von Polarkoordinaten bezogen aufv ausdrücken. Zuv i existiert ein Winkel
� i 2 [0; 2� ) mit

v i = v + kv i � vk2

�
cos (� i )
sin (� i )

�
,

v i � v
kv i � vk2

=
�

cos (� i )
sin (� i )

�
:

Setzt manv l+1 = v1 und � l+1 = � 1, so entspricht� i = � i +1 � � i dem Winkel in v, welcher
durch die Kanten [v i ;v ]; [v ;v i +1 ] eingeschlossen wird. Gleichung (4.20) lautet dann

D i := Dvv i =
tan

�
1
2 � i � 1

�
+ tan

�
1
2 � i

�

kv � v i k2
:

Es gilt 0 < 1
2 � i < �

2 und somit sind D i als auch

� i := � vv i =
D i

lP

i =1
D i
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positiv. Aufgrund der De�nition von � i gilt
lX

i =1

� i = 1:

Es verbleibt zu zeigen

v =
lX

i =1

� i v i ,
lX

i =1

� i (v i � v ) = 0 ,
lX

i =1

D i (v i � v ) = 0:

Nun gilt
lX

i =1

D i (v i � v ) =
�
tan

�
1
2 � i � 1

�
+ tan

�
1
2 � i

�� v i � v
kv i � vk2

=
lX

i =1

�
tan

�
1
2 � i � 1

�
+ tan

�
1
2 � i

��
�

cos (� i )
sin (� i )

�

=
l � 1X

i =0

tan
�

1
2 � i

�
��

cos (� i )
sin (� i )

�
+

�
cos (� i +1 )
sin (� i +1 )

��
(4.23)

=
l � 1X

i =0

1 � cos (� i )
sin (� i )

��
cos (� i )
sin (� i )

�
+

�
cos (� i +1 )
sin (� i +1 )

��

=
l � 1X

i =0

1
sin (� i )

� i +1Z

� i

�
sin (� i +1 � � )

�
cos (� i )
sin (� i )

�
+ sin ( � � � i )

�
cos (� i +1 )
sin (� i +1 )

��
d�

(4.24)

=
l � 1X

i =0

� i +1Z

� i

�
cos (� )
sin (� )

�
d� (4.25)

=

2�Z

0

�
cos (� )
sin (� )

�
d�

= 0:

Hierbei ergibt sich die Gleichung (4.23) durch Indexverschiebung und Verwendung von
� 0 = � l ; � 0 = � l . In Gleichung (4.24) und (4.25) wurden die Identitäten

� i +1Z

� i

sin (� i +1 � � ) d� =

� i +1Z

� i

sin (� � � i ) d� = 1 � cos (� i ) :

und

sin (� i )
�

cos (� )
sin (� )

�
= sin ( � i +1 � � )

�
cos (� i )
sin (� i )

�
+ sin ( � � � i )

�
cos (� i +1 )
sin (� i +1 )

�
:
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4 Lineare Projektionsverfahren für Triangulierungen

Injektiv Reproduktionseigenschaft Symmetrie
Bivariates Federmodell Ja Nein Ja
Harmonische Projektion Nein Ja Ja
Mittelwert-Projektion Ja Ja Nein

Tabelle 4.1: Zusammenfassung der Eigenschaften drei vorgestellten Projektionen.

verwendet. Letztere lässt sich leicht mit Hilfe des Additionstheorems des Sinus herleiten.

Es sei nunT eine Ober�ächentriangulierung, dann lässt sich mit Hilfe der Mittelwert-
Koordinaten eine Konvex-Kombinations-Projektion konstruieren, welche alsMittelwert-
Projektion  M : ST ! R2 bezeichnet wird. Die Matrix (4.8) des zugehörigen Glei-
chungssystems ist im Allgemeinem nicht symmetrisch. Sind die Voraussetzungen von
Satz 4.15 erfüllt, so ist die Mittelwert-Projektion injektiv. Da zur Konstruktion der
Mittelwert-Projektion Koordinaten verwendet wurden, besitzt sie nach Satz 4.14 die
Reproduktionseigenschaft.

Tabelle 4.1 fasst die Eigenschaften Injektivität, Reproduktionseigenschaft, symmetrische
Matrix der vorgestellten Projektionen zusammen. Da die Mittelwert-Projektion sowohl
injektiv ist als auch die Reproduktionseigenschaft besitzt, wird diese im Weiteren als
Projektion verwendet werden.
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5 Gittererzeugung mittels globaler
Parametrisierung

In diesem Kapitel wird ein neues Verfahren zur Erzeugung einer Hierarchie von Hexa-
edergittern H 0; : : : ;H N ; N 2 N; in einem durch eine NURBS-GeometrieG de�nierten
Gebiet 
 � R3 erläutert. Zunächst wird beschrieben, wie zu einem gegebenen Flächen-
verband eine globale Parametrisierung erzeugt wird.

5.1 Globale Parametrisierung eines
NURBS-Flächenverbandes

Es seiF = fS 1; : : : ;Sng; n 2 N; ein Flächenverband bezüglich einer gegebenen Geo-
metrie G. Zu jeder FlächeSi sei eine Parametrisierung(D i ; Si ) gegeben. Die einzelnen
Flächen Si können ungetrimmt, getrimmt ohne Löcher oder auch getrimmt mit Lö-
chern sein. Abbildung 5.1 zeigt drei NURBS-Flächen als Beispiel. Der Flächenverband
F darf keine Löcher enthalten, muss also einfach zusammenhängend sein (siehe De�-
nition 2.20). Abbildung 5.2 zeigt ein Beispiel für einen Flächenverband. Ziel ist es zur
Ober�äche SF eine globale ParametrisierungSF = �S( �D) zu erzeugen. Zunächst wird
der globale Parameterbereich�D konstruiert. Hierbei wird jeder FlächeSi eine zusam-
menhängende Teilmenge�D i � �D zugewiesen. Die Teilmengen seien so gewählt, dass die
MengeF �D = f �D1; : : : ; �Dng einenplanaren Flächenverbandbildet. Anschlieÿend wird ei-
ne stetige BijektionB i : �D i ! D i de�niert. Damit lässt sich eine neue Parametrisierung
Si = �Si ( �D i ); �Si = S � B i ; von Si erzeugen. Die Fläche�D i , die Bijektion B i und die
Parametrisierung( �D i ; �Si ) werden alsglobaler Teilparameterbereich von Si , lokale
Bijektion von Si und globale Parametrisierung von Si bezeichnet. Die globale
Parametrisierung( �D; �S) von SF hat dann die Form

�D =
n[

i =1

�D i ;

�S :
� �D ! S F

�u ! �Si ( �u); für �u 2 �D i
:

Die Abbildung �S ist im Inneren jeder Teilmenge �D i stetig, da die globalen Parametri-
sierungen als Kompositionen stetiger Abbildungen wieder stetig sind. Damit�S auf ganz
�D stetig ist, müssen zwei globale Teilparameterbereiche�D1; �D2 genau dann benachbart
sein, wenn ihre zugehörigen FlächenS1; S2 benachbart sind. Präziser formuliert muss
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5 Gittererzeugung mittels globaler Parametrisierung

Abbildung 5.1: Beispiele für mögliche Flächen innerhalb eines Flächenverbandes. In der obe-
ren Reihe sind eine ungetrimmte Fläche, eine getrimmte Fläche und eine ge-
trimmte Fläche mit Loch zu sehen. Alle drei Flächen sind NURBS-Flächen.
Die untere Reihe zeigt die zugehörigen Parameterbereiche.

Abbildung 5.2: Beispiel für einen Flächenverband. Der Flächenverband besteht aus sechs
Flächen. Vier Flächen sind nicht getrimmt. Eine Fläche ist getrimmt ohne
Loch. Eine Fläche ist getrimmt mit Loch.
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5.1 Globale Parametrisierung eines NURBS-Flächenverbandes

Abbildung 5.3: Schema zur Erzeugung einer globalen ParametrisierungSF = �S( �D ) eines
FlächenverbandesF = fS 1; S2; S3; S4g.

gelten

S1 \ S 2 = C; C 2 E(F )

, �D1 \ �D2 = C; C 2 E(F �T ); �S(C) = C:

Abbildung 5.3 veranschaulicht die Konstruktion der globalen Parametrisierung am Bei-
spiel eines Flächenverbandes von vier Flächen. Zwei zentrale Fragen sind nun o�en:

1. Wie soll der globale Parameterbereich�D konstruiert werden?

2. Welche Art von lokaler Bijektion B i : �D i ! D i soll verwendet werden?

5.1.1 Globale Parametrisierung mittels a�ner Transformation

Ein erster naiver Ansatz ist es, die lokalen ParameterbereicheD i durch Verschieben zum
globalen Parameterbereich�D zusammen zu fügen. Abbildung 5.4 zeigt dies an einem
Beispiel von vier nicht getrimmten FlächenS1; S2; S3; S4. Diese sind in einem Flächen-
verband F zueinander angeordnet, wie vier Vierecke in einem2 � 2-Gitter. Die lokalen
ParameterbereicheD1; D2; D3; D4 sind gleich dem Einheitsquadrat. Rot hervor gehoben
sind die Parameterkurven der Ränder der Flächen. Die lokalen Parameterbereiche las-
sen sich, analog zu den Flächen, zu einem2 � 2-Gitter anordnen. Hierbei müssen die
rot markierten Kurven übereinstimmen. Die verschobenen und gedrehten lokalen Pa-
rameterbereiche entsprechen den globalen Teilparameterbereichen�D1; �D2; �D3; �D4. Ihre
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5 Gittererzeugung mittels globaler Parametrisierung

Abbildung 5.4: Der Flächenverband F besteht aus den vier FlächenS1 = S(D1); S2 =
S(D2); S3 = S(D3); S4 = S(D4), welche gitterartig zueinander angeordnet
sind. Rot hervor gehoben sind die Parameterkurven der Ränder der Flächen.
Der globale Parameterbereich�D ergibt sich durch Vereinigung der verscho-
benen und gedrehten lokalen ParameterbereicheD1; D2; D3; D4.

Vereinigung bildet dann den globalen Parameterbereich�D von F . Als lokale Bijektionen
werden a�ne Abbildungen verwendet.

Ein einfaches Verschieben von lokalen Parameterbereichen reicht in der Regel nicht aus,
wie Abbildung 5.5 zeigt. Hier besteht der FlächenverbandF = fS 1; : : : S5g aus fünf Flä-
chen, welche wie ein Fünfeck zueinander angeordnet sind. Die lokalen Parameterbereiche
D1; : : : ; D5 der Flächen sind gleich dem Einheitsquadrat, welche zum globalen Parame-
terbereich �D vereinigt werden sollen. Allein durch Drehungen und Verschiebungen lässt
sich dies nicht realisieren. Zusätzlich muss auch eine Scherung angewendet werden. Als
lokale Bijektionen werden a�ne Abbildungen verwendet.

Abbildung 5.6 zeigt schlieÿlich ein Beispiel, in dem eine a�ne Transformation der lokalen
Parameterbereiche nicht mehr zum Ziel führt. Der FlächenverbandF besteht aus zwei
Flächen S1 = S1(D1); S2 = S2(D2). Es existieren keine a�nen Abbildungen, mit denen
die lokalen ParameterbereicheD1; D2 in globale Teilparameterbereiche�D1; �D2 überführt
werden können, so dass die rot markierten Parameterkurven der Ränder der Flächen
übereinstimmen. Das dritte Bild zeigt einen möglichen globalen Parameterbereich�D.
Hierzu wurdeD1 als globaler Teilparameterbereich�D1 beibehalten.D2 wurde auf einen
Halbkreisstreifenabgebildet. Dies ist mit einer a�nen Abbildung nicht realisierbar.

5.1.2 Globale Parametrisierung mittels stückweise linearer
Projektion

Die Beispiele des vorherigen Abschnitts haben gezeigt, dass die Erzeugung einer globalen
ParametrisierungSF = �S( �D) eines FlächenverbandesF schon in einfachen Fällen nicht
mittels a�ner Transformationen der lokalen Parameterbereiche der Flächen des Flä-
chenverbandes realisierbar ist. Ein vollkommen anderer Ansatz ist nötig. Im Folgenden
wird ein Verfahren vorgestellt, bei dem der globale Parameterbereich�D mittels einer
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5.1 Globale Parametrisierung eines NURBS-Flächenverbandes

Abbildung 5.5: Der Flächenverband F besteht aus fünf Flächen, welche wie ein Fünfeck
zueinander angeordnet sind. Rot hervor gehoben sind die Parameterkurven
der Ränder der Flächen. Der globale Parameterbereich�D ergibt sich durch
Vereinigung der verschobenen, gedrehten und gescherten lokalen Parameter-
bereicheD1; : : : ; D5.

Abbildung 5.6: Der FlächenverbandF besteht aus zwei FlächenS1 = S1(D1); S2 = S2(D2).
Es existieren keine a�nen Abbildungen mit denen die lokalen Parameterbe-
reiche D1; D2 so in globale Teilparameterbereiche�D1; �D2 überführt werden
können, so dass die rot markierten Parameterkurven der Ränder der Flächen
übereinstimmen. Das dritte Bild zeigt einen möglichen globalen Parameterbe-
reich �D . Hierzu wurde D1 als globaler Teilparameterbereich�D1 beibehalten.
D2 wurde auf einenHalbkreisbogenabgebildet. Dies ist mit einer a�nen Ab-
bildung nicht möglich.

101



5 Gittererzeugung mittels globaler Parametrisierung

stückweisen linearen Projektion einer approximierenden TriangulierunĝT von SF er-
zeugt wird. Die lokalen Bijektionen der Flächen vonF werden durch stückweise lineare
Abbildungen realisiert. Das Verfahren besteht im Wesentlichen aus drei Schritten:

1. Konstruktion einer approximierenden, zulässigen TriangulierunĝT bezüglich des
FlächenverbandesF .

2. Projektion der Triangulierung T̂ auf eine konvexe Triangulierung�T � R2.

3. Konstruktion einer globalen Parametrisierung( �D; �S) bezüglich des Flächenverban-
desF .

Mit diesem Verfahren ist es möglich, für einen beliebigen FlächenverbandF eine globale
Parametrisierung ( �D; �S) zu erzeugen. Dabei spielt es keine Rolle, ob die Flächen des
FlächenverbandesF getrimmt sind oder nicht. Jede Fläche vonF darf beliebig viele
Löcher enthalten.

5.1.2.1 Approximierende Triangulierung

Die approximierende TriangulierungT̂ bezüglich des FlächenverbandesF wird mit Hil-
fe der kommerziellen SoftwareRhinoceros [37] erzeugt. Das entsprechende Programm-
modul läuft in zwei Phasen ab. Zunächst wird der FlächenverbandF grob durch ein
Polyedernetz approximiert, welches aus Vierecken und Dreiecken besteht. Anschlieÿend
wird das Polyedernetz so lange verfeinert, bis es den vom Benutzer vorgegebenen Krite-
rien entspricht. Alle Vierecke des Netzes werden entlang einer ihrer Diagonalen zu zwei
Dreiecken unterteilt. Dem Anwender stehen die folgenden Kriterien zur Auswahl.

Minimale Anzahl Vierecke
Hierbei wird vorgegeben, wie viele Vierecke pro FlächeS 2 F das Anfangsnetz mindes-
tens haben muss. Dadurch hat man einen direkten Ein�uss darauf, wie viele Dreiecke
die endgültige Triangulierung mindestens enthält.

Maximales Seitenverhältnis
Es kann festgelegt werden, wie groÿ das maximale Verhältnis der Kantenlängen der im
Anfangsnetz erzeugten Vierecke sein soll. Wird als Seitenverhältnis1 vorgegeben, so er-
hält man ein sehr regelmäÿiges Netz.

Minimale und maximale Kantenlänge
Durch diese beiden Werte wird festgelegt, wie lang eine Kante mindestens bzw. höchs-
tens sein darf. Dadurch hat man einen direkten Ein�uss auf die Anzahl der Dreiecke in
der endgültigen Triangulierung.

Maximaler Abstand Kante zu Fläche
Das Polyedernetz wird so lange verfeinert, bis der Abstand aller Kantenmittelpunkte
zur Fläche kleiner oder gleich dem angegebenen Wert ist.

Maximaler Winkel
Dieser Parameter legt fest, wie groÿ der Winkel zwischen den Flächennormalen zweier
benachbarter Dreiecke maximal sein darf.
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5.1 Globale Parametrisierung eines NURBS-Flächenverbandes

Abbildung 5.7: Beispiel für eine Triangulierung T̂ , welche zum FlächenverbandF mit Hilfe
der Software Rhinoceros erstellt wurde.

Nicht alle der angegebenen Parameter müssen vorgegeben werden. Die für diese Arbeit
verwendeten Triangulierungen wurden alle mit den Parameternmaximaler Winkel = 20
und maximales Seitenverhältnis= 1 erzeugt. Als weiterer Parameter wurde der maxima-
le Abstand zur Fläche vorgegeben. Da diese Gröÿe dimensionsabhängig ist, wurde sie in
Abhängigkeit des gegebenen Flächenverbandes gewählt. Ein Wert von0:1 bis 0:01 führ-
te meist zu zufriedenstellenden Ergebnissen. Unabhängig von der Wahl der Parameter
ergab sich immer eine zulässige Triangulierung im Sinne von De�nition (4.5).

Beispiel 5.1
In Abbildung 5.7 ist links der FlächenverbandF = fS 1; S2; S3; S4g zu sehen. Zu diesem
wurde mit Hilfe von Rhinoceros die TriangulierungT̂ erzeugt, welche rechts im Bild
zu sehen ist. Als Parameter wurden gewählt: Maximales Seitenverhältnis 1, Maximale
Kantenlänge 1.5, Maximaler Abstand Kante zu Fläche 0.1, Maximaler Winkel 20. Die
Länge der Diagonale derBounding-Box des Flächenverbandes beträgt ungefähr 10.1
Maÿeinheiten.

5.1.2.2 Projektion

Zu der approximierenden TriangulierungT̂ wird nun durch Projektion eine planare
Triangulierung �T erzeugt. Als Randparametrisierung wird die im Abschnitt 4.2.1.2 vor-
gestellte Kreis-Bogen-Strecken-Projektion verwendet. Mit Hilfe der Mittelwert-
Projektion (Abschnitt 4.2.2.4) werden die inneren Ecken der TriangulierunĝT in die
Ebene projiziert. Die Matrix des hierbei zu lösenden Gleichungssystems ist in der Regel
unsymmetrisch und dünn besetzt. Zur Lösung des Gleichungssystems wird die Bibliothek
UMFPACK (Unsymmetric Multifrontal Package) verwendet, welche e�ziente Löser für
solche Probleme enthält. Wesentliche Referenzen für UMFPACK sind [12], [11], [14] und
[13]. Insgesamt erhält man so eine planare, konvexe Triangulierung�T . Diese wird im
Weiteren alsglobale Triangulierung �T des Flächenverbandes F bezüglich der
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5 Gittererzeugung mittels globaler Parametrisierung

Abbildung 5.8: Zu sehen ist eine TriangulierungT̂ , welche durch die Mittelwert-Projektion
auf die Triangulierung �T projiziert wurde.

approximierenden Triangulierung T̂ bezeichnet.

Beispiel 5.2
Abbildung 5.8 zeigt die TriangulierungT̂ , welche zum FlächenverbandF des vorherigen
Beispiels erzeugt wurde. Die Kreis-Bogen-Strecken-Projektion liefert als Randparame-
trisierung ein Viereck. Mittels der Mittelwert-Projektion wird die Triangulierung T̂ auf
die Triangulierung �T projiziert.

5.1.2.3 Globale Parametrisierung

Es seiF = fS 1; : : : ;Sng ein gegebener Flächenverband. Des Weiteren sei�T eine globale
Triangulierung von F bezüglich einer approximierenden TriangulierunĝT . Die Erzeu-
gung einer globalen Parametrisierung( �D; �S) des FlächenverbandesF orientiert sich da-
bei an der im Anfang von Abschnitt 5.1 beschriebenen und in Abbildung 5.3 illustrierten
Vorgehensweise. Als globaler Parameterbereich�D wird die Fläche der globalen Triangu-
lierung �T gewählt, d. h. es gilt �D = S �T . Jeder FlächeSi 2 F wird eine Teiltriangulierung
�Ti � �T zugewiesen. Diese ist de�niert als

�Ti = f4 �u �v �wj4 ûv̂ ŵ 2 T̂ ; û; v̂ ; ŵ 2 S i ; �u =  (û); �v =  (v̂ ); �w =  (ŵ )g:

Mit �D i = S �Ti
erhält man den globalen Teilparameterbereichvon Si . Analog wird eine

Triangulierung innerhalb des lokalen ParameterbereichsD i von Si de�niert

Ti = f4 uvw j4 ûv̂ ŵ 2 T̂ ; û = Si (u); v̂ = Si (v); ŵ = Si (w)g:

Zu jedem Paar von Triangulierungen�Ti ; Ti existiert eine eindeutig bestimmte, stückweise
lineare Bijektion B i : S �Ti

! S Ti . Es sei �T = 4 �u �v �w 2 �Ti . Dann existieren genau ein
Dreieck T̂ = 4 ûv̂ ŵ 2 T̂i mit  (û) = �u;  (v̂ ) = �v ;  (ŵ ) = �w und genau ein Dreieck
T = 4 uvw 2 T i mit Si (u) = û; Si (v) = v̂ ; Si (w) = ŵ. Die Einschränkung von
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5.1 Globale Parametrisierung eines NURBS-Flächenverbandes

Abbildung 5.9: Veranschaulichung der globalen Parametrisierung( �D; �S) eines Flächenver-
bandesF .

B i auf �T ist dann de�niert als die eindeutig bestimmte lineare Abbildung von�T nach
T. B i ist die lokale Bijektion von Si . Setzt man nun �Si = Si � B i , so erhält man die
globale Parametrisierung( �D i ; �Si ) der FlächeSi . Die globale Parametrisierung( �D; �S) des
FlächenverbandesF ergibt sich dann durch

�D = S �T =
n[

i =1

S �Ti
=

n[

i =1

�D i ;

�S :
� �D ! S F

�u ! �Si ( �u); für �u 2 �D i
:

Beispiel 5.3
Abbildung 5.9 zeigt eine Veranschaulichung der Auswertung der globalen Parametrisie-
rung ( �D; �S) des FlächenverbandesF = fS 1; S2; S3; S4g im globalen Parameterpunkt�v .
Zum Punkt �v wird das Dreieck �T bestimmt, welches�v enthält. Das Dreieck �T ist in der
Triangulierung �T1 enthalten. Mittels der Bijektion B 1 wird dieser Punkt auf den Punkt
v = B 1( �v ) in das entsprechende Dreieck der lokalen TriangulierungT1 der FlächeS1

abgebildet. Schlieÿlich erhält man durch die AbbildungS1 den Punkt v̂ = S1(v) auf der
Fläche S1 � S F .
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5 Gittererzeugung mittels globaler Parametrisierung

5.2 Erzeugung einer Hierarchie von Hexaedergittern

Gegeben sei eine GeometrieG = fS 1; : : : ;Skg; k 2 N; bezüglich eines Gebietes
 �
R3. Des Weiteren sei ein bezüglich
 zulässiges Hexaeder-GrobgitterH 0 gegeben. Im
Folgenden wird erläutert, wie zu diesem Grobgitter eine Hierarchie von Hexaedergittern
H 0; : : : ;H N ; N 2 N; erzeugt wird, welche alle zulässig bezüglich
 sind. Das Verfahren
besteht aus den folgenden Schritten:

� Zerlegung der GeometrieG in m 2 N disjunkte FlächenverbändeF1; : : : ; Fm .

� Berechnung der zugehörigen globalen ParametrisierungenSF i = �Si ( �D i ) für i =
1; : : : ; m.

� Mehrfache gleichmäÿige Unterteilung des GrobgittersH 0. Die Unterteilung der
Randvierecke vonH 0 erfolgt dabei in den globalen Parameterbereichen der Flä-
chenverbände.

Der zweite Schritt wurde bereits im vorherigen Abschnitt erläutert. Im Folgenden werden
die Schritte eins und drei beschrieben.

5.2.1 Zerlegung der Geometrie in Flächenverbände

Zunächst muss die GeometrieG in m 2 N FlächenverbändeZF = fF 1; : : : ; Fmg zerlegt
werden. Hierbei müssen die folgenden Bedingungen erfüllt werden

�
mS

i =1
SF i = SG,

� Die ZerlegungZF ist disjunkt, d. h. zu jeder FlächeS 2 G existiert genau ein
FlächenverbandF i mit S 2 F .

� Zu jedem RandviereckQ = � v1v2v3v4 2 Q H 0 existiert genau ein Flächenverband
F i 2 Z F mit v1; v2; v3; v4 2 SF i .

Die letzte Bedingung gewährleistet, dass die Unterteilung eines Randvierecks im globalen
Parameterbereich des entsprechenden Flächenverbandes durchgeführt werden kann. Sind
diese Bedingungen erfüllt, so heiÿt die ZerlegungZF = fF 1; : : : ; Fmg von G zulässig
bezüglichH 0. Die Erzeugung der Zerlegung der Geometrie erfolgt bisher manuell. Die
geforderten Bedingungen konnten in allen berechneten Fällen problemlos erfüllt werden.

Beispiel 5.4
Abbildung 5.10 zeigt eine GeometrieG, welche aus 28 FlächenS1; : : : ;S28 besteht. Diese
Geometrie wurde in 14 FlächenverbändeZF = fF 1; : : : ; F14g zerlegt. Die entstandene
Zerlegung ist zulässig bezüglich des HexaedergittersH 0. 8 Flächenverbände bestehen
jeweils aus einer Fläche. 4 Flächenverbände bestehen aus jeweils 2 Flächen. 2 Flächen-
verbände bestehen aus jeweils 6 Flächen.
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5.2 Erzeugung einer Hierarchie von Hexaedergittern

Abbildung 5.10: Beispiel für eine zulässige ZerlegungZF = fF 1; : : : ; F14g einer Geometrie
G = fS 1; : : : ; S28g bezüglich eines HexaedergittersH 0.

5.2.2 Gleichmäÿige Unterteilung des Grobgitters im globalen
Parameterbereich

Es sei
 � R3 ein durch eine NURBS-GeometrieG de�niertes Gebiet. Des Weiteren sei
H 0 ein bezüglich
 zulässiges Grobgitter, d. h. alle Randpunkte vonH 0 liegen aufSG.
Schlieÿlich seiZF = fF 1; : : : ; Fmg; m 2 N; eine zulässige Zerlegung vonG bezüglich
H 0. Ziel ist es, durch mehrmalige gleichmäÿige Unterteilung vonH 0 eine Hierarchie von
Gittern H 0; : : : ;H N ; N 2 N; zu erzeugen, welche alle zulässig bezüglich
 sind.
Es seien( �D1; �S1); : : : ; ( �Dm ; �Sm ) die globalen Parametrisierungen der Flächenverbände
F1; : : : ; Fm . Zunächst werden für jeden Randpunkt̂v 2 VB (H 0) des Grobgitters H 0,
welcher auf der Ober�ächeSF i des FlächenverbandesF i liegt, die zugehörigen globalen
Parameterwerte berechnet. Diese ergeben sich durch Anwendung der Inversen von�S auf
v̂ . Es sei Si j 2 F i die Fläche aus dem FlächenverbandF i , für die gilt v̂ 2 S i j und
(D i j ; Si j ) die zugehörige Parametrisierung. Es sei weiter( �D i j ; �Si j ); �Si j = Si j � B i j die
in Abschnitt 5.1.2.3 beschriebene Umparametrisierung vonSi j . Für die Einschränkung
von �S� 1 auf Si j gilt dann o�ensichtlich

�S� 1 = �S� 1
i j

= ( Si j � B i j )
� 1 = B � 1

i j
� S� 1

i j
:

Entsprechend verläuft die Berechnung der globalen Parameterwerte vonv̂ in zwei Schrit-
ten. Zunächst werden die Parameterv = S� 1

i j
(v̂ ) berechnet. Anschlieÿend wird das Drei-

eck T 2 T i j der lokalen Triangulierung Ti j von Si j , in dem v liegt, bestimmt. Durch
das DreieckT und das zugehörige Dreieck�T 2 �Ti der globalen Triangulierung �Ti des
FlächenverbandesF i ist die Einschränkung vonB � 1

ij auf T eindeutig bestimmt. Somit
lassen sich schlieÿlich die gesuchten globalen Parameterwerte�v von v̂ durch �v = B � 1

ij (v)
bestimmen.
Es sei nun das HexaedergitterH l gegeben und die globalen Parameterwerte der Rand-
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5 Gittererzeugung mittels globaler Parametrisierung

punkte von H l bezüglich der Flächenverbände, auf denen sie liegen, seien bekannt. Die
gleichmäÿige Unterteilung vonH l zum HexaedergitterH l+1 erfolgt, wie im Abschnitt
1.5 beschrieben. Die Unterteilung eines RandvierecksQ = � v̂1v̂2v̂3v̂4 2 FB (H l ) erfolgt
im globalen Parameterbereich. Die ZerlegungF1; : : : ; Fm von G ist zulässig bezüglich
H 0. Diese Eigenschaft überträgt sich auf alle weiteren GitterH 1; : : : ;H N . Somit exis-
tiert zum Randviereck Q genau ein FlächenverbandF i ; i 2 f 1; : : : ; mg; mit v̂1; v̂2; v̂3;
v̂4 2 SF i . Es seien nun�v1; �v2; �v3; �v4 die entsprechenden Parameterwerte der Ecken
von Q bezüglich der globalen Parametrisierung( �D i ; �Si ) des FlächenverbandesF i . Diese
de�nieren das Viereck �Q = � �v1�v2�v3�v4 im globalen Parameterbereich�D i . Durch gleich-
mäÿige Unterteilung von �Q in vier Teilvierecke erhält man die fünf neuen Ecken

�v5 =
1
2

(�v1 + �v2); �v6 =
1
2

(�v2 + �v3); �v7 =
1
2

(�v3 + �v4); �v8 =
1
2

(�v4 + �v1);

�v9 =
1
4

(�v1 + �v2 + �v3 + �v4):

Durch Auswertung der globalen Parametrisierung in den neuen Parameterwerten erhält
man die Eckenv̂ j = �Si (v̂ j ); j = 5; :::; 9. Diese de�nieren die gleichmäÿige Unterteilung
von Q in vier Teilvierecke.

Beispiel 5.5
Das folgende Beispiel soll veranschaulichen, dass es mit Hilfe des hier vorgestellten Ver-
fahrens möglich ist, eineschlechteParametrisierung einer Flächeauszugleichen. Dieses
Beispiel wurde bereits in Kapitel 4 kurz vorgestellt. Es folgt nun eine detaillierte Ana-
lyse. Es seiS die durch das ViereckQ = � v1v2v3v4; v1 = (0 0 0); v2 = (50 0 0);
v3 = (50 50 0); v4 = (0 50 0) beschriebene Fläche. DurchQ0 = Q wird ein Vier-
ecksgitter de�niert, welches o�ensichtlich die FlächeS approximiert. Durch viermaliges
gleichmäÿiges unterteilen vonQ0 erhält man das uniforme GitterQ4. Für die Menge der
Punkte gilt

V(Q4) =
�

v ij =
�

i
50
24

; j
50
24

; 0
�

; i; j = 0; : : : ; 24

�
:

Es seien nun(D; S) eine Parametrisierung vonS und Q4 das Vierecksgitter, welches man
durch viermalige gleichmäÿige Unterteilung vonQ0 im Parameterbereich von(D; S)
erhält. Weiter sei V(Q4) = f v ij ; i; j = 0; : : : ; 24g. Bei einer guten Parametrisierung
(D; S) erwartet man, dassQ4 mit dem uniformen Gitter Q4 übereinstimmt. D. h. der
relative Fehler

f ij =
kv ij � v ij k

50

soll möglichst klein sein. Dieser entspricht dem absoluten Fehler geteilt durch die Breite
des VierecksQ. In Abbildung 4.2 ist links ein Gitter Q̂4 zu sehen, welches sich durch
gleichmäÿige Unterteilung vonQ0 im Parameterbereich einer NURBS-Parametrisierung
(D̂; Ŝ) ergeben hat. Der maximale relative Fehler beträgt8:14%. Tabelle 5.1 zeigt einen
Überblick über die Verteilung der relativen Fehler. In fast30% der Gitterpunkte liegt
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5.3 Gitteranpassung an Kurven

rel. Fehler f ij [0%; 1%] (1%; 2%] (2%; 3%] (3%; 4%] (4%; 5%] (5%; 9%]

Q̂4 26:3% 3:8% 9:69% 17:65% 13:49% 29:07%

rel. Fehler f ij [0%; 0:1%] (0:1%; 0:2%] (0:2%; 0:3%] (0:3%; 0:9%]
~Q4 62:3% 21:8% 9% 6:57%

Tabelle 5.1: Die erste Tabelle gibt einen Überblick über die Verteilung des relativen Fehlers
für das Gitter Q̂4. Die zweite gibt einen entsprechenden Überblick für das Gitter
~Q4.

ein relativer Fehler von5 bis zu 8:14 Prozent vor. O�ensichtlich handelt es sich hier um
eine schlechte Parametrisierung.

Fasst manS als einen aus einer Fläche bestehenden Flächenverband auf, so lässt sich
auch auf S das in Abschnitt 5.1.2.3 beschriebene Verfahren anwenden. Es ergibt sich
eine neue Parametrisierung( ~D; ~S). Die verwendete approximierende Triangulierung be-
steht aus1889Dreiecken. Die in Abschnitt 4.2.1.2 beschriebene Kreis-Bogen-Projektion
liefert als Randparametrisierung des globalen Parameterbereichs~D ein Quadrat. Durch
vierfache gleichmäÿige Unterteilung vonQ0 im Parameterbereich von( ~D; ~S) ergibt sich
das Vierecksgitter ~Q4, welches rechts in Abbildung 4.2 zu sehen ist. In Tabelle 5.1 ist
ein Überblick über die Verteilung des relativen Fehlers zu sehen. In allen Gitterpunk-
ten liegt ein Fehler von maximal0:9 Prozent vor. In 85 Prozent der Gitterpunkte liegt
maximal ein Fehler von0:2 Prozent vor. ( ~D; ~S) ist o�enbar eine gute Parametrisierung
der FlächeS. Dieses Beispiel zeigt, dass das Verfahren zur Erzeugung einer Hierarchie
von Hexaedergittern mittels globaler Parametrisierungen von Flächenverbänden robust
ist gegenüber schlecht parametrisierten Flächen.

Beispiel 5.6
Im nächsten Beispiel wurde das ViereckQ in sechs Teil�ächen zerschnitten. Diese wer-
den zu einem FlächenverbandF = fS 1; : : : ;S6g zusammengefasst. In Abbildung 4.3 ist
dieser Flächenverband zu sehen. Jede Teil�ächeSi wird durch eine getrimmte bilineare
Parametrisierung(D i ; Si ) beschrieben. Zum FlächenverbandF wurde eine globale Pa-
rametrisierung ( �D; �S) erzeugt. Die hierzu verwendete approximierende Triangulierung
besteht aus923 Dreiecken. Als globaler Parameterbereich ergab sich wieder ein Qua-
drat. Durch vierfache, gleichmäÿige Unterteilung vonQ im Parameterbereich �D erhält
man das Gitter �Q4, welches in Abbildung 4.3 zu sehen ist. Der maximale relative Fehler
beträgt 9:9 � 10� 16, also faktisch Null.

5.3 Gitteranpassung an Kurven

5.3.1 Gittererzeugung ohne Anpassung an Kurven

Bis jetzt erfolgt innerhalb von FEATFLOW bei der Unterteilung von Hexaedergittern
lediglich eine Anpassung an Flächen, nicht jedoch an Kurven. Dies kann dazu führen,

109



5 Gittererzeugung mittels globaler Parametrisierung

dass die erzeugten Gitter wesentliche Teile der gegebenen Geometrie nicht erfassen. In
Abbildung 5.11 ist eine GeometrieG = fS 1; S2; S3; S4g zu sehen, welche einen Zylinder
beschreibt. Die FlächenS1 und S2 repräsentieren Boden und Decke des Zylinders. Die
FlächenS3 und S4 sind jeweils eine Hälfte des Zylindermantels. Das GrobgitterH 0 be-
steht aus einem Hexaeder, dessen Ecken auf dem Rand der Deckel- bzw. Boden�äche
liegen. Durch gleichmäÿige Unterteilung erhält man das GitterH 1, welches aus acht
Hexaedern besteht. Dieses neue Gitter muss nun an die Geometrie angepasst werden,
so dass alle Randecken vonH 1 auf der Ober�äche der GeometrieG liegen. Das obere
Viereck Q des GrobgittersH 0 kann als Approximation des Deckels des Zylinders aufge-
fasst werden. Bei der gleichmäÿigen Unterteilung vonH 0 werden auch die Kanten von
Q unterteilt. Damit das Gitter H 1 eine gute Approximation des Zylinders ist, müssen
die neu entstandenen Mittelpunkte bei der Randanpassung auf den Rand der Fläche
S2 verschoben werden. Entsprechendes gilt für den Boden des Zylinders. O�ensichtlich
erwartet man nach erfolgter Randanpassung das Gitter̂H 1, welches in Abbildung 5.11
zu sehen ist. Verfahren, welche nur eine Anpassung an die Flächen der GeometrieG
vornehmen, führen in der Regel nicht zu diesem Ergebnis. Verwendet man zur Rand-
anpassung zum Beispiel die orthogonale Projektion auf die nächst liegende Fläche, so
ergibt sich das Gitter ~H 1 aus Abbildung 5.11. Nach Unterteilung des oberen Vierecks
von H 0 liegen alle neu erzeugten Punkte auf dem Deckel des Zylinders. Eine orthogonale
Projektion dieser Punkte führt zu keiner Veränderung. Das gleiche Problem tritt bei
dem auf Projektionen basierenden Verfahren von Dominik Göddeke auf [22]. Dies gilt
auch für die Randanpassung mittels globaler Parametrisierung. Es sei( �D; �S) die globale
Parametrisierung des FlächenverbandesF = fS 2g . Im ersten Bild von Abbildung 5.12
sind die Deckel�ächeS2 und das ViereckQ zu sehen. Das zweite Bild zeigt den globalen
Parameterbereich�D und das Viereck �Q, welches durch die globalen Parameterwerte der
Ecken von Q gebildet wird. Bild 3 zeigt die gleichmäÿige Unterteilung von�Q. Durch
Abbilden der neuen Ecken mittels�S auf S2 erhält man die Unterteilung vonQ. Wie zu
sehen ist, erfolgt hierbei keine Anpassung an den Rand vonS2.
Dieses einfache Beispiel zeigt, dass es nicht ausreicht, die erzeugten Gitter lediglich an die
Flächen einer Geometrie anzupassen. Eine weitere Anpassung an die Kurven ist nötig.

5.3.2 Gittererzeugung mit Anpassung an Kurven

Die Anpassung des Gitters an Kurven der GeometrieG erfolgt analog zur Anpassung an
Flächen vonG. Einzelne Kurven der GeometrieG werden zuKurvenverbändenzusam-
mengefasst. Für jeden dieser Verbände wird jeweils eine globale Parametrisierung er-
zeugt. Kanten, welche auf einem dieser Kurvenverbände liegen, werden dann innerhalb
des globalen Parameterbereichs unterteilt. Zunächst wird der Begri� Kurvenverband
de�niert.

De�nition 5.7
Gegeben sei eine Menge von dreidimensionalen NURBS-KurvenĈ = fC1; : : : ;Cmg; m 2
N. Weiter seien (I i ; C i ); I i = [ ai ; bi ]; ai < bi 2 R; i = 1; : : : ; m; Parametrisierungen
der Kurven. Gilt nun C i (bi ) = C i +1 (ai +1 ); i = 1; : : : ; m � 1; so heiÿt Ĉ NURBS-
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5.3 Gitteranpassung an Kurven

Abbildung 5.11: Zu sehen ist eine GeometrieG, welche einen Zylinder beschreibt, sowie ein
HexaedergitterH 0, welches die Geometrie approximiert. Die Hexaedergitter
Ĥ 1; ~H 1 entstehen durch gleichmäÿige Unterteilung vonH 0. Bei Ĥ 1 erfolgt
lediglich eine Randanpassung an die Fläche vonG, bei ~H 1 erfolgt zusätz-
lich eine Anpassung an die Randkurven der Boden- und Deckel�äche des
Zylinders.

Abbildung 5.12: S2 ist die Deckel�äche des Zylinders, welcher durch die GeometrieG be-
schrieben wird.Q ist das obere Viereck des GrobgittersH 0. �Q ist das Viereck
im globalen Parameterbereich�D , welches durch die globalen Parameterwer-
te der Ecken vonQ gebildet wird. Die gleichmäÿige Unterteilung von �Q ist
in Bild 3 zu sehen. Durch Abbilden der neuen Ecken mittels�S auf S2 erhält
man die Unterteilung von Q.
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5 Gittererzeugung mittels globaler Parametrisierung

Kurvenverband oder kurzKurvenverband .

Die Erzeugung einer globalen Parametrisierung eines KurvenverbandesĈ = fC1; : : : ;
Cmg; m 2 N; verläuft nach dem gleichen Prinzip wie die Erzeugung einer globalen Para-
metrisierung eines FlächenverbandesF . Abbildung 5.13 veranschaulicht das Vorgehen
für einen Kurvenverband, welcher aus zwei Kurven besteht. Es folgt die Erläuterung für
den allgemeinen Fall.
Zunächst wird jede KurveCi des KurvenverbandeŝC durch einen PolygonzugPi appro-
ximiert. Es seienv̂ i

1; : : : ; v̂ i
n i

2 Ci ; ni 2 N; die Ecken des PolygonzugsPi und [v̂ i
j ;v̂

i
j +1 ];

j = 1; : : : ; ni � 1 seien die Kanten vonPi . Durch Verkettung dieser lokalen Polygonzüge
erhält man einen globalen PolygonzugP, welcher den KurvenverbandĈ approximiert.
Die Ecken des PolygonzugsP sind

v̂1
1; : : : ; v̂1

n1
= v̂2

1; : : : ; v̂m� 1
nm � 1

= v̂m
1 ; : : : ; v̂m

nm
:

Für jeden lokalen PolygonzugPi werden die lokalen Parameterwerteai = ~vi
1 < : : : <

~vi
n i

= bi der Ecken vonPi bezüglich der Parametrisierung(I i ; C i ) der Kurve Ci bestimmt.
Wie in Abschnitt 4.2.1.1 beschrieben wurde, werden die Ecken des PolygonzugsP über
ein Intervall �I = [�a;�b] parametrisiert und man erhält die globalen Parameterwerte�a =
�v1

1 < : : : < �v1
n1

= �v2
1 < : : : < �vm� 1

nm � 1
= �vm

1 < : : : < �vmn m = �b. Das Interval �I lässt sich
folgendermaÿen zerlegen

�I =
m[

i =1

�I i ; �I i = [�vi
1;�vi

n i
]; i = 1; : : : ; m:

Zu jedem Paar von Intervallen�I i ; I i wird eine stückweise, lineare BijektionB i : �I i ! I i

de�niert. Für die Teilintervalle �I i j = [�vi
j ;�v

i
j +1 ] � �I i ; I i j = [~vi

j ;~v
i
j +1 ] � I i ist die Einschrän-

kung von B i auf �I i j de�niert als die eindeutig bestimmte lineare Abbildung von�I i j nach
I i j . Setzt man �C i = C i � B i , so erhält man mit ( �I i ; �C i ) eine neue Parametrisierung von
Ci . De�niert man

�C :
� �I ! R3

�v ! �C i (�v); für �v 2 �I i ;

so ist ( �I; �C) die globale Parametrisierung von̂C.

Es seiG eine Geometrie, welche ein Gebiet
 � R3 de�niert. Weiter seien H 0 ein bezüg-
lich 
 zulässiges Hexaedergitter undZF = fF 1; : : : ; Fmg eine zulässige Zerlegung vonG
in Flächenverbände. Die Menge der KantenE(ZF ) von ZF ist de�niert durch

E(ZF ) = fC 2 E(G)j9F i ; F j 2 Z F ; i 6= j C � F i \ F j g:

Die KantenmengeE(ZF ) wird nun so in KurvenverbändeZ Ĉ = f Ĉ1; : : : ; Ĉng zerlegt,
dass gilt

�
nS

i =1
E(Ĉi ) = E(ZF ),
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5.3 Gitteranpassung an Kurven

Abbildung 5.13: Zu sehen ist der KurvenverbandĈ = fC1; C2g. Die Kurven C1 = C1(I 1); C2 =
C2(I 2) werden jeweils durch die PolygonzügeP1; P2 approximiert. Die Ver-
kettung von P1; P2 ergibt den PolygonzugP. Dieser wird über das Intervall
�I = [�a;�b] parametrisiert. B1; B2 sind stückweise lineare Bijektionen zwi-
schen den Teilintervallen �I 1; �I 2 � �I und den Intervallen I 1; I 2. Setzt man
�C1 = C1 � B1; �C2 = C2 � B2, so erhält man neue Parametrisierungen
( �I 1; �C1); ( �I 2; �C2) der Kurven C1; C2. Die globale Parametrisierung( �I; �C) von
Ĉ ist stückweise de�niert als �C1 bzw. �C2.
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5 Gittererzeugung mittels globaler Parametrisierung

Abbildung 5.14: Die KantenmengeE(ZF ) der FlächenverbandzerlegungZF der Geometrie
G aus Beispiel 5.13 wird in vier KurvenverbändeĈ1; Ĉ2; Ĉ3; Ĉ4 zerlegt.

� Die ZerlegungZ Ĉ ist disjunkt, d. h. zu jeder KanteC 2 E(ZF ) existiert genau ein
Kurvenverband Ĉi mit C 2 Ĉi .

� Zu jeder Randkante[v ;w] 2 EB (H 0) mit v ; w 2 F i \ F j ; F i ; F j 2 Z F existiert
genau ein KurvenverbandĈ 2 ZĈ mit [v ;w] 2 Ĉ.

Zu jedem KurvenverbandĈ wird, wie im vorherigen Abschnitt beschrieben, eine globa-
le Parametrisierung( �I; �C) erzeugt. Die gleichmäÿige Unterteilung einer Kante[v ;w] 2
EB (H 0) mit v ; w 2 F i \F j ; F i ; F j 2 Z Ĉ; erfolgt nun analog zur Unterteilung eines Rand-
vierecksQ = � v1v2v3v4 2 Q H 0 im globalen Parameterbereich des Flächenverbandes
F 2 Z F mit v1; v2; v3; v4; 2 SF . Zu den Eckenv; w existiert genau ein Kurvenverband
Ĉ[v ;w ] mit v ; w 2 Ĉ[v ;w ]. Dann erfolgt die gleichmäÿige Unterteilung von[v;w] im globalen
Parameterbereich�I von Ĉ[v ;w ].

Beispiel 5.8
Im vorigen Beispiel (siehe Abbildung 5.13) wurde die GeometrieG des Zylinders in vier
FlächenverbändeZF = f Ŝ1; Ŝ2; Ŝ3; Ŝ4g zerlegt. Nun wird die KantenmengeE(ZF ) in
vier Kurvenverbände zerlegt (siehe Abbildung 5.14). Die KurvenverbändêC1 und Ĉ2 be-
stehen aus jeweils vier Kurven und entsprechen den Rändern der FlächenverbändeŜ1

und Ŝ2. Die KurvenverbändeĈ3 und Ĉ4 bestehen jeweils nur aus einer Kurve, welche
den gemeinsamen Rändern der FlächenverbändeŜ3; Ŝ4 entsprechen. Unterteilt man nun
Kanten, welche auf den Rändern von Flächenverbänden liegen, in den globalen Parame-
terbereichen der entsprechenden Kurvenverbänden, so ergibt sich nach einer Unterteilung
des GittersH 0 das Gitter Ĥ 1 (siehe Abbildung 5.11).
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Abbildung 5.15: Zu sehen ist eine GeometrieG, welche eine FlächeS enthält, die nicht
einfach zusammenhängend ist. Das GrobgitterH 0 ist zulässig bezüglichG.

5.4 Globale Parametrisierung von
NURBS-Flächenverbänden mit Löchern

Laut De�nition 2.20 muss die Ober�ächeSF eines FlächenverbandesF = fS 1; : : : ;Sng;
n 2 N; einfach zusammenhängend sein. Der Hauptgrund für diese Forderung ist, dass
die in Kapitel 4 beschriebenen linearen Projektionsverfahren nur auf eine Triangulierung
T̂ anwendbar sind, deren Ober�ächeST̂ ebenfalls einfach zusammenhängend ist. Die
SoftwareRhinocerosliefert nur dann eine einfach zusammenhängende, approximierende
Triangulierung T̂ , wenn auch der zu approximierende FlächenverbandF einfach zusam-
menhängend ist. Ein anderes Ergebnis wäre auch nicht sinnvoll. Zu Flächenverbänden
mit Löchern kann dementsprechend mit dem neuen Verfahren nicht direkt eine globale
Parametrisierung erzeugt werden. Solche Flächenverbände müssen zunächstzerschnitten
werden. Dies ist allgemeine Praxis bei der Parametrisierung von Triangulierungen (siehe
hierzu [26] und [48]).

5.4.1 Klassischer Ansatz: Zerschneiden

Abbildung 5.15 zeigt eine GeometrieG, welche eine FlächeS enthält, die nicht einfach
zusammenhängend ist. Des Weiteren ist ein GrobgitterH 0 zu sehen, welches zulässig
bezüglich des durchG beschriebenen Gebietes
 ist. F = fSg ist kein gültiger Flächen-
verband, da die Ober�ächeSF nicht einfach zusammenhängend ist. Durch Hinzunehmen
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5 Gittererzeugung mittels globaler Parametrisierung

Abbildung 5.16: Im ersten Bild ist in einer Draufsicht die Fläche S der Geometrie G aus
Abbildung 5.15 zu sehen. Des Weiteren werden die Randvierecke des Grob-
gitters H 0 gezeigt, welche auf der FlächeS liegen. Daneben ist zu sehen,
wie die FlächeS in zwei Teil�ächen S1; S2 horizontal zerschnitten wurde.
Eine FlächenverbandzerlegungZF von G mit F1; F2 2 Z F ist nicht zuläs-
sig bezüglich H 0. Die durch Punkte markierten Kanten lassen sich nicht
in den globalen Parameterbereichen der Flächenverbände unterteilen. Das
Grobgitter H 0 muss an den gleichen Stellen wie die FlächeS zerschnitten
werden.
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der Flächen desoberen Zylindersvon G ergibt sich zwar ein gültiger Flächenverband,
aber da der Übergang zwischen diesen Flächen in starkem Maÿe nicht tangentenstetig
ist, führt dies aus meiner Erfahrung zu einer sehr schlechten Parametrisierung. Stattdes-
sen wird die FlächeS in zwei Teil�ächen S1; S2 zerschnitten. Mit F1 = fS 1g; F2 = fS 2g
erhält man so zwei gültige Flächenverbände. Abbildung 5.16 veranschaulicht den Schnitt.
Im ersten Bild ist eine Draufsicht der FlächeS zu sehen. Die vier Randvierecke des Grob-
gitters H 0, welche auf der FlächeS liegen, sind ebenfalls zu erkennen. Das zweite Bild
zeigt einen horizontalen Schnitt durchS, welcher S in die zwei Teil�ächen S1; S2 zer-
legt. Eine FlächenverbandzerlegungZF von G mit F1; F2 2 Z F ist jedoch nicht zulässig
bezüglich H 0. Das linke und das rechte Viereck liegen weder komplett auf der Ober-
�äche von F1 noch auf der Ober�äche vonF2. Dies steht im Widerspruch zur dritten
Bedingung für eine Flächenverbandzerlegung. Somit lassen sich nicht alle Kanten inner-
halb eines globalen Parameterbereichs unterteilen. Diese Kanten sind in Bild 2 durch
Punkte markiert. Um nun doch eine gültige Flächenverbandzerlegung zu erhalten, muss
das Grobgitter H 0 an den gleichen Stellen zerschnitten werden wie die FlächeS (Bild
3). Entsprechend verfährt man mit derunteren Kreis�äche der GeometrieG. Mit dieser
Strategie lässt sich eine gültige Flächenverbandzerlegung vonG erzeugen. Alle beschrie-
benen Schritte erfolgen hierbei manuell.

Nachteile
Zwar ist die im vorigen Beispiel beschriebene Strategie grundsätzlich durchführbar, doch
es ergeben sich einige Nachteile:

� Die GeometrieG wie auch das GrobgitterH 0 müssen verändert werden. Insbe-
sondere erhöht sich die Anzahl der Hexaeder des Grobgitters, was einen negativen
Ein�uss auf das Mehrgitterverfahren hat.

� Eine groÿe Anzahl von manuellen Schritten ist nötig.

� Mit steigender Anzahl von Löchern pro Fläche wird das Anpassen der Geometrie
und des Grobgitters zunehmend komplexer.

5.4.2 Neuer Ansatz: Löcher füllen

Im Folgenden wird eine Vorgehensweise vorgestellt, die diese Nachteile nicht aufweist.
Mir ist kein wissenschaftlicher Artikel bekannt, in dem diese Vorgehensweise bereits be-
schrieben wurde. Das bisherige Verfahren wird um einen wesentlichen Punkt erweitert.
Es seiH 0 ein Hexaedergitter, welches zulässig ist bezüglich eines durch die GeometrieG
beschriebene Gebietes
 . Weiter sei ZF eine zulässige Flächenverbandzerlegung bezüg-
lich H 0. Hierbei sind nun Flächenverbände mit Löchern ausdrücklich erlaubt. Es sei nun
F 2 Z F ein Flächenverband mit einem Loch. Der Rand dieses Lochs wird durch eine
Menge von KurvenfC1; : : : ;Clg � EB (F ); l 2 N; beschrieben. Diese werden zu einem
Kurvenverband Ĉ zusammengefasst. Des Weiteren seiT̂ eine zulässige, approximieren-
de Triangulierung bezüglich des FlächenverbandesF . Auch die Triangulierung T̂ hat
ein Loch. Die Kanten der TriangulierungT̂ , welche auf dem KurvenverbandĈ liegen,
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Abbildung 5.17: Zu sehen ist die TriangulierungT̂ , welche die FlächeS aus Abbildung 5.15
approximiert. Durch schlieÿen des Lochs vonT̂ ergibt sich die Triangulie-
rung T̂ 0. Projektion von T̂ 0 liefert die Triangulierung �T 0. �T 0 ist im konkreten
Fall kongruent zu T̂ 0 und wird in diesem Beispiel mit T̂ 0 gleich gesetzt.

bilden einen geschlossenen PolygonzugP, der den Rand des Lochs der Triangulierung
T̂ beschreibt. Das Loch der TriangulierungT̂ wird geschlossen, indem der Polygonzug
P trianguliert wird. Dies erfolgt momentan mit Hilfe des Programms Rhinoceros. Das
Resultat ist die Triangulierung T̂ 0. Schlieÿlich wird zum FlächenverbandF eine globale
Parametrisierung ( �D; �S) mittels des in Abschnitt 5.1.2.3 beschriebenen Verfahrens er-
zeugt. Als approximierende Triangulierung wird die TriangulierunĝT 0 verwendet. Diese
Triangulierung hat kein Loch und somit kann auf diese eines der beschriebenen linearen
Projektionsverfahren angewendet werden. Dadurch wird eine Projektion : ST̂ 0 ! R2

de�niert, welche die Triangulierung T̂ 0 auf eine planare Triangulierung �T 0 projiziert.
O�ensichtlich gilt ST̂ � S T̂ 0. Somit lässt sich die Projektion auf die TriangulierungT̂
anwenden und man erhält die globale Triangulierung�T . Als globaler Parameterbereich
wird nun �D := S �T � S �T 0 gewählt. Auch dieser hat ein Loch. Die Abbildung�S ergibt
sich wie in Abschnitt 5.1.2.3 beschrieben.

Beispiel 5.9
Abbildung 5.17 zeigt eine TriangulierungT̂ , welche die FlächeS aus dem vorherigen Bei-
spiel approximiert. Durch Schlieÿen des Lochs ergibt sich die TriangulierunĝT 0. Diese
wurde auf die Triangulierung �T 0 projiziert. Der Rand wurde mit Hilfe der Kreisbogen-
Strecken-Projektion auf einen Kreis projiziert. Die inneren Ecken wurden mit Hilfe der
Mittelwert-Projektion projiziert. In diesem konkreten Beispiel entspricht die Randpara-
metrisierung einer Drehung und Verschiebung der zu projizierenden Ecken. Die Projek-
tion der Randecken ist also eine Kongruenzabbildung und somit eine a�ne Abbildung.
Da T̂ 0 planar ist, gilt aufgrund der Reproduktionseigenschaft der Mittelwert-Projektion
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Abbildung 5.18: Zu sehen ist ein Quadrat (schwarz) in einem globalen Parameterbereich,
dessen rechte Kante auf dem Teil eines Randes eines Lochs (rot) liegt. Der
gültige Teil des Parameterbereichs liegt links vom Rand. Wird die Kante
halbiert, so liegt der neu entstandene Punkt auÿerhalb des gültigen Para-
meterbereichs (Bild 2). Wird die Kante im globalen Parameterbereich des
Randes unterteilt, so liegt der neue Punkt ebenfalls auf dem Rand und somit
innerhalb des gültigen Parameterbereichs (Bild 3).

dies auch für die inneren Ecken von̂T 0. Entsprechend kann man�T 0 mit T̂ 0 gleichsetzen.
Der äuÿere Rand der approximierenden Triangulierung sowie der Rand des Lochs sind
rot markiert. Entsprechend wurden diese Ränder auch in den Triangulierungen̂T 0 = �T 0

hervor gehoben. Die globale Triangulierung�T , welche den globalen Parameterbereich
�D := S �T des FlächenverbandesF = fSg de�niert, liegt zwischen den rot markierten
Rändern.

Vergleich zum klassischen Verfahren
Im Vergleich zum klassischen Verfahren ist bei meinem Ansatz kein Verändern der Geo-
metrie nötig. Momentan werden die Erzeugung der Approximationen der Flächenver-
bände und das Füllen der Löcher halbautomatisch mit Hilfe des Programms Rhinoceros
durchgeführt. In Kapitel 3 wurden einige Verfahren zur Approximation von Flächen vor-
gestellt. Des Weiteren existieren zahlreiche Verfahren zur Triangulierung von Polygon-
zügen. Referenzen hierfür sind [49] und [28]. Durch Implementierung solcher Verfahren
lassen sich auch diese Prozesse automatisieren. Die Anzahl der Löcher in einem Flächen-
verband spielt dabei keine Rolle. Zusammenfassend lässt sich also sagen, dass der neue
Ansatz keinen der erwähnten Nachteile des klassischen Verfahrens aufweist.

5.4.2.1 Gleichmäÿige Unterteilung im globalen Parameterbereich

Die gleichmäÿige Unterteilung des GrobgittersH 0 erfolgt nun genauso wie im Abschnitt
5.2.2 beschrieben. Es seiF ein Flächenverband mit Loch, zu dem nach dem gerade
erläuterten Verfahren eine globale Parametrisierung( �D; �S) erzeugt wurde. Weiter sei
Q 2 F B (H 0) ein Randviereck vonH 0, dessen Ecken auf der Ober�ächeSF von F liegen.
Die gleichmäÿige Unterteilung vonQ erfolgt dann im globalen Parameterbereich von
F . Es sei �Q der entsprechende Repräsentant vonQ im globalen Parameterbereich�D.
Hierbei muss nun beachtet werden, dass neue Punkte, welche durch Unterteilung von�Q
entstehen, auch wieder innerhalb von�D liegen. Vierecke, für die mindestens eine Kante
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5 Gittererzeugung mittels globaler Parametrisierung

Abbildung 5.19: Im ersten Bild ist zu sehen wie ein Viereck�Q = � �v1�v2�v3�v4 im im globalen
Parameterbereich �D eines FlächenverbandesF nach der klassischen Metho-
de unterteilt wird. Das zweite Bild zeigt ein Beispiel, bei dem die rechte
Kante auf dem Rand eines Lochs liegt. Die Kante wird im globalen Para-
meterbereich des Randes unterteilt. Das klassische Unterteilungsverfahren
führt dazu, dass der Unterteilungsmittelpunkt nicht mehr im globalen Pa-
rameterbereich des FlächenverbandesF liegt. Bild 3 veranschaulicht das
modi�zierte Unterteilungsverfahren. Der Unterteilungsmittelpunkt liegt im
globalen Parameterbereich�D .

auf dem Rand eines Lochs liegt, müssen besonders behandelt werden. Im linken Bild
von Abbildung 5.18 ist ein Quadrat �Q zu sehen, welches im globalen Parameterbereich
eines FlächenverbandesF mit Loch liegt. Ein Teil des Randes des Lochs ist rot hervor
gehoben. Der gültige Teil des Parameterbereichs liegt links vom Rand. Die rechte Kante
des Vierecks liegt auf dem Rand. Wird die Kante halbiert, so liegt der neu entstandene
Punkt auÿerhalb des gültigen Parameterbereichs (mittleres Bild). Um das zu verhindern
wird der Rand des Lochs zu einem Kurvenverband̂C zusammengefasst und zu diesem
wird eine globale Parametrisierung( �I; �C) erzeugt. Wird nun die rechte Kante im glo-
balen Parameterbereich des KurvenverbandeŝC unterteilt, dann liegt der neu erzeugte
Punkt ebenfalls auf dem Rand des Lochs und somit im gültigen Parameterbereich (rech-
tes Bild). Damit auch der Mittelpunkt der gleichmäÿigen Unterteilung eines Vierecks
innerhalb des globalen Parameterbereichs liegt, muss das in 5.2.2 beschriebene Unter-
teilungsverfahren modi�ziert werden.

Klassische Unterteilung
Es sei �Q = � �v1�v2�v3�v4 ein zu unterteilendes Viereck im globalen Parameterbereich
�D eines FlächenverbandesF . Bei der klassischengleichmäÿigen Unterteilung werden
zunächst die Seiten[�v1;�v2]; [�v2;�v3]; [�v4;�v2]; [�v1;�v2]; halbiert, wodurch man die Ecken
�v5; �v6; �v7; �v8 erhält. Der Mittelwert 1

4( �v1 + �v2 + �v3 + �v4) der vier Ecken von �Q bildet
den Mittelpunkt �v9 der Unterteilung. Durch geeignetes Verbinden dieser Ecken erhält
man die vier neuen Vierecke (siehe erstes Bild in Abbildung 5.19). Liegt nun eine der
Kanten auf dem Rand eines Lochs, so ist es möglich, dass der Unterteilungsmittelpunkt
auÿerhalb des globalen Parameterbereichs�D liegt. Ein entsprechendes Beispiel ist im
zweiten Bild von Abbildung 5:19 zu sehen. Hier liegt die rechte Kante des Vierecks auf
dem Rand eines Lochs und wird im globalen Parameterbereich des Randes unterteilt.
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Der Unterteilungsmittelpunkt liegt auÿerhalb des globalen Parameterbereichs�D von F .
Darüber hinaus sind die beiden rechten Unterteilungsviereckeverdreht. Die Ursache für
die negativen E�ekte des klassischen Verfahrens liegt darin, dass die Mittelpunkte der
Kanten nicht in die Berechnung des Unterteilungsmittelpunktes mit einbezogen werden.

Modi�zierte Unterteilung
Für jedes planare Viereck gilt, dass der Mittelwert der Eckpunkte gleich dem Schnitt-
punkt der beiden Verbindungsstrecken der gegenüberliegenden Mittelpunkte der Kanten
ist. Der Schnittpunkt unterteilt die Verbindungsstrecken in einem Verhältnis von1 : 1.
Unterteilt man die Kanten des Vierecks �Q mit Hilfe der klassischen Unterteilung, so
ergibt sich für den Unterteilungsmittelpunkt

�v9 =
1
4

(�v1 + �v2 + �v3 + �v4) (5.1)

=
1
4

(�v5 + �v6 + �v7 + �v8) (5.2)

=
1
2

(�v5 + �v7) (5.3)

=
1
2

(�v6 + �v8): (5.4)

Diese Identitäten dienen als Motivation für das modi�zierte Unterteilungsverfahren. Lie-
gen nur eine Kante oder zwei gegenüberliegende Kanten auf dem Rand des globalen Pa-
rameterbereichs�D, dann werden die Gleichungen (5.3) oder (5.4) angewendet. In allen
anderen Fällen wird Gleichung (5.2) benutzt. Liegt z. B. nur die Kante[�v1;�v2] auf dem
Rand von �D, so wird Gleichung (5.3) angewendet. Im Weiteren wird dieses Verfahren
alsmodi�ziertes Unterteilungsverfahren bezeichnet. Das dritte Bild von Abbildung
5.19 veranschaulicht das modi�zierte Unterteilungsverfahren. Nur die Kante[�v2;�v3] des
Vierecks �Q liegt auf dem Rand von �D. Somit wird der Unterteilungsmittelpunkt �v9 als
Mittelwert der Punkte �v6; �v8 gebildet. Der Mittelpunkt liegt nun innerhalb des globa-
len Parameterbereichs vonF und keines der neu entstandenen Vierecke ist verdreht.
In keinem meiner berechneten Beispiele hat das modi�zierte Unterteilungsverfahren zu
Problemen geführt. Alle Unterteilungsmittelpunkte lagen stets im globalen Parameter-
bereich des entsprechenden Flächenverbandes und es entstanden nie verzerrte Vierecke.
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6 Numerische Ergebnisse

In diesem Kapitel werden zwei numerische Experimente vorgestellt, welche mit Hilfe von
FEATFLOW und dem neuen Unterteilungsverfahren durchgeführt wurden. Es wird sich
zeigen, dass mit diesem Verfahren Gitter von sehr guter Qualität erzeugt werden. Dies
führt zu sehr guten Konvergenzraten des Feat�owlösers.

6.1 Der Löser PP3D

Im Folgenden wird ein kurzer Überblick über den Ablauf des Lösers PP3D gegeben.
Dieser zeichnet sich durch eine besondere Robustheit bei nicht stationären Problemen
aus. Eine detaillierte Beschreibung des Verfahrens �ndet sich in [3] und [56]. Wie be-
reits in Abschnitt 1.4.4 erläutert wurde, ist nach erfolgter Zeit- und Ortsdiskretisierung
der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen im Zeitschrittt i ! t i +1 das folgende
gekoppelte nichtlineare Gleichungssystem zu lösen

S(y i +1 )y i +1 + � tB zi +1 = gi ;

B T y i +1 = 0:

Hierbei sind y i +1 und zi +1 die nodalen Koe�zientenvektoren des gesuchten Geschwin-
digkeitsfeldsu i +1 und des Druckspi +1 zum Zeitpunkt t i +1 . Das gekoppelte Problem wird
mit Hilfe des Schur-Komplements entkoppelt. Man erhält eine nichtlineareBurgersglei-
chung für die Geschwindigkeit und eine lineareDruckkorrekturgleichung. Diese werden
getrennt voneinander gelöst.
Es seien nun die Koe�zientenvektoreny i und zi gegeben. Dann werdeny i +1 und zi +1

in drei Schritten bestimmt:

1. Löse die nichtlineare Burgersgleichung

S(~y i +1 )~y i +1 = gi � � tB zi :

Man erhält eine vorläu�ge Lösung~y i +1 . Das zugehörige Geschwindigkeitsfeld sei
~u i +1 .

2. Löse die Druckkorrekturgleichung

Rq =
1

� t
B T ~y i +1 :

Hierbei ist R = B T M � 1
l B. M l ergibt sich aus der MassematrixM durch soge-

nanntes lumping. B T ~y i +1 entspricht der diskreten Divergenz der Zwischenlösung
~u i +1 .
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3. Die Lösungeny i +1 und zi +1 zum Zeitpunkt t i +1 erhält man durch Durchführung
der Korrektur

zi +1 = zi + q; y i +1 = ~y i +1 � � tM � 1
l Bq:

Die nichtlineare Gleichung im ersten Schritt wird mit Hilfe eines Fixpunkt-Defektkor-
rektur-Iterationsverfahrens gelöst. In jedem Iterationsschritt ist dabei ein lineares Glei-
chungssystem zu lösen. Dies erfolgt mit einem Mehrgitter-Verfahren. Die lineare Druck-
korrekturgleichung wird ebenfalls mit einem Mehrgitter-Verfahren gelöst.
Verschiedene Kenngröÿen werden von dem Programm PP3D protokolliert. Anhand die-
ser Kenngröÿen kann die Robustheit und die Geschwindigkeit des Lösers untersucht
werden. Es seienA : Rn ! Rn einen � n� Matrix, sowie x = ( x1 x2 x3); b = ( b1 b2 b3);
mit x i ; b i 2 Rn ; i = 1; 2; 3. x1; x2; x3 werden als 1., 2., 3. Komponente vonx bezeichnet.
Durch Ax = b werden drei lineare Gleichungssysteme beschrieben, welche durch ein
iteratives Verfahren gelöst werden. Hierbei seienxk = ( xk

1 xk
2 xk

3); k 2 N die zugehörigen
Iterierten mit gegebenem Startwertx0. Dann heiÿen

kAxk
i � b i k2

max
i =1 ;2;3

kb i k2
;

kxk+1
i � xk

i k1

max
i =1 ;2;3

kxk
i k1

relativer Fehler und relative Änderung der i -ten Komponente der Iterierten
xk und

�
kAxk

i � b i k2

kAx0
i � b i k2

� 1
k

;

0

@
max

i =1 ;2;3
kAxk

i � b i k2

max
i =1 ;2;3

kAx0
i � b i k2

1

A

1
k

heiÿennumerische Konvergenzrate der i -ten Komponente der Iterierten xk und
numerische Konvergenzrate der Iterierten xk . Für nichtlineare Gleichungssysteme
lassen sich diese Begri�e analog de�nieren. Bezogen auf die iterative Lösung der nicht-
linearen Burgersgleichung werden die relativen Fehler der einzelnen Komponenten mit
DEF-U1; DEF-U2; DEF-U3, die relativen Änderungen mit REL-U1; REL-U2; REL-U3
bezeichnet. Die Konvergenzrate des Fixpunkt-Defektkorrektur-Iterationsverfahrens zur
Lösung der nichtlinearen Gleichungen wird mitRHONL bezeichnet. Die Konvergenzra-
ten der Mehrgitterverfahren zur Lösung der linearen Teilprobleme werden komponen-
tenweise mitRHOMG1; RHOMG2; RHOMG3 bezeichnet.
Für das nichtlineare Iterationsverfahren können verschiedene Abbruchkriterien vorgege-
ben werden. Für beide numerischen Experimente wurden die folgenden Werte festgelegt.
Die maximale Anzahl an Iterationen beträgt5. Ein vorzeitiger Abbruch erfolgt, wenn
gilt

DEF := max (DEF-U1 ; DEF-U2; DEF-U3) � 10� 5;

REL := max (REL-U1 ; REL-U2; REL-U3) � 10� 4;

DEF � 10� 1 DEFOLD :

123



6 Numerische Ergebnisse

Abbildung 6.1: Bezeichnung der Ecken am Einheitsquader.

DEFOLD bezeichnet den relativen Fehler des Startvektors. Für einen vorzeitigen Ab-
bruch müssen alle diese Kriterien gleichzeitig gegeben sein.
Die Qualität der Hexaedergitter, welche zur Ortsdiskretisierung verwendet werden, hat
einen groÿen Ein�uss auf die Konvergenzrate der verwendeten Iterationsverfahren, ins-
besondere der Mehrgitterverfahren. Bereits einschlechtesHexaederelement kann auf ein
schlecht konditioniertes Gleichungssystem führen und die Konvergenzrate negativ beein-
�ussen.

6.2 Die skalierte Jacobi-Determinante als
Qualitätsmaÿ für Hexaeder

Es seiH der Einheitsquader (siehe Abbildung 6.1). Die Ecken der unteren Seite werden
beginnend mit der Eckev0 = (0 0 0)T , gegen den Uhrzeigersinn mitv0; v1; v2; v3 bezeich-
net. Entsprechend werden die Ecken der oberen Seite vonH , beginnend beiv4 = (0 0 1)T ,
mit v4; v5; v6; v7 bezeichnet. In jeder Eckev i des Einheitsquaders werden ein Tetra-
eder Ti = 4 v i v j vkv l und ein positiv orientiertes, orthonormales Koordinatensystem
Oi = ( v i ; v j � v i ; vk � v i ; v l � v i ) de�niert. Die Indizes haben hierbei die Form

j = i + 1 (mod 4); k = i � 1 (mod 4); l = i + 4; i = 0; : : : ; 3;

j = i � 1 (mod 4); k = i + 1 (mod 4); l = i � 4; i = 4; : : : ; 7:
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Des Weiteren sei �H ein allgemeiner Hexaeder. Die Ecken von�H werden in analoger
Weise mit �v0; : : : ; �v7 bezeichnet. D. h. zwei gegenüberliegende Seiten werden als obere
bzw. untere Seite aufgefasst und die Ecken dieser Seiten werden gegen den Uhrzeigersinn
nummeriert. Ebenfalls analog werden das Tetraeder�4 i und das Koordinatensystem�Oi in
der Ecke�v i de�niert. Das Koordinatensystem �Oi kann hierbei positiv orientiert, negativ
orientiert oder entartet sein. Durch

f i :
�

4 0 ! �4 i

v ! �v i + Ji v

mit

Ji = ( �v j � �v i �vk � �v i �v l � �v i )

erhält man eine a�ne Abbildung von 4 0 auf �4 i . Gleichzeitig beschreibtf i eine a�ne
Koordinatentransformation von O0 auf �Oi . Ji ist hierbei die Jacobimatrix der Abbil-
dung f i .
Setzt man nun

Qi =
�

�v j � �v i

k�v j � �v i k2

�vk � �v i

k�vk � �v i k2

�v l � �v i

k�v l � �v i k2

�
;

so bezeichnet mandet(Qi ) als skalierte Jacobi-Determinante von �H in �v i . Dieses
Maÿ ist ein Standardqualitätsmaÿ für Hexaeder und ist in der Literatur weit verbrei-
tet. Referenzen hierfür sind [32] und [31]. Die folgenden Aussagen sind diesen Refe-
renzen entnommen. Der Wertebereich vondet(Qi ) ist [� 1; 1]. Ist det(Qi ) � 0, so ist
das Koordinatensystem�Oi negativ orientiert. Dies gilt als nicht akzeptabel. In diesem
Fall bezeichnet man das Hexaeder�H als invertiert. Für det(Q) = 1 ist �Oi ein posi-
tiv orientiertes orthonormales Koordinatensystem. Dies wird als optimal angesehen. Die
skalierte Jacobi-Determinante von �H ist de�niert als das Minimum aller Skalierten
Jacobi-Determinanten in den Ecken des Hexaeders und wird im Weiteren mitSJD( �H )
bezeichnet. Der Wertebereich dieses Qualitätsmaÿes ist ebenfalls[� 1; 1]. Um invertier-
te Hexaeder zu vermeiden, wird vorausgesetzt, dass mindestensSJD( �H ) > 0 gilt. Als
allgemein akzeptabel gilt ein Hexaeder�H mit einem Wert von SJD( �H ) � 0:2. Für
SJD( �H ) = 1 liegt ein Quader vor. Dies wird als Optimum betrachtet. Bei diesen Werten
handelt es sich lediglich um Richtwerte. Welche Qualität ein Gitter haben muss, hängt
von der jeweiligen Anwendung ab.

Beispiel 6.1
Abbildung 6.2 zeigt fünf Hexaeder. Die Länge und Breite des ersten Hexaeders betra-
gen fünf Längeneinheiten. Die Höhe ist1:25 Längeneinheiten. Bei den vier folgenden
Hexaedern wird die obere, rechte Kante der Reihe nach auf sechs bis neun Längenein-
heiten verlängert. Dabei wird die vordere Ecke dieser Kante �xiert. Die skalierte Jacobi-
Determinante der Hexaeder beträgt von links nach rechts:1; 0:766; 0:492; 0:329; 0:233.

Verwendete Hardware
Sämtliche Berechnungen wurden auf einem 64-Bit-Linux-System durchgeführt. Die CPU
war ein AMD Opteron 844 mit 1793 Mhz. Der zur Verfügung stehende Speicher betrug
15561 MB.
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Abbildung 6.2: Zu sehen sind fünf Hexaeder. Der Wert der Skalierten Jacobi-Determinante
dieser Hexaeder beträgt von links nach rechts:1; 0:766; 0:492; 0:329; 0:233.

6.3 Beispiel 1: T-Stück

Geometrie
Im ersten Beispiel wird der Fluss durch ein sogenanntesT-Stück simuliert. Die zugehö-
rige Geometrie ist in Abbildung 6.3 zu sehen. Als Längeneinheit wird Meter gewählt.
Dies erleichtert einige Berechnungen. Zwar ergibt dies ein ungewöhnlich groÿes T-Stück,
jedoch hat dies keinen Ein�uss auf die Bewertung des neuen Verfahrens. Das T-Stück
besteht aus einem Hauptteil sowie zwei Zu�üssen und einem Ab�uss. Das Hauptteil ist
ein Zylinder mit einem Durchmesser von20 m und einer Länge von30 m. Die Zu- und
Ab�üsse sind Zylinder mit einem Durchmesser von10 m und einer Länge von20 m. Die
Länge des rechten Zylinders bezieht sich auf die kürzeste Länge auf der Zylinder�äche
entlang der Zylinderachse.

Zerlegung in Flächenverbände
Die GeometrieG des T-Stücks wird durch16 NURBS-Flächen beschrieben. Die Ränder
der Flächen sind in der Abbildung schwarz hervor gehoben. Die Geometrie wird in13
FlächenverbändeZF = fF 1; : : : ; F13g zerlegt, von denen drei aus zwei Flächen bestehen
und die restlichen aus je einer Fläche. Abbildung 6.4 zeigt die Flächenverbände, welche
aus je zwei Flächen bestehen. Zwei dieser Flächenverbände haben jeweils ein Loch. Als
charakteristische Kurven wurden alle Kurven ausgewählt, welche nur einenG0-stetigen
Übergang zwischen zwei Flächen bilden.

Approximierende und globale Triangulierung
Die 13Flächenverbände des T-Stücks wurden mit Hilfe des Programms Rhinoceros durch
entsprechende Triangulierungen̂T1; : : : ; T̂13 approximiert. Dabei wurden die folgenden
Kriterien vorgegeben (siehe Abschnitt 5.1.2.1): Maximaler Winkel20, Maximales Sei-
tenverhältnis 1, Maximale Kantenlänge1:5, Maximaler Abstand Kante zu Fläche0:1.
Das Ergebnis ist in Abbildung 6.5 zu sehen. Alle Triangulierungen zusammen bestehen
aus insgesamt14620Dreiecken.

Mit Hilfe der Mittelwert-Projektion werden zu den approximierenden Triangulierun-
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6.3 Beispiel 1: T-Stück

gen entsprechende globale Triangulierungen erzeugt. Als Randparametrisierung wird die
Kreis-Bogen-Strecken-Projektion verwendet. Beispielhaft werden die globalen Triangu-
lierungen zweier Flächenverbände in Abbildung 6.6 gezeigt. In der ersten Zeile sind die
beiden Flächenverbände zu sehen. In der mittleren und unteren Zeile werden die ap-
proximierenden bzw. globalen Triangulierungen gezeigt. Der Flächenverband oben links
hat ein Loch. Das Loch der zugehörigen, approximierenden Triangulierung wurde, wie
in Abschnitt 5.4.2 beschrieben, gefüllt.

Hexaedergitter
Mit Hilfe des Programms ICEM CFD wird zuerst ein Grobgitter H 0 erzeugt. Mit dem
in Abschnitt 5.2.2 vorgestellten Algorithmus wird dieses Gitter insgesamt drei mal un-
terteilt und man erhält die Gitter H 1; H 2; H 3. Alle diese Gitter sind zulässig bezüglich
der GeometrieG des T-Stücks. Die Gitter H 0; H 1 bzw. H 2; H 3 sind in den Abbildun-
gen 6.7 bzw. 6.8 zu sehen. Einen Überblick über die Anzahl der Ecken und Hexaeder
der Gitter gibt Tabelle 6.1. Die Tabellen 6.2 und 6.3 enthalten genaue Angaben zur
Qualität der Gitter, bezogen auf die skalierte Jacobi-Determinante. Tabelle 6.2 gibt ei-
ne Übersicht über die Qualität aller Hexaeder. Tabelle 6.3 zeigt einen entsprechenden
Überblick für alle Hexaeder, für die mindestens eine Ecke auf dem Rand des Gebiets

 liegt. Diese Hexaeder heiÿen im Weiteren Randhexaeder. Wie den Tabellen zu ent-
nehmen ist, enthält bereits das Grobgitter vier Hexaederelemente mit einer skalierten
Jacobi-Determinante von ungefähr0:28. Diese sind keine Randhexaeder, sondern innere
Elemente. Bei der Unterteilung hat die Randanpassung keinen Ein�uss auf die Qualität
dieser Elemente. Eine Verbesserung dieser unteren Schranke ist also nicht möglich. Der
Groÿteil der Hexaeder hat eine skalierte Jacobi-Determinante (SJD) von0:5 oder gröÿer.
Bei den Randhexaedern gilt dies sogar für alle Elemente. Auf der feinsten Stufe haben
lediglich 16 Elemente einen Wert der SJD zwischen0:28 und 0:3. Insgesamt haben alle
vier Gitter eine gute Qualität. Bei besserer Konstruktion des Grobgitters wäre eine noch
höhere Qualität möglich gewesen.

Reynoldszahl
Mit Hilfe der sogenanntenReynoldszahlRe lassen sich Strömungen klassi�zieren. Diese
ist eine dimensionslose Gröÿe und de�niert alsRe = vl

� . Hierbei sindv; l; � die charakte-
ristische Geschwindigkeit, die charakteristische Längeund die kinematische Viskosität.
Die Wahl der charakteristischen Gröÿen hängt vom jeweiligen Anwendungsfall ab. Für
Rohrströmungen wählt man üblicherweise den Durchmesser des Rohrs als charakteristi-
sche Länge und die über den Querschnitt gemittelte Geschwindigkeit des Zu�usses als
charakteristische Geschwindigkeit. Bei einem Wert vonRe � 2300geht die Strömung von
einem laminaren in einen turbulenten Zustand über. Bei umströmten Objekten wählt
man in der Regel den Durchmesser als charakteristische Länge und ebenfalls die über den
Querschnitt gemittelte Geschwindigkeit des Zu�usses als charakteristische Geschwindig-
keit. Ein klassisches Beispiel für ein umströmtes Objekt ist ein Zylinder. FürRe < 10
liegt eine laminare Strömung vor. Im Bereich von10 < Re < 40 bilden sich direkt hin-
ter dem Zylinder zwei separate Wirbel. Bei einem Wert von40 < Re < 200000lösen
sich periodischVon Kármán Wirbelstraÿen. Bei noch gröÿeren Reynoldszahlen geht die
Strömung in einen chaotischen Zustand über.
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6 Numerische Ergebnisse

Numerische Simulation
Es wurde folgendes numerisches Experiment durchgeführt. Durch den unteren und rech-
ten Zylinder des T-Stücks erfolgt der Zu�uss und durch den oberen Zylinder der Ab�uss
des Fluids. Der Zu�uss durch den rechten Zylinder zum Zeitpunkt0 hat eine Geschwin-
digkeit von 5m

s . Die Geschwindigkeit des Zu�usses durch den unteren Zylinder zum
Zeitpunkt 0 beträgt 1m

s . Die Dichte des Fluids beträgt1 kg
m3 und entspricht in etwa der

Dichte von Wasser bei Raumtemperatur. Die kinematische Viskosität beträgt0:1m2

s . Dar-
aus ergibt sich eine dynamische Viskosität von100 mPas. Dies entspricht ungefähr der
dynamischen Viskosität von Olivenöl bei20� C. Es ergeben sich für den rechten Zu�uss
eine Reynoldszahl vonRe = 3�10

0:1 = 300 und für den unteren Zu�uss vonRe = 5�10
0:1 = 500.

Es handelt sich somit um laminare Strömungen. Die Strömung wurde über ein Zeitin-
tervall von 9 Sekunden simuliert. Als Löser wurde PP3D verwendet.
Die Berechnung der Simulation benötigte insgesamt8 Stunden, 13 Minuten und 56
Sekunden. Die dreimalige Unterteilung des Grobgitters, inklusive der Randanpassung,
dauerte 22 Sekunden. Dies entspricht einem Anteil an der Gesamtzeit von weniger als
einem Promille. Somit ist die verbrauchte Zeit zur Randanpassung gegenüber der Ge-
samtlaufzeit vernachlässigbar.
Abbildung 6.9 zeigt einen Auszug aus dem Protokoll des Lösers zum Zeitpunkt4:2 im
13: Makrozeitschritt und des ersten von drei Teilzeitschritten. Dieser Auszug ist reprä-
sentativ für das gesamte Protokoll. Es erfolgt kein vorzeitiger Abbruch, somit werden5
Iterationen durchgeführt. Zu erkennen ist, dass der relative Fehler wie auch die relati-
ve Veränderung sich gleichmäÿig und konstant verringern. Keine der drei Komponenten
konvergiert deutlich schneller oder langsamer als die anderen zwei. Auch die Konvergenz-
raten des Mehrgitterverfahrens der einzelnen Komponenten entwickeln sich gleichmäÿig.
Im fünften Iterationsschritt ist der maximale Relative FehlerDEF = 0 :810� 5. Die ma-
ximale relative VeränderungREL beträgt 0:2810� 3. Die maximale Konvergenzrate des
Mehrgitterverfahrens ist 0:8810� 6 und die Konvergenzrate des nichtlinearen Iterations-
verfahrens beträgt0:24. Insgesamt lassen diese Kennzahlen auf eine sehr schnelle und
robuste Konvergenz schlieÿen. Insbesondere die Konvergenzraten des Mehrgitterverfah-
rens sind auÿerordentlich gut.
Abbildung 6.10 zeigt eine Visualisierung der euklidischen Norm des Geschwindigkeits-
felds der Strömung nach neun Sekunden. Die Bilder zeigen den Schnitt des Strömungsfel-
des mit derxz-Ebene bzw. deryz-Ebene im Nullpunkt. Eine quantitative Überprüfung
des Ergebnisses ist nicht möglich, da die exakte Lösung zum Vergleich nicht vorhanden
ist. Jedoch stimmt die Visualisierung in Abbildung 6.10 mit den Erwartungen über-
ein. In der Hauptkammer des T-Stücks entsteht ein Wirbel. Der rechte Zu�uss hat
aufgrund der höheren Geschwindigkeit einen überwiegenden Ein�uss auf die Strömung.
Eine nachträgliche Berechnung mittels des Programms ParaView [52] ergibt als mittlere
Gesamtgeschwindigkeit über der Fläche des Ab�usses einen Wert von3:74m

s . Die Summe
der mittleren Geschwindigkeiten der Zu�üsse beträgt3:82m

s . Dies ergibt einen relativen
Fehler von0:02 und ist ein klares Indiz dafür, dass die berechnete Lösung divergenzfrei
ist.
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6.3 Beispiel 1: T-Stück

Abbildung 6.3: Zu sehen ist ein T-Stück. Das Hauptteil ist ein Zylinder mit einem Durch-
messer von20 Metern und einer Länge von30 Metern. Die Zu- und Ab�üsse
sind Zylinder mit einem Durchmesser von10 Metern und einer Länge von20
Metern.

Abbildung 6.4: Zu sehen sind drei Flächenverbände der GeometrieG des T-Stücks, welche
aus je zwei Flächen bestehen.
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6 Numerische Ergebnisse

Abbildung 6.5: Zu sehen ist die Vereinigung der approximierenden Triangulierungen
T̂1; : : : ; T̂13 der FlächenverbändefF 1; : : : ; F13g.
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6.3 Beispiel 1: T-Stück

Abbildung 6.6: In der ersten Zeile sind zwei Flächenverbände des T- Stücks zu sehen. In der
mittleren und unteren Zeile werden die zugehörigen, approximierenden bzw.
globalen Triangulierungen gezeigt. 131



6 Numerische Ergebnisse

Abbildung 6.7: Die bezüglich der GeometrieG des T-Stücks zulässigen HexaedergitterH 0

(oben) und H 1.
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6.3 Beispiel 1: T-Stück

Abbildung 6.8: Die bezüglich der GeometrieG des T-Stücks zulässigen HexaedergitterH 2

(oben) und H 3.
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Ecken Hexaeder
Stufe 0 608 444
Stufe 1 4159 3552
Stufe 2 30749 28416
Stufe 3 236473 227328

Tabelle 6.1: Die Tabelle enthält die Anzahl der Ecken und Hexaeder der GitterH 0; : : : ; H 3.

Minimum Maximum Mittel
Stufe 0 0.28 1.00 0.88
Stufe 1 0.28 1.00 0.94
Stufe 2 0.28 1.00 0.96
Stufe 3 0.28 1.00 0.97

[0.0,0.1) [0.1,0.2) [0.2,0.3) [0.3,0.4) [0.4,0.5) total
Stufe 0 0 0 4 0 2 444
Stufe 1 0 0 4 20 10 3552
Stufe 2 0 0 6 124 78 28416
Stufe 3 0 0 16 766 695 227328

[0.5,0.6) [0.6,0.7) [0.7,0.8) [0.8,0.9) [0.9,1.0] total
Stufe 0 2 4 136 20 276 444
Stufe 1 10 4 326 406 2772 3552
Stufe 2 56 60 1089 2350 24653 28416
Stufe 3 411 374 5561 14266 205239 227328

Tabelle 6.2: Die erste Tabelle zeigt das Minimum, das Maximum und das Mittel der ska-
lierten Jacobi-Determinante aller Hexaeder der HexaedergitterH 0; : : : ; H 3 be-
züglich der Geometrie des T-Stücks. Die zweite und dritte Tabelle zeigen die
Häu�gkeitsverteilung der skalierten Jacobi-Determinante, bezogen auf die Inter-
valle [0:0; 0:1); : : : ; [0:9; 1].
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Minimum Maximum Mittel
Stufe 0 0.50 1.00 0.85
Stufe 1 0.71 1.00 0.95
Stufe 2 0.71 1.00 0.98
Stufe 3 0.68 1.00 0.99

[0.0,0.1) [0.1,0.2) [0.2,0.3) [0.3,0.4) [0.4,0.5) total
Stufe 0 0 0 0 0 2 252
Stufe 1 0 0 0 0 0 1064
Stufe 2 0 0 0 0 0 4368
Stufe 3 0 0 0 0 0 17696

[0.5,0.6) [0.6,0.7) [0.7,0.8) [0.8,0.9) [0.9,1.0] total
Stufe 0 2 4 104 16 124 252
Stufe 1 0 0 34 150 880 1064
Stufe 2 0 0 30 121 4217 4368
Stufe 3 0 4 76 292 17324 17696

Tabelle 6.3: Die erste Tabelle zeigt das Minimum, das Maximum und das Mittel der ska-
lierten Jacobi-Determinante aller Randhexaeder der HexaedergitterH 0; : : : ; H 3

bezüglich der Geometrie des T-Stücks. Die zweite und dritte Tabelle zeigen die
Häu�gkeitsverteilung der skalierten Jacobi-Determinante, bezogen auf die Inter-
valle [0:0; 0:1); : : : ; [0:9; 1].
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6 Numerische Ergebnisse

Abbildung 6.9: Auszug aus PP3D-Protokoll während der Berechnung der Strömung durch
das T-Stück.
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Abbildung 6.10: Visualisierung der euklidischen Norm des Geschwindigkeitsfelds der Strö-
mung durch das T-Stück. Das linke Bild zeigt den Schnitt mit der xz-
Ebene im Nullpunkt. Das rechte Bild zeigt den Schnitt mit der yz-Ebene
im Nullpunkt.

6.4 Beispiel 2: Schwebendes Kreuz im Windtunnel

Geometrie
Im zweiten Beispiel wird der Fluss um ein schwebendes Objekt in einem Windtunnel si-
muliert. Länge, Breite und Höhe des Tunnels betragen jeweils100; 50und 50Meter. Das
schwebende Objekt ist eine Vereinigung zweier Zylinder, welche sich in einem rechten
Winkel zueinander schneiden. Die Zylinderachsen sind parallel zury-Achse bzw.z-Achse
des Einheitskoordinatensystems ausgerichtet. Der Schnittpunkt der Zylinderachsen hat
die Koordinaten (30 25 25). Der Radius und die Länge beider Zylinder betragen5 bzw.
30 Meter. Abbildung 6.11 zeigt eine perspektivische Ansicht dieser Konstellation. Der
Zu�uss und Ab�uss liegen beix = 0 bzw. x = 100.

Zerlegung in Flächenverbände
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Die GeometrieG, welche das Zylinderkreuz und den Tunnel beschreibt, besteht aus 34
Flächen. Der Tunnel wird durch sechs Vierecks�ächen beschrieben. Das Zylinderkreuz
besteht aus28 Flächen. Der vordere, mittlere Bereich des Kreuzes besteht aus vier
dreickecksförmigen Flächen, welche zu einem Flächenverband zusammengefasst werden
(siehe Abbildung 6.12). Entsprechend werden vier Flächen auf der Rückseite zu einem
Verband zusammengefasst. Die restlichen Flächen der Geometrie bilden einelementige
Flächenverbände. Insgesamt erhält man so eine aus28Flächenverbänden bestehende Flä-
chenverbandzerlegungZF = fF 1; : : : ; F28g. Als charakteristische Kurven wurden wieder
alle Kurven gewählt, welche nur einen stetigen Übergang zwischen zwei Flächen bilden.

Approximierende und globale Triangulierung
Zu den einzelnen Flächenverbänden der FlächenverbandzerlegungZF der GeometrieG
werden mit Hilfe des Programms Rhinoceros approximierende Triangulierungen erzeugt.
Die approximierenden Triangulierungen der Tunnelseiten entsprechen jeweils einem Vier-
eck, welches durch eine Diagonale geteilt wurde. Die approximierenden Triangulierungen
des Zylinderkreuzes bestehen insgesamt aus2406Dreiecken und ihre Vereinigung ist in
Abbildung 6.13 zu sehen.

Wie auch im ersten Beispiel werden mit Hilfe der Mittelwert-Projektion zu den ap-
proximierenden Triangulierungen entsprechende globale Triangulierungen erzeugt. Als
Randparametrisierung wird die Kreis-Bogen-Strecken-Projektion verwendet. Abbildung
6.14 zeigt zwei Beispiele. In der ersten Zeile sind zwei Flächenverbände zu sehen. In der
mittleren und unteren Zeile werden die approximierenden bzw. globalen Triangulierun-
gen gezeigt. Der Flächenverband oben links besteht aus vier Flächen und repräsentiert
den mittleren vorderen Bereich des Zylinderkreuzes. Der zweite Flächenverband besteht
aus einer Fläche und entspricht einem Teil der Oberseite des horizontalen Zylinders.

Hexaedergitter
Analog zum ersten Beispiel wird mit Hilfe des Programms ICEM CFD zuerst ein Grob-
gitter H 0 erzeugt. Mit dem in Abschnitt 5.2.2 vorgestellten Algorithmus wird dieses
Gitter insgesamt vier mal unterteilt. Man erhält die Gitter H 1; H 2; H 3; H 4. Alle diese
Gitter sind zulässig bezüglich der GeometrieG des Zylinderkreuzes. Die GitterH 0; H 1

bzw. H 2; H 3 sind in den Abbildungen 6.15 bzw. 6.16 zu sehen. Einen Überblick über
die Anzahl der Ecken und Hexaeder der Gitter gibt Tabelle 6.4. Die Tabellen 6.5 und
6.6 enthalten genaue Angaben zur Qualität der Gitter, bezogen auf die skalierte Jacobi-
Determinante. Kein Gitter enthält einen Hexaeder mit einer SJD von weniger als0:5.
Die Gitter haben somit alle eine sehr gute Qualität.

Numerische Simulation
In diesem numerischen Experiment hat der Zu�uss durch die linke Seite des Windtunnels
zum Zeitpunkt 0 eine Geschwindigkeit von3m

s . Das Fluid hat die gleichen Eigenschaften
wie im ersten Experiment, d. h. die Dichte beträgt1 kg

m3 und die kinematische Viskosität
ist 0:1m2

s . In diesem Fall wird als charakteristische Länge der Durchmesser des umström-
ten Objektes gewählt. Die charakteristische Geschwindigkeit entspricht wieder der über
den Querschnitt gemittelten Geschwindigkeit des Zu�usses. Dies führt zu der Reynolds-
zahl Re = 3�10

0:1 = 300. Auch in diesem Fall handelt es sich um eine laminare Strömung.
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Die Strömung wurde wieder über ein Zeitintervall von9 Sekunden simuliert und als
Löser wurde PP3D verwendet.
Die Berechnung der Simulation benötigte insgesamt11 Stunden, 33 Minuten und 55
Sekunden. Die viermalige Unterteilung des Grobgitters inklusive der Randanpassung
dauerte 35 Sekunden. Auch hier ist der Anteil der Zeit für die Randanpassung, gemes-
sen an der Gesamtzeit, verschwindend gering.
Abbildung 6.17 zeigt einen repräsentativen Auszug aus dem Protokoll des Lösers zum
Zeitpunkt 3:03 im 16: Makrozeitschritt und des ersten von drei Teilzeitschritten. Es
erfolgt kein vorzeitiger Abbruch, somit werden5 Iterationen durchgeführt. Wie auch
im ersten Beispiel entwickeln sich die Werte der Konvergenzrate des Mehrgitterverfah-
rens, des relativen Fehlers und der relativen Veränderung komponentenweise gleichmäÿig.
Der relative Fehler verringert sich deutlich. Im fünften Iterationsschritt ist der maxima-
le relative Fehler DEF = 0 :7310� 5. Die maximale relative VeränderungREL beträgt
0:1110� 2. Die maximale Konvergenzrate des Mehrgitterverfahrens ist0:6810� 4 und die
Konvergenzrate des nichtlinearen Iterationsverfahrens beträgt0:32. Auch hier liegt eine
robuste und schnelle Konvergenz vor und die Konvergenzrate des Mehrgitterverfahrens
ist auÿerordentlich gut.
Die Abbildungen 6.18 und 6.19 zeigen Visualisierungen der euklidischen Norm des Ge-
schwindigkeitsfelds der Strömung nach neun Sekunden. Die Bilder zeigen den Schnitt des
Strömungsfeldes mit derxz-Ebene bzw. deryz-Ebene im Punkt (0 25 0) bzw. (30 0 0).
Eine quantitative Überprüfung des Ergebnisses ist nicht möglich, da die exakte Lösung
zum Vergleich nicht vorhanden ist. Die Visualisierungen stimmen jedoch mit den Er-
wartungen überein. Seitlich des Kreuzes ergeben sich höhere Geschwindigkeiten. Hinter
dem Kreuz entstehen Verwirbelungen mit geringeren Geschwindigkeiten. Die mittlere
Gesamtgeschwindigkeit über der Fläche des Ab�usses hat einen Wert von2:93m

s . Für
den Zu�uss ergibt sich ein Wert von3:00m

s . Dies ergibt einen relativen Fehler von0:02
und ist ein klares Indiz dafür, dass die berechnete Lösung divergenzfrei ist.

139



6 Numerische Ergebnisse

Abbildung 6.11: Zu sehen ist eine perspektivische Ansicht des schwebenden Zylinderkreuzes
in einem Windtunnel.

Abbildung 6.12: Gezeigt wird ein Flächenverband, bestehend aus vier Flächen, welcher den
vorderen, mittleren Bereich des Zylinderkreuzes beschreibt.
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Abbildung 6.13: Zu sehen sind eine perspektivische Ansicht und eine Vorderansicht der
Vereinigung der approximierenden Triangulierungen der Flächenverbände
des Zylinderkreuzes. Die Gesamtzahl der Dreiecke beträgt2406.

Abbildung 6.14: In der ersten Zeile sind zwei Flächenverbände des Zylinderkreuzes zu sehen.
In der mittleren und unteren Zeile werden die zugehörigen approximierenden
bzw. globalen Triangulierungen gezeigt.
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Abbildung 6.15: Die bezüglich der GeometrieG des Zylinderkreuzes zulässigen Hexaedergit-
ter H 0 (oben) und H 1.
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Abbildung 6.16: Die bezüglich der GeometrieG des Zylinderkreuzes zulässigen Hexaedergit-
ter H 2 (oben) und H 3.
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Ecken Hexaeder
Stufe 0 248 136
Stufe 1 1514 1088
Stufe 2 10370 8704
Stufe 3 76226 69632
Stufe 4 583298 557056

Tabelle 6.4: Die Tabelle enthält die Anzahl der Ecken und Hexaeder der GitterH 0; : : : ; H 4

bezüglich des Zylinderkreuzes.

Minimum Maximum Mittel
Stufe 0 0.71 1.00 0.97
Stufe 1 0.71 1.00 0.96
Stufe 2 0.69 1.00 0.97
Stufe 3 0.60 1.00 0.98
Stufe 4 0.55 1.00 0.98

[0.0,0.1) [0.1,0.2) [0.2,0.3) [0.3,0.4) [0.4,0.5) total
Stufe 0 0 0 0 0 0 136
Stufe 1 0 0 0 0 0 1088
Stufe 2 0 0 0 0 0 8704
Stufe 3 0 0 0 0 0 69632
Stufe 4 0 0 0 0 0 557056

[0.5,0.6) [0.6,0.7) [0.7,0.8) [0.8,0.9) [0.9,1.0] total
Stufe 0 0 0 16 0 120 136
Stufe 1 0 0 128 48 912 1088
Stufe 2 0 16 528 520 7640 8704
Stufe 3 8 60 2952 2916 63696 69632
Stufe 4 24 336 17085 20993 518618 557056

Tabelle 6.5: Die erste Tabelle zeigt das Minimum, das Maximum und das Mittel der skalier-
ten Jacobi-Determinante aller Hexaeder der HexaedergitterH 0; : : : ; H 4 bezüglich
der Geometrie des Zylinderkreuzes. Die zweite und dritte Tabelle zeigen die Häu-
�gkeitsverteilung der skalierten Jacobi-Determinante, bezogen auf die Intervalle
[0:0; 0:1); : : : ; [0:9; 1].
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Minimum Maximum Mittel
Stufe 0 0.71 1.00 0.96
Stufe 1 0.71 1.00 0.94
Stufe 2 0.69 1.00 0.96
Stufe 3 0.60 1.00 0.97
Stufe 4 0.55 1.00 0.97

[0.0,0.1) [0.1,0.2) [0.2,0.3) [0.3,0.4) [0.4,0.5) total
Stufe 0 0 0 0 0 0 127
Stufe 1 0 0 0 0 0 768
Stufe 2 0 0 0 0 0 3152
Stufe 3 0 0 0 0 0 12816
Stufe 4 0 0 0 0 0 51728

[0.5,0.6) [0.6,0.7) [0.7,0.8) [0.8,0.9) [0.9,1.0] total
Stufe 0 0 0 16 0 111 127
Stufe 1 0 0 128 48 592 768
Stufe 2 0 16 272 264 2600 3152
Stufe 3 8 60 776 844 11128 12816
Stufe 4 24 320 2604 2746 46034 51728

Tabelle 6.6: Die erste Tabelle zeigt das Minimum, das Maximum und das Mittel der ska-
lierten Jacobi-Determinante aller Randhexaeder der HexaedergitterH 0; : : : ; H 4

bezüglich der Geometrie des Zylinderkreuzes. Die zweite und dritte Tabelle zei-
gen die Häu�gkeitsverteilung der skalierten Jacobi-Determinante, bezogen auf die
Intervalle [0:0; 0:1); : : : ; [0:9; 1].
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Abbildung 6.17: Auszug aus dem Protokoll der Simulation der Strömung um das
Zylinderkreuz.
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Abbildung 6.18: Visualisierung der euklidischen Norm des Geschwindigkeitsfelds der Strö-
mung um das Zylinderkreuz. Zu sehen ist der Schnitt des Strömungsfeldes
mit der xz-Ebene im Punkt (0 25 0).
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Abbildung 6.19: Visualisierung der euklidischen Norm des Geschwindigkeitsfelds der Strö-
mung um das Zylinderkreuz. Zu sehen ist der Schnitt des Strömungsfeldes
mit der yz-Ebene im Punkt (30 0 0).
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7 Zusammenfassung

Die beiden, im vorherigen Kapitel vorgestellten Beispiele haben gezeigt, dass es mit dem
neuen Unterteilungsverfahren möglich ist, zu komplexen Geometrien Gitter von sehr gu-
ter Qualität zu erzeugen. Die Konstruktion erfolgt sehr schnell und die benötigte Zeit
fällt gegenüber der Gesamtzeit des numerischen Experimentes nicht ins Gewicht. Die gu-
te Qualität der Hexaeder zeigt sich in der berechneten skalierten Jacobi-Determinante.
Ein weiteres Indiz für die gute Qualität ist der robuste und schnelle Ablauf des Lösers
PP3D mit sehr guten Konvergenzraten der Mehrgitterverfahren und des nichtlinearen
Iterationsverfahrens. Die berechneten Strömungen stimmen mit den Erwartungen über-
ein. Zum gröÿten Teil läuft das Verfahren automatisch ab. Interaktionen des Anwenders
sind bei der Zerlegung der gegebenen Geometrie in Flächenverbände nötig. Diese müssen
geeignet auf das Grobgitter abgestimmt werden. Auch das Grobgitter selbst muss ma-
nuell konstruiert werden. Für kommerzielle Gittergeneratoren gelten jedoch die gleichen
Einschränkungen. So muss beim Programm ICEM CFD der Anwender die gegebene
Geometrie in Hexaederblöcke zerlegen. Randvierecke der Blöcke müssen dem Rand der
Geometrie manuell zugewiesen werden. Meines Erachtens ist ein vollautomatisches Ver-
fahren für komplexe Geometrien nicht realisierbar.
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Anhang

Implementierte Software

Das in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren zur Erzeugung einer Hierarchie von Hexa-
edergittern wurde als eine eigene Bibliothek in die Software FEATFLOW eingebunden.
Insgesamt wurden über 150 Funktionen implementiert. Die folgende Tabelle gibt einen
kurzen Überblick über die wichtigsten Funktionen zur Konstruktion der globalen Para-
metrisierungen der Kurven- und Flächenverbände:

BRIGES Einlesen der Geometrie im IGES-Format.
BFPCM Bestimmung der Kurven- und Flächenparameter der Ecken des

Grobgitters.
BTRWAV Einlesen der approximierenden Triangulierungen der Flächenver-

bände.
BTFPT Bestimmung der Kurven- und Flächenparameter der Ecken der ap-

proximierenden Triangulierungen.
BTCBP Berechnung der Randparametrisierung.
BTCIP Berechnung der Parameterwerte der inneren Ecken.
BTCGP Berechnung der Parameterwerte der Ecken des Grobgitters bezogen

auf die Flächenverbände.
BGCGPD Bestimmung der globalen Parametrisierungen der Kurvenverbände.
BFCGP Berechnung der Parameterwerte der Ecken des Grobgitters bezogen

auf die Kurvenverbände.

Die Funktion BTSBV führt die gleichmäÿige Unterteilung des aktuellen Hexaedergitters
aus. Die Unterteilung von Randkanten und Randvierecken werden von den folgenden
Funktionen durchgeführt:

BFSE Unterteilung einer Kante im globalen Parameterbereich eines Kur-
venverbandes.

BTSE Unterteilung einer Kante im globalen Parameterbereich eines Flä-
chenverbandes.

BTSF Unterteilung eines Vierecks im globalen Parameterbereich eines
Flächenverbandes.

Der gesamte Source-Code ist auf der beigelegten DVD im Verzeichnisfeat�ow enthalten.
Im Unterverzeichnisnurbs be�nden sich alle neu geschriebenen Funktionen. In den Un-
terverzeichnissenpp3dcrossund pp3dtjunction sind die numerischen Experimente ent-
halten. Die benötigten Eingabedaten be�nden sich jeweils im Verzeichnis#adc. Die
nächst Tabelle gibt einen Überblick welche Datei was enthält:
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geometry.igs Geometriedaten im IGES-Format.
mesh.tri Grobgitter.
cluster.obj Approximation der Flächenverbände.

Eine Beschreibung der berechneten Strömung zu verschiedenen Zeitpunkten ist im Ver-
zeichnis#gmv im GMV-Format zu �nden.

Verwendete Software

Zur Erstellung der Geometrie sowie der approximierenden Triangulierung der Flächen-
verbände wurde die Software Rhinoceros [37] verwendet. Die Grobgitter wurden mit Hilfe
des Programms ANSYS ICEM CFD [1] erstellt. Die Auswertung der NURBS-Kurven
und -Flächen erfolgten mit dem Programmpaket SISL (Sintef Spline Library) [51]. Die
verwendeten Funktionen waren im Einzelnen:
s1221 Auswertung einer NURBS-Kurve in einem Parameterwertt.
s1957 Bestimmung des Parameterwertest eines Punktesp 2 C auf einer

NURBS-Kurve C.
s1988 Bestimmung der Bounding-Box einer NURBS-Kurve.
s1421 Auswertung einer NURBS-Fläche in einem Parameterwertepaar

(u; v).
s1958 Bestimmung des Parameterwertepaares(u; v) eines Punktesp 2 S

auf einer NURBS-FlächeS.
s1989 Bestimmung der Bounding-Box einer NURBS-Fläche.

Das Gleichungssystem der Mittelwert-Projektion wurde mit Hilfe der Bibliothek UMF-
PACK [12] gelöst. Mit der Funktion UM2DFA erzeugt man eine LU-Zerlegung der Matrix
des Gleichungssystems. Mit der Funktion UMD2SO kann man dann das Gleichungssys-
tem lösen.
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