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Von der Behauptung zum Befund? Zur Entwicklung
ausgewahlter mathematikdidaktischer Diskursstande

In mathematikdidaktischen Lehrbiichern und praxisorientierten Zeitschriften
lassen sich zu vielen fachlichen Gegenstdnden vermeintliche oder tatsachli-
che Gewissheiten iiber zentrale gedankliche Herausforderungen fiir Ler-
nende und dazu passende Vorschldge zur Gestaltung des Unterrichts finden.
Dabei wird selten reflektiert, inwieweit die jeweilige Gewissheit zu so etwas
wie einer konsolidierten Wissensbasis der Mathematikdidaktik gezéhlt wer-
den kann. Im vorliegenden Beitrag gehen wir anhand zweier ausgewdhlter
zentraler Unterrichtsinhalte der Sekundarstufe I exemplarisch folgenden
Fragen nach: (1) Wie hat sich die Gewissheit zu dieser spezifischen Frage
des Lehrens und Lernens von Mathematik entwickelt? (2) Welche kritischen
Riickfragen an diese Gewissheit sind weitgehend offen?

Fallbeispiel A: Wege zur algebraischen Termumformung

Einen wesentlichen Ansto zu unseren Uberlegungen gab Gerstner (2023),
der sich im Rahmen seiner Dissertation intensiv mit der Frage nach mogli-
chen Wegen von Schiiler:innen in den algebraischen Kalkiil auseinander-
setzt. Bereits im Theorieteil der Arbeit hinterfragt der Autor bei der Aufbe-
reitung des Diskursstandes scheinbare mathematikdidaktische Gewissheiten.
Dazu zahlt u. a. die Tragfahigkeit der Idee der Generalisierung, bei der davon
ausgegangen wird, dass der Weg vom Aufstellen von Termen zur Beschrei-
bung von Figurenfolgen erfolgreich bis zur Etablierung algebraischer Ter-
mumformung fiihrt. Zweifel an der behaupteten Tragfahigkeit dieses Wegs
basieren dabei sowohl auf eigener Unterrichtserfahrung als auch auf dem
Umstand, dass die fachdidaktische Literatur, die diesen Weg vorschligt,
keine Antwort auf die Frage gibt, wie genau der Weg vom symbolischen
Beschreiben hin zum algebraischen Kalkiil beschritten werden kann (vgl.
ebd., S. 63 ff.). Vielmehr finden sich hiufig lapidare Kommentare dazu, dass
sich die Umformungsregeln ,,zwanglos* (Malle, 1993, S. 239) ergeben.

Auf Basis eigener empirischer Untersuchungen arbeitet Gerstner (2023) her-
aus, dass einer Unterrichtsreihe nach der Idee der Generalisierung zentrale
Lernhiirden hin zum algebraischen Kalkiil inhédrent sind, welche in der Lite-
ratur, die diesen Weg quasi als Konigsweg propagiert, nicht beriicksichtigt
werden. Zu den herausgearbeiteten Hiirden zdhlen die Notwendigkeit des
Kollabierens des mithsam aufgebauten Narrativs des aufgestellten Terms
(z. B. fixieren Klammern eine gedankliche Einheit, die nicht einfach aufge-
16st werden kann), das notige Ausblenden der kontextuellen Bedeutung der
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Variablen als Figurennummer sowie das gleichzeitige Auftreten beliebig
komplexer Termstrukturen, welche ineinander libergefithrt werden sollen.
All diese Lernhiirden legen die Notwendigkeit eines intensiven, kritischen
und ergebnisoffenen Beleuchtens des im aktuellen didaktischen Diskurses
geltenden Grundsatzes ,,Inhalt vor Kalkiil*“ fiir den algebraischen Anfangs-
unterricht nahe. Gerstner (ebd.) fiihrt auch begriindete Zweifel beziiglich der
Legitimitdt weiterer vermeintlicher mathematikdidaktischer Gewissheiten
zur Einfiihrung in die elementare algebraische Formelsprache an. Dazu zéh-
len Aussagen tiber fortschreitende Schematisierung, die Orientierung an der
Gleichwertigkeit als hinter Termumformungen liegendes strukturelles Kon-
zept oder die Niitzlichkeit von Visualisierungen zum Verstehen algebrai-
scher Zusammenhéinge, welche sich auch in aktuellen Lehrwerken wieder-
finden (z. B. Weigand et al., 2022). Dabei scheint dieser Diskursstand zu-
mindest zum Teil durch vorschnelles Aufgreifen und Zitieren geduBerter
Vermutungen zustande gekommen zu sein — auch unter Ausblendung gegen-
laufiger Betrachtungen und Befunde (vgl. dazu Gerstner, 2023).

Fallbeispiel B: Das Phanomen der vergrof3ernden Division

Im Rahmen einer eigenen Studie (Biichter & Donner, 1. Vorb.) zur Herlei-
tung der Regel zur Bruchdivision sind wir in der jlingeren Literatur mit ei-
nem ebenfalls einheitlichen Bild davon konfrontiert worden, was eine —
wenn nicht die — zentrale Schwierigkeit bei der Bruchdivision ist: Bei der
Division von positiven rationalen Zahlen kann der Quotient grofer sein als
der Dividend, was im Bereich der natiirlichen Zahlen nicht méglich ist. Ist
die entsprechende Weiterentwicklung der Vorstellungen zu den Operations-
eigenschaften tatsidchlich eine (oder gar die) zentrale Schwierigkeit fiir Schii-
ler:innen beim Erlernen der Bruchdivision?

Im deutschsprachigen mathematikdidaktischen Diskurs wird mehrmals
anekdotisch auf Schiiler:innen verwiesen, die sich beir der Division von na-
tiirlichen Zahlen durch (Stamm)briiche dariiber verwundert zeigen, dass der
Quotient groBer als der Dividend ist (vgl. Prediger, 2004). Die theoretische
Fundierung hinsichtlich der herausfordernden Vorstellungsentwicklung
greift auf die beiden Studien Bell et al. (1981) und Fischbein et al. (1985)
zuriick. Blicken wir in diese Studien, so findet sich darin jedoch keine ein-
zige Diagnoseaufgabe, in die gemeine Briiche involviert sind. Untersu-
chungsgegenstand war bei beiden Arbeiten vielmehr die Auswirkung des
Auftretens von Dezimalzahlen bei der Identifikation der richtigen Rechen-
operation zu gegebenen Sachsituationen. Fischbein et al. (ebd.) fithren die
besonders haufig auftretenden Schwierigkeit von Schiiler:innen der flinften
und siebten Schulstufe bei der Identifikation der Division darauf zuriick, dass
das primire, intuitive Modell der Division, das Verteilen, in all diesen Féllen
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nicht tragt, im Gegensatz zum Modell des Aufteilens (bzw. Messens), wel-
ches sich offenbar erst zu einem spéateren Zeitpunkt der Schullaufbahn etab-
liert. Die Vermutung, dass die vorrangige Herausforderung darin liegen
konnte, dass Division vergroBert, verfolgen die Autor:innen nicht weiter. In-
wieweit ein Transfer von Aussagen liber Divisionen mit Dezimalzahlen hin
auf gemeine Briiche aus fachdidaktischer Perspektive ohne gesonderte em-
pirische Vergewisserung moglich ist, wird in beiden Arbeiten nicht themati-
siert und bleibt dadurch ungeklart. Anders als bei der Multiplikation (vgl.
Prediger, 2011) gibt es beziiglich der Division keine Ubertragung der Er-
kenntnisse von Fischbein et al. (ebd.) hin auf gemeine Briiche.

Liegt die Schwierigkeit moglicherweise im syntaktischen Umgang mit der
Dezimalzahldarstellung begriindet oder in der bekannten Herausforderung
des Identifizierens mathematischer Inhalte auf Basis von gegebenen Sachsi-
tuationen? Selbst wenn Fischbeins Befunde transferierbar auf die Zahldar-
stellung als gemeine Briiche wire, bleibt vollig offen, ob die Ursachen fiir
die Schwierigkeit des Spezialfalls der Division einer positiven ganzen Zahl
durch einen (Stamm)bruch tatsichlich auf die notige Vorstellungsentwick-
lung zu Eigenschaften der Bruchdivision zuriickgefiihrt werden kann: Be-
kannt 1st die Tatsache, dass bei der Bruchrechnung bei allen Rechenoperati-
onen, und insbesondere auch bei der Bruchdivision, der kombinierte Fall
(Bruch und natiirliche Zahl treten auf) weit fehleranfalliger ist als der Stan-
dardfall (,,Bruch durch Bruch*). Padberg (1986) fiihrt dies auf syntaktische
Herausforderungen der Einbettung der natiirlichen Zahlen in den neuen
Zahlbereich zuriick. Bei der Division einer natiirlichen Zahl durch einen
Stammbruch handelt es sich zunichst einmal um eine (mathematisch sinn-
volle, weil erweiterbare) Setzung. Ohne ausreichende unterrichtliche Er-
schliefung dieser Konvention konnte ein Unbehagen bei der Division in die-
sem Spezialfall auf fehlende Vertrautheit mit der Einbettung des alten Zahl-
bereichs in den neuen Zahlbereich erkliarbar sein und muss nicht ursachlich
in fraglichen Eigenschaften der Bruchdivision liegen. Verweise auf Schii-
ler:innen, die sich bei Quotienten der Form ,,Bruch durch Bruch®, wie % : % =

14 . : . 3 15 2 , :
To> im Gegensatz zu Quotienten wie LT verwundert dariiber zeigen,

dass im ersten Fall der Quotient sowohl grof3er als der Dividend als auch der
Divisor ist, sucht man in der fachdidaktischen Diskussion vergeblich. Auch
ein Blick in die Unterrichtspraxis bestiarkt den bestehenden Befund nicht
ohne weiteres: Im Rahmen von Interviews mit Lehrkréften zu deren eigenen
unterrichtlichen Inszenierung der Bruchdivision wird auf die offene Frage
nach Herausforderungen fiir Schiiler:innen im Lehrgang zur Bruchdivision
nur randstdndig auf die Herausforderung verwiesen, dass die Division nun
auch vergrofBBern kann (vgl. Biichter & Donner, i. Vorb.).
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Fazit

Gemein ist den beiden dargestellten Diskursstanden, dass scheinbare Ge-
wissheiten zumindest zum Teil aus vorschnellem Aufgreifen und Zitieren
geduBerter Vermutungen zustande gekommen sein konnen. Neben die zum
Teil oberflachliche oder generalisierende Nutzung von Quellen tritt manch-
mal auch die Ausblendung ,,irritierender* Befunde. Scheinbare Gewisshei-
ten entstehen dann anscheinend durch hinreichend haufiges Zitieren, ohne
dass zusitzliche theoretische Plausibilitdt oder empirische Evidenz die Ver-
mutung (oder starke Behauptung) weiter absichern.

Da hieraus potenziell eine nicht tragfahige Unterrichtsgestaltung resultiert,
ist haufig eine seridsere wissenschaftliche Praxis erforderlich. Eine typische
Anforderung dabei ist, auf die Urspriinge von Ideen und Vermutungen zu-
riickzugehen, entsprechende Quellen tatsdchlich inhaltlich zu berticksichti-
gen und diese kritisch zu hinterfragen. In einer Einzeluntersuchung solide
gewonnene Ergebnisse konnen dabei auch dem konkreten Untersuchungs-
kontext geschuldet sein und somit noch keine Befunde darstellen. Hier wa-
ren Replikation und Triangulation wichtiger als die Wiederholung von ggf.
nicht substantiierten Ausfiihrungen.
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