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Einblicke in die Herleitung einer Grundvorstellung zum
Tangens

Im Rahmen einer Studie, in der vorstellungsbasierte Zugéinge zur Trigono-
metrie entwickelt und erforscht werden, wurden Lernenden die Bilder in Ab-
bildung 1 gezeigt. Nachdem diese hinsichtlich des dargestellten Anstiegs ge-
ordnet werden sollten, wurden die Lernenden aufgefordert ithre Anordnung
zu erklaren.

Die folgenden AuBerungen stammen aus verschiedenen Bearbeitungsgrup-
pen und stehen exemplarisch fiir eine Vielzahl gegebener Antworten:

Phine Das (zeigt auf den Feldweg) sieht so aus, als wiirde ich am Wochenende spa-
zieren gehen, fiinf Minuten, ganz entspannt.

Ronja Man sieht halt einfach wie das hier (fahrt mit Finger Rollstuhlaufgang nach)
halt hochgeht oder hier (fahrt mit Finger die Felsenklippe nach) geht es halt
komplett steil runter.

Mara  Der ist glaube niedriger, weil das iiber eine ldngere Zeit ansteigt, lingeren Weg
ansteigt, glaube ich.

Leon  Weil es halt spitzer zulduft.

Der Beitrag zeigt, wie diese empirischen Eindriicke in die normative Herlei-
tung einer neuen Grundvorstellung zur Trigonometrie einflieen.

Theoretischer Hintergrund

Damit Lernende tragfahige Konzepte zur Trigonometrie entwickeln, werden
individuelle Vorstellungen aufgegriffen und in mathematisch normative
Vorstellungen tiberfiihrt. Diese normativen Vorstellungen stehen im Mittel-
punkt der Grundvorstellungstheorie (vom Hofe & Blum, 2016). Grundvor-
stellungen sollen dabei insbesondere an das Vorwissen der Lernenden an-
kniipfen, indem sie auf die unmittelbare Lebenswelt der Lernenden Bezug
nehmen (primére Grundvorstellungen) oder an gedankliche Operationen mit
mathematischen Darstellungen ankniipfen (sekundire Grundvorstellungen).
Zur Trigonometrie wurden von Salle und Frohn (2017) bereits Grundvorstel-
lungen aufgestellt: die Verhéltnisvorstellung, die Projektionsvorstellung und
die Oszillationsvorstellung. Diese wurden von Katter (2023) um die Funkti-
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onsvorstellung, die Referenzdreiecksvorstellung und die Koordinatenvor-
stellung erweitert. Katter (2023) nutzte fiir deren Formulierung einen von
Salle und Cliiver (2021) entwickelten Verfahrensrahmen zur Herleitung von
Grundvorstellungen. Mit Bezug auf diesen Verfahrensrahmen wird auch im
Folgenden eine neue Grundvorstellung zum Tangens hergeleitet.

Schritte auf dem Weg zur Formulierung einer neuen Grundvorstel-
lung zum Tangens

Fiir die Herleitung sollen zunédchst der Bezugsrahmen und der Giiltigkeits-
bereich festgelegt werden, innerhalb deren die Grundvorstellung formuliert
werden soll. Es schlieB3t eine Sachanalyse an, die den mathematischen Kern
offenlegt und Phanomene sowie empirische Ergebnisse einbezieht. Darauf
aufbauend wird die konkrete Grundvorstellung formuliert und die didakti-
sche Relevanz eingeschitzt (Salle & Cliiver, 2021).

Die curriculare Ausgestaltung der Sekundarstufe I und theoretische Ausei-
nandersetzungen mit dem Lerngegenstand (Biittner & Erath, 2023) zeigen,
dass durch die Trigonometrie an zentrale Themen des Mathematikunterrichts
angekniipft wird (z.B. Steigungsdreieck bei linearen Funktionen, Glei-
chungslehre, Ahnlichkeits- bzw. Strahlensétze). Fiir die weitere Analyse soll
sich der Giiltigkeitsbereich auf die symbolische Darstellung tan(a) = a/b
und rechtwinklige Dreiecke als grafische Darstellungen beschrinken, wobei
a bzw. b die Gegen- bzw. Ankathete zum Winkel a ist. Salle und Cliiver
(2021) betrachten innerhalb ithrer Analyse zur Verhéltnisvorstellung zum Si-
nus das Verhiltnis zu einem festen Winkel. Ubertrigt man diese Sichtweise
auf den Tangens, wird dieser strukturell als mathematischer Term gedeutet.
Innerhalb des gesetzten Bezugs- und Giiltigkeitsrahmens ist aber auch die
Definition des Tangens als Funktion relevant, die dem Winkel a das Verhalt-
nis aus seiner Gegen- zur Ankathete zuordnet. Diese Definition stellt inso-
fern eine Erginzung zu den in Salle und Cliiver (2021) diskutierten Defini-
tionen dar, da eine Deutung des Tangens als Zuordnung ermoglicht wird.

Da Grundvorstellungen an bekannte Sach- oder Handlungszusammenhénge
ankniipfen (vom Hofe & Blum, 2016), ist neben dieser innermathematischen
Betrachtung auch eine Analyse auf phdnomenologischer Ebene notwendig.
Relevante Phdnomene, die den Tangens motivieren, sind z.B. der Anstieg
von Treppen, Stralen, Schanzen, usw.; die Gleitzahl von Flugzeugen und
Vogeln; der Schattenwurf von Bidumen; die Bestimmung von Hohen bzw.
von Strecken bei der Landvermessung. Allen Problemstellungen ist gemein,
dass man unzugingliche Streckenliangen mithilfe von Winkeln messbar ma-
chen oder Winkel mithilfe von Seitenverhéltnissen ermitteln will. Zudem
lassen sich alle genannten Phinomene mithilfe von Winkeln oder Seitenver-
hiltnissen beschreiben. Das mathematische Konzept, welches sich hinter den
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genannten Phinomenen verbirgt, ist die Ahnlichkeit (rechtwinkliger) Drei-
ecke, die man aufgrund der Ahnlichkeitssitze entweder iiber die Angabe der
Innenwinkel oder der Seitenverhiltnisse beschreiben kann. Durch diese Be-
trachtung lésst sich der Tangens auch innermathematisch als Werkzeug deu-
ten, welches bei der Beschreibung der Ahnlichkeit zwischen den beiden Be-
schreibungsmitteln — Innenwinkel und Verhéltnis zugehoriger Gegen- und
Ankathete — vermittelt.

Eine solche Interpretation des Tangens als Vermittlungswerkzeug, ldsst sich
auch aus der historischen Begriffsgenese (ausfiihrliche Beschreibung bei
Katter, 2023) ableiten: Wurden bei den alten Agyptern die Seitenverhiltnisse
der Kantenldngen der Steine beim Pyramidenbau beriicksichtigt, kamen fiir
Entfernungsmessungen bei Thales erstmals Winkel zum Einsatz. Hipparch
und auch Ptoleméus entwickelten durch die Sehnentafeln erstmals eine Dar-
stellung, die jedem Winkel ein Seitenverhiltnis zuordnet und somit einen
Beschreibungswechsel ermdglicht. Die Relevanz dieser Darstellung lésst
sich daran festmachen, dass sie bis in die Neuzeit fiir Berechnungen genutzt
und weiterentwickelt wurde.

Auch die vorgestellten empirischen Eindriicke aus der Einleitung zeigen,
dass mehrere Beschreibungsmaoglichkeiten fiir Lernende relevant sind: Wih-
rend fiir Phine der Begriff des Anstiegs eher durch Erlebnisse und Erfahrun-
gen gepragt ist, findet man bei Ronja Anzeichen dafiir, dass Anstiege durch
die perzeptuelle Wahrnehmung unterschieden werden. Beide konnen das
Phanomen Steigung zwar wahrnehmen, nutzen aber keine mathematischen
Beschreibungsmittel. Die Aussage von Mara deutet darauf hin, dass sie An-
stiege durch Seitenverhéltnisse beschreibt, wiahrend Leon den Fokus auf die
Innenwinkel richtet. Beide verwenden also schon Vorformen von mathema-
tisch angemessenen Beschreibungsmitteln. Auch berichten Lehrkrifte aus
dem Unterricht von unterschiedlichen Préaferenzen hinsichtlich der Beschrei-
bung des Anstiegs (Marxer & Weisshaar, 2013).

Aus den vorangegangenen Analysen lasst sich als neue primire Grundvor-
stellung die Beschreibungswechselvorstellung (BWV) formulieren: Der
Tangens ermoglicht es von der Beschreibung von Anstiegen durch Anstiegs-
winkel zu einer Beschreibung durch das Verhiltnis aus horizontaler zu ver-
tikaler Streckenldnge zu wechseln. Die neue Grundvorstellung lisst sich
durch die theoretischen Betrachtungen auch als sekundire Grundvorstellung
formulieren: Der Tangens als Funktion, welche einen Wechsel von der Be-
schreibung der Ahnlichkeit rechtwinkliger Dreiecke durch Winkel zu einer
Beschreibung durch das Seitenverhéltnis aus Gegen- zur Ankathete ermog-
licht. Beide Deutungsmoglichkeiten der Beschreibungswechselvorstellung
werden in Abbildung 2 dargestellt.
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Anstiege Ahnlichkeit von rechtwinkligen Dreiecken

Tbeschreibt Tbeschreibt Ibeschreibt 1beschreibt
Verhaltnis von Seiten-
Anstiegswinke| =———>  horizontaler zu Winkel —_— s s
g BWV BWV verhaltnis

vertikaler Strecke
Abb. 2: Primire und sekundire Deutung der Beschreibungswechselvorstellung (BWV)

Die didaktische Relevanz der BWV liegt in der Beachtung individueller
Konzepte, die in den empirischen Einblicken illustriert wurden. Das Zusam-
menfiihren dieser Konzepte steckt im Kern der BWV, weshalb sie fiir eine
tragfahige Begriffsbildung innerhalb der Trigonometrie und fiir einen ge-
meinsamen Unterrichtsdiskurs von Bedeutung ist.

Fazit und Ausblick

Fachliche, phdnomenologische, historische und empirische Betrachtungen
zum Tangens wurden zusammengefiihrt, um die BWV zu formulieren. Auf
sekundérer Ebene lassen sich die Analyseschritte auf alle anderen trigono-
metrischen Funktionen tibertragen. Auf primérer Ebene miissten Phanomene
gefunden werden, die eine solche Formulierung rechtfertigen. Zudem bleibt
zu untersuchen, inwiefern ein Vorstellungsumbruch bei den periodisch tri-
gonometrischen Funktionen ausbleibt, da eine Interpretation des Tangens als
Funktion in dieser Grundvorstellung vorweggenommen wird.
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