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Lerngelegenheiten zur Ausbildung einer relationalen Sicht
auf das Gleichheitszeichen - eine Analyse der syntaktischen
Struktur von Gleichungen in Schulbiichern der Primarstufe

Die Fachdidaktik unterscheidet im Wesentlichen zwei Sichtweisen auf das
Gleichheitszeichen (z. B. Malle et al., 1993): Die operationale Sichtweise
interpretiert das Gleichheitszeichen als Aufforderung zum Rechnen, etwa in
"5+3=__ ".Dierelationale Sichtweise interpretiert das Gleichheitszeichen
als Ausdruck einer Aquivalenzbeziehung zwischen zwei Ausdriicken, was
bedeutet, dass beide Seiten einer Gleichung gleichwertig und austauschbar
sind, z. B. in "5 + 3 =4 + 4". Diese Sichtweise betont insbesondere die Sym-
metrie des Gleichheitszeichens im Sinne einer Aquivalenzrelation.

Spitestens mit dem Ubergang von der Arithmetik zur Algebra in der Sekun-
darstufe wird die relationale Sichtweise zunehmend bedeutender, etwa beim
Losen von Gleichungen wie 2x + 3 = 5 - x (z. B. Knuth et al. 2006). Der
(friihe) Mathematikunterricht sollte daher sicherstellen, dass Schiilerinnen
und Schiiler das Gleichheitszeichen nicht nur operational, sondern auch re-
lational verstehen. Studien zeigen jedoch, dass Lernende das Gleichheitszei-
chen oft primir als Operationszeichen wahrnehmen (z. B. Behr et al., 1980;
Borromeo Ferri & Blum, 2011; Falkner et al., 1999; Knuth et al., 2006).

Verwendung des Gleichheitszeichens in Schulbiichern

Schulbiicher sind eine zentrale Lehr- und Lernressource im (Mathema-
tik-)Unterricht (Valverde et al., 2002). Lehrkrifte nutzen sie zur Vorberei-
tung und Durchfiihrung ihres Unterrichts (Haggarty & Pepin, 2002). Schii-
lerinnen und Schiiler nutzen sie, um Inhalte zusammenzufassen und zu wie-
derholen, Hausaufgaben zu erledigen oder zur Priifungsvorbereitung (Fuchs
et al., 2014). Thre Qualitidt und didaktische Gestaltung kann daher entschei-
dend dafiir sein, wie mathematische Inhalte erfasst und verstanden werden.

Beziiglich des Gleichheitszeichens zeigen Li et al. (2008), dass chinesische
Schiilerinnen und Schiiler das Gleichheitszeichen deutlich hiufiger relatio-
nal auffassen als US-amerikanische Schiilerinnen und Schiiler. Als mogliche
Ursache werden systematische Unterschiede in den verwendeten syntakti-
schen Strukturen von Gleichungen in den Schulbiichern beider Lander dis-
kutiert: In den USA wird das Gleichheitszeichen vorwiegend operational im
Kontext von Rechenoperationen dargestellt (McNeil et al., 2006), wahrend
es in chinesischen Schulbiichern primir als Symbol zum Ausdruck von
Gleichheit oder Aquivalenz in Vergleichsaufgaben eingefiihrt wird.
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Die Literatur unterscheidet im Zusammenhang mit dem Verstindnis des
Gleichheitszeichens mindestens vier grundlegende syntaktische Strukturen
von Gleichungen (z. B. Behr et al., 1980; McNeil et al., 2006; Rittle-Johnson
et al., 2011; Bezeichnungen leicht modifiziert): die operation-equals-results
Struktur (OER; z. B. 3 + 5 = 8), die results-equals-operation Struktur (REQO;
z. B. 8 = 3 +5), die operation-equals-operation Struktur (OEO; z. B.
2 +6 =4+ 4) und die number-equals-number Struktur (NEN; z. B.: 7 =7).
Wihrend vor allem die OER- und REO-Struktur eine operationale Sicht-
weise auf das Gleichheitszeichen nahelegen, verlangen die OEO- und die
NEN-Struktur eher eine relationale Sicht. Um eine relationale Sichtweise zu
entwickeln, wire es somit wiinschenswert, dass Grundschulkinder auch den
beiden letztgenannten Strukturen in Schulbiichen begegnen.

Ziel der Studie

Die vorliegende Schulbuchanalyse untersucht die syntaktischen Strukturen
von Gleichungen in Schulbiichern der Primarstufe, um abzuleiten, inwieweit
Schulbiicher im deutschsprachigen Raum Lerngelegenheiten zur Ausbildung
einer relationalen Sicht auf das Gleichheitszeichen bieten. Dazu werden die
folgenden Forschungsfragen adressiert:

e In welchem Umfang und wie wird das Gleichheitszeichen in Schulbii-
chern definiert oder erldutert?

e Welche relativen Haufigkeiten zeigen sich fiir die verwendeten syntakti-
schen Strukturen insgesamt sowie in den einzelnen Jahrgangsstufen?

Methode

Fiir die Analyse wurden die neuesten Ausgaben von fiinf zugelassenen bay-
erischen Schulbuchreihen (Jahrgangsstufen 1 bis 4) untersucht: Fredo, Den-
ken und Rechnen, Das Zahlenbuch, Nussknacker und Zahlenzauber. Zusatz-
materialien wie elektronisch verfiigbare Aufgaben, Themen- oder Forder-
hefte wurden nicht berticksichtigt. Alle Schulbiicher werden wie Arbeits-
hefte genutzt und sind somit Verbrauchsmaterialien.

Neben mdglichen Definitionen oder Erklarungen zum Gleichheitszeichen
wurden nur Aufgaben (keine einzelnen Teilaufgaben) kodiert, in denen das
Gleichheitszeichen explizit vorkommt und die syntaktische Struktur eindeu-
tig erkennbar ist. Aufgaben wie ,,Berechne: 5 + 7 wurden somit nicht ko-
diert, wihrend Aufgaben wie ,,Berechne: 5 +7 = “ beriicksichtigt wur-
den. Textaufgaben, bei denen eine Rechnung oder Gleichung selbststandig
aufgestellt werden musste, wurden nur kodiert, wenn die erwartete syntakti-
sche Struktur der aufzustellenden Gleichung vorgegeben war. Mehrfachko-
dierungen waren moglich, etwa wenn eine Aufgabe mehrere syntaktische
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Strukturen enthielt. Die vorkommenden syntaktischen Strukturen wurden
nach den Kategorien OER, REO, OEO oder NEN kodiert.

Ergebnisse

Insgesamt wurden 2279 Lerngelegenheiten (Definitionen, Erkldrungen oder
Aufgaben) identifiziert (Fredo: 412, Denken und Rechnen: 538, Das Zahlen-
buch: 469, Nussknacker: 443, Zahlenzauber: 417).

In den 20 Schulbiichern finden sich 21 Erkldrungen zum Gleichheitszeichen,
meist die korrekte Aussprache betreffend, wie in Fredo 1 (S. 27): "So spre-
chen Mathematiker: 3 ist gleich 3. So schreiben Mathematiker: 3 =3". Einige
Definitionen fordern eine relationale Sichtweise, etwa "Bei einer Gleichung
steht auf jeder Seite des Gleichheitszeichens der gleiche Wert." (Fredo 4, S.
14), wihrend andere eine operationale Sichtweise betonen, z. B. "5 - 2 = 3;
5 minus 2 ist gleich 3; 3 ist das Ergebnis." (Welt der Zahl 1, S. 46).

Tabelle 1 zeigt die relativen Haufigkeiten der syntaktischen Strukturen ins-
gesamt und nach Jahrgangsstufen. Signifikante Unterschiede zeigen sich
zwischen Schulbiichern (p <.001) und Jahrgangsstufen (p <.001).

OER REO OEO NEN Andere
Gesamt 84,3 % 6,3 % 2,4 % 8,2 % 1,8 %
Jahrgangsstufe 1 85,3 % 6,6 % 3,5 % 3.3% 0,1 %
Jahrgangsstufe 2 87,0 % 7,1 % 2,5 % 2,9 % 1,0 %
Jahrgangsstufe 3 77,3 % 6,3 % 1,3 % 14,4 % 2.8 %
Jahrgangsstufe 4 78.2 % 4,8 % 2,3 % 15.4 % 3,0 %

Tabelle 1: Relative Haufigkeiten vorkommender syntaktischer Strukturen

Diskussion

Die Schulbuchanalyse zeigt, dass Grundschulbiicher kaum Gelegenheiten
bieten, das Gleichheitszeichen als Relationszeichen zu verstehen. In etwa
90 % der Fille werden Gleichungen in der OER- oder REO-Struktur darge-
stellt, die beide eine operationale Sichtweise nahelegen. Diese Dominanz
war zu einem gewissen Grad zu erwarten und spiegelt den Fokus der Primar-
stufe auf die Grundrechenarten und die Entwicklung und Automatisierung
von Rechenfertigkeiten wider. Angesichts der Bedeutung einer relationalen
Sichtweise des Gleichheitszeichens fiir das Mathematiklernen in der Sekun-
darstufe ware jedoch eine groBBere Variabilitit der vorkommenden syntakti-
schen Strukturen in Schulbiichern der Primarstufe wiinschenswert gewesen.

Zwar ist ab der dritten Jahrgangsstufe ein Anstieg der NEN-Struktur zu be-
obachten (v. a. bedingt durch Umrechnungsaufgaben wie 1 kg = 2),
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dennoch bleiben syntaktische Strukturen, die eine operationale Sichtweise
begiinstigen, mit einem Anteil von iiber 80 % auch weiterhin dominant.

Ahnliche Verteilungen zeigen sich auch im internationalen Vergleich:
McNeil et al. (2006) fanden in US-amerikanischen Schulbiichern in 24 % bis
70 % der Aufgaben OER-Strukturen und in 0 % bis 8 % OEO-Strukturen.
Diese Ergebnisse wurden als problematisch bewertet, da sie nachweislich
mit einer liberwiegend operationalen Interpretation des Gleichheitszeichens
durch die Schiilerinnen und Schiiler einhergehen.
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