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Einleitung

Eine natiirliche Verallgemeinerung der Knotentheorie, in der Einbettungen von Kreislinien
untersucht werden, stellt das Studium der Einbettungen von Graphen in den dreidimensio-
nalen Raum dar. Ein Graph besteht auf der einen Seite aus Mengen von Ecken und Kanten,
auf der anderen Seite ist er als topologischer Raum ein eindimensionaler endlicher Zellen-
komplex. Die verschiedenen topologischen Aquivalenzrelationen (zum Beispiel regulére
Isotopie, Kobordismus, Homotopie, Homologie), mit deren Hilfe man die Einbettungen
innerhalb der Knotentheorie untersucht, kénnen auf eingebettete Graphen erweitert wer-
den. Dariiber hinaus lassen sich Aquivalenzrelationen erkliren, die nur fiir Graphen Sinn
ergeben. Grundlegende Definitionen und Ergebnisse zu diesem Thema lassen sich in [22],
§1, finden. Weitere Aquivalenzrelationen fiir Graphen werden in [15] eingefiihrt. In dieser
Arbeit wird hauptséichlich die Umgebungsisotopie eingebetteter Graphen behandelt. Al-
lerdings wird es in Kapitel 1, Definition 1.24 auf Seite 25 notwendig sein, den Begriff der
Umgebungsisotopie auf ,,nummerierte“ Umgebungsisotopie auszudehnen. Dabei wird der
Zellenkomplex bzw. das Bild der Einbettung mit Hilfe eines abstrakten Graphen numme-
riert.

Die aus der Knotentheorie bekannte Methode zur Berechnung der Verschlingungszahl
einer Verkettung wird anhand von nummerierten orientierten Graphendiagrammen auf
Einbettungen von Graphen erweitert, indem man die Kreuzungsinformationen des Dia-
gramms auf eine bestimmte Art aufsummiert. In Kapitel 2, Satz 2.22 auf Seite 41 erge-
ben sich gewisse Elemente y € Z", die eine solche Summation festlegen und gleichzeitig
ganzzahlige Verschlingungsinvarianten L, fiir nummerierte orientierte Umgebungsisotopie
liefern. W&hlt man als Graphen disjunkte Kreise, liefert die Invariante die iibliche Ver-
schlingungszahl. Sowohl fiir den vollsténdigen bipartiten Graphen mit sechs Ecken K33
als auch fiir den vollstéindigen Graphen mit 5 Ecken K5 ergibt sich genau die Invariante,
die laut §4 in [22] von J. Simon definiert wurde. Diese Graphen werden unter anderem in

Kapitel 6 behandelt.
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Die Elemente y € Z"™ bilden einen freien Z-Modul (Verschlingungsmodul), der nur von
der Inzidenzmatrix des Graphen abhéngt. In Kapitel 3, Satz 3.7 auf Seite 70 wird gezeigt,
dass dieser isomorph zu dem Kohomologiemodul L (Z) aus [23] ist. Die Verschlingungsin-
varianten werden mithilfe der Wu-Invariante aus [23], §2, {iber den Kronecker-Index dieser
Moduln geliefert, sieche Satz 3.8 auf Seite 71. Im Gegensatz zum Ansatz der vorliegenden
Arbeit ergibt sich L (Z) als Spezialfall von Invarianten aus [30]. An dieser Stelle sei be-
merkt, dass in §3 von [23] die Wu-Invariante benutzt wird, um Einbettungen von Graphen
bis auf Homologie zu klassifizieren. Homologie eingebetteter Graphen ist eine Verallge-
meinerung der Homologie von Verkettungen. In beiden Féllen kann eine Klassifikation
mithilfe von Delta-Bewegungen erreicht werden, siehe [12], Theorem 1.1. sowie [11], Theo-
rem 1.3. Fiir planare Graphen wird in [19], Theorem 2 eine weitere Klassifikation durch die
Verschlingungszahlen disjunkter Kreise des Graphen angegeben. Dieses Resultat wird in
[25], Main Theorem, auf nicht-planare Graphen erweitert. Danach sind zwei eingebettete
Graphen genau dann homolog, wenn sie fiir jeden Teilgraphen, der homéomorph zu zwei
disjunkten Kreisen, K33 oder K3 ist, dieselbe Wu-Invariante haben. Mithilfe der Metho-
den aus [25] und einer Formel fiir den Rang von L (Z) fiir 3-zusammenhéngende, einfache
Graphen in [14], Theorem 3.1., wird in Kapitel 7 eine Konstruktion einer Basis des Ver-
schlingungsmoduls vorgestellt. Jedem Basiselement entspricht einer der oben genannten
Teilgraphen, und aus der Konstruktion geht hervor, welche dieser Teilgraphen als Basisele-
mente gewihlt werden kénnen. Da der Summe zweier Elemente aus dem Verschlingungs-
modul die Summe ihrer Verschlingungsinvarianten zugewiesen wird, kann man sich also bei
der Berechnung der Verschlingungsinvariante eines Graphendiagramms auf Basiselemente
zuriickziehen. Der Zusammenhang mit dem Kronecker-Index und der Wu-Invariante liefert
dann auch das oben erwihnte Klassifikationsergebnis aus [25] fiir 3-zusammenhéngende,
einfache Graphen.

Die Kapitel 4 und 5 beschiiftigen sich mit Kontraktionen von Graphen (,,Zusammen-
ziehen® von Kanten) und die dadurch induzierten Homomorphismen der beteiligten Ver-
schlingungsmoduln. Die Ergebnisse dieser Abschnitte haben hauptséchlich fiir Kapitel 7
vorbereitenden Charakter.

Um das oben erwéhnte Resultat aus [19] zu erhalten, werden orientierbare Bandflachen
fiir planare, trivalente Graphen mit gewissen Verschlingungszahlen disjunkter Kreise des
Graphen als Eintrige in der Seifertform definiert. Dabei entspricht ein verdrilltes Band

(= [0,1] x [0,1]) einer Kante und eine zweidimensionale Scheibe einer Ecke des Graphen
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(siche Kapitel 8). Eindeutig bestimmte orientierbare Bandfldchen sind bereits in [8] so-
wohl fiir den Theta-Graphen als auch fiir den K4 unter der Bedingung, dass die Seifertform
der Bandfliche Null ist, konstruiert worden. In [4] wird eine weitere Konstruktion einer
orientierbaren Bandfléche fiir planare, trivalente, 3-zusammenhéingende Graphen mittels
Bedingungen an die Verschlingungszahlen der Randkomponenten der Flédche vorgestellt.
Dieser Ansatz beinhaltet die Resultate aus [8]. Kénnen Bandfldchen auf eindeutige Weise
konstruiert werden, liefern sie zum Beispiel durch die Randverkettungen Invarianten fiir
Umgebungsisotopie dieser Graphen.

Die Verkettung L mit drei Komponenten, die in [8] als Randverkettung der Bandfliche
fiir den Theta-Graphen auftritt, ist bereits Gegenstand weiterer Untersuchungen gewesen.
So wird in [34], Theorem 1.6 gezeigt, dass zwei Einbettungen des Theta-Graphen genau
dann #quivalent sind, wenn die zugehdrigen Randverkettungen der Fléiche jeweils eine
Komponente enthalten, die sich mit einer 2-Sphére von den anderen beiden Komponen-
ten trennen ldsst. In [13], Theorem 1.1. wird der dritte Koeffizient des Conway-Polynoms
derjenigen Teilverkettungen von L, die aus zwei Komponenten bestehen, benutzt, um
eingebettete Theta-Graphen bis auf Umgebungsisotopie und Delta-Bewegungen, die nur
eine Kante betreffen (,,self-delta-move“), zu klassifizieren. Nach [20] induzieren Vassiliev-
Invarianten von Verkettungen iiber die Randverkettung L Vassiliev-Invarianten fiir einge-
bettete Theta-Graphen. Ein allgemeineres Resultat dieser Art enthilt [33], Theorem 3.4.,
wo die Randverkettung der Bandfléche aus [19] verwendet wird. Dariiber hinaus werden
in [6], Theorem 1 und Theorem 2 mithilfe von L Basen fiir die Rdume der Vassiliev-
Invarianten der Ordnung 2 und 3 eingebetteter Theta-Graphen angegeben.

In Kapitel 8 werden eindeutige Bandflichen mithilfe der Gordon-Litherland-Form aus
[5] konstruiert. Im Falle des Theta-Graphen ergibt sich die Bandfléiche aus [8] als Spezial-
fall. Als Motivation dient Lemma 2.2. aus [8], in dem gezeigt wird, dass es nicht moglich ist,
Bandflichen mit Seifertform Null fiir nicht-planare Graphen zu definieren. Aus Abschnitt
8.4.3 auf Seite 257 geht hervor, dass mithilfe der GL-Form fiir den nicht-planaren Gra-
phen K3 3 eine eindeutige Bandfliche konstruiert werden kann. Damit dies gelingt, wird
in 8.3 nachgewiesen, dass die Verschlingungsinvariante des K33 aus der GL-Form einer
Bandfldche zu K3 3 gewonnen werden kann. Nach einigen techninschen Vorbereitungen in
Kapitel 9 ldasst sich so auch in Kapitel 10 eine eindeutige Bandflache fiir eine Mobiusleiter
konstruieren. Dazu muss eine Basis des Verschlingungsmoduls der M&biusleiter bekannt

sein. Diese ergibt sich aber aus dem Algorithmus in Kapitel 7.
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Teil 1

Verschlingungsmoduln






Kapitel 1
Grundlagen

1.1 Graphen und Nummerierungen von Graphen

Definition 1.1 Zu einer endlichen Menge M bezeichne | M| die Anzahl der Elemente von
M, P(M) die Potenzmenge von M, Pp(M) :={S € P(M) : 1 < |S] < n},n € N, die
Menge aller nicht-leeren Teilmengen mit héchstens n Elementen und Poo(M) := P(M).
Zu einer Abbildung f : M — N st fir n € NU {oco} die Abbildung der Potenzmengen
Pu(f) : Pn(M) — Pn(N) gegeben durch A — Pp(f)(A) := f(A). Ein nicht-orientierter
Graph G ist ein Tripel (V,E,g) bestehend aus nichtleeren endlichen Mengen E, V mit
ENV =0 und einer Inzidenzabbildung g : E — P(V). Man nennt V die Eckenmenge
von G und E die Kantenmenge von G. Die Elemente der Eckenmenge heiffen Ecken.
Ein Element der Kantenmenge bezeichnet man als Kante. Fin orientierter Graph G ist
ein Tripel (V, E,g) bestehend aus nichtleeren endlichen Mengen E, V mit ENV = ()
und einer Abbildung g : E — V x V. Man nennt g eine Orientierung von G. Ein Graph
kann orientiert oder nicht-orientiert sein. Ist G = (V, E, g) ein orientierter Graph und v :
VxV — Po(V) definiert durch (x,y) — {z,y}, so nennt man das Tripel (V, E,vog) =: vG
den dem orientierten Graphen G zugrundeliegenden nicht-orientierten Graphen. FEine
Kante e € E eines nicht-orientierten bzw. orientierten Graphen mit g(e) € P1(V) bzw.
(vog)(e) € Pi(V) nennt man Schlaufe. Einen Graphen, der aus genau einer Kante und
genau einer Ecke besteht, bezeichnet man als Schlaufengraph. Eine Kante e € E eines
nicht-orientierten bzw. orientierten Graphen heiffit mehrfache Kante, wenn es eine Kante
fekE, f#e mitg(f)=gle) bzw. (vog)le) = (vog)(f)gibt. Fin einfacher Graph
besitzt weder Schlaufen noch mehrfache Kanten. Lésst man fiir einen Graphen E = () zu,

so bezeichnet man den Graphen G = (V,0,0), V' # 0, der nur aus Ecken besteht, als

11
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Nullgraph. Ist dariber hinaus V =0, so heifst G = () der leere Graph.

Es seien nun G = (Vg, Eqg,9c) und H = (Vi, Eg, gg) weder leere Graphen noch Null-
graphen. Eine Abbildung (f,F) : G — H besteht aus Abbildungen f : Vg — Vg und
F : Eg — Epy. Ein Homomorphismus (f, F) : G — H wvon nicht-orientierten Graphen
G = (Vg,Eq,9¢) und H = (Vig,Eg,gr) ist eine Abbildung (f, F), die der Bedingung
Pa(f) o g = gu o F geniigt. Fin Homomorphismus (f,F) : G — H wvon orientierten
Graphen G = (Vg, Eq,9c) und H = (Viy, Eg, gg) ist eine Abbildung (f, F'), die die Be-
dingung g o F = (f X f)ogg erfillt. Ist sowohl f also auch F injektiv/surjektiv/bijektiv,
so heift (f, F') injektiv/surjektiv/bijektiv. |

Definition 1.2 Sei G = (V, E,g) ein orientierter bzw. nicht-orientierter Graph sowie
Voo 1= {Vitieny und Eoo := {€i},cy disjunkte nichtleere Familien paarweise verschiedener
Elemente. Fine Abbildung w : V — Vs nennt man eine einfache Eckennummerierung
von G. FEine Abbildung v : E — &4 heifit einfache Kantennummerierung von G. Eine
einfache Nummerierung von G ist ein Tupel (w, ) bestehend aus einer einfachen Ecken-
nummerierung w und einer einfachen Kantennummerierung v von G.

Fiir k,l € N seien Vg := {vi}icp, = {v1,. ., v} und & = {ei} ;o) = {e1,.. ., e}
Eine Eckennummerierung von G ist eine Abbildung w : V. — Vi. Fine Abbildung v :
E — & wird Kantennummerierung von G genannt. EFine Nummerierung von G ist ein
Homomorphismus (w,7) : G — Vg, &, h), k,1 € N, orientierter bzw. nicht-orientierter
Graphen, wobei w eine FEcken- und v eine Kantennummerierung von G ist.

FEine (einfache) Nummerierung (w,~y) heifst surjektiv bzw. injektiv bzw. bijektiv, wenn

sowohl w als auch vy surjektive bzw. injektive bzw. bijektive Abbildungen sind. O

Bemerkung In Abschnitt 1.3 werden nummerierte Graphendiagramme und in 1.4
Aquivalenzen solcher Diagramme betrachtet. Dort ist es zuléssig, dass gewisse Kanten
des Diagramms gleich nummeriert sind. Dazu wird die oben definierte surjektive Kanten-
nummerierung benutzt. Der Begriff der Nummerierung ist notwendig, um in Definition 1.8

auf Seite 14 die Inzidenzmatrix eines Graphen einfithren zu kénnen. a

Korollar 1.3 Se: G = (V, E, g) ein orientierter bzw. nicht-orientierter Graph, w : V —
Vi eine Eckennummerierung und v : E — & eine bijektive Kantennummerierung von G.
Fiir e € & definiere h(e) :== ((wx w)ogoy™t)(e) bzw. h(e) :== (Pa(w)ogory~t) (e).

Dann ist (w,v) : G — (Vi, &, h) eine Nummerierung. O
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Korollar 1.4 Sei G = (V, E, g) ein orientierter bzw. nicht-orientierter Graph und (w,~y) :
G — (Vk, &, h) eine Nummerierung von G mit surjektiver Kantennummerierung . Dann

ist h eindeutig bestimmit.

Beweis  Es sei b/ so gewihlt, dass (w,v) : G — (V, &, h') eine weitere Nummerierung
von G ist. Zunéchst sei G nicht-orientiert. Fiir e € & und f € v~ !(e) gilt dann: h(e) =
hy(f) = Pa(w)g(f) = W~(f) = h'(e). Daraus folgt h = h'. Fiir orientiertes G schliesst

man analog. a

Korollar 1.5 Sei G = (V, E, g) ein orientierter Graph und (w,v) : G — (Vk, &, h) eine
Nummerierung von G mit surjektiver Kantenummerierung . Genau dann ist (w,7y) :
vG — (Vi, &, 1) eine surjektive Nummerierung nicht-orientierter Graphen, wenn h' =

voh gilt.

Beweis Sei e € E. Man berechnet ((vh)y)(e) = v((hy)(e)) = v(((w x w)g)(e)) =
(Pa(w)(vg)) (e). Daher ist (w,v) : G — (Vg, &, vh) eine Nummerierung von vG. Nach

Korollar 1.4 ist diese eindeutig bestimmt. O

Korollar 1.6 Fine bijektive Eckenummerierung w und eine bijektive Kantennummerie-

rung v eines Graphen G = (V,E,g) induzieren einen Isomorphismus (w,vy) : G —

(Vk,gl,h). O

Definition 1.7 Sei G = (V, E,g) ein nicht-orientierter Graph. Eine Kante e € E heifst
inzident zu einer Ecke v € V, wenn v € g(e) gilt. Zwei verschiedene Ecken v,w € V
nennt man adjazent, wenn es eine Kante e € E g¢ibt, so dass g(e) = {v,w} erfillt ist. Fir
v e Vst Inz(v,G) :={e€ E | veg(e)} die Menge der zu v inzidenten Kanten von G
und Sch(v,G) :={e € E|{v} =g(e)} die Menge der Schlaufen von G.

Ist G = (V, E,g) orientiert, so sind eine Kante und eine Ecke inzident, wenn sie es
in VG sind. Zwer Ecken sind adjazent in G, wenn sie es in vG sind. Firv € V definiert
man Inz(v,G) := Inz(v,vG) und Sch(v,G) := Sch(v,vQq).

Sei G = (V,E,g) ein orientierter bzw. nicht-orientierter Graph, w : V. — Vj eine

Ecken- und v : E — & eine Kantennummerierung von G. Fir i € {1,...,k} sei
ad(i,G,w,v):={je{1,...,1} | Fve wl(v) v Hey) N Inz(v, G) # 0}.

Es gilt also j € ad(i,G,w,7) genau dann, wenn es eine mit v; nummerierte Ecke von G

gibt, die inzident zu einer mit e; nummerierten Kante von G ist. O
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Definition 1.8 Gegeben sei ein mittels (w,v) : G — (Vi, &, h) surjektiv nummerierter
nicht-orientierter Graph G = (V, E, g). Die Inzidenzmatrix I(G,w,~) von G ist eine k x [-
Matriz, definiert durch

0 : wvs ¢ h(e)
I(G,w,v)se =19 2 {vs} = h(ey)
1 : sonst

firs e {l,....;k} und t € {1,...,l}. Ist G orientiert, so ist die Inzidenzmatriz definiert
durch
0 : wvs¢ h(er)
0 (evs) = hier)
1 : hie) = (vs,vg) und x # s
-1 : h(er) = (vg,vs) und x # s

I(G7 w, V)S,t =

firse{l,...,k} und t € {1,...,1}. Dabei steht das Minuszeichen bei —0 zur Kennzeich-
nung der Schlaufen, siehe [29], Definition 1.6.
Ist G = (V,E,g) ein orientierter Graph, w : V. — Vi eine surjektive Eckennumme-

rierung und v : E — & eine surjektive Kantennummerierung, so wird die In-Out-Matrix

I0(G,w,~) firse{l,...,k} undt € {1,...,1} definiert durch

IO(GﬂU?’Y)s,t = ‘{(677)) = 771(615) x wil(vs) | gle) = (v,u) A u# UH

—{(e,v) € v Her) x wh(wy) | gle) = (u,v) A u# v}

Satz 1.9 Gegeben sei ein orientierter Graph G = (V, E, g) und eine surjektive Numme-
rierung (,7) : G — (Vi & h). Dann gilt 10(G,w,7)sx = |y~ er)| - 1(Gyw, 7)oy fir
se{l,....,k} undt € {1,...,1}.

Beweis  Der Beweis wird durch eine Fallunterscheidung gefiihrt. Es seien s € {1,..., k},
t € {1,...,l}. Zur Abkiirzung seien I := I(G,w,~), 10 := [0(G,w,~),

A = {(e,v) €7 Her) xw H(vs) | gle) = (v,u) A u#v} und

B = {(e;0) v Me) x w () | gle) = (u,0) A uv}.
1. Fall : I;; = 1. Dann gibt es ein i # s, so dass h(e:) = (vs,v;) gilt. Es gelten die

folgenden Aussagen:
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[a—

A # D h(e) = (vs,v;) = Fe € v Her) : hler) = hyle) = (w x w)g(e) =
(vs,v;) = F(v,u) €V xV : gle) = (v,u),v € w (vs),v #u = (e,v) € A.

2. B = ) : Angenommen es gibt (¢/,v') € B mit g(¢’) = (v/,v). Dann gilt (vs,v;) =
h(er) = (w x w)g(e') = (w(u'),w(®")) = (w(u'),vs). Es folgt s = i. Widerspruch!

w

A < h (e¢) ‘:(e,v),(e,v’)eA = g(e) = (v,u) = (V,v/) = v=0v ANu=1

I

Al = [y (er)] < Sei (e,v) € Aund €' € v (e) mit € # e : (wx w)g(e') = hy(e) =
hiet) = (vs,v;) = I, ) eV xV v £u wk)=vs = (¢,v) € A.

Insgesamt folgt 10, = |A| — |B| = "y (er) ‘ 1-0= !’y (e ‘ Iss.
2. Fall : I;; = —1. Durch Vertauschen der Rollen von 7 und s und von A und B ergibt
sich die Behauptung wie im ersten Fall.
3. Fall : I,; = 0. Definitionsgemaf gilt vy ¢ vh(e;). Angenommen es gibt (e,v) € A mit
g(e) = (v,u). Dann folgt h(e;) = (w x w)g(e) = (vs,w(u)) im Widerspruch zur Voraus-
setzung. Also ist A = (). Analog ergibt sich B = (). Insgesamt folgt IOs; =0—0=0 =
h (et ‘ Isy.
4. Fall : I,; = —0. Es wird gezeigt, dass |A| = |B| gilt. Zunéchst sei A # 0 : (e,v) €
A = g(e) = (v,u) AN v#u = (vs,v5) = hie)) = (vs,w(u)) = vy € w () =
(e,u) € B. So ergibt sich eine bijektive Zuordnung ¢ : A — B. Sei nun A = () : Ange-
nommen es gilt B # (). Wie im Fall A # () erhélt man hier A # () durch Vertauschen der
Rollen von A und B. Also gilt A = B = {).

In beiden Fillen ergibt sich IOg; = |A| — |B| =0 = |y (e)| - Lss- O

Satz 1.10 Fir X € {G,H} secien orientierte Graphen X = (Vx,FEx,gx), surjektive
Ecken- bzw. Kantennummerierungen wx : Vx — Vi bzw. vx : Ex — &, sowie ein
Isomorphismus (f, F) : G — H wvorgelegt, der wg o f = wg und yg o F = ~q erfillt. Dann
gilt 10 (G,wg,va) = 10 (H,wy,vg) -

Beweis Firr X € {G,H},i€{l,...,k} und j € {1,...,1} definiert man zunichst

A = (o) €75 (ey) x wi () | gx(e) = (v,u) A w# v} und
B}j = {(e,v) € vy (ef) x U})_(l(vi) | gx(e) = (u,v) A u#v}.
Damit gilt 1O (X, wx,vx); ; = ‘AZ’] ‘Bi’j Fir Y € {A, B} seien die Abbildungen

3’,7 : YG’j — Yy " und w : ’] — Y, "J gegeben durch ¢ ((e,0)) := (F(e), f(v)) baw.

é}j ((e,v)) :== (F~*(e), f~'(v)). Es wird zunéchst nachgewiesen, dass gbfjlj wohldefiniert ist.



16 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Sei dazu (e, v) € AiG’j. Zum einen gilt (vg X wpy) <<Z>i"j ((e,v))) = (yg x wg) (F(e), f(v)) =
(6(€), we(©) = (e, 1), sum anderen ist g (F(e)) = (f % £) (ga(e)) = (F(o), f(w)).
Hierin ist f(v) # f(u), denn f ist injektiv und v # u. Zusammen ergibt sich demnach
(Fle), f(v) € A},

Ersetzt man in diesen Betrachtungen f durch f~! und F durch F~!, ergibt sich die

Wohldefiniertheit von wzj . Diese ist die Umkehrabbildung zu gbf[lj . Somit gilt ‘Aéj = ‘A;I’j .
Fiir Y = B erhélt man auf dieselbe Art )ng ) = ‘B}j , so dass insgesamt gilt:
10 (G,we,76);; = ‘AZGJ‘ — ‘ng = ‘Ag - ‘quj =10 (H,wg,vm); ;- -

Indexmengen Gegeben seien nichtleere Mengen I, X, Y sowie eine Abbildung ¢ : [ —
X, x; == ¢(i). Man nennt {z;},.; eine Familie von Elementen aus X. Sei nun {X;},.; eine
Familie von Elementen aus P(X). Die Menge

I[xi= {f|f:]—>UXimitf(z’) eX,}

el el
heifit direktes Produkt der Mengen X;, i € I. Fiir f € [[;c; X; schreibt man f = (f;),c;-
Hierin ist f; = f(i) € X; gemeint. Ist (I, <;) zusétzlich endlich und geordnet, also I =
{i1,42,...,ip} mit iy <7ia <7 --- <pin, n € N, so schreibt man [[,c; X; = Xi x---x X;,
sowie f = (fi)ie; = (firs-- -, fin) € ;e Xi- Gilt dariiber hinaus X; =Y fiir alle i € I, so

wird an dieser Stelle M (I,Y) := [[,.; Xi fiir die Menge der mittels I indizierten |I|-Tupel

el
mit Fintrdgen aus Y gesetzt. Derartige Tupel kénnen auch in Spaltenform geschrieben
werden. Hierzu setzt man fir f € M(I,Y)
fix
P = () = i finr o fin)7 = | T
fin
und M*(1,Y):= {f" | f € M(I,Y)}. Fiir nichtleere geordnete endliche Mengen (I, <;),
(J, <) bezeichnet My (I, J,Y) im folgenden die Menge der || x |J|-Matrizen mit Ein-
trégen in Y, deren Elemente A € M7 s (I, J,Y) als A = (A; ;). ;s geschrieben werden.
Zu einer bijektiven Abbildung o : I — J it sich eine Abbildung O(c) : M (J,Y) —
M'"(I,Y) durch [©(c)(z)]; := 2,(; definieren. Fiir Y = Z kann ©(c) als Homomorphis-
mus zwischen Z-Moduln, fiir einen Korper Y als Vektorraum-Homomorphismus aufgefasst

werden. Beziiglich der Standardbasen e; € M* (I1,Y), i € I, die durch
1 : s=1

0 : s#i

(€i) :=
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gegeben sind, ist ©(c) durch eine Permutationsmatrix P(o) € M|y (I,J,Y) gegeben :
O©(o)(z) = P(o) - x. Fiir diese gilt:

Fiir Permutationsmatrizen gelten P(id;) = Ejj, P(coT) = P(7)-P(0), P (¢07') = P(o)™*
und det P(o) € {1,—1}.

Satz 1.11 Fir X € {G,H} seien orientierte Graphen X = (Vx,Ex,gx), surjekti-
ve Nummerierungen (wx,vx) : X — (Vky, &y, hx) sowie ein Isomorphismus (f, F) :
Via»r i ha) = Viy, 1y hm) gegeben. Dann gibt es bijektive Abbildungen op : {1, ...,
le} —{1,...,lg} und op : {1,...  kg} = {1,...,ku}, so dass gilt:

P(Uf) I(HﬁwH77H) P(O—F)tT:I(GawG’77G)

Beweis Da f, F bijektiv sind, gilt | := lg = Iy und k := kg = kp. Also gibt es
bijektive Abbildungen op : {1, ..., I} — {1,...,1} mit F(e;) = e fir i € {1,...,1}
und of : {1,...,k} — {1,...,k} mit f(vi) = v, fiir i € {1,...,k}. Zunéchst werden

or (i)

die folgenden Aussagen gezeigt:
1. Ve; €& @ hg (el) = (vs,vt) < hy (601:(1')) = <vaf(s)avof(t))'
2. VZG {1,,]{;},] c {1,,l} . I(H7wH’/YH)0'f(i),G'F(j) :I(G,'LUG,")/G)ZJ

Zu 1.

=t hit (eop(i) = huF(es) = (f x ) hales) = ((05), F@0) = (v 6): Voy0)) -

i hales) = (% )7 haFe) = (17 (Vo) 7 (toy0) ) = (05 20):

Zu 2.: Dies folgt unmittelbar aus 1. und der Definition 1.8 der Inzidenzmatrix.

Sei nun I := I (H,wg,vm), s € {1,...,k},t € {1,...,1} und A := P(0y) - I € Myx; (Z).
Dann gilt As; = Iy (s)t Definiere B € My, (Z) durch By := AtaTF(t%S = Asopr) =

Iy (s)or(t) = I{:ti';(t),o'f(s)' Man berechnet fiir ¢ € {1,...,k},j € {1,...,l}:
r1tr T
[P (Uf)I[P (UF)]t ]jﬂ‘ = (P <0F> [P (Uf) I]t )jﬂ'
_ tr _ L. 7qlr
= (P <O'F) A )],’L = B],l = IUp(j),O’f(i)'
Mithilfe von 2. ergibt sich I (G, wa,v6); 5 = Los(i)orG) = (P(oy) I[P (JF)]”)”. O
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Satz 1.12 Fir X € {G, H} seien orientierte Graphen X = (Vx, Ex, gx), bijektive Num-
merierungen (wx,vx) : X — (Viy, &y, hx) sowie 0 € S, und T € Sy, gegeben, so
dass

P(U) ’ I(Hv wH>’7H) ’ P(T)tT = I(GawGafyG) (11)
gilt. Dann ist G isomorph zu H.

Beweis  Aus (1.1) folgt k := kg = kg und [ := I = ly. Definiere bijektive Abbildungen
[+ Vi — Vyp durch f(v;) = v, sowie F' : & — & durch F(e;) 1= e;). Es wird
gezeigt, dass (f, F) : Vi, &, hag) — (Vk, &, hy) ein Isomorphismus ist. Dann ist ndmlich
(7,11H,fyH)_1 o (f,F) o (wag,va) nach Korollar 1.6 auf Seite 13 ein Isomorphismus von G
nach H.

Es geniigt nachzuweisen, dass hy F(e;) = (f x f)hg(e;) fiir alle e; € & gilt. Sei dazu
haF(e;) = (vs,vp).
1. Fall : s # t. Folgende Aquivalenz zeigt die Behauptung:

(1:1) I(G,'IUG’,’}/G)U_1(S)7,L- und

(

hiF(e) = hi (er) = (vs,v) & 1= T (H,wm,vu) )
1.1
-1=1 (H7 wH?fYH)tﬂ'(Z') :) I (G7 wG77G)a*1(t),z’
- hg(ei) = (Uo.—l(s),’l)o.—l(t)>

S (vs,v) = (f x fhg(e;).

2.Fall : s = t. Folgende Aquivalenz zeigt die Behauptung:

1.1
hirFei) = hir (ex) = (vs,05) & =0 =T (Hywm, i) ry = 1 (Gy06376)g-105)4

= h(;(ei) = (Uo—l(s),’l)a—l(s))

< (vs,vs) = (f X fha(ei).

Bemerkungen

1. Da sich jede Permutation als Komposition endlich vieler Transpositionen schreiben
148t, bedeuten die Sétze 1.11 und 1.12, dass zwei orientierte bijektiv nummerierte
Graphen genau dann isomorph sind, wenn sich ihre Inzidenzmatrizen durch Zeilen-

und Spaltenvertauschungen ineinander iiberfithren lassen.

2. Die Menge Zeilensummen der Inzidenzmatrix eines mittels (w,~) bijektiv numme-

rierten orientierten Graphen G = (V, E,g) wird durch Zeilen- und Spaltenvertau-
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schungen nicht verdndert, daher ist die Menge

|E|

Y I1(Gwy),,; | 1<i<|V]
j=1

eine Invariante fiir die Isomorphie von orientierten Graphen.

3. Die Sétze 1.11, 1.12 gelten in entsprechender Form auch fiir nicht-orientierte Gra-

phen.

1.2 Topologische Graphen

Zellenkomplexe Um im folgenden den Begriff des topologischen Graphen zu definie-
ren, werden spezielle eindimensionale Zellenkomplexe verwendet. Eine ausfiihrliche Defi-
nition eines Zellenkomplexes kann [3], [21] entnommen werden. Mit einem Zellenkomplex
Z ist ein topologischer Raum Z zusammen mit einer Zellenzerlegung und charakteristi-
schen Abbildungen gemeint. Die hier auftretenden Zellenkomplexe haben endlich viele
Zellen, sind also kompakte topologische Rdume. Eine Zelle ist eine zu einem geeigne-
ten offenen Ball homtomorphe Teilmenge des Zellenkomplexes. Die Menge der Zellen
eines Zellenkomplexes Z wird mit M(Z) C P(Z) bezeichnet. Fiir n € N U {oo} sind
Z" = {e C Z|dim(e) < n} die Geriiste von Z. Die Menge der eindimensionalen Zellen
von Z wird mit Z; := Z'\ 2% C P(Z) bezeichnet. Die Nullzellen hingegen werden mittels
2y = {a: € Z|{x} e ZO} als Teilmenge von Z aufgefasst. Die charakteristischen Abbil-
dungen {Fe D' — Z }e cz, von Z induzieren jeweils eine Orientierung der Zellen von Z,
sieche [9], S. 3-4. Diese 1&8t sich mit einer Durchlaufrichtung einer Zelle von F,(—1) nach
F,(1) identifizieren. Eine Orientierung eines Zellenkomplexes besteht aus der Gesamtheit
aller Orientierung der Zellen aus Z;. Ein orientierter Zellenkomplex (Z,0) ist ein Zel-
lenkomplex Z zusammen mit einer Orientierung o. Ab nun seien sdmtliche auftretenden

Zellenkomplexe eindimensional und endlich.

Definition 1.13 Sei Z ein Zellenkompler. Fiir i € {0,1} und e € Z;(Z) seien F, : D' —
Z die zugehorigen charakteristischen Abbildungen von Z. Definiere z : 21 — P2 (2p)
durch e — {Fe(—1), Fe(1)}. Dann bezeichnet das Tripel (Zy, Z1,z) den nicht-orientierten
Graphen zum Zellenkomplex Z. FEin orientierter Graph zum Zellenkomplex Z ist ein
Tripel (Zy, 2Z1,0), so dass die Abbildung o : 21 — 2y x Zy die Bedingung v oo = z erfillt.
Es sei (Z,0) ein orientierter Zellenkomplex. Diejenige Orientierung g eines orientierten

Graphen zum Zellenkomplex Z, die der Bedingung g(e) = (Fe(—1), Fe(1)) fir alle e € 2
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gendigt, heifst die von (Z,0) induzierte Orientierung. Dieser Graph zum Zellenkomplex Z
wird induzierter orientierter Graph genannt. Sowohl im orientierten als auch im nicht-

orientierten Fall wird ein Graph zum Zellenkomplex Z mit G(Z) bezeichnet. O

Bemerkungen

1. Nicht-orientierte Graphen zu homoéomorphen Zellenkomplexen sind isomorph. Der
nicht-orientierte Graph zu einem Zellenkomplex Z héngt nur von dem zugrundelie-

genden topologischen Raum Z und der Zellenzerlegung ab.

2. Jedem orientierten Graphen G(Z) zu einem Zellenkomplex Z, der keine Schlaufen
besitzt, 148t sich genau ein orientierter Zellenkomplex (Z,0) zuordnen, dessen indu-

zierter orientierter Graph G (2) ist.

Definition 1.14 Sei Z ein Zellenkomplex. Fine (einfache) Eckennummerierung von Z
ist eine (einfache) Eckennummerierung von G(Z). Eine (einfache) Kantennummerierung
von Z ist eine (einfache) Kantennummerierung von G(Z). Fine (einfache) Nummerie-

rung von Z ist eine (einfache) Nummerierung von G(Z). O

Definition 1.15 Sei Z ein Zellenkompler. Das Bild T'(Z) einer Einbettung T : Z — R3
heifst topologischer Graph.

Satz 1.16 Sei Z ecin Zellenkomplexr und T' : Z — R3 eine Einbettung. Es gelten die

folgenden Aussagen:

1. T'(2) ist ein Zellenkomplex mit eindimensionalen Zellen T'(Z2), = P(T') (21) und
Nullzellen T'(Z2)o =T (2y).

2. Definiert man eine Abbildung NI' : T (Z); — Pao(T' (Z),) durch (NT) (z) := zNI'(2)o,
wobei mit T der topologische Abschluss gemeint ist, so gilt (I'(Z)o,I'(Z)1,NI') =
G (I'(2)) fur den nicht-orientierten Graphen zum Zellenkomplex I'(Z).

3. Die Abbildung (I'|z,,P(T)|z,) : G(Z) — G(I'(Z)) ist ein Isomorphismus nicht-

orientierter Graphen.

Beweis Zu 1.: Ist F, eine charakteristische Abbildung von Z, so ist I" o F} eine cha-

rakteristische Abbildung von I'(Z).

Zu 2.: Sei x = P(I) (e) fiir ein e € Z;. Es gilt damit: (NI')(z) = I'(e) NT(Z)o =

F(e) nr (ZO) =T (Eﬂ ZO) =T ({Fe(1)7Fe(*1)}) = {FFe(l)ere(*l)} :
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Zu 3.: Die Abbildungen sind bijektiv, da I" eine Einbettung ist. Weiterhin gilt fiir e € Zy:

(ML) (P (I') |2 (e)) = (ML) (P () (¢)) = (NT') (T'(e)) = I'(e) NI (Z0) = I' ({Fe(1), Fe(=1)})
=P (') (2(e)). O

1.3 Graphendiagramme

Topologische Graphen lassen sich anhand von reguldren Graphendiagrammen untersu-
chen. Ist eine Einbettung I' : Z — R3 und eine regulidre Projektion 7 : R® — P auf
eine geeignete Ebene P gegeben, so besteht ein regulédres Diagramm D aus dem Bild
7 (I'(Z)) zusammen mit Uber- und Unterkreuzungsinformationen an den Doppelpunkten
{zen(@(2))] ‘W‘l(x)} =2}. Es scien {Fe}eer(z), charakteristische Abbildungen zum
Zellenkomplex I'(Z) und o eine Orientierung von I'(Z). Fiir jede Zelle e € T'(Z); 148t sich
m(e) mit einer Durchlaufrichtung von 7F,.(—1) nach wF¢(1) versehen. Durch Anbringen
eines Pfeils an 7(e) im Diagramm D wird so eine Orientierung von (e) festgelegt. Ei-
ne Orientierung von D besteht aus der Gesamtheit von Orientierungen von m(e) fiir alle
e € I'(2);. Ein orientiertes Diagramm (D, 0) besteht aus einem Diagramm D und einer

Orientierung o von D.

Definition 1.17 Sei D ein Diagramm zu einer Einbettung T : Z — R? und einer re-
guldren Projektion w. Definiere ND : P (m)(I'(2)1) — Pa(n(I'(Z)o)) durch z — TN
7 (D(2)0). Das Tripel (m (I'(2)o),P (7)) (I'(£)1),ND) heifst nicht-orientierter Graph zum
Diagramm D. Ein orientierter Graph zum Diagramm D ist ein Tripel (w (I'(2)o),
P(m)(T(2)1), o(D)), so dass die Abbildung o(D) : P (m) (T'(Z)1) — 7 (L'(2)o) x7 (I'(Z)0)
die Bedingung v o o(D) = ND erfillt. Es sei (D,o) ein orientiertes Diagramm. Dieje-
nige Orientierung g eines orientierten Graphen zum Diagramm D, die der Bedingung
g(m(e)) = (nF(—1),wF.(1)) fiir alle e € T'(Z)1 gendigt, heifst die von (D, o) induzierte
Orientierung. Dieser Graph wird induzierter orientierter Graph zum Diagramm D ge-
nannt. Sowohl im orientierten als auch im nicht-orientierten Fall wird ein Graph zu einem

Diagramm D mit G(D) bezeichnet. O

Satz 1.18 Sei D ein Diagramm zu einer Einbettung T : Z — R3 und einer requliren Pro-
jektion w. Die Abbildung (w|r(z),, P (7) Ir(z),) : G (T(£)) — G(D) ist ein Isomorphismus

nicht-orientierter Graphen.

Beweis Da w regulir ist, sind die Abbildungen offenbar bijektiv. Fiir z € T'(Z); gilt
weiterhin: (Pa(7|p(z),) o (D)) (z) = Pa(rlrz),) (@NT(2)0) = 7lrz), ENT(Z)) =
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™ (zNT(2)o) = n(z) N7 (T(£)o) = (ND) (x(x)) = ((ND) o P (7) Ir(z),) ()- O

Definition 1.19 Sei D ein regulires Graphendiagramm. Eine (einfache) Eckennumme-
rierung von D ist eine (einfache) Eckennummerierung von G(D). Eine (einfache) Kan-
tennummerierung des Diagramms D ist eine (einfache) Kantennummerierung von G(D).

FEine (einfache) Nummerierung von D ist eine (einfache) Nummerierung von G(D). O

Definition 1.20 Fin Kreuzungspunkt 7, eines Graphendiagramms D ist ein Doppel-
punkt x des Bildes einer requldren Projektion zusammen mit einer ljber/ Unterkreuzungs-
information. Die Menge der Kreuzungen eines Diagramms wird mit cr(D) bezeichnet. Ist
ein orientiertes Diagramm (D, o) gegeben, definiert man die Abbildung e(D, o) : cr(D) —

{=1,1} gemdp folgender lokaler Kreuzungssituationen:

/! AN
/ AN

-1 +1
Fiir ein orientiertes Diagramm (D, o) zusammen mit einer (einfachen) Kantennummerie-
rung 7y definiert man fiir e;,e; € & die Verdrillungszahl der Kanten e; und e; durch:

D,o L
Wy=t(e)y1(e;) = Z

{rz€cr(D)|zefng,fev—1(e:),9ev 1 (e)}

€(D,0)(2)

1.4 Aquivalenz von topologischen Graphen und deren Dia-

graminen

Sprechweisen und Notationen Es seien Z ein Zellenkomplex, I' : Z — R3 eine Ein-
bettung, w eine (einfache) Eckennummerierung, v eine (einfache) Kantennummerierung
und o eine Orientierung von I'(Z). Die nachfolgende Tabelle definiert Bezeichnungen und

Sprechweisen fiir topologische Graphen:

r:z—R3 nicht-orientiert orientiert
nicht-nummeriert I'(Z2) (T'(2),0)
(einfach) eckennummeriert (T'(2),w) (T'(2),w,0)
(einfach) kantennummeriert (T'(2),v) (T'(2),7,0)
(einfach) nummeriert (T(2),w,y) (T'(Z),w,7,0)
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Zum Beispiel definiert die Tabelle folgende Sprechweise: Ein kantennummerierter orien-
tierter topologischer Graph ist ein Tupel (I'(Z),~,0), wobei I' : Z — R? eine Einbettung
eines Zellenkomplexes Z, v eine Kantennummerierung von I'(Z) und o eine Orientierung
von I'(Z) ist.

Entsprechende Notationen kénnen fiir Diagramme festgelegt werden.

Definition 1.21 Gegeben seien Einbettungen T, A : Z — R3. Zwei (einfach) numme-
rierte orientierte topologische Graphen (F(Z),U]F,’}/F,OF(Z)) und (A(Z),wA,VA,oA(Z))
heifien dquivalent, (F(Z), Wr, YT, OF(Z)) ~ (A(Z),wA,’yA,oA(Z)), wenn es einen orientie-

rungserhaltenden Homdéomorphismus h : R? — R3 g¢ibt, der zum einen die Bedingungen
1. (h o F) (Z) = A(Z), 2. wr = WA © h‘r(z)o und 3. Y = YA © P(h)|p(g)1

erfillt und zum anderen die Orientierungen or(zy und oa(z) respektiert. a

Bemerkung  Man erhilt abgeschwiichte Aquivalenzrelationen zwischen geeigneten to-
pologischen Graphen der obenstehenden Tabelle, wenn man in Definition 1.21 entprechen-

de Bedingungen weglésst.

Satz 1.22 Gegeben seien Einbettungen T, A : Z — R3. Fir © € {I',A} seien we :
O(Z2)o — Vi surjektive Eckennummerierungen, vo : ©O(Z)1 — & surjektive Kantennum-

merierungen und og(zy Orientierungen von O(Z2). Dann gelten:

1. Der Homdomorphismus h aus Definition 1.21 induziert einen Graphenisomorphis-
mus (hlr(z)y, P(h)|r(z),) : G(D(Z)) — G (A(Z2)) der induzierten orientierten Gra-
phen.

2. Sind (F(Z),wp,*yp,op(g)) und (A(Z),wA,’yA,oA(Z)) dquivalent im Sinne der Defi-
nition 1.21, so folgt I0 (G (I'(Z)),wr,yr) = I0 (G (A(Z)),wa,vA) -

3. Sind (F(Z),U)F,"}T,OF(Z)) und (A(Z),wA,fyA,oA(Z)) dquivalent und (we,ve) Num-
merierungen, so gilt I (G (T'(Z)),wr,yr) =1 (G (A(Z)),wa,vA) -

Beweis  Zu 1.: Da h ein Homdomorphismus ist, der I'(Z) auf A(Z) abbildet, sind die

beteiligten Abbildungen bijektiv. Seien 0(©) die induzierten Orientierungen von G (0(Z2)).

Die Orientierungen og(z) seien durch charakteristische Abbildungen {Fe@ 2 e-

}669(2)1

geben. Da h die Orientierungen respektiert, gilt h (Fer(z)(jzl)> = FA(Z)(:H) fiir alle

h(e)
e € I'(Z2);. Daraus folgt:
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A(Z A(Z
(0(A) 0 P () Ir(z),) () = o(&) (h(e)) = (Fu T (-1), F (1))
= (hxh) (FFD (1), FFO))
= ((hx h)oo(I)) (e).
Zu 2.: Zusammen mit der ersten Aussage sowie zweitens und drittens aus Definition 1.21

folgt die Behauptung aus Satz 1.10 auf Seite 15.

Zu 3.: Betrachte folgendes Diagramm von Homomorphismen orientierter Graphen:

(a,4)
(anglah) > (Vkvghh)
(wr ) (wa,ya)
G([IT(2)) - G(A(2))

(hlr(z)y P(W)Ir(z), )

Wegen der Bedingungen aus Definition 1.21 kann (a, A) = (id, Id) gew&hlt werden. Da-
her sind die Permutationsmatrizen P(o,) und P(c4) in Satz 1.11 die Einheitsmatrizen

entsprechender Dimension. O

Definition 1.23 Zwei Graphendiagramme D und D’ heifien dquivalent, D ~ D', wenn

sie sich durch eine endliche Anzahl von Reidemeisterbewegungen

I Q&/\ﬁ_ﬂp
— .
~ N ) _—
DI ge
— ~

Jaii s//&\//s/

el s
SR

v o = — Ty

und endlich vielen orientierungserhaltenden Homdomorphismen der Projektionsebene in-
einander tberfiihren lassen. Zwei orientierte Diagramme (D, o), (D’,0') sind dquivalent,
wenn die Diagramme D und D' es sind und dariber hinaus die Orientierungen o und o’

respektiert werden.

Bemerkungen
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1. Zwei topologische Graphen sind genau dann dquivalent, wenn sie dquivalente Dia-

gramme besitzen, siehe [7], Th. 2.1.

2. Aquivalente orientierte Diagramme (D, 0) ~ (D', ¢') induzieren einen Isomorphismus

(h,H) : G(D) — G(D') orientierter Graphen.

Definition 1.24 Zwei (einfach) nummerierte orientierte Graphendiagramme (D, wp,vp,
op) und (D', wp:,vpr,op) heifien dquivalent, (D, wp,vp,op) ~ (D', wpr,ypr,0op:), wenn
die Diagramme (D, op) und (D', op/) dquivalent sind, so dass wpoh = wp und ypo H =

vp fiir den induzierten Isomorphismus (h, H) : G(D) — G(D') gelten. O

Bemerkung Man erhilt abgeschwiichte Aquivalenzrelationen zwischen Graphendia-

grammen, wenn man in Definition 1.24 entsprechende Bedingungen wegléasst.

Satz 1.25 Gegeben seien orientierte Diagramme (D,op), (D',op). Fir © € {D, D'} sei
G(0) = (V(©),E(©),0(0)) der induzierte orientierte Graph zum Diagramm ©. Wei-
terhin seien we : V(©) — Vi surjektive Eckennummerierungen und vo : E(©) — &

surjektive Kantennummerierungen. Dann gelten:
1. (D,wp,¥p,op) ~ (D';wpr,ypr,op') = 10 (G(D),wp,yp) = 10 (G(D"),wpr,vpr) -

2. (D,wp,vp,op) ~ (D';wp,yp,op) und (we,ve) sind Nummerierungen =—>

I(G(D),wp,vp)) =1 (G(D'), wp,vpr).

Beweis  Mithilfe des induzierten Isomorphismus (h, H) aus der Bemerkung 2. von Seite

24 148t sich wie im Beweis des Satzes 1.22 auf Seite 23 vorgehen. O

Konstruktion einer Invariante Fiir ein (einfach) nummeriertes orientiertes Diagramm
héngt die Verdrillungszahl zweier Kanten definitionsgemé&fl nicht von der Eckennumme-
rierung ab. Ebenso verédndern Reidemeisterbewegungen vom Typ zwei und drei, sowie
orientierungserhaltende Homoomorphismen der Ebene (analog zu der klassischen Ver-
schlingungszahl von Verkettungen) den Wert einer Verdrillungszahl nicht. Um mithilfe der
Verdrillungszahl zweier Kanten eine Invariante fiir die Aquivalenz (einfach) kantennumme-
rierter orientierter Diagramme zu erhalten, werden im nichsten Kapitel die Auswirkungen

der iibrigen Reidemeiserbewegungen untersucht.

Beispiel Graphendiagramme, deren zugehorige Graphen nicht isomorph sind, sind
(unter Beriicksichtigung einer geeigneten Aquivalenzrelation) nicht dquivalent. Es soll an

dieser Stelle demonstriert werden, wie die bisher eingefiihrten Begriffe benutzt werden
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konnen, um derartige Graphen zu unterscheiden. Gegeben seien zwei orientierte Diagram-

me (D, o), (D',0') wie in der Abbildung (1.2) links dargestellt.

SORSOIRRICH eSS
2 Vi

(D, 0) (D', 0) v (1.2)

Es soll gezeigt werden, dass die Diagramme nicht dquivalent sind. Dazu werden zunéchst
jeweils beliebige bijektive Nummerierungen (wp,yp) und (wps,vpr) wie in (1.2) rechts
gewdhlt. Sind die Diagramme dquivalent, gibt es nach Korollar 1.6 auf Seite 13 und Be-

merkung 2. von Seite 24 ein Diagramm

(wpr,ypr)

G (D) Ve, &, h)

(wD 7FYD)

(h,H)
(Vk, &1, hp) = G(D) —

von Isomorphismen orientierter Graphen. Nach Satz 1.11 auf Seite 17 gehen daher die

Inzidenzmatrizen durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen auseinander hervor. Sie haben

die Gestalt I (G(D),wp,vp) = (_1_ _D sowie I (G(D"),wp,yp') = (_1_1_1 . Man

berechnet aber die Mengen aus Bemerkung 2. auf Seite 18 zu {3, —3} und {1, —1}.



Kapitel 2

Verschlingungsinvarianten

Die vorbereitenden Aussagen in 8.1 werden hauptsichlich erst ab 2.3 benétigt. Es kann
also auch mit der Lektiire des Abschnittes 2.2 iiber Verschlingungsinvarianten begonnen
werden. In 2.3 werden Umnummerierungen der zu den Einbettungen gehorigen Graphen
untersucht. In 2.5 werden Verschlingungsinvarianten von Teilgraphen betrachtet. Im letz-
ten Abschnitt wird eine vereinfachte Darstellung der Verschlingungsinvarianten, wie sie in
2.2 erhalten wurden, eingefiihrt.

Als Generalvoraussetzung bezeichnet G(D) = (Vp, Ep,op) den induzierten orientier-

ten Graphen zu einem orientierten Diagram D.

2.1 Vorbereitungen

In diesem Abschnitt werden die Auswirkungen von Graphenhomomorphismen auf die In-

zidenz von Kanten und Ecken beziiglich vorgegebener Nummerierungen studiert.

Generalvoraussetzung 2.1 Fir X € {G,H} seien X = (Vx, Ex, gx) orientierte Gra-
phen mit Eckennummerierungen wx : Vx — Vi und Kantennummerierungen vx : Ex —

&l . Die Diagramme

Ve Vi Eq Ey
e wy gle H (2.1)
Via AN Viu big — &y

seien kommutativ, wobei (f, F) : G — H ein Homomorphismus ist und ¢, ® gegeben sind

durch

w : {1, .. .,]{5(;} - {1, ce ,k‘H}, ¢(1}Z) = ’Uw(i) und (22)

27
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v o {1, .. .,l(;} - {1, .. .,ZH}, CI)(eZ) = 6‘1,(2) (23)

Gibt es eine Abbildung hx : & — Vi, X Vi, so wird der zugehdrige orientierte Graph

mit Vi, &1, hx) bezeichnet. O

Definition 2.2 Gegeben sei ein Graph G = (V, E, g) mit einer Eckennummerierung w :

V' — Vi und einer Kantennummerierung v : E — &;.

I.n,meN ' Npyypm:=Npm:={1,....,n} x{1,...,m}.
2.1eN : Sym(l) :={(p,q) € Ny | p < q}.
3. ie{l,....k} : Ni(G,w,v):={(p,q) € Sym(l) | p,q € ad(i, G,w,7)}.

4. Nu(G w,7) = Ule N;(G,w,7).

(1) :p<gq

5. pP = pl:Nl,l_’Sym(l)v PZ(P7Q) = { (q p).p>q :

6. Eine Abbildung f : {1,...,1} — {1,...,I'},I" € N induziert eine Abbildung S(f) :
Sym(l) — Sym(l') durch S(f)(p,q) == p (f(p), f(a))-

Die Mengen aus erstens bis viertens seien jeweils mit der lexikographischen Ordnung ver-

sehen. O

Lemma 2.3 Sind (wg,va), (Wi, vi) Homomorphismen und g surjektiv, dann ist auch

(¢, @) ein Homomorphismus.

Beweis Sei e, € &,. Nach Voraussetzung gibt es x € Eg mit yg(xz) = es. Dann

berechnet man:

hg®(es) = hp®yg(z) = hgypF(z) = (wg X wy) guF(x)
= (wu xwn) (f x f)ga(@) = (¢ x ¢) (wa x wa) ga(x)

= (¢ x @) heya(z) = (¢ x &) ha(es)

Lemma 2.4 Sei (wg,vg) ein Homomorphismus und i € {1,...,kg}. Dann gilt

ad(i,G,we,ve) © {j€ll o} | 1(Guwga), €{1,-1,-0t}  (2.4)

= {je{l,....lg} | viev(ha(e))}. (2.5)

Ist va surjektiv, so gilt O in (2.4).
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Beweis  Die Gleichung (2.5) ist definitionsgeméf richtig. Zum Nachweis von (2.4) wird
J € ad(i,G,wa,va) & vi € vhg(e;) gezeigt.

C: j€ad(i,G,wg,vc) = Je,v 1 c € 95 (ej) NInz(v,G) A wg(v) = v = Ya(c) =
ej N veEvgg(c) = v =wg(v) € v(wg X wa)ga(c) = vhaya(c) = vha(e;).

D: g surjektiv = Je € Eg 1 vq(e) = e = v € vhaya(e) = v(wg X wa)ga(e) = Fu €

vga(e) t wa(u) = v; = e € y5' (ej) N Inz(u,G) A u € wg'(v;) = j € ad(i, G, wg,vg) O

Lemma 2.5 Seii € {1,...,kg} und ad (i,G,wg,vg) # 0. In 1. bis 3. sei die Abbildung
A definiert durch A(j) := V(7).

1. A:ad(i,G,wg,vg) — ad (Y(i), H,wg,vg) ist wohldefiniert.

2. Ist ¢ injektiv und vy, (M) C Bild (F) fiir eine Menge M C &, soist A : ad (i, G, wg,
vq) — ad (Y(i), H,wy,yu){j € {1,...,lu} | e; € M} surjektiv, sofernad (1(i), H,
wi,vH) {7 €{1,...,lu} | ej € M} # 0 ist.

3. Sind (wg,vm), (wa,va) Homomorphismen, ¢ injektiv und ~vyq surjektiv, so ist A :

ad (i, G,wg,va) — ad (Y (i), Hywg, yg) N Bild (V) surjektiv.

Beweis Zu 1.: Sei j € ad (i, G,wg,v¢) & v € wg' (vi) : 75" (ej) N Inz(v,G) # 0.
Daher gibt es ein ¢ € v5'(ej) N Inz(v, G).

a. c €75 (e) = 16(c) = 5 = ® (16(0)) = 11 (F(c)) = ewy) = Fle) € 7' (ewgy))-

b. c€ Inz(v,G) = v ev(ga(c) = f(v) € (Wogn) (F(c)) = F(c) € Inz(f(v), H).

c. w (f(v)) = ¢ (wa(v)) = d(vi) = vy).

Aus a. bis c. folgt f(v) € wl_fl(vw(i)) und F(c) € 'yﬁl(e\p(j)) N Inz(f(v), H). Somit gilt
Zu 2.: Sei j € ad (¢Y(i), H,wy,yw) N{j €{1,...,lu} | e, € M}. Dann gilt e; € M, und
es gibt ein v € wj' (vy()) sowie ein ¢ € v (ej)NInz(v, H). Nach Voraussetzung existiert

demnach ein z € Eg mit F(z) = c¢. Daraus ergeben sich die folgenden Aussagen:

d. F(z) € Inz(v,H) = v e vguF(z) =v(f X flga(z) = Fu e Vg : flu)=v A z €
Inz(u,G).

e. F(z) € vgl(ej) = e; = YaF(x) = Pyg(z) = 3s : yq(x) =es N ej = Ples) =
ey(s) = T € 'y{;l(es) A U(s)=j.

f. pwa(u) = wn f(u) = wu(v) = vy = é(vs) ¢ imektiv we(u) = v; = u € wyt (v;).
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Aus d. bis f. folgt s € ad(i, G,wq,vq) und ¥(s) = j.
Zu 3.: j € Bild (U) Nad(¥(i), H,wy, i) = 3s : U(s) = j € ad(y(i), H,wpy, yiy) -~ >4
vy) € vhi(e;) = vhy®(es) = v(éd x ¢)ha(es) = Ft 1 vy € vhales) N ¢(vr) = vy =

ov) B

Lemma 2.4

v; = vt € vhg(es) s € ad(i, G,wg,vq) N U(s)=j. O

Lemma 2.6 Seiic {1,...,ky} und v;; (M) C Bild(F) fiir eine Menge M C &,,. Dann
gilt:

{Gef{l,....ly} | ¢j € M}Nad (i, Hywg,yu) #0 = i € Bild(y).

Beweis  Sei j € ad(i, H,wy,vyr) und e; € M. Dann gilt: Jv, ¢,z : wg(v) =v; A ¢ =
F(z) € 7;11(@]) NInz(v,H) = v € vggF(x) = v(f x flga(z) = Ju € vga(z) : f(u) =

v = pwg(u) =wyf(u) =wg(v) =v, =i € Bild (¢). O
Lemma 2.7 Seieni € {1,...,kg} und (wm,vm), (¢, ®) Homomorphismen. Dann gilt :
Bild(V) Nad (i, H,wi,vg) # 0 = i € Bild ().

Beweis  Sei ¥(a) € ad(i, H,wy,vg). Mit Lemma 2.4 folgt v; € vhy(ew(q)) = vhy®(eq)
= v(¢ X ¢)ha(eq). Daher gilt v; € Bild (¢), also i € Bild (¢). O

Lemma 2.8 Es seien ® surjektiv, ¢ injektiv und v (Bild(®)) C Bild(F). Dann ist
die Abbildung Sy(V) : Ny (G,wg,vq) — Ny (H,wg,vg) definiert durch Sy(¥)(p,q) =
S(¥)(p, q) wohldefiniert und surjektiv.

Beweis Nach Lemma 2.5.1. ist Sy(¥) wohldefiniert. Sei (p,q) € Nu(H,wm,vm). Es
gilt: 3i : p,q € ad(i, H,wg,vH) \Psgﬁv
Bild (I) 22220 5 ¢ Bild () "2 A ¢ ad(v (i), G wesve) — ad(i, Hywy,vg) N
Bild (V) surjektiv = Ja,b € ad(¥~1(i), G,we,vg) : Ala) = ¥(a) =p A A(b) = U(b) =

q = pla,b) € Nu(G,wg,va) N Su(¥)(p(a,b)) = (p,q). O

b,q € ad(i7H7’wH7fYH) = ad(’i,H,wH,’YH) N

Lemma 2.9 Es seien ®, ¢ injektiv und ;" (Bild(®)) C Bild(F). Fir a,b € {1,...,lg}
qgilt:

(V(a), (b)) € Nu (H,wr,vu) = pla,b) € Ny (G, wa,7a)-

Beweis (¥(a), V(b)) € Ny (H,wy,yg) = i : ¥(a),V(b) € ad(i,H,wy,yu) N

Bild (0) "2222% ; ¢ Bild () "2 3¢, d € ad(y~1(i), G, wa, ve) : Ule) = ¥(a) A

U(d) =) " EEY g A d=b = p(a,b) € Nu(G,we,1c). 0
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Lemma 2.10 Es seien ®,¢ injektiv, vg surjektiv und (weg,va), (Wi, ve) sowie (¢, P)

Homomorphismen. Fir a,b € {1,...,lg} gilt:
(\Il(a)v ‘;[I(b)) € NU (Ha va’YH) = p((l, b) € NU (G,wGﬂ’G) .

Beweis (¥(a),V(b)) € Ny (H,wy,yg) == i : ¥(a),V(b) € ad(i,H,wy,yug) N
Bild (T) "2 37 ¢ Bild () ™22 3¢, d € ad(v (i), G wes ) : Ule) = Ula) A

U(d) =) " EEY g A d=b = p(a,b) € Nu(G, we,1c). 0

Satz 2.11 Es seien vq, vu, wg, wy surjektiv und f, F injektiv. Fir ¢ € Bild(y) und
Jj € Bild(¥) gilt:
10(H,wi,vm)iy; = . Z 10 (G, w6, 16) 1,y
zep (i) yel—1(j)

Beweis Fiirse {l,...,kg}und t € {1,...,lg} seien

AZy = {(ev) €95t (er) x wg' (vs) | gale) = (v,u) A u# v},

B, = {(ev) €7g (er) x wt (1) | 96(e) = (wv) A u v}

all, = {(e;0) € ()™ (e)  (wn) ™ (v5) | gu(e) = (v,u) A w ol
Bl = {(e,v) € (r) ™ (o) x (wn) ™ (v5) [ gu(e) = (w,0) A utv)

fir se {1,...,kg} und t € {1,...,ly}. Zunéchst werden die folgenden Aussagen nachge-

wiesen:

1. Ye{A B, X e{G H} : VX NYX. #0 = i1 =12 A j1 = jo.

11 .71 2 ]2

2 U(G) = ednd = F7 ()7 () = Uiy 16 (e)-
B 07N @) = iy i} = £ () (@) = Uy wg! (us,).

Zu 1.: (e,v) € th ﬂYé(JQ = (7x X wx)(e,v) = (ej,,vi;) = (€j,, Viy)-
Zu 2.: C : e € F71(v5'(ej)) = vuF(e) = ¢j = ®ygle) = e € 75" (27(ey)) =
v ey e ) = Ui va (6.

De=1g(e) = 1ale) = ej, = ®rale) = ey, = e = vuF(e) = e € F7 (vy'(e))).
Zu 3.: Man schliefit wie in 2.
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Aus 1. bis 3. erhélt man

L"._J Lﬂ Aﬂciy = Lﬂ Agy

zep1(i) yeT=1(j) ()= (H)x T (5)
= L—H {(e,v) € ’y(_;l(ey) X w(_;l(vm) | gale) = (v,u) A u#v}
()€Y~ (H)xT1(5)
) " gale) = (v, )
= {(e,v)eglfyG (€j,) % Uw (vi,) /\ Wit v }

= {(e;v) € F' (7' (e))) x f wy' (0) 1ga(e) = (v,u) A u# v}
= (Fx )7 Al (2.6)

Beweis von (2.6): C: Sei (e,v) ein Element der oberen Menge. Es gilt: (F'(e), f(v)) €
i (e5) x wi (vi) A gu(F(e)) = (f x flga(e) = (f(v), f(u)). Aus der Injektivitéit von f
ergibt sich f(u) # f(v), daher ist (F(e), f(v)) € AH-.
Di (e,v) € (F x )74 () = (F(e), f(v) € AL = guF(e) = (f(v),u) mit u # f(v).
Sei ga(e) = (a,b). Aus (f % flga(e) = guF(e) = (f(v),u) folgt f(a) = f(v) # u = f(b),
also v = a # b. Somit ist (e,v) ein Element der oberen Menge. O
Entsprechende Betrachtungen ergeben eine zu (2.6) analoge Gleichung fiir Bf‘; Da
£, F injektiv sind, gilt ’(F % f)

die folgende Rechnung durchfiihren:

10 (H»wHa’YH)i,j = ’A

Z] - Z Z a?y‘)

zeyp—1(i) yev—1

= Z Z IO vaG’77G)x,y

z€p~1(i) yeP-1(j)

2.2 Konstruktion von Verschlingungsinvarianten

Zu Beginn dieses Abschnittes wird eine Abbildung L, definiert, die jedem surjektiv kan-
tennummerierten orientierten Diagramm in Abhéngigkeit von y ein Element eines Korpers
bzw. einer abelschen Gruppe zuordnet. Unter welchen Bedingungen an y diese Zuordnung
eine Invariante surjektiv kantennummerierter orientierter Graphendiagramme ist, wird in

2.13 und 2.22 auf Seite 41 diskutiert.

Definition 2.12 Es sei D; := {(D,~,0)|(D,~,0) ist ein orientiertes surjektiv kanten-
nummeriertes Diagramm und | = |Bild (y)|}. Firl € N, eine abelsche Gruppe (G, +) oder
einen Korper (G,+,-) undy € M (Sym(l),G) wird eine Abbildung L, : D; — G definiert
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durch
e Do
Ly(D,’y, 0) = Z Ys,b) - w’y_l(es)’y—l(et) g
(s,t)eSym(l)
Bemerkung Die im Verlaufe dieses Kapitels auftretenden Homomorphismen sind Ho-
momorphismen von abelschen Gruppen, wenn (G, +) eine abelsche Gruppe ist, und Ho-

momorphismen von G -Vektorrdumen, sofern (G, +,-) ein Korper ist.

Satz 2.13 Vorgelegt sei ein orientiertes surjektiv kantennummeriertes Diagramm (D, -y, 0).
Dabei sei v : Ep — & eine surjektive Kantennummerierung. Dariiber hinaus seien eine
bijektive Eckennummerierung w : Vp — Vg und y € M (Sym(l), G) gegeben.

Fiir jedes weitere zu (D, 7y, 0) im Sinne von Definition 1.21 ohne Bedingung 2. dquiva-

lente Diagramm (D',~',0") € Dy gilt Ly,(D,~,0) = L, (D',~',0") genau dann, wenn

1.Vie{l,... ,k}Vje{l,...,l} : 0= > Yoiiw) - 10 (G(D),w,7);,  und
z€ad(i,G(D),w,y)
2. V(m, 7’L) € NU(G(D)v w, 7) 0 Yp(mn) T 0
gelten.
Beweis Es geniigt, die Behauptung fiir Diagramme (D', ~/, o) zu zeigen, die mittels

Reidemeisterbewegungen der Definition 1.23 auf Seite 24 aus (D, , 0) hervorgehen. Dazu
werden die Bewegungen im Einzelnen betrachtet.
Reidemeisterbewegung V  Fiir e € Ep, v € Vp und r € {1,—1} sei eine spezielle

Reidemeisterbewegung (2}, . durch eine Situation wie in Abbildung (2.7) gegeben. Es seien

+ B /e’

Dy, = Q (D) und (h,H) : — G (D) der zu den #quivalenten Diagrammen

gehorige Isomorphismus. Fiir diesen gilt

x : THe
h(v) =vfirveVp und H(z)= fir x € Ep. (2.8)
¢ x=e
Weiterhin sei o . die bzgl. der Aquivalenz passende Orientierung von D, e Sowie vy 1=
vo H™' und w;e := w o h™! eine Kanten- bzw. Eckennummerierung von G (DZ’G). Als
abkiirzende Notation wird im folgenden fiir (s,t) € Ny
DZ e10,e D
e(s,t) = w 7 (2.9)

_ _ — w 71 .
(Wv,e) 1(65);(75’6) 1(615) (68)77 (et)
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gesetzt. Die folgenden Betrachtungen (2.10) bis (2.15) zeigen, dass die Invarianz unter Rei-
demeisterbewegung V, also (2.10), dquivalent zu erstens, also (2.15), aus der Behauptung

ist.

VD = Q5(D),r € {1,-1}, mit (D7) ~ (D,7,0) : Ly(D,5,0) = Ly(D',+,0') (2.10)
.\

Vie,v) € Ep x VpVre{l,=1}:0= > yiyels,t) (2.11)
(s,t)eSym(l)
l

& Vie{l,....l}Veey He;) VoeVpVre{l,—1}:0= Zyp(j,n)G(jv n)(2.12)
n=1
l
& . -1
& Vie{l,...,[}Veey N ey) Vi € Vi: 0= (w10 (G(D), w,7);,, (2.13)
n=1
l
D . .
& Vie{l,... . }Vie{l,. .. k}:0=> y,;nI0(G(D),w,7);, (2.14)
n=1
E . .
& vie{l,... . }Vvie{l,....,k}:0= > Ym0 (G(D),w,7),,(2.15)

n€ad(i,G(D),w,y)

Zu A : Jede Reidemeisterbewegung Qf lésst sich fiir geeignete e € Ep,v € Vp durch
Q;, . ausdriicken. Wéhlt man dementsprechend 7' := 7, . und o' := o}, ., so ergibt sich die
Aquivalenz sofort aus der Definition 2.12 von L, auf Seite 32 zusammen mit der Abkiirzung
(2.9).

Zu D : Da w bijektiv ist und die Gleichungen in (2.13) und (2.14) nicht von e € Ep
abhéngen, ist an dieser Stelle nichts mehr zu zeigen.

Zu B :7Zuje{l,...1} sei §j == {(p,q) € Sym(l) | p#j N q# j}. Zundchst wird der

folgende Hilfssatz bewiesen:
Hilfssatz 2.14 (p,q) € Sj,e € v (ej),v € Vp,r € {1,-1} = ¢€(p,q) = 0.

Beweis Hilfssatz  Sei (p,q) € S;. Aus y(e) = ¢; folgt 15 (') = e; mit (2.8). Sei

a € {p,q}. Wegen a # j gilt e ¢ v (eq) und €' ¢ (”yg,e)

_ (2.8) -1 . D, Dy e:05.¢ .. - _
T Hea) = (Vhe)  (ea), also gilt wfygo = w; < fiir alle f,g € v Lep) Uy tey).

v,e

(eq). Daraus ergibt sich

Mithilfe der Definition 1.20 auf Seite 22 berechnet man fiir p # g¢:

D,o o D,o
v Hep) M eg) T Z E Wg
g7 Hep) fEvT(eq)
D5 0,05,
= Z Z Wrg

“ep) FE(15.0) " (eq)

w
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Fiir p = q gilt
D,O . D 0 Dg,eﬂog,e
w/yil(ep)v/‘/il(ep) - Z wf’ Z wfig
{£.9}eP2(v~Hep) {f,g}epz((%,e)_l(ep))
D3 e:0%,e

Yr) e (n.e) Mep)’

O

Zum Beweis von B schreibt man fiir j € {1,...,l},e € v 1(ej),r € {1,-1},v € Vp :

Hilfssatz 2.14)
LS.:= > yepelst) = D yepest)+ Y yupe(st)
(s,t)eSym(l) (s,t)eS; (s,t)eSym(1)\S;
l
= Zyp(w)e(x,j) =:r.5S.
=1
= : Nach Voraussetzung ist [.S. = 0, also auch r.S. = 0.
< :Fiirjedes e € Ep gibtesein j € {1,...,l} mit e € y7!(e;). Also ist nach Voraussetzung

r.S. = 0. Daraus folgt [.5. = 0.

Zu C : Zunichst wird der folgende Hilfssatz bewiesen:
Hilfssatz 2.15 Seij € {1,...,1},r € {-1,1},e € v~ (¢;j) und v; € Vx. Dann gilt
€(g,n) =r-10(G(D),w,7);,,
fir jedes n € {1,...,l} oder
€(g,n) = (=r) - 10(G(D), w,7); ,
fiir jedes n € {1,...,1}.
Beweis Hilfssatz Es seien j,n € {1,...,l},e € v e;),r € {1,—1} und v :=

(w )_1 (v;). Zunichst werden die Mengen

v,e

My o= () ew) N Inz (v,G (D))

My = {f e () en) lop () = (vw) A uvl
My = {f e en) long, () = (wv) Autof
My = {f et (en) [ony, () = (0,0)

4

definiert. Es gilt dann offenbar M; = L—I_-J M;. Beziiglich der Abbildung (2.7) auf Seite 33
i=2

gelten dann die Aussagen:

es gibt jeweils genau eine Kreuzung
fgeMyic{23)f4g = {mmrednfumdr,ycdngmi  (216)
(Dzev Ze) (T$) - (Dzw Ze) (Ty)
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es gibt jeweils genau eine Kreuzung
feMyge My — Te, ¢ € € N fund 7y, y € € Ng mit

(Dzev ze) (T$) = —¢€ (Dgev ze) (Ty)
es gibt genau zwei Kreuzungen 7,
feM, — ze€enfund 7y, y € € N f mit
(DZev Ze) (Tl‘) = —¢€ (D;;e? f)e) (Ty)

(2.17)

(2.18)

Zur Berechnung von €(j,n), n € {1,...,l},r € {1,—1} werden zwei Félle unterschieden,

je nachdem wie e in Abbildung (2.7) orientiert ist.

1. Fall: e ist in (2.7) von ,,oben® nach ,unten® orientiert.

) —_——N—
6(]7 7’L) = Z € (Dz,ev OZ,@) (TI)
{TIECT(DZLE)\CT(D) | xe{e’ﬁf\feMl}}

= ) 2 €(72)

feM {TIECT(D; E)\CT(D) \ er’ﬂf}

= 2 ) dn) ZZ )+ > > elr)

fEM> feMs feMy

218)

= L2

feMs feMs

B (M| 4 M) = () 10 (G (D},) e,

Satz 1.10 (=r)- 10 (G(D),wﬁ)i,n

2. Fall: e ist in (2.7) von ,unten“ nach ,oben“ orientiert.

=€

G(j, n) = Z (Dg e’ Ze)(Ti)

{re€er(Dy  )\er(D) | ze{e/nflfeMi}}

= > > (7a)

feMy {7 ecr(Dy, e)\cr(D) | zee'nf}

= 22 dm ZZ% > D el

feMs feMs fEMy A

P IPIEP B Iy

feM: feMs

G (0] — Myl =710 (G (DS,) )i

Satz:1.10 r. 10 (G(D),w,”)/)im
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Nun folgt C wegen sofort aus dem Hilfssatz 2.15.

Zu E : Diese Aquivalenz ergibt sich aus dem
Hilfssatz 2.16 v; € Vi, n ¢ ad (i, G(D),w,vy) = 10 (G(D),w,7),,, = 0.

Beweis Hilfssatz n ¢ ad (i, G(D),w,v) = Yo =w ' (v;) : v 1(e,)NInz(v,G(D)) =
0= Vo =wlv)Ve € v Hen) : v & (voop)(e) = {(e,v) € v (en) x w(vy) |
v € (voop)(e)} =0=10(G(D),w,v);, =0. O

Reidemeisterbewegung IV Fiir v € Vp, e, f € Inz(v,G(D)), r € {1,—1} sei ei-

ne spezielle Reidemeisterbewegung QZ e f durch eine Situation wie in Abbildung (2.20)

/ e e €
. Qj,e,f . Q;&’f .
v — B v — v \ (2.20)
f’ f f’

(D) und (h,H) : G(D) - G (Dz,e’f> der zu den dquivalenten

gegeben.

Es seien D" = Qr

U7e7f : U7e7f

Diagrammen gehorige Isomorphismus. Fiir diesen gilt

e : x=e
h(v) =vfirveV und H(z)=4 f : z=f firz e E. (2.21)
xr : sonst

Weiterhin sei o, , , die bzgl. der Aquivalenz passende Orientierung von Dy . psowiey, o=
vo H=! und Wy o pi=WO h~! eine Kanten- bzw. Eckennummerierung von G (Dz,e,f)' Als

abkiirzende Notation wird im folgenden fiir (s,t) € N,

Dz,e,ﬂoz,e,f wD7O
—1 1 —_ 1 1
(Vo) (e (Vies) (e) 7 ey e

gesetzt. Die folgenden Betrachtungen (2.22) bis (2.24) zeigen, dass die Invarianz unter Rei-

(s, t) :==w

demeisterbewegung IV, also (2.22), dquivalent zu zweitens, also (2.24), aus der Behauptung

ist.

VD' = Q5(D),r € {1,~1}, mit (D,7,0) ~ (D,7,0) : Ly(D,7,0) = Ly(D', 7', ) (2.22)

& wevp Ve, f € Inz (v,G(D)),r € {1,-1}:0= Z Ys,p)€(s,t) (2.23)
(s,t)eSym(l)

<§> V(mv n) € Ny (G(D)v w, 7) Yo Ymn) = 0 (224)

Zu A : Man argumentiert wie im Fall A auf Seite 34 bei der Reidemeisterbewgung V.

Zu B : Zunichst wird der folgende Hilfssatz gezeigt:
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Hilfssatz 2.17 v € Vp, f,e € Inz (v,G(D)), e, :=(€), em :=v(f)

1 s,t) = p(m,n
s Je(s.0)] = p(s;t) = p(m,n)

0 : sonst

Beweis Hilfssatz  Gegeben sei die Situation aus Abbildung (2.20). Aus (2.21) erhilt

man v, . ¢(e’) =v(e) = e, und v, , ;(f') = 7(f) = em. Daher gilt

(€ f) € (Vhep) es) x (Vo p) Her) Vv
(f' ) € (Vo) es) X (Ve ) (er) '

Da die Diagramme D und Dy , , aufierhalb der lokalen Situation in Abbildung (2.20) iden-

p(s,t) = p(n,m) & { (2.25)

tisch sind, folgt |e(s,t)| = 1 aus p(s,t) = p(m,n) mithilfe von (2.25) und der Definition
1.20 der Verdrillungszahl auf Seite 22. Gilt p(s,t) # p(n,m), so folgt (¢, f'), (f',€') ¢

(Vo) (es) X (W0 1) (en), dh. e(s, 1) = 0. O
Nun wird die Aquivalenz B gezeigt :

= : (myn) € Ny(G(D),w,v) = Ji € {1,...,k} : (m,n) € N; (G(D),w,vy) = m,n €
ad (i,G(D),w,v) = Je,f € Ep : e € v em) NInz (w(v;), G(D)) A f € v e, N

Inz (w_l(vi),G(D)) . Mit v = w_l(vi) folgt 0 = Z(S HeSym() Y(s.t) e(s, ) = :I:yp(n m)

< :v € Vp, e,f € Inz(v,G(D)) = Im,n € {1,...,1} : e € v ex) A f €

v Hem) = Im,n € ad(i,G(D),w,7) fir w(v) = v;i = p(n,m) € Ny(G(D),w,y) =
2.17

2 (s.tyesym(t) Vs €(5:1) "= EYpimm) = 0. H

Reidemeisterbewegung I Fiire € Ep, r € {1, —1} sei eine spezielle Reidemeister-

bewegung Q7 durch eine Situation wie in Abbildung (2.26) gegeben. Es seien D} := QL (D)

RUR 2.26
e! / e p\ ( )

und (h, H) : G(D) — G (D}) der zu den #dquivalenten Diagrammen gehorige Isomorphis-

mus. Fiir diesen gilt

e r=e
h(v) =vfirveV und H(x)= fir z € E.
r : sonst
Weiterhin sei of die bzgl. der Aquivalenz passende Orientierung von D’ sowie 7" := yoH !
und w’ = w o h™! eine Kanten- bzw. Eckennummerierung von G (D?). Als abkiirzende
Notation wird im folgenden fiir (s,t) € N,

T T
DE 706 D7O

(5 =W e o) Pr e i)
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gesetzt. Die folgenden Betrachtungen (2.27) bis (2.29) zeigen, dass die Invarianz unter
Reidemeisterbewegung I, also (2.27), wegen (2.24) keine weiteren Bedingungen erzwingen,

da (4,7) € Ny (G(D),w,~) fir j € {1,...,1} gilt.

VD = Q(D),r € {1,—1}, mit (D7, o) ~ (D,7,0) : Ly(D,7,0) = Ly (D', o) (2.27)

& vee Ep,re{l,—1}:0= Z Y(s,)€(s, 1) (2.28)
(s,t)€Sym(1)
B .

Zu A : Man argumentiert wie im Fall A auf Seite 34 bei der Reidemeisterbewegung V.

l:s=t=j .
T fiir
0 : sonst

Zu B : Analog zum Hilfssatz 2.17 gilt an dieser Stelle |e(s,t)| = {

j€{l,...,1} und e € v~ !(e;). Damit folgt sofort die Aquivalenz B.
Reidemeisterbewegungen II und IIT  Diese Bewegungen verédndern die Verdril-

lungszahl und somit den Wert von L, nicht. O

Definition 2.18 Sei G = (V, E,g) ein orientierter Graph, v : E — & eine surjektive
Kantennummerierung und w : V. — Vy eine surjektive Eckennummerierung.
1. Fir s € {1,...1} wird die Matriz As(G,w,y) € My sym@y ({1,--.,k}, Sym(l),Z)
definiert durch
I0(G,w,7)ip : pe€ad(i,G,w,v) N qg=s
[As(Gw, V)i gy = TO(G,w,7)ig : q€ad(i,G,w,v) A p=s
0 : sonst

2. Die Matriz A(G,w,7) € Mgy sym@)| (Nik, Sym(l), Z) wird definiert durch

[AG 0N (s, ,0) = [As(Gw, V)] )

Es ist also A(G,w,7) = (A1(G,w,7), A2(G,w,7), ..., As(G,w, )"

3. Die Matriz B(G,w,v) € M|N,(Gwq)|x|Sym@)| (Nu(G,w,7), Sym(l),Z) wird definiert

mittels

[B(Gv w, 7)](

n,m),(p,a) “

4. A(G,w,v) = (A(G,w,v), B(G,w,7))". O

Satz 2.19 Vorgelegt sei ein orientiertes surjektiv kantennummeriertes Diagramm (D, 7, 0)
€ Dy;. Dartiber hinaus seien eine bijektive Eckennummerierung w : Vp — Vi und y €
M (Sym(l),G) gegeben. Genau dann gelten 1. und 2. aus Satz 2.13 auf Seite 33, wenn
A(G(D),w,v) -y =0 ist.
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Beweis  Zur Abkiirzung sei hier A := A(G(D),w,7), A := A(G(D),w,7), As =
As(G(D),w,~), B := B(G(D),w,7), ad(i) := ad(i, G(D),w,v) und IO := IO(G(D),w, ).
In der Matrix A stehen genau die Koeffizienten der Gleichungen 1. und 2. aus Satz 2.13,
denn fiir y € M" (Sym(l),G) und (s,7) € Ny, gilt

Def. 2.18
Ayl = Yo Aehwa Yoo = Y (Adipa Y
(p,g)€Sym(l) (p,q)€Sym(l)
Def. 2.18

= Z 10ip - Ypg) + Z 1054 Yp.q)
{(p,g)eSym(l) | p€ {(p.9)eSym(1) |
ad(i) N\ s=q N s#p} g€ad(i) A s=p}

= Z IOip  Yp,s) + Z 1044 Y(s,q)
{(p,5)eSym(1) | {(s:9)€Sym(1) | g€ad(i)}

pEad(i) N s#p}

= Z IOz,z “Yp(s,x) )

z€ad()

und fiir (n,m) € Ny(G,w,~y) berechnet man

Def. 2.18
[B'y](mm): Z Bm),ma) " Ypa) = Ynm)- o
(p,q)€Sym(l)

Satz 2.20 Es scien (Z,0) ein orientierter Zellenkomplex, T : Z — R eine Einbettung,
7 : R3 — P eine requlire Projektion und (D, o') ein orientiertes Diagramm zu Z. Dann ist
die Abbildung (7T|F(Z)0 oTlzy, P(7) [p(z), o P(T) z,) : G(Z) — G(D) ein Isomorphismus

der orientierten induzierten Graphen.

Beweis  Die Abbildungen 7|r(z),, '|z,, P (7) |p(z), und P (') |z, sind definitionsgemif
bijektiv. Es seien { F, } ez charakteristische Abbildungen von Z und oz, op die induzierten

Orientierungen von G(Z) bzw. G(D). Fiir e € 2 gilt:

(0p o P (m) |r(z), o P (D) |z,) (&) = op(x(T(e)) = (r((CoF.)(~1)),x((ToF) (1))
= (molxmol)(oz(e))

= (7lrz), © Tz X Tlr(z), 0 Tlz,) (0z(€)) -

Satz 2.21 Zusdtzlich zu den Voraussetzungen aus Satz 2.20 seien w,wp bijektive Ecken-
nummerierungen von Z bzw. D und v,vp surjektive Kantennummerierungen von Z bzuw.
D, so dass wp o T|p(zy, o'z = w und yp o P (7) |p(z), P (') |z, = erfillt sind. Dann

gilt A(G(Z),w,v) = A(G(D),wp,¥p)-
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Beweis In der Generalvoraussetzung 2.1 auf Seite 27 setzt man fiir (f, F)) den Iso-
morphismus aus Satz 2.20 sowie ¢ = id und ® = id ein. Aus Lemma 2.5 auf Seite
29 folgt ad(i,G(2),w,y) = ad(i,G(D),wp,vyp) fir alle i € {1,...,|Vp|}. Aus Lem-
ma 2.8 auf Seite 30 ergibt sich Ny(G(D),wp,vp) = Nu(G(Z),w,7). Die Definition
2.18 auf Seite 39 liefert die Behauptung, denn aus Satz 1.10 auf Seite 15 erhélt man
I0(G(2),w,v) =10(G(D),wp,vp)- O

Satz 2.22 Sei (Z,0) ein orientierter Zellenkomplez, v : Z1 — & eine surjektive Kanten-
undw : Zy — Vy, eine bijektive Eckennummerierung. Firy € M (Sym(l),G) ist L, genau
dann eine Invariante fir die Aquivalenz surjektiv kantennummerierter orientierter Dia-
gramme, deren Kantennummerierungen mit vy vertréiglich sind, wenn A(G(Z),w,v)y =

0 ist.

Beweis  Seien I' eine Einbettung von Z, 7 eine regulére Projektion und (D,vp,op)
ein mittels vp : Ep — & surjektiv kantennummeriertes orientiertes Diagramm, so dass

vp mit y vertriglich ist, d.h. yp o P (7)|r(z), o P (') |z, = ~ gilt. Die Abbildung wp :=

1
w o (7lp(z), © F|go)71 ist eine bijektive Eckennummerierung von G(D).
Siitze 2.13,2.19 Satz 2.21
= A(G(D),wp,vp)y "L A(G(Z),w,7) y.
< 186l (D',7/0') ~ (D,7,0). 0= A(G(2).w.7)y “E* A(G(D),wp, 1)y

Ly (D/"7/70/) = Ly(Da’Yv 0)' U

=:0
Séatze 2.13,2.19
—

2.3 Umnummerierungen

In diesem Abschnitt wird untersucht, welche Auswirkung eine Umnummerierung eines
Graphen auf seine A-Matrix aus Definition 2.18.4. hat. Das Ergebnis steht in Korollar 2.27
auf Seite 45. Da fiir die Verschlingungsinvarianten die Kerne der jeweiligen .A-Matrizen von
Bedeutung sind, wird in 2.29.2. auf Seite 46 ein entsprechender Zusammenhang hergestellt.

Daraus ergibt sich eine Formel fiir die Invariante in Satz 2.30 auf Seite 47.

Generalvoraussetzung 2.23 Es seien G = (V, E, g) ein orientierter Graph, ~v,~' Kan-

tennummerierungen, w,w' Eckennummerierungen sowie

E Vv
N N (230

gl/ Vk Vk"

&

kommutative Diagramme, wobei ¢, P gegeben sind durch

o {L kY= {1, K ) P(vi) := vy und
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U {1, = {1 (e;) == eg(i)-

Definition 2.24

1. Nigy) (W) 1= Nigy) :={(s,2) € Sym(l) | p(¥(s),¥(t)) = (x,y)} fiir (z,y) € Sym(l').
2. M(w,y)(q]ﬂ/]) = M(m,y) = {(Svt) € Nixk ‘ (‘I’(S)ﬂ/}(t)) = ('T’y)} f’[jr (SC,y) € Ny -

3. Q:=Q(V,v) € Mpyxp (Nyxi s Nixk, Z),

Q . L (p7 q) € M(z,y)
(z.y),(p,9) *—
0 : (p7 Q) ¢ M(:E,y)

4. Q:=Q (Y, ¢) € Myyxin (Nyxiw, Nyxw, Z),

l/
N [HlE 0l = o=y
(@y).(pa) =y 1o .

0 : (p,q) # (x,y)

5. Q:=Q(¥,9) = Q- Q€ Mypx (Nysw, Nixck, Z).

6. P:= P(V) € M|sym)|x|sym@) (Sym(l), Sym(l'),Z),

2 _ )1 @y ENgy
(z,9),(p,q) "= :
0 : (z,9) ¢ Npg

l/
7. Sei [T [071()] #0. P = P(¥) € Migym@)|x|sym@) (Sym(), Sym(I'), Q),
j=1

I -1
- . (H \\If‘l(j)\> t () = (pa)

P(w,y),(p,q) = j=1
0 : (z,9) # »q)

l/
8. Sei [[|w'(j)| #0. P:=P(¥) := P+ P € Mgy x|syma) (Sym(l), Sym(l'), Q).
j=1

9. R .= R(‘lj) € M|Nu(G,’LU/7’Y,)|><|NU(G7”LU7'Y)‘ (NU (Ga wly ’7/) 7NU (G7 w, ’Y) )Z)7

R L L (p7 Q) € N(:c,y)
(z.y),(p,q) 0 (po) ¢ N
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Fiir 10. und 11. gelte Ny (G, w,y) N N(gyy # O fir alle (z,y) € Sym(l').

10. E = E(\I/) € M|Nu(G,”LU’,’y’)|><|Nu(G,w’,“/’)| (NU (G, U}/, ’Y/) 7NU (G, w’, ’Y/) ,Q),

~ (p,q) = (z,y)
Ruymg =14 |NU(Gw,7) N Ny :

0 : (pq) # (x,y)

11. R:=R(¥) := R- R € Min, (G 1) |No(Gawr)| (NU (G0, 7). NU (G w,7) , Q).

Lemma 2.25 FEs gelten die folgenden Aussagen:
1.V surjektiv = V(x,y) € Sym(l') : Ny # 0.

2. W, surjektiv = V(v,y) € Nyxp : My, # 0.

3. 8yml) = W Neyw » New= W My,
(z,y)eSym(l') (@) ENp s
4.
[l -1
_ (M) e
Play),wa) = j=1
O : (.T, y) ¢ N(p,q)
.
l/
- [TID : a) € My
@y)(pa) =\ 12,

0 : (p7 q) ¢ M(:c,y)

6. Ist ® surjektiv und ¢ injektiv, so gilt Ny (G,w,v) N Nigyy # O fir alle (v,y) €
Nu(G,w',~'). Die Matriz R berechnet sich zu:
[T [¥ ')

= }NU (Gawafy)ﬂN(x,y)}

0 (p, Q) ¢ N(z,y)

(p, Q) € N(x,y)
R(zy),(p0)

Beweis Zu 1.: (z,y) € Sym(l') Rl Ja,b:¥(a) =2 N Y(b) =y = pa,b) € N(gy).

Zu 2. (2,y) € Npwp V2 300 W(2) = a A Ply) = b= (a,b) € M.
Zu 3.: In beiden Gleichungen ist D definitionsgeméf erfiillt. Fiir die erste Gleichung gilt
C :(p,q) € Sym(l) = p(¥(p),¥(q)) € Sym(l') = (p,q) € Now(p),w(q))- Fiir die zweite

Gleichung gilt C : (p,q) € Nixk = (¥(p),¥(q)) € Nysw = (P,q) € Mw(p)p(q))- Fir die
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erste Gleichung gilt 4 : (p,q) € Niay ) N Nigg o) = p(¥(p),¥(q)) = (z1,y1) = (x2,y2).

, U
Fiir die zweite Gleichung gilt 4 : (p,q) € Mz, ) N M = (¥(p),¥(q) = (z1,11) =

z2,y2)
(22, y2)-
Zu 4.: Es sei a := Hg'/:1 ‘\I/*I(j)‘ # 0. Man berechnet

- ~ a”l : (z,y) €N
-1 ’ (r.9)
(P P ) o) > PewsoPsava = Pey ot = :
AT (s,t)eSym(l’) 0 : (x,y) ¢ N(p,q)
Zu 5.: Es sei b, := ng; |¥~1(5)|. Man berechnet
~ ~ b:c : (pu Q) € M(ac,y)
(QQ) o) > Quas:0Qe0.pa) = be Qo)) = :
R (S;E)ENy ot 0 = (p q) ¢ M(%y)
Zu 6.: (2,y) € No(Gw',y) “™2°% 3(a,b) € Nu(G w,7) : Su(¥)(a,b) = (2,y) =
: I [v o) -
(a,0) € Nigy) = (a,0) € Nu(G,w,7) N Nigy). Sei dg ) = |NU(]G,w,7)mN<z,y>|' Es gilt:
(RR> Ccora Y. BeweoBenma

(S’t)GNU (G,’LU,,'YI)

d(w,y) : (p, Q) € N(w,y)

dx7 'ny (pg) —
(z,y) " t¥=,y),(p:q) { 0 : (p,Q)¢N(W)

Satz 2.26 Die Abbildungen w,w’,~,~" seien surjektiv. Es gelten:
1. @A(G,’LU,’)/) P = A(G>w/>’7/)‘
2. ¢ injektiv = R- B(G,w,~) - P = B(G,w',7").

Beweis Es seien a und b, wie in Lemma 2.25 definiert. Weiterhin seien d(, ) :=
NU(G,w,7)NN ), A = A(G,w,7), A" := A(G,w',v'), B := B(G,w,v),B" := B(G,w',~),
I0 := IO(G,w,~) sowie IO" := IO(G,w',~").

Da v,7 und w,w’ surjektiv sind, sind auch ¥ und v surjektiv.
Zu 1.: Fiir (m,n) € Njxi und (p,q) € Sym(l') gilt:

AP) myipy = O Ao Penoo = D Ao @

(zy)€Sym(l) (2Y)EN(p,q)

Fiir (s,i) € Npxg berechnet man:

(Q (Aﬁ) ) (s,i),(p,q) = Z @(377:)7(777’7“) (A?) (m,n),(p,q)

(m,n)ENxk

= Y Qim0 Y Ap ey = (%)

(m,n)ENxk (z,y)END,q)

=:(x)
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(*) - Z A(m,n),(az,y) - Z A(m7n)7(x7y)
{(xuy)eN(p,q)'x:m} {(z,y)GN(p,qﬂz;ém}
- Z Ion’y T Z A(mvn)v(xvy) + Z A(m,n),(w,y)
(my)EN(p,q) {(@.9)EN(p,q lz#£m y#m} {(@,9)EN(p.q) lr£m,y=m}
= ) IOn,+0+ 3 0h,= S 104,
(my)EN(p,q) {(z;m)EN(p o) lx#m} p(x,m)EN, o)
s=gq:
(o) = a'by > > IOp.=a" Z Z > IO,
(mn)eM gy p(z,m)EN 4 mE\I/ ) neyp—L(i) ze¥~1(p)
oy Y 10, =10}, b [0 (g)| = Iom, = Al v
mev—1(q)

s = p : Analog zum Fall s = q.
s ¢ {p,q}:
_ -1 T(m)=s =
() = a5 3 D, 10ne T 0= A gy
(m,n)EM(s’i) p(x,m)EN(pyq)
Zu 2.: Fiir (m,n) € Ny(G,w,v) und (p,q) € Sym(l') gilt:
(BP) oy = 2 Bonm s Ps),wa) = Plonm),p.a)-
(s,t)eSym(l)
Fiir (z,y) € Ny(G,w',~") gilt:

(R (BP) ) (z,9),(p,q) = Z R(m,y),(m,n) (BF) (m,n),(p,q)
(m,n)eNU(Gw,Y)

= Y Blay)mm) Pimm)pa)

(m,n)ENU(Gw,Y)

= a’ > Ba,y),many = (%)

(m:n)ENU (Gaw77)mN(p,q)

1. Fall : (z,y) = (p, q)- Nach Lemma 2.25.6. gilt Ny(G,w,v) NNy, q4) # 0. Daher berechnet

man (% %) =a~ ! 7|d(:iq =1= (%y) ()

2. Fall : (z,y) # (p,q) und d(, 4) = 0. Es gilt dann (x % %) =0 = B€x7y) (p0):

3. Fall : (v,y) # (p,q) und d, ;é@ Fiir (m,n) € dq) gilt (m,n) € N, )\ N(z) nach
Lemma 2.25.3. Also folgt (x *) =0= B(%y),(p’q). O

Korollar 2.27 Es seien ¢ injektiv und w,w’,~y,~" surjektiv. Dann gilt:

_ JAG,w,y)P = A(G,w', 7).
0 R

Beweis Satz 2.26. O
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Definition 2.28 Zu ¥ : {1,...,1} — {1,...,I'}, I,I" € N, sei der Homomorphismus
T M (Sym(l'),G) — M (Sym(1), G)

gegeben durch [V (y)], o) = Yp(w(p),u(g)) fir alle (p,q) € Sym(l).

Auf der Menge NixUNy (G, w, ) erhdlt man eine Ordnung, indem man fir (p, q), (r, s)
€ Nixip UNu (G, w,7) festlegt : (p,q) < (r,8) 1 (p,q) <N, (115) oder (p,q) <ny(Gw,)
(r,8) oder [(p,q) € Nixg A (r,8) € Ny (G,w,v)]. Dabei bezeichnen <y (Gw.y) Und <,
die entsprechenden lexikographischen Ordnungen. Der zu A(G,w,~) gehdrige Homomor-

phismus wird notiert als
fGaory : M7 (Sym(1),G) — M™ (Niyi, U Nu (G, w,7) ,G),
und ist durch f(q.~)(y) = A(G,w,7) -y gegeben. O

Satz 2.29 Es scien ¢ injektiv und w,w’,vy,~" surjektiv.
1. V¥ (y) =P -y.
2. U*: Kern (f(G@w/)) — Kern (f(G,w,’y)) st wohldefiniert und injektiv.

3. Wenn @ bijektiv ist, ist P = P (S(V)) Permutationsmatriz zu S(V) (siehe Seite
17) und ¥*(y) = O (S(V)) (y). Weiterhin gelten P = P, Q = Q, R = R sowie
| det(P)| = [det(Q)] = | det(R)| =

4. Wenn ® bijektiv ist, ist U* ein Isomorphismus.

Beweis  Mit w,w’,v, sind auch ¢, ® surjektiv. Also ist ¥ surjektiv und v bijektiv.
Es gelten hier die Abkiirzungen des Beweises zu Satz 2.26 auf Seite 44.

Zu 1.: Sei (p,q) € Sym(l). Nach Lemma 2.25.3. gibt es genau ein (m,n) € Sym(l') mit
(P, @) € N ny- Daher ist (m,n) = p (¥(p), ¥(q)), und es gilt

PYopg= 2. Pooenlen= > Y(s.t) = Ypw(),0(@) = (T (Y)) g) -
(s,t)eSym(l’) {(s,t) € Sym(l')|

(pv q) € N(s,t)}

Zu 2.: Sei A(G,w',v") -y =0. Fiir (s,i) € Nixp gilt :

(AT W) sy = Y Ao Won = DL Asiems Y W)
(p,q)€Sym(l) p(p,s)€Sym(l)

2.25.3. *
= Z Z 10i Y™ (Y) p(p,s)
(mn)eSym((l') {pe {1,...,l'}|
p(p, S) € N(m,n)}
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_ 3 > 105 - Yp(w(p),w(s))

{ne{l,....lI'}] {pe{l,....U}|
(n U(s)) € Sym(I)}  p(p,s) € Np(n,u s»}

- Z Z 10ip - Yp(n,w(s)) = ZIO/ ¥(@),n) " Yp(n,T(s))

n=1 pe¥—1(n)

— / Vor.
- Z A 1@ mm) Yomm) = 0
(m,n)€Sym(l’)
Fiir (m,n) € Ny(G,w,~) gilt:
(B (Y)) mm) = Z B (s,) Y (W) (s.) = Y (Y) mn) = Ypwn),wm)) = 0
(s,t)eSym(l)
denn p (¥(n),¥(m)) € Ny(G,w',~") nach Lemma 2.8.
P* injektiv : Sei U*(y) = ¥*(2). Fiir (m,n) € Sym(l') gilt: Es gibt a,b € Sym(l) mit

Ymn) = Yo (p),(e) = ¥ W) = ¥ (2)pag) = 20(0(p),¥(q) = Z(mn)-

Daraus folgt y = z.
Zu 3.: Mit ¥ ist auch S(¥) bijektiv. Daher sind P und @ Einheitsmatrizen. Dies gilt auch
fiir R denn aus dem Beweis von Lemma 2.25.6. geht |NU (G,w,7) N N, ‘ = 1 hervor.

Verwendet man die Bezeichnungen von Seite 17, so gilt

(PY) ) = (T W) gy = Ys@) ) = (© (S(®)) (1) )

fiir alle (p,q) € Sym(l). Also gilt P = P(S(V)) und det(P) = +1. Die Abbildung
(U,v) : Nixx — Npxpe ist bijektiv, und wegen der Definition von @ ergibt sich daher
Q = P((¥,)) und det(Q) = £1. Die Abbildung Sy (V) : Ny(G,w, ) — Ny(G,w',~")
ist injektiv nach Voraussetzung und surjektiv nach Lemma 2.8. Daher gilt R = P (Sy(¥))
und det(R) = £1.

Zu 4.: Mit ¥ ist ¥~! und somit S (U~!) = S(¥) ! bijektiv. Nach 1. und 3. gilt (¥~1)" (y) =
P(S(T 1))y =P(S(W) 'y =P ly. Wegen det(P) = +1 ist daher (¥~')" ein Homo-
morphismus, fiir den U* (\I/_l)* = id und (\If_l)* U* = id gilt. a

Bemerkung  Wihlt man in Satz 2.29 fiir w eine bijektive Eckennummerierung und
fiir v eine bijektive Kantennummerierung, so geht aus 2.29.2. hervor, dass der zugehori-
ge Kern jeden zu einer surjektiven Ecken- und Kantennummerierung gehérigen Kern als

Unterraum / Untergruppe enthélt.

Satz 2.30 Fir ein orientiertes Graphendiagramm (D, o) sei (in der Generalvorausset-

zung zu diesem Abschnitt auf Seite 41) G := G(D) der induzierte orientierte Graph.



48 KAPITEL 2. VERSCHLINGUNGSINVARIANTEN

Weiterhin seien w,w’ surjektiv sowie (D,~,0) € D; und (D,y,0) € Dy. Fir jedes

y € Kern (fa(pyw ) gilt
L\I/*(y)(D7 7> O) = Ly(D7 7/7 O)'

Beweis

Def. 2.12 . Do
Ly (y)(D,7,0) = Z () s "Wy (e (er)
(s,t)eSym(l)

2.25.3. D,o
= > D US@e0  ) 1w
(p,g)€Sym(l') (s,t)EN(p ¢

= Z Ypa) - Z w?—’(‘f(esm—l(en

(p,g)€Sym(l') (8,1)EN(p,q)

(%) D,o

= Z Ypya) - Z Wyt (es) =1 (er)
{(p,q)eSym(l')|p#£q} ($;1)EN(p,q)

(%) D,o

= Z Yw.a) " Wyr=1(ep) v =1(eq) Ly(D”yl’O)'

(p.g)eSym(l')
Zu (*) : Fiir p = q ist yp,q) = 0 nach Definition 2.18.3. auf Seite 39.
Zu (*%) : Fiir p # ¢ gilt :

PRS- DI SR S (D, 0)(2)

(Sﬂt)eN(p,q) (Svt)eN(p,q) fef}/—l(es) gE'y_l(et) {TCCGCT(D)I‘TGfmg}

_ Z Z €(D,0)(1z)

{p(s,t)eSym(l)|se¥~1(p),te¥~1(q)} fey'(es) gev—*(er) {ra€er(D)|zefng}

=D DD DD DS > dDo(w)

s€¥—1(p) teW=1(q) fey~l(es) gev~(et) {Ta€cr(D)|zefNg}

-y ¥ > dDo)m) B Wb e

fey'~Hep) gev'~(eq) {re€er(D)lxe fNg}

2.4 Umorientierungen

Definition 2.31 FEin orientierter Graph G = (V, E, g) geht aus einem orientierten Gra-
phen G' = (V, E,g’) durch Umorientieren der Kanten K C E hervor, wenn fir die Inzi-
denzabbildungen
Jge) : e¢ K
t(g'(e)) : eek

g(e) =

gilt. Dabei ist die Vertauschungsabbildung t : V x V — V x V definiert durch (x,y) —

(y, ). O
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Satz 2.32 Vorgelegt seien orientierte Graphen G = (V, E, g) und G' = (V, E,g') zusam-
men mit einer surjektiven Kantennummerierung v und einer surjektiven Eckennumme-

rierung w. Der Graph G' gehe aus G durch Umorientieren der Kanten K = ~v~!(e)),

le{l,...,|E|} hervor. Dann ist die Abbildung

o))+ Kern fGu.) = Kern f(gruy
definiert durch
[ (G ) )} _ Yoty = (SELNEAD) V (s=t=1)
(G7w77) (S,t)

Yy - (s=LViE=I1) N (s#t)
(Gw)

ein Isomorphismus mit Umkehrabbildung O wm)”

Beweis  Sein:= |E| und k := |V|. Zunéchst wird

10 (G, w,v).. : s#1
10(Gyw, ), . - ( Vi 7

’ -10(G",w,y);, + s=1
fiir (s,7) € Ny i gezeigt. Dabei sei IO(X,w,7);s = |Ax|—|Bx]| fir X € {G, G’} analog zu
Satz 1.9 auf Seite 14. Falls s # [ eintritt, gilt f ¢ v~ !(es) fiir jede Kante f aus K. Daher

berechnet man

(e,v) € Ag & (e,v) €y Hes) x w™(wy) : gle) = (v,u),u# v

& (e,v) € v Hes) x wH(vg) 1 g'(e) = (v,u),u # v < (e,v) € Agr.

Genauso zeigt man Bg = Bgr. Also gilt 10 (G, w,v); , =10 (G, w,7); ;- Fiir s =1 erhélt
man auf dieselbe Art Ag = Bgr und A = Bg. Man berechnet

10 (G,w,7);, = Ac| = |Ba| = |Ba'| = |Aer| = =10 (G, w,7),

Nun wird nachgewiesen, dass o := ogg ,UQJUJ)) wohldefiniert ist. Dazu sei y € Kern f(gw,4)-

Zu zeigen ist

0 = [A(Gw,7) oly)] (s4) — Z A(Gw,7) (s:0),(pa) oY) (p.g)

(p,q)€Sym(n)

= Z 10 (G/, w, ’}’)i7 p(p75) Z IO : O(y)p(p,s) = (*)

{plp(p,s)€Sym(n)}

Fiir s =1 gilt

(+) = ZIO (lew77)i,p (_yp(pvl)) +10 (Glawa’Y)i,l Yp(L,0)
P
pF#l

n Vor.
= _ZIO(G,w,’y)i7pyp(p,l) +0 I—[A(GWW)‘Z/]M = 0.

p=1
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Fiir s # [ berechnet man

(x) = Z 10 (G', w, V)i,p Yp(p.s) T 10 (G, w, 7)1‘,1 (_yp(l,S))
o
= § 10 (Ga w, ’Y)i,p yp(p,s) +10 (Gv w, V)i,l yp(l,s)
p=1
pF#l

n
Vor.
= Z 10 (G, w, V)i,p Yo(p,s) = ['A(Ga w, 7) ’ y]i,s = 0.
p=1
Da o komponentenweise definiert ist, handelt es sich um einen Homomorphismus abelscher

Gruppen. Auflierdem gilt offenbar

(G wyy)  (Guwy) _ : (Gwy) | (Gwy) _
O(wafY) ° O(G/7w77) - ZdKern f(G’,w,fy) sowie O(G/7w77) © O(va/Y) - ZdKern f(G7w7’7> ’

O
2.5 Verschlingungsinvarianten von Teilkomplexen
Es liegt nahe zu untersuchen, ob die Invariante L,(Dy,-,-,-) zu einem Diagramm Dy
eines Teilkomplexes ) von Z aus der Invariante L,(Dz,-,-, ) zu einem geeigneten Dia-

gramm Dz von Z gewonnen werden kann. In Satz 2.36 auf Seite 53 wird gezeigt, dass
dies unter gewissen, nur die Nummerierung betreffenden Voraussetzungen fiir bestimm-
te y € Kern (f(G(Dy),.7.)) und z € Kern (f(G(DZ)7.7.)) insofern moglich ist, dass dann
L,(Dy,-,-,-) =L,(Dz,-,-,-) gilt. Diese Gleichung kann als notwendige Bedingung an die
Realisierbarkeit konkreter Einbettungen von Teilgraphen oder auch Knotentypen interpre-
tiert werden, siehe [24], Theorem 1.2. In gewissen Féllen sind Ergebnisse iiber hinreichende
Bedingungen erzielt worden, siehe dazu [24], Theorem 1.4., [26], §1 und [31], Theorem.

Vorgelegt sei die Situation aus der Generalvoraussetzung 2.1 auf Seite 27.

Definition 2.33 Zu [,I’ € N und einer injektiven Abbildung g : {1,...,1} — {1,...,U'}

sei ein Homomorphismus
g : M (Sym(1),G) — M" (Sym(l'), G)
gegeben durch

Yolg—' (g~ '(a)) © P»q € Bild(g)

9+ p.g) = 0 : p¢ Bild(g) vV q¢ Bild(g)

In 2.1 seien V und ¢ injektiv. Dariiber hinaus trete einer der folgenden Fille ein:
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a) v (Bild(®)) C Bild (F).
b) va ist surjektiv und (vg,wa), (v, wH), (¢, ®) sind Homomorphismen.

Dann lisst sich wegen Lemma 2.9 auf Seite 30 im Fall a) bzw. Lemma 2.10 im Fall b) ein

Homomorphismus
(\Ijvw)* : Mtr (Nlka;G U NU (vaGa’yG) 7G) - Mtr (NZHXkH U NU (Ha wH»’YH) 7G)
definieren durch

Yo 1p)w-tq) | (9 € Nigxky A pE€ Bild(¥) A g€ Bild(y)
[(\Ijaw)*(y)](p =N Ypurp)u-iq)  (0a) € Nu(H,wm,vu) N p,q € Bild(V)
0 : sonst

|

Ab nun gelten in diesem Kapitel fiir X € {G, H} die folgenden Abkiirzungen: A(X) :=
A(XanufyX)aA(X) = A(Xan7’YX)7B(X) = B(X7wX7’yX)7IO(X) = [O(X,an’YX)a
Nu(X) == Nu(X,wx,7x), X = f(Xwxyx)-

Satz 2.34 Es seien U, injektiv, wyr, wa, vi, Y surjektiv und vy (Bild (®)) C Bild (F)
(also ist F' surjektiv). Dann kommutiert das Diagramm:

f r
MY (Sym(lg), G) —+ M (Njgxre U NU(G))

\I/* (\117’[7[})*

) r
M (Sym(lgr), G) ——— M (Ny,xy UNU(H))

Beweis 1. Fall : (p,q) € Nijxipy, ¥(r) =p,¢(s) =q.

((\Ijaw)*fG(y))(p,q) = fG(y>(r,s) = (A(G> ’ y)(r,s) (231)

= Y A e Y
(z.9)eSym(lc)

= Z IO(G)S#L" “Yp(z,r)

p(z,m)€Sym(lc)

2.11
ple)ESymllc)

Z TO(H)q,z " Yp(w—1(2)r)
2€Bild ¥

Z IO(H)q,z : q’*(y)p(p,z) (2.33)
z€Bild ¥
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= Z A(H) (p,g).0(s0) = V() p(20)
p(z.p)€Sym(lm)

= Z A(H)(p,q),(z,n) : \II*(y)(z,n)

(z,n)eSym(lg)

= (AH) T y) g = Fa () () -

2. Fall : (p,q) € Nij,xkp,p ¢ Bild (V). Der linke Term in (2.31) ist definitionsgem&f Null.
Dasselbe gilt fiir . (y) () in (2-33).

3. Fall : (p,q) € Nij,xky,q ¢ Bild (¢). Wie im zweiten Fall ist der linke Term in (2.31)
definitionsgem&f Null. In (2.33) ist JO(H),. = 0 wegen Lemma 2.6 auf Seite 30 und
Hilfssatz 2.16 auf Seite 37.

4. Fall : (p,q) € Ny(H),¥(r) = p,¥(s) = ¢q. Nach Lemma 2.9 auf Seite 30 gilt p(r,s) €
Nu(G). Daher gilt:

(fH‘I’*(y))(p,q) = (B(H)- ‘I/*(y))(p,q) = ‘I’*(y)(p,q) = Yp(r,s)
= (B(G)¥) y(0) = JaW)pirs) = (T, 0)u fa (1)) )

5. Fall : (p,q) € Ny(H),p ¢ Bild (V) oder ¢ ¢ Bild (¥). In der vorigen Rechnung sind

sowohl W..(y)(,.q) als auch ((V, %) fc(y)),,q definitionsgeméf Null. O

Der Satz 2.34 bedeutet, dass ¥, den Kern von fg in den Kern von fg abbildet. Dies gilt

sogar, wenn an 1 keine Voraussetzungen gekniipft werden:

Satz 2.35 Es sei U injektiv,wp, we, v, VG surjektiv und v (Bild(®)) C Bild(F) (also
ist F' surjektiv). Dann ist die Abbildung

U, : Kern(fg) — Kern(fg)

wohldefiniert und injektiv.

Beweis  Sei fg(y) = 0. Es wird fg¥.(y) = 0 gezeigt.
1. Fall : (p,q) € Nij,xky, ¥(r) = p,q € Bild (). Wie in Satz 2.34 berechnet man

(2.32)
(fH\I’* (y))(nq) = Z IO(H)q,\I!(:B) “Yp(x,r)
p(z,r)eSym(la)

211 Z Z 1O(G)zz * Yp(ar)

p(z,r)eSym(lag) zev—1(q)

= > Yo A pan)  Ypaa)

zey~(q) plz,r)eSym(lc)

= Y. (AG) Y Z fG v=1(p),2) = 0-

zep~1(q) zep~t
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2. Fall : (p,q) € Ny, iy, p ¢ Bild (¥). Analog zum zweiten Fall in Satz 2.34.

3. Fall : (p,q) € Ny, xky»q ¢ Bild (¢). Analog zum dritten Fall in Satz 2.34.

4. Fall : (p,q) € Ny(H),¥Y(r) = p,¥(s) = ¢q. Nach Lemma 2.9 auf Seite 30 gilt p(r,s) €
Ny(G). Daher gilt:

(fH\IJ*(y))(p,q) = (B(H) ’ \Il*(y))(pg) = \II*(y)(p,q) =Yp(r;s) = 0.

5. Fall : (p,q) € Nu(H),p ¢ Bild (¥) oder ¢ ¢ Bild (V). In der vorigen Rechnung ist
Vo (Y) (p,q) definitionsgemiss Null.

¥, injektiv : Es gelte U, (z) = ¥, (y). Sei (m,n) € Sym(lg) mit ¥(m) = p und ¥(n) = gq.
Dann gilt

T(mmn) = T@-1(p),0-1(q) = Y (®)p.q) = Y (¥) p(p,g) = Y(@~1(p),9-1(g)) = Y(m,n)-

Daraus folgt = = y. O

Gegeben seien Zellenkomplexe ), Z und eine zelluldre Inklusion Y C Z. Fiir eine
Einbettung T' : Z — R? und eine reguliire Projektion 7 : R® — P gilt 7' () C 7' (Z)
sowie cr (Dy) C er (Dz). Man notiert dann Dy C Dz. Sind (), 0y), (£,0z) orientierte
Zellenkomplexe, so dass oy die Einschrankung von oz ist, schreibt man (Dy,ODy) -
(Dz,0p,) fir die entsprechenden orientierten Diagramme. Diese liefern einen injektiven
Homomorphismus (f, F) : G(Dy) — G(Dz) definiert durch f(v) = v und F(e) = e
der induzierten orientierten Graphen. Dariiber hinaus gilt € (7, Dy) = e (7, Dz) fiir jede

Kreuzung 7 € cr (Dy).

Satz 2.36 Es seien (Dy,oDy) C (Dz,op,) orientierte Diagramme wie in der obigen
Situation. In der Generalvoraussetzung 2.1 auf Seite 27 seien G := G(Dy), H := G(Dz),
(f, F) der obige injektive Homomorphismus, vi, va, we und wyg surjektiv, ®,¢ injektiv

und vy (Bild(®)) C Bild(F). Firy € Kern(fg) gilt

Ly (Dy,Ya(py): 00y) = Lu,(y) (Dz,7%6(p2), 0Dz ) -

Beweis
L, (D = ey
Y ( V5 VG ODy) - Z y(p,q) ' w’Yal(ep)v’Yal(eq)
(p,9)eSym(lc)
2223 Dy7ODy
= Z Z Yw.a) - wval(ep)ﬁél(eq)

(s;t)eSym(lm) (P,9)EN(s,t)
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\I/,l/l_inj. ) Dy,oDy
N Z Yp(v=1(s), =1 ®) wval(er1<s>)ﬁél(erl<t>)
{(s;t)€Sym(Ls)| N5,y #0 }
(*_) ] Dy,ODy
- Z \II*(y)(S’t) wF_l(’Y;{l(es)),F_l(’Y;Il(et))
{(s,)€Sym (1) N (5,1 #0}
(%) . Dz.opg
= Z \I’*(y) (s,t) w%}l(es)ﬂ;[l(et)

{(Svt)eSym(lH)‘N(s,t)im}

Dz,op,

- Z \II*(y)(S,t) 'w'y;ll(es),')’l;l(et) = L\I/*(y) (DZ77H70D2)‘
(s,t)eSym(lg)

Zu (*) : Es gilt 751 (6\11—1(8)) =F! (7;11(63)) fiir s € Bild (¥):

Crzeng' (6‘1,—1(5)) = yuF(z) = ®yg(z) = P (6‘1,—1(5)) = es.

Dix e F' (v (e) = ®ra(a) = yuF(x) = es = vo(r) € D7 (es) = eg-1(y)-

Zu (x*) : Zunschst gilt : e, € Bild (®) = y5;'(es) C Bild(F) © = g (vg'(es)) =

v (es). Damit berechnet man fiir s # ¢:

DyvoDy .
YRy ) P (it en) > > €(72, Dy)
(F.9)EF= (v (es))x F=2 (v (er)) {mz€cr(Dy)lze fng}

= Z (2, Dz)
(1:9)€vg" (es)x 7y (er) {Ta€er(Dz)leefNg}

Dz,opg
-1 —1
Ya (es)vg (er)

Fir s =t gilt y,w-1(s),w-1()) = 0 nach Definition 2.18.3. auf Seite 39, denn es gilt

y € Kern (fg) nach Voraussetzung. O

2.6 Vereinfachte Darstellung der Verschlingungsinvariante

Vorgelegt sei weiterhin die Situation aus der Generalvoraussetzung 2.1 auf Seite 27. Fiir
(p,q) € Nu(G) und y € Kern (fg) gilt y(,4) = 0 nach Definition 2.18.3. auf Seite 39. Daher
lasst sich L, aus Definition 2.12 auf Seite 32 fiir , kleinere® Indexmengen einfiihren.

Am Ende dieses Abschnittes befindet sich auf Seite 61 eine Abbildung, die einen Teil

der in 2.5 und 2.6 bewiesenen Satze zusammenfasst.

Definition 2.37 Zu einem orientierten Graphen G = (V, E,g) mit einer Eckennumme-

rierung w : V. — Vi, und einer Kantennummerierung v : E — & definiert man

IE(G,’LU,’)/) = Sym(l)\NU(G>w>’7>v

IV(G,w,y) = {(s,i) € Nixx | s ¢ ad(i,G,w,~)}
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sowie Homomorphismen

JGwy @ MTUAV(G w,7),G) - M (Nixp UNU(G,w,7),G),

Gy = MT(IE(G,w,7),G) — M" (Sym(l),G)

durch
T(p,q) (p,q) € IV(G,w,7)
G (@)] g = 0 : (q) € Np\IV(G,w,)
0 : (p,g) € Nu(G,w,7)
bzw.

0 = (pg) ¢ TE(G, w,7)

Sind sowohl w als auch v surjektiv, so sei die Matrix

. L L(p,q) (pa Q) € IE(G,U},’)/)
[i(Gw (7)] ()

M(G7 w, ’7) € M|IV(G,UJ,7)\ x| IE(Gw,y)| (IV(Ga w, 7)7 IE(Gu w, ’7)7 G)

gegeben durch [M(G,w, 7)) = [A(G,w,7)] Der zugehdorige Homomor-

P,q) 5,1),(pyq) *

phismus wird bezeichnet mit

Gawn) M" (IE(G,w,),G) — M" (IV(G,w,v),G)
und ist festgelegt durch G g, (y) := M(G,w,7) - y. O
Fiir X € {G, H} gelten ab jetzt in diesem Kapitel die folgenden Notationen : IE(X) :=
TE(X,wx,vx), IV(X) == IV(X,wx,vx), M(X) = M(X,wx,7x),Gx = G(X,wxx)s
IX = (X x) IX T I(Xwxx)

Satz 2.38 FEs seien wg und vg surjektiv. Das folgende Diagramm ist kommutativ:

Gg

M (IE(G),G) M (IV(G),G)

iG Jjc

J. r
M (Sym(lg), G) —+= M" (Nigxre U NU(G), G)

Beweis 1. Fall: (p,q) € IV(G).

(foic@)py = (A@D -ic@)py= Y. A@ e ic(@) sy

(s;t)eSym(la)

AR payist) Tty = D, MG pgsn s
(s,t)EIE(G) (s,t)EIE(G)

= (Ga(@)) g = Uc (Ga(®))) g -

2. Fall : (p,q) € Nigxie \IV(G). Es gilt A(G)p.q),(s) = 0 fiir alle (s,t) € IE(G), denn
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L p ¢ {s,t} : A(G)(p,q),(s,) = 0 nach Definition.

(s,t) GZI;E(G)

2. p=s: (p7 q) ¢ IV(G) = s=pc a‘d(Q7 G,UJG,’}/G) t ¢ ad(qa Ga wGa’YG)

= AlG)p.g),(s.0) = 0-
3. p=1: analog zu 2.

Daher gilt

(fGiG(»f))(p’q) wie 1iFall Z

A(G) pg),(s.t) " Tty = 0= (Ja (Ga(®))) g -
(s,t)ETE(G)

3. Fall : (p,q) € Ny(G).

(foia(x)) g = (B(G) - ic(2)) p,q) = ic(2) (g = 0 = (o (Ga (%)) g -

Satz 2.39 FEs scien wg und yg surjektiv. In dem Diagramm
Kern(Gg) ™™ ptr (TE(G), G)
K ic
Kern(fc) [nklusign  ptr (Sym(lg),G)

ist die Abbildung k(x) :=ig(x) ein Isomorphismus.

Beweis Mit i¢ ist auch & ein injektiver Homomorphismus. Es bleibt zu zeigen, dass «

surjektiv ist. Dazu sei z € Kern (f¢). Definiere 2’ € M (IE(G),G) durch ZEp,q) = Z(pg)-

Fiir alle (p,q) € Nu(G) gilt : 0= fG(2)(p,q) = (B(G) - 2).q) = Z(p.q)- Daher gelten:

1. ig(z’) = z : ¥(p,q) € Sym(lg) :

() _ Z(p,q) : (p,q) € IE(G) .
(»,q) 0 : (pq) ¢ IEQG) (p,9)°

jo injektiv

2. 2/ € Kern Gg : joGg(?) 228 faic(Z) = fa(2) =0 - Gg(Z') =0.
Insgesamt erhélt man k(2') = ig(2) = =. O

Definition 2.40 Firl € N, (D,~,0) € Dy, eine Eckennummerierung w : Vp — Vi und
y € M (IE(G(D),w,~),G) definiere

D,o
Ly(D, e 0) = Z Y(syt) - w'yfl(es),fyfl(et) . |
(s,t)EIE(G(D),w,y)
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Satz 2.41 Fir (D,~,o) € Dy, eine surjektive Eckennummerierung w : Vp — Vi, und jedes

Element y € Kern (G(G(D),w,"/)) gilt Ly(D,v,0) = Ly (D,,0).

Beweis
Ly(D7 v,0) = Z Y(s,t) wffi(es),vfl(et)
(s,t)EIE(G(D),w,y)
=0
Do ~— Do
= Z E(:y)(s,t) ' w’y_l(es),’y_l(et) + Z "i(y)(s,t) .w’y_l(es),'y—l(et)
(s,t)EIE(G(D),w,y) (s,t)eSym()\IE(G(D),w,y)

D,o o
= Z H(y)(s,t) “Wo—l(e) Ay ter) T Ln(y) (D,~,0).
(s,t)eSym(l)

a

Fiir die Abbildungen G und Gy lésst sich ein zu Satz 2.34 auf Seite 51 analoges Resultat
in Satz 2.46 auf Seite 59 herleiten. Dazu werden in 2.42 zunéchst Abbildungen Wi und
(U, v)s definiert, die sich in Satz 2.44 und 2.45 als Einschrinkungen von ¥, und (¥,),

herausstellen.

Definition 2.42 Zu den Daten aus der Generalvoraussetzung 2.1 auf Seite 27 definiert

man Homomorphismen

\Ilggjsg::)’yg)) MY (IE(vaGar}/G)’ G) — MY (IE(H7 wHalyH)v G) ’

H,’LU B r T
(\1171/})§G7w57;/§)) : M! (IV(Ga wG’77G)7G) — M (IV(H7 wHaVH)aG)

durch

0 : p¢ Bild(V) VvV q¢ Bild(¥)
[\IJ(HMHWH)( )

(Gwaa) r (p,q) = Z Tnm) + DGE Bild(\P)
(n,m)eN, oy E(Gwava)

bzw.

0 : s¢ Bild(V) V i¢ Bild(y)

(H2wg,vH) —
[(‘I’ﬂ/’hc,wc,m) (”3)] i) 3 Ty s € Bild(Y) A i€ Bild(y)
(t.5)EM (s, NIV (Gwe va)

|

Die Abbildungen der obigen Definition werden in diesem Kapitel nun durch \Ilg =

Huwpg, Hawy, -
W) und (0, )8 = (W, ) (07 abgekiirzt.

Lemma 2.43 Fir die Mengen IE(-) und IV () aus Definition 2.37 gelten folgende Aus-

sagen:
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1. (¥(s),9(i)) € IV (H,wm,vu) = (s,4) € IV (G, wa,va) -
2. p(¥(p),¥(q) € IE(H,wn,vu) = p(p,q) € [E(G,we,c) -
3. Sind ¢,® injektiv und v5;* (Bild(®)) C Bild(F), so gilt <= in 1. und 2.

4. Sind (¢, ®), (wa,va), (Wi, ver) Homomorphismen ¢, ® injektiv und vg surjektiv, so
gilt <= in 1. und 2.
2.5.1.

=
—
(%)

Beweis Zul.: (s,i) ¢ IV(G) & s € ad(i,G,wa,Vq) U(s) € ad(y(i), H,wy,vH) <

(U(s),9(i)) ¢ IV(H).
Zu2.:p(p,q) &€ IE(G) < p(p,q) € Nu(G) f’:’%
(%)

p(¥(p),¥(q)) € Nu(H) < p(¥(p), ¥(q)) ¢

[E(H).

Zu 3. : Lemma 2.9 auf Seite 30 liefert <= in (++). Bei () gilt: U(s) € ad(v (i), H, wi, yir) 225
dzr € ad(i,G,wg,vq) : Y(z) =V (s) =z =s=s € ad(i,G,wg,Va)-

Zu 4. : Lemma 2.10 auf Seite 31 liefert <= in (*x). Die Riickrichtung in () erhélt man

wie in 3. aus Lemma 2.5.3. O

Satz 2.44 Es seien W, injektiv und v (Bild(®)) C Bild(F). Dann kommutiert das

Diagramm:

(W)l

M (IV(G),G) M (IV(H),G)

e JH

M (Njxke U NU(G),G) o M (Nyy xky UNU(H),G)

Beweis 1. Fall : (p,q) € IV (H), U(r) = p,1(s) = .

mEVEO| = @G = X wew
P (t.4)EM ) NIV (G)
AT in:jektiv 2.43

Yirs) — jG(y)('I’,S) = [(\1]71/})*‘76'(3/)](;7,(1) :
2. Fall: (p,q) € Ni,xi,; \IV(H),U(r) = p,9(s) = q. Definitionsgemaf gilt |:jH (P, ¢)g (y)}
= 0 und wegen Lemma 2.43 gilt jo(y)(s) = 0.
3. Fall : (p,q) € Nij, xky,p ¢ Bild (V) oder g ¢ Bild (¢). Nach Definiton von (\I',zp)g und
(¥, 1)), sind in obiger Rechnung beide Seiten der Gleichung Null.

(p,9)
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4. Fall : (p,q) € Ny(H),¥(r) = p,¥(s) = q. Nach Lemma 2.9 auf Seite 30 gilt p(r,s) €
Nu(G), also

i (DR W)] = 0= o = (0o
5. Fall : (p,q) € Ny(H),p ¢ Bild (V) oder ¢ ¢ Bild (¥). Definitionsgeméf sind beide
Seiten gleich Null. a

Satz 2.45 Es seien W,v injektiv und ' (Bild(®)) C Bild(F). Dann kommutiert das

Diagramm:
v

M (IE(H),G) M (IE(G),G)

M™ (Sym(iu),G) ~5— M" (Sym(lc), G)

Beweis 1. Fall : (p,q) € [E(H),V(r) =p,¥(s) =q.

. H H
[’LH\I]G (y)] (p,q) = \IJG (y) (p,q) — Z Y(m,n)
(m,n)EN@’q)ﬁIE(G)

= Yptrs) = i6Wp(rs) = [Tric ()] pg) -

2. Fall : (p,q) ¢ IE(H),¥(r) = p,¥(s) = q. Definitionsgem&s gilt [ig V& (y)] =0

(r,9)
und aus Lemma 2.43 folgt iG(y) 5(rs) = 0.

3. Fall : (p,q) ¢ IE(H),p ¢ Bild(¥) oder ¢ ¢ Bild(¥). Wie im zweiten Fall gilt

linPE(y)] pg) =0 und nach Definition von W, gilt [¥.ic(y)], 4 =0
4. Fall : (p,q) € IE(H),p ¢ Bild (¥) oder ¢ ¢ Bild (¥). Hier gilt ¥&(y)(, ) = 0 und
Waic()] .y = O .

Satz 2.46 Es seien ¥, injektiv, wy, wa, Y, Yo surjektiv und 7[_{1 (Bild(®)) C Bild(F)

(also ist F' surjektiv). Dann kommutiert das Diagramm:
G
M" (IE(H),G) — M" (IV(H),G)
v (T )E

M"(IE(G),G) —(— M" (IV(G),G)

G

Beweis Sei (s,i) € IV(H). Zunichst gilt fiir ¥(t) = s die folgende Aquivalenz:

Inefl,... gt pt,n) €IB(G) *E 3ne{l,....lg}: p(T(t),¥(n)) € IE(H)
& JzeBild(V) : p(s,2) € [E(H).
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1. Fall : U(t) =s,¢(j) =i, Ine{l,...,lg} : p(t,n) € IE(G).

2.43

(0, )8 Ga(z)| = > Ga(@)(mn) = Gal(r)w) (2.34)
(5,1)
’ (m,n)eM(s nNIV(G)
= Z M(G)(t]) (m,n) * L(mmn) = Z A(G)(t,j),(m,n) * L(m,n)
(m,n)elIE(G) (m,n)eIE(G)
= > I0(G)jm - T (2.35)
p(t,n)€lE(G)
2.11
= Y TOHE)yg) )  Ton
p(t,n)elE(G)
2.43
= Y IO H)iwm) Ty
p(s,¥(n))ETE(H)
z:=¥(n)
= > TO(H )iz p(w—1(5),0-1(2)) (2.36)
z€Bild ¥: p(z,s)€IE(H)
2.43
= Z A(H)(s,i),p(s,z) : ‘llg(‘r)p(s,z) (237)
2€Bild V: p(z,8)€IE(H)
- Z M( )sz p(s,2) \IIH( )p(s,z)
p(s,z)elE(H)
= [M(H) - U ()] (s) [GH\IJg(x)](s,i) :
2. Fall : s ¢ Bild (¥). Nach Definition gelten [(\If,l/J)g Gg(ac)} = 01in (2.34) und

U (2) p(s,2) = 0 in (2.37).

3. Fall : i ¢ Bild (). Nach Definition gelten [(¥, 1) GG(:E)L L = 0in (234) md
IO(H);. = 0in (2.36) nach Lemma 2.6 auf Seite 30 und Hilfssatz 2.16 auf Seite 37.

4. Fall : Vn € {1,...,lg} : p(t,n) ¢ IE(G). Nach der einleitenden Aquivalenzumformung

sind die Terme in (2.35) und (2.37) gleich Null. O

Bemerkung  Die Sitze 2.34 auf Seite 51, 2.35 auf Seite 52, 2.44 auf Seite 58, 2.45 auf
Seite 59 und 2.46 auf Seite 59 bleiben giiltig, wenn man die dort jeweils auftretende Vor-
aussetzung a) aus Definition 2.33 auf Seite 50 durch die Voraussetzung b) aus 2.33 ersetzt.
In den Beweisen benutzt man die Lemmata 2.5.3. auf Seite 29, 2.7 auf Seite 30 und 2.10
auf Seite 31.

Bemerkung Insgesamt ist in 2.5 und 2.6 die Kommutativitéit des folgenden Diagram-
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mes nachgewiesen worden:

iH
M'" (IE(H),G) - M (Sym(lm),G)
2.45
v Kern Gg u » Kern fa .
2.39
Gy Y io v fu
M'" (1E(G),G) M* (Sym(lc), G)
2.46 2.34
GG 238 fG
v ) v
M (IV(G),G) ~“—— M (Nigxre UNo(G
2.44
(T )e W)
JH

M (IV(H),G)

2.7 Beispiele zu Kapitel 2

> Mtr NlekH UNu(H) G)

Wie folgt seien mit Ecken- und Kantennummerierungen versehene orientierte Graphen

(H7 wHaryH)a (H’ w}—]v’}/}{) und (G,U)G,’)/G) gegeben‘

(vaHa’YH)

(H, Wy, vy)

(G,we,va)
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Da (wg,vg) und (wg,vg) Homomorphismen sind, berechnet man vermoge der Inzidenz-

matrizen:
(1,3) | (1,4) | (2,4) | (3,4)
w2)| —o| ol o] o
(1,3) o —o| o] o
MHwgy) — |2 o o -o| o0
31| —o| ol o] o
(3,3) o o| o] -—o
(4,1) o —o| 1| 0
(4,2) o o] -1] o
sowie
(1,2)
M (G we,ve) = | (1,2) || -0
(2,1) -0
Die In-Out-Matrix zu (H, w)y,vy) liefert
(1,3)
M (H,wy,vy) = (1,2) 0
2,3) ] o
(3,1) 0

Dabei sind in der linken Spalte und der obersten Zeile die entsprechenden Indexmengen

mitnotiert worden. Aus diesen Matrizen lassen sich abelsche Gruppen

Kern (G vm) = {W,3), ¥1,4): 0 .4y | ¥(1,3), Y(1,4), Ys,0) €LY =L X L X L,
Kern (G(H7w}{7,y}{)) ={vas vz €Z} =7,
Kern (G(wene) = {v02 lvae €2} =2

ablesen. Mit O, , ist hier gemeint, dass eine Null an der Position (s,t) beziiglich der

Indexmenge steht.

Gegeben sei nun ein injektiver Homomorphismus (f, F') : G — H und die kommuta-
tiven Diagramme (2.1) auf Seite 27. Dabei soll ®(e1) := e3, P(e2) := eq also ¥(1) = 3,
U (2) = 4, sowie ¢(v1) := va, Pp(vg) := vz also (1) = 2, 1(2) = 3 gelten. Dann berechnet
sich die Abbildung

gHwm ) ooy (G(

(Gwer e ) — Kern (G|

Gwa,va) HawHa'YH))
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2 UG (y12)) = (01,3), 01,4y, 02,09, Y(1,2)) - Also gilt Bild (&) = {(0,0,0,n) |n € Z} = Z.
Definiert man dariiber hinaus injektive Abbildungen ¥(1z,2y) : {1,2} — {1,2,3,4} durch
U(1lz,2y)(1) := z und ¥(lz,2y)(2) := y, folgt offenbar

Kern (G(g.uy ) = Bild (¥(13,24)F) @ Bild (¥(11,23)¢) @ Bild (¥(11,24)8) .

Nun seien wie in (2.30) auf Seite 41 kommutative Diagramme
Ey Vi
n/ \7‘% 5/ \fH
o ¢

Es Vs Vs
vorgelegt. Dabei gelte ®(e;) := e; fir i € {1,2,3}, ®(eq) := e3 und ¢(v;) := wv; fiir

,
&y

i€{1,2,3,4}. In dem Diagramm

Kern (G(H,w}{ﬁ}{)) —+ Kern (G wm )

o
Kern (f(H@}IW}{)) — Kern (f(H/UJHfYH))

werden die Abbildungen k1, k2 und ¥* berechnet:

K1 (y(l,g)) = (0(1,1);0(1,2),y(1,3)70<2,2)70(2,3)70(3,3)) )

v (O,O,y(1,3),0,0,0) = (0(1,1)70(1,2)7y(1,3)7y(1,3)70(2,2)70(2,3)a0(2,4)70(3,3)70(3,4)70(4,4))

= k2 (y(1,3)79(1,3)7 02, 4), 0(3,4>) .

So erhilt man W* = Ko Lo U* o k. Insgesamt lassen sich die Abbildungen auch als

UV Z—>ZXxXZXZ , nw+— (n,n,0) und

plhenn) .z L 7 x L xZ

(Gwane) , n(0,0,n)

schreiben. O



Kapitel 3

Die Wu-Invariante

In diesem Kapitel wird die Darstellung der Verschlingungsinvarianten aus Abschnitt 2.6
mit den Ergebnissen aus [23] zusammengefiihrt. Dies geschieht in 3.2 auf Seite 68. Dort

werden die folgenden Begrifflichkeiten und Aussagen iiber Dualrdume benétigt.

3.1 Dualridume

In diesem Abschnitt sei G ein Kérper oder (G,+) = (Z,+) und V eine endlich erzeugte
freie abelsche Gruppe oder ein G-Vektorraum mit Basis {v1,...,v,}. Fiir den Dualraum
Homg(V,G) =: V* gibt es eine duale Basis {v],..., v}, fiir die v} (v;) = d;; (Kronecker-
Symbol) mit i,5 € {1,...,n} gilt, siehe [21], 13.1.7. Der zugehérige Isomorphismus wird

mit oy : V — V*, v; — of, i € {1,...,n} bezeichnet. Dariiber hinaus sei
¢v:VSMT({1,...,n},G), vi—e, i€{l,...,n}

das Koordinatensystem zur vorgelegten Basis, falls V' torsionsfrei ist. Der zu einem Ho-
momorphismus f : V. — W gehérige duale Homomorphismus wird mit f* : W* — V*

f*(¥) := 1 o f notiert. AuBerdem seien V** := (V*)* und f** := (f*)".

Satz 3.1 Die Abbildung @y : V. — V** definiert durch ®y (v)(f):= f(v),v eV, feV*

ist ein Isomorphismus.

Beweis ®y Homomorphismus : Fiir v,w € V und A\, u € G gilt

By (o + ) (f) = FO0 + ) = Af(0) + uf (w) = Ay (v)(£) + py (w)(f).

64
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&y injektiv : Vorgelegt sei v = ) " | A\jv; # 0. Dann gibt es einen Index s € {1,...,n}
mit A\s # 0. Definiere f € Homg(V,G) durch

1 : i=s
fly) == , ie{l,...,n}
0 : i#s
Dann gilt @y (v)(f) = f(v) =D i Nif(vi) = As # 0. Also ist @y (v) # 0.
®y surjektiv : Die duale Basis von V** sei {w],...,w}} mit w; := v} firi € {1,...,n}.

Vorgelegt sei nun ein Element f = >"" | pw} € V**. Definiere v := Y ;" | p;0; € V. Dann

gilt @y (v) = f, denn fiir alle j € {1,...,n} berechnet man:
f(w;) = (Z uiw;"> (wj) = pj =vj (Z um) = wj (v) = Py (v)(w;).
i=1 i=1
g

Satz 3.2 Es seien V, W endlich erzeugte freie abelsche Gruppen oder G- Vektorrdume und

f:V —= W ein Homomorphismus. In dem Diagramm

f s
1% - W —— Wi f
By @W\ @’VVJ
ok f o _WE RO
1% W —— W pjig per

seien wy, Ty Projektionen und ®Y, (w + Bild f) := ®w (w) + Bild f** fir w € W. Dann

kommutiert das Diagramm und ®Y;, ist bijektiv.

Beweis  Zunichst kommutiert das linke Diagramm, denn fiir g € W* gilt

(@w (f(v)) (9) = g (f(v)) = [ (9)(v) = v (v) (f*(9)) = [ (v (v)) (9)-

Da ®y und @y nach Satz 3.1 Isomorphismen sind, ldsst sich leicht nachpriifen, dass
@7, wohldefiniert ist. Die Bijektivitét ergibt sich aus dem 5Ser-Lemma der algebraischen

Topologie. O

Satz 3.3 Es seien V,W endlich erzeugte freie und torsionsfreie abelsche Gruppen oder

G- Vektorrdume mit Basen {vi,...,v,} bzw. {w1,...,wn}. Die Diagramme
f
Vv - W
v dw

/

M ({1,...,n},G) —— M ({1,...,m},G)
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f*
W* - V*

P = Py =

Mm@ L v, )6

seien kommutativ, und der Homomorphismus f sei gegeben durch f(v;) := Z;n:1 ajW;.
Fir die Matriz A == (aj;) € Mpumxn(G) gelten
L fllx)=A-x 2. (f*) () = A" -z

Beweis Zu 1.: Firie {1,...,n} gilt
f/(ei) = ¢Wf¢‘_/1(ez) ¢Wf Uz Z a;, Z¢W w] Z aji€5 = A- €;.

Zu 2.: Zunichst gilt
n
= Z @j Uy (3.1)
=1

fiir alle j € {1,...,m}, denn fiir i € {1,...,n} berechnet man

Frwi)(vi) = (W] o f) (vi) = w} (i aom'wx) aji = (Z )2V > ;).
Daraus folgt
(f*) (&) = v f* by (e5) = by f*(w]) Zamex =A" e
fiir alle j € {1,...,m}. O

Nach [18], Satz 61.9 sind Untergruppen von endlich erzeugten freien abelschen Gruppen

wieder frei. Daher ldsst sich der folgende Satz formulieren:

Satz 3.4 Es seien V,W endlich erzeugte freie abelsche Gruppen oder G-Vektorrdume
und f : V. — W ein Homomorphismus. Weiterhin seien {ui,...,u,} und {b1,..., by}
Basen von Kernf bazw. Bildf mit f(a;) = b; fir i € {1,...,k} sowie (Kernf)°

{ e V*|9(x) =0 fir alle © € Kern f}. Dann gelten:

1. {u1,...,up,a1,...,ax} ist eine G-Basis von V.
2. {aj,...,a;} ist eine G-Basis von (Kern f)°.

3. Die Abbildung py : (Kern f)* — V*/ (Kern f)® ul el + (Kernf)?, i€ {1,...,r}

st ein Isomorphismus.
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4. W/Bildf torsionsfrei = (Kern f)° = Bild f*.
Beweis Zu 1.: Sei v € V und f(v) = Zle Aib;. Definiert man v := Zle i@, SO
gilt: f(v) = f(V) = 0= flv—2)=Fp :v—0 =37 pu =v="0 41 .
Also ist {uy,...,ur,a1,...,a;} ein Erzeugendensystem von V. Letztere Menge ist linear
unabhiingig, denn : Y7, piu; + Zle Na; = 0= 0= Zle Ab; = Vi N =0 =
i iy =0 =Vi:p; =0.
Zu 2.: Offenbar sind aj, ..., a; linear unabhingig. Es gilt (a},...,a})c = (Kern f)O:
C: Vi, j:uj #a; = Vi,j:al(uj) =0.
D=1 pul + Zle Niai € (Kern f)° = Vi: 0= ¢(u;) = pi = ¢ = Ele i)
Zu 3.: py injektiv : Sei uw = Y., puf € (Kern f)* mit ps(u) = 0. Daraus folgt u €
(Kern f)° also gilt y1; = u(uj) = 0 fiir alle j € {1,...,7}. Also ist u = 0.
py surjektiv : Sei v + (Kern f)? € V*/ (Kern f)° und v = Y7 pul + Zle Aiaj. Dann
gilt py (S0 pouf) = Y0y pauf + (Kern f)° % v + (Kern £)°.
Zud.:D:¢9eBlldf* = peW :p=f"W)=vof = VYweKernf: dw)=
0 = ¢ € (Kern f)°.
C: Zu ¢ € (Kern f)? soll v € W* mit f*(x)) = ¢ konstruiert werden. Da W/Bildf
torsionsfrei ist, gibt es eine G-Basis {w1,...,w,} von W, so dass {wi,...,wi}, k < m
eine G-Basis von Bild f ist, siehe [18], Satz 61.18 und die darauffolgende Bemerkung. Wie
in der ersten Aussage erhélt man eine Basis {u1,...,u,a],...,a,} von V mit f(a}) =

wi, i € {1,...,k} und kann daher ¢ : W — G definieren durch

dla;) + 1<i<k
Y(w;) == .
0 : kE+1<i<m

Dann gilt f*(¢)(a;) = 1f(aj) = P(wi) = ¢(a;) sowie f*(¢)(us) = 1p(0) = 0 = ¢(us), also
erhélt man f*(¢) = ¢. O
Satz 3.5 Es seien V,W endlich erzeugte freie abelsche Gruppen oder G- Vektorrdume und
f: V. — W ein Homomorphismus. Sei {u1,...,u,} eine Basis von Kern f. Wenn sowohl
W als auch V*/Bildf* torsionsfrei ist, ist die Abbildung p} : Kern f — V*/Bz’ldf* gegeben
durch w; — u; + Bild f* ein Isomorphismus.

Beweis  Zunéchst wird nachgewiesen, dass W/Bil df frei und torsionsfrei ist:

3.

[\
w

r. und 3.4.4. sk 4.3. %\ %
(W*)*/Bﬂd (f*)* vor. und 344 / (Kern f*)o ’ ~ (Kern f*)".

I

WiBild 5
Da mit W auch W* torsionsfrei ist, ist auch Kern f* C W* torsionsfrei. Also gilt dies auch

fiir (Kern f*)*. Nach Satz 3.4.3. und 3.4.4. erhilt man p’f = Pf © OKern(f)- O
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3.2 Der Verschlingungsmodul von Taniyama

In [23] wird zu einem eindimensionalen orientierten Zellenkomplex (Z, 0) ein Kohomologie-
modul L(Z) := H?(Dy(Z), 0 ; Z) und zu einer Einbettung f : Z — R3 die WU-Invariante
L(f) € L(Z) konstruiert. Dort wird der abstrakte Graph G(Z) mit dem Zellenkomplex
Z identifiziert. Dariiber hinaus sind nur einfache Graphen zugelassen (siehe [23], Seite
209, zweiter Absatz). Es stellt sich heraus, dass £ eine schwache Homotopieinvariante to-
pologischer Graphen ist ([23],Corollary 1.6). Schwache Homotopie von Einbettungen von
Graphen ist eine von acht grundlegenden topologischen Aquivalenzrelationen eingebette-
ter Graphen, die in [22] definiert werden. Eine davon ist die homologische Aquivalenz, [22],
§1 Definition (7). Zwei Einbettungen f und ¢ sind genau dann homologisch dquivalent,
wenn L(f) = L(g) gilt, [23], Main Theorem.

Es seien w eine bijektive Ecken- und ~ eine bijektive Kantennummerierung von Z.
In diesem Kapitel wird Kern G g(z)w,4) = L(Z) gezeigt (Satz 3.7 auf Seite 70). Dazu
verwendet man eine kombinatorische Darstellung von L(Z), die im zweiten Abschnitt
von [23] hergeleitet wird. Dort wird implizit mit bijektiven Nummerierungen der Ecken
und Kanten gearbeitet. Die verwendeten schiefsymmetrischen singuldren Kettengruppen
A1(Dy(Z),0) und Ax(D2(Z),0) iiber Z lassen sich wie folgt als freie Gruppen iiber Z

présentieren:
Ay = A1(Da(2),0) = (Viaay | (,1) € IV(G(Z),w,7)) 5,
Ay = AQ(DQ(Z),U) = <E(p,q) ’ (p7 q) € [E(G(Z),UJ,’Y)>Z- (3'2)

Dies liegt daran, dass zum einen (p, q) € IE(G(Z),w,~y) nach Definition 2.37 auf Seite 54
und Lemma 2.4 auf Seite 28 genau dann gilt, wenn es keine Ecke von G(Z) gibt, zu der
7~ 1(ep) und v~ 1(e,) beide inzident sind, und dass zum anderen (s,i) € IV (G(Z),w,")
bedeutet, dass w1 (v;) nicht inzident zu y~!(e,) ist. Daher sind die Erzeugnisse der Men-
gen {Eij|1 <i<j<meNe =0} und {Vy|l <s<n,1<i<mu ¢es} aus [23],
Seite 211 unten, gleich Ay bzw. A;. Fiir die entsprechenden dualen Z-Moduln erhédlt man

in [23] die Darstellungen
Al = AN(Dy(2),0) = (VI | (s,i) € IV(G(Z),w,7))z und
42 := 2(Dy(2),0) = (BP9 | (p.q) € TE(G(2),w,7)}z.

Es wird nun das Diagramm (3.3) auf Seite 69 betrachtet, in dem 6' = Homgy(d1, id) der
Korandoperator und d; : A2 — A; der Randoperator aus [23] ist. Die weiteren Abbil-
dungen sind definiert durch 6 (V(S’i)) 1= €(s,i) 02 (E(p’q)) = €(p,q) » To(T) := z + Bild o,
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/
m1(x) := x + Bild (G’EG(Z) ) und O (mo(x)) := m1 (f2(x)). Benutzt man in Satz 3.3 auf

Seite 65 die hier auftretenden Indexmengen I E(-) und IV (-), ergibt sich ein kommutatives

w,y)

Diagramm

Gla(z)wm)

MY (IV (G(2),w,7) , Z)* M (IE (G(2),w,7),Z)*

AT (1V(G(2),w,7),2)* Artr (1E(G(2),w,7),2)*

\

Y (G*
M"(IE(G(Z),w,7),Z)

MY (IV (G(2),w,7),2) (Slanren),

mit Gase(1v(@(2ym 2 (Vo) = Vi) W0 Srre @z m ) () = ) Dabei
!/
gilt (G?G(Z) w 7)) (x) = M(G(Z),w,7)" -z gemiB Satz 3.3.2. Der Korandopertor berech-

net sich laut [23], Seite 212, zu
SV Dy = Z Er(sp) _ Z Er(s:9)
In(p)=i Te(q)=1
wobei In(p) = ¢ in der hier benutzten Notation I(G(Z),w,v);p = 1 und Te(q) = i an
dieser Stelle I(G(Z),w,¥)i,q = —1 bedeutet.

Al 2 - M" (IV(G(2),w,7),2)
st (Glaz)wm)
42 o - MY (IE(G(’Z),w,fy),Z) (3.3)
- -
AQ/Bild 5I _.L(z) _©., M (IE(G(Z),w,7), Z);Bﬂd (G?G(Z),w,'y))/ = [

Satz 3.6 Das Diagramm (3.3) ist kommutativ, und © ist ein Isomorphismus.

Beweis  Sei (p,q) € IE(G(Z),w,v) und (s,i) € IV(G(Z),w, 7). Man berechnet:

(626" (V“?“)](p’q) = | D s = D Cotsa)

In(z)=1 Te(z)=t (».0)
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- Z €p(x,s) ~ Z €o(z,s)

L {z|p(z,s) € IE(G(Z),w,7) {z|p(z,s) € IE(G(Z),w,") (p.9)
ANI(G(2),w,7)ie = 1} AT(G(2),w,7)i0 = —1}
= Z I(G(Z)7 w, V)i,w * Cp(x,s)
| p(z,8)EIE(G(Z2),w,7) (7,a)
I(G(Z),w,7)iq : p=s
1.9, S.14
= I(G(Z),w,fy)i’p L q=S = A(G(Z)7w77)(s,i),(p,q)

0 : s¢{pq}
= M(G(Z)7 wvf}/)?é;,q),(s,i) = [M(G(Z)awafy)tr ’ e(s,i)]

= |(Gla@mn) 0 ()]

Daher kommutiert der obere Teil des Diagramms (3.3).

©® wohldefiniert:

(p,q)

(p,9) .

z + Bildé' = y + Bild§' € L(Z)

02 Isomorphismen
e

/
= gz —ycBilds! o O2(x — y) € Bild (G?G(Z),w,'y)>
!/ /
= O (v +Bilds") = 02(2) + Bild (Gigzyu ) = 02() + Bild (Glgz)) )
=0 (y+Bildd').
Aus dem in der algebraischen Topologie bekannten 5er-Lemma folgt, dass © ein Isomor-

phismus ist. a
Satz 3.7 Es gilt KernG (z)w,y) = L(Z).

Beweis  Aus Theorem 4.9. in [23] geht hervor, dass L(Z) torsionsfrei ist. Daher ist £’

nach Satz 3.6 auch torsionsfrei.

/
PG G(zy,mm
~

Kern G (g(z),w,y) = M" (IE(G(Z),w,"), Z)*/Bild Gioz)ma (3.4)
= M (IE(G(Z), w, ’Y)a Z)/Bild (GZKG(Z) )>,(= E’)(3.5)

7w7’y
= L(Z). (3.6)

Aus dem unteren Diagramm in Satz 3.3 auf Seite 65 ergibt sich der Isomorphismus in
(3.5). Daher ist auch der rechte Ausdruck in (3.4) torsionsfrei. Nach Satz 3.5 auf Seite
67 ist p’G(G(Z) e ein Isomorphismus. Der Isomorphismus in (3.6) ist die Abbildung © aus

Satz 3.6. 0O
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Nun wird gezeigt, dass die Invariante Ly (D, yp,0) aus Definition 2.40 auf Seite 56 mit der
WU-Invariante £(T') einer Einbettung I' : Z — R3 iiber das Kroneckerprodukt

k: H? (Do(2),0;7) x Hy (Dy(2),0;2) — 7

zusammenhéngt. Dies ist durch & ([¢], [x]) = ¢(x) gegeben, siehe 13.3 bzw. 13.4.6 in [21].

Nach Proposition 2.1. aus [23] lédsst sich die WU-Invariante schreiben als

r) = E@a) ., Po L(Z
£(T) 2 U epapien | € L)
wobei (wp,yp) eine bijektive Nummerierung eines orientierten Diagramms (D, o) ist. Der

Isomorphismus

a: M7 (IE(G(2),w,v),Z) — As, epq) — Epg), (siehe (3.2))

0,q)

liefert im folgenden Satz Homologieklassen [a(y)] € Ha (D2(Z2),0;Z).

Satz 3.8 Es scien (Z,0) ein orientierter Zellenkomplex, T : Z — R? eine Einbettung,  :
R3 — P eine regulire Projektion und (D,o') ein orientiertes Diagramm zu Z. Weiterhin
seien (w,y) und (wp,yp) bijektive Nummerierungen von Z bzw. D, so dass wp oT|p(z), ©
D|z, = w und ypoP () |r(z), P (L) |z, = 7 erfiillt sind. Firy € M" (IE(G(2),w,),Z)
gilt dann

# (L), [a(y)]) = Ly (D, 10,0,

Beweis  Zunichst wird gezeigt, dass IE(G(Z),w,v) = IE(G(D),wp,vp) gilt:
1.9 1.10, .15 19 2.4, S.28
I(G(Z)7w77) = IO(G(Z),’U),’}/) = 10 G(-D ,U)D,’)/D) = I(G(D)’wD)’YD) =
. . . 2.2, 5,28
Vi :ad(i, G(2),w,7y) = ad(i,G(D),wp,yp) "= Nu(G(Z),w,7) = Nu(G(D),wp,Vp)
WIS IB(G(2), w.7) = IE(G(D), wp, ).

Daher kann man y schreiben als

Y= Z Ypa)  Clpa) = Z Yp,q) * €(p.a)

(pvq)eIE(G(Z)vwvv) (p7Q)€IE(G(D)7wD7'YD)
und berechnet
, D,o
£ (L(D), [a(y)]) = Z E® q)w'yal(ep),’ygl(eq) Z Y.a) Ewa)
(pv(J)eIE(G(D)vav’YD) (pv(J)eIE(G(D)vav’YD)
D,o’ 2.40, 8.56
- 2 Yo Wity Ly

(P.9)€IE(G(D),wp,vD)
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Satz 3.9 FEs sei (Z,0) ein orientierter Zellenkomplex , f,g : Z — R3 Einbettungen, T :
R3 — P eine geeignete regulire Projektion und (D¢, 0¢),(Dgy,04) orientierte Diagramme
zu Z. Dariiber hinaus seien (w,7), (waﬂ’Df) und (ngfYDg) bijektive Nummerierungen
von Z bzw. Dy, Dy, so dass fir (D,T') € {(Dy, f),(Dy,9)} die Bedingungen wp o|p(z),°

[z, = w und yp o P (m) |F(Z)1 oP(I) |z, =~ erfillt sind. Dann gilt
L(f) = L(g) <= Yy € KernG(G(2)wy) : Ly (Dg, VD, 09) = Ly (Ds, 7D, 05) -

Beweis

=: L, (Dy. 0y 05) 2 6 (L), [a@)]) “E & (L(g), [ay)])
<=: Seien L(f) = [¢f] und L(g) = [¢g]. Aus

oo

Ly (Dg”YDwog) .

op(aly) = w(L(f),[aW)]) =Ly (Ds, v, 05)
= Ly (Dg,vD,:04) = £ (L(9), [a(y)]) = ¢4 (a(y))

folgt ((¢y — ¢g) 0 @) (y) = 0 fiir alle y € Kern G (z),u,y) nach Satz 2.21 auf Seite 40. Dann
. N 0
gilt: prer (1B(G(2)w,0),2) (02 (BF — Bg)) = o (¢ — dg) = (¢5 — dg)oa € (Kern G (2 w,))
(3.4), 3.5, 3.4.4. _. . . «
= Bild G(G(Z),w,fy) — 92 (¢f — ¢g) € Bild (G(G(Z),w,'y) )/ — (Z)f — (Z)g S
Bildé' = L(f) = L(g). O

Bemerkung  Die Konstruktion des Verschlingungsmoduls aus Kapitel 2 liefert also fiir
bijektive Nummerierungen bis auf Isomorphie den von Taniyama betrachteten Kohomolo-
giemodul. Die Konstruktion aus Kapitel 2 h&ngt natiirlich von den Reidemeisterbewegun-
gen I bis V ab. Im Allgemeinen ist es also méglich von einer anderen Aquivalenzrelation
auf den Diagrammen auszugehen, etwa der der ,steifen Ecken“, die in [7], III definiert

wird. Dieser Ansatz wird allerdings in der vorliegenden Arbeit nicht weiter verfolgt.



Kapitel 4

Kontraktion einer Kante

Entfernt man eine Kante eines Graphen und ,identifiziert® die zugehoérigen Ecken, so
spricht man von einer Kontraktion. Fiir einen abstrakten Graphen bedeutet dies, dass
zunéchst eine Kante und eine Ecke entfernt werden miissen, um dann aus den jeweils um
ein Element reduzierten Ecken- und Kantenmengen einen neuen Graphen zu konstruie-
ren. Dabei verdndert sich offensichtlich die Inzidenzmatrix und der Eckengrad der an der
Kontraktion beteiligten Ecke. Mit dieser Thematik beschéftigen sich die folgenden beiden
Abschnitte 4.1 und 4.2 auf Seite 79. In Abschnitt 4.4 wird ein Homomorphismus zwischen
den zu den an der Kontraktion beteiligten Graphen gehérenden Verschlingungsmoduln
konstruiert. Dieser ist ein Isomorphismus, wenn der Eckengrad der zu entfernenden Ecke
Zwrei ist.

AuBlerdem werden in 4.3 auf Seite 85 Graphenhomomorphismen , hochgehoben* und , her-
untergedriickt” : Sei (f,F) : G — H ein Graphenhomomorphismus. Ensteht H aus L
durch Kontraktion einer Kante, so wird untersucht, wie ein Homomorphismus von G
nach L mittels (f, F') definiert (,hochgehoben®) werden kann. Geht umgekehrt L aus
einer Kontraktion von H hervor, so soll der Homomorphismus (f, F') von G nach L her-
untergedriickt* werden. Diese Konstruktionen induzieren Homomorphismen fiir die Ver-
schlingungsmoduln. Dass sie mit den zu den entsprechenden Kontraktionen induzierten

Homomorphismen aus Abschnitt 4.4 vertraglich sind, wird in Abschnitt 4.4.3 gezeigt.

Die Ergebnisse dieses Kapitels werden im weiteren Verlauf der Arbeit insbesondere fiir

Kontraktionen an zweiwertigen Ecken benétigt.

73
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4.1 Die (p,e,q)-Kontraktion

Es werden die Begriffe Kontraktion (Definition 4.1), Eckengrad (Definition 4.5) und Teil-
graph (Definition 4.3) eingefiihrt.

Definition 4.1 Sei G := (V,E,g) ein orientierter bzw. unorientierter Graph, e € E,
vg(e) = {p,q} bzw. g(e) = {p,q} und p # q. Zu diesen Daten sei die Inklusion i(p,V) :
V\{p} =V,
Y, V) Vo — V\{p}

T o xFp

qQ @ T=PD
und, sofern E\{e} # 0 ist, die Inklusion j(e,E) : E\{e} — E sowie g(p,e,q) : E\{e} —
V\(ph X V(D & — (00,0, V) X (0,0, V)) 0 g 0 (e, E)(x), baw. g(p,e,q) : E\{e} —
P2(V\{p}), x — P2(v(p,q,V)) o go jle, E)(x), gegeben. Dann nennt man den Graphen
Cpeq (G) == (V\{p}, E\{e},g(p,e,q)) die (p,e,q)-Kontraktion von G. Fiir E\{e} = 0
setzt man Cpeq (G) == (V\{p},0,0). O

Satz 4.2 Die Abbildung (¢(q,p,V) 0 i(p,V),1d) : Cpeq(G) — Cqep(G) ist ein Isomor-

phismus, sofern Cpe 4 (G) definiert ist.

Beweis  Durch Fallunterscheidung verifiziert man (¢, p, V') = ¥(q,p, V)i(p, V)¢ (p,q, V).

Damit gilt fiir orientierte Graphen

9(ge,p)ld = g(g,e,p) = (Y(q,p,V) x ¥(q;p,V)) gj(e, E)
= (¥(g,p,V)ilp, V)¥(p,q,V) x ¥(q,p,V)i(p,V)¥(p,q,V)) gi (e, E)
= (g p,V)ilp,V) x (g, p, V)i(p,V)) (U(p.q, V) x ¥(p,q,V)) gii(e, E)
= (g p,V)ilp,V) x (g, p,V)i(p,V)) 9(p, €, q)-

Benutzt man statt (¢¥(q,p, V) x ¥(q,p,V)) die Abbildung P2 (¢ (q,p,V)), erhélt man das

Resultat fiir unorientiertes G. O

Definition 4.3 Es seien G = (Vg, Eg, 9a) und H := (Vi, Ex, gu) Graphen. Der Graph
H heifst Teilgraph von G, wenn H = () ist oder Vg C Vg, Eg C Eq gilt, und es einen
injektiven Homomorphismus (f,F) : H — G gibt. Man notiert H < G. Fiir alle x €
Eq N Eg gelte nun gg(x) = gu(x). Fir X € {GNH,GU H} definiert man Graphen
X = (Vx, Ex, gx) wie folgt:
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1. GUH : FEgug :=FEqgUFEy, Voug := Vg U Vy,

gu(z) : z€Eg
goum () == .
ga(z) : =€ Eg
2. GNH : Sofern Vgng # 0 ist, seien Egng = Ea N Eg, Vang = Vo N Vy,

genu () :== g (x) = ga(x). Ansonsten ist G N H := ).

Korollar 4.4 Es seien G, H, L Graphen.

1. Sofern die folgenden Graphen jeweils gemdfS Definiton 4.3 gegeben sind gelten: G N
H<H, GNH<G, GNH<GUH, G<GUH sowie H< GUH.

2. Genau dann ist G N H definiert, wenn H NG es ist. Dann gilt GNH = HNG.
3. Genau dann ist GU H definiert, wenn H UG es ist. Dann gilt GUH = HUG.

4. Genau dann ist (GUH)UL definiert, wenn GU(HUL) es ist. Dann gilt (GUH)UL =
GU(HUL).

5. Genau dann ist G N (H U L) definiert, wenn G N H und G N L es sind. Dann gilt
GNHUL)=(GNH)U(GNL).

Beweis  Die ersten drei Aussagen ergeben sich unmittelbar aus Definition 4.3. Die vierte
Behauptung ergibt sich aus den folgenden Aquivalenzen: (G U H) U L definiert < Va €
EgnEqg : gu(x) = ga(z) und Vo € (EgUER)NEL : gour(x) = gr(z) & Vo € EgNEg :
gu(z) = ga(z) und Ve € Eg NEL : gy(z) = gr(x) und Vo € Eg N EL : gg(x) = gr(x)
& Ve € EgN(Eg UEL) @ go(r) = guur(x) und Vo € Eg N EL @ gu(x) = gr(z) &
G U (H U L) definiert.

Die letzte Behauptung ergibt sich aus den Aquivalenzen: G N (H UL) definiert < Vo €
EcN(EgUEL) : ga(z) = guur(z) & Vo € (EgNE)U(EgNEL) : ga(x) = grur(z) &
Vo € (Eq N En) : ga(x) = gu(x) und Vo € (EgNEL) : ga(zr) = gr(z) & GN H und
G N L definiert. O

Definition 4.5 Sei G = (V, E, g) ein mittels (w,~) bijektiv nummerierter unorientierter
Graph. Der Eckengrad einer Ecke v € V st fiir vs := w(v) definiert durch degc 4, )(v) =
ZLE:‘l I(G,w,¥)sq. Im folgenden Satz 4.6 wird gezeigt, dass der Eckengrad nicht von der

Wahl einer Nummerierung abhdngt, daher schreibt man degg(v) := deg(q ) (v). Ist G =
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(V,E, g) orientiert, so definiert man den Eckengrad von v € V als den Eckengrad von v
beziiglich des zugrundeliegenden unorientierten Graphen vG. Ist G ein Teilgraph von H,
so setzt man degg(v) := 0 fiir v ¢ V. Ein Blatt ist eine Ecke vom Grad 1. Ein trivalenter

Graph besitzt ausschliefflich Ecken vom Grad 3. O

Satz 4.6 Sei G = (V,E,g) ein Graph, (w;, i), i € {1,2} bijektive Nummerierungen von
G und v € V. Dann gilt deg g 1, ) (V) = deg(c ws 7s) (V)-

Beweis Die Kompositionen w; o w;l : Vv — Yy und 7 0 ’ygl 1 &g — &g sind
bijektiv, daher gibt es o € Sy und £ € S|g), so dass wlwgl(vs) = V(s fiir alle s €
{1,--,|V]} und v, *(e;) = eg(y) fiir alle j € {1,...,|E[} gelten. Sei v € V' : wa(v) = vs

— v=w, " (vs) = wi(v) = VUg(s)- Daher gilt

|E| |E|

1.11
deg(G7w2772) (v) = Z (G, w2, ’72)5@ = Z I(G,w, 'Yl)o(s),&(:p)
r=1 =1
j=&(=) &l
= Z I(Gv Wi, 71)0'(3),]' = deg(G,wl,qq) (U)
j=1

Satz 4.7 Fir X € {G,H,H;},i€{1,...,n} sei X = (Vx,FEx,gx) ein Graph.

1. Yv € Voun : Inz(v,GUH) = Inz(v,G) U Inz(v, H).

2. Vv e Vgnu : Inz(v, GNH) = Inz(v,G) N Inz(v, H).

3. Yv € Vguy : Sch(v,GUH) = Sch(v,G) U Sch(v, H).

4. Yv € Vgnm : Sch(v,GN H) = Sch(v,G) N Sch(v, H).

5. Yv € Vg : degy(v) = |Inz(v, G)| + |Sch(v,G)|.

6. degun (v) = de (v) + degy (v) — deggny (v)

7. G<H = Yv € Vg :degg(v) < degy(v).

8. Vv e VG b deg.n (v) = Zn:(—l)kJrl > deg ,  (v).

_ U H; k=1 1<y <ig<-<ip<n N H;,
i=1 i=1 j=1 7

9. G<H = YweVg:Inz(v,G) =Inz(v,H)\ (Ex \ Eq).
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Beweis  Die Aussagen 1. bis 4. folgen aus den Definitionen 4.3 und 1.7 auf Seite 13.
Zu 5.: Sei (w, 7) eine bijektive Nummerierung fiir G und w(v) = v;. Es geniigt, die Aussage

fiir einen nicht-orientierten Graphen G zu zeigen:

|Eq|
degg(v) = D I(G.w. )i

=1

= Z I(G,'LU,’Y)ZJ + Z I(G7w7fy)l,]
{7e{L,...,|Ecl}] {7e{t,....|Eal}
7 ey) € v ej) € Sch(v,G)}
Inz(v,G) \ Sch(v,G)}

E o + Y 2
{je{l,...,|EG|}|’y*1(6j) {7e{l,...,|1Ecl}
€ Inz(v,G) \ Sch(v,G)} y~1(e;) € Sch(v,G)}

= o + Y 1+ Y 1
{7e{L,...,|Ecl} v () {7 e{L,...,|Egl} {7 e{L,...,|Ecl}
€ Inz(v,G) \ Sch(v,G)} y~1(e;) € Sch(v,G)} v~ 1(e;) € Sch(v,G)}

= |Inz(v,G)| + |Sch(v,G)|.
Zu 6.:

degoug(v) = |[Inz(v,GUH)| + |Sch(v, GUH)| "2 |Inz(v,G)| + |Inz(v, H)|

— Inz(v,G N H)|+ |Sch(v,G)| + |Sch(v, H)| — |Sch(v,G N H)|

I

degq(v) + degy (v) — deggru (v)-

Zu 7.: Definiere L := (Vy, EL,gr) durch B, := Eg\Eq, Vi, := (Vg \ Vg)U(Vg N V) und
gr(z) := gg(x) fiir alle x € Ey. Dann ist L ein Graph, fir den LUG = H, EgNEL =1

und deggny (v) = 0 fiir alle v € Vg, gilt. Man berechnet fiir v € Vg:

6.
degy (v) = deggur(v) = degg(v) + degp,(v) — deggnp(v) = degg(v).

Zu 8.: Der Beweis wird mit Induktion nach n gefiihrt.
n =1:degy, (v) = degy, (v).
n—n-+1:

n+1

DM degy ()
k=1 1<ii << <n+1 jQ1 Hi;
n+1
- Z(—l)kH[ S degﬁ L+ > degﬁ LW
= 1<y <---<ig<n+1 =1 K 1<iip<- - <ip<n+1 J=1 K
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n+1 n+1
- Z(_l)kH Z deg (v) + Z(—l)’“rl Z deg (v)
k=1 ISy <-<ig=n ]'Ql i k=1 1<y <o <ip=n+1 JDI Hij
n
k+1
— Z(—l) + Z deg . (v) +0+degy, ,, (v)
k=1 1<ig < <ip<n ]Dl i
n+1
2 > deg , (v)
k=2 ) ' N Hij
1<i<---<ipoi<n =1
Nig=n+1
v -
= degn H-(U) +degy, ., (v) + Z(_l)l Z deg | (v)
iL:Jl ’ =1 1<i1<-<i;<n le Hy 41N Hy,
v
B deg G H; (U) + degH"H(U) o deg ¥ H,1NH;
i=1 i=1

1=

deg (v).

Hy 11U O H;
i=1
Zu 9.: Es geniigt, die Aussage fiir nicht-orientierte Graphen zu zeigen: x € Inz(v, H) AN x ¢

Eg\Ec < vegy(x) /\mEEGGé)Hv€g(;(x)<:>afefnz(v,G). O

Kontrahiert man an einer Ecke vom Grad zwei, so hdngt der Isomorphietyp des resultie-

renden unorientierten Graphen nicht von der Wahl der wegzulassenden Kante ab:

Satz 4.8 Sei G = (V,E,g) ein unorientierter Graph, e,f € E, e # f, gle) = {p,q},
p # q, 9(f) = {p, 2z}, p # z und degy(p) = 2. Auflerdem seien die Abbildungen h :
V\{p} — V\{p}, h(z) ==z, und H : E\{e} — E\{f} durch H(x) := x fir x # f und
H(f) := e gegeben. Dann ist (h,H) : Cpeq(G) — Cp1.(G) ein Isomorphismus unorien-

tierter Graphen.

Beweis  Offenbar ist sowohl h als auch H eine bijektive Abbildung. Es handelt sich um
einen Homomorphismus, denn fiir z € E'\ {e} ergibt sich die Fallunterscheidung:
1. Fall: x # f. Dann gilt « ¢ Inz(p,G) = {e, f}, also p ¢ g(z). Man berechnet
9, f,2) o H(z) = g(p, f,2)(x) = P2 (b(p, 2, V)) (9(x)) = g(x)
= P (¢(p7 q, V)) (g($)) = g(pv €, q)(IE) = PQ(h) © g(pv €, Q)(:E)

2. Fall: x = f. Sowohl fiir ¢ # z als auch fiir ¢ = z gilt dann:

9, f,2) o H(f) = g(p, f,2)(e) = P2(¥(p,2V)) (9(e)) = {q, 2} = P2(h) ({g, 2})
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Der néchste Satz zeigt, dass man sich bei einer Kontraktion in gewisser Weise auf Teilgra-

phen zuriickziehen kann:

Satz 4.9 Es seien G = (Vg, Ec,9a¢), H = (Viu,Eg,gr) Graphen und p € Ve\Vy, e €
EG\En. Dann gilt Cpeq(GUH) = Cpq4(G) U H, sofern beide Graphen definiert sind.

Beweis  Zunéchst sind die Ecken- bzw. Kantenmengen der beteiligten Graphen iden-

tisch:
Ec, . cur) = Ecun\{e} = Eg\{e}UEn = E¢, . ()Y En = Eg, . (G)uH>

Vey.eqquin = Veur\{p} = Ve\{p} UVu = Ve, . )Y VH = Ve, .G)un-

Fir z € E¢,, (qum) berechnet man nun : gc, . cum)(z) = P2(¥(p, ¢, Voun))geun (z) =

) P¥(p,a.Ve)) (96(2)) = 90, ,c)(®) © x € Ec\{e} | _
= Ve = 90,0 4(G)UH(T).
P2(Y(p,q, Vi) (gu(x)) =" gu(z) : z € FEgy

Wenn G orientiert ist, verwendet man (¢(p, q,-) X ¥(p,q,-)) statt Pa(v(p,q,-)). O

4.2 Auswirkungen einer Kontraktion auf die Inzidenzma-
trix und den Eckengrad
Es werden die Inzidenzmatrizen eines orientierten (Satz 4.11) und eines nicht-orientierten

(Satz 4.12 auf Seite 83) Graphen C, .4 (G) untersucht. Daraus ergibt sich in Satz 4.13 auf

Seite 84 eine Gradformel fiir den Eckengrad bei einer Kontraktion.

Generalvoraussetzung 4.10 Gegeben sei die Situation aus Definition 4.1. In den kom-

mutativen Diagrammen

i(p7v) i e,E'
V\{p} v E\{e} 12 |
Wep,e,q(G) we VCp,e,q(G) TG (4.1)
> Eo1 — &
ng*l - va ZG_l lG

seien kg > 2, lg > 2 sowie X und = gegeben durch Bijektionen

o {l,....ka—1} = {1,...,kg} \{s} wund (4.2)

€ {1 g -1} —{1,...,lc}\{z} (4.3)
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also X(vi) = vg(;) und Z(e;) = eg(;y. Dabei gelte wg(p) = vs, wa(q) = vi und yg(e) = e

Fiir kg > 2 und lg = 1 sei nur das linke Diagramm aus (4.1) vorgelegt. |

Fiir einen Graphen X, zu dem eine Eckennummerierung w und eine Kantennummerierung
v gegeben ist, wird in diesem Abschnitt [(X) := I(X,w,~) bzw. I(vX) := I(X,w,~) ge-

schrieben. Dariiber hinaus gelte die Generalvoraussetzung 4.10 mit Ig > 2.

Satz 4.11 Die orientierten Graphen G = (V,E,g) und Cpeq(G) seien mittels(wa,vq)

bzw. (wcp’e’q(e)ﬁcp,eyq(g)) bijektiv nummeriert. Fir ihre Inzidenzmatrizen gilt

I(G, wGﬁG)g(k),g(l) to(k) #t

I (Cp,e,q (G) yWE,, ¢ q(G) VCpe, (G))kl =
pred ped ’ I(G7wG7’yG)t7§(l) + I(G,'LUG,’YG)S?g(l) : U(k) =1

firke{l,...,|V| =1} und l € {1,...,|E| — 1}. Tritt in der obigen Addition —0 auf, so
soll die Schreibweise —0 = (—0)+0 =04 (—0) =1+ (—1) = (—1) + 1 gelten. Andernfalls

ist dort die Addition in Z gemeint.

Beweis Innerhalb dieses Beweises werden zusétzlich folgende Abkiirzungen verwendet:

V=P, q, V), wi=wg, v =6, W= we,, (@) sowie ¥ = e, . (@) Die Bedingun-
gen aus der Behauptung sind dquivalent zu o(k) =t & v, = v Q) w(w') " Hvg) =
w(q) < v = w'(q). Der Beweis wird durch eine Fallunterscheidung gefithrt. Es wer-
den die vier Félle I(Cpeq (G))ky € {1,—1,0,—0} untersucht. Fiir die durch die Num-
merierung induzierte Orientierung he, . (@) von (V|V|_1,€‘E|_1, hcp’e’q((;)) gilt he, . (@) =
(w' x w') g(p,e,q)(y')~L. Fiir 1 <1 < |E| — 1 gibt es also a,b € {1,...,|V| — 1}, so dass

gilt:

(vayvn) = he,, o)(a) = (W xw')g(p.e,q)(v) " (e)
= (v x ') (¥ x¥)gjle, E)Y) " (er)
& (W) (wa), (W) (w)) = (¥ x ¥) gjle, E)YY)Her) .-

~~

=:(z,y)

Fiir die Orientierung von (V|V‘,5‘E|, ha) gilt hg = (w x w) gy~!. Daher kann mittels

he (cey) = (w x w) gy ee) "= (w x w) gile, B)(7)"Mer) = (w x w) (2, y)

die rechte Seite der Behauptung berechnet werden.
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1) I(Cpe,q (G))k1 =1 : In diesem Fall gilt also a =k, a # b und = # y. Tritt vi # w'(q)
ein, so folgt * # p und = # ¢. Also muss z = (w')"(vx) und somit (w x w) (z,y) =
(Vo (), w(y)) gelten. Daher gilt auch I(G)q k) ¢q) = 1, denn wegen x # y ist w(y) # vVo(r)
(w bijektiv). Tritt vy = w'(q) ein, so muss & = p oder x = ¢ gelten. Sei zunéchst z = ¢.
Wegen (w x w) (¢,y) = (vi,w(y)) gilt I[(G);¢q) = 1. Weiterhin ist I(G), ¢y = 0, denn:
I(@)sey #0 = vs =w(p) =w(y) = y=p=q= (w) (n) = k =b=a. Widerspruch!
Im Fall # = p schlieBt man genauso. Also gilt insgesamt I(G)seq) + [(G)reqy = 1 =
I(Cpeq (G))r-
2) I(Cpe,q (G))k1 = —1 : Der Beweis der Behauptung verlduft analog zum ersten Fall,
indem man an den entsprechenden Stellen die Komponenten vertauscht.
3) I(Cpe,q (G))k1 =0 : Hier gilt a # k und b # k, also auch o(a) # o(k) und o(b) # o(k).
Betrachte nun die Fille i) x #p Ay # p, i) x = pAy # p, iii) y = p Az # p sowie iv)
x =y = p. Sei zunichst v, # w'(q) .
Y(z)=a
i) (wxw) () " (w(w!) ™ (o) ww) ) = (V@) Vo) = T(@aw.ea) = 0
i) (wxw)(x,y) = (vs, Vo)) und I(G) y() ey = 0, denn: I(G)oiy ey 0 = v =
Vo(k) = s € Bild 0. Widerspruch zu (4.2)!

iii) Man vertauscht in ii) die Rollen von x und y.
iv) (w xw) (p,p) = (vs,vs) = I(G)o(k),g(l) =0, denn s ¢ Bildo.
Nun trete der Fall v, = w'(q) ein. Dann gilt ¢t = o(k).

i) Wie oben in i) folgt I(G); ¢y = 0 aus t # o(a) und t # o(b). Es gilt auch I(G)s ¢y =
0, denn sowohl aus vs = v4(,) als auch aus vs = v,y folgt s € Bild 0. Widerspruch

zu (4.2)!
i) v =p=q=(0)"(va) = va = w'(q) = v, = a = k. Widerspruch!
iii) y =p = ¢= (W) (vp) = vp = w'(q) = vy, = b = k. Widerspruch!
iv) Wegen ii) und iii) tritt auch dieser Fall nicht ein.

4) I(Cpe,q (G))k1 = —0 : In diesem Fall gilt a = b = k. Vorerst sei vy # w'(¢q) . Dann
folgt © # p, y # p und daher z =y = (w’) ! (vg). Also (w X w) (x,2) = (V) Vo(r)) und
(@) k) ¢y = —0. Sei nun v, = w'(q) . Daraus ergibt sich ¢ = (w')"!(vy) = (W)~ (wp).
Es sind daher fiir (z,y) die folgenden vier Félle moglich:
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L (z,y) = (p,p) & 1(G)sey = —0ANI(G)req) = 0.
2. (z,y) = (0,q) & 1(G)sery = LA (G ey = —1.
3. (w,y) = (q,p) © I(Q)seqy = 1 ANI(G)rey = 1.
4. (z,y) = (q,q9) © 1(G)sery = 0N (G ey = —0.

Es wird nun gezeigt, dass mit k = o~!(¢) nur in diesen vier von allen in der linken Tabelle

aufgezeigten Fillen I(Cpcq (G))r, = —0 gilt. Dazu werden die Félle einzeln betrachtet.

1@ ey \(Greqy | O 1 1| -0 K& aey \ @y | 0 | 1| -1[-0
0 11 | a2) | (13) | (14) 0 0]1]-1]-0
1 @1) | (22) | (23) | (24) 1 1 0
1 31) | 32) | 33) | (34) 1 1-0
0 (1) | (42) | (43) | (a9) 0 0

Um I(Cpeq (G))g-1(1); zu berechnen, muss (w' x w') (v x ) gj(e, E)(7') "' (e;) ausgewer-
tet werden. Dazu sei (vq,vp) := (w x w)o go v !(eg)). Die Gleichheit go v~ *(eg))
D gt BY(7) M er) exgibt (w' x w') (8 x ) gile, E)Y) (er) = (wpw (va), w'y
W (wy) = (+).

Im Fall (11) gilt a,b ¢ {s,t}, daher w™'(v,) # p und w='(vp) # p, demnach () =
(Vo-1(a)s Vo-1(5))- Daraus folgt I(Cpeq(G))o-1(); = 0. In (12) erhilt man a = ¢t und
b ¢ {s,t}. Deshalb gilt (x) = (w'9(q), vo-1)) = (W(q), Vo-1(5)) = (Vo-1()> Vom1(t))-
Daher gilt I(Cpeq(G))o-1(1); = 1. Vertauscht man die Rollen von a und b in Fall (12),
so erhilt man im Fall (13) I(Cpeq (G))g-1(1); = —1. Tritt (14) ein so gilt @ = b = ¢, also
(*) = (Vo-1(t), Vo-1(t))> daher I(Cpeq (G))o-1(); = —0. Der Fall (21) erzwingt a = s und
b ¢ {s,t}. Dann folgt (x) = (w'(p),vo-1)) = (W(q),Ve-1(6) = (Vo—1()> Vo(~1(1))- AlsO
I(Cpeq (G))o-1(1)y = 1. Der Fall (22) tritt nicht ein, denn s = ¢ = a ist ein Widerspruch
zur Voraussetzung p # ¢. Im Fall (23) gilt I(Cpe,q (G))o-1(); = —0, denn aus a = s und
b=t folgt () = (Vo—1(t)> Vo—1(1))-

Die Félle (31), (32), (41) sind analog zu (21) bzw. (23) bzw. (14) zu berechnen. Alle
restlichen Fille ergeben denselben Widerspruch wie (22). Das Ergebnis ist in der Tabelle
auf der rechten Seite zusammengefasst. Hinsichtlich dieser Tabelle kann man in diesem
Zusammenhang die Schreibweise —0 = 0+ (—=0) = (-0) +0 =1+ (-1) = (-1) +1
verwenden und es folgt somit die Behauptung des Satzes fiir 4): I(Cp e q(G))ry = —0 &

Schreibweise

1.v 2.V 3.V 4. = I(G)57§(l)+ I<G)t,§(l) = —0. O
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Bemerkung In der Behauptung des Satzes 4.11 kann man —0 = 0 € Z setzen. Dann

verzichtet man auf die dort erwihnte Schreibweise, verliert aber die Informationen iiber

die Schlaufen.

Satz 4.12 Die orientierten Graphen G = (V, E,g) und C, .4 (G) seien mittels (wg,vq)
bzw. (wcpyeyq(c),’yc’p@q(g)) bijektiv nummeriert. Fir die Inzidenzmatrizen der zugehdorigen

nicht-orientierten Graphen gilt:

t

T

I(VG7wG77G)g k),£(1 . O'(k)
I (VCp,e,q (G) aU’Cp,e,q(G),ch’e’q(g))ki = (k).£(D)
I (VG, wG”YG)t,S(Z) +1 (VG, wag, ’YG)S,g(l) : U(/{:) =1

firke{l,...,|V| -1} und 1 € {1,...,|BE| - 1}.

Beweis Essei H = (Vy, Fy,gy) ein mittels (wg, vg) bijektiv nummerierter orientier-
ter Graph. Nach Korollar 1.5 auf Seite 13 kann die Nummerierung auch fiir den zugrun-
deliegenden nicht-orientierten Graphen vH verwendet werden. An Definition 1.8 erkennt

man, dass folgende Aquivalenzen gelten:

I(I/H, U)H,")/H)k,l =0 & I (H, wH,’yH)k,l = 0, (4.4)
I (vH,wy,vn), =1 & I(H,wg,vm), € {1, -1} (4.6)

1. Fall: 1 (vCpeq(G)),, = 0. Nach Satz 4.11 und (4.4) gilt fiir o(k) # ¢:

0=1(Cpeq(G))y,

1 =1 G)omy ey = LG)or) c1)-

Fir o(k) =t gilt 0 = I (Cpeq(G))y; = 1(Geqy + 1(G)sey nach 4.11. Daraus folgt
I(G)eq) = 0 = I(G)s ¢y mithilfe der rechten Tabelle von Seite 82. Aus (4.4) ergibt sich
dann die Behauptung.

2. Fall: I (vCpc4(G)), , = 2. Fiir o(k) # t erhélt man:

) , (4.5
=0 =" I (Cpeq (G = 1(Gomyeq 2 100G) ey = 2

(4.:5) 4.11

Fiir o(k) = t gilt —0 I(Cpeq(Q))y, = HG)sewy + I(G)eqy- Laut der rechten

Tabelle auf Seite 82 treten daher folgende Situationen auf:

H(G)sey | 1(G)eeqy I(WG)seqy | IG)eqy | IWG)seqy + I(VG)eqy
0 -0 0 2 2
-0 0 2 0 2
1 -1 1 1 2
-1 1 1 1 2
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3. Fall: I (vCpe 4 (G)),, = 1. Fiir o(k) # t gilt

)

(4.6 (4.6
(L=1} 5 T (Coeg (Do = I @iret) =2 T0@)gryeq) = 1.

46
Fir o(k) =t gilt {1,—1} ( 9) I (Cpeq (G))y, i I(G)s ey + 1(G)eqy- Laut der rechten

Tabelle auf Seite 82 treten daher folgende Situationen auf:

H(G)sey | 1(G)eeqy I(WG)seqy | IwG)ey | IWG)seqy + I(VG)eqy
0 1 0 1 1
1 0 = 1 0 1
-1 0 1 0 1
0 -1 0 1 1

O
Satz 4.13 Sei G = (V, E,g) ein unorientierter Graph. Fir e € E, g(e) = {p,q}, p # q
und v € V\{p} gilt

dege(v) : v#gq
degi(p) +degg(v) =2 : v=gq

dege, . () (v) = {

Beweis Fiir G und Cp, .4 (G) sei die Situation aus 4.10 gegeben. Dabei seien (wx,vx)
bijektive Nummerierungen fiir X € {G,Cpcq(G)}. Sei v € V \ {p} und wg(v) = v;.

Zunichst erhalt man:
veV\{p} = v=wgl)#wgp)=vs = i#s — icBildo
- Wep,e,q(G) <U) = E_le(v> = Vo—1(3)-

1. Fall: v # ¢. Dann gilt i # ¢t wegen v; = wg(v) # wa(q) = v¢ und

|E|—1 |E|-1
4.12
degcp,e,q(c)(v) = Z I (Cpeq (G))a—l(i),j = Z I(G)LE(J’)
j=1 j=1
) |E]|
= Z I(@);; = Z I(G); j = degg(v).
J {1, |EI N\ {=} J'=1

Zu (%) : v ¢ {p,q} = vi ¢ {vs,v} = {wap),we(@)} = Pawe)gle) = hayale) =
hg(ex) = I(G)m; =0.
2. Fall: v = q. Dann gilt « = ¢t. Man berechnet:

|E]—1 |E|—-1
4.12
dege,, (@) = D 1 (Creq (@) iy, = D H@gi) + 1HGreis)

j=1 j=1

= DI ((€) IS N (€)W

{1, | B} \{=} J'E{L, | B} \{=}
2 dega(p) + degglq) — 2

Zu (x%): hg(eg) = {vs, v} = I(G)se = 1(G)p = 1. O

)
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4.3 Hochheben und Herunterdriicken von Graphenhomo-

morphismen

In Satz 4.16 auf Seite 86 wird gezeigt, dass ein injektiver Homomorphismus (f, F) : G — H
einen Homomorphismus von der (p, e, ¢)-Kontraktion von G nach der (f(p), F(e), f(q))-
Kontraktion von H induziert. Ist L eine Kontraktion von H auflerhalb des Bildes von
F, so lidsst sich in Satz 4.17 auf Seite 87 ein Homomorphismus von G nach L angeben.
Umgekehrt kann man aus einem Homomorphismus von G nach L einen Homomorphismus
von G nach H konstruieren. Unter welchen Bedingungen dies moglich ist, wird in Satz

4.18 auf Seite 88 vorgestellt.

Definition 4.14 Vorgelegt seien Graphen G = (Vg, Eg,9a) und L = (Vi,Er,g1). Zu
p.q €V, e € B, sei Cpeq(L) definiert und ein Homomorphismus (f, F) : G — Cpe (L)

gegeben. Zu diesen Daten definiere
M. (f,F):={z € Inz(v,G) | F(z) € Inz(w,L)} C Eg
fir v e Vg und w € {p,q}.

Bemerkung In Abbildung (4.7) wird als Beispiel die Situation x € M}'(f, F') darge-

stellt:

Lemma 4.15 Gegeben sei die Situation aus Definition 4.14. Es gelten die folgenden Aus-

sagen:
Lvefq: MU, F)UMY(f F)=Inz(v,G).
2.VoeVg: zeMj(f,F)NM;(f.F) = gc,. ) F@)={dg}
3. [ injektiv, v = f"'(q) : xe MJ(f,F)NMI(f,F) = gg(x)={v}.
4. Cpeq(L) hat keine Schlaufen = MZ(f,F) N MU(f,F) = 0.

5. f injektiv, v = f71(q), Sch(v,G) =0 = MI(f,F)nM!(f,F)=0.
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6. Fiir einen Homomorphismus (¢, ®) : J — G von Graphen J und G ist
S : My ((f,F) 0 (6,9)) — MV(f, F),

x+— O(z) furw € {p, q} wohldefiniert. Wenn (¢, ®) ein Isomorphismus ist, dann ist
® bijektiv, und dariber hinaus gilt M{fj(v)(f, F)Y=0< MJ((f,F)o(¢,®)) =0.

Beweis Es geniigt, die Behauptung fiir nicht-orientierte Graphen zu zeigen. Es sei
H = (Vy,En,g91) = Cpeq(L) .
Zu 1.: Die Inklusion C ist definitionsgem#$ richtig. Wie folgt ergibt sich D : z € Inz(v, G)
— v ega(r) = q=f(v) €guF(x) = Pa(s(p,q.VL))9rF(z) = p € gF(z) Vv
qE€grF(z) = x € MJ(f,F)UM](f F).
Zu 2.: q,p € gL F(x) = gF(z) = {¢,p} = guF(x) = P2(¢¥(p, ¢, VL))grF(x) = {q}-
Zu 3. {q} 2 guF(2) = Po(fga(@) T go(@) = {v}.
Zu 4.: Folgt aus 2.
Zu 5.: Folgt aus 3.
Zu 6.: ® wohldefiniert : z € M2((f, F)o (¢, ®)) = = € Inz(v,J) A F®(z) € Inz(w, L)
— B(z) € Inz(é(v),G) A FO(z) € Inz(w, L) = ®(z) € MP"(f, F).
Einerseits ist mit ® auch ® injektiv, andererseits ist ® surjektiv : y € M{f(v)( LF) =
y € Inz(6(v),G) C Eg A F(y) € Inz(w, L) » Smphisms
x € Inz(v,J) N (Fo®)(z) € Inz(w,L) = € MJ((f,F)o(p,P)).

Aus der Beweisfiithrung ergibt sich, dass MW (f, F) genau dann leer ist, wenn MY ((f, F')o

Jdz € Ey: &(x) =y und

(¢, ®)) es ist, sofern (¢, P) ein Isomorphismus ist. O

Satz 4.16 Fir Graphen X € {G,H}, X = (Vx,Ex,gx) mit |[Ex| > 2 sei (f,F): G —
H ein Homomorphismus. Vorgelegt seien Ecken p,q und eine Kante e von GG, so dass
Cp.eq (G) definiert ist, und sowohl f(p) # f(q) als auch F~1(F(e)) = {e} gilt. Dann ist
auch Cy ) Fe).f(q) (H) definiert, und (f(p,e,q), F'(p,e,q)) : Cpeq (G) = Crp) rie).sa) ()
gegeben durch F(p,e,q)(z) := F(x) sowie f(p,e,q)(x) =1 (f(p), f(q), Vi) (f(x)) ist ein
Homomorphismus. Sei M C V. Mit f.M\f_l (f(0)) ist auch f(p, e,q).M\f—l (f(0))
mjektiv.

Mit f,F sind f(p,e,q) bzw. F(p,e,q) injektiv und es gilt f(p,e,q)(x) = f(x) fir jede
Ecke x von Cpeq (G). Wenn f bzw. F surjektiv ist, so ist auch f(p,e,q) bzw. F(p,e,q)

surjektiv.

Beweis  Der Beweis wird nur fiir nicht-orientierte Graphen gefithrt. Wegen gr F(e)

= Pa(f)ga(e) = {f(p), f(q)} ist Ct(p),F(e),f(q) (H) wohldefiniert. Die Abbildung F'(p, €, q)



4.3. HOCHHEBEN UND HERUNTERDRUCKEN 87

ist wohldefiniert, denn aus F(z) = F(e) folgt € F~! (F(e)) = {e}. Ebenso ist f(p,e,q)
wohldefiniert: Angenommen es gibt ein x € Vi \ {p} mit f(p,e,q)(z) = f(p). Daraus
folgt f(p) = f(q), falls f(x) = f(p) gilt. Widerspruch! Wenn f(p) # f(z) gilt, folgt

f(p,e;q)(x) = f(p) = f(x). Widerspruch!
Nun wird gezeigt, dass (f(p,e,q), F(p, e, q)) ein Homomorphismus ist. Sei a € V. Die

folgende Fallunterscheidung zeigt f(p, e, q) (¢ (p,q,Va) (a)) =¥ (f(p), f(q), Vi) (f(a)).
Loa=p: f(peq) (¥ (paeVe)(p)=flpeale)=fla)=v¢(f(p), (@) Vu)(f(p))

2. a#pAfla)=f(p):
f(p,e.q) (W (p, a0, V) (a) = f(p.e,q)(a) = f(a) =¥ (f(p), f(a), Vi) (f(a)).

3. a#FpAfla)# fp):
f(p,e,q) (¥ (p,q,Ve) (@) = f(p,e,q)(a) = f(a) =¥ (f(p), f(@), Vi) (f(a)).

Nun berechnet man

P (f(p’ €, Q)) 9Cp e,q(G) (:E) =P (f(pv €, q)) P W(p, q, VG)) (gG(x))
= P2(f(p,e,q) o(p,q,Va)) ga(z) = P2 (¥ (f(p), (@), Vi) f) (9c (7))
= Pa(¥ (f(p), f(q), Vi) Pa(f) (9c(7)) = P2 (¢ (f(p), f(@), Vi)) gu F'(x)

= Pa( (f(p) f(@), Vi) guF(p, €, a)(2) = 90, ) w50y () F (2: €, 0) (@)

Zum Nachweis der niichsten Aussage seien z,y € M \ f=1 (f(p)), so dass f(p,e,q)(x) =
f(p,e,q)(y) gilt. Daraus folgt f(z) =+ (f(p), f(a), Vi) (f(z)) = f(p,e,0)(x) = f(p, e, 0)(y)

= ¢ (f(p): f(),Vu) (f(y)) = f(y), also z = y.
Nach Definition ist klar, dass aus der Injektivitidt von F' die Injektivitét von F(p, e, q)

folgt. Wenn f injektiv ist, setzt man in der vorigen Aussage M := V. Daraus er-
gibt sich, dass f(p,e,q) = f(p, e,q)'VG \ {p} injektiv ist. Sei nun F surjektiv und y €
Ec; o re.r0 ) = Er\{F(e)}. Dann gibt es ein x € Eg mit F(z) = y. Hier ist  # e, denn
sonst gilt F(e) =y € Ey \ {F(e)}. Widerspruch! Also gilt F(p,e,q)(z) = F(z) = y. Nun
sei f surjektivund y € Ve e H) = Vu\{f(p)}. Da f surjektiv ist, gibt es ein z € Vg
mit f(z) = y. Day # f(p) ist, ist @ # p, also gilt f(p, e, q)(x) = (f(p), f(2), Vi) (y) = .

Auf dieselbe Art erhilt man einen entsprechenden Beweis fiir orientierte Graphen. O

Satz 4.17 Fir X € {G,H, L} seien X = (Vx, Ex,gx) orientierte Graphen, p,q € Vy,
e € Eg, L := Cpeq(H) und (f,F) : G — H ein Homomorphismus. Zusditzlich gelte
e ¢ Bild(F).
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1. Die Abbildung (f,F) : G — L definiert durch F(z) := F(z) fir = € Eq und

) @ ¢ f(p)
q : zefHp)

fiir x € Vg ist ein Homomorphismus.
2. [f7Hp) =0 oder (f~*(p) #0OA f~q) =0)] und (f,F) injektiv < (f, F) injektiv.

Beweis Zu 1.: Fiir z € Eg sei gg(2) = (a,b). Dann gilt : g, F(2) = gu(p, e, q)o F(z) =
gH(paeaQ) (F(ZE)) = (d)(pv q, VH) X @ZJ(]D, q, VH)) o (f X f) (avb) =

)

(F@). () = abd f~(p)
(@ 7B) : b P racf(p) ~ L
_ = (Fxf)(ab) = (fxF)oga).
(fl@)q) = befp)ragf(p) (77) (F5)ese
(¢,9) a,be f~(p)

Zu 2.: =: Zuniichst ist mit F auch F injektiv. Gilt f~1(p) = 0, so ist f(z) = f(z)
fir z € V. Also ist f injektiv, wenn f es ist. Sei nun v = f~(p) und z,y € Vg :
o) = Fo) = @) = f) Aoy & £ ) v € Bild() v [F@) = Fy) = g A
vy flp)] = r=yVvVar=y=v = £ injektiv.

«: Zuerst wird f71(p) # 0 = f~(q) = 0 gezeigt. Sei v € f~(p). Angenommen es
gibt ein w € Vg mit w € f1(q) : fw)=q#p = w¢ fl(p) = f(w) = f(w) =
g=fv) = w=v = ¢= f(w) = f(v) = p. Widerspruch!

Nun wird gezeigt, dass (f, F') injektiv ist. Mit F ist offensichtlich auch F injektiv. Seien

x,y € Vg mit f(z) = f(y). Es geniigt die folgenden drei Félle zu betrachten:

Lazeftp),yeftp):q=/f)=fly) = z=y.

2.z fHNp),yed fp):p=f(x)=fly) = y € f'(p). Widerspruch! Also tritt

dieser Fall nicht ein.
Bad )y ) fle) = f@)=fly) =fly) = ==y
g
Satz 4.18 Fir X € {G,H,L} seien X = (Vx,Ex,gx) orientierte Graphen, p,q € Vi,
ec Ep, H:=Cpeq(L) und (f,F): G — H ein injektiver Homomorphismus.
Fall A: q ¢ Bild(f). Dann ist (f,F) : G — L definiert durch f(z) := f(z) fir = € Vg

und F(z) := F(x) fiir © € Eq ein injektiver Homomorphismus.

Fall B: v:= f1(q).
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1. My(f,F) = 0 : Die Abbildung (.]?,ﬁ) : G — L definiert durch f(m) = f(x) fir

z € Vg und F(z) := F(z) fiir € Eq ist ein injektiver Homomorphismus.

. MJ(f,F) = 0 : Die Abbildung (f,F) : G — L definiert durch F(z) := F(z) fiir
x € Eqg, und
= flx) : z#w

. p 1 =0

fiir x € Vg 1ist ein injektiver Homomorphismus. Wenn f eine Inklusion ist, gilt

offenbar f(x) = ¥ (v,p, Va)(x).

- MJ(f, F) # 0, Mj(f, F) # 0 und Sch(v,G) = 0 : Fir den Graphen K = (Vi, Ek,
9K ), der durch Ex \ Eqg = {z}, Vi \ Vg ={w}, Eq C Ex, Vg C Vk und

go(z) € Ec\M;(f,F)
(w(vvwa VK) X ’QZJ(’U,U),VK)) (gg(flf) S M;)}(fv F)

._ )

9K (x) ==

(w,v) : x=2zAgrle)=(p,q)
v, w)

(v, w r=zNAgr(e) = (gp)

\

gegeben sei, und die Abbildung (f, ﬁ) : K — L, die durch
~ r)  rFw ~ Flx) : z#z
flx) = i) # und F(z):= (=) 7
p o r=w e : x=z2

festgelegt sei, gelten:

(a) (f,F) ist ein injektiver Homomorphismus,
(b)) G = Cy.o(K).
(c) Tnz(w, K) = MY(f, F) U {2}.

(¢) Die Abbildung (f(w,z,v), F(w,zv)) : G — H aus Satz 4.16 auf Seite 86 ist

durch (f(w,z,v), F(w, z,v)) = (f, F) gegeben.

Beweis  Zunichst werden die Fille A und 1. von B betrachtet. Sei x € Fg. Zu zeigen

ist (%) in (4.8).

gL F(@) = g1 F(2) @ g F(w) = (f % ) go(a) = (F < T) gale). (48)

Im Fall A gelten:
1. ¢ ¢ vguF(z), denn : ¢ ¢ Bild(f) = ¢ ¢ v (f x f)ga(x) = vguF(x).
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2. p ¢ vorF(z), denn : g ¢ vgnF(@) = v (B, Vi) X 6,0, V0) g F@) = p ¢
vy F(x).

Im Fall 1. von B gilt auch p ¢ vgr F(z), denn:

3.2 ¢ Inz(v,G) = v ¢ vga(x) T 5" g = f(v) ¢ vguF(x) = v (b(p, 4, Vi) X ¥(p,q, V1)
gLl (z) = p ¢ vgLF(z).

4.z € Inz(v,G) M;fg):@ F(z) ¢ Inz(p,L) = p ¢ vgrF(z).

Daher erhélt man in A und 1. von B jeweils (¢(p,q, VL) X ¥(p,q, VL)) 9.F (z) = gL F(x),
also (%) von (4.8).

Sei nun die Situation aus 2. von B vorgelegt. Wegen 5. und 6. ist (f, F ) auch in dieser
Situation ein Homomorphismus:

5.2 ¢ Inz(v,G) = v ¢ vgg(x) ey ¢ vguF(x) eg ¢ vgrF(x) = (%) in (4.8) gilt.

6. Sei nun z € Inz(v,G) Lemma 4.15.1 My (f, F): Mit gg(z) = (v,7), r € Vg, gilt

(V(p.q; VL) X (p.q; VL)) goF () = guF(x) = (f % f) 9a(x) = (g, f(r)). (4.9)

Ist 7 # v, so ist f(r) # ¢, und aus q ¢ vgrF(z) (wegen x ¢ M;(f, F) = ) erhilt man
dann g1, F'(z) = (p, f(r)) aus (4.9). Damit errechnet man

(FxF)ga@) = (£ F) 0,r) = (F©) F0) = (0. f(1) = guF(x) = g1 F(a).

Gilt 7 = v, also f(r) = g, folgt g, F'(x) = (p,p) aus M (f, F) = () und (4.9). Daher gilt

(7% F) gat@) = (Fx F) 0,0) = (F0). F@)) = (pp) = 9. F(2) = 9o F(2).
Fiir go(z) = (r,v) schlieft man analog. Die Injektivitéiit von (f, F) ergibt sich in den bisher
behandelten Féllen aus der Injektivitéit von (f, F).
Fiir (a) im dritten Fall von B ist g7, F(z) = <f>< f) gk (z) fiir © € Ex zu zeigen. Dazu
unterscheidet man vier Félle:

7.x ¢ Inz(v,G) : Aus 3. folgt (*) in folgender Rechnung:

(F F) guc(a) = (F % F) g6(@) = (f x ) g(w) = guF () © gL F(x) = g1 F(x).

8.z € MJ(f,F) : Mit Lemma 4.15.5 folgt x ¢ M} (f, F) also p ¢ vgrF(x). Zusammen mit

g6(@) = (v,7) ergibt sich (Fx F) gic(@) = (Fx F) gal) = (F(0), F(r) = (a.£(r) =
(f x )ga(z) = guF(z) = g, F(z) = g, F(z). Fiir go(x) = (r,v) schlieft man analog.
9. v € M(f, F): Mit go(x) = (v,r) erhilt man wegen r # v (denn Sch(v,G) = 0)

Fx P ax@) = (Fx F) w,r) =, f0r) 2 g F (@) = gL F(a).
(5 7) (Fx7)
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Die Gleichung (x) erhélt man wie in 6., denn = ¢ MJ(f, F) wegen Lemma 4.15.5. Fiir
ga(x) = (r,v) schlieBt man analog.

10. = z : Sei gr(e) = (¢,p). Dann gilt (fx f)gK(Z) = (fx f> (v,w) = (¢,p) =
gr(e) = gLFv(z). Fiir ga(e) = (p, q) schlieft man analog.

Aus 7. bis 10. folgt, dass (f, F ) ein Homomorphismus ist. Direkt an den Definitionen von
fund F erkennt man deren Injektivitét.

Definitionsgeméf haben die in (b) beteiligten Graphen dieselben Ecken- und Kantenmen-
gen. Es ist noch gk (w, z,v) = g zu zeigen. Sei x € Eg :

11. € M3(f,F) : Fiir go(z) = (v,7) gilt go (@) "E" ((w, v, Vi) x ¥(w, v, Vi)) (w,7) =
(Y(w,v, Vi) X p(w,v, Vi) gx(z) = gx(w, z,v)(x). Fir gg(z) = (r,v) schlieft man ana-
log.

12. z ¢ MJ(f,F) : Fir z € Inz(v,G) gilt dann p ¢ v F(z). Ist x ¢ Inz(v, G), so erhilt
man p ¢ vgrF(z) wie in 3. Also gilt: p ¢ vgLF(z) = vy F(x) 9y ¢ vgx(r) =
g9c(x) = gr (z) = (Y(w,v, Vi) X Pp(w, v, Vi)) g (¥) = gx (w, 2,0)(x).

Zu (c): C: 7w € Inz(w,K) = w € vgx(z) = = =z oder v € MJ(f, F) gemif der
Definition von gg.

D: Fiir # = z gilt offenbar w € vgk(z) = {v,w}. Fir z € MJ(f, F) gilt: F(z) €
Inz(p,L) = p € vygrF(x) vEF vor F(z) = v (fx f)gK(as) = da € vgk(z) :
fla)=p = a=w = w e vgg().

Zu (d): Es gilt Sch(w, K) =0 : Sei x € Ek eine Schlaufe mit vgx (x) = {w}. Die Defini-
tion von gx erzwingt dann v = w oder w € vgg(x) oder vgg(x) = {v}. Widerspruch!

Insgesamt berechnet man nun:

5.in 4.7, .76

deg () Inz(w, K)| + |Sch(w, K)| = [Inz(w, K)] < |MY(f, F)| + 1.

Zum Beweis der zweiten Aussage liefert die Gleichung

degye (v) + | MY(f, )| +1 2L dege(v) + degy(w) — 2
P2 dega(0) M2 Inz(v,G)| + [Seh(v, G)|

Vor. 1. und 5. in 4.15, S.85

|Inz(v, G)| ‘M;(f’F)l‘i“M;(f»F)‘

die Behauptung degy (v) — 1 = ’M;(f, F)).

7 Satz 4.16

Zu (e): Fir x € Vg gilt : f(w, z,v)(x) f(z) = f(z). Fiir z € Eg gilt : F(w, z,v)(x)
Satz 4.16 75

F(z) = F(z). O
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Satz 4.19 Es seien X € {G,H}, X = (Vx, Ex,gx) orientierte Graphen und p,q € Vg,
e € Ey, so dass Cpeq(H) definiert ist. Zusdtzlich sei (f, F) : G — H ein injektiver Ho-
momorphismus mit e ¢ Bild(F). Die aus Satz 4.17.1 bekannte Abbildung (f,F) : G —
Chp.eq(H) sei injektiv. Dann tritt A, B 1. oder B 2. in Satz 4.18 ein, und fir den Homo-
morphismus (}L,;) :G — H gilt (:]%,;) =(f, F).

Beweis Da (f, Fv) injektiv ist, kann Satz 4.18 angewendet werden.
f~Y(p) = 0 : Nach Definition von fgilt hier f(x) = f(x) fiir alle z € V. Gilt weiterhin
F~Ygq) = 0, so tritt Fall A in Satz 4.18 ein, d.h. f(z) = f(z) = f(z) fiir alle z € V. Es

sei nun f(v) = ¢. Dann gilt auch f(v) = ¢. AuBerdem folgt M (f, F) = {), denn:

p¢Bild(f) = VzeEg:pé¢v(fxf)galx)=vguF(x) (4.10)

= Vzx € Eqg: F(x)=F(x) ¢ Inz(p,H). (4.11)

Damit tritt der Fall B 1. aus Satz 4.18 ein, d.h. Af;(:z) = f(z) = f(=) fiir alle z € Vg.
f1(p) # 0 : Sei f(v) = p. Nach Definition von f gilt dann f(v) = q. Ersetzt man p
durch ¢ in (4.10) und (4.11), ergibt sich M;(f, F) = 0. Daher tritt der Fall B 2. aus Satz
4.18 ein. Man berechnet

F) = f(@) = f(a) | m:;

In beiden Fillen gilt in Satz 4.18 auferdem definitionsgemiB F(z) = F(z) = F(z). O

Bemerkung Da die Aussagen und Beweise der Sétze 4.17 auf Seite 87, 4.18 auf Seite
88 und 4.19 auf Seite 91 nicht von den Orientierungen abhéngen, gelten diese in entspre-

chender Form auch fiir nicht-orientierte Graphen.

4.4 Die zu einer Kontraktion induzierten Homomorphismen

der Verschlingungsmoduln

In Satz 4.24 auf Seite 96 wird ein Homomorphismus op(p, e, q) von dem Verschlingungs-
modul KernGe, . (g) von Cpe 4 (G) nach Kern G, dem Verschlingungsmodul von G, an-
gegeben. Hat die Ecke p den Grad zwei, so liefert Satz 4.28 auf Seite 100 einen Homomor-
phismus von Kern G nach KernGe, , (o). Dieser ist laut Satz 4.29 auf Seite 103 invers
zu op(p, e, q). Diese Abbildungen sind laut der Sétze 4.31 auf Seite 105, 4.32 auf Seite 107,
4.33 auf Seite 109 und 4.34 auf Seite 110 mit ,,hochgehobenen* und , heruntergedriickten*

Graphenhomomorphismen vertréglich.
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Sind zu orientierten Graphen X, Y Eckennummerierungen wyx,wy und Kantennum-

merierungen yx, vy gegeben, so werden in diesem Abschnitt die folgenden Abkiirzungen

verwendet:
I(X)  =I(X,wx,7x), fx = fxwxax)s
IE(X) =1E(X,wx,vx), M(X) = M(X,wx,vx),
IV(X) =1V(X,wx,vx), AX) = AX wx, 7x),
Y, wy,
N(X) 1= No(X.wx. 7). veoo= el
. . T, T Y»w )
ad(i, X) :=ad(i, X,wx,vx), vy o= ‘I’EX,wX;K())'
GX ::G(waX77X)7

Es sei G = (V, E, g) ein orientierter Graph und Cp .4 (G) eine (p, e, ¢)-Kontraktion. Fiir
diese Graphen sei die Generalvoraussetzung 4.10 auf Seite 79 mit [g > 2 vorgelegt. Dort
seien (wx,vx) fir X € {G,Cpeq(G)} bijektive Nummerierungen. Dariiber hinaus sei

G = Z oder G ein Korper. Werden in G Berechnungen durchgefiihrt, so gelte —0 := 0 € G.

4.4.1 Die Abbildung op(p, e, q)

Lemma 4.20
1. IE(G) ={(p,q) € Sym(lg) | Vi€ {1,...,kg} : I(G)ip =0 oder I(G);, = 0}.
2. IV(G) = {(S,’i) € NlG,kG ‘ I(G)i75 = O}

3. Fiir (k,1) € IE(G) und jedes Standardbasiselement e,y € M* (IE(G),G) gilt:

Ga (ewy) = Z I(G)igvps) + Z I(G)ikv,s-
(kd)eIV(G) (L)EIV(Q)

Beweis

Zu 1.: (p.q) ¢ IEG) *& (p,q) € Nu(G) & Ti : p,q € ad(i,G) = {j € {1,...,1c}|
I(G)i,j €e{-0,1,-1}} < Ji: I(G)@p Z0A I(G)@q #0.
Zu 2.: (s,i) ¢ IV(G) & s € ad(i,G) S I(G);s # 0.

Zu 3.: Fiir (z,y) € IV(G) gilt:

2.37
[GG (e(k,l))] (z,y) = [M (G) : e(k,l)] (2,y) = Z M(G)(x,y),(n,m) : (e(k,l))(mm)
(n,m)eIE(GQ)
I(G)yr : keadly,G)Nl==x
= M@y = 8 Gy : l€adly,G)Ak =z

0 : sonst
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== Z I<G)7f’l (v(kvi))(x,y) + Z I(G)Z’k (U(l’i))(zvy)

(k)eIV(Q) (Lp)elV(G)
(ki)eIV(G) (L) eIV(G) (z,y)

|

In den folgenden Aussagen werden fiir a € {1,...,|E|} und ! € {1,...,|E|—1} die Mengen

P(a1) == {k € {1,....|E|} | k # 2, p(a, k) € TE(G), p(L, € (k)) € TE(Cpeq (G))},
N(a,0) = {k € {1,..., B} | k # 2, p(a, k) € IE(G), p(L,€ (k) ¢ IE(Cpeq (G))},
Yo o i={ke{l....[B|-1}|p(k,6 (@) € IE(Cpeq ()} fira# 1z,
B = {ke{L...,|E} | plk, () € IE(G)} und
Py = {ke{L...,|El} | plk,2) € TE(G)}

benétigt.

Lemma 4.21 Firk,le{1,...,|E|—1}, ac {1,...,|E|} gelten:
1. p(k,1) € IB(Cpeq (G)) = pl&(k),&(1) € TE(G).
2. PEW,D) = {ke{l,...,[BI} | k#2,p(LE (k) € TE(Cpeq (G))}-
3. P\{a} = N (€0).DUPED,D, NED.D)NPEWD,D) =0.
4. Py =N(z,1)UP(z,), N(z,0)NP(z1) =0.
5. P(a,l) C P(EW),D), a#x : &(Ya) =P (a,6(a)).
6. (£(,1) & IV(G) Ap(z,a) ¢ IE(G) = p(1,67 () ¢ TE(Cpeyq (Q))-
7. (€Q).) ¢ IV(G) = P(E(),)\P(x,1) = 0.

Beweis Zu 1.: Aus p(£(k),£(1)) ¢ IE(G) folgt, dass es ein i € {1,...,|V|} gibt mit
I(Giery # ONI(G)ieqy # 0. Fiir i ¢ {s,t} ergibt sich daraus p(k,l) ¢ IE(Cpeq(G))
nach Satz 4.11. Ist i € {S,t}, so folgt I(Cpeq (G))o—1t) 6 = L(Q)rey +1(G)sery aus Satz
4.11. Aus der rechten Tabelle auf Seite 82 liest man jeweils I(Cpeq (G))o-11)x 7 O ab.
Tauscht man k durch [ aus, ergibt sich genauso I(Cp.e,q (G))o-1(); # 0. Insgesamt folgt
p(k,1) ¢ TE(Cpeq (G)).

Die zweite Aussage folgt aus der Ersten. Drittens und Viertens folgen jeweils direkt aus
den Definitionen der entsprechenden Mengen. Die erste Aussage von 5. folgt aus 2. Die

zweite Behauptung von 5. folgt aus 1. und den Definitionen.
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Zu 6.: (£(1),t) ¢ IV(G) Np(x,a) ¢ TE(G) = 1(G)reqy # 0 A(Fi € {1,...,|V]} :
I(G)iw £ 0 AI(G)ia £0) = T(G)re #OAKI(G)s,m#o AI( o 70) <I<G>tm¢o
N(@a 20)] = @y £ 0 AI(G)sa £ 0 VIGa £ 0) = (I(G)re
N(@)sa # 0) V(@1 # 0 M@ # 0) o (ICpeq (GNoriis = I(G)m
I(@)seqy # 0) A (Cpeq (Gt e1(a) = L@t + 1(G)sa # 0) = p(l,6(a) ¢
IE(Cpe,q (G)). Die Folgerung (*) erhédlt man wie in 1.

Zu T.: Mithilfe von 2. folgt zunichst : a € P(£(1),)\P(z,1) < a # = A p(I,¢ (a)) €
IE(Cpeq (G)) Ap(a,x) ¢ IE(G). Seinun (§(1),t) ¢ IV(G). Gibteseina € P(£(1),1)\P(z,1),
so erhilt man einen Widerspruch zu 6. Also gilt P(£(1),1)\P(z,1) = 0. O

Lemma 4.22 Firy € KernGe,, (), a € {1,...,|[E[}\{z}, b€ {1,...,|V]| -1} gilt

D ACheq ()1 (@) bk (@) * Yp(ke (@) = 0
keyY,

Beweis  Es werden die Abkiizungen A := A(Cpeq (G)) und M = M(Cpeq(G)) ver-
wendet. Fiir £ (a) ¢ {k, 1} gilt Ag-1(0)0-1()),p(k) = 0- Man erhiilt daher
D Al @bl (@) * Yol (a) = > Ae1(@0)000) " Yp(et) = (%)-
key, p(k,D)EIE(Cp,e,q(G))
Ist (£7'(a),b) € IV (Cpeyq (G)), s0 gilt Are—1(a) ) ptkt) = Mie=1(a)p),p(k1)- Daraus folgt
(¥) = 0 wegen y € KernGe, , (c)- Wenn (£7'(a),b) ¢ IV (Cpcq (G)) gilt, schreibt man

(x) = > Yo(k) Ag =1 (a),b) (k1) T > 0 - Ae=1(a),),0(k)
p(kD)EIE(Cp,e,q(G)) p(k,D)EIE(Cp,e,q(G))
2.39 Vor.
= > R k) A1 (@)0), (ki) = O-
(k,l)eSym(|E|—1)
O
Lemma 4.23 Firy € KernGg, a € {1,...,|E| =1}, be {1,...,|V]|} gilt
> I Yprg(ay = 0.
hEP,
Beweis  Es wird hier A := A(G) notiert. Nach Satz 2.39 ist x(y) € Kern fg, daher gilt
0 = Z K(Y) (k1) A€ () b), (k1)

(k1) € Sym(|E])

= > Yok Ae(a).0), (k1) T > 0 A(g(a),0), (kD)

(k,1) € IE(G) (k1) ¢ IE(G)
= Z Ale(a),b),p(kit(a)) * Yp(kié(a)) = Z I(G)bk * Yp(kg(a))-
{ke{1,... |E]} kePp,

p(k,&(a)) € TE(G)}
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Satz 4.24 Die Abbildung op(p,e,q) : KernGe, () — KernGg, die fir (k1) € 1E(G)

und y € KernGe, , () durch

q

Yot gy ¢ kFTALFTA
p(§ (k) £71(1)) € IE(Cpeyq (G))
0 o kFrxANlIFE AN
lop(p, e, Q)(y)](k,l) = p(f_l(k?), f_l(l)) ¢ 1E(Cpeq (G))
I(G)s g I(G)eiy Yoy @ k=xzANl#z
1(G)s, GZ;/ HG)eiy Yptie—rk)) = kFTANl=2

gegeben set, ist wohldefiniert.

Beweis  Zur Abkiirzung seien op := op(p,e,q), e = ey € M (IE(G),G), vg =
V(s5) € M (IV(G),G) und op(y)xi := op(y)r,. Man berechnet

GG(OP(y))GG( > Op(y)klekl> = > opWruGalen)
(k1)

elE(GQ) (kEIE(G)
= > op(y)uGalew) + > op(W) pan Galepw)
{1<k1<B| {te{1,....|E]}
(k,1) € IE(G)A p(z,l) € IE(G)}
k#xANl#x}
= > Yp(e=1 (k)61 (1) ( > H(G)igoni + I (G)i,kvlz)
{(k,1) € IE(G)| fp<i<y fa<i<yl
k#xAL#TA (ki) € IV(G)} (1,i) € IV(G)}

P71 (k),671(1) € IE(Cpeq (G))}

+ > 1(G)sa (Z 1 (G)t,s(ﬂyp(ﬂsl(zn) ‘
(el .. |E} TEN
ol 1) € IE(G)}

Z I(G)mvli + Z I(G)i,lvxi>] .
{ie{1,...,|VI} {i e{1,..., |V}
(1,7) e IV(G)} (z,7) € IV(GQ)}

Sei (a,b) € IV(G). Es ist (Ga(op(y)) g = 0 zu zeigen.
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Fall A : a # x. Es gilt

(Ga(op(y)) (ap = Uz, a) + > Yoe-1(1),6 (@)L (G)ba
{1 <i<|El|pla,l) € IE(G) A
l# xA

p(€71 (1), €7 (a)) € TE(Cpeq (G))}

Lemma 4.21.5
+ D Yper @l (@or TTETT QU a) + D Ypteer @)L (Db
lEP(a,g (a)) k€Yo

Q(m a) — I(G)s,x (Z’TEY(L I(G)t,g(T)yp(T7$*1(a))) I(G)b,w . p(% a) c IE(G)
o 0 : p(z,a) ¢ IE(Q)

1.Fall :a# 2z Ap(z,a) ¢ IE(G) (= aF# 2N I(G)sa #O0VI(G)q #0)).

. . 4. 11
Fir b ¢ {s,t} gilt I(G)peny = 1(Cpeq(G)o-1(0)k = AlCpeq (G))(e=1(a).0-1(1)).p(ke~1(a))

also (Ga(op(y)) (q,p) = 0 nach Lemma 4.22. Im folgenden trete zunéichst der Fall I(G)s,q # 0
ein. Sei b = ¢. Es gilt dann I(G)y ey + 1(G)ser) = 1(Cpeq (G))o—1(),1 nach Satz 4.11.
Mit

D] —kZ Yotke1(a) L (Cpeq (G))o-1),x  und
€Y,

o= 2 Yplke1(a)d (Gseh)
keY,

erhélt man (GG (0p(y))qp = X1 — Y2. Nach Lemma 4.22 ist ¥; = 0. Wegen

= p(a ¢(k)) € 1E(G)
I(G)s,a

s I(@)agy = OV I(@)sa = 0 L7 [(@) ) = 0

keY, = plk,&a)) €IE(Cpey(G))

ist auch ¥y = 0. Der Fall b = s tritt hier nicht ein, denn sonst folgt I(G)s, = 0 aus
(a,b) = (a,s) € IV(G).

Vertauscht man im obigen Fall I(G);,, # 0 die Rollen von s und ¢ und schreibt o~1(2)
statt o~1(b), so erhiilt man genauso (Ga(op(y)) (o) = 0 fiir I(G)ea # 0.
2. Fall : a # x A p(z,a) € IE(G).
Sei zunéchst (z,b) € IV(G). Es gilt demnach I(G), = 0 und daher auch Q(z,a) = 0.
Da hier b ¢ {s,t} gilt, erhélt man (Gg(op(y)) 4y = 0 wie im ersten Fall. Tritt (z,b) ¢
IV(Q) ein, so folgt I(G)p, € {1,—1}, denn I(G)p, # —0. Also muss b = s oder b = ¢
gelten. Sei vorerst b = t. Aus I(G)s2l(G)e = —1 folgt sofort (Gg(op(y))(,y = 0. Im
Fall b = s ergibt sich (Ga(op(y)) ap) = 2kev, Ypke—1(a)) (I(@)rery + LG se) Satz 41

Lemma422
2 keva Yotk ()] (Cpeyg (G))rl(t),k 2 %220.



98 KAPITEL 4. KONTRAKTION EINER KANTE

Fall B: a = z. Sei (z,b) € IV(G). Dann gilt

(Ge(op(Y)) (ap) = > I(G)s,mI(G>b,l< > yp(k,gl(z))I(G)t,g(k)> = (%).
{1<I<IE| ke
p(z,1) € IE(G)}

Nun sei y,(q,3) := 0 fiir p(a, 3) € IE(Cpeq(G)) und 1 < o, 3 < |E| — 1. Dann gilt:

(¥) = > (G52 (G ( > Yolke-1an T (G%,s(k))
{1<i<|E|| 1<k<|E|—1
pla,1) € TE(G)}
= > > Yok ) (@)l (G (G ()

1<k<|E|-1  {1<I<|E|
p(z,1) € IE(G)}
= > H(G)sad(G)rery > Yk )1 (Goy
1<k<|B -1 (1<i<|B|
p(z,l) € IE(G)}

Satz 4.11, b # ¢
= > I(G)s,xI(G)t,g(k)< > Ypre-r0) I (Cpeg (G))al(b),gl(z)>

(1<k<|BEl-1 leP,
(&(k), 1) ¢ IV(G)}

> @)l (G)rew) < > Yoo @) Cpeq (G))a1<b>,sl<n>
1<k<|E|-1 L€ Pz, k)
(&(k),t) ¢ IV(G)}

Lemma 4.21.4

Lemma 4.21.5
= Z I(G)s o I(G)e i) ( Z Yp(ke—1 )L (Cpeq (G))o=1(0),6-1(1)

(1<k<|Bl-1 L€ P(E(k), k)
(&(k).1) ¢ TV(G)}

— Z yp(k,g—l(Z))I(Cp,e,q (G»o—l(b),&‘l(l))
L€ P(&(k), k)\P(z, k)

Lemma 4.21.5
4.21.7

= > H@)snd(G)reehy < > Yothe—1 1) L (Cpeq (G))al(b),gl(z))
(1<k<|E -1 L e PE(k), k)
(E(k),t) ¢ IV(G)} =&(Yew)

r= e
= Y UGl (G)rew ( > Yok [(Creg (G))al(b),l'> =0.
{1<k<I[E|l-1] U € Yea

(€(k),t) ¢ IV(G)}

Lemm:a 4.220
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4.4.2 Die Abbildung po(p, e, q)

Firl e {l,...,|E| — 1} seien die Mengen
B(z,l,s):={ke{1,..., |E|}HEk # z,p(k,&(1)) € IE(G), (k,s) ¢ IV(Q), (k,t) € IV(G)},
B(z,l,t) :={ke{1,..., |E|HE # z,p(k,&(1)) € IE(G), (k,t) ¢ IV(G), (k,s) € IV(G)}
vorgelegt. In den Lemmata 4.26, 4.27 und im Satz 4.28 wird die Bedingung degq(p) = 2
gefordert. In diesem Zusammenhang sei Inz(p,G) = {f,e}, f # e, vg(f) = {p,7},

va(f) =: e, und wg(r) =: v,.
Lemma 4.25 Firl e {1,..., |E| — 1} gelten die Implikationen
1.(&(1),8) € IV(G) A (E(1), 1) ¢ IV(G) = N(&(),1) = B(z,1,s),

2. (&), s)  IV(G) A (E(), 1) € IV(G) = N(£(),1) = B(x,1,1),

3. (&), s) e IV(G) A (&(1),t) € IV(G) = N(&(1),1) =0,

4. (&(1),5) € IV(G) A (E(1), 1) ¢ TV(G) = N(£(1),1) = 0.

Beweis  Die folgenden Umformungen beweisen das Lemma:
ke NED),) e k£an(Vie{l,. .. |E]}: I(G)jeqy =0V IG);x=0)
AEie (L, Bl =1} I(Cpeg (G))ig # O N I(Cpoerq (G))ie-1(x) # 0)
& k#aA(Viedl,..., El}: I(G)jeqy =0V I(G)jx = 0)
NG sgwy + (@) 7 0) A (I(G)sp + I1(G)ig #0)
& k#£zn(Vie{l,. BNt} 1(G)jeqy =0V I(G)r=0)
ANI(G)sey =0V I(G)sp =0) A(I(G)reqy =0V I(G)yr = 0)
AI(G) e + 1@ rew # 0) AI(G)sp + I(G)o # 0)
s kAzn(Vjedl,..., [EN{s,t}: 1(G)jeqy =0V I(G)jx = 0)
ANMI(G)sey =0NI(G)g =0NI(G)reqy #O0NI(G)sp #0)
V(I(G)sp = 0AT(G)rey = 0N (G ey # OAI(G)g #0)]
& k#FaA Vel |BN\{st}: I(G)jey =0V I(G);x=0)
A((E(D),5) € IV(G) A (k,t) € IV(G) A (E(1), 1) ¢ IV(G) A (s,k) & TV(G))
V((&(0),t) € IV(G) A (K, s) € IV(G) A (§(1),8)  IV(G) A (8, k) ¢ TV(G))]
< [(€(),s) e IV(G) A (&), t) ¢ IV(G) Nk € B(x, 1, )]
VIEWD),t) e IV(G) A (E(),s) ¢ IV(G) ANk € B(x,1,t)].
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Lemma 4.26 Firy € Kernfg, a € {1,...,|E|} und degg(p) = 2 gilt Yp(q,0)1(G)szt
yp(a,z)I(G)&Z = 0.

Beweis  Es sei A := A(G).

0 = faly) = S AG) ) kYD) = > A(G)(a,),p(as)Yp(arl)
{1<k,1<|E|]| {1<i<|E|
(k1) € Sym(|E|)} pla,l) € Sym(|E[)}
= > I @) sptan) = Yoy (G)sa + Yp(a (G -
1<1<|B|
O

Lemma 4.27 Firy e KernGg, a € {1,...,|E|} und degg(p) = 2 gelten
1. p(z,a), p(z,a) € IE(G) = Yp(2,0L(G)s,2 + Yp(z,a)L(G)s.2 = 0,
2. p(z,a) ¢ IE(G) A p(z,a) € IE(G) = Yp(a,2) =0,
3. p(z,a) € IE(G) Ap(z,a) ¢ IE(G) = Yp(z,a) = 0.

Beweis  Im ersten Fall gilt 4p(0)/(Gse = K1) (@se = —K(Y) pan (G)s.-
= ~Yp(a,2) L (G)s,2- Im zweiten Fall erhilt man y,, ) [(G)sz = k(Y) p(a,2) L (G)s, Lemma 4.26
—K(Y) p(a,2) L (G)s.z = 0. Wegen I(G)s . # 0 folgt daraus y,(, ) = 0. Dementsprechend zeigt

man die dritte Aussage. O

Satz 4.28 Fir degg(p) = 2 ist die Abbildung po(p,e,q) : KernGg — KernGe, . (a);
[po(p, e,q)(y)](w) = Yp(e(h),£() (k,1) € IE(Cpeq (GQ)) wohldefiniert.

Beweis  Es werden die Abkiirzungen po := po(p, e, ¢) und vg; := v, ;) benutzt. Zunichst

ist p(€(k),&(1)) € IE(G) nach Lemma 4.21.1. Zu zeigen bleibt Ge, . (e (po(y)) = 0.

Ge, . () (po(y)) = > Po(Y) (k1) Gy o (@) (€(k,0))
(k,1) € IE(Cp,e,q (G))

4.20.3.
= > yp@(m,s(z))( Y ICpeg (Gigvri + Y I(cp,e,q(a))i,kvli)

(k1) € (k,i) € (1,1) €
TE(Cp,e,q (G)) IV(Cpeq (G)) IV (Cp,e,q (G))
Sei nun (a,b) € IV(Cpeq(G)). Zu zeigen ist (ch&’q(G) (po(y))(a b = 0. Dazu berechnet
man
(Gepea@)(POW)) () = > Yp(e(a)e) ] (Cpeig (G))byk

{1<k<|[Bl-1]
pla, k) € IE(Cp.e.q (G))}
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Lemma,
4.21.5
=Y Yottt Coea @k =" D Yok Coeq (G)oerry = (%)
k)GYg(a) kGP(f(a),a)

Fall A : p(x,&(a)) ¢ IE(G). Es gilt « ¢ P,, also P, \ {z} = P,. Mit 4.21.3 folgt

(%) = Z yp(ké(a))](cpvevq (G))b,ﬁfl(k)_ Z yp(kf(a))I(Cp,e,q (G))b,gfl(k) =: (*1).
ke P, k€ N(&(a),a)

1. Fall : o(b) = t. Mit Satz 4.11 folgt

Lemma 4.230 Lemma 4.23,

(x1) = Z Yptk(an L (G + Z Yp(k,e(a) L(G) s — Z Yotk,e(a) L@k + 1(G)s k)
ke P, ke P, k € N((a),a))

Es werden nun die vier Félle aus Lemma 4.25 betrachtet. Tritt dort 3 bzw. 4 fiir [ = a ein,

S0 ist (¥1) eine leere Summe, also () = 0. Im Fall 4.25.1 erhilt man

=0
—(%1) = Z yp(k,&(a))(m+I(G)8,k) = Z Yp(k(a)d (G)sk
k€ B(z,a,5) (ke (L., [E[\a)
plk,€(a)) € TE(G)A
(k,s) ¢ IV(G) A (k, ) € IV(G)}
+ . Yo(k@) I (G)sk - > Yo(k @) (G)sk
{ke{l,. ... |E[N\{z} {ke{l,.... |E[N\{z}
p(k,&(a)) € IE(G)A p(k,&(a)) € IE(G)A
(k,s) & IV(G) A (k, ) ¢ IV (G)} (k,s) & IV(Q) A (k, ) ¢ IV(G)}
(k,s)ETV(G)
Qa0 > Yok,ea)) L (G)s i - > Yo(kg@) I (Gsk -
Po={ke{l,...,[E[\{z} {ke{l,.... [E[}\{z}]
p(k,&(a)) € IE(G)} p(k,&(a)) € IE(G)A

~ (k,s) ¢ IV(G) A (k,t) ¢ IV(G)}

Lemma 4.23
= 0 )

=:(%%)

Die Indexmenge der Summe (%) ist leer: Angenommen es gibt ein k aus dieser Menge,
d.h. es gilt I(G)yy # 0. Damit folgt I(G)ix # 0 AI(G)ie) # 0 aus (§(a),t) ¢ IV(G)
(4.25.1.). Also muss p(k,£(a)) ¢ IE(G) im Widerspruch zur Annahme gelten. Es folgt
(x%) = 0, also insgesamt (x) = 0.

Vertauscht man in der obigen Argumentation ab —(%1) = --- die Rollen von s und ¢,

so erhélt man (%) = 0 fiir den Fall 4.25.2.
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2. Fall : o(b) # t. Mit Satz 4.11 folgt

Lemma 4239

(*1) = Z yp(k,g(a))I(G)a(b),k - Z yp(k,g(a))I(G)a(b),k-
keP, k € N(&(a),a))

Wie im ersten Fall ergibt sich (x;) = 0 fiir 4.25.3 und 4.25.4. Wegen Inz (vs, (V|V|, &g hg))

= {e, e, } gilt
koA (ks) g IV(G) = I(G)op #O0Nk#z R — (4.12)

und man berechnet im Fall 4.25.1:

—(x1) = Z yp(k,g(a))I(G)a(b),k
k € B(z,a,s)
(412) { 0 p(=&(a) ¢ TE(G) (leere Summe)
Yooy [ @y (=)0 ¢ plz,€()) € TE(G)

Die Gleichung (* * ) erhélt man aus p(z,&(a)) € IE(G), p(x,£(a)) ¢ IE(G) und Lemma
4.27.2. Tritt 4.25.2 ein, so folgt I(G),¢q) # 0. Wegen z ¢ Bild§ und degq(p) = 2 muss

daher £(a) = z gelten. So erhiilt man die zweite Gleichung in folgender Rechnung:

—(*1) = > Yotk e(aNd(Gow) ke = > Yotz k)L (G)o(v) k-
k € B(z,a,t) k€ B(z,£7'(2),1)

Fiir B(x,&71(2),t) = 0 gilt (*1) = 0. Andernfalls gibt es ein k € B(z,£71(2),t), d.h.
p(z,k) € IE(G) und p(x,k) ¢ IE(G) (wegen (k,t) ¢ IV(G) A (z,t) ¢ IV(G)). Aus
Lemma 4.27.2 folgt dann y,(; z) = 0. Also (1) = 0.
Fall B : p(z,&(a)) € IE(G). Daraus folgt (£(a),s), (&(a),t) € IV(G) nach 4.20.1. Daher
gilt N(¢(a),a)) = 0 nach Lemma 4.25.3.
1. Fall : o(b) # t. Mithilfe von Satz 4.11 148t sich (x) von Seite 101 schreiben als:

(+) = Yo Yetkean (@opyn + S Y (Gowyi
k€ P(¢(a),a) k€ N(¢(a),a)
Lemma 4.21.3
= Yowe@) I Dotyat D Yotk (@owyr =0.
—_———
=0,denn ke P,
a(b)g{s,t}

Lemma 4.23)

2. Fall : o(b) = t. Nach Satz 4.11 gilt I(Cpeq (G))pe-16) = 1(G)r + I(G)sp- Wie im
ersten Fall ergéinzt man die Summe (x) von Seite 101 mit » ;¢ y(a),a) (- 7)- Aus I(G)eat
I(G)se = —0=0 € G folgt (x) =0 wie im ersten Fall. ]
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Satz 4.29 Die Abbildungen op(p, e, q) und po(p, e, q) sind Homomorphismen. Fiir degq(p)

= 2 gelten op(p, e, q)opo(p,e,q) = idKernGG und po(p,e,q)oop(p,e,q) = idKernch @)’

Beweis In M"(a,G), a € {IE(G),IE(Cpeq(G))} sind die Verkniipfungen komponen-
tenweise definiert, daher handelt es sich um Homomorphismen. Fiir (k,l) € IE (Cpeq (G))
gilt definitionsgeméif po (op(y))(m) = op(Y) p(e(k) (1)) = Y(kt) = 1A(Y) (k,1)- Zu zeigen bleibt
op(po(y)) i1y = id(y) k) fiir (k,1) € IE(G).

1.Fall : k # x, 1 # x und p(¢1(k),671()) € IE(Cpeq(G)). Definitionsgemaf folgt
op(po(y)) .1y = PO(Y) pe—1(k)e~1(1)) = Y(kd) = 1Y) (k1)

2.Fall : k#x, 1% xund p(§1(k),71(1) € IE(Cpeq (Q)).

= ke N@LED)ALe Nk e (k)

42 (k:eBx§ Ly, )VkeB(x,g—l(Z),t))A(leB(x,g—l() s)Vie Bz, & (),t))

= (k:eBxg ), )/\leB(x,g’l(k:),s))\/(keB(x,g’l() s)Al € B(z, & (),t)>
v(ke ). t) Al € Bz, e\ (k), ))v(keB(x,(l() )ALl e Bz, ¢! k),t)
(k: ) (4.13)
\/(k 2 A p(x,1) ¢ TE(G )) (p(m,k:)géIE(G)/\l:z) (4.14)
v(m ¢ IV(G) A (1) ¢ TV(G )) (4.15)

Aus (4.14) folgt ypkyy = 0 mit Lemma 4.27.2. Die Aussagen (4.13) und (4.15) bilden
jeweils einen Widerspruch zur Voraussetzung (k,l) € IE(G). Aulerdem gilt in diesem Fall
op(po(y)) (k) = 0 nach Definition der Abbildung op.
3. Fall : k=2 und [ # z. (Analog: k # z,l = x).
op(Po(Y) p(z) = 1(G)s Z Po(Y) ptie—1 N L (G) e (i)
1EY
= I(G)s e Z Yo L (Gei)

LEY
I(G)sz Z yp(jJ)HG)t,j

j € PE)

= 1(G)sz > Ypin L (G (4.16)

J € Perp\{z}

= I(G)s,z ( - yp(l,w)I(G)t,m + Z yp(j,l)I(G)t,j >

jE P§71<l)

Lemma 4.21.5

=0 nach Lemma 4.23
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= ~1(G)s o1 (G)taY(w1) = 1d(Y) (2,0)-
Zu (x): Es tritt einer der Fille aus Lemma 4.25 auf Seite 99 ein. Sowohl in 3. als auch in
4. gilt () nach Lemma 4.21.3. auf Seite 94. Sei nun j € N (1,£71(1)) # 0. Tritt 1. ein, so
gilt (j,t) € IV(G), also I(G); = 0. Tritt 2. ein, so gilt (I,s) ¢ IV(G) und (4,t) ¢ IV(G).
Mit
L (1) ¢ IV(G), (x,t) ¢ IV(G) = p(j,x) ¢ [E(G)  und

2. (I,s) ¢ IV(Q), (2,8) ¢ IV(Q),l £ a,2 4 a BB 1 . — 5(j,2) € IE(@)

folgert man y,(; .y = y,(j;) = 0 mit Lemma 4.27.2. auf Seite 100.

Mithilfe von Lemma 4.21.3 1&8t sich dann die Indexmenge wie in (4.16) schreiben. O

4.4.3 Vertraglichkeit der induzierten Homomorphismen

Lemma 4.30 Vorgelegt sei die Situation aus 2.1 auf Seite 27. Dabei seien die Graphen
G und H bijektiv nummeriert und (f,F) : G — H injektiv. Fir eq,;y € M (IE(G),G)
gilt W (e(ka)) = eptuii) w()-

Beweis  Zunichst gilt p (V(k),V(l)) € IE(H), nach Lemma 2.43 auf Seite 57, denn
U = VHnyél ist injektiv. Seien p, ¢ € Bild ¥. Dann berechnet man fiir (p,q) € IE(H):

2.42
[\Ilg (e(k’l))] (p7q) = Z [e(kvl)] (m,n)
(m,n)EN(p’q)ﬂIE(G)

T inj. , 2.43
= e pw-1),0-1(0))
_ 0 : (kD) #p (T (p), ¥ (q))
1 (k1) =p (T (p), ¥ Y(q))
_ 0 : (pa)#p(W(k), VD) ( _ epw)] g -
1t (ha) = p(W(R), WD)

Ist p ¢ Bild¥ oder ¢ ¢ Bild ¥, so sind beide Seiten der Behauptung definitionsgeméf
Null. O

Um in den folgenden Sétzen die Formulierungen abzukiirzen, werden nun einige Sprech-
weisen vereinbart. Gegeben sei dazu ein Homomorphismus (a, A) : Y — Z orientierter
Graphen Y = (W, Ey,gy) und Z = (Vz,Ez, 9z).

In (der Generalvoraussetzung) 2.1 sei a gegeben durch (b;c) bedeutet, dass in 2.1
auf Seite 27 das linke Diagramm in (2.1) sowie (2.2) vorgelegt ist, wobei G durch Y, H
durch Z, f durch a, ¢ durch b und v durch c ersetzt wird.
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In (der Generalvoraussetzung) 2.1 sei A gegeben durch (B; C) bedeutet, dass in 2.1
auf Seite 27 das rechte Diagramm in (2.1) sowie (2.3) vorgelegt ist, wobei dort G durch
Y, H durch Z, F durch A, ® durch B und ¥ durch C ersetzt wird.

Zu dem Graphen Y sei nun eine (v, z, w)-Kontraktion C, . ., (Y) definiert.

In (der Generalvoraussetzung) 4.10 sei i (v, Vy') gegeben durch (B ; b; s';t') bedeutet,
dass in 4.10 auf Seite 79 das linke Diagramm von (4.1) sowie (4.2) vorgelegt ist, wobei dort
G durch Y, ¥ durch B, o durch b und s durch s’ ersetzt wird. AuBerdem soll wy (v) = vy
und wy (w) = vy gelten.

In (der Generalvoraussetzung) 4.10 sei j (z, Ey) gegeben durch (C';¢;z’) bedeutet,
dass in 4.10 auf Seite 79 das rechte Diagramm von (4.1) sowie (4.3) vorgelegt ist, wobei

dort G durch Y, = durch C, ¢ durch ¢ und z durch 2’ ersetzt wird. Aulerdem soll dort

vy (2) = e, gelten.

Satz 4.31 Fir X € {G,H,K,L} sei X = (Vx,Ex,gx) ein mittels (wx,vx) bijektiv
nummerierter orientierter Graph. Sei e € Eq, vga(e) = {p,q}, p # q und (f,F) :
G — H ein injektiver Homomorphismus. Dariber hinaus sei K = Cpcq(G), L =
Cip),F(e),f(q) (H) und (f(p,e,q), F(p,e,q)) : K — L der Homomorphismus aus Satz 4.16
auf Seite 86. Die Abbildungen f,F seien in der Generalvoraussetzung 2.1 auf Seite 27
durch (¢;1) bzw. (®; V) und die Abbildungen f(p,e,q), F(p,e,q) in 2.1 durch (¢';1") bzw.
(®'; W) gegeben. Dann ist folgendes Diagramm kommutativ:

v
KernGg - KernGg
op(p.€,q) op(f(p),F(e),f(q))
vl
KernGg » Kern(Gp,
Beweis In der Generalvoraussetzung 4.10 auf Seite 79 sei
j(e, Eg) gegeben durch (2, &), (4.17)
i(p, V) gegeben durch (3;058;t), (4.18)
j(F(e), Em) gegeben durch (2;¢52") und (4.19)
i(f(p),Va)  gegeben durch  (X';0';45t). (4.20)

Zum Beweis der Behauptung bendétigt man einige Vorbetrachtungen:

1. Ve € Ex = Eg\{e} : Foj(e, Ec)(c) = F(c) = F(p,e,q)(¢) " D™ i (F(e), Ex)o
F(p,e,q)(c) = Vol =¢oW.
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2. Vv € Vk = Vo \{p} : foilp Vo)) = f(v) = f(p,e,q)(v) = i(f(p),Vn) o

f(pe,q)(v) = oo =00y

3. (417) = € S 5ZG V%. S\Ij(z) = (I)(ez) (4.;7)

U(z) =2
4. (418) = v, € Vg, = Vyp(s) ver. o(vs) ( :) pwa(p) = wrf(p)

P(s) =¢.

Vor.

5. (4.18) = v € Vg = vy = d(v) = dwle) E wpfla) = v
t) =t

6. jAz: V() =iej=0"10) e () =0 &) = v e ).

Ul =114 Bl £ V() T £

8. U =1l#2: ¢ M) eBildV < Jj: V() =& ()& Fj:j=v"1 )
W) e 5 £(G) =0 () =1 & I € Bild¢.

S., 94 2.43

9. i €Yy & p(i,6N) € IB(K) °& p(qf’(i),qﬂq/"lg"l(l)) € IE(L) &

P (qﬂ(i),gﬁl(z)) e IB(L) & v(i) e v

Fiir y € Kern Gi und (k1) € IE(H) ist

[ (o0 (b, ¢,0) W)] 1) = |0 (F), F (), F(0) (V)] (4.21)

(k,0)

zu zeigen. Es werden beide Seiten berechnet. Die linke Seite von (4.21) lésst sich als

op(p, e, Q) (Y) pew—1(k), w1y : k.l €BildY

H _
[\IJG(Op(pﬂ,Q))](k,l){ 0 . k¢BildUVIgBildy

schreiben. Fiir die rechte Seite von (4.21) ergibt sich

[on (1(0), F(0), £(0) (V5 ()]

(k1)

0 o kEd LA (87,6 T) ¢ TB(D)

‘I”%((y)p(g/—l(k),g'—l(z)) k£ l# 2 p (5’_1(]9),5/_1(1)) € IE(L)

= I(H)s’,:r’ Z I(H)t/’gl(i)\Illf((y)p(i7€/71(l)) : k= .',U/7l # .'L'/
icy]

I(H)gw Y I e Vi) poer0y) = kA l=d
1€Yy

1. Fall: k,1 € Bild 0. Sei U(k') = k und U(I') = 1.
1. Unterfall: k' # z,I' # z,p (1), 1 (K)) € IE(K).
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Aus 7. und 1. ergibt sich k # ',1 # 2/, p (xp'—lg—l(Z),\p'—lgf‘l(k)) € IE(K). Daraus
folgt k # 2/, 1 #£ 2, p (f’fl(l), 5’71(k)) € IE(L) mit 2.43 auf Seite 57. Nun berechnet man

op (F() F@). S@) (Y5 )| = Vi) e me )

(k,0)

1%

yp(\plflglfl(l)’\plflg/fl(k))

=

Yp(e=1w=1(k) £~ w1 (1))
= Op(p, €, Q) (y)P(llﬂk,)
= [\Ifg (OP (p7 e, q) (y))] (k) *

2. Unterfall: ¥ # z,I! # z,p (M), ¢4 (K')) ¢ IE(K). Man argumentiert wie zu
Beginn des ersten Unterfalles, erhélt p (5’71(1), {’71(143)) ¢ IE(L) und berechnet

(W& (op (presd) W) sy = P2, Q)W) piar )
= 0= (S Fle). f(@) (VW) -

(k.1)

3. Unterfall: k = 2/,1 # 2’. Es gilt also k = 2’ = U(z). (Analog: k # 2/, = 2').

Op(pv €, Q) (y)p(aml’) = I(G)Svl" Z I(G)t7§(z) “Yp(i g1 (1)
€Yy
2.11
= I )y Y HH)y0.0¢0)  Yoliev-10)
iEY}/
1.,4., 5.
= I(H)S/@/ Z I(H)t’,f"lf’(i) : yp(i7\1,/—1£/—1(l))
€Yy
9.
= I(H)s’,m’ Z I(H)t’@’(j) : yp(\l,/—l(j)ﬂ,/—lg/—l(l))
j:=0(i)€Y;NBild ¥’
7.,8

L
I(H)s’,x’ Z I(H)t'f'(j) ) ‘IJ/K(y)P(j{'_l(l))
jevinBild ¥’

op (f(p), Fle), f(a) (V'K () :
[ (

(k1)

2. Fall: k ¢ BildW VI ¢ Bild W. Mit 3. folgt k # 2’/ V1 # 2/ und mit 6. folgt &' (k) ¢

Bild ¥ v ¢ (1) ¢ Bild V. Daraus ergibt sich [Op (f(p), F(e), f(q)) (llf’%((y))] o) =0.0

Satz 4.32 Fir X € {G,H,L} sei X = (Vx,Ex,gx) ein mittels (wx,vx) bijektiv num-
merierter orientierter Graph. Fir p,q € Vi, und e € Ey, sei H := Cp 4 (L) wohldefiniert.

Zusdatzlich sei (f, F) : G — H ein injektiver Homomorphismus, eine der Bedingungen

A.q¢ Bid(f)  Bl.g=f(v) NMI(f,F)=0 B2. g = f(v) NMJ(f, F) =0
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erfillt und (f, ﬁ) : G — L der von Satz 4.18 auf Seite 88 gelieferte injektive Homomor-
phismus. In 2.1 auf Seite 27 seien f, F durch (¢;¢) bzw. (®;¥) und f,ﬁ durch ((75, 7;)
bzw. <<AI;, \Tl) gegeben. Dann gilt \IJG = op(p, e, q) o \Ilg

Beweis  Zuerst sei bemerkt, dass mit f, F, fund F die Abbildungen ¢, ¥, ®, ¥, 5, @Z, d
und ¥ injektiv sind, da die jeweiligen Nummerierungen aus bijektiven Abbildungen be-
stehen. Die Abbildungen j (e, Er) und ¢ (p, V1) seien in 4.10 gegeben durch (Z;¢&; ) bzw.
(3; 03 s;t). Zunéchst gilt

D(e;) = ZD(ey) (4.22)

fiir alle e; € &g, denn man berechnet

= - 4.18 — —
©(e;) = wFg () = 1 (F (g (e)) = vy @(e))
#

= i (e, BL) (v ©(e1) = Zvmy ®(es) = E2(e).

Zu zeigen ist nun, dass
[Whw)] = loppe.0) 0 W), (4:23)
(k,0) (k.0)

fiir alle (k,1) € IE(L) und y = 3, pyerp(q) Y(ab) " Eab) € M (IE(G),G) gilt.
1. Fall: k = z,l # z. (Analog: k # z,l = z). Die linke Seite von (4.23) ist Null, denn:
x ¢ Bild¢ 4R . ¢ Bild U A [\Tlé(y)} = 0. Die rechte Seite r.S. von (4.23)

p(z,l)
berechnet sich zu

I‘.S. = s T Z I t {( ) \IJG( )] (i,ﬁ*l(l)) (424)
1€Y]
4.30
- )sa Z I(L) e Z Y(ap) [ep(\l'(a)ﬁlf(b))]p(i,gfl(Z))
i€Y] (a,b)ETE(G)
= I(L)sa Z I(L) ey - Ypu—1(),0-1e-1(1))- (4.25)
ieM

In (4.25) ist dabei M = {i € {1,...,|Eu|} | (i,£71(1) € IE(H) Ap (U 1(2), ¥~1¢(D))
€ IE(G)}. Wenn M leer ist, so ist r.S. = 0. Ist M # (), miissen die Félle A, B 1. und B 2.

aus Satz 4.18 untersucht werden. Dazu sei ¢ € M. Dann gilt

(4.22)

ie M =3 i=V(") = £6) =0 U(i') = £(i) € Bild U. (4.26)

Zu Fall A.: g ¢ Bild f *2° Bildf = ¢ ¢ Bildd 25 vj e Bild¥: I(L),; =0 22 wie

M : I(L)¢e(y = 0. Daher ist der Term in (4.25) gleich Null.
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Zu Fall B2.: Es gilt ¢ ¢ Bild f, denn andernfalls: 3w € Eg : f(w) = q # p = f(’l)) =
w#vA f(v) =q= f(w) U # v A w = v. Widerspruch! Also kann man wie in A.
schlieflen.

Zu Fall B1.: Einsetzen der Gleichung I(L) ¢y = [(H)y—1(),; — L(L)s¢() aus Satz 4.11
von Seite 80 in (4.24) ergibt:

T. S = I(L)s,x Z (I(H)U*I(t),i - I(L)Svf(z)) [\Ijg(y)] P(i,ﬁfl(l))
1€Y]
4.22,8.95
= _I(L)s,x Z I(L)s,g(z’) [\Ifg(y)] p(i,£=1(1))
i€Y]
wie (4.25)
=7 I(L)sw Y H(L)se) - Yp(u1 (w161 ())-
ieM

Es gilt auch hier: p ¢ Bild f ' Bildf = s ¢ Bildy 2% Vj € Bild ¥ : [(L),; = 0 =2

Vi€ M : I(L)sg) = 0. Daher ist 1.5.= 0.
2. Fall: k # x,1 # z,p(61(k),£7 (1)) € IE(H). Man berechnet die linke und die rechte
Seite von (4.23). Fiir die rechte Seite gilt

H
r.S. = [\I’G (y)]p(g—qk),g—l(l)) = |: Z Y(a,b) 'ep(‘P(CL),‘P(b))]
(ab)

€IE(G) p(E1(k),£1(1))

B { 0 : V(a,b) € IE(G) : p(¥(a), (b)) # p(¢~" (k). €1 (1))
Yap - (a,b) € IE(G): p(

Die linke Seite berechnet sich mithilfe von (4.22) zu:

LS. = { > y(a,w-ep(swa)fwb))]
(a )

=
—
Q
S~—
S
—
S
N—
S~—
Il
>
—
782%
L
—~
=
S~—
78 2%
L
—
=
S~—
N—

(k,0)

Da die Bedingungen jeweils dquivalent sind, ergibt sich die Behauptung.

3. Fall : k # x,1 # x,p(¢(k),671(1)) ¢ TE(H). Die rechte Seite ist definitionsgemif
Null. Die linke Seite ist ebenfalls Null, denn fiir alle (a,b) € IE(G) gilt p(§¥(a), V(b)) #
(k,1): Angenommen es gibt ein (a,b) € IE(G) mit p(§¥(a),&¥ (b)) = (k,1). Da (f, F)
ein injektiver Homomorphismus ist ergibt sich mit Lemma 2.43 auf Seite 57: IE(H) >
p(¥(a), ¥ (b)) = p(¢1(1), £ 1(k)). Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. O

Satz 4.33 Sei X € {G,H,L,K}, X = (Vx, Ex, gx) ein nummerierter orientierter Graph
sowie p,q € Vi, und e € Ey, so dass H := Cp ¢ o(L) wohldefiniert ist. Zusditzlich sei (f, F) :
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G — H ein injektiver Homomorphismus, v = f~1(q), Sch(v,G) = 0, M(f, F) # 0 und
My (f,F) # 0. Der Graph K = (Vi, Bk, gi) sei wie in B 8. in Satz 4.18 auf Seite 88 so
gegeben, dass Ex \ Eq = {z}, Vk \ Vo = {w}, Eq C Ex, Vo C Vi und

9c(x) v € Ec\M,(f,F)
L (1/)(an, VK) X ¢(ana VK)) (gG(x)) T € M;)}(.ﬂ F)
gk (x) ==
(w,v) x=zAgr(e) = (p,q)
| (v,w) : xz=2zAgwle) = (g p)
gilt. Laut Satz 4.18 ist mittels
~ T) . T HFw ~ Flx) : x#z
flx) = i) 7 und F(z):= (=) 7
p I r=w e . xTxT=2z

ein injektiver Homomorphismus (ﬁ ﬁ) : K — L gegeben. Ist F' in der Generalvorausset-
zung 2.1 auf Seite 27 durch (®; V) und F durch <<§, E’) gegeben, so gilt: \Tlf(oop(w, z,0) =
op(p, e, q) o V.

Beweis  Aus Satz 4.31 auf Seite 105 ergibt sich die Behauptung, denn nach Satz 4.18
B 3. (b) gilt G = Cy . v(K). O

Satz 4.34 Sei X € {G,H,L}, X = (Vx,Ex,gx) ein nummerierter orientierter Graph
sowie p,q € Vi, und e € Er,, so dass H = Cp ¢ 4(L) wohldefiniert ist. Es sei (f,F): G — L
ein injektiver Homomorphismus orientierter Graphen mit e ¢ BildF, und (f,F) : G —
H der gemdfl Satz 4.17 auf Seite 87 induzierte Homomorphismus. Dieser sei ebenfalls
injektiv. Ist F in der Generalvoraussetzung 2.1 auf Seite 27 durch (®;¥) und F durch
<<AI;; \Tl) gegeben, so gilt \Ilé = op(p, e, q) o \Tlg

Beweis Nach Satz 4.17 auf Seite 87 gilt f~!(p) = 0 oder f~'(q) = 0. Es wird nun
gezeigt, dass im Satz 4.32 auf Seite 107 die Bedingung A. oder Bl. oder B2. erfiillt ist:
Dazu sei f(v) = ¢ und sowohl M;j(f, F) # () als auch M;(:fv, F) # 0. Mit a € {p,q} sei
24 € MY(f, F). Daraus folgt aber a € v (gLﬁ(xa)) =vgrLF(zq) = v(f X flga(xa), also
p,q € Bild(f). Das ist ein Widerspruch zu f~!(p) = () oder f~1(q) = 0.

Nun 148t sich Satz 4.32 auf Seite 107 anwenden: Nach Satz 4.19 auf Seite 91 gilt (?, l?’) =
(f, F), also ist ;? auch durch (®; ¥) gegeben. Mit 4.32 folgt U5 = op(p, e, q) o \T/g |

4.5 DBeispiele zu Kapitel 4

Satz 4.35 Vorgelegt seien orientierte Diagramme (D, o) und (D’,0"), die auflerhalb einer

lokalen Situation wie in Abbildung (4.27) identisch sind. Fir X € {D, D'} seien
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(4.27)

G(X) = (Vx, Ex,gx) die zugehorigen abstrakten Graphen, (wg(X),’yg(X)) bijektive Num-
merierungen, p,q € Vp, e € Ep und G (D') = Cpcq (G(D)). Dann gilt

Ly (D';76(01),9') = Lop(p.eg)w) (D> 76Dy, )

fir alle y € KernG(G(D,),wG(DqﬁGw,)).

Beweis In 4.10 auf Seite 79 sei j(e,Eg(D)) durch (Z;&;2) und i (p, Vg(D)) durch
(3; 03 8;t) gegeben. Fiir k # x folgt daraus 75(113,) (egfl(k)) = 'yé(lD,)E*1 (ex) = 'ya(lD)(ek).
Da (D, 0) = (D', o) auierhalb der lokalen Situation aus Abbildung (4.27) gilt, erhélt man

Do D'o

w -4 1 = w _ _
Ta(p)(€k): Ya(p) (&) Yaion (Ee-10) Taion (1)

(4.28)

fir K # = und [ # x. Da 7yg(p) bijektiv ist, ist e € Ep in (4.27) die einzige mit e,

nummerierte Kante, also gilt

Do

= 4.2
wwa(lD)(ez)v’Ya(lD)(ek) 0 ( 9)
fiir alle k € {1,...,|Ep} \ {z}. Nun errechnet man die Behauptung:
’ / - D/,O/
Ly(Dewnd) = 2 e Wk o
(k,1) € IE(G(D"))
_ 1 D’
- 2 Z Z yp(k:,l) w’yg(lD/)(ek)»'Ya(lD/)(el)
le{l,...,|Ep| -1} A{ke{l,...,|Ep|—1}
p(k,1) € IE(G(D"))}
Def. S. 94 1 D',o
B 2 2 D Yetkn Cion @) (@)
le{l,...,|Ep| -1} keYen
4.21.5. 1 Do
gt 1 Yo(e=1(; w _ _
2 Z Z PLETH (@) 'YG(ID')(65*1(2'))’7G(1D'>(el)
Lef{l,....|Ep| =1} i:=¢&(k) € P(EW),1D)
Jj=£&W0) 1 D'o
=" 3 > Do U e o) W

7(;(1D/)(€£—1(i))’75(1D')(65—1(;‘))
je{l,...,|Ep[}\{z} i€ P(4,£7'(4)

4.24, (4.28) Do
=" 3 > > P(P: € @ptig) Wil (o) gt o)
je{l,....|Epl}\{z} ieP(5,¢'())
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4.24,4213. 4 Do
= 2 Z Z op(p, e, Q)p(”) wvg(lD)(ei)wg}m(ej)
Je{l,...,|Ep}\{z} i€ Per(y) \{z}
(4.29) 1 . Do
= 2 Z Z op(p; e, q)p(l,]) wva(lm(ei)ﬁé(lm(ej)
Je{Ll, .., |Ep[}\{z} i€ Py
Def. S. 94 1 o Do
= 2 > ) oP(P, €, @) (i) Wi € 7im) ()
Jef{l,... |Ep}\{a}  {ie{l,....|ED]}|
p(i,j) € IE(G(D))}
(4.29) 1 P
= 2 > 2. op(P, € @)p(ij) Y iy € TGy ()

je{l,...,|Epl}  {ie{L,...,|Ep|}]
pli,j) € IE(G(D))}

o § o (p e (]) N W -1 e
]: » (7’7.]) ’YG(D> (ez)awg(D)( J)

= Lop(p.e.q)(w) (Ds 76Dy, 0) -

a

Bemerkung Jedes Diagramm lédsst sich mit geeigneten Reidemeisterbewegungen in
ein Diagramm wie D aus der Abbildung (4.27) iiberfithren. Dazu entfernt man sdmtliche

Kreuzungen, die an der zu kontrahierenden Kante beteiligt sind, mit Umformungen der

Art:




4.5. BEISPIELE ZU KAPITEL 4 113

Beispiel Gegeben seien die folgenden bijektiv nummerierten orientierten Graphen G =

(Va, Ea,9c), H = (Vu, Eu, gn):

(G wag,va) = (H,wh,vH) =

Dabei gelte FE¢ := {CL, b, C,G}, Ve = {pqur} und wG(p) =1, U)G(Q) = U2, wG(T) = s,
va(a) == e1, yq(b) := e3, vg(c) := e4, vg(e) := ey. Dariiber hinaus sei H = Cp ¢4 (G) und
in 4.10 auf Seite 79 sei i(p, Eq) durch (3;0;1;2) und j(e, Eq) durch (Z;&;2) gegeben. Fiir

o:{1,2} - {1,2,3}\ {1} und ¢&:{1,2,3} — {1,2,3,4}\ {2}

gelten demnach o(1) =2,0(2) = 3,£(1) = 1,£(2) = 3,£(3) = 4. Auflerdem gilt

(1,3) | (2,3)

M (H,wy,vH) = (1,2 - !
22 o] —o

3,1 —o| -0

Daher ist
Kern Gy vm) = {W013),¥23) | ¥a,3), ¥2,3 € G}

Laut 2.7 auf Seite 61 gilt

Kern G (G uwene) = {(9(1,3), Y(1,4), 0, y(3,4)) | Y(1,3), Y(1,4) Y(3,4) € G}.

Nun wird die Abbildung

op(p, e, q) : Kern G (Hwy ) — Kern GG g ve)

berechnet. Dies geschieht komponentenweise fiir y := (y(l’g),y(g,g)) € Kern G|

Hwi )"
Op(p’67Q)(y)(l,3) = 0, denn p (5_1(1)75_1(3)) = (172) ¢ IE (Hv va’YH)
opp,e, )y aa = yasz, demn p(E71(1),671(4) =(1,3) € IE(H,wy, V)
Op(p7€7Q)(y)(274) = 07 denn 2 ¢ Blldf A I(H7 QUH,’YH)LQ =0
op(p e, )W) 34y = Y3, denn p(E71(3),671(4)) = (2,3) € IE (H,wy,vm).

Also gilt op(p, e, q) (y(173), y(273)) = (0(1,3), Y(1,3)» O<2,4),y(273)) und fiir ein geeignet orientier-

tes bijektiv nummeriertes Diagramm (D, ~, 0) ergibt sich

—_ D70 D,O
L op(p.ea) (wr.y wioay ) (P ¥ 0) = Y(1,3) - W 11y 14y T ¥(2.3) W15 1)
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Zum Beispiel erhélt man L D,~,0) =0 fiir die Diagramme in (4.30).

op(p,e,q)(y) (

&

e, (4.30)

Fiir das Diagramm (4.31) berechnet man laut Satz 4.35:

LOP(p,e,q)(yu,g),y(z,g)) (D,~,0)

_ R ]
B L(y(1,3)vy(2,3)) (D )Y 70) A
Vi
- b Do
TRy THeN TS0 (D><> (4.31)
& &

= 0.

Beispiel Fir X € {G,L,Cpcq(L)} seien X = (Vx, Ex,gx) orientierte Graphen, wie
in den Abbildungen (4.32) und (4.33) vorgelegt. Ein injektiver Homomorphismus (f, F) :
G — Cpeq (L) sei gegeben durch f(v) := ¢, f(z) :=gq, f(y) :=r,F(h') := hund F(f’) := f.
Gesucht ist ein Homomorphismus (f, ﬁ) : G — L. Es gilt ¢ € Bild f, Sch(v,G) = 0,
My(f, F) = {f'} und M;(f,F) = {h'}. Daher tritt der Fall B3. in Satz 4.18 auf Seite 88
ein. Man erhilt den Graphen K = ({x,v,y,w}, {I, f', 2}, gi) mit
(w,y) = w=f
gk (x) = (v,x) : xz=H
(w,v) @+ z==z2

und die Abbildung (f, f) : G — L ist gegeben durch ]7(1‘) = f(x) = q, f(v) = f(v) = q,

Fw)=p, fly) = fly) =r, F(') = F(k') = h, F({") = F(f') = f und F(z) = .

h’ z f’
v wy b (4.32)
K L
h’ f’ .
x vy on(C e (4.33)
G Cpeq (L)



Kapitel 5

Kontraktionen mehrerer Kanten

Gegenstand der Untersuchungen in diesem Kapitel sind Graphen, die durch mehrmali-
ges Kontrahieren von Kanten entstehen. Insbesondere sind diejenigen Kontraktionen von
Interesse, die an sédmtlichen zweiwertigen Ecken durchgefiihrt werden, so dass der resultie-
rende Graph keine Ecken vom Grad Zwei mehr besitzt. Derartige Kontraktionen werden
aus technischen Griinden in Kapitel 7 benotigt.

In 5.1.1 ab Seite 116 und 5.1.2 ab Seite 123 werden Aussagen iiber Wege und Kreise
im Zusammenhang mit einer Kontraktion bereitgestellt.

In 5.1.3 ab Seite 128 taucht der Zusammenhangsbegriff auf. Dort werden die verschie-
denen Definitionen von 3-Zusammenhang aus [23] und [27] gegeniibergestellt.

Jeder Graph, der aus Kontraktionen mehrerer Kanten hervorgeht, ldsst sich in einer
speziellen Form schreiben. Dies zu zeigen ist Aufgabe des Abschnittes 5.2 ab Seite 135. Da-
mit kann in 5.3 ab Seite 151 nachgewiesen werden, dass die Komposition der von den Kon-
traktionen induzierten Homomorphismen der Verschlingungsmoduln nicht von der Reihen-
folge der Kontraktionen abhéngt. Dieses Resultat wird in Kapitel 7 Verwendung finden.
Dort wird hauptséchlich mit topologisch einfachen und topologisch 3-zusammenhéngen-
den Graphen gearbeitet. Das Hauptergebnis von 5.4 ab Seite 155 und 5.5 ab Seite 170
besagt, dass der jeweilige ,,topologische Typ* des Graphen nicht von einer Kontraktion an
einer zweiwertigen Ecke abhéingt.

Eine weitere Situation, die in Kapitel 7 auftaucht, wird in 5.6 ab Seite 172 mit ,,Hin-
zufiigen von Wegen* bezeichnet. Dabei betrachtet man Graphen, die aus einem ihrer Teil-
graphen durch ,, Anbringen* der einwertigen Ecken eines Standardbogens an verschiedene
Ecken des Teilgraphen entstehen.

Fiir einen Graphen X gilt stets X := (Vx, Fx, gx), falls keine speziellen Bezeichnungen

115
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gewihlt werden. Zu einer Abbildung f sei f2 := f x f. Ist w eine Eckennummerierung und
v eine Kantennummerierung eines orientierten Graphen X so sei G (X) := G (X, w,y) :=

Kern G(X,w,y) .

5.1 Wege, Kreise, Zusammenhang

Nachdem zu Beginn von 5.1.1 die Begriffe Kreis und Weg erldutert worden sind, wird in
den Sitzen 5.6 auf Seite 119, 5.7 auf Seite 121, 5.8 auf Seite 121 sowie 5.9 auf Seite 122
analysiert, wie man Kreise und Wege in eine Kontraktion , herunterdriicken* kann. Jedem
dieser Satze ist zur Illustration eine Abbildung nachgestellt. Umgekehrt 1ésst sich ein Weg
in einer Kontraktion so ,hochheben“, dass Anfangs- und Endpunkt des urspriinglichen
Weges erhalten bleiben (siche 5.1.2 ab Seite 123). Die Sitze aus 5.1.1 und 5.1.2 werden
im Wesentlichen fiir den Abschnitt 5.4 ab Seite 155 gebraucht. Aber in 5.1.3 ab Seite 128
ergibt sich daraus auch, dass ein Graph genau dann zusammenhéngend ist, wenn es eine
Kontraktion ist. Im weiteren Verlauf der Arbeit spielt der Begriff des 3-Zusammenhangs
eine Rolle. Da in Kapitel 7 ab Seite 187 Ergebnisse aus [27], Chapter IV benétigt werden,
muss in 5.1.3 geklért werden, dass die Definitionen von 3-Zusammenhang aus [23] bzw.

[25] (5.15 auf Seite 131) und [27] (5.16 auf Seite 131) ,fast“ {ibereinstimmen.

5.1.1 Herunterdriicken von Wegen und Kreisen

Definition 5.1 Zun € N bezeichnet man den Graphen mit Eckenmenge {0,...,n}, Kan-
tenmenge {l1,...,l,} und Inzidenzabbildung l; — {j,j — 1} als nicht-orientierten Stan-
dardbogen. Fin orientierter Standardbogen ist ein orientierter Graph, dessen zugrun-
deliegender nicht-orientierter Graph ein nicht-orientierter Standardbogen ist. In beiden
Fillen wird ein solcher Graph mit J], bezeichnet.

Sei G ein Graph. Fin Weg von x nach y in G ist ein injektiver Homomorphismus
(w, W) : J!, — G, fiir den w(0) = x und w(n) =y gilt. Ein Kreis in G ist ein Homomor-
phismus (¢, C) : J|, — G, fiir den (a), (b) und (c) gilt:

(a) C injektiv, (b) c.{07 =1} injektiv, (c) ¢(0) = c(n). O

Definition 5.2 Fir X € {G,H} sei X = (Vx,Ex,gx) ein nicht-orientierter Graph
und (f,F) : G — H ein injektiver Homomorphismus. Eine Orientierung gg bzw. gy
von G bzw. H heifit passend zu einer Orientierung gy bzw. g von H bzw. G, wenn

vgn = 96, 9y = gu gilt, und (f, F) : G — H beziiglich der Orientierungen gz und gy
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ein Homomorphismus orientierter Graphen ist. O

Satz 5.3 Fir X € {G,H} sei X = (Vx, Ex, gx) ein nicht-orientierter Graph und (f, F) :
G — H ein injektiver Homomorphismus. Ist g4 eine Orientierung von H, so gibt es genau
eine zu gy passende Orientierung von G. Ist g, eine Orientierung von G, so gibt es genau

2Eul=IEcl passende Orientierungen von H.

Beweis  Sei g); eine Orientierung von H. Man definiert g, (z) := (f x f)~! (¢} (F(z))).
Dann ist g¢; offenbar eine Orientierung von G und (f, ') ein Homomorphismus orientierter

Graphen. Auflerdem gilt:

vge(x) = Po(f)~ (v (gu (F(2)))) = P2(£) ™" (91 (F(2)) = go(x).

Fiir jede weitere Orientierung ¢” von G erhilt man:

(f x ) (¢" (@) = g (F(2)) = ¢"(x) = (f x /)" (gu (F(2))) = gi(2).

Also gilt ¢” = g¢. Zum Nachweis der zweiten Aussgae sei g, eine Orientierung von G.
Fir z € Bild F sei gj;(z) :== (f x f) (95 (F~!(2))). Fiir z € Ep \ Bild F gibt es zwei

Moglichkeiten g7 (x) zu definieren, so dass v¢y (z) = gu(x) gilt. Insgesamt gibt es also

9lEp\BildF| _ o|En|—|BildF| _ o|En|—|Eq|
Moglichkeiten g7, (x) festzulegen. O

Lemma 5.4 Zu n € N sei (0n,Ay) : J), — J) gegeben durch 6,(i) := n — i fir i €
{0,...,n} und A (l;) := lpy1—i firi e {1,...,n}. Dann ist (dp, Ay) ein Isomorphismus.

Beweis  Die Abbildungen 6, und A, sind offenbar wohldefiniert und bijektiv. Sei J/,
vorerst nicht-orientiert. Wegen Py (6,) (9.7 (L)) = {6n(i),0n(i — 1)} = {n —i,n+1—i}
= g7 (lnv1-:) = g7 (An(ls)) ist (6, An) ein Homomorphismus unorientierter Graphen.
Ist einer der Graphen J), orientiert, wéhlt man fiir den anderen die beziiglich (6, Ay)

»passende® Orientierung. O

Lemma 5.5 Zun € N und j € {0,...,n} seien Abbildungen ¢; : Vyi — VJ;1+1 \ {7} und

®;:Ey — EJ;Hrl \ {lj+1} wie folgt festgelegt:

(a) j=0: ¢o(x) :=x+1 firxzec{0,...,n}, Po(ly) :=lpt1 firz € {1,...,n}.
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() je{l,...,n—1}:
xr 336{0,,]—1} lx : lUG{l,,]}
i(x) = ,Dj(ly) =
6;(x) {$+ (l=) {l

1 : zed{j,...,n} ev1  xze{j+1,...,n}

(c) j=n:®,(l;):=1; firze{l,...,n} und

z : x€{0,...,n—1}
On(x) =
z+1 : xz=n
Dann ist (¢j, ®;) : I}, — Cj1ioy 41 ( 7’14_1) fiir jedes j € {0,...,n} ein Isomorphismus.

Beweis  Zur Abkiirzung sei G :=Cjy, ., j+1 (J),41)- In allen drei Féllen ldsst sich Wohl-

n

definiertheit und Bijektivitdt der Abbildungen leicht erkennen. Es wird nun gezeigt, dass
(¢j,®;) ein Isomorphismus unorientierter Graphen ist. Ist einer der Graphen orientiert,
wahlt man fiir den anderen die beziiglich (¢;, ®;) ,,passende” Orientierung.
Zu (a):
P2 (90) 9 (1s) = {oo(e = 1), 60(a)} = {w.x+ 1} = P2 (¥ (0,1, Vy, ) ) ({zx + 1))
= P <¢ (0, 1, VJ;LH)) 95, Uzt1) = galet1) = gaPo(lz).
Zu (b):

1. z€{0,...,5—1}%

Pa(d5) gs,(lz) = {dj(x—1),¢;(@)} ={z - 1,2}
6 (5 +1,V,,)) o= 1,2))
6 (57 +1.V, ) 9, () = 96(1) = 96%; ().

Pa(dj) 90, (L) = {e;(G—1),0;()r ={i - Lj+1}

= P2 (v (551 Vi, ) (1 - 1.0
= Pz( (]]+1 VJ/+1))9J;+1(lj)
= ga(lj) = 9a®;(1;)-
.xe{j+1,...,n}k
Pa(i) g (le) = A{djx—1),¢;(@)} ={z, 2+ 1}

8
v
<.

(
Pa (v (3,5 + 1.V, )) zz+1))
7)2( (]J+1 Vi, ))QJ;ZH(le)

= gollzt1) = 96P;(l).
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Zu (c):

1L ze{l,...,n—1}:

Po(¢n) g5, () = A{dn(z —1),¢n(2)} = {z 1,2}
P2 Py (v (1)) (- 1)
= Py (w (n,n—Fl,VJ;LH))QJ (lz)

n+1
= gG(la:) = gG(I)n(la:)

Pa (dn) gJ,Q(ln) = {ou(n—1),0n(n)} ={n—-1,n+1}
= P (v (nn+1.Vy,,)) n—Lnh)
= Py ( (n n+1,Vy, )) 95, (n)

= (ln) = 9c®Pn (l )-

3

|

Satz 5.6 Vorgelegt sei ein orientierter Graph G, Ecken p,q und eine Kante e von G, so

dass Cp e q(G) definert ist. Sei (¢,C) : J]

a1 — G ein Kreis, fir den C(lj11) = e fiir ein

j€{0,...,n}, n €N gilt.
(a) Wenn p = c(j) und g =c(j + 1) gilt, so ist
( ) (65, @5) : Iy = Cp,eq(G)

ein Kreis. Dabei ist (5, 5) die von (c,C) induzierte Abbildung aus Satz 4.16 auf

Seite 86 und (¢;, ®;) der Isomorphismus aus Lemma 5.5 auf Seite 117.

(b) Wenn q = c(j) und p=c(j + 1) gilt, so ist

(Co5n+laCOAn+1) (¢n —J» P J) J _>Cp7eq(G)

ein Kreis. Dabes ist (cggn/ﬂ, C;\AZH) die von (co dpt1,C 0 Apy1) induzierte Ab-
bildung aus Satz 4.16 auf Seite 86, (¢n—;, Pn—;) der Isomorphismus aus 5.5 und

(Ont1, Any1) der Isomorphismus aus Lemma 5.4 auf Seite 117.

Beweis  Zu (a): Nach Satz 4.16 und Lemma 5.5 ist (E, C) (¢, ®;) ein Homomorphis-

mus. Mit C ist C und somit éo@j injektiv. Nun wird nachgewiesen, dass Egi)j‘{o n—1}
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injektiv ist. Bs gilt ¢; ({0,...,n—1}) = (VJ;H \ {j}) \ {o;(n)}
VJ;LH\{O,n-i-l}:{l,...,n} : j=0

=9 Ve \n+1={0,....n}\ {j}:je{l,....n—1} ={0,...,n}\ ¢t (c(y)).
VJ;HFI\{n,n—I—l}:{O,...,n—l} : j=n

Da ¢ nach Voraussetzung injektiv auf {0,...,n} ist, ist ¢ auch auf {0,...,n}\ ¢! (c(4))
injektiv. Nach Satz 4.16 ist dann ¢ ebenfalls auf {0,...,n} \ ¢7! (c(4)) injektiv fiir jedes
j €{0,...,n}. Daraus folgt, dass Ed)j‘{O =1} injektiv ist. Zu zeigen bleibt ¢¢;(0) =
cgj(n).
Fiir j = 0 berechnet man:
&o(0) = (1) =2 (c(0),c(1), Ve, 0c)) (e(1)) = e(1) = ¢ (e(0), (1), Ve, (@) (c(0))
= (C(O), c(1), ch,e’q(G)) (c(n+1)) =¢c(n+1) =cpo(n).
Fir j e {1,...,n— 1} gilt:
F05(0) = &0 = (el + 1), Vey ) (€0) = €(0) = e+ 1)
= ¢n+1)=copj(n).

Fiir 7 = n berechnet man:

&n(0) = €0) =9 (c(n),c(n+1),V, . @) ((0)) = c(0) = c(n+1)
= P (c(n),c(n+1),Ve, @) (c(n+1)) =c(n+1) = cpn(n).

Zu (b): Definiere s :=n —j € {0,...,n}, d := 0 ps1 und D := C 0 Apyr. Damit gelten
D(ls11) = C (lnt2—(s+1)) = Clln—s+1) = Clj11) = ¢,
dis+1)=cn+1—(s+1))=c(n—s)=c(j) =¢ und
dis)=cn+1—s)=c(j+1)=p.

Nun wendet man (a) auf den Kreis (d,D) : J) 1 — Cpeq(G) an und erhélt den Kreis

(4.D) o (45, ®,). 0
Bemerkung  Die folgende Abbildung veranschaulicht die Situation aus Satz 5.6.
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Satz 5.7 Vorgelegt sei ein orientierter Graph G, Ecken p,q und eine Kante e von G, so
dass Cpeq(G) definert ist. Sei (w,W) : J) ., — G ein Weg, fir den W(lj1) = e fir ein
j€{0,...,n}, neN gilt.

(a) Wenn p=w(j) und ¢ =w(j+ 1) gilt, so ist

( ) (05, ®;) : J/_’Cp,,q(G)

ein Weg. Dabei ist (@, W) die von (w, W) induzierte Abbildung aus Satz 4.16 auf
Seite 86 und (¢;,®;) der Isomorphismus aus Lemma 5.5 auf Seite 117.

(b) Wenn q¢ =w(j) und p=w(j+ 1) gilt, so ist

<w°5n+1aW°An+1> (¢n i, P J) J Hcpeq(G)

ein Weg. Dabei ist (wo dpy1, W o Api1) die von (wodpr1, W o Ayyy) induzierte
Abbildung aus Satz 4.16 auf Seite 86, (¢n—j;, Pn—j) der Isomorphismus aus 5.5 und

(041, Any1) der Isomorphismus aus Lemma 5.4 auf Seite 117.

Beweis Zu (a): Die Aussage folgt aus Satz 4.16 und Lemma 5.4.

Zu (b): Definiere s :=n—j € {0,...,n},d :=wod,41 und D := WoA, ;1. Damit gelten
D(ls11) = W (lngo—(s+1)) = W(ln—s11) = W(lj41) =,
dis+1)=wn+1—-(s+1)=wn—s)=w(j)=qg und
d(s) =wn+1—-s) =w(j+1) =

Nun wendet man (a) auf den Weg (d,D) : J; ,; — Cpeq(G) an und erhilt einen Weg

(4.D) o (65, 2. 0

Bemerkung  Die folgende Abbildung veranschaulicht die Situation aus Satz 5.7.

G: e--o—eo--9 Cpeq(G) : @ —---- o--o

P q q

Satz 5.8 Vorgelegt sei ein orientierter Graph G, Ecken p,q und eine Kante e von G, so
dass Cpeq(G) definert ist, sowie ein Weg (w,W) : J, — G mitn € N, e ¢ BildW), p =
w(s), g =w(t), s,t € {0,...,n} und m := min{t, s}. Dann ist (@, W) : J|’t75| — Cpeq(G)
definiert durch w(i) := 1 (p, q, V) (w(m +14)) und W(l;) := W (lmys) ein Kreis.

Beweis  Mit W ist auch W injektiv. AuBerdem ist @ injektiv auf {0, ..., [t — s| — 1}:

w(i) =w(j) = ¢ (p,q,Vo)wlm+i) = (p,q, Vo) wim+j)
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— wm+i)=wlm+j) V [wim+i)=p A wim+j)=q]
V w(m+1i) =q A w(m+j) = p
= m+i=m+jVim+i=s Am+j=t|Vim+ji=s A m+i=t

— i =j, denn m € {s,t}.

Dariiber hinaus gilt @(0) = ¢ (p, ¢, Vi) w(m) = q = ¥ (p, @, Vey) w(m+[t—s]) = @ (|t — ).

Es bleibt nachzuweisen, dass (@, V[N/') ein Homomorphismus ist. Sei 0.B.d.A. m = s. Man

errechnet:
P2 (w)gy,_ () = Po(w)({z,2 —~1}) = {w(z), wz - 1)}

= {0, ¢, Vo)w(im + ), ¥(p, ¢, Va)w(m +x — 1)}
= P2((pq,Va)ow) ({s+x,s +x—1})
= P2(¥(p,q,Ve) ow) gz (lstz)
= P2 (¥(p, ¢, Va)) Pa(w)g, (Is+a) = P2 (¥(p, 4. V) gaW (ls42)
= ge,..) Wllnia) = ge, . )W ().

Fiir J{,_,, wihlt man mm die passende Orientierung. O

Bemerkung  Die folgende Abbildung veranschaulicht die Situation aus Satz 5.8.

Satz 5.9 Vorgelegt sei ein orientierter Graph G, Ecken p,q und eine Kante e von G, so
dass Cpeq(G) definert ist, sowie ein Kreis (c,C) : J), — G mit e ¢ BildC. AufSerdem
sei die Bedingung ¢ (p) =0V [ (p) # 0 Ac(q) = 0] erfilit. Dann ist die Abbildung
(E, 6’) . J!, — L, die durch C(z) := C(z) und

festgelegt wird, ein Kreis.

Beweis  Sei (7, ]) : Bild(c,C) — G die Inklusion und (7, f) :Bild(c,C) — Cpeq(G) die
Abbildung aus 4.17.1. auf Seite 87. Es gilt dann (E, 6’) = (7, f) o(¢,C), denn zum einen
ist 7c(x) = i(p) = q = ¢(x) fir € ¢ (p) und zum anderen 7c(x) = ic(x) = ¢(z) fiir

x =i(x) ¢ ¢ (p). Als Komposition ist (E, 6) ein Homomorphismus. Nach Satz 4.17.2. ist
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(7, f) injektiv, also sind mit C' und C.{O 1) auch C und EW{O n—1} injektiv.

ey

AuBerdem gilt ¢(0) =7c(0) =c(n) = ¢(n). O

Bemerkung  Die folgende Abbildung veranschaulicht die Situation aus Satz 5.9.

(a) Fiir ¢ 1(p) =0 :

5.1.2 Hochheben von Wegen

Satz 5.10 Fir X € {G,H,L} seien X = (Vx, Ex,gx) orientierte Graphen. Fir Ecken
p,q € Vi, und eine Kante e € Ey, sei H := Cp.q(L) definiert. Vorgelegt seien dariber
hinaus endliche Mengen Ex und Vi, fir die Eq¢ C Fx, Vo C Vi, Ex \ Eg = {e} und
Vi \ Vo = {p} gelten. In

d,D i1
(f,F):J ( )vG ( )—H

sei (d, D) ein Isomorphismus orientierter Graphen, G < H, (i,I) der Inklusionshomomor-
phismus, (f,F) := (i,I) o (d,D) und n € N. Dann gibt es einen Weg (w,W) : J, — L,
fiir den (a) sowie (b) oder (c) gilt:

(a) f(0) =w(0), f(n)=w(m).
(b) Bild f = Bildw, BildF = BildW, m =n.
(¢c) Bild f U{p} = Bildw, BildF U {e}= BildW, m=n+1.

Zur Konstruktion des Weges (w, W) miissen einige Fallunterscheidungen herangezogen
werden. Dort wird jeweils eine Abbildungsvorschrift fir (w, W) angegeben. Dann muss
nachgewiesen werden, dass es sich dabei um einen Weg handelt. Versieht man J), mit der
von L induzierten Orientierung g (x) := (wxw) ™! (g, (W ())) fiir jede Kante z von J},,
so ist (w,W) : J|, — L ein Homomorphismus orientierter Graphen. In der Bemerkung

auf Seite 128 sind einige der nachfolgenden Fille ,abgebildet®.
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1. ¢ ¢ Bildf. Seim :=n, w(z) := f(x) fir jede Ecke x von J), und W(x) := F(x) fiir

jede Kante x von J),.

2. q € Bildf. Sei s :== f~%(q). Da Inz(s,J!) nicht leer ist, ergibt sich wegen 4.15.1.
auf Seite 85 die folgende Fallunterscheidung (a), (b) und (c):

(a) Mj(f,F)=10. Seim :=n, w(x):= f(x) fir jede Ecke x von J}, und W(x) :=

F(z) fir jede Kante x von J),.

(b) M;(f,F)=0 und Mj(f,F) #0.

i. 8 = 0. Seim :=n+1. Definiere Abbildungen ¢ : Vy — Vi, ®: Ey — Ef

und JK EK — VK X VK durch:

96 ()

q 1=0
(i) := p o oi=1 @ (l3)
d(i —1) 2<i<m

T € EG'\ {D (ll)}

Dann ist K := (Vg, Ex,gxk) ein Teilgraph von L. Die Abbildung (¢, P) :

J/

m

— vK st ein Isomorphismus nicht-orientierter Graphen und man de-

finiert w(x) := ¢(x) fir jede Ecke x von J|, und W(x) := ®(z) fir jede

Kante x von J),.

it. s€{l,...,n—1}, fallsn > 2. Sei m :=n, W(z) := F(x) fir jede Kante

x von J], sowie

ONERE T,

p I i=s

fir jedes i € Vy .

iii. s =n. Seim = n+1. Definiere Abbildungen ¢ : Vi — Vi, ®: Ej — FEg

und gx : Ex — Vi X Vi durch:

96(z)

x € Ec\{D (In)}
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Dann ist K := (Vg, Ex, gxk) ein Teilgraph von L. Die Abbildung (¢, P) :

J!, — vK ist ein Isomorphismus nicht-orientierter Graphen und man de-

finiert w(x) := ¢(x) fir jede Ecke x von J), und W(x) := ®(z) fir jede

Kante x von J),.

(c) M;(f, F)# 0 und Mj(f,F)# 0. Seim:=n+1. Es gelten hier s € {1,...,n—
1} sowie My(f,F) = {ls} oder My(f,F) = {ls+1}. Definiere g @ Erx —

Vk x Vk und ® : By — Ef durch

D(l;—1)

x € Ec\{D (M(f.F))}

r =€ 3

zeD(M3(f,F))

1=s5+1

s+2<i<m

Zur Definition der Abbildung ¢ : Vj: — Vi wird eine weitere Fallunterschei-

dung bendtigt:

i Fir M(f,F) ={l;}:  ¢(i) ==

i Fir My(f, F) = {ls+1} : (i) :

p : 1=s+1

d(i —1) s+2<i<m

Dann ist K := (Vi,FEk,gk) ein Teilgraph von L und (¢,®) : J,, — vK

ein Isomorphismus nicht-orientierter Graphen. Definiere w(x) := ¢(x) fir jede

Ecke x von J!, und W (zx) := ®(x) fir jede Kante x von J],.

Beweis

phismus ist, gelten

Zu 2(b)i.: Aus M)(f,F) # 0 folgt M)(f,F) = {l1}. Da (d, D) ein Isomor-

MO (i, 1) = M{(f, F) =0, M{OG,1) =D (M(f,F)) = D (l)

nach Lemma 4.15.6. sowie ¢ = f(0) = i o d(0) = d(0) € Bildi. Daher ist (7,1) : G — L

nach Satz 4.18 B 2. ein injektiver Homomorphismus. Fiir jedes x € Fk gilt gk (x) = gr(x):

d, D) Isom.
oz € EQ\{D()} :x # D) ““2E
~ 7, 1) Homom.

g1(w) = g I(x) O T 32

d(0) £ go(z) = Pga() = go(z) =

9c(z) = ga(r) = gk (z).
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e =D (l):gr(x) =PgeD(l1) = ¥* (¢,p, Vi) gaD(l1) = gk ().
e x=c:gr(r)=gxg(x).

Daher ist K ein Teilgraph von L. Nun wird gezeigt, dass (¢, ®) ein Isomorphismus der
nicht-orientierten Graphen vK und J), ist. An den Definitionen der Abbildungen erkennt
man, dass ¢ und @ bijektiv sind. Daher bleibt vgr ®(l;) = P2(9)gs: (I;) = {#(i), (1 — 1)}

fir i € {1,...,m} zu zeigen:

o i=1:vgr®(lh) =vgx(e) = {p,q} = {p,d(0)} = {¢(1), $(0)}.

o i=2:vgr®(l2) = P2 (¢ (¢,p, Vi) ({d(0),d(1)} = {p,d(1)} = {¢(1), $(2)}.

o i >3:vgr®(l;) =vgrD (lic1) = vgaD (li—1) = {d(i — 1),d(i — 2)} = {¢(3), (i — 1)} .
Fiir den Weg (w, W) gilt nun: w(0) = ¢(0) = ¢ = d(0) = f(0), w(m) = ¢(m) =d(m—1) =
d(n) = f(n) sowie BildW = Bild® = Ex = Eg U{e} = BildD U {e} = Bild F' U {e},
Bildw = Bild ¢ = Vg = Vg U {p} = Bildd U {p} = Bild f U {p}. Daher gelten (a) und (c)
aus der Behauptung.

Zu 2(b)iii.: Man geht wie im Fall 2(b)i. vor. Aus M (f, F') # 0 folgt M} (f, F) = {ln}.

Da (d, D) ein Isomorphismus ist, gelten
MG, I) = My (f,F) =0, M;™ (1) =D (M} (f,F)) = D (l)

nach Lemma 4.15.6. sowie ¢ = f(n) = i o d(n) = d(n) € Bildi. Daher ist (3,1) : G — L
nach Satz 4.18 B 2. ein injektiver Homomorphismus. Fiir jedes x € Fx gilt gx(x) = gr(x):

e € BAND )} w # D) C2LE™ dm) ¢ gox) = Pgala) = golzr) —

g1(z) = g 1(z) 1) Homom. 2ga(z) = ga(z) = gk ().

o =D (ln): gr(x) =79aD(ln) = ¥* (¢, p, Vi) 9¢D(ln) = grc ().
e z=c:gr(r) = gk(x)

Daher ist K ein Teilgraph von L. Nun wird gezeigt, dass (¢, ®) ein Isomorphismus der
nicht-orientierten Graphen vK und J), ist. An den Definitionen der Abbildungen erkennt
man, dass ¢ und @ bijektiv sind. Daher bleibt vgx®(l;) = Pa(¢)g, (I;) = {#(i), #(i — 1)}

fir : € {1,...,m} zu zeigen:
o i=m:vgr®(ln) =vygr(e) = {p,q} = {p,d(n)} = {d(n), p(n + 1)}.

o i=n:vgr®(l,) = vgrD(ln) = {p.d(n — 1)} = {p(n), é(n — 1)}



5.1. WEGE, KREISE, ZUSAMMENHANG 127

o 1<i<n—1:wg®(l) = vgr D(L;) = vga D) = {d(i),d(i — 1)} = {6(0), (i — 1)}

Fir den Weg (w, W) gilt nun: w(0) = ¢(0) = d(0) = f(0), w(m) = ¢(m) = d(n) =
f(n) sowie BildW = Bild® = Fx = Eg U {e} = Bild D U {e} = Bild F U {e}, Bildw =
Bild¢p = Vi = Vg U {p} = Bildd U {p} = Bild f U {p}. Daher gelten (a) und (c) aus der
Behauptung.
Zu (c): Die erste Aussage zeigt man wie folgt: V.0 < s <n : Sch(s,J)) =0 115
M:(f,F)NM:(f,F) =0 — 32 € M(f,F),y € Mi(f,F):ax#y — a,ye€
Inz (s, J]) = {z,y} = {ls,ls+1}

Aus Lemma 4.15.6 ergibt sich D (M3(f,F)) = M9 (G,1) # 0 und D (M;(f,F)) =
Mg(s) (i, I) # (0. Daher kann man Satz 4.18 B 3. auf die Inklusion (¢, I) : G — H anwenden.
Es folgt, dass K ein Teilgraph von L vermége der Inklusion (7, I ) ist. Die Abbildung

(¢, ®) : J, — vK ist ein Isomorphismus, denn zum einen sind ¢ und ® offensichtlich

bijektiv, und zum anderen gilt

im Fall (c) i.:
o 1<i<s1:ugrd(l) = vgr D) = gaD(L;) = {d(i).d(i — 1)} = {6(i), é(i — 1)}

o i =s:vgg®(ls) = vgrD(ls) = P2 (¥(g,p, Vk)) ({d(s — 1),d(s)}) = {d(s — 1), p}
={d(s —1),0(s)},

o =5+ 1:vgr® (1) = vgr(e) = {pa} = {6(s). d()} = {6(s + 1), 6(5)}

o s+2<i<m:ugr®(l) = vgrD(liy) = {d(i — 1).d(i —2)} = {$(i), 4(i — 1)},
und im Fall (c) ii.:

e 1<i<s:vged(l) = vgrD(l) = vgaD(ls) = {d(i), (i — 1)} = {6(i), o(i — D},

o i =s+1:vg®(lo1) = vox(e) = {p,a} = {d(s), é(s + 1)} = {6(s + 1), 6(s)},

o =542 vgr@(lara) = vgrD(lesr) = {d(s +1).p} = {65 +2). 6(s + 1)},

o s+3<i<m:ugr®(l) = vgrD(liy) = {d(i — 1),d(i —2)} = {8(). 6~ 1)}.

Die Behauptungen (a) und (c) ergeben sich wie folgt: w(0) = ¢(0) = d(0) = f(0), w(m) =
¢p(m) = d(n) = f(n) sowie BildW = Bild® = Ex = Eg U {e} = BildD U {e} =
Bild F U {e}, Bildw = Bild ¢ = Vi = Vg U {p} = Bildd U {p} = Bild f U {p}.

Zu 1.: Es lésst sich 4.18 A auf die Inklusion (7,/) : G — H anwenden. So erhélt man den
Weg (w, W) := (3,1) o (d, D), also w(z) = i o d(z) = f(z) und W(z) = I o D(z) = F(x).
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Zu 2.(a): Es lédsst sich 4.18 B 1. auf die Inklusion (i,I) : G — H anwenden, denn nach
4.15.6. ist M (f, F) = Mg(s)(i,l) = (). Den Weg (w, W) erhélt man wie in 1.

Zu 2.(b) ii.: Es lasst sich 4.18 B 2. auf die Inklusion (¢, ) : G — H anwenden, denn nach
4.15.6. ist M (f, F') = qu(s) (i,I) = (. Demnach ergibt sich W () := I o D(z) = F(z) und

i(d(x)) = f(z) = d(x) #d(s) e x#s
p & dz)=d(s)er=s '
g
Bemerkung In der folgenden Abbildung ist jeweils ein Ausschnitt des Graphen L

dargestellt. Die fett markierten Linien bezeichnen den Verlauf des hochgehobenen Weges

(w, W).

2.(a) . 2.(b)i o e
f(s9=q o f(0)=q
2.(b)ii.: T . © E 2.(b)ii. : . ©
f(s)=q o f(n)=q
2.(c)i o S . 2.(c)ii 4 S .
D(ly) D(ls+1) D(ls+1) D(ls)

5.1.3 Mehrfacher Zusammenhang

Definition 5.11 Sei G = (V,E,g) ein Graph. Zwei Ecken v,w € V heiflen zusam-
menhingend, wenn es einen Weg von v nach w in G gibt. Man definiert eine Aqui-
valenzrelation R C V x V durch (v,w) € R & v und w sind zusammenhdngend in G
oder v =w. Damit zerfillt V in Aquivalenzklassen V;, so dass V.=V U---UV,, gilt. Fiir
j €{1,...,n} definiere die Komponenten G, := (Vg,, Eq,,ga,) von G durch Vg, =V},
Eg, == {e€ E| die in G zu e inzidenten Ecken sind in Vg,} und gg,(e) = g(e) fiir
e € Eg;. Die Anzahl der Komponenten wird mit po(G) bezeichnet. Ist po(G) = 1, so heifst
G zusammenhéngend. Die Zahl pi(G) = |E| — |V| + po(G) nennt man chromatische
Zahl von G. Ein Graph mit chromatischer Zahl Null heifit Wald. Ein Baum ist ein Wald

mit genau einer Komponente. O

Satz 5.12 Vorgelegt sei ein Graph G sowie eine (p, e, q)-Kontraktion Cp e 4(G).
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(a) Ist H # 0 ein zu G disjunkter Graph, so gilt po(H) + po(G) = po(H UG).
(b) i.p0(G) = po (Cpeq(G)), ii. p1(G) = p1(Cpeq(G))-

(¢) Sei H eine Komponente von Cp.q(G). Es gibt genau eine Komponente H' von G,
fiir die Exy C Egr und Vi C Vi gilt.

Beweis Zu (a): Es geniigt die Behauptung fiir zusammenhéngende Graphen G und
H zu zeigen. Der allgemeine Fall folgt dann mit Induktion iiber die Anzahl der Kompo-
nenten, denn eine Komponente ist definitionsgem&fl zusammenhéngend. Offenbar gehoren
alle Ecken von H zu einer Aquivalenzklasse und alle Ecken von G zu einer Aquivalenz-
klasse in G U H. Diese Klassen sind disjunkt, denn: Angenommen es gibt einen Weg
(w,W): J, — GUH, n>2, mit w(0) € Vg und w(n) € V. Wegen Vs N Vg = () muss
W(l;),W(liy1) € Epn, falls w(i) € Vi ist, oder W(l;),W(l;+1) € Eg, falls w(i) € Vg ist,
fir jedes i € {1,...,n— 1} gelten. Aus w(0) € Vi folgt W(l1) € Eg und w(l) € V. Also
gilt (induktiv) W(l;) € Eg und w(i) € Vy fiir jedes ¢ € {1,...,n}. Daher muss w(n) € Vg
sein. Widerspruch! Fiir n = 1 erhélt man sofort einen analogen Widerspruch. Daher gilt
po(GUH) =2.

Zu (b)i.: Der Beweis wird mit Induktion iiber die Anzahl py(G) = n der Komponenten
von G gefiihrt.

n = 1 : Zu zeigen ist: G zusammenhéngend < Cp ¢ 4(G) zusammenhéngend.

=>: Es seien x,y verschiedene Ecken von Cp.q(G). Nach Voraussetzung gibt es einen
Weg (w,W) : J; ., — G, n € Ng von = nach y. Angenommen es gilt e € BildW.
In Satz 5.7 (a) auf Seite 121 gilt dann j > 0, denn p # = = w(0). Man berechnet
we;(0) = w(0) = w(0) =  und wej(n) = w(n +1) = w(n+ 1) = y. Also liefert 5.7(a)
einen Weg von z nach y in C ¢ 4(G). Tritt (b) in 5.7 ein, schliefit man analog, denn dort gilt
dann j < n. Nun gelte e ¢ Bild W. Es sei (w, W) )i = Cpeq(G) der Homomorphismus
aus 4.17.1. auf Seite 87. Wenn w™(p) = 0 gilt, ist (@, W) injektiv nach 4.17.2. Wegen
@(0) = w(0) und @W(n+1) = w(n+ 1) ist (@, W) ein Weg von z nach y. Gilt w1 (p) # 0,
so sei s := w(p). Aus z = w(0),y = w(n+1) € Vg \ {p} folgt s # 0 und s # n + 1. Tritt
der Fall w™(q) = 0 ein, ist (w, W) der gesuchte Weg von z nach y geméfl 4.17.2. Tritt
w™l(q) # 0 ein, so sei t :== w™1(q) und 0.B.d.A. s < t. Der Weg (w, W) induziert einen
Weg von z = w(0) nach p = w(s) und, sofern ¢ # y gilt, einen Weg von w(t) = ¢ nach
y = w(n + 1). Also gibt es einen Weg von z nach y in G, der e als Kante enthilt. Dieser

Fall ist bereits untersucht worden.
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<: Seien z,y Ecken von G. Wenn {z,y} = {p,q} gilt, ist (w, W) : J| — G, w(0) := p,
w(1) := ¢ und W(l1) := e der gesuchte Weg. Seien nun z,y € Vo \ {p} = V¢, . ,(@)- Dann
gibt es nach Voraussetzung einen Weg von z nach y in Cp.4(G), der mit Satz 5.10 auf
Seite 123 zu einem Weg in G von x nach y hochgehoben werden kann. Wenn & = p und
y € Vo \ {p, ¢} gilt, gibt es zundchst einen Weg von ¢ nach y in Cp ¢ 4(G) und somit nach
Satz 5.10 auch in G. Da p in G adjazent zu q ist, gibt es deshalb auch einen Weg von z
nach y in G.

n+—n+1:Esseien G, i € {1,...,n+1} die Komponenten von G. Da die Kantenmen-
gen der Komponenten definitionsgeméf disjunkt sind, gibt es genau ein j € {1,...,n+1}
mit e € Eg; und p,q € Vg,. O.B.d.A. sei j # 1. Der Graph H := [#j_, G; hat n Kompo-
nenten. Satz 4.9 auf Seite 79 liefert Cp 4(G) = Cpeq (H) U Gy. Daher gilt:

po(@) = po(GrUH) Y po(G1) +po(H) =1+ 1Y po(G1) + po (Cpreg(H))

W Py (GrUCpeq(H)) = po (Cpeg(G)).

e

Zu (b)ii.: Man berechnet:

p1(G) = |Eg|—|Va|+po(G) = |Eg| -1~ |Va| + 1+ po(G)

2 |Ec, .. = Ve,eui@| + 10 (Cpeq(G)) =11 (Cpegq(G)) -

Zu (c): Es seien G;, i € {1,...,n} die Komponenten von G. Da die Kantenmengen
der Komponenten definitionsgeméf disjunkt sind, gibt es genau ein j € {1,...,n + 1}
mit e € Eg, und p,q € Vg,. O.B.d.A. sei j = 1. Wie im Induktionsschluss von (b)i.
erkennt man, dass Cp¢q(G1), Go,...,G, die Komponenten von C,.,(G) sind. Also gilt
H = Cpeq(G1) oder H = G fir ein ¢ € {2,...,n}. Dann wéhlt man H' := G; bzw.
H' := G;. Sei H" eine weitere Komponente von G mit Fy C Ey» und Vg C Vyn. Es folgt
Ey C Eg 0 Egn = 0 sowie Vi C Vi N Vgn = (. Daher gilt H = (). Widerspruch! O

Definition 5.13 Es sei G = (V, E, g) ein Graph.

1. Fir U C V definiert man den Graphen G — U = (Vg_u,Ec-v,9c-vu) durch
Va_v :=Ve\U, Eg_y := {e € E| die in G zu e inzidenten Ecken sind in Vg_y}

und ga—v(e) == g(e) fire e Eg_y.

2. Fir U C E wird der Graph G — U = (Vg-vu,E¢-v,9c-v) durch Vg_y =V,
Eqg_y:=FE\U und go—uv(e) := g(e) fire € Eg_y definiert.



5.1. WEGE, KREISE, ZUSAMMENHANG 131

Korollar 5.14 Sei G = (V, E, g) ein Graph und U eine nichtleere Teilmenge von V. Dann

gilt Eg_y = E'\ U Inz(u,G).
uelU

Beweis Sei z € E und G nicht-orientiert. Es gilt:

ze | Inz(u,G) e uegx):uclUsIucg) ugVe\U=Vouv ¢ Egu.
uelU

|

Definition 5.15 /23], [25] Sein € N. Ein Graph G = (V, E, g) heifit n-zusammenhdngend,
wenn er mindestens n + 1 Ecken hat, und fir alle W C V mit |W| < n —1 der Graph

G — W zusammenhdngend ist. a

Definition 5.16 [27] Fir X € {G,H,K} sei X = (Vx,Ex,gx) ein Graph. Sein € N
und G zusammenhdngend. Eine n-Aufspaltung von G ist ein Paar (H, K) von Teilgraphen

von G, das die Bedingungen

]_G:I—[U}Y7 Q.EHQEKIQ), S.IVHQVK|:77,,

4. |Eg| >n und |[Ex| >n

erfillt. Ein Graph G heifst m-zusammenhdngend nach Tutte, wenn m € N gilt und es

fiir jedes n < m keine n-Aufspaltung von G gibt. O

Bemerkung Ein nach Tutte 1-zusammenhéngender Graph ist laut Definition 5.16 zu-
sammenhéngend. Der Zusammenhangsbegriff aus Definition 5.11 auf Seite 128 stimmt
mit dem aus [27], Seite 15 (unten) iiberein, wie man an Theorem 1.43. auf Seite 21 in [27]

erkennt.

Satz 5.17 FEin 3-zusammenhdngender und einfacher Graph ist 3-zusammenhdngend nach

Tutte.

Beweis  Es wird gezeigt, dass G nicht 3-zusammenhéngend oder nicht einfach ist, wenn
G nicht 3-zusammenhéngend nach Tutte ist. Es sei G 0.B.d.A. nicht orientiert und X =
(Vx, Ex,gx) ein Graph fir X € {G,H,K}.

1. Fall: Sei (K, H) eine 1-Aufspaltung von G' mit {v} = Vx N Vy. Dann gilt Viz_g,y =
Ve \ {v} = (Ve \{o) ) (Vi \ {v}).

1. Unterfall: Vi \ {v} # 0 A Vi \{v} # 0. Angenommen es gibt einen Weg (d, D) : J,, —
G — {v} mit d(0) € Vg \ {v} und d(n) € Vk \ {v}. Dann muss das Bild von D Kanten

aus Fg und Ex enthalten, die nicht inzident zu v sind, also gibt es ein i € {0,...,n} mit
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d(i) € Vg \ {v} N Vi \ {v} = 0. Widerspruch! Also ist G — {v} nicht zusammenhéngend.
2. Unterfall: V \ {v} = 0. Nach Voraussetzung ist Vi # () und Ey # 0. Also gilt Vg =
{v} und fir f € Eg : gu(f) = {v}. Wegen Ey C E¢ folgt daraus go(f) = gu(f) = {v}.
Daher ist G nicht einfach.

3. Unterfall: Vi \ {v} = 0. Man schliefit wie im 2. Unterfall.

2. Fall: Sei (K, H) eine 2-Aufspaltung von G mit {v, w} = Vi NVy. Dann gilt Vi (v} =
Ve \ {v,wp = (Ve \ {v,wh) i (Vi \ {v, w}).

1. Unterfall: Vy \ {v,w} #0 A Vg \ {v,w} # (. Man argumentiert wie im 1. Unterfall
vom 1. Fall.

2. Unterfall: V \ {v,w} = 0. Dann gilt Vi = {v,w}. Da (K, H) eine 2-Aufspaltung ist,
gibt es e, f € Ey mit e # f und gu(e) = ga(e), gu(f) = ga(f). Wenn gy (f),gu(e) €
{{v},{w}} erfiillt ist, ist G nicht einfach. Ansonsten gilt gi (f) = {v, w} = ga(e). Demnach
sind f und e Mehrfachkanten in G. Auch in diesem Fall ist G nicht einfach.

3. Unterfall: Vi \ {v,w} = 0. Man argumentiert wie im 2. Unterfall. O

Satz 5.18 Sei G = (V, E, g) ein Graph. Der Graph G — W ist zusammenhdngend fir alle

W CV mit |W| <2, wenn G 3-zusammenhdngend nach Tutte ist.

Beweis Es wird gezeigt: Gibt es ein W C V mit |W| < 2, so dass G — W nicht
zusammenhéngend ist, so ist G nicht zusammenhéngend nach Tutte.

Es sei nun solch ein W C V gegeben. O.B.d.A. sei GG nicht orientiert.
1. Fall: |IW| = 0. Dann ist G nicht zusammenhiingend, denn W = (). Deshalb ist G nicht
1-zusammenhéngend nach Tutte, also auch nicht 3-zusammenh#ngend nach Tutte.
2. Fall: [IW| = 1. Wenn G nicht zusammenhéngend ist, folgt die Behauptung aus dem
1. Fall. Sei also G zusammenhéngend, W = {v} und G — {v} nicht zusammenhéngend.
Dann gibt es nichtleere Teilgraphen G1, Gy von G — {v} < G, so dass G1 N Gy = () und
G — {v} = G1 U Gy gilt. Mithilfe der Mengen

M; = {e€Eq|I €Vg, :g(e)={v,v'}} firie{1,2} und
{e€ Eq | g(e) ={v}}

definiert man die Graphen H := (Vy, Fy,g9pg) und L := (Vi, Er, gr,) durch

A

Vg = Vg U{v} , Eg:=FEg UM gu(z):=g(x)firzc By,
Vi = Vg, U{v} , Ep:=FEgUMyUA und gr(z):=g(z)furzec Er.

Dann ist (H, L) eine 1-Aufspaltung von G, denn:
1. Vg UVi = Vg, UV, U{v) = Vg und Eg UEL = Eg, UEg, UMiUMa UA 2 Eq.
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Beweis von (x): Zunéchst gilt Eq_r,y = {e € Eg | v ¢ g(e)} = Eg, U Eg,. Offensichtlich
gilt C in (x). Es gilt auch D, denn fiir e € Eg_y,) gilt e € Eg, U Eg, und fiir e ¢ Eg_y,
gilt: Es gibt ein v' € Vg = Vg, U Vg, U {v}, so dass g(e) = {v,v'} erfiillt ist. Daraus folgt
e€ My UDMyUA.

Definitionsgemif gilt giyr (z) = g(z) fiir alle x € Epyr. Insgesamt ergibt sich G = HU L.
2. EgNEL=(Eg, UM)N(Eg, UMyUA)=10.

3. VunVy = Ve, NVg,) U{v} = {v}.

4. Es wird zunichst |Eg| > 1 gezeigt. Sei v/ € Viz,. Da G zusammenhéngend ist, gibt
es einen Weg (d, D) : J, — G mit d(0) = v, d(n) = v' und v" € ¢g(D(l,)). Angenommen
es gilt D(l,) € Eg,. Daraus folgt v’ € g (D(ly,)) € P2 (V). Dies ergibt den Widerspruch
v € Vg, NVg,! Also ist D(1,) € Eg \ Eg,. Aus v’ € g(D(l,)) N Viz, und insbesondere
v # v folgt dariiber hinaus D(l,,) ¢ My sowie D(l,) ¢ A. Insgesamt erhilt man aus der
Gleichung (): D(l,) € Eg, UM, = Ep.

Zu zeigen bleibt, dass |Fr| > 1 ist. Gibt es eine zu {v} inzidente Schlaufe f in G, so
gilt f € A C Ep. Existiert keine Schlaufe in GG, so kann man wie oben beim Beweis der
Aussage |Fg| > 1 schlieen.

3. Fall: [W| = 2. Es sei sowohl G als auch G — {v} zusammenhéngend, denn sonst folgt
die Behauptung aus dem 1. bzw 2. Fall. Es sei W = {v,w} und G — W = G; U Gy mit
G1 N Gy = () analog zum 2. Fall. Mithilfe der Mengen

M; = {e€Eqg|I €Vg :g(e)={v,v'} V gle)={w,v'}} firie {1,2} und
A = {eeEg|g(e) ={v} V gle) ={w} Vv g(e) = {v,w}}
definiert man die Graphen H := (Vi, E, gi) und L := (Vi, Er, g1,) durch

Vo = Vg, U{v,w} , Eg:=FEg UM gu(z):=g(z)firz e Ey,

Vi = Vg, U{v,w} , Ep:=FEgUMyUA und gr(z):=g(x)furz e EfL.

Dann ist (H, L) eine 2-Aufspaltung von G, denn:

1. Wiein 1. im 2. Fall gelten Eq = Eg, U Eg, UM; UMy U A und Vg UV = V. Daher
gilt auch hier G = HU L.

2. und 3. Analog zu 2. bzw 3. im 2. Fall gelten auch hier Vg NV = {v,w} und
EgNEpL=0.

4. Es wird zunéchst |Eg| > 2 nachgewiesen. Wie in 4. im 2. Fall gibt es zu v’ € Viz, einen
Weg (dy, Dy) : Jp — G mit d,(0) = v, dy(n) = v und Dy(l,) € Eg, UM; = Eg.

1. Unterfall: e := D,(l,) € Eg, \ M. Daraus folgt n > 2 und d,(0) = v ¢ g(e) =
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{v/,dy(n — 1)}, denn (d,, D,) ist ein Homomorphismus. Daher ist D,(l,,—1) ¢ Eg,, denn
andernfalls ergibt sich der Widerspruch d,(n — 1) € Vg, N Vg,! Also gilt Dy, (l,—1) €
Eq¢\ Eg,. Wegen dy(n —1) € g(Dy(l,,—1)) N Vg, gilt dartiber hinaus D, (l,—1) ¢ M2 und
Dy(ln—1) ¢ A. Insgesamt muss also Dy (l,—1) € Eg, UM1 = Ex wegen der Darstellung von
E¢ in 1. erfiillt sein. Die Injektivitit von D, liefert D, (l,) # Dy(lp—1), so dass |Eg| > 2
bewiesen ist.
2. Unterfall: e := D,(l,) € M;. Dann gilt g(e) = {v,v'}. Da G zusammenhéngend ist,
gibt es mindestens einen Weg von w nach v in G. Gibt es so einen Weg (dy,, Dy) : Jm — G
mit e ¢ Bild D,,, so folgt wieder D (l,,) € Ep analog zu 4. im 2. Fall. Gilt hingegen
e € Bild D,, fiir jeden derartigen Weg (d.,, D), so gilt auch v € Bild d,, fiir jeden Weg in
G von w nach v’. Also gibt es in G—{v} keinen Weg von w nach v’. Damit ist G — {v} nicht
zusammenhéngend im Widerspruch zur Voraussetzung. Insgesamt ergibt sich in diesem
Unterfall Dy (1) # Dy(lm) € Em, also |[Eg| > 2.

Zu zeigen bleibt, dass |Ep| > 2 ist. Fiir |A| > 2 ist nichts mehr zu beweisen. Wie in
4. im 2. Fall gibt es zu v’ € Vi, einen Weg (d,, Dy) : J, — G mit d,,(0) = v, dy(n) = v/,
Dy(l,) € Eg, UM, C Er, und Dy(l,) ¢ A. Fiir |A| = 1 folgt daraus |E| > 2. Falls A =0

gilt, schlieBt man analog zum obigen 1. und 2. Unterfall aus 4. im 3. Fall. a

Korollar 5.19 Fin nach Tutte 3-zusammenhdngender Graph mit mindestens vier Ecken

st 3-zusammenhdngend.
Beweis  Satz 5.18 zusammen mit Definition 5.15. a

Satz 5.20 Fin nach Tutte 3-zusammenhdngender Graph mit mindestens vier Kanten ist

einfach.
Beweis [27], Corollary IV.2. O

Satz 5.21 Sei G ein 3-zusammenhdngender Graph. Dann gibt es in G keine FEcken vom

Grad Kleiner als Drei.

Beweis Da G 3-zusammenhéngend ist, hat G mindestens 4 Ecken. Es gibt keine Ecke
vom Grad Null, denn sonst ist G nicht zusammenhéngend. Sei v eine Ecke vom Grad
1 mit {e} = Inz(v,G). Sei w # v inzident in G zu e. Fiir den Graphen G — {w} gilt
Eq_twy = Eg \ Inz(w,G) nach 5.14 auf Seite 131. Wegen |Vg \ {w}| = [Vg| -1 > 3
und Inz (v,G — {w}) 179,576 Inz(v,G) \ Inz(w,G) = 0 ist G — {w} nicht zusam-

menhingend. Also gibt es keine Ecke vom Grad 1. Sein nun v eine Ecke vom Grad 2
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und Inz(v,G) = {e, f}. Angenommen es gilt e = f. Dann enthélt G einen Schlaufen-
graphen als Komponente, ist aber wegen |Vg| > 4 selbst kein Schlaufengraph. Daher ist
G nicht zusammenhéngend. Widerspruch! Also gilt e # f. Die Kante f ist keine Schlau-
fe, denn andernfalls gilt 2 = deggv 175,576 |[Inz(v,G)| + |Sch(v,G)| > 2+ 1 = 3.
Widerspruch! Genauso ist e keine Schlaufe. Sei v # v inzident zu f und w # v in-
zident zu e in G. Fir G — {u,w} gilt Eqg_g, w3 = Ec \ (Inz(u,G) U Inz(w,G)) und
V- {uwt| = Vel — 2 > 2. Daher gibt es eine von v verschiedene Ecke in G — {u, w}. Aus
Inz (v,G — {u,w}) 79,576 Inz(v,G) \ (Inz(u,G) U Inz(w,G)) = () folgt, dass G nicht

zusammenhéngend ist. Somit gibt es keine Ecken vom Grad 2. a

5.2 Spezielle injektive Abbildungen

Eine mehrfache Kontraktion ist eine Folge einzelner (p;, z;, ¢;)-Kontraktionen. Damit eine
mehrfache Kontraktion definiert ist, miissen p; und ¢; die Ecken von z; im jeweiligen Gra-
phen sein (5.23.3.). Es kann aber vorkommen, dass p; oder ¢; im urspriinglichen Graphen
nicht die Ecken von z; sind. Um diese Situation zu unterdriicken, wird in 5.24 auf Seite
137 der zentrale Begriff der Speziellen injektiven Abbildung eingefiihrt. Einer Ecke wird
dabei eine inzidente Kante zugeordnet. Da diese Inzidenzen im Verlaufe einer mehrfachen
Kontraktion nicht verlorengehen, kénnen mithilfe einer Speziellen injektiven Abbildung
sukzessive Kanten kontrahiert werden. Der resultierende Graph héngt dabei nicht von der

Reihenfolge ab. Dies erkennt man an der Formel in Satz 5.27.3. auf Seite 1309.

Jede mehrfache Kontraktion ldsst sich durch eine Spezielle injektive Abbildung aus-
driicken (Satz 5.34 auf Seite 150). Um dieses Resultat zu erreichen, wird in den Sétzen 5.28
bis 5.33 ab Seite 143 herausgearbeitet, dass es sich bei den zu kontrahierenden Kanten um

einen Wald handelt, fiir den man eine Spezielle injektive Abbildung angeben kann.

Insgesamt erlauben es diese Ergebnisse also, eine mehrfache Kontraktion stets mit einer
Speziellen injektiven Abbildung in Verbindung zu bringen, ohne dass es auf die Reihen-
folge der Kontraktionen ankommt. Im weitern Verlauf sind mehrfache Kontraktionen an
zweiwertigen Ecken von Interesse. Dazu wird in Satz 5.25 auf Seite 137 die Existenz ei-
ner Speziellen injektiven Abbildung auf der Menge der zweiwertigen Ecken eines Graphen

nachgewiesen.

Definition 5.22 Sei G = (V, E,g) ein Graph. Zu einer natirlichen Zahl n # 1 seien
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Elemente x; € V X E x V, i€ {1,...,n} vorgelegt, so dass in der rekursiven Definition

Cwn,.--,m(G) i=Cy,, (Czn—1,..-,x1(G)) (5.1)

die rechte Seite gemdf$ Definition 4.1 auf Seite 74 wohldefiniert ist. Man notiert Cp,, 1 (G)
= Cup,ar (G) fiir n # 1, Cppp) (G) i= Coy (G) sowie Cpy(G) := G. Fir n € N heifit
Cz,1 (G) eine (mehrfache) Kontraktion von G.

Fiir n € NU{0} nennt man ein Element der Menge V,(G) :=={v € V | degg(v) = n}
eine n-wertige Ecke von G. Ein Graph G wird Unterteilung von H genannt, wenn es ein
n € N und Elemente x; € Vo(G) x Ex V, i€ {1,...,n} gibt, so dass H = Cf,,1 (G) gilt.

Die Menge der Unterteilungen von H wird mit sub(H) bezeichnet.

Satz 5.23 Sei G = (V,E,g) ein Graph. Fir n € N seien x; := (p;,zi,q;) € VX EXV,

i€ {1,...,n} vorgelegt.
a) Crz,1 (G) ist wohldefiniert <= fiir jedes i € {1,...,n} gelten

1. Cy,_,1 (GQ) ist wohldefiniert.
4 P ch%fﬂ(G)’ %< chzz'fﬂ(G)'
3. pi # G-

4. In Cry,_ 1 (G) sind p; und g; inzident zu 2;.
b) Ciz,) (G) wohldefiniert =

1. Die Kanten z1,...,z, und die Ecken p1,...,p, sind jeweils paarweise verschie-

den.
2. Ec, @@ =E\{z,..., 2}

3. VCTmn'\(G) == V\ {pl, e 7pn}-

Beweis Zu a) : Der Beweis wird mit Induktion iiber n gefiihrt.

n=1:

= : Cp] (G) wohldefiniert 2y p1,q1 € V,p1 # g1 und p1, q1 inzident zu z; € FE.
<= : Definition 4.1.

n—n-+1:

5.22

(G) = Capyy (Crany (@) wohldefiniert 22 ¢p, 1 (G) wohldefiniert = 1.
bis 4. fiir jedes i € {1,...,n}. Da Cr,,1 (G) wohldefiniert ist, gilt 1. fiir i = n + 1. Da

—— C!—InJrﬂ

Cenis (Cra,1 (G)) wohldefiniert ist, gelten 2. bis 4. fiir ¢ = n + 1 nach Definition 4.1.
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<= : Seien 1. bis 4. giiltig fir i« € {1,...,n + 1}. Dann gelten 1. bis 4. auch fir

i € {1,...,n}, daher ist Cf, 1 (G) nach Induktionsvoraussetzung wohldefniert. Da 1. bis

4. auch fiir i = n+ 1 gilt, ist Cs,,,, (C,7 (G)) nach Definition 4.1 wohldefiniert.

Zu b) : Beweis durch Induktion iiber n.

n = 1 : Bei 1. ist nichts zu zeigen, 2. und 3. folgen aus Definition 4.1.

n+— n +1:SeiCf,, 1 (G) wohldefiniert. Nach 5.22 ist dann Cp,,1 (G) wohldefiniert, al-

so gelten 1. bis 3. nach Induktionsvoraussetzung. Da Cg,, ., (C(xn] (G)) wohldefiniert ist,
v

gilt 2,41 € Ecu (G) = E\{z,...,2,}, also sind z1,..., 2,41 paarweise verschieden.

. . v .
AuBerdem liefert 4.1: chx @) e ECrmm(G)\{Zer} = E\{z1,...,2n+1}. Analog zeigt

n+1.‘
man 1. und 3. fiir die Ecken p1, ..., pnt1. O

Bemerkung  Sollen nacheinander Kanten z1, ..., 2z, eines Graphen G kontrahiert wer-
den, so kénnen mit Satz 5.23.1 bis 3. Schritt fiir Schritt Ecken p1,...,p, und nicht not-
wendig paarweise verschiedene Ecken qi, ..., g, gefunden werden, so dass Cr,,| (G) wohl-

definiert ist. O

Definition 5.24 Sei G = (V, E, g) ein Graph und M eine Teilmenge von V. Eine Abbil-
dung i : M — E heifst Spezielle injektive Abbildung, wenn sie injektiv ist und fiir jedes

x € M gilt: i(x) ist keine Schlaufe und in G inzident zu x.

Satz 5.25 Sei G = (V, E,g) ein Graph, der kein Nullgraph ist. Keine Komponente von
G sei eine Schlaufe. Dann gibt es eine Spezielle injektive Abbildung i : Vo(G) — E, sofern
Va(G) nicht leer ist.

Beweis Der Beweis wird mit Induktion iiber die Anzahl der zweiwertigen Ecken von
G gefiihrt.

n = 1 : Sei {p} = Va(G). Nach Voraussetzung gibt es eine Kante e € Inz(p, G)\Sch(p, G).
Definiere i : V5(G) — E durch i(p) :=e.

n—n+1: Sei Vo(G) = {p1,...,pn+1}. Nach Voraussetzung gibt es eine Kante z; €
Inz(p1,G) \ Sch(p1,G). Also gibt es eine Ecke ¢1 # p1, so dass Cp, -, ¢, (G) definiert ist.
Fiir jede Ecke z € V\ {p1} gilt dege, _  (q) @ = degg @ nach Satz 4.13 auf Seite 84, denn
degs p1 = 2. Man erhilt daraus:

2 €V2(Cpi 21,0 (G) & weV\{p1} Adege, .  (@z=2
< zeV\{pm} A deggax =2
< zeV\{m} A ze WG

e eV \{p}NV(G)=V2(G)\ {p}
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Somit gilt |Va (Cp, 21.4: (G))| = |V2(G) \ {p1}| = n. Daher gibt es nach Induktionsvorausset-
zung eine Spezielle injektive Abbildung i’ : V5 (Cp, 21,0, (G)) — Eg,, ., (@)- Zur Definition
einer Speziellen injektiven Abbildung i : Vo(G) — E werden zwei Félle unterschieden:

1. Fall: Fiir jedes z € V2 (Cp, 21,4, (G)) ist '(z) in G inzidenzt zu x. Dann ist

i'(x) :+ zeVa(C G
i(x) = () 2 ( pLZl,th( ) . (5.2)
z1 1 x=p
eine Spezielle injektive Abbildung , weil z; keine Kante von Cp, ., 4, (G) ist.

2. Fall: Es gibt ein 2/ € V5 (Cp, 21,0 (G)), so dass i'(z’) in G nicht inzident zu z’ ist. Dann

folgt 2’ = ¢1 und p; € g¢ (V'(2)) aus
x/ > gcplvzlv‘H (@) (Zl(x/)) = PQ (w(ph q1, VG’)) 9G (Zl(wl)) .

Also gilt Inz(p1,G) = {#/(2), z1} und 21 € Inz (2/,G). Fiir alle anderen y € Va2 (Cp, 21.4: (G))\
{2} ist dann /(y) in G inzident zu y, denn andernfalls wire i'(y) € Inz(pi,G), also

i'(y) = i'(2') im Widerspruch zur Injektivitit von ¢’. Daher ist

i'(x)  xeVy (CP17Z1,111 (G)\ {xl}

i(x) =% 2z : =1
i'(z") T =p
eine Spezielle injektive Avbbildung. O

Satz 5.26 Firn € N\ {1} sei der Standardbogen J|, vorgelegt. Definiere eine Abbildung
i:Vo(Jy,) — Ej durchi(s) == ls und x, := (s,i(s),0) firse{1,...,n—1}. Es gelten:

(a) i ist eine Spezielle injektive Abbildung.
(b) Cra,_,1 (J},) ist wohldefiniert.

(c) Zu jeder injektiven Abbildung i’ : Vo (J)) — Ej gibt es genau eine Kante, die nicht

im Bild von i’ enthalten ist.

Beweis Zu (a) : i injektiv: i(s) =i(t) = ;=1 = s=1.
i speziell: vgy (i(s)) = {s — 1,5} > s und i(s) ist wegen s — 1 # s keine Schlaufe.
Zu (b) : Nach 5.23 a) ist fiir s € {1,...,n — 1} zu zeigen:

1. Cr,_,7 (J;,) wohldefiniert,

2. 506 Ve, Loy Ws) € B, )
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3. s #0,
4. in Cry,_ 7 (J;,) sind s und 0 zu i(s) inzident.

Es wird 1. bis 4. induktiv iiber s gezeigt.
s = 1: Wegen i(1) = Iy und Cp,y7 (J5,) = J, sind 1. bis 4. klar.
s — s+ 1 < n —1: Nach Induktionsvoraussetzung gelten 1. bis 4. fiir s. Zu zeigen sind

1. bis 4. fiir s + 1:

L: Crp) () = Cyits).0 (Cay_y7 (J1,)) ist nach IV und Definition 4.1 wohldefiniert.

1. 4.1
25 Ver ) = Vcs,m),o(cf%,ﬂ(J;J) = Ve, o\ s

baus IV und 523 b) (Vi \{L,...,s —=1})\{s} ={0,s+1,...,n} 3 s + 1,0. Genauso

fOlgt chzs](ﬂz) = EJT/’L \ {’L(l), Ce ,Z(S)} = EJ,;I \ {ll, e ,ls} = {l3+1, e ,ln} > ls+1 =
i(s+1).

3:54+41>1 = s+1#0.

4 vger, yn) (i(s +1)) =P (w (87 0, Ver, (J,g))) (Vgc[z#ﬂu,g) (i(s + 1)))

— P, (w (s, 0, vcmﬂ(m) o (5 —1,0, VC[%M(%)) oo (1,0, VJ;L)) ({s+1,s))

={s+1,0}.
Zu (c) : Da @' injektiv ist, gilt n — 1 = Vo (J})| = [Bildi'| < n = |Ep| = 3ls €
{1,...,n} : I, ¢ Bild7. 0

Satz 5.27 Sei G = (V, E,g) ein Graph, M := {p1,...,pn} eine nichtleere Teilmenge von

V undi: M — E eine Spezielle injektive Abbildung. Dann gelten:

1. Gegeben seien Ecken qi,...,q, € V, die aber in dieser Notation nicht notwendig
paarweise verschieden sein miissen, so dass Cj,,1(G) fir x; == (p;,i(pj),q;), J €

{1,...,n} wohldefiniert ist. Dann sind q1,...,q, eindeutig festgelegt.

2. Im Fall n = 2 seien q1,qo Ecken von G, so dass

C Q)

p2,i(p2),92),(p1,i(p1),q1) (

wohldefiniert ist. Dann gibt es Ecken q}, ¢4 von G, so dass

G)

C(m,i(pl)7q’1),(p2,i(p2)7q§) (
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definiert ist und

C(p27i(p2)7Q2)v(p1 Ji(p1),q1) (G) = C(p1,i(pl),q’l),(pz,i(pz),qé) (G)
gilt.

3. Es sei Cpy,1 (G) wie in 1. wohldefiniert und o € Sy, eine Permutation. Dann gibt es

Ecken qf,...,q, von G, so dass gilt:

Beweis Zu 1.: Da Cf,,1 (G) wohldefiniert ist, sind fiir j € {1,...,n} die Ecken g,
durch 5.23 a) 4. eindeutig festgelegt.
Zu 2.: Sei Cip, i(ps).ao),(pri(p1),q)(G) definiert. Sei gj eine zu i(p2) in G inzidente Ecke.

Wenn ¢, # p2 gewdhlt werden kann, ist C (G) wohldefiniert. Angenommen das

P2,(p2),q5

geht nicht, also ¢4 = py. Dann ist i(p2) eine Schlaufe in G und somit wegen i(pa) # i(p1)
i(p1),q1 (G) (siehe auch 5.39). Widerspruch zur Wohldefiniertheit

auch eine Schlaufe in C, ;

von C(pzyi(m)m) (p1,i(p1), th)(G)!

Nun sei ¢] in C / (G) eine zu i(py) inzidente Ecke. Zeigt man, dass

P2,i(p2),q5

a) p1 inC (@) inzident zu i(pp) ist, und dass

P2, 1(102)

b) p1 # ¢} gewéhlt werden kann,

S0 ist C(pl,i(m),qi),(pz,i(pz),q;)(G) wohldefiniert.
Zu a):

VIC, i@ (1) = P2 (¥ (P2, Ve)) va(i(pr))

p2,i(p2).)

= Po (¥ (s Ve)) Upna ) 57 pu.

Zu b): Angenommen es gilt ¢f = p;. Daraus folgt

wie a)

{p1} ={a1,m} =vgc (@) (i(p1)) Pa (¢ (p2, 45, V) {p1, an }-

P2,4(P2),95

Also ist (g1 # p2 und ¢1 = p1) oder (¢1 = p2 und ¢4 = p;1) und somit ¢; = p2 und ¢4 = p1
(denn ¢ # p1, weil i(p1) keine Schlaufe ist). Damit ergibt sich

vge o (i(p2)) = P2 (p1,p2, Vi) vy (i(p2))

= Pa( (p1,p2,Va)) {p2,p1} = {p2}

p1,i(p1),p2(
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im Widerspruch zur Wohldefiniertheit von C(,, i(ps),q2),(p1,i(p1),q1) (G)- Also ist die Annahme
falsch und es kann p; # ¢} gewihlt werden.
Nun wird die behauptete Gleichheit der beiden Kontraktionen bewiesen. Zur Abkiirzung

sel. H = Cpn.itpa) an) (or.itp).an) (G H' = Clo i) 1) (i) a3) (G)r 21 = i(p1) und
z9 = i(p2). Da H wohldefiniert ist, gelten nach Satz 5.23 auf Seite 136:

1. p2 #p1, @2 # p1, D1 # @1, P2 # g2 und vg(z1) = {p1, 1 }.

2. {p2, @2} = vgey,, . () (22) = P2 (¥ (p1,01, V) (vg(22))
Ly (g (o, V) (gl = P2 @7
{P2,Q1} : QQ =D1

Da H’ wohldefiniert ist, gelten nach Satz 5.23 auf Seite 136:
3. vg(z2) = {p2, 12 }-

4. {p1,q1} = VI .y aty (@) (1) = P2 (¥ (P2, 0, V) (vg(z1))
L Py (5 (panp V) (o)) = 00T A
{1} + @ =p2

In der folgenden Fallunterscheidung wird die Gestalt von H’ bestimmt.
1. Fall: ¢1 # q2 A\ q1 # po-
Aus 4. folgt ¢1 = ¢} und aus 2. ergibt sich ¢a = ¢} wegen ¢1 # ¢o. Also gilt H' =
Clor.z1.01),(p2,22.02) (G) =2 H1-
2. Fall: g1 = ¢ V q1 = po.
Nach 1. ist g1 = go = p2 nicht moglich, daher teilt sich dieser Fall wie folgt auf:
Unterfall 2a: ¢; = g2 € vg(z2).
Aus 1. folgt ¢1 # p2 und damit ergibt sich ¢} = ¢1 aus 4. Aus ¢1 = 2, ¢5, p2 € vg(z2) folgt
@ = q2 = g5 Also gilt H' = Cp, 1 41),(p2,22,01) (G) =t Haa-
Unterfall 2b: ¢; = q2 ¢ vg(z2).
Wie im Unterfall 2a folgt ¢} = q1. Aus g2 ¢ vg(z2) folgt g2 # ¢, aus 3. Damit erhélt man
q1 = g2 und p1 = g5 aus 2. Also gilt H' = C(y, 21 q1),(p,z2,01) (G) =1 Hap.
Unterfall 2c: ¢; = po.
Aus 4. folgt ¢} = ¢b. Aus 1. ergibt sich ¢1 # ¢2 und somit gilt g2 = ¢} und ¢} # p1. Also
gilt H' = C G) =: Ha,.

Zu zeigen ist nun H = H, fiir jedes o € {1, 2a,2b,2c}. Zunichst gelten Ey = E \

P1,21,42),(P2,22,92) (

{z1,22} = Ep, sowie Vg = V\{p1,p2} = Vi, nach Satz 5.23. Seinun f € Eyg = Ey, C E
mit p1,p2 ¢ vg(f). Dann gilt offensichtlich gy (f) = gm,(f). Fiir eine Kante f mit
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9(f) = (p1,2), & {p1,p2} berechnet man gy (f) = (q1,7) = gu,(f) fir a € {1,2a,2b}
und g (f) = (92,2) = g, (f)- Gilt hingegen g(f) = (p2,2), © ¢ {p1,p2} berechnet man
g (f) q2,%) = g, (f) fir a € {1,2a,2b,2c}. Wenn ¢(f) = (p1,p2) ist, gilt im 1. Fall :
gu(f)

gu(f) = (q1,01) = g, (f) und im Unterfall 2¢: g (f) ™ =" (q2,92) = gr,.(f). Daran

= (
= (q1,92) = gm, (f), in den Unterfillen 2a und 2b : gy (f) = (q1,¢1) = gm,, (f) bzw.
erkennt man, dass gy (f) = gu,, (f) fiir jede Kante f und jedes a € {1, 2a, 2b, 2¢} gilt.

Zu 3.: Zunichst sei o eine Nachbartransposition (NBT). Die Aussage wird nun mit In-
duktion iiber n gezeigt. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen.

n—n+1:Sei o = (s,5s+1) € Spy1 und Cpp,, 7 (G) wie in 1. wohldefiniert mit
zj = (pj,25,4q5), 25 = i(pj),j € {1,...,n+ 1} und i : {p1,...,pny1} — E die Spezi-
elle injektive Abbildung.

s =mn : Da pp, pyt1 in G inzident zu i(p,) bzw. i(py41) sind, sind sie auch in Cp,,_ 1 (G)
inzident zu i(p,,) bzw. i(pp+1), also ist i eingeschrinkt auf {py,, p,+1} eine Spezielle injek-
tive Abbidung fiir Cf,, 1 (G). Da Cp,, .1 (G) definiert ist, gibt es nach 5.27.2. Ecken ¢, ¢

von Cpy, 7 (G) mit:

Cronin1 (@) = Clomitpn) @) (onsr,ionsn)d) (Cran_i1 (G))

C(Pa(n+1),i(Pa(nH)),ti),(pa(n),i(Po(n)),ti)7.“7(190(1),1'(1)(7(1)),!11) (@)

Dabei seien ¢, := ¢, ¢, :== ¢ und ¢, := ¢; fir i <n — 1.

s<nm—1:8ei7:=(s,s+1)€S,. Die Abbildung ¢ ist eine Spezielle injektive

’{pl,--.,pn}
Abbildung, mit der Cp,, | (G) definiert ist. Nach IV gilt also

C[:En-‘ (G) - C(pT(n>7i(pT(n))7q;L) 7777 (pT(l)vi(pT(l))vqll)(G) ’ CT

fiir gewisse ¢, ..., q},- Da Cp,, .1 (G) =Cqe,., (Cpp,1 (G)) definiert ist, gilt

Clanii] (G) = Clpninitpnin)ansn) (C7)
C(pa'(n+1)ai(po'(n+l))7qfn+1):-~~7(po'(1)’i(po'(1))’q/1) (G)

fiir ¢, 1 := gny1 und q;- = g; fur j <n, denn o(j) = 7(j) fir j < n.

Somit gilt 5.27.3. fiir eine NBT o € S,,. Sei nun ¢ = 01 0 - -- 0 g, eine Komposition
von m NBT. Mit Induktion iiber m zeigt man nun die Behauptung. Fiir m = 1 ist das
eben gezeigt worden.

mi—m-+1:8ei0=01000,00m41 € Sy, T:=010--00y, und Cp,, (G) wie in
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5.27.1. definiert. Nach IV gilt

C|—£En-| (G) - C(pT(n)vi(pT(n))vq'lr{)7"'7(p7—(1)7Z‘(p7—(1))7q¥)(G)

fiir gewisse q;,,...,¢q). Fiir j € {1,...,n} seir; := p(j). Dannist i : M = {ry,...,rn} — E

eine Spezielle injektive Abbildung (also die vorgelegte) und

C’r‘ = C(Tn,i(?"n)’q;{)m..,(Tlvi(Tl)gil) (G)

wohldefiniert. Da 0,11 eine NBT ist, darf man 5.27.3. anwenden: Es gibt ¢f,. .., ¢, mit

c, :c( ,)(G).

’“amH(nwi(TumH(n)) :%) (’“am+1<1>»i(ram+1<1>) 41

Aus G =Cf,,1 (G) und r = po(j) fiir j € {1,...,n} folgt die Behaup-

omt+1(F) = Pr(oms1(4))

tung. O

Satz 5.28 Es seien X € {G,H} Graphen mit X = (Vx,E,x ,gx) und H < G. Zun € N
seien x; := (p;, 2i, i) € Vi X Eg x Vg, i € {1,...,n} vorgelegt. Dann ist C(, 1 (G) genau

dann wohldefiniert, wenn Cp,, 1 (H) es ist und Cpy,1 (H) ist ein Teilgraph von Cp, 1 (G).

Beweis Der Beweis wird mit Induktion nach n fiir orientierte Graphen G und H
gefithrt. Andernfalls verlduft der Beweis analog.

n=1: Seienp1,q1 € Vg C Vg und 21 € Eg C Eg. Es gilt

Cran (G) wohldefiniert < p1 # q1 N vga(z1) = {p1,q1}

Hgo P #q A vgu(z1) ={p1,q1} & Cjz,1 (H) wohldefiniert.

H<G
o Ee, oy =Eu\{zn} C Ec\{=a}=Ec, (0
H<G
o Voo, i =Va\{m} < Va\{pi} =V, ()
[ VZ S EC(ZN(H) :

H<G
ger,(m)(2) = % (proa1, Vi) g (2) =7 4% (01,01, V) 96(2) = gep, () (2)

ist Cr,1 (H) ein Teilgraph von Cp, 7 (G).

n+—n+1: Nunseien x; := (p;,2i,q) € Vg X Eg x Vi, i € {1,...,n+ 1} vorgelegt.
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Dann gilt

Cra (G) wohldefiniert < Cy,,, (C[,,1 (G)) und Cpy,1 (G) wohldefiniert

n+1-|
& Canis (Craz,1 (G)) und Cp,,y (H) wohldefiniert
< Cpg,) (H) wohldefiniert und {pn1,gns1} = vge,, () (2n+1)

Ciz,1 (H) wohldefiniert und {pn+1,qnt1} = vger,,; (H) (zn+1)

N

Clzn.1] (H) wohldefiniert.
Wegen

v
 Eep, ) = Eepom \ e} © Eep, ) \onit} = B, (@)

n+l-‘

I\Y
Ve, g = Ve, m \Apna} © Ve, @ \pas1} = Ve @)

[€nt1]

¢ vz < EC|—1‘7L+1-‘ (H) :

2
gC[zn_‘_l" (H) (Z) - /lzz)
I\ ¢2

<Pn+1, dn+1, chﬂ (H)) 9C(41 (H) (2)

(pn+17 qn+17 VC(In] (G)) gc[l'rﬂ (G) (Z) = gC{In_‘_l" (G) (Z)

ist Crz,,,1 (H) ein Teilgraph von Cp,, .1 (G). O

Satz 5.29 Sei G = (V, E,g) ein Graph. Firi € {1,...,n} seien Elemente x; :== (p;, zi, q;)
€V x E xV vorgelegt, so dass Cj,,1 (G) wohldefiniert ist. Fiir jede Ecke v von G gilt:

Jie{l,....n}:z€Inz(v,G) & vei{p,...,pntU{q, .., q}. (5.3)

Beweis  Der Beweis wird fiir einen orientierten Graphen G gefiihrt. Andernfalls verlduft

der Beweis analog. Fiir i € {1,...,n} werden zunichst folgende Aussagen nachgewiesen:
1. vevyg(z) = ve{p,...,piqi}
2. ved{pi, ¢} = Jj<i:vevg(z)).

Zu 1.: Sei vg(z;) = {v1,v2}. Es wird vi,v2 € {p1,...,pi, ¢} gezeigt. Da Cp,, 1 (G) defi-
niert ist, gilt {p;, ¢} = Vgc(ziil]((;)(zi) fiir jedes ¢ € {1,...,n}. Daraus erhélt man sofort
vg(z1) = {p1,q1}, also die Behauptung fiir « = 1. Sei nun 7« > 2. Angenommen es gilt

v1 ¢ {p1,...,pi,q} oder vy & {p1,...,pi,q}. Daraus folgt

¥ (pithz'fl,Vc[mFﬂ(G)) oo p(pr a1, V(o) 2 vy & {pinai)
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(%)
fir j =1 oder j = 2. Aus v; € vg(z;) N vicy, 11(G)(Zi) = {pi, ¢;} folgt, dass v; € {pi, ¢}

erfiillt ist. Widerspruch!
Zu 2.: Fiir jedes s € {1,...,n} gilt:

v=gqs = vevg(zs) VIS e{l,....,s—1}:v=gqq. (5.4)
Zu (5.4): Man folgert

v=gqs = {v,ps}=1{qs,ps} = VQC’—1571-‘(G)(25)
- 7)2 (1/) (ps—lu ds—1, Vcl—x872‘| (G)) ©-++0 1/} (pla qi1, V)) (g(zs))

= wvevg(z) VI <s—1:qy =0.

Sei ¢ € {1,...,n}. Die folgende Fallunterscheidung beweist die Aussage 2.:
1. Fall: v = p;. Dann gilt {v, ¢} = vy, 1(G) (z;). Wie im Beweis zu (5.4) folgt daraus
v € vg(z) oder Is < i : v = ¢s. Entweder ist also die Behauptung an dieser Stelle schon
gezeigt oder man wendet nun mehrmals hintereinander (5.4) an. Da bei jeder Anwendung
von (5.4) der Index s’ echt kleiner als s und grofler als Null ist, muss es einen Index
j€{l,...,i} geben, fiir den v € vg(z;) gilt.
2. Fall: v = ¢;. Mithilfe von (5.4) schliet man wie im 1. Fall.

Wie folgt lésst sich jetzt die Behauptung (5.3) zeigen:
<:ve{p,....ontU{q,....,qn} = Fj{l,....;n}:v=p; V v=yg 2. 03:1<
1<j<n A veEvg(z).

) 1.
=:die{l,...,n}:vevg(z) = ve{p,...,pi,¢} C{p1,...,on} U{q,...,qn}. O

Satz 5.30 Sei G = (V, E,g) ein Graph. Firi € {1,...,n} seien Elemente x; :== (p;, zi, q;)
€V x E x V worgelegt, so dass Cr,,1 (G) wohldefiniert ist. Definiere Eyw = {21,..., zn},
Viw:={veV|3z€Ey:zecInz(v,G)} und gw := g’EW durch gw (2;) == g (2j).

Dann ist W := (Viy, Ew, gw) < G ein Wald mit Eckenmenge {p1,...,pn}Hq1,-..,qn},

der keinen Nullgraphen als Komponente enthdlt.

Beweis  Definitionsgemé$ gilt Ey C E und Vi C V. Die Abbildung gy ist wohldefi-
niert, denn fiir z € By und v € vgw(z) = vg(z) gilt z € Inz(v,G), also v € Vyyr. Daher

ist W einTeilgraph von G. Dariiber hinaus gilt

veVw e dzie Bw CE:z € Inz(v,G) o2& ve{pl,...,pntU{q,. .., qm}

Daraus folgt Viy = {p1,...,pon} U{q1,...,qn}. Damit erhilt man z; € Viy x Ew x Vi

fir i € {1,...,n}, also sind fiir die Graphen W < G die Voraussetzungen aus Satz 5.28
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auf Seite 143 erfiillt. Mit Cf,,1 (G) ist also auch H := Cf,,1 (W) wohldefiniert. Aus Satz
5.23 auf Seite 136 folgt Ey = Ew \ {z1,...,2,} = 0. Da H # () ist, ist H ein Nullgraph
und es gilt 0 = p1(H), weil die Ecken von H die Komponenten sind. Auflerdem gilt
p1(H) = p1(W) nach Satz 5.12 (b)ii. auf Seite 128. Somit ist W ein Wald.

Angenommen es gibt einen Nullgraphen W', der eine Komponente von W ist. Dann
enthilt W’ eine Ecke ¢/, fiir die Inz(v', W) = (0 gilt. Demnach ist v’ definitionsgeméif keine
Ecke von W. Widerspruch! O

Satz 5.31 Seien T} := (VTj,ETj,gTj), j €{1,...,m} Bdaume, von denen keiner ein Null-
graph ist, und W = Lﬂ;n:l T; ein Wald mit Kantenmenge z1,...,z, und n € N. Vorgelegt
seien x; := (pi, 2i,q:) € Vv X Ew x Vi, i € {1,...,n}, so dass H := Cp,,1 (W) definiert

18t.

(a) Die Kontraktion H ist ein Nullgraph mit Ecken w1, ..., wy, fir die w; € Vr;, j €

{1,...,m} gilt. Dariiber hinaus sind w1, ..., W, P1,...,Pn die Ecken von W.

(b) Sein;:= ’ETj‘ fiir jedes j € {1,...,m} sowie
M ={(G,0)e{l,...,m} x{1,...,n} |l <nj}.
Definiere eine Abbildung ¢ : M — {1,...,n} durch

©(j,1) := min {s e{l,...,n}z € ETJ.} und
¢(j,0) :==min{s € {1,...,n}|zs € Er; A s> @(j,l =1)} firl>1.

Es gelten:

(i) ¢ ist wohldefiniert und bijektiv.

(ii) Er; = {zw(%nj), . .,zw(j,l)} fiir jedes j € {1,...,m}.
(ZZZ) C"xn‘l (W) - L"j sta(j,nj)v' <y Lop(4,1) (Tj)
j=1

(iv) V; = {pw(jynj), .. ,py,(j’l),wj} fir jedes j € {1,...,m}.

(¢c) Ve € Vig NV, -
d] (pn7 qn, VC’—wnfﬂ(W)) ©---0 ¢ (p17 qi1, VW) (LU) = wj.
Beweis Zu (a): Nach Satz 5.23 auf Seite 136 gilt

EH:EW\{Zh,Zn}:Q ; VH:VW\{pIa---apn}- (55)
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Satz 5.12(b)i. liefert po(H) = po(W) = m. Seien Hy,..., H,, die Komponenten von H,

also H = Hy U---U Hp,. Fiir deren Eckenmengen gilt

VHj - VTj (5.6)

fiir jedes j € {1,...,m} gemifB Satz 5.12(c). Nun berechnet man 0 = p; (W) 512(b)ii.

pi(H) = |Eg| — |Vu| + po(H). Es folgt |Vig| = m aus (5.5). Da H m Komponenten und
Vi = L*-J;":l Vi, genau m Elemente hat, gibt es zu jedem j € {1,...,m} eine Ecke w; € Vg

5.6
mit {w;} = Vi, ( C) Vr,. Daher lésst sich

5.5
{wi, . wm} = Vir 2 Vig \ {p1, .- pn} (5.7)

schreiben. An (5.7) erkennt man, dass wi,...,Wm,p1,...,p, paarweise verschieden sind
und Viy = {w1, ..., wm,p1,...,0n} gilt.

Zu (i): Sei j € {1,...,m}. Da Er, # () gilt, ist (j, 1) wohldefiniert. Daher sei im fol-
genden n; > 2 und fir [ € {1,...,n; — 1} seien ¢(j,1),...,¢(j,1) bereits wohldefiniert.
Es wird gezeigt, dass ¢(j,1 + 1) definiert ist. Es gilt ¢(7,1) < ¢(4,2) < -+ < (4,1) und
Zo(j1)s -5 Zp(iy) € Ery. AuBerdem gilt 25 ¢ Erpy, fiir jeden Index s € {1,...,0(j, 1)} \
{e(,1),...,0(,1)}. Wegen | < n; = ‘ETJ.‘ muss es daher mindestens einen Index s >
¢(j,1) mit z5 € B, geben. Fiir den kleinsten unter diesen gilt dann ¢(j,1 + 1) = s.

o injektiv: Vorgelegt seien (4,1), (j/,1") € M mit ¢(j,1) = ¢(j',1'). Zunéchst folgt daraus
Zp(jl) = %oty € B, N Er,. Daher gilt j = j'. Angenommen es gilt [ # I’. Sei 0.B.d.A.
[ > I'. Nach Definiton von ¢ gilt ¢(j,1) > ¢(j, k) fiir jedes 0 < k < I. Deshalb ergibt sich
der Widerspruch ¢(j,1") = ¢(j,1) > ¢(j,!'). Insgesamt folgt (j,1) = (5/,1').

¢ bijektiv: Dies folgt aus [M|= 3" n; =37, |Er,| = |Ew| =n.

Zu (ii): D: Diese Inklusion folgt aus der Definition von ¢.

C: Sei 25 € Ery. Falls 2y ¢ Er; fiir jedes s’ < s gilt, ist s = ¢(j,1). Andernfalls gibt es
eindeutig bestimmte Indizes s1 < so < --- < 57 < 5,s0dass zg,,..., 25 € ETj gilt. Definiti-
onsgeméB muss nun s1 = (7, 1) erfiillt sein. Da die restlichen Indizes eindeutig bestimmt
sind, muss s = (4, k) fiir jedes k € {1,...,1} gelten. Also ergibt sich s = p(j,{ + 1).

Zu (iii): Definition 5.22 auf Seite 135 erlaubt ein mehrmaliges Anwenden von Satz 4.9
auf Seite 79. Da die Baume 11, ..., T,, paarweise disjunkt sind, folgt die Gleichung aus (i)
und (ii).

Zu (iv): Man wendet (a) auf den Baum 7} und die nach (iii) wohldefinierte Kontrak-

tion Cl"w(j ng)s - -3 Lop(i,1) (T;) an. Daher gibt es eine Ecke f; € Vr, C Viy, so dass Vr, =
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{P<p(j,nj), ey Do) fj} gilt. Beziiglich der Kontraktion Cp,,1 (W) gilt

m

VW (a:) {wlv"‘7wm7p1)"'apn} (2 {wl,...,wm}U Lﬂ (VTj \{f]}) .
7=1

Daraus folgt f; € {w1,...,wn}. Nach (a) gilt w; € Vr,;, daher muss w; = f; erfiillt sein.
Zu (c): Fiir jedes s € {1,...,n} gilt:

i) . . (iv) (iif)
Lse{l,....,n} = 3(,0) € M :9yl) =5 = ps =pyyy € Vi, = ¢ =

(i) € V-

2. Fiir jedes x € VC[ 1) N Vr; berechnet man:
Ts—1

€ VCMJH(W) N VT]..

T T Fps 1
1/) (psa(Js’VC[zS_l](W)) (l’) = }
ds - T =DPs

Sei nun z € Viy N V. Nach 2. gilt dann

(0 (pannv chfﬂ(wﬂ o-0v(p1,q1, V) (z) € Vi, N Viw \ {p1,. .., pn}-

(a)

5.6
Aus Ve, OVie \ {p1, oo} 2 Vi, AV = Vi, 0 (Vi U-- U Vi) 2 Vi OV, = Vi, =

{w;} folgt die Behauptung. O

Satz 5.32 Sei T' = (Vp, E7,gr) ein Baum mit n € N Kanten und w € Vp. Dann gibt es
eine bijektive Spezielle injektive Abbildung it : Vr\{w} — Er und Ecken q,...,q, € Vr,
so dass mit x; := (p;,ir(pi), qi), i € {1,...,n} die Kontraktion C,, 1 (T') wohldefiniert ist.
Dabei sind pi, ..., pn die Elemente von Vp \ {w}.

Beweis mit Induktion iiber die Anzahl n der Kanten. Fiir n = 1 ist die Aussage klar.
n+— n+1: Sei T ein Baum mit n + 1 Kanten und w € Vy. Da T laut [27], Theorem
1.40. mindestens zwei Blitter hat, gibt es ein Blatt b € Vp \ {w}. Es sei e die in T
zu b inzidente Kante und 7" derjenige Teilgraph von T' mit Ecken Vi := Vp \ {b} und
Kanten E7r := Ep \ {e}. Dann ist 7" ein Baum mit n Kanten (dazu siehe A) am Ende
des Beweises) und w € Vpr. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine bijektive Spezielle
injektive Abbildung i7 : Vpr \ {w} — Ep sowie Ecken ¢f,...,q, € Vpr, so dass mit
Ve \ {w} = {py,...,ph} wnd y; = (0}, i (p}),q;),i € {1,...,n} der Graph Cp,, 1 (T")
wohldefiniert ist. Nach Satz 5.28 ist Cr,, 1 (T") < Cpy,1 (T). Definiere

ip(z) : xeVp\{w} .

e : r=2>0

ir:Vr\{w} - Er durch z—
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Automatisch ist ir bijektiv und Speziell. Da b ¢ Vi \ {w} ein Blatt und e keine Schlaufe

in T ist, ist e auch keine Schlaufe in Cr,, 1 (') und b inzident zu e in Cyy,1 (T) (dazu siehe

Yn
B) am Ende des Beweises). Also gibt es ¢;,,; € Ver,.q () € Vr, so dass Cb’e’q;l+1 (C[yn] (T))
wohldefiniert ist. Setze p,, := b und z; := (p}, i7(p}),q;), i € {1,...,n + 1}, dann folgt
Cron) (T) = Cpeqr,,, (Cryn1 (7).

Zu A): Es wird gezeigt, dass T’ ein Baum ist. Zu zeigen ist p;(7”) = 0. Es seien ¢ und b

die zu e in T inzidenten Ecken. Angenommen es gilt ¢ = b. Es folgt

1 b Blatt in T degy(b) = |[Inz(b,T)| + |Sch(b,T)| >1+1=2.

Widerspruch! Also gilt ¢ # b. Sei S der Graph, der aus den Ecken b, ¢ und der Kante e
besteht. Wegen T'= SUT", EsNEp = {e}NEr\{e} =0, |VsNVp| = [{c}| = 1,|Ep| > 1
und |Eg| = 1 ist (S,7”) eine 1-Aufspaltung von T'. Somit ist 7" nach [27], Theorem III.1.,

p.54 zusammenhingend, also po(7”) = 1. Es folgt

p(T") = |Ep|— |V |+po(T') = |Er| =1 - (|Vr| - 1) +1

= |Er|— |Vr[+po(T) = p1(T) = 0.

Also ist T" ein Baum.
Zu B): Es wird gezeigt, dass e keine Schlaufe in Cr, 1 (T') und b in Cy,, 1 (T') inzident zu
e ist: Aus A) ist vgr(e) = {b,c}, c # b bekannt. Es folgt

VgC"yn"(T) (6) = P2 <¢ (p;w q:w Vcl—yn71~|(T)> o---01 (p/h q,17 VT)) VgT(e)

{b.c} = cgdpr, o0}
{b.qsr = ced{pr,- o0}
denn b ¢ Vi = Vp \ {b} D {p),...,p),}. Auerdem ist b # ¢., denn sonst ergéibe sich

b:qQEVT/. O

Satz 5.33 Sei W = (Viy, Ew, gw) ein Wald, der aus Biumen Ty, ..., Ty,, m € N besteht.
Keiner dieser Biume sei ein Nullgraph. Fir j € {1,...,m} sei w; eine Ecke des Baumes
Tj. Die Elemente von Viy \ {w1, ..., wn} seien p1,...,pn. Dann gibt es Ecken qq,...,qn
von W und eine bijektive Spezielle injektive Abbildung i : Viy \ {w1,...,wn} — Ew, so
dass mit v5 := (ps,1(ps),qs), s € {1,...,n} die Kontraktion C,,1 (W) wohldefiniert und

ein Nullgraph mit Ecken wq, ..., w,, ist.

Beweis  Unter der Annahme, dass Cf,,1 (W) bereits definiert ist, wird Cp,,1 (W) =
({wi, ..., wn},0,0) gezeigt: Wegen Bildi = Ey (i bijektiv) 148t sich Satz 5.31 (a) anwen-
den. Also gibt es Ecken w’ € Vr;, j € {1,...,m}, so dass Cp,,1 (W) = ({wi, ..., wp,},0,0)
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ist und {p1,...,pn,wl,...,w,} = Viy gilt. Es folgt

VW:{pl,...,pn}w{wi,...,w;n}:(VW\{wl,...,wm})w{wi,...,w;n}.

Daraus ergibt sich {w],...,w/,} = {w1,...,wy,}. Da die Eckenmengen der Biume paar-
weise disjunkt sind, muss also w; = w;- fiir jedes j € {1,...,m} erfiillt sein.

Nun wird gezeigt, dass eine Spezielle injektive Abbildung wie in der Behauptung ge-
fordert existiert, und dass dadurch Cr, 1 (W) wohldefiniert ist. Dies wird mit Induktion
iiber die Anzahl der Baume m durchgefiihrt: Satz 5.32 liefert den Fall m = 1.

mi— m—+1: Sei W := Lﬂ;njllT] ein Wald mit m + 1 Bdumen und w; € Vp; fir j €
{L,...,m+1}. DaW := ., Tj ein Wald mit m Baumen ist, gibt es nach IV eine bijekti-
ve Spezielle injektive Abbildung i : Viy \ {w1, ..., wn} — Ew, so dass Cf,,1 (W) definiert
ist (hier gelten die Bezeichnungen aus der Voraussetzung des Satzes). Da T),11 ein Baum
ist, gibt es nach Satz 5.32 eine Spezielle injektive Abbildung i’ : V., \{wm+1} — E1,., 15
sowie Ecken ¢, 41, . .., q, so dass mit x5 := (ps, 7' (ps), qs), s € {n+1,...,1} die Kontraktion
Cay,.wni1 (Tm1) definiert ist. Dabei seien py41,...,p; die Elemente von V7, \ {wp41}-

Insgesamt erhélt man

Vier \{wi, ., wmia} = (Vi \{wr, -, wn ) [ (Ve \ {wmsa )
= {pl,---,pn}H‘J{PnH,---,pz}

und eine bijektive Spezielle injektive Abbildung i” : Viyr \ {w1,...,wm+1} — Ew (=
Ew ¢ E7,,..,) definiert durch

i(r) : xzeVy\{w,...,wun}
T — ,
i'(z) z €V, \ {wmt1}
so dass
Def.
C{wl“ (WI) = Cxlv"wxn*i’l <C’Vxn‘| (WL-!-JTm+1>>
4.9
= Cxl,...,ocn+1 (CD:”] (W) L__"JTm-‘rl)
4.9
= Cfxn] (W) Lﬂcxlam:xn—&—l (Tn+1)
wohldefiniert ist. O

Satz 5.34 Vorgelegt sei ein Graph G = (V, E, g) und Elemente x; = (pj,2;,q;) € V X
ExV,je{l,...,n}, so dass Cp,,1 (G) definiert ist. Dann gibt es eine Spezielle injektive
Abbildung i : {p1,...,pn} — E und Elemente y; := <pj,i(pj),q9) eV xExV, so dass
Cran1 (G) = Cpy,1 (G) gilt.
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Beweis Es sei W der Wald aus Satz 5.30 auf Seite 145 bestehend aus m Béiumen
Ti,...,Ty. Nach Satz 5.31 auf Seite 146 gibt es Ecken w; € Vr,, i € {1,...,m}, so
dass Viy = {w1, ..., Wi, p1,. -, pn} und Crp 1 (W) = ({wr, ..., wm},0,0) erfiillt ist. Satz
5.33 auf Seite 149 liefert eine Spezielle injektive Abbildung ¢ : {p1,...,pn} — Ew mit
Cry,) (W) = Cpz,1 (W). Nach Satz 5.28 auf Seite 143 ist Cy,1 (G) definiert. Zu zeigen
ist Crz,1 (G) = Cpy, (G). Definitionsgemi haben beide Graphen dieselben Ecken- und
Kantenmengen. Es bleibt also gc. (@) (2) = gcran(G)(Z) fiir jede Kante z zu zeigen. Nach
Satz 5.28 gilt Cr,,1 (W) < Cpy,1 (G) und Crpy, 1 (W) < Cpy,1 (G). Nun sei z € Ee,, 1(G) \

Ee., ,w) C Eund x € vg(z). Fir x ¢ {p1,...,pn} gilt
(0 (pn,qn, Vc(zn_l](c;))o' oY (p1,q1,V) (x) =2 =17 (pn, s Vc[yn_ﬂ(@)o- o) (p1,q1, V) ().

Fiir € {p1,...,pn} gilt: Es gibt einen Index j € {1,...,m} mit z € Vi N Vz;. Nun
wendet man Satz 5.31 (c) sowohl auf Cp,, 1 (W) als auch auf C,,1 (W) an und erhélt:

(0 (pn,qm VC[%_J(G)) 0.0t (p1,q1,V) ()
= 9 (qum chfﬂ(W)) o---01(p1,q1, Vi) (x)
= wj
= 9 (Pn’QLVC(ynfﬂ(W)) oot (p1,qi, Viv) (2)
= U (PudiVer, @) 0ot (prai V) @).

Insgesamt ergibt sich gC[ZM(G)(z) = gc(ynw((;)(z). 0

5.3 Komposition von zu Kontraktionen induzierten Abbil-

dungen

Bei einer mehrfachen Kontraktion lassen sich die zu jeder Kontraktion gehorigen Ho-
momorphismen der Verschlingungsmoduln verkniipfen. In Satz 5.37 auf Seite 154 wird
gezeigt, dass diese Verkniipfung beziiglich einer Speziellen injektiven Abbildung nicht von
der Reihenfolge abhingt. Der Abschnitt beginnt mit einem weiteren Ergebnis iiber die
Verschlingungsinvariante: Ist L, gleich Null fiir jedes Diagramm, so ist y = 0. Diese Tat-
sache wird im darauffolgenden Satz benétigt, welcher selbst ein wesentlicher Bestandteil

im Beweis von Satz 5.37 ist.

Satz 5.35 Vorgelegt sei ein orientierter Zellenkomplex (Z,0z) mit einer bijektiven Num-

merierung (w,~y) und ein Element y € G(G(Z),w,~). Der Graph G(Z) habe nur Ecken
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vom Grad gréfler Eins. Fir jedes mittels (wp,vyp) derart bijektiv nummeriertes orientier-
tes Diagramm (D, o) zu Z, dass A(G(Z),w,v) = A(G(D),wp,vp) (dazu siehe 2.20 und
2.21 auf Seite 40) also G (G(D),wp,vp) = G(G(Z),w,v) gilt, gelte L, (D,vp,0) = 0.
Dann st y = 0.

Beweis  Wenn G (G(D)) = 0 ist, ist nichts mehr zu zeigen. Sei also 0 # y € G (G(D))
und (D, o) ein bijektiv nummeriertes Diagramm, so dass L,(D,vp,0) = 0 gilt. Gibt
es so ein Diagramm nicht, ist die Behauptung bewiesen. Wegen y # 0 gibt es (k,l) €
IE (G(D),wp,vp) mit Yy # 0. Da (wp,vp) ein Isomorphismus ist, sind 75" (e) und
vp' (ex) nicht inzident in G(D). Daher ist das Diagramm (D, 0) orientiert dquivalent zu

einem Diagramm (D’,0’), in dem die folgende lokale Situation auftritt:

Dabei withlt man eine mit (wp,yp) beziiglich der Aquivalenz vertriigliche Nummerie-
rung (wps,ypr) sowie e := 5 (ex) und f = 5/ (e;). Also folgt 0 = L, (D,vp,0) =
L, (D', vp, o) fiir jedesy € G (G(D)) = G (G(D")). Betrachte das Diagramm (5.8), das bis
auf die Kante f’ mit (D', 0’) identisch ist. Als Nummerierung wéhlt man ypr (x) := yp/(x)

fir alle z # ' und vp~(f’) := yp/(f). Dann gilt

(Do) _ (Do)
Yo (er) v (er) v (er) v (er)

+2,

je nachdem wie die Kanten orientiert sind. Fiir alle anderen (s,t) # (k,1) ergibt sich

(D",0") (D',0')

-1 -1 = -1 -1 .
Ypr (65)7'YD// (er) Ypr (65)77D/ (er)

Daraus erhélt man die folgende Rechnung;:

Ly (D" ypr,0") = S e
(s,t)EIE(G(D")) DI pn

_ (D'')
- > Yo e YO S )
(s.)EIB(G(D"))

= Ly (D',yp,0") £ 2ypy = £2y() # 0.
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Satz 5.36 Vorgelegt sei ein bijektiv nummerierter orientierter Graph G. Seien z1, zo Kan-
ten und p1,p2,q1,q1, w1, ws Ecken von G, so dass
L= C(p2722,Q2)7(p1,Z1»Q1)(G) = C(P17217w1)7(p27227w2)(G)

gilt. Die in G zu z1 und zo inzidenten Ecken seien vom Grad grifler Eins. Dann ist das

Diagramm (5.9) kommutativ.

op(p1,2z1,w1)
g (L) i g (C(p2,Z27W2)(G))

op(p2,22,92) op(p2,22,w2) (5.9)

G (Clpr 1.0 (@)

Beweis  Sind z; und 22 in G nicht inzident, gibt es ein orientiertes Diagramm (D, o)

op(p1,21,q1)

- G(G)

mit G(D) = G, in dem eine lokale Situation wie in der Abbildung (5.10) auftritt.

(5.10)

Sind z1, 22 in G inzident, gibt es ein orientiertes Diagramm (D, 0) mit G(D) = G, in dem

eine lokale Situation wie in der Abbildung (5.11) auftritt.

// RN
. ~
yVa N
/ 4
(R Lo 1 T
. : :
S Do DQ
/ /
\\\ ///

} | . (5.11)

7 Z T /T - -~
D, \: P D
/ \ B . ,
Die Diagramme Dy, Dy, D’ und D seien auferhalb der dargestellten lokalen Situation

identisch. In beiden Fillen gilt G (D1) = G (Cipy 21,411 (G))s G (D2) = G (Cipy z,0)(G))
und G(D') = L. Sei y € G (L),

y1 = op (p2, 22, w2) (op (p1, 21, w1) (y)) sowie yz := op (p1,21,q1) (op (P2, 22,q2) (¥)) -
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Mehrmaliges Anwenden von Satz 4.35 auf Seite 110 ergibt

Lyl (D, VG, 0) = Lop(pl,zl,wl)(y) (DZa VC(W,Z%W)(G), 0D2) = Ly (D,, YL OD’)

Lop(ps,22,00) () (Dh%}(pl,zl,ql)(G)’ ODl) = Ly, (D,7a:0).

Dabei seien +, die zu den jeweiligen Gaphen gehorigen bijektiven Kantennummerierungen
und o, die zu den jeweiligen Diagrammen gehorigen (durch o induzierten) Orientierungen.

Mit y; und ys ist auch y; — y2 ein Element von G (G), daher gilt
Ly1—y2 (Da G, 0) = Ly1 (Dv G, 0) - Lyz (D7 G, 0) =0. (512)

Das Diagramm (D, o) gehore zu einer Einbettung I' : Z — R3? eines orientierten Zel-
lenkomplexes (Z,0z). Dann gilt G(Z) = G(D) nach Satz 2.20 auf Seite 40, daher sind
die Urbilder von z; und 22 nicht inzident bzw. inzident in G(Z), je nachdem welcher
der oben erwihnten Fille eintritt. Deshalb ist jedes weitere Diagramm (D", opr) einer
Einbettung I' : Z — R? dquivalent zu einem Diagramm (D™, opm) mit einer lokalen
Situation wie in D. Fiir eine geeignete bijektive Nummerierung (wg( Dy Y Dm)) von D"
gilt G (G(D")) = G (G(D")). Wie in (5.12) fir D kann man Ly, _y, (D", ypmw,opr) = 0
schlieBen. Da D" dquivalent zu D" ist, gilt also Ly, —y, (D", vpr,0pr) = 0. Aus Satz 5.35

auf Seite 151 folgt y3 — y2 = 0, da (D", 0") ein beliebiges Diagramm zu Z war. |

Satz 5.37 Sei G = (V, E, g) ein orientierter Graph, dessen Ecken vom Grad griffer Eins
sind, n # 1 eine natiirliche Zahl, i : {p1,...,pn} — E eine Spezielle injektive Abbildung
und Ecken qi,...,qn so gegeben, dass Cy 1 (G) mit x; == (pj,i(p;),q;), 7 € {1,...,n}
wohldefiniert ist. Zu einer Permutation o € S, seien qg, j€A{l,...,n} so gegeben, dass
mit y; := ( o(j)s (pg(j)) ,q;-) der Graph Cry,1 (G) laut Satz 5.27.5. wohldefiniert ist. Dann
gilt

op (z1)o---oop(xn) =op(yi)o---oop(yn). (5.13)

Beweis  Seio = 7,,0- - -0 durch eine Komposition von Nachbartranspositionen (NBT)
dargestellt. Die Aussage wird mit Induktion iiber m bewiesen.

m =1:0 = (ss+ 1) ist selbst eine NBT. Wenn s > 2 ist, gilt o(j) = j, also p,(;) = p;
fir j € {1,...,s — 1}. Nach Satz 5.27 (a) muss daher ¢; = q(;(j) = ¢; gelten. Somit sind
Crz;1 (G) und Cpy (G) fiir jedes j € {0, ..., s — 1} identisch und es folgt op (z;) = op (y;).

Sei nun L := Cr,,_,1(G) = Cp,,_,7 (G). Die Einschrankung z. (ps, } {ps,ps+1} — EL

Ps+1
ist eine Spezielle injektive Abbildung, denn die mehrfachen Kontraktionen von G hin

zu L beeinflussen die Inzidenz von ps zu i(ps) bzw. von psi1 zu i(psy1) nicht. Also gilt
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Cayir,ws(L) = Cy, 1y, (L) nach Satz 5.27 und op (xs41) o op (x5) = op (ys41) © op (ys) nach
Satz 5.36 auf Seite 153. Analog zu den obigen Betrachtungen ergibt sich op (x;) = op (y;)
fir j € {s+2,...,n}, sofern s < n — 2 gilt.

Fir o = (12) und 0 = (n — 1n) tritt jeweils nur einer der oben behandelten Fiélle ein,
deshalb schliefit man genauso.
m— m-+1:Seioc=7n410---07 ein Produkt aus m + 1 NBT und q} Ecken, so dass

mit y; := (pg(j),i(pg(j)),q§.> der Graph Cr, (G) definiert ist. Sei 7 := 7, 0--- 0 77.
. 5273 . p . A
L. Crg,1 (G) definiert =" zut € Sy, gibt es g7, u; := ( T(j),z(pT(j)),qj) ,7€{1,...,n},
so dass Cpy,1 (G) = Cpz,1 (G) gilt A op(x1)o---oop(xy) =op(uy)o---oop(uy)

2. Cry, (G) definiert 5218 Tm+1 € Sy, gibt es Ecken ¢, j € {1,...,n}, so dass

Crun1 (G) = C(

y 111 > 11 G
prm+17(n)77/(pﬂ'm+17'(n))7qn )""7(p"'m+17<1)’l(me,-l»lT(l))’ql ) ( )
gilt. Da 7,41 eine NBT ist folgt op(ui)o---ocop(uy,) = op(wy)o---ocop(wy,) (aus dem
Induktionsanfang m = 1) mit w; := (p7m+17(j)’i(p7m+l7'(j))’ q}”), je{l,...,n}.

3. Da Cyy,1 (G) durch y; = (pa(j),i(pg(j)),q§-> und Cpy,,1 (G) durch

///) Tm+10T =0 "

w; = (p7m+1T(j)7i(p7m+1T(j))7qj - (po'(j)’i(pg(j))’ 5 )

definiert ist und laut 5.27.1. die Ecken qg» und q}” eindeutig bestimmt sind, muss

/M

q; =q; fir j € {1,...,n} gelten. Also gilt y; = w; fiir j € {1,...,n}.
Insgesamt folgt

op(x1)o---0op(xy) L op(ul)o---oop(un)2:'0p(w1)o---oop(wn)

E op(y1)o--oop(yn).

5.4 Topologisch einfache Graphen

Graphen, die eine der beiden Situationen der Bemerkung auf Seite 160 beinhalten, nennt
man nicht topologisch einfach. Um die Definition aus [23] auf Seite 219 (Definition 5.38)

zu verwenden, wird dies in Satz 5.41 auf Seite 157 nachgewiesen.
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Ist ein Graph G nicht topologisch einfach, so ist auch eine (p, e, ¢)-Kontraktion von
G nicht topologisch einfach (Satz 5.42 auf Seite 161). Unter welchen Bedingungen die
Riickrichtung dieser Implikation gilt, wird in Satz 5.43 auf Seite 166 und Satz 5.44 auf
Seite 168 untersucht. Beispielsweise gilt sie nicht fiir Graphen, die sich aus einer Situation
wie (b) aus der Bemerkung auf Seite 168 konstruieren lassen.

Spéter wird héufig das sich daraus ergebende Korollar 5.46 auf Seite 170 benutzt,
wonach der topologische Typ (also einfach/nicht einfach) durch eine Kontraktion an einer

zweiwertigen Ecke nicht beeinflusst wird.

Definition 5.38 /23] Ein Graph G heifit topologisch einfach, wenn fiir jeden nicht ein-
fachen Graphen H gilt: G # H und G ¢ sub(H).

Bemerkung  Laut Definition 5.38 ist GG nicht topologisch einfach, wenn es einen nicht
einfachen Graphen H gibt, so dass G = H oder G € sub(H) gilt.

Offenbar ist ein orientierter Graph genau dann topologisch einfach, wenn es der zu-
grundeliegende nicht-orientierte Graph ist, denn sowohl Definition 5.22 auf Seite 135 als
auch die Definitionen einer Schlaufe bzw. Mehrfachkanten in 1.1 auf Seite 11 héngen nicht

davon ab, ob der Graph orientiert ist. O

Satz 5.39 Es sei G = (V,E,g) ein orientierter Graph, p,q € V und e € E, so dass
Cp,e.q(G) definiert ist. Dann ist mit C, . 4(G) auch G einfach.

Beweis  Es sei G nicht einfach. Es gibt also Mehrfachkanten f, ¢ € E oder eine Schlaufe
h e E.Ist f #eund c # e, so gilt

V9Cyeq(@) () = P2 (¥(p,q, V) vg(f) = P2 (¥(p,q, V) vg(c) = vge,. .c)(c)-

Daher sind f,c € Eg,_ (g Mehrfachkanten. Fiir f = e und ¢ # e berechnet man
Vgc,..q@) () = P2(¥(p,q,V))vg(e) = {q}. Also ist ¢ € E¢,_ (a) eine Schlaufe. Ana-
log schlieBt man fiir ¢ = e und f # e. Fiir eine Schlaufe h € E gilt h # e. Fiir vg(h) = {v}

berechnet man

v} = v#Fp

vge,. ) (h) = P2 (¥(p,q,V)) ({v}) =
{a} = v=p

Also ist h eine Schlaufe in Cp ¢ 4(G). O

Satz 5.40 Es sei G = (V,E,g) ein orientierter Graph, p,q € V und e € E, so dass
Cpeq(GQ) definiert ist. Sei f eine Schlaufe von Cpeq(G). Dann ist G nicht einfach.
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Beweis  Sei vg(f) = {a,b} und v eine Ecke mit

{v} =vge,. ) (f) =P (¥(p,q,Va)) va(f).

1. Fall: p ¢ {a,b} = v=a=b = f Schlaufe von G.

2.Fal: p=a AN b#p = q=v=0b = vyg(f) ={p,q} = vgle) = f,e sind
Mehrfachkanten von G.

3. Fall: p=5b A a # p: Analog zum 2.Fall.

4. Fall: p=a=b = vg(f) = {p,p} = [ Schlaufe von G. O

Satz 5.41 Ein orientierter Graph G = (V, E, g) ist genau dann nicht topologisch einfach,

wenn eine der beiden folgenden Bedingungen erfillt ist:

1. Es gibt Wege (w, W) : J,, — G und (u,U) : J,, — G mit m,n € N, fir die (a), (b)
und (c) gelten:

(a) w(0) =u(0), w(n) = u(m).
(b) Bildw N Bildu = {w(0), w(n)}, BildW N BildU = 0.

(c) degg (w(i)) = 2 fiir jedesi € {1,...,n—1}, sofernn > 2 gilt, und degq (u(i)) =

2 firie{l,...,m—1}, sofern m > 2 gilt.

2. Es gibt einen Kreis (¢,C) : J;, — G, n € N, mit degg (c(i)) = 2 fir jedes i €
{1,...,n—1}, sofernn > 2 gilt

Beweis =: Es sei G nicht topologisch einfach. Besitzt G bereits eine Schlaufe oder
Mehrfachkanten, so lassen sich offensichtlich fiir m = n = 1 Wege bzw. Kreise wie in
1. und 2. gefordert angeben. Ansonsten ist G eine Unterteilung eines Graphen Ly, d.h.
Ly = Crzy1(G), N € N, so dass Ly eine Schlaufe oder Mehrfachkanten hat. Definiere
Lj = Cy;(Lj—1) fiir 1 <j < N und Lo := G. Angenommen fiir ein j € {1,..., N} sind
bereits

A) Wege (w,W):J, — L;, (uw,U):J, — Lj, die1(a), 1(b) und 1(c) erfiillen
oder

B) ein Kreis  (¢,C) : J, — L;, der Bedingung 2. geniigt,

gegeben. Nun werden die geforderten Wege / der geforderte Kreis nach L;_; konstruiert.

Zur Notation sei dazu x; = (p, e, q), also Lj = Cpeq(Lj—1).
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Zu A): Nach Satz 5.10 (b), (c) existieren Wege (@, W) : J-— L1, (u, U) : Jo — Ljg

mit n € {n,n+ 1}, m € {m,m + 1} und
w(0) =w(0), wm)=w(n), u(0)=u(0) und u(m)=u(m). (5.14)

Es sind nun die Bedingungen 1(a), 1(b) und 1(c) fiir die Wege (w, W), (i, U) zu verifizieren.
Zu 1(a): Es gelten

@(0) = w(0) = u(0) = 4(0) sowie @) =w(n) = u(m) = (). (5.15)

Zu 1(b): Nach Satz 5.10(b),(c) gilt fiir a € {w,u} : Bilda = Bild a oder Bilda = Bilda U
{p}. Daraus folgen
Bildw N Bildu = {w(0),w(n)}, (5.16)

was die Behauptung ist, oder
Bildw N Bildu = {w(0), w(n), p}. (5.17)

Es wird gezeigt, dass (5.17) nicht eintreten kann. Angenommen (5.17) gilt. Falls n = 1
ist, folgt p € Bildw C V. Widerspruch! Analoges gilt fiir m, daher muss n > 2 und
m > 2 erfiillt sein. Wegen p ¢ Vi, gibt es s € {1,...,n — 1}, t € {1,...,m — 1}, so dass
p = w(s) = u(t) ist. Dann folgt p € Vng71W(l5), pE Vng71W(ls+1), D E Vngilﬁ(lt) und
pE I/ngilﬁ(lH_l). Ebenso gilt p € vgr; ,(e) und degy _ (p) = 2 (Unterteilung), daher
muss

[W(zs) — eV W (lgst) = e} A [ﬁ(zt) — eV U (1) = e

erfiillt sein. Aus Satz 5.10 (b), (c) ergibt sich fir A € {W,U} : BildA = Bild A oder
Bild A = Bild A U {e}. Demnach gilt

BildW NBildU =0 oder BildW NBildU = {e}. (5.18)

O.B.d.A. seien W(ZS) = e = U(ly). Dann ist /W(l3+1) + e, U(ly11) # e wegen der In-
jektivitdt von W und U. Daher gilt AW/(lerl) #+ U(lyy1) nach (5.18). Insgesamt folgt
e,W(lsH),fj(ltH) € Inz(p,Lj_1), also deng_l(p) > 3. Widerspruch! Daher tritt der
Fall (5.17) nicht ein.

Es ist noch Bild W NBild U = () zu zeigen. Wegen (5.18) geniigt es e ¢ Bild W N Bild U
nachzuweisen. Angenommen es gilt e € Bild W N Bild U. In Satz 5.10 tritt dann einer der
Falle 2(b)i., 2(b)iii., 2(c) ein, also gilt m = m + 1 und n = n + 1. Man schliefit:

Fse{l,....,m} te{l,....n} mit Uls) =e=W()
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= {(s = 1),7(s)} = 92,4 (U (1)) = gr,, (W (L)) = {@(), @t - 1)}

— [a(s — 1) = @(t — 1) Aa(s) = B(0)] V [i@ls — 1) = @(t) Adi(s) = @t — 1)]
GAGI) 1 1A (s=0=tVs=rt=7)V[s=1,t=0As=0,t=1]
— s—t=f=fi=1 = l=m=m+l=fi=n+tl

= m = n = 0. Widerspruch!

Zu 1(c): Fiir w(i) = p gilt nach Voraussetzung degy, , (w(i)) = 2. Seii € {1,...,n—1}
und w(i) # p. Nach Satz 5.10 (b), (c) gibt es ein k € {0,...,n} mit w(i) = w(k). Wegen
(5.14) ist k ¢ {0,n}. Der Weg (w, W) erfiillt 1(c), daher gilt 2 = degy (w(k)) =: ().
Mithilfe von 4.13 auf Seite 84 ergibt sich:

o w(k) #q: (x) =degy, ,(w(k)) =degy, , (w(2)).
o w(k) =q: () =degy,  (w(k)) +degr, ,(p) —2=degr,  (w(k)) =degy,  (w(7)).

Ersetzt man 7 durch m und @ durch @, erhiilt man 1(c) fiir den Weg (@, U).

Zu B): Zunichst sei n = 1. Dann ist C(l1) € Sch(¢(0), L;). Nach 5.40 auf Seite 156 hat
L;_q eine Schlaufe oder Mehrfachkanten, so dass man fiir m = n = 1 einen Kreis geméif
2. oder Wege geméfl 1. wihlen kann.

Sei nun n > 2. Definiere Wege (w, W) : J| — L; und (v, U) : J,_,
w(0) := ¢(0), w(l) := e(n —1), W(ly) := C(l,) und u(i) := c(3) fir i € {0,...,n — 1},
U(l;) :==C(l;) fir i € {1,...,n — 1}. Diese erfiillen 1(a), 1(b) und 1(c), denn (¢, C) erfiillt
2., und man befindet sich im Fall A).

— L; durch

<: Es trete 1. ein. Zunichst seien m,n > 2. Nach 5.26 auf Seite 138 lassen sich Spezielle
injektive Abbildungen i, : V2 (J},) — Ej und iy : Va(J;,) — Ej wihlen. Dabei seien [,
Iy die eindeutig bestimmten Kanten, fiir die I ¢ Bildi, und [; ¢ Bildi, gelten. Es gibt

Eckenry € Vi, 1<k<n-—1,und ty € Vy, , 1 <k <m —1, so dass mit
2= (ki (k) ) s ag = (w(k), W (i (k) () fir 1<k <n—1,
und g = (K, (k) tk),  br = (u(k),U (iu(k)), ulty)) fir 1<k<m-—1
die folgenden Graphen und induzierten Abbildungen
(@, W) : Cra, 1) = Cra, 1 (@) (@ 0) : Cryp1(J10) = iy 1(G)

geméf Satz 4.16 auf Seite 86 durch (w, W) bzw. (u,U) gegeben sind. Nach Voraussetzung
1(b) gelten

Bildw|ey o,y NBildujyy gy =0, BldUNBIAW =0.  (5.19)
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Da Cfq,,_,7 (G) definiert und Bild (w, W) ein Teilgraph von G ist, ist C,,,_,7 (Bild (w, W))
nach 5.28 auf Seite 143 definiert. Sei H := Bild (w, W) UBild (u,U) < G. Dann gilt

(A9 und 19,570 o (Bild (w, W) UBld (1, U) "2 Clq, 1 (G).

n—1

L:=Cpq,_ 1 (H)
Nocheinmal (5.19), 4.9 und 5.28 anwenden ergibt
Crop_y1 (L) = Cra,_,7 (Bild (w, W)) UCp,. 7 (Bild (u,U)) < Cy,.. 17 (Cran_17 (G)) -
Analog zeigt man, dass Cpq,,_,] (C [om—1] (G)) definiert ist. Nach 5.27 auf Seite 139 gilt dann

C:= C[an—l-\ (Cfbm—ﬂ (G)) = C|—bm—11 (C[an—ﬂ (G))

durch Zusammensetzen der Spezeillen injektiven Abbildungen wu,, und i,. Gemaf 5.26

gelten

TIn = Chnfﬂ (Jrlz) = ({07 n}a {lt}7gjn) s TIm = C!'ymfﬂ (Jr/n) = ({0’ m}a {ls}a gjm)'

Wegen W(lt) = W(l,) ¢ BildU und U(l) = U(l,) ¢ Bild W lassen sich wegen Satz 4.17

auf Seite 87 die Homomorphismen
(w, W) c T = Cro 1 Clan 1 (@), @) = d(x), W(w):=W(z),

(a, 17) T = Clan_1 (Cio 1 (@), Tiz) i=Ti(z), U(x):=Ul(x)

definieren. Es gilt nun:

vgeW(l) = Pa(@)vgg, (ls) = {@(0),B(n)} = {@(0), B(n)} = {w(0), w(n)}
= {u(0),u(m)} = {@(0),u(m)} = {@(0),@(m)} = Pa(@)vgz,, = vgeU(s)-

Daher sind die Kanten W(lt) und U(l;) Mehrfachkanten in C. Nach Voraussetzung 1(c)
ist G € sub(C) und somit nicht topologisch einfach.

Sofern entweder m = 1 oder n = 1 ist, filhrt man die Kontraktionen nur fiir den
entsprechenden Weg durch und schliefit genauso wie oben. Bis auf die Speziellen injektiven
Abbildungen lésst sich der Beweis formal genauso fiir m = 1 oder n = 1 fithren. Wenn
m =n =1 gilt, so sind W(ly) und U(l;) bereits Mehrfachkanten von G.

Tritt 2. ein kontrahiert man G, falls n > 2 ist, auf d&hnliche Art zu einem Graphen, der
eine Schlaufe besitzt. Fiir n = 1 ist C(l;) bereits eine Schlaufe in G. O

Bemerkung  Die folgende Abbildung veranschaulicht die Bedingungen 1(a), 1(b), 1(c)
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sowie 2. aus Satz 5.41.

Satz 5.42 Gegeben seien ein orientierter Graph G = (V,E,g), p,q € V und e € E, so
dass Cp.eq(G) definiert ist. Der Graph G ist topologisch einfach, wenn Cpe q(G) es ist.

Beweis Es sei G nicht topologisch einfach. Zu zeigen ist, dass L := C,.4(G) nicht
topologisch einfach ist. Es trete zunéichst Erstens aus Satz 5.41 ein. Es seien also (w, W) :
J), — G und (u,U) : J — G Wege, die 1(a), 1(b) und 1(c) aus 5.41 erfiillen. In den

folgenden Féllen werden jeweils Wege
(@, W) D JE— L, (17, (7) cJ- — L (5.20)

angegeben, die den Bedingungen 1(a), 1(b) und 1(c) oder 2. aus 5.41 geniigen. Man be-

achte, dass wegen () = Bild W N Bild U keine weiteren Félle eintreten konnen.
1. e¢ BildW, e¢BildU, p¢ Bildw, p¢ Bildu.
2. e¢BildW, e¢BildU, peBildw, p¢ Bildu.
3. e¢BildW, e¢BildU, peBildwnBildu, 0=w"1(q)=u"(q).
4. e ¢ BildW, e¢ BildU, pecBildwnBildu, [0#w ' (q) V0 #u"'(q)].
5. e¢ BildW, e¢BildU, p¢ Bildw, p € Bildu.
6. e BildW, e¢BildU, p¢ Bildu.
7. ecBildW, e¢BildU, peBildu.
8. e¢ BildW, eeBildU, peBildw.
9. e¢ BildW, eeBildU, p¢ Bildw.

In den folgenden Betrachtungen sei (a, A, a) € {(w, W, n), (u,U,m)}.
Zu 1.: Man definiert n := n, m := m und die Wege in (5.20) mithilfe von Satz 4.17

auf Seite 87. Diese sind dann durch (w, W) bzw. (u,U) gegeben und injektiv. Daraus
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ergeben sich sofort 1(a) und 1(b) fiir (@, W) und (@, U). Der Widerspruch (5.21) zeigt,
dass q # a(i) = a(i) fiir jedes i € {1,...,a — 1} gilt.

3ie{l,....a—1}:q=a() = ee Inz(a(i),G) & {AW), A1)} C BldA.  (5.21)

Dabher folgt deg; a(i) = degq a(i) = 2 fiir jedes i € {1,...,a — 1} aus 4.13 auf Seite 84.
Zu 2. und 5.: Diese Fille treten nicht ein. Der folgende Widerspruch in (5.22) zeigt, dass
p = a(0) oder p = a(«) gilt.

Ziell,...,a—1}:p=a() = e Inz(ali), @) "C {AW), A1)} C BildA.  (5.22)

Somit gelten p = w(0) = u(0) oder p = w(n) = u(m), also p € Bildw N Bildu im
Widerspruch zur Voraussetzung aus 2. bzw. 5.
Zu 3.: Die Wege in (5.20) werden wie in 1. mittels Satz 4.17 definiert. Aus p € Bildw N

Bild u folgt p = w(0) = u(0) oder p = w(n) = u(m). Fir p = w(n) = u(m) gelten

@(n) Satz:4.17 q SatZ:4.17 ﬁ(m) _ a(ﬁl),

und fiir p = w(0) = u(0) sind die Gleichungen

@(0) ST ¢ SMEAT R 0) und @ (7) = w(n) = u(m) = u(im)

erfiillt. Daher gilt 1(a) fiir den Weg (a, /T) Die folgenden Aussagen 10., 11. und 12. veri-
fizieren 1(b) und 1(c) von Satz 5.41:

10. Bildw N Bildu C ((Bildw U {q}) \ {p}) N ((Bildu U {q}) \ {p}) = {w(0),w(n),q} \
{p} = {w(0), w(n)}.

11. BildW = BildW, BildU = BildU = BildW NBildU = 0.
12. deg a(i) = degg a(i) = 2 fiir jedes i € {1,...,a — 1} ergibt sich wie in 1.

Zu 6.: Seie = W(lj41) fiirein j+1 € {1,...,n}. Dae € Bild W ist, ist p € Bildw. Wegen
p ¢ Bildw gilt n > 2 und es gibt ein i € {1,...,n — 1} mit w(z) = p. Aus

{p,q} = vy(e) = vgW(ljs1) = {w(j), w(i + 1}

folgt p=w(j) N ¢q=w(j+ 1) oder ¢ =w(j) N p=w(j+1). Es trete zuniichst der Fall
p=w(j) A g=w(j+1)ein. Man definiert 7 :=n — 1 > 1 und (@, W) : J- — L durch
(@, W) := (@, W)o(¢;, ®;), wobei (w, W) : Cjiji1.g+1(Jy) — L die durch (w, W) induzierte
Abbildung aus Satz 4.16 auf Seite 86 und (¢;, ®;) der Isomorphismus aus Lemma 5.5 auf
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Seite 117 ist. Der Weg (@, U) aus (5.20) wird wie in 1. definiert, da e nicht im Bild von U
enthalten ist. Damit ist (w, /W7) und wegen ¢ = w(j + 1) ¢ Bildu und Satz 4.17 auf Seite
87 auch (@, U) injektiv. Es gelten:

13. @(0) = w;(0) "=’ w(0) = w(0) = u(0) = (0),

14. Bild@NBilda = Bildwe; NBildu C BildwNBildu = {w(0), w(n)} = {@(0), @ (7)}.
15. BildW NBildU = Bild W®; N BildU C BildW N Bild U = 0.

16. Sein > 2und i € {1,...,n — 1}. Es folgt ¢;(i) € {1,...,n — 1}. Fir w(i) # ¢ gilt
degy w(7) 4B degq w(i) = deggwWe;(i) = degg w (¢j(i)) = 2. Fiir w(i) = ¢ rechnet
man degy w(i) = degg w(i) + deggp — 2 = degg w (¢;()) + deggw(j) — 2 = 2.

17. Die Gradbedingungen 1(c) aus Satz 5.41 fiir u folgen wie in 12.

Aussage 13. liefert 1(a), 1(b) ergibt sich aus 13. zusammen mit 14. sowie 15., und 1(c)
folgt aus 16. und 17.

Nun trete ¢ = w(j) A p=w(j+1) ein. Hier gilt also j € {0,...,n—2}. Man definiert
fii=n—1>1und (0, W) := (w,W)o (5,A)o (¢;,®;). Dabei seien (w, W) und (¢;, D)
die Abbildungen von oben und (6, A) : Cj1,. j+1(J5) — Cjy1,,4,,5(J5,) der Isomorphismus
aus Satz 4.2 auf Seite 74. Die Abbildung (@, U) sei wie in 1. gegeben. Damit ist (@, W)
und wegen p = w(j + 1) ¢ Bild u und Satz 4.17 auf Seite 87 auch (@, U) injektiv. Es gelten

18. Fiir j =0 : @(0) = wWo;(0) = wo(1) = W(0) = w(0) = u(0) = @(0).
19. Fiir j > 0 : @(0) = wWd¢;(0) = w6(0) = w(0) = w(0) = u(0) = (0).
20. () = Woej(n — 1) = wd(n) "= w(n) = wn) = u(m) = u(m) = u(m).

Wegen Bildw = Bildwd¢; C Bildw und BildW = Bild WA®; C Bild W ergeben sich
zu 14. und 15. analoge Aussagen. Fiir n > 2 und ¢ € {1,...,n — 1} gilt d¢;(i) € {1,...,
n — 1}, denn j < n — 2. Also ergibt sich eine zu 16. analoge Aussage. Insgesamt folgen
1(a), 1(b) und 1(c).

Zu 7.: Der Weg (u, ﬁ) wird wie in 1. definiert. Zunéchst gelte n > 2. Wegen p € Bildw N
Bildu gilt p = w(0) = u(0) oder p = w(n) = u(m). Sei zunéchst p = w(0) = u(0). Sei
e = W(l;). Daraus ergibt sich {p,q} = g(e) = {w(j — 1), w(j)}. Daher miissen j = 1 und
w(l) = q gelten. Definiere nun n := n — 1 > 1 sowie (w, W) == (W, W) o (¢, Pg), wo
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(@, W) : ngll,l(Jl

n

) — L durch (w, W) gegeben und (g, o) der Isomorphismus aus 5.5
ist. Damit ist (w, W) und wegen ¢ = w(1) ¢ Bildu und Satz 4.17 auf Seite 87 auch (@, U)

injektiv. Dann gelten:

Satz 4.17 ~
="

21. @(0) = wo(0) = W(1) = w(l) = q w(0),

wn) =wn—1) =wpe(n — 1) = w(n) = u(m) = a(m).

22. Bildw N Bildu C Bildw N ((Bildu U {q}) \ {p}) = {w(0),w(n),w(1)} \ {w(0)} =
{w(1),w(n)} = {w(0), w(n)}.

23. BildW NBildU = BildW®,NBildU C BildW NBildU = 0.

24. Sein > 2und i € {1,...,n — 1}. Dann gilt ¢o(i) € {1,...,n — 1}. AuBerdem gilt
w(i) # ¢, denn andernfalls ergibt sich w(1) = ¢ = w(i) = Wee(i) = weo(i) =

1 = ¢o(i) = i = 0. Widerspruch! Man berechnet daher deg; w(i) = degg w(i) =
degg w (¢o(i)) = 2.

25. Fiir u gelten die Gradbedingungen 1(c) aus Satz 5.41 wie in 12.

Demnach gelten 1(a), 1(b) und 1(c) fiir die Wege (w, W) und (a,U).

Sei nun p = w(n) = u(m). Es folgt e = W(l,) und ¢ = w(n —1). In

Dn—1,Pn— 5,A w,W
5 1 1 /. (0,4) (w,W) I

- n—l,ln,n(Jn) - Cn,ln,n—l(Jr/z)

seien (¢n—1,®,—1) der Isomorphismus aus 5.5, (4, A) der Isomorphismus aus 4.2 auf Sei-
te 74 und (w, W) die durch (w,W) gegebene induzierte Abbildung aus 4.16. Definiere
(w, W) .= (w, W) o (§,A) o (¢p_1,Pn_1) sowie 71 := n — 1 und m := m. Der Weg (%, U)
wird wie in 1. festgelegt. Damit ist (@, W) und wegen q = w(n — 1) ¢ Bildu und Satz 4.17

auf Seite 87 auch (u, ﬁ) injektiv. Dann gelten

26. w(0) = Wo¢p,—1(0) = wH(0) = w(0) = w(0) = u(0) = u(0),
w(n) =wWopp—1(n —1) =wd(n) =w(n —1) =w(n —1) = ¢ = u(m) = u(m).

27. BildwnBildu C BildwN ((Bildu U {q}) \ {p}) = {w(0),w(n),w(n—1)}\{w(n)} =
{w(0),w(n — 1)} & {@(0),3(7)}.

28. Sein >2und i€ {1,...,n— 1}. Dann gilt d¢,,—1(i) € {1,...,n — 1}, denn n > 2.
AuBerdem gilt w(i) # ¢, denn andernfalls ergibt sich w(n — 1) = ¢ = w(i) =
WOpp—1(i) = wd(i) = n—1=40(i) = i=n. Widerspruch! Man berechnet daher
degy w(i) = degg w(i) = degg w (ddn-1(7)) = 2.
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So erhélt man 1(a), 1(b) und 1(c) auch in diesem Fall fiir die Wege (@, W) und (@, U).
Nun trete der Fall n = 1 ein. Man wendet Satz 5.8 auf Seite 121 auf (u,U) an. Der
Ausdruck min{m, 0} ist hier gleich Null. Daher ergibt sich ein Kreis (@, U) : J!, — L mit
u(i) = ¥(p,q, Vi) (u(i)). Falls m > 2 ist, erhhélt man u(:) = w(é) fir ¢ € {1,...,m — 1},
denn es gilt {p, ¢} = {w(0),w(1)} = {u(0),u(m)}. Daher erfiillt u die Bedingung aus 2. in
Satz 5.38.
Zu 4.: Aus p € Bildw N Bildu folgt p = w(0) = u(0) oder p = w(n) = u(m). Man
betrachtet folgende Aquivalenzen:

(+1) (x3)

“g) # 0 [w©0) = gvwm) =g B wo) = gvum) =g Eulig)=0. (523

Ersetzt man p durch ¢ in (5.22) ergeben sich (x1) und (x3). Aus der Voraussetzung 1(a)
an die Wege (w, W), (u,U) folgt (x2). Aus (5.23) und der Voraussetzung von 4. folgt, dass
es Indizes i und j gibt, fiir die w(i) = u(j) = ¢ gilt. Da p # ¢ ist, tritt also entweder
p=w(0) =u0) A ¢g=wn)=ulm)oder p=w(n)=ulm) A ¢=w(0) = u(0) ein.
Wegen e ¢ BildW und e ¢ BildU liefert Satz 5.8 auf Seite 121 Kreise (a, A) : J/, — L
mit a(z) = ¥ (p, ¢, V) (a(i)). Falls o > 2 ist, erhélt man a(i) = a(i) fir ¢ € {1,...,a — 1},
denn es gilt {p, q} = {a(0),a()}. Daher erfiillt a die Bedingung aus 2. in Satz 5.38.

Zu 8. und 9.: Diese Fille ergeben sich aus 6. und 7., indem man die Rollen der Wege
(w, W) und (u,U) vertauscht.

Nun trete Zweitens aus Satz 5.41 ein. Sei (¢,C) : J, — G ein Kreis, der die Gradbe-

dingungen in Satz 5.41.2. erfiillt. Man betrachtet die folgenden Fille:

29. e ¢ BildC und p ¢ Bild ¢ 30. e ¢ BildC und p € Bild c.
31. e € BildC und p € Bilde.

Zu 29.: Satz 5.9 auf Seite 122 liefert einen Kreis (¢, C) : J/, — L. Es gilt hier ¢~(p) = 0,
also ¢(i) = (i) fiir alle ¢ € {0, ..., n} nach der Definition in Satz 5.9. Falls n > 2 gilt, erhélt
man zusammen mit der Gradbedingung aus Satz 5.41.2. an den Kreis (¢, C') wie in (5.21)
die Aussage ¢(i) # q fiir jedes ¢ € {1,...,n — 1}. Daher gilt degy ¢(i) 418 deggc(i) = 2
fir alle i € {1,...,n —1}.

Zu 30.: Zunichst wird gezeigt, dass ¢~ !(¢) = 0 gilt. Angenommen es gibt ein i € {0,...,n}
mit ¢(i) = ¢:

32. ie{O,n}:q:c()#pc(o) <) Jje{l,...,n=1}:¢c(j) =p = e€ Inz(c(j),G) =

{C(l),C(lj4+1)} = e € BildC. Widerspruch!
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33. i€ {l,...,n—1} : e € Inz(q,G) = Inz(c(i),G) = {C(l;),C(li+1)} = e € BildC.
Widerspruch!

Der Satz 5.9 liefert somit einen Kreis (¢, 6) : J), — L, der die Gradbedingung erfiillt, denn

firn>2und i€ {l1,...,n — 1} gelten:

34. ¢(i)=q:cHq) =10 = c(i) =p = e € Inz(c(i),G) C Bild C. Widerspruch!

ot

35. ¢(i) £q:c ) =022 i¢cp) = deg,e(i) "L degy (i) = degg (i) = 2.

Zu 31.: Aus n = 1 folgt p = ¢, daher tritt dieser Fall nicht ein. Sei also n > 2. Satz 5.6
auf Seite 119 liefert einen Kreis (k, K) : J,

n—1

— L. Zum Nachweis der Gradbedingung 2.

aus 5.41 sind verschiedene Fille zu untersuchen. Dazu trete der Fall n — 1 > 2 ein.

36. p = ¢(0),q = ¢(1). Es tritt der erste Fall in Satz 5.6 ein, so dass fiir (k, K) =
(,C) o (¢0, ®o) gilt: k(i) = ¢ & ¢ = ¥(p,q,V)edo(i) & cho(i) = p V coli) =
g < ¢o(i) =0 V ¢o(i) =n V ¢o(i) =1 < i e {n—1,0}. Man berechnet
fir i € {1,...,n — 2} : degy k(4) Satz 413 degq k(1) p=cl0) deg cog(i) = 2, denn

do(i) € {2,...,n—1}.

37. p = c¢(n),q = ¢(n —1). Es tritt der zweite Fall aus Satz 5.6 ein. Gemé&f den dort
verwendeten Bezeichnungen sei (k, K) = (d, D) o (¢o, ®o). Wie in 36. erhélt man
die folgende Aquivalenz: k(i) = ¢ < ¢ = ¥(p,q, V)(;lvqbg(i) = Y(p,q,V)conoo(i) <
[cbndo(@) = q] V [cdngo(i) = p] < [n—¢o(i) =n—1] V [n—¢o(i) =n] V [n—do(i) =

0] & i € {0,n — 1}. Deshalb errechnet man fiir i € {1,...,n — 2} : deg; k(i) Saty 413

dege: k(i) "2 degg ebnbo(i) = 2, denn Sncho(i) € {1,...,n — 1}.

38. 5€{l,...,n—=1} A p=c(j). Ausi € {1,...,n— 2} folgt ¢;(i) € {1,...,n —1}.
Wegen deg ¢(j) = degq p = 2 1d8t sich Satz 4.13 wie folgt anwenden:

degq co;(1) 1. aus Satz 5.6

degg c(n — ¢;(i))

Satz 4.13

=2
degy k(1) 7 '="deggs k(i) = .
=2 2. aus Satz 5.6

|

Satz 5.43 Vorgelegt sei ein orientierter Graph G, Ecken p,q und eine Kante e von G, so
dass Cp e q(G) definiert ist. Gegeben seien Wege (w, W) und (u,U) nach Cp . 4(G), die die
Bedingungen 1(a), 1(b) und 1(c) aus Satz 5.41 erfiillen. Dann gelten:

1. degq =2 oder deg; p =2 = G ist nicht topologisch einfach.
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2. deggp =1 und q¢ ¢ (Bildw U Bildu) \ (Bildw N Bildu) = G ist nicht topologisch

einfach.

3. deggq =1 und q ¢ (Bildw U Bildu) \ (Bildw N Bildu) = G ist nicht topologisch

einfach.
4. q ¢ BildwU Bildu = G ist nicht topologisch einfach.

5. q € (Bildw U Bildu) \ (Bildw N Bildu) ,degs q > 2 und deggp > 2 = G ist nicht

topologisch einfach.

6. degcp ca(@ =3 und q € Bildw N Bildu = G ist nicht topologisch einfach.

Beweis Zu 1.: Gilt deggp = 2, so lassen sich wie in 'Zu A)’ im Beweis des Satzes
5.41 die entsprechenden Wege / der entsprechende Kreis konstruieren, so dass 1. bzw. 2.
aus Satz 5.41 erfiillt wird. Tritt der Fall deg; g = 2 und deggp # 2 ein, so zieht man
den Isomorphismus (§,A) : Cpeq(G) — Cqep(G) aus Satz 4.2 auf Seite 74 heran. Dann
sind (0, A) o (w, W) und (9, A) o (u, U) Wege, die 1. aus Satz 5.41 erfiillen. Daher ist auch
Cy.e,p(G) nicht topologisch einfach. Nun kann man wie im Fall degg p = 2 vorgehen.

Zu 2.: Sei W der orientierte Teilraph von G, der aus den Ecken p,qg und der Kante e
besteht. Dann gilt G = Cp ¢ (G) UW (siehe Abbildung (a) in der Bemerkung auf Seite
168). Sei v € (Bildw U Bildu) \ (Bildw N Bild u). Satz 4.7 auf Seite 76 liefert

#*
degG v = deng,e,q(G) v+ degW v — degcp,e,q(G)ﬂW v v :q degcp,e,q(G) v = 2.

Also sind (w, W) und (u,U) Wege nach G, die die Bedingungen 1(a), 1(b) und 1(c) aus
Satz 5.41 erfiillen.

Zu 3.: Sei (0,A) : Cpeq(G) — Cqep(G) der Isomorphismus aus 4.2, (w', W') := (4,A) o
(w, W) und (u',U’) := (0, A) o (u,U). Aus der Voraussetzung ergibt sich

p=0(q) ¢ 0 ((Bildw U Bildu) \ (Bildw N Bildu)) = (Bildw' UBild«')\ (Bild w' N Bild ') .

Dabher ldsst sich 2. auf (w’, W) und (v/,U’) anwenden.
Zu 4.: Man kann 1. aus Satz 5.10 auf Seite 123 anwenden. Die so hochgehobenen Wege
(w, W), (@, U) geniigen den Bedingungen 1(a), 1(b) und 1(c) aus Satz 5.41, da sie durch
(w, W) bzw. (u,U) gegeben sind.

Satz 4.13

Zu 5.: Es gilt: 2 ' dege, . @ = deggqtdeggp—2 = 2<deggq=4—deggp <
4 —2 = 2. Mit 1. folgt die Behauptung.
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Zu 6.: Zunéchst gilt dege (@) ¢ = 2 wegen ¢ € BildwNBildu und Bild WNBildU = 0.
Man errechnet 3 > degcp,e’q(G) q = deggp + degs g — 2 > 2. Daraus folgt 5 > deggp +
degn q > 4. Gilt deg; p = 1 oder deg ¢ = 1, folgt die Behauptung aus 2. bzw. 3. An-
dernfalls ist die Ungleichung nur durch deg p, degq g € {2, 3} erfiillbar. In diesen Fillen
ergibt sich die Bauptung aus 1. O

Bemerkung  Die untenstehenden Abbildungen erldutern einige Félle aus Satz 5.43.

(a) Folgende Situationen treten in 2. bzw. 3. nicht auf.

p

(b) Die Riickrichtung in 6. gilt i.a. nicht, falls der Grad von ¢ in Cp, . 4(G) z.B. 4 ist.
q

G : Cpeq(G) -

|

Satz 5.44 Es sei (¢,C) : J), — Cpeq(G) ein Kreis, der Zweitens aus Satz 5.41 erfillt.

Dann ist G nicht topologisch einfach.

Beweis  Fiir degs p = 2 oder deg, ¢ = 2 wird wie in 1. aus Satz 5.43 geschlossen: Man
geht wie in "Zu B)’ aus Satz 5.41 vor und benutzt gegebenenfalls einen Isomorphismus
gemdf Satz 4.2 auf Seite 74. Nun trete der Fall degyp # 2 und degn ¢ # 2 ein. Seien
H := Bild(¢,C) und (i,I) : H — Cpe 4(G) die Inklusion. Es soll der Satz 4.18 auf Seite
88 zur Anwendung kommen. Dazu miissen die dort auftretenden Fille der Reihe nach
betrachtet werden:

Zu Fall A: ¢ ¢ Bildi = Bildi o c. Die Abbildung (,1) o (¢, C) ist offensichtlich ein Kreis,
da auch (7, 1) eine Inklusion ist.

Zu Fall B: g € Bildi = Bildi o c. Aus deg ¢ # 2 und der Voraussetzung 2. aus Satz
5.41 auf Seite 157 an den Kreis (¢, C) folgt ¢ = ¢(0) = ¢(n). Fiir n = 1 ist H eine
Schlaufe, daher liefert Satz 5.40 auf Seite 156 die Behauptung. Sei also n > 2. Es gilt dann
Inz(q,H) ={C(l1),C(l,)}, da (¢, C) ein Homomorphismus und (, I) eine Inklusion ist. Im

Fall B 1. ist (z,I)o(c, C) wie in Fall A ein Kreis. Im Fall B 2. gelten Bild?c.{l n—1}=
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Bildi.{l’ =1} und 7¢(0) = (q) = p = 7e(n), daher ist (7, 1) o (¢, C) ein Kreis, der
Zweitens aus Satz 5.41 erfiillt.

In Fall B 3. wird der Graph K durch Ex := Eg U {e} und Vg := Vi U {p} gegeben. Es
seien 0.B.d.A. M{(i,I) = {C(l1)} und M (i,I) = {C(l,)}. Nach Satz 4.18 auf Seite 88
(a) ist K < G. Man definiert Abbildungen (w, W) : J{ — G und (u,U) : J, — G durch
w(0) :=¢q, w(l) :==p, W(lh) :=e, U(l;) :==C(l;) fur i € {1,...,n} sowie

uli) = c(i) : ie{0,...,n—1}
p : i=mn

Zu zeigen ist, dass (w, W) und (u, U) Wege sind, die Erstens aus 5.41 erfiillen. Zunéchst
sind die beteiligten Abbildungen wegen p ¢ Bildc und p # ¢ injektiv. Wegen vgg(e) =
{p,q} = vga(e) ist (w, W) ein Homomorphismus. Die folgenden Fille zeigen, dass (u,U)

ebenfalls ein Homomorphismus ist:

o C(l;) € Ex\{C(l,)} : vgcU(li) = vgr(C(li)) = vgu(C (L)) = {c(i —1),c(i)} i#n
PQ(U) ({Z -1, Z}) = ,P2(U)V9J;L(li).

vgcU(ln) = vk (C(ln)) = P2 (¥(q,p, Vi)) vgm (C(ly))
= Py (W(g,p, Vi) ({en), e(n— 1)}) =" {e(n — 1), p}
= {u(n —1),u(n)} = Ps(wvgs, (In).

Nun miissen 1(a), 1(b) und 1(c) aus Satz 5.41 gepriift werden. Der Weg (w, W) hat aufer
w(0) und w(1) keine weiteren Ecken, daher muss 1(c) nur fir (u,U) verifiziert werden,
sofern n > 2 gilt: deg, u(i) = degg c(i) = 2 fiir s € {1,...,n — 1}. Die Bedingungen aus
1(a) und 1(b) sind wegen e ¢ BildU, Bildw = {w(0),w(1)} und w(0) = ¢ = ¢(0) = u(0),
w(1l) = p = u(n) erfillt. O

Korollar 5.45 FEs sei H ein trivalenter Graph, der aus G durch Kontraktion einer Kante

hervorgeht. Der Graph G ist genau dann topologisch einfach, wenn H es ist.

Beweis  <=: Satz 5.42 auf Seite 161.

=: Sei H = Cp ¢ 4(G) nicht topologisch einfach. Dann gibt es nach Satz 5.41 auf Seite 157
einen Kreis wie in Satz 5.44 auf Seite 168 oder Wege (w, W), (u,U) wie in Satz 5.43 auf
Seite 166. Im ersten Fall folgt die Behauptung aus Satz 5.44. Im zweiten Fall betrachtet

man die folgende Fallunterscheidung:
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1. ¢ € Bildw N Bild u P45 @ picht topologisch einfach.

2. ¢ ¢ Bildw UBildu P4 G nicht topologisch einfach.

3. ¢ € (BildwUBIildu) \ (BildwNBildu) = degy ¢ = 2. Widerspruch! O

Korollar 5.46 Der Graph H gehe aus G durch Kontraktion an einer in G zweiwertigen

Ecke hervor. Dann ist G genau dann topologisch einfach, wenn H es ist.

Beweis <«=: Satz 5.42 auf Seite 161. =>: Satz 5.43.1. auf Seite 166 und Satz 5.44 auf
Seite 168 O

5.5 Topologisch 3-zusammenhingende Graphen

Hier wird ein zu Korollar 5.46 analoges Resultat fiir topologisch 3-zusammenhéngende

Graphen bewiesen. Dies findet sich in Satz 5.49 auf Seite 171.

Definition 5.47 [23] Ein Graph G heifit topologisch 3-zusammenhidngend, wenn es

einen 3-zusammenhdngenden Graphen H gibt, so dass gilt: G = H oder G € sub(H).

Bemerkung  Offenbar ist ein orientierter Graph genau dann topologisch 3-zusammen-
héngend, wenn es der zugrundeliegende nicht-orientierte Graph ist, denn sowohl Definition
5.22 auf Seite 135 als auch Definition 5.15 auf Seite 131 héngen nicht davon ab, ob der

Graph orientiert ist. O

Satz 5.48 Sei G = (V, E, g) ein topologisch 3-zusammenhdngender Graph, fir den Vo(G) #
() gilt. Dann gibt es eine Spezielle injektive Abbildung i : Vo(G) — E sowie Ecken qi, ..., qn
von G, so dass mit xj := (pj,i(p;j),q;), j € {1,...,n} die Kontraktion Cr, 1 (G) 3-zusam-

menhdngend ist. Dabei seien pi,...,p, die Elemente von Va(G).

Beweis  Wegen V52(G) # () ist G nach Satz 5.21 auf Seite 134 nicht 3-zusammenhéngend.
Definitionsgeméif} gibt es einen Graphen H mit G € sub(H ), so dass H 3-zusammenhéng-
end ist. Seien y; := (p;,z;,q;> e Va(G)x ExV,je{l,...,m}, sodass H=Cp,, 1(G)
gilt. Es wird zunéchst gezeigt, dass Vo(G) = {p},...,p),} gilt. Die Inklusion D ist klar
nach Definition der pj.

5.23, 5.136

C: Angenommen es gibt ein = € Vo(G)\{p},...,p),} Danngilt z € V\{p},...,p,}
Vi. Fiir jedes i € {0,...,m — 1} gilt:

degc{m @) (pl)=2 fiiralle s>i+ 1. (5.24)
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Zu (5.24): Fiir ¢ = 0 gilt degc;, (@) (p.) = degqs(pl) = 2 fiir jedes s € {1,...,m} nach
Definition der pf.

t+— 14+ 1: Seis>1i+ 2. Man berechnet:

dege. ()(Ps) Py F diq

degcl—yl+1-| (G) (p,S) - / |—y’L/—‘ / /
degcf?fﬂ (G) (ps) + degC[yl“ (G) (pz+1) - 2 : ps = Qi+1

v v
= degcm @ (Ps) = 2.

Also gilt dege () (v) = dege (@) (v) fiir jedes v € Ve (g)und jedesi € {1,...,m}.
[vi] [vi-1] [vi]
Daraus ergibt sich degy(z) = degg(z) = 2, denn x € Va(G). Somit gilt © € Vo(H). Dies
ist nach Satz 5.21 ein Widerspruch zum 3-Zusammenhang von H. Damit ist Vo(G) =
{p},...,p,} bewiesen.
Insgesamt liefert nun Satz 5.34 auf Seite 150 eine Spezielle injektive Abbildung 7 :

Va(G) — E, so dass C[,,1 (G) = Cyy,.1 (G) = H gilt. O

Satz 5.49 Sei G ein Graph und Cp e 4(G) eine (p, e, q)-Kontraktion mit degg p = 2. Dann

ist G genau dann topologisch 3-zusammenhdingend, wenn Cp . 4(G) es ist.

Beweis  Der Beweis wird fiir nicht-orientierte Graphen gefiihrt.

=: Sei Vo(G) = {p1,...,pn}. Wegen p € V5(G) ist Vo(G) nicht leer. Dann gibt es gemés
Satz 5.48 auf Seite 170 eine Spezielle injektive Abbildung, so dass C,,1 (G) 3-zusammen-
hingend ist. O.B.d.A. sei p = p; (sonst wendet man Satz 5.27.3. auf Seite 139 an), so

dass
Cl—l’n.l (G) = C:L‘n,...,{l‘Q (vai(p)vql (G))

gilt. Da Cpcq(G) definiert ist, ist i(p) € Inz(p,G) = {e, f} mit e # f und p # q.
Angenommen es gilt i(p) = e. Dann muss ¢ = ¢ erfiillt sein. Nach Satz 4.13 auf Sei-
te 84 gilt dege . (@) (pi) = 2 fiir jedes i € {2,...,n}, denn deggy(p) = 2. Also ist
Cpeq(G) € sub (Crp,1 (G)), dh. Cpeg(G) ist topologisch 3-zusammenhéngend.

Falls i(p) = f gilt, gibt es eine Ecke ¢" von G, so dass C,, 47(G) definiert ist. Wie oben
ergibt sich, dass C,, ¢ (G) topologisch 3-zusammenhéngend ist. Nach Satz 4.8 auf Seite
78 ist Cpe,q(G) unorientiert isomorph zu Cp f . (G). Daher ist auch Cp . 4(G) topologisch
3-zusammenhéngend.
<: Falls Cp, ¢ 4(G) bereits 3-zusammenhéngend ist, ist wegen degg p = 2 und G € sub (Cpc 4(G))
der Graph G topologisch 3-zusammenhéngend. Ansonsten ist Cp.,(G) definitionsgeméf

eine Unterteilung eines 3-zusammenhéngenden Graphen, d.h. V5 (Cp¢,q(G)) # 0. Nach Satz
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5.48 gibt es eine Spezielle injektive Abbildung i : V5 (Cpeq(G)) — Eg,. (a), so dass die
sich daraus ergebende Kontraktion H := Cf,, 1 (Cpe,q(G)) 3-zusammenhéngend ist. Wegen
deggp =2 gilt Vo (Cpeq(G)) C Va(G), so dass G eine Unterteilung von H ist. Also ist G

topologisch 3-zusammenhéngend. a

5.6 Hinzufiigen von Wegen

Wie bereits in der Einleitung dieses Kapitels erwdhnt, werden Graphen G < H betrach-
tet, die sich um einen ,,Standardbogen unterscheiden“ (Definition 5.50). Nachdem einige
vorbereitende Lemmata (5.51 auf Seite 172, 5.52 auf Seite 173 und 5.53 auf Seite 174) abge-
handelt worden sind, ist es im Satz 5.54 auf Seite 175 das Ziel aus G und H Graphen S und
K zu erzeugen, so dass keiner der beiden Graphen Ecken vom Grad zwei hat, und S aus K
durch , Weglassen“ einer Kante hervorgeht (5.54(f)). Die entsprechenden Kontraktionen
zweiwertiger Ecken liefern fiir die Verschlingungsmoduln kommutative Diagramme wie in
(g) und (h) des Satzes 5.54. Dariiber hinaus ist der Graph K 3-zusammenhingend und
einfach, sofern G vom entsprechenden topologischen Typ ist, siehe 5.54(i). Die Aussagen

(f) bis (i) werden in Kapitel 7 ab Seite 187 bendtigt.

Definition 5.50 FEin Graph H ensteht aus einem Graphen G durch Hinzufiigen eines
Weges, wenn G ein Teilgraph von H ist und es einen Weg (d, D) : J,, — H gibt, der

(a) H =G U Bild(d, D), (b) G Bild(d, D) = ({d(0),d(n)},0,0)

erfillt. Man sagt, H ensteht aus G durch Hinzufiigen eines Weges W, wenn H aus G
durch Hinzufiigen eines Weges (d, D) : J], — H mit Bild(d, D) = W entsteht. In diesem
Zusammenhang wird die Menge Vo (G, Bild(d, D)) C Vo(G) festgelegt durch

V3 (G, Bild (d, D)) := V3(G) N Bildd.

Lemma 5.51 Sei G ein Graph und v eine Ecke von G. Dann gelten:
(a) [Sch(v,G)| < [Inz(v, G)|.

(b) |Sch(v,G)| = |Inz(v,G)| = Sch(v,G) = Inz(v,G).

Beweis  Beide Aussagen werden mit Induktion iiber die Anzahl n der Schlaufen an einer

Ecke gefiihrt. Sei dazu z eine Schlaufe an v, also x € Sch(v, G), sofern Sch(v, G) # ) gilt.
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Sei S der zu x gehorige Schlaufengraph. Dann gilt G = SU(G — {z}) und EsNEg_(; = 0.
Zu (a): n =0:0=|Sch(v,G)| < |Inz(v,G)|.

n+— n+ 1: Sei |Sch(v,G)| =n+ 1 sowie z und S wie oben. Man berechnet:

7.3

1+n = |[Sch(v,G)| s |Sch(v, S)| + |Sch(v,G — {z})| = 1+ |Sch(v,G — {z})]

v
< 14 |Inz(v, G — {z))] = |[Inz(v, S)| + [Inz(v,G — {z})| * & |Inz(v, G)|.
Zu (b):n=0:0=|Sch(v,G)| = [Inz(v,G)| = Inz(v,G) = Sch(v,G) = 0.

n+— n+1: Es gelte n +1 = |Sch(v,G)| = |Inz(v,G)|. Es seien x und S wie oben. Es

gelten:
1+n = |Sch(v,G)| "2 |Sch(v,S)| + |Sch(v,G — {z})| = 1 + |Sch(v, G — {z})],
l+n = |Inz(v,G)| "2 |Tnz(v, )| + |Tnz(v, G — {z})| = 1 + [Inz(v, G — {z})].

Daraus folgt n = |Sch(v,G — {z})| = [Inz(v,G — {z})|. Man berechnet daher:

Seh(v,G) *Z Sch(v,8) U Sch(v,G — {z}) % Sch(v, S) U Inz(v,G — {z})

4.7.1.

= Inz(v,S)UInz(v,G —{z}) Inz(v,G).

|

Lemma 5.52 Vorgelegt seien Graphen G und H. Fine Ecke v von GU H ist genau dann
in Vo(G U H) enthalten, wenn (a), (b) oder (c) gilt:

(a) veVa(G)  und degy(v) = deggnp(v).
(b) v e Va(H) und degg(v) = deggny (v).
(c) ve Vi(G)NVi(H) und deggng(v) =0.

Beweis =:Seidegqgy(v) = 2. Satz 4.7.5., S.76 liefert die folgende Fallunterscheidung:
1. Fall: [Inz(v,GU H)| =2 und |Sch(v,GU H)| = 0.

Nach 4.7.1. bzw. 3. gilt dann |[Inz(v,G)| = 2 oder |Inz(v, H)| = 2 oder |Inz(v,G)| = 1,
|[Inz(v, H)| = 1 bzw. |Sch(v,G)| = 0 und |Sch(v, H)| = 0. Mit 4.7.5. folgt deg, v = 2 oder
degy v = 2 oder deg; v = degyyv = 1. Aus 4.7.6. folgen dann die Behauptungen in (a),
(b) und (c) iiber die Grade.

2. Fall: [Inz(v,GUH)| =1 und |Sch(v,GUH)| = 1.

Nach 5.51(b) gilt Inz(v,GU H) = Sch(v,GU H) = {z}. Falls x € Inz(v,G) gilt, ist
auch x € Sch(v, G), denn andernfalls erhélt man x € Sch(v, H) \ Sch(v,G), also = ¢ Eq.
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Widerspruch! Analoges gilt, falls z € Inz(v, H) ist. Insgesamt ergibt sich daraus x € Va(QG)
oder z € Va(H).

3. Fall: |Inz(v,GUH)| =0 und |Sch(v,GU H)| = 2.

Dieser Fall tritt wegen 5.51(a) nicht ein.

<: In jedem der Fille (a), (b) und (c) lasst sich degg g (v) = 2 mit 4.7.6. berechnen. O

Lemma 5.53 Der Graph H enstehe aus G durch Hinzufiigen des Weges (d, D) : J}, — H.
(a) Eg \ Eq = BildD.
(b) Vig=Ve firn=1 und Vi \ Bild (d,{l’_“,n_lﬁ = Vg fiirn > 1.
(¢) Bild (d‘{L e 1}) C Va(H), falls n > 1 gilt.

(d) i Firn>1: Va(H) = [Va(G)\ {d(0),d(n)}] ) Bild (d‘{L e 1})
W [{d(0),d(n)} N Vi(G)].
ii. Firn=1: Va(H) = [Va(G) \ {d(0), d(m)}] 1 [{d(0), d(n)} N VA (G)] .

(e) Vo (G, Bild(d, D)) = {d(i) | i € {0,n} A d(i) € Va(G)}.
(f) Va(G) \ V2 (G, Bild(d, D)) = V(G) \ {d(0),d(n)}.

Beweis  Zur Abkiirzung sei A := Bild (d, D). Also gelten E4 = Bild D und V4 = Bild d.
Zu (a):
C:x € FEy \ Eq

D:xEEAasgg)) r¢ Eq = v € Ey\ Eg.

5.529) T € Fy.

Zu (b): Fir n > 1 gelten:

C:x € Vy\Bild <d‘{1’ e 1}) U e Ve v oa e {d0),d(n)} "L

g (i) T et m (d )

Fiir n = 1 gelten:

e Va.

Dix e Vg

D: Klar.
CizeVy=VeUVa =" Vou{d0),d1)} ™2 vg.
Zu (c): Sei j € {1,...,n — 1} und d(j) € Bildd. Der Weg (d, D) ist ein Isomorphismus

auf sein Bild, daher gilt (x) in folgender Rechnung:

(D), DU41)} = D (Inz (5, 7)) 2 Inz(d(j), A) *Z" Inz (d(j), H) \ By \ Ea)

(a) 5.50(b)

= Inz(d(y),H)\ Ec Inz(d(y),H).
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Daraus folgt d(j) € Va(H), denn D(l;) # D(lj41).
Zu (d): Nach Definition 5.50 und Lemma 5.52 gilt v € V5(H) genau dann, wenn 1., 2.
oder 3. gilt:

(b)

1. v € Va(G) A degyv =0 veVa(G) A v Bildd 'S v e Vo(@)\ {d(0),d(n)}.

2. i. Firn>1:ve Va(A) A degov=0 < veBild <d’{1 n—l})

ii. Firn=1:ve V,(A) =0 A degsv=0.
3. veVI(A)NVI(G) < wve{d0),dn)}nVi(G).

Dies liefert die behauptete Darstellung von Va(H). Offensichtlich sind die an der Vereini-
gung beteiligten Teilmengen paarweise disjunkt.

Zu (e): Dies folgt sofort aus 5.50(b).

Zu (f):

D: Dies folgt aus V» (G, Bild (d, D)) € {d(0),d(n)}.

C:

1. Fall: V5 (G, Bild (d, D)) = {d(0),d(n)}. Hier ist nichts zu zeigen.

2. Fall: V5 (G, Bild (d, D)) = {d(0)}. Daraus folgt d(n) ¢ V2(G), also gilt

V2(G)\ V2 (G, Bild (d, D)) = (Va(G) \ {d(n)}) \ {d(0)} = Va(G) \ {d(0), d(n)}.

3. Fall: V5 (G, Bild (d, D)) = {d(n)}. Analog zum 2. Fall.
4. Fall: V5 (G, Bild (d, D)) = 0. Es folgt d(0),d(n) ¢ Va(G), also errechnet man V2(G) \
V3 (G, Bild (d, D)) = Va(G) = V3(G) \ {d(0), d(n)}. .

Satz 5.54 Der Graph H entstehe aus G durch Hinzufigen eines Weges (d, D) : J}, — H.
Es sei G topologisch 3-zusammenhdngend. Beide Graphen seien orientiert und bijektiv

nummeriert. Definiere
U (G, Bild(d, D)) := Vo(G) \ V2 (G, Bild(d, D)) .
Zur Abkiirzung sei U := U (G, Bild(d, D)) = {u1,...,un} fir m € Ng. Es gelten
(a) m = |Va(G)| — |Va (G, Bild(d, D))| > 0.

(b) Wenn U nicht-leer ist, dann gibt es eine Spezielle injektive Abbildung i : U — Eg

und
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(¢) Ecken wi,...,wy, € Vg, so dass mit x; = (uj,iq(u;),w;), j € {1,...,m} gilt:
S :=Crs,,1 (G) und T := Cp,, 1 (H) sind wohldefiniert mit S < T. Falls U leer (also
m = 0) ist, definiere S := Cpy,1 (G) =G und T :=Cp,,) (H) = H.

(d) Es sei n > 1 und der Graph T aus (c) vorgelegt. Es gibt eine Spezielle injektive

Abbildung ' : Vo (J},) — Ey und Ecken wi,...,w, | € Vy, so dass mit zj :=

» Fn—1
(d(j), D (#(j)) ,w;.) € Vo(H)x EgxVi, j € {1,...,n—1} der Graph K := Cp. (T)
wohldefiniert ist. Dariiber hinaus definiere Ko :=T und K := K,,_1 firn € N.

(e) Fiir jedes j € {0,...,n — 1}, n € N, induziert die Inklusion (i,I):S — T aus (c)

Inklusionshomomorphismen (7], fj) 08— Kj.

(f) In (d) seils die laut Satz 5.26 auf Seite 138 eindeutig bestimmte Kante, die nicht
im Bild von i’ ist. Dann gilt S = K — {D(ls)}.

(9) Analog zu Satz 4.31 auf Seite 105 sei die zu G < H gehérige Inklusion durch (®, V)

und I aus (e) durch (®', ') gegeben. Dann ist folgendes Diagramm kommutativ:
v
6(G) —~ G(H)

@(xm)‘[ Io‘i)(xm)
vl
G(s) — g(1)

Dabei ist die Abbildung op (x,,) definiert durch

op (xm) = op (zm)o---oop(z1) : m>0

ein Isomorphismus.
h) Analog zu Satz 4.34 auf Seite 110 sei I_y aus (e) durch (®",9") gegeben. Dann ist
g geg

Gg(s) 5 Gg(T)

\I:"?\\ I@(znl)

g(K)
kommutativ. Dabei ist op (zn—1) definiert durch

_ op(zpn—1)o---oop(z1) : n>1
op (zn-1) := y ,
id @ n=

ein Isomorphismus.



5.6. HINZUFUGEN VON WEGEN 177

(i) Es seien G und H sowohl topologisch 3-zusammenhdingend als auch topologisch
einfach. Dann ist S topologisch 3-zusammenhdngend und topologisch einfach. Der

Graph K ist 3-zusammenhdngend und einfach.

Beweis  Zu (a): Definitionsgemas8 gilt V (G, Bild (d, D)) C V2(G). Daraus folgt |Va(G)|
> |V (G, Bild (d, D))] und

U[ = [Va(G) \ Va (G, Bild (d, D))| = [V2(G)| — [Va (G, Bild (d, D))| = 0.

Zu (b) und (c): Sei U nicht-leer. Wegen U C V5(G) ist Vo(G) nicht-leer. Da G to-
pologisch 3-zusammenhéngend ist, gibt es nach Satz 5.48 eine Spezielle injektive Ab-
bildung i : Vo(G) = {p1,...,pv} — Eg und Elemente ¢,...,q, € Vg, so dass mit
yj = (pj,i(pj),q5),J € {1,...,v} die Kontraktion Cr,, 1 (G) definiert ist. Wegen m < v

gibt es 0 € S, mit u; = py(; fitr j € {1,...,m}. Laut 5.27.3. gibt es wy,...,w, € Vg, so

7)
dass fiir 7; := (Py(j), i(Po(j)), wj) » € {1,...,v} die Gleichung Cr,, 1 (G) = Cjy,1 (G) gilt.
Definiere i : U — Eg durch ig(x) := i(z). Dann ist i eine Spezielle injektive Abbildung
mit deren Hilfe S := Cp,,,1 (G) definiert ist. Dann liefert Satz 5.28 die Wohldefiniertheit
von T':= Cp,,,1 (H) sowie S <T.

Zu (d): Sei n > 1. Satz 5.26 und Satz 5.27.3. liefern eine Spezielle injektive Abbildung
i' Vo (J;,) — Ejy, sowie Elemente wf € Vy, y; := (5,i'(j),w}) € Vo (J,) x Ejy x Vyr,j €
{1,...,n — 1}, so dass Cr,, _,7 (J;,) wohldefiniert ist. Sei z; := (d(j),D (7' (4)) ,d(w}’)) fiir
J €{1l,...,n — 1} Zu zeigen ist, dass Cf. (T) fiir jedes j € {1,...,n — 1} definiert ist.
Dies geschieht induktiv iiber j:

j = 1: Zu zeigen sind:
a) d(1),d(w!) € Vr.
b) d(1) # d(w}).
c) vgr (Di'(1)) = {d(1), d(wY)}.

Zu a) : Es gilt

Ve "2 ViU PR Vi (1(6) \ Va (6. Bild (4, D)) " TEY Vir\(Va(6) \ {d(0). d(m)})
Firse{1,...,n—1}gilt d(s) ¢ Vg nach 5.50 (b), also d(s) ¢ Va(G) D Va(G)\{d(0),d(n)},
also d(s) € Vp. Fiir s € {0,n} gilt d(s) ¢ Va(G) \ {d(0),d(n)}, also d(s) € Vr.

 d injektiv

Zu b) : Cry 1 (J,) wohldefiniert = 1#wi = d(1) # d(wy)
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(d, D) Homom.

Zu c) : Fiir m = 0 ergibt sich vgy (Di'(1)) = vgy (Di'(1)) {d(1),d(w)}.

Fiir m > 0 gilt

vgr (Dz"(l)) = Py (1/) (um,wm, Vc[zm_ﬂ(H)) o---oth(uy,w, H)) (ugH (Dz”(l)))
— 'Pg (¢ (um, Wy, Vc[zm_l_‘ (H)) 0.--0 Qp(ul, w1, H)) ({d(l), d(w/1/>})
(). dw)} -

Dabei folgt die Gleichung () aus d(s) ¢ Vao(G) \ {d(0),d(n)} =U.
J—J+1:Nach IVist Cp, ) (T) bereits definiert. Zu zeigen sind:

a) d(j +1),d(w},,) € VC[ZJ (1)
b) d(j + 1) # d(w]4).
) wae, 1y (DVG + 1)) = {d + 1) dlusly) |

J

Zu a) : Es ist Ver 1@ SOy {d(1),. .., d()}. Wie in ,Zu a)* im Fall j = 1 gilt
J

d(j +1),d(wj,,) € Vr. Da d injektiv ist, folgt d(j + 1) € Vr \ {d(1),...,d(j)}. Wegen
)] )y =V \{1,..., 5} gilt d(wj,;) € Vu\{d(1),...,d(j)}, denn d ist injektiv.
Aus Vp C Vg ergibt sich d(w}, ;) € Vr\ {d(1),...,d(j)}.

Zu b) : Cp,,, 7 (J1) wohldefiniert = j+1# w’, "B d(j+1) # d(w,,).

1/

Zu c) : Man berechnet

v9er, 1) (Di'(j +1))

(
(x <

D G+ dul))

#j

= o (a0 ) Ve o) o vt ). Vo)) (vor (D1 1)

[
[

wie bei j = 1

Py (w d(5), d(wf), Ve ] m) 0 ow(du),d(w’l’),VT)) ({d(j + 1), d(w])})

~

Dabei gilt die Gleichung (x), da d(w,),d(j + 1) ¢ {d(1),...,d(j)} aus a) bekannt ist.
Zu (e): Fiir j = 0 ist dies die Aussage aus (c¢). Sei nun j > 0. Um Satz 4.17 auf Seite 87

anwenden zu kénnen, geniigt es

1. D(i'(j)) ¢ Es, 2..d(j) & Vs

fiir jedes j € {1,...,n — 1} zu zeigen.
5.53(a)
Zu 1. B BildD C EgNBildD ¢ EgnEy\ Eq = 0.
5.53(b)

Za2.:VsnBild (dg 1)) CVenBild (d  , 1y) © VenVa\Ve=0.
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Zu (f): Nach (e) ist S ein Teilgraph von K, also bleibt zu zeigen:

1. Vs = Vi, 2. Ex \ {D(,)} = Es.
Zu 1.: Die folgende Rechnung gilt sowohl fiir U = () als auch U # (). Fiir n > 1 gilt: Vg ©
5.53(b) . 5.53(d),(e) :
02 (v (g, o)) o ()

9D Vi Fiir n = 1 gilt: Vs = Ve \U = Vir \ U = V.

Zu 2.: Fiir n € N und U # ) berechnet man:

n—1

Ex\{D(,)} °Z |(Bx\Bidic)\ |J D (7'())| \{D()}

j=1

n—1
= |Ex\ |BidiclH | D (@) | | \{D)}
j=1

(B \ (Bildic Y Bild D) | U{DW)}) \ {D()}

—  (Ey\BildD)\Bildi¢c "% Eg\Bildig = Bs.

Setzt man Bild ig := 0, falls U = () gilt, lisst sich die obige Rechnung genauso durchfiihren.
Zu (g): Fir m =0gilt S = G, T = H und op(xg) = id, daher ist in diesem Fall nichts
zu zeigen. Sei nun m > 0. Fiir jedes j € {0,...,m} gilt C, ;7 (G) (*<) Crz;1 (H) nach (c)
und Satz 5.28 auf Seite 143. Deshalb lésst sich Satz 4.31 auf Seite 105 mehrmals auf die
jeweiligen Inklusionen (*) anwenden.

Definitionsgemaf gilt U C Va(G). Nach 5.53(d),(f) ist U C Va(H) erfiillt. Fir X €
{G,H} und jedes j € {1,...,m} gilt demnach u; € V5 (C[xj,l] (X)), also ist op(x;) nach
Satz 4.29 auf Seite 103 fiir jedes solche j ein Isomorphismus.

Zu (h): Fir n = 1 gilt T = K, daher ist nichts mehr zu zeigen. Fiir n > 1 kann man Satz
4.34 wegen (e) (n — 1)-mal anwenden.

Zu (i): Da jeweils ausschliefllich an zweiwertigen Ecken kontrahiert wird, sind S und K
sowohl topologisch 3-zusammenhéngend nach Satz 5.49 auf Seite 171 als auch topologisch
einfach nach Satz 5.46 auf Seite 170.

Ein topologisch 3-zusammenhéngender Graph kann nach Definition 5.47 auf Seite 170
und Satz 5.21 auf Seite 134 keine Ecken vom Grad 1 haben, also gilt Vi(K) = (). Nun
wird V2(K) = () nachgewiesen. Sei zunéchst Vo(H) # (. Angenommen es gibt eine in K
zweiwertige Ecke x € V5(K'). Damit ergibt sich:

veVie=Vi\ (UBId (dy o, yy)) "= Vi \ Ve, (5.25)

Dabei sei Bild (d‘{L - 1}) := (), falls n = 1 gilt. Andererseits hat x in K denselben

Grad wie in H, weil nur an zweiwertigen Ecken kontrahiert wird (siehe Satz 4.13 auf Seite
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84). Demnach gilt « € Vo(H) im Widerspruch zu (5.25).

Wenn V,(H) leer ist, so gilt S = G,T = H = K, daher ist Vo(K) auch leer.

Da also K keine Ecken vom Grad 2 hat, kann K nach Definition 5.22 auf Seite 135
nicht Unterteilung eines Graphen sein. Somit liefern die Definitionen 5.38 auf Seite 156

und 5.47 auf Seite 170 die Behauptung. |



Kapitel 6

Spezielle Graphen

In den Abschnitten 6.1 bis 6.4 werden die Verschlingungsmoduln der Graphen Z,, K4, K3 3
und K3 berechnet. Dabei geniigt es, sich jeweils auf eine spezielle bijektive Nummerierung
und eine Orientierung zu beschréinken, denn der Isomorphietyp der Verschlingungsmoduln
héngt nach 2.29 auf Seite 46 und 2.32 auf Seite 49 nicht von der Wahl der Nummerie-
rung und der Orientierung ab. Dasselbe gilt nach 4.29 auf Seite 103 fiir Kontraktionen
an zweiwertigen Ecken, so dass die Ergebnisse aus 6.1 bis 6.4 in 6.5 ab Seite 186 auf (be-
liebig) orientierte bijektiv nummerierte Unterteilungen der eingangs erwéhnten Graphen
ausgedehnt werden kénnen.

Zur besseren Ubersicht werden bei Matrizen die jeweiligen Indexmengen in der ersten
Spalte und der ersten Zeile mitnotiert. Freie Pliatze sind mit 0 zu ergénzen. Die Berech-
nungen in den Beweisen zu den Sétzen 6.6 auf Seite 183 und 6.8 auf Seite 184 wurden mit

MAPLE durchgefiihrt.

6.1 Der Graph Z,

Definition 6.1 Fin Zellenkomplez, der ein Diagramm wie in Abbildung (6.1) gestattet,
(6.1)

wird mit Zy bezeichnet. Der zugehérige abstrakte Graph G (Z2) wird als Zy notiert. a

Satz 6.2 Zu dem Zellenkomplex Z3 sei eine bijektive Nummerierung (w,vy) : Za —

(Va, &2, h) mit zugehoriger Inzidenzmatriz I (Za,w,v) wie in (6.2) vorgelegt. Dann gilt

181



182 KAPITEL 6. SPEZIELLE GRAPHEN

& e,
(6.2)
Vi Vs
Beweis  Der Kern der Matrix
besteht offenbar aus ganz Z. O
Bemerkung  Wegen Z = (1) ergibt sich L, (D,vp,0) = w? 1, fur ein mittels

o (e1)7p (e2)
(wp,7p) bijektiv nummeriertes orieniertes Diagramm (D, 0) von Z. Dies entspricht der

Verschlingungszahl einer Verkettung mit zwei Komponenten, siehe [23], Example 2.3.

6.2 Der Graph K,

Definition 6.3 FEin Zellenkomplez, der ein Diagramm wie in Abbildung (6.3) gestattet,

(6.3)

wird mit Ky bezeichnet. Der zugehdorige abstrakte Graph G (Ky4) wird als K4 notiert. O

Satz 6.4 Zu dem Zellenkomplex ICy sei eine bijektive Nummerierung (w,7y) : K4 —
(V4, &, h) mit zugehiriger Inzidenzmatriz I (Ky,w,v) wie in (6.4) vorgelegt. Dann gilt

0= Kern G (g, wn)-

1 2 3 4 5 6

1/ 1 0 -1 =1 0 0
I(Kyyw,v)= 2|1 1 0 0 0 —1
0 -1 1 0 -1 0

w

e

0 0 O 1 1 1
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Beweis Die Matrix

(1,5) (2,4) (3,6)

(1,3) | -1 0 0

(1,4) 1 0 0

(2,1) 0 -1 0

(2,4) 0 1 0

(3,2) 0 0 -1

M (Ky,w,y) = (3,4) 0 0 1
(4,2) 0 1 0

(4,3) 0 -1 0

(5,1) 1 0 0

(5,2) | -1 0 0

(6,1) 0 0 -1

(6,3) 0 0 1

hat offensichtlich den Rang 3. O

Bemerkung  Der Verschlingungsmodul planarer Graphen, in denen je zwei Kreise min-
destens eine Ecke oder eine Kante gemeinsam haben, ist immer Null, siehe [23], Corollary

5.2.

6.3 Der Graph K33

Definition 6.5 FEin Zellenkomplez, der ein Diagramm wie in Abbildung (6.5) gestattet,

(6.5)

wird mit K33 bezeichnet. Der zugehdrige abstrakte Graph G (K3 3) wird als K33 notiert.

a

Satz 6.6 Zu dem Zellenkomplex K33 sei eine bijektive Nummerierung (w,~y) : Kz3 —

(Ve, &9, h) mit zugehoriger Inzidenzmatriz I := I (K33, w,v) wie in (6.6) vorgelegt. Dann

gilt
KernG ey gy = ((1,1,1,-1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, -1, -1, -1, 1,-1)7).
Vi

1 2 3 4 5 6 7 8 9 & e
111 0o 0o 0 0 -1 1 0 0 V6 Vs
2/-1 1 0 0 0O O 0 1 0

I=3 0 -1 1 0o 0o 0 0 o0 1 & & (6.6)

4/ 0 0 -1 1 0 0 -1 0 O y Vs
5/ 0 0 0 -1 1 0 0 -1 0 >
6/ 0 o 0 0 -1 1 0 0 -1 a S

\V/1
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Beweis Der Kern der Matrix

13 14 15 19|24 25 26 27|35 36 38|46 49|57|68|78 79|89
13] 1 1
14)-1 1
15 -1
16
21 -1
24 1 -1
25 -1
26 -1
31| 1 -1
32| -1 1
35 1 -1
36 -1
41 1 -1
42 -1 1
43 -1 1
46 1 -1
51 1 1

M (K373,w,"}/) = 52 -1 1
53 -1 1
54 -1 -1
62 1 1
63 -1 1
64 -1 1
65 -1 -1
72 1 1
73 -1 1
75 1 -1
76 -1 -1
81 1)1
83 1 1
84 -1 -1
86 1 -1
91 1 1
92 -1 1
94 1 -1
95 -1 -1

1
-1 -1

wirdvon (1,1,1,—1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,-1, -1, -1,1, -1)T € M (IE (K33, w,~) ,Z) er-

zeugt. O

6.4 Der Graph Kj

Definition 6.7 Ein Zellenkomplez, der ein Diagramm wie in Abbildung (6.7) gestattet,

(6.7)

wird mit K5 bezeichnet. Der zugehdorige abstrakte Graph G (Ks) wird als K5 notiert. O

Satz 6.8 Zu dem Zellenkomplex K5 sei eine bijektive Nummerierung (w,vy) : Ks —

(Vs, E10, h) mit zugehiriger Inzidenzmatriz I = I (K5, w,~y) wie in (6.8) vorgelegt. Dann
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gilt
KernG s ) = ((-1,-1,1,-1,-1,-1,-1,-1,1,1,1,—-1,1,-1,1)")..
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
111 o o o0 -1 1 0 0 o0 1
;j_ 2/t 1 0 0 0o 0 1 0 1 0
3/ 0o -1 1 0 0 -1 0 1 0 O
4/ 0 0 -1 1 0 0 -1 0 0 -1
5/ 0 0 0 -1 1 0 0 -1 -1 0
Beweis Der Kern der Matrix
13 14 18|24 25 21035 39|46|57(67 69|78|810|910
13 1 1
14 |-1 1
15 -1 -1
21 1 1
24 1 -1
25 -1 1
31 1 -1
32 | -1 1
35 1 -1
41 1 1
42 -1 1
43 -1 -1
52 1 1
53 -1 1
M(K5,w,7) = 54 -1 -1
62 1 1
64 1 -1
65 -1 -1
71 -1 1
73 -1 1
75 1 -1
81 1 1
82 -1 1
84 -1 -1
91 1 1
93 1 -1
94 -1 -1
102 1 1
10 3 -1 1
10 5 -1 -1

wird von (—1,—-1,1, -1,

zeugt.

Bemerkung

~1,-1,-1,-1,1,1,1,-1,1,—-1,1)7 € M (IE (K3, w, ) ,Z) er-

d

Die Eintrige der Tupel in den Sétzen 6.6 und 6.8 sind bei geeigneter

Nummerierung und Orientierung die Koeffizienten (-, -) in [22], §4, bzw. in [23], Example

2.4. In [17] auf den Seiten 209/210 148t sich eine &dhnliche Definition derselben Invariante

nachschlagen.
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6.5 Unterteilungen von Z;, K4, K33 und K;

Satz 6.9 Sei X € {K33, K5, Zo} nicht orientiert, T := (V, E, g) € sub(X) orientiert und
(w,v) eine bijektive Nummerierung von T. Dann gibt es ein Element t, das KernG (1, )

erzeugt.

Beweis Nach 5.34 auf Seite 150 gibt es eine Spezielle injektive Abbildung i : M — E
fiir eine geeignete Menge M C V5(T), so dass fiir die mittels ¢ definierte Kontraktion
Crzn) (T) = T" gilt: X =vT" =: (V', E, ¢'). Fiir vT" wihlt man nun eine Orientierung g"
und die Nummerierung (w”,~"”) wie in den Sétzen 6.2 auf Seite 181, 6.6 auf Seite 183 und
6.8 auf Seite 184. Damit ist 77 := (V’, E’, ¢") ein mittels (w”,~”) bijektiv nummerierter

Graph. Man erhilt folgendes Diagramm, in dem alle Abbildungen Isomorphismen sind:

2.32,5.49/2.39,5.56 4.29,5.1

» Kern G(T’,w”,’y”) — %GI‘D G(T7’LU7’Y) .

<t”> = Kern G(Tﬁﬂl}"ﬂ/”)
O

Bemerkung Die Graphen K5, K4 und K33 sind 3-zusammenhéngend und einfach,

siehe [27], Theorem IV.15., p.76, Theorem IV.17., p.78 sowie Figure IV.2.6, p.80. O



Kapitel 7

Verschlingungsmoduln
3-zusammenhingender einfacher

Graphen

In diesem Kapitel wird eine Methode vorgestellt, wie eine Basis des Verschlingungsmoduls
eines 3-zusammenhéngenden einfachen Graphen G bestimmt werden kann. Dabei wird
jedes Basiselement durch einen Teilgraphen von G induziert. Aus [25] geht hervor, dass es
geniigt, diejenigen Teilgraphen von G zu betrachten, die zu einer Unterteilung von K3 3,
K5 oder Zs (unorientiert) isomorph sind.

In den Abschnitten 7.1 und 7.2 ab Seite 188 werden Resultate aus [23] und [25] iiber
Konstruktionen 3-zusammenhéngender einfacher Graphen zusammengestellt. Diese bilden
zusammen mit der Formel fiir den Rang des Verschlingungsmoduls in [14] die Grundlage
fiir die in Abschnitt 7.3 ab Seite 195 hergeleitete Methode.

Jeder 3-zusammenhéngende Graph enthélt eine Unterteilung von Ky als Teilgraphen.
Fiigt man zu diesem eine Kante hinzu, entstehen wie in [25] verschiedene Typen von
Graphen, die in Abschnitt 7.3 fiir eine Basis benttigt werden. Diese Graphen werden in

7.2 untersucht.

7.1 Séatze von Taniyama und Shinjo

Satz 7.1 Sei G ein 3-zusammenhdngender einfacher Graph. Dann gibt es einen Teil-
graphen Go € sub(Ky) von G und eine Folge (Ji);cqo gy von Teilgraphen von G mit
JoCJ1 C--- CJy =G, so dass fir jedesi € {0,...,l} gilt:

187
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1. J; ist sowohl topologisch 3-zusammenhdngend als auch topologisch einfach,

2. J; entsteht aus Ji—1 durch Hinzufiigen eines Weges W;_1. (i # 0)

Beweis  [23], Lemma 4.1. O

Satz 7.2 Sei G = (Vg, Eg,9¢) ein 3-zusammenhdingender einfacher Graph und e € Eg,
so dass G—{e} sowohl topologisch 3-zusammenhdngend als auch topologisch einfach ist. Sei
W = ({p,q},{e}, gw) der zu e gehdrende Teilgraph von G. Dann gibt es einen Teilgraphen
Go = (Vao, Eco, 9a,) € sub(Kyq) von G —{e} mit p,q € Vg, und eine Folge (Gi);icqo . ny
von Teilgraphen von G — {e}, fir die Go C G1 C --- C G, = G — {e} gilt, so dass fir
jedes i € {0,...,n} die folgenden Aussagen 1., 2. und 3a oder 3b gelten.

1. G; ist sowohl topologisch 3-zusammenhdingend als auch topologisch einfach.
2. G; entsteht aus G;—1 durch Hinzufiigen eines Weges P;_1. (i #0)

3. (a) G;UW ist sowohl topologisch 3-zusammenhdingend als auch topologisch einfach.

(b) Git1 UW ist sowohl topologisch 3-zusammenhdngend als auch topologisch ein-

fach.
Beweis  [25], Lemma 2.6. O

Satz 7.3 Sei G = (V, E,g) ein Graph und ey,es € E nicht inzidente Kanten. Weiterhin
seien G—{e1}, G—{ea} und G —{e1, ea} sowohl topologisch 3-zusammenhdingend als auch
topologisch einfach. Dann gibt es einen Teilgraphen H von G, fiir den eine der folgenden

Aussagen gilt:

1. Der Graph H ist eine Unterteilung von Zy und die Kanten eq, es sind in verschiede-

nen Komponenten von H enthalten.

2. Der Graph H ist eine Unterteilung von K € {Ks33, K5} und die Kanten e, ey €

Ex(C Epy) sind nicht inzident in K.

Beweis  [25], Lemma 2.5. O

7.2 Hinzufiigen eines Weges an K},

Basierend auf einer Kette von Teilgraphen wie in 7.1 bzw. 7.2 fiir einen Graphen G wird in

32. auf Seite 215 der Rang des Verschlingungsmoduls von G abgeschiéitzt. Dabei muss ein
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Teilgraph von G beriicksichtigt werden, der sich nur um eine Kante von einer Unterteilung
des Graphen K, ,unterscheidet”. Die topologische Gestalt dieses Teilgraphen lésst sich
mithilfe einer Fallunterscheidung angeben, siehe [25], Seite 63, Fig.4. Da in den Beweis
von 32. die Eckengrade der zu der oben erwihnten Kante inzidenten Ecken eingehen, wird

hier der folgende graphentheoretische Satz bewiesen:

Satz 7.4 Essei G € sub(K4) und H enstehe aus G durch Hinzufiigen eines Weges (6, A) :
Ji — H mit p:=§(0),q :=06(1). Dann tritt einer der folgenden Fille ein:

1. degg(p) = degg(q) = 2.

(a) Der Graph H ist nicht topologisch einfach, und es gibt zwei verschiedene Teil-
graphen f}‘{, Tola von H, die jeweils isomorph zu einem Element aus sub(Zs)
sind.

b) Der Graph H =: T st topologisch 3-zusammenhdngend, topologisch einfach
0
und isomorph zu einem Graphen aus sub(Ks3).
¢) Der Graph H ist sowohl topologisch 3-zusammenhdingend als auch topologisch
4 potog g potog

einfach, und es gibt einen Teilgraphen folc von H, der isomorph zu einem Ele-

ment aus sub(Zz) ist.

2. degg(p) =2, degg(q) = 3.
(a) Der Graph H ist nicht topologisch einfach, und es gibt einen Teilgraphen TVOQ‘I
von H, der isomorph zu einem Element aus sub(Zz) ist.

(b) Der Graph H ist topologisch 3-zusammenhdngend und topologisch einfach.
3. degq(p) = degq(q) = 3. Der Graph H st nicht topologisch einfach.

4. degg(p) = 3, degg(q) = 2. Vertauschen der Rollen von p und q ergibt Fille 4(a)
und 4(b) genau wie in Zweitens 2(a) bzw. 2(b).

Bemerkung Je nachdem welcher Fall in Satz 7.4 eintritt, definiert man

0 : ae€{2b3,4b}
la:=9 1 : aec{lb e 2a,4a}
2 : a=1la
O

Beweis Es sei W := Bild(4,A) und H = GU W. Fiir V5(G) = 0 gilt G = Ky, also
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gibt es eine Kante A € Fx, mit gg(A4) = gk, (A) = {p,q} = P2(5) ({0,1}) = gu (A (lh)).
Daher ist H nicht einfach und es tritt 3. aus der Behauptung ein.

Ab nun sei Vo(G) = {x1,...,z,} nicht-leer. Da G € sub(K}) ist, erhdlt man K, mit-
tels einer mehrfachen Kontraktion an zweiwertigen Ecken von G. Nach Satz 5.34 lésst
sich diese Kontraktion mit Hilfe einer Speziellen injektiven Abbildung i durchfithren. Da
Vo (K4) leer ist, hat sie die Gestalt i : Vo(G) — Eq. Seien also zi,...,2], € Vg, so dass
Ky = Cpy, (G) fir y; := (:Uj,i(l‘j),l';) und j € {1,...,n} gilt.

1. Fall: deg,(p) = degg(q) = 3. Wegen V(G) = Va(G)H Vk, und p,q¢ ¢ Va(G) =
Vo(GUW) = Va(H) gilt p, q € Vk,, also gibt es eine Kante A € Eg, mit gk, (A) = {p, ¢}.
Satz 4.9 auf Seite 79 liefert L := Cr,, 1(H) 7 q ¢ ValH) Cry,)(G)UW = K, UW, deshalb gilt

A (1)
9r.(A) = gk, (A) ={p,q} = {6(0),6(1)}

= P2(6) ({0,1}) = gu (A(lh)) = gouw (A(l))

= gw (A(lh)) =g (A1) - A

Daher ist H nicht topologisch einfach, denn L enthélt die Mehrfachkanten A und A (I1).
2. Fall: degi(p) = 2, deg(q) = 3. Also ist p € Va(G) und g € Vik,. Nach Satz 5.27.3.

auf Seite 139 sei 0.B.d.A. p = x,. Fiir K := Cp,_1(G) gelten Va(K) 18,584 {zn},

Cry,_11(H) 15T W, Ex = Ex, J{i(zn)} und Vi = Vg, {zn}. Also gibt es eine
Kante A € Eg, mit Inz(zy, K) = {i(z,), A}.
1. Unterfall: Es gibt eine Kante Y € Fx mit gx(Y) = {zp,q}. Dann ist Y € {4,i(x,)}

und es gilt

9K, (A) = {Qa b} (71)

fiir ein b € Vi, , denn: Wenn Y = A gilt, so sei b diejenige Ecke aus Vi, fiir die gx (i(zy)) =
{zp, b} gilt. Dann berechnet man gg,(A4) = ¢ (2, b, Vi) g (A) = {q,b}. Fir Y = i(x,)
sei g (A) = {xn, b} und man folgert genauso gx,(A4) = ¥ (xn, ¢, Vi) g (A) = {q,b}.

Die Eckenmenge von Ky ldsst sich schreiben als Vi, = {q,b,¢c,d}. Vorgelegt seien
nun Kanten B,C,D € Fkg,, so dass gk,(B) = {b,c}, gk,(C) = {¢,d} und gg,(D) =
{d,b} gelten. Fiir X € {B,C, D} ergibt sich daraus =, ¢ grx(X), denn andernfalls ist
X € Inz(zyp, K) = {A,i(xy,)} im Widerspruch zu (7.1). Also gilt grow (X) = gx(X) =
Y (T, 7, Vie) g (X) = ge,,, (1) (X) = 9K, (X) fiir jedes X € {B,C, D}. Daher sind
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Al q
(MA):J3 — KUW  und P
(0, @) Jo = KUW A
b B C

definiert durch A\(0) = b = A(3),\(1) = ¢,\(2) = d,A (1) = B,A(ls) = C,A(l3) = D
sowie ¢(0) = p = x, = ¢(2),¢(1) = ¢, P(l1) = Y und ®(l2) = A (1) Kreise in K UW
mit C; := Bild(\,A) N Bild(¢, ®) =: Cy = (). Mittels Satz 4.18 auf Seite 88 lésst sich
ChuUly < KUW zu einem Teilgraphen fg“ von H hochheben, so dass foza € sub(Z9) gilt,
siehe Seite 195.

Dariiber hinaus ist K U W wegen

grow (Y) = gk (Y)={p,q} =P2(5) ({0,1}) = gm (A (I))
= gouw (A (I1)) = gw (A (1)) = grow (A (11))

nicht einfach, also ist H nicht topologisch einfach. Insgesamt tritt demnach 2(a) aus der
Behauptung ein.

2. Unterfall: Die Ecken ¢ und z,, sind nicht adjazent in K. Da K4 = C,, (K) 3-zusammen-
héngend und einfach ist, ist Ky gemifl Korollar 5.17 auf Seite 131 3-zusammenhingend

nach

Tutte. Mit [27], Theorem IV.16. auf Seite 77 ergibt sich,
dass K U W 3-zusammenhdngend nach Tutte ist. Wegen
[Vkuw| > |Vk,| > 4 und |Exuw| > |Ek,| > 6 ist K UW
3-zusammenhéngend und einfach nach Korollar 5.19 bzw.

Satz 5.20 auf Seite 134. Somit ist H € sub(K U W) topolo-

gisch 3-zusammenhéngend und topologisch einfach, und es

tritt der Fall 2(b) der Behauptung ein.

Vertauscht man im 2. Fall die Rollen von p und ¢, so ergeben sich jeweils die Félle 4(a)

und 4(b).

3. Fall: degq(p) = degs(q) = 2. Also sind p,q € Vo(G). Nach Satz 5.27.3. auf Seite 139
Yn—2| (G) gelten VvQ(K) = {$n,$n,1},
Cryn_o1(H) = KUW, Ex = Er, W {i(2n),i(zn-1)} und Vi = Vi, Y{zn, zn-1}. Wegen

sei 0.B.d.A. p =z, und ¢ = x,. Fiir K =

K4 = Cy, y,_,(K) ist K topologisch einfach. Der 3. Fall unterteilt sich zwei weitere Un-
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terfalle:

1. Unterfall: Es gibt eine Kante Y € E, so dass gx(Y) = {p,q} gilt. Wegen p,q €
Vo(K) gibt es X,Z € Ek, so dass Inz(p,K) = {X,Y} und Inz(q, K) = {Y,Z} mit
X # Y sowie Y # Z erfiillt ist. Es gilt auch X # Z, denn sonst ist K einfach wegen
9 (Y) ={p,q} = gx(X). Es seien nun a, b € Vi diejenigen Ecken, fiir die gx(X) = {p,a}
und gx(Z) = {q,b} gilt. Da K topologisch einfach ist, folgt a,b ¢ {p, ¢}, also a,b € Vk,.

Es gilt auch a # b, denn andernfalls berechnet man

9c,v (k) (X) = ¥(p,q,Vk) g (X) = {a,q}

= {b,a} =v(»,4,Vk) 9x(2) = gc, ., () (2).

Daraus folgt, dass Cp,y,4 (/) nicht einfach also K nicht topologisch einfach ist. Widerspruch!
Es gilt i(p) € {X,Y} und i(q) € {Y, Z}, daher gibt es genau ein U € {X,Y, Z} mit
U € Ek,. Fiir diese Kante U gilt

gK4(U) = {avb}> (72)

wie man durch folgende Fallunterscheidung feststellt:

U= Z: Es folgt i(¢) = Y,i(p) = X und

91, (U) = ¥ (p.a. Ve, ) (@, Vic)g (2) = {a, b}
U = X : Es folgt i(q) = Z,i(p) = Y und

9k, (U) = (p, b, chn_l(K)> ¥(g,b, Vi) gk (X) = {a, b}.
U =Y : Es folgt i(q) = Z,i(p) = X und

91, (U) = ¥ (1,0 Ve, 1)) $(a.b, Vie)gre(Y) = {a,b).

Die Eckenmenge von K lésst sich schreiben als Vi, = {a, b, ¢, d}. Vorgelegt seien nun Kan-
ten A, B,C,D,E € Ex, C Eg,sodass gk,(A) = {a,d}, gk, (B) = {a,c}, gk, (C) = {b,d},
gk, (D) = {c,b} und gk, (E) = {c,d} gelten. Aus (7.2) folgt dann U ¢ {A,B,C, D, E}
also p,q ¢ gr(S) fiir jedes S € {A, B,C, D, E} (denn aus S € Inz(p, K) U Inz(q, K) folgt
S =U wegen S € Fi,). Dann gilt

g (S) = gx(S) =¥ (p, 2, Ve, 10)) ¥(@s Ty, Vie)g(S) = g1, ()
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fiir jedes S € {A, B,C, D, E}. Die Homomorphismen

b
Z
Al
(WA T3 — KUW, ' c
(¢,®):J3 — KUW und X ‘
(W, V) : Jo - KUW : A g

definiert durch A(0) := A(3) := a,A(1) := ¢, A(2) := d,A(ly) := B,A(l2) :== E,A(l3) =
4,6(0) = 6(3) = b,6(1) = ¢,6(2) = d, d(l) = D,d(ly) = E,d(ls) := C,p(0) i=
P(2) == p, (1) := ¢, ¥(l1) := Y und ¥(lz) := A(l;) sind Kreise in K U W mit C; :=
Bild(A, A) N Bild(¢, ¥) =: Cp = 0 und C5 := Bild(¢, ®) N Bild(¢), ¥) =: Cy = . Die Teil-
graphen C1UCH < KUW und CoUCy < KUW lassen sich mithilfe von Satz 4.18 auf Seite
88 zu Teilgraphen TE‘{ und fol“ von H hochheben, so dass Tvi‘:’[, T&“ € sub(Zs) gilt, siehe Sei-
te 195. Wegen gxuw (Y) = g (Y) = {p,a} = gu (A (1)) = gw (A (1)) = gxuw (A (I1))
ist H nicht topologisch einfach. Insgesamt tritt deshalb 1(a) aus der Behauptung ein.

2. Unterfall: Es gibt keine Kante in E, die inzident zu p und q ist. Es sei Inz(p, K) =
{i(p), X} und Inz(q,K) = {i(q),Y}. Es gilt Inz(p, K) N Inz(q, K) = () nach Vorausset-
zung dieses Unterfalles. Dieser gliedert sich in die folgenden Fille I und II.

Fall I: Es gibt a € Vi, A € Inz(p, K),B € Inz(q, K), so dass A, B € Inz(a, K) gilt. Dann

kann a weder die Ecke p noch die Ecke ¢ sein. Also gilt a € Vi,. Zunéchst wird

a€gr,(X), a€gg,(Y) (7.3)

mithilfe folgender Fallunterscheidung nachgewiesen:
A=X: = gr(X)=gk(A) ={p,a} = ac gk, (X).
A#X: = A=ip) = gii(p) = {a,p} "B
ogk (X) = gk, (X).
B=Y: = gx(Y)=grx(B) ={q¢,a} = ac gk, (Y).
B#Y: = B=ilg) = g(i(@) = {a.a} *“ %" a € v (pal Ve, 10) ¥la.a, Vi)
ogk (Y) = g, (Y).

Die Eckenmenge von K ldsst sich schreiben als Vi, = {a,b, ¢, d}. Vorgelegt seien nun
Kanten D, E,F € Fg, C Eg, so dass gk,(D) = {b,c}, gk,(F) = {¢,d} und gk, (F) =
{d,b} gelten. Wegen (7.3) ergibt sich D, E,F' ¢ {X,Y}. Daraus folgt p,q ¢ gx(S) fur

ac ¢ (p7 a, chn(K)) ¢(q7$%717 VK)

jedes S € {D, E, F'} und man errechnet: gxuw (S) = gx(S) = ge,, ., (x)(S) = 9K, (5).

Die Homomorphismen
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A(l)

(MA):J3 — KUW  und q

(¢7(I))J3_>KUW D
b F d

definiert durch A\(0) := A(3) := b, A(1) := ¢, A(2) := d,A(ly) := D, A(lg) := E,A(l3) := F
und ¢(0) := ¢(3) := p,d(1) := a,¢(2) := q,P(l1) := A, P(l2) := B, P(l3) := A(ly) sind
Kreise in KUW mit C; := Bild(A, A)NBild(¢, ®) =: Cy = (. Der Teilgraph C1UCy < KUW
ldsst sich mithilfe von Satz 4.18 auf Seite 88 zu einem Teilgraphen T, o¢ von H hochheben,
so dass folc € sub(Zs) gilt, siehe Seite 195.

Da K4 = Cy, 4, ,(K) 3-zusammenhéngend und einfach ist und p, ¢ nach Vorausset-
zung nicht adjazent sind, ist K UW nach [27], Theorem IV.18., p. 79 3-zusammenhéngend
nach Tutte. Aus Vi, C Vxuw und Eg, C Exuw folgt zusammen mit Korollar 5.19 und
Satz 5.20 auf Seite 134, dass K U W 3-zusammenhéngend und einfach ist. Deshalb ist H

sowohl topologisch 3-zusammenhéngend als auch topologisch einfach und es tritt der Fall
1(c) der Behauptung ein.

Fall IT: Der Fall T tritt nicht ein. Dann gibt es paarweise verschiedenen Ecken a,b,c,d €
Vi, fir die gk (i(p)) = {p, a}, 9 (X) = {p, b}, 9k (i(q)) = {q¢, ¢} und gk (Y) = {q,d} gel-
ten. Also gilt Vi, = {a,b,c,d}. Seien A, B,C, D € Ef, diejenigen Kanten von Ky, fiir die
9i,(A) ={a,c}, gk, (B) = {c,b}, gk, (C) = {a,d} und gg, (D) = {b, d} gelten. Wegen

9, (X) = ¥ <p7a7 chn_l(K)> ¥(g; ¢, Vi )9k (X) = {a, b} und

9, (Y) = 9 (p, a, chn_l(K)> ¥(g, ¢, Vi) g (V) = {c,d}

Al
gilt fiir jedes S € {A,B,C,D}: S ¢ {X,Y},p,q ¢ g (5) und gg,(S) = gr(S). Man erhélt
EKUW = {A,B,C,D,X,}/, A (ll) 7Z(p)77’(Q)} und VKUW = {CL, b7 ¢, d)paq} Die Tabelle

y(A4)  v(B) (X)) v(AM) ) ~(C) AG@) ~G@) (D)

=€ =€ i=e€3 i=€4q i=E€s i=€p i=€er i—=€g i=€g
w(a) = vy 1 0 0 0 0 1 1 0 0
w(c) == vy 1 1 0 0 0 0 0 1 0
w(b) := v 0 1 1 0 0 0 0 0 1
w(p) := vy 0 0 1 1 0 0 1 0 0
w(q) = vs 0 0 0 1 1 0 0 1 0
w(d) == vg 0 0 0 0 1 1 0 0 1
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stellt die Inzidenzmatrix von K U W beziiglich einer bijektiven Nummerierung (w,~y) :
KUW — (Vs, &9, hxuw) dar. Nach Satz 1.12 auf Seite 17 zusammen mit 3. der darauffol-
genden Bemerkung und der Tabelle im Beweis von Satz 6.6 auf Seite 183 ist KUW = K3 3.
Mittels Satz 4.18 auf Seite 88 kann K U W zu einem Teilgraphen TP € sub (K3 3) von H

hochgehoben werden (siehe unten). Es tritt also der Fall 1(b) der Behauptung ein.

Hochheben der Teilgraphen mittels Satz 4.18: Fiir j € {1,...,n} sei C; := C, 1(GU
W) und Cp := GUW. Es sei C' < C; mit C € sub(Z3) U sub (K3 3) der von C; nach Cj_;
hochzuhebende Teilgraph. Dazu bezeichne (i,1) : ¢ — C; den Inklusionshomomorphis-

mus. Es gelten

Cj = C:cj,i(xj),x;. (ijl) und degcj71($j) = 2. (74)
Nach Satz 5.44 auf Seite 168 hat C; mit Cj_1 keine Schlaufen, also gilt Sch(z}, Cj) = 0.
Fiir jedes j € {1,...,n} liefert der Satz 4.13 auf Seite 84 die Gleichung

dege, (2}) = degg,_, (z}) = -+ = degg, () = degauw (¢}) > 2,

daher gilt Inz (x},C}) # (). Somit tritt einer der Fille A, B1, B2 oder B3 in Satz 4.18
auf Seite 88 ein. In den Fillen A, B1, B2 ist C' < C; vermdge der Inklusion (5, f) Tritt

B3 ein, so gibt es wegen (7.4) eine Kante A von Cj_; mit
M:fj(z,f) ={zeInz(a},C) | I(x) =z € Inz (x;,Cj_1)} C Inz(x;,Cj_1) = {i(x;), A} .

Wegen Z(xj) ¢ Ec, :L‘; € (xj,l'},VC]._l) ng_1(A) = gC](A) und ij(lal) 7& 0 gilt

M;;] (1,I) = {A}. In Satz 4.18.3d gilt daher degy(w) = ‘M;j (i,I)| +1 = 2, also ist dort

K € sub(C) wegen 3b. Deshalb ist K eine Unterteilung von Zs bzw. K33 und (E, f) :

K — Cj_1 der gesuchte Inklusionshomomorphismus. O

7.3 Konstruktion einer Basis des Verschlingungsmoduls 3-

zusammenhingender einfacher Graphen

Satz 7.5 Es sei G ein bijektiv nummerierter orientierter 3-zusammenhdngender einfacher
Graph. Dann gibt es eine Menge von Teilgraphen von G, deren Elemente Unterteilungen
von K3 3, K5 oder Zy sind und eine Basis des Verschlingungsmoduls von G induzieren. Mit-
hilfe einer Kette von Teilgraphen gemdj$ Satz 7.1 auf Seite 187 lassen sich Basiselemente

konstruieren.
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Beweis Essei Jy < -+ < Jip < Jpp1 < -+ < J; = G eine von Satz 7.1 auf Seite
187 gelieferte Kette zu G. Es wird gezeigt, wie fiir jedes k € {0,...,l — 1} eine Basis des
Verschlingungsmoduls von Ji zu einer Basis des Verschlingungsmoduls von Jy, 1 ergénzt
werden kann. Damit beschéftigt sich der gesamte Abschnitt 7.3. Dazu muss man sich auf
derartige Graphen jk und :]Vk;_|_1, von denen Jj, bzw. Ji1 Unterteilungen sind, zuriickziehen,
dass ij aus genau einer Kante mehr besteht als jk Da die jeweiligen Verschlingungs-
moduln nach Satz 4.29 auf Seite 103 isomorph sind, geniigt es eine Basisergéinzung von jk
nach ij durchzufiihren. Dabei kénnen aufgrund der speziellen Gestalt von jk und jkﬂ

die Satze 7.3 und 7.2 auf Seite 188 benutzt werden.

Unter der Annahme, dass eine derartige Basisergdnzung gelingt, wird im folgenden
Abschnitt 7.3.1 auf Seite 197 erklért, wie eine vorgelegte Basis des Verschlingungsmoduls
von Ji nach jk, ,heruntergedriickt* und die ergénzte Basis des Verschlingungsmoduls von

ij nach Jyy; wieder ,hochgehoben* werden kann.

Der Abschnitt 7.3.2 auf Seite 200 iiber die Basisergdnzung zerféllt inhaltlich in drei
Teile: Es wird eine Menge von Teilgraphen von J,; konstruiert (7.3.2.1 ab Seite 200),
aus der nach bestimmten Kriterien Elemente ausgewéhlt (7.3.2.2 ab Seite 207) und zur

Basisergénzung verwendet werden (7.3.2.3 ab Seite 217).

Abschnitt 7.3.2.1 beschiftigt sich bis 7.8.17. auf Seite 204 mit technischen Vorberei-
tungen. Dabei arbeitet man mit einer Kette fiir jk, die Satz 7.2 auf Seite 188 liefert. Auf
gewisse Unterteilungen der Graphen dieser Kette lédsst sich in 7.8.18. der Satz 7.3 anwen-
den, um die gewiinschten Kandidaten 7, zu erhalten. Diese miissen in 7.9 auf Seite 205

aus technischen Giiinden zu Teilgraphen T, von j}g+1 ,hochgehoben® werden.

Zu Beginn von 7.3.2.2 wird erldutert, was unter der Auswahl aus der Menge der Kandi-
taten zu verstehen ist. Ein Resultat aus [14] ermoglicht es, die Anzahl der zur Ergénzung
benotigten Basiselemente zu berechnen. Ziel des Abschnittes ist, diese Zahl als Kardina-

litdt einer Menge von Teilgraphen von jk_H zu interpretieren.

In Abschnitt 7.3.2.3 wird nachgewiesen, dass man so ein linear unabhéingiges Erzeu-
gendensystem des Verschlingungsmoduls von ij erhélt. Um dies zu beweisen werden
bis zu Satz 7.20 auf Seite 226 Vorbereitungen getroffen. Zu diesem Beweis sei hier auf die

Erlauterung vor Satz 7.20 hingewiesen.

Samtliche in diesem Abschnitt vorkommenden Graphen sind orientiert. Ein Teilgraph
tragt die auf seine Kanten eingeschrénkte Orientierung. Nummerierungen sind stets bijek-

tiv. Es gelten die Abkiirzungen von Seite 92. Ist w eine Eckennummerierung und v eine
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Kantennummerierung von G so sei G (G) := G (G,w,7) := Kern G g, 4)-

7.3.1 Kontraktionen zweiwertiger Ecken

Satz 7.1 liefert eine Kette Jog < J1 < -+ < Ji < Jp11 < --- < J; = G von Teilgraphen von
G mit Jy € sub(Ky) und Ji11 = JyUWy fiir jedes k € {0,...,l—1}. Nun wendet man Satz
5.54 auf Seite 175 auf Ji und Ji4q fiir k € {0,...,1— 1} an. Dabei setzt man [ > 1 voraus,
denn fiir [ = 0 ist wegen Satz 6.4 auf Seite 182 nichts zu zeigen. Hier sei U := U (Jy, W)
und I := |U|. Wie in Satz 5.54(c),(d) werden die Graphen J; := Crzy1(Jk) und Jos1 =
Crzn11(Crap)(Jr41)) definiert. Sei ¢ die Kante aus Satz 5.54(f), so dass Jei1 — {ex} =
jk gilt. Da Ji und Jg41 nach Satz 7.1 sowohl topologisch 3-zusammenhéngend als auch
topologisch einfach sind, ist Ji nach Satz 5.54(i) ebenfalls topologisch 3-zusammenhéngend
und topologisch einfach, und ij sowohl 3-zusammenhéngend als auch einfach. Nach Satz

7.2 gibt es also Kette Gp < G1 < --- < G4 = jk von Teilgraphen von :fkﬂ, so dass fiir
ie{0,...,q—1}

—

. G ist topologisch 3-zusammenhéngend und topologisch einfach,

2. Git+1 = G; U P; (Hinzufiigen eines Weges),

3. G;UW oder G;+1 UW ist topologisch 3-zusammenhéngend und topologisch einfach,
4. Viy C Vg,

gelten. Dabei ist W := ({(1, (o}, {ex}, gw) mit gw (ex) = 95,1 (ex) und (1,2 € Vg, der

zu €k gehorige Teilgraph von jk—s—h und

(d;, D;) : J!

ng

— G;UP;, =Giy1 (75)

sind fiir i € {0,...,q — 1} Wege mit Bild(d;, D;) = P;. Nun soll aus einer Basis B von
G (Ji) eine Basis By fiir G (Jgy1) konstruiert werden.

Zur Abkiirzung der Notation wird in diesem Abschnitt 7.3.1 der zu einem injektiven
Homomorphismus bijektiv nummerierter orientierter Graphen X und Y gehérige induzier-
te Homomorphismus der Verschlingungsmoduln aus Definition 2.42 auf Seite 57 stets mit
UY G (X) — G (Y) bezeichnet.

Es sei B := sub(K33) U sub(K5) U sub(Z3) und zunéchst By := {yl, . ,yNJk} #0
mit Ny, € N. Fir ¢ € {1,..., N, } seien bereits Teilgraphen T; < Jj und dazugehorige

Inklusionshomomorphismen (b;, B;) : T; — Ji gegeben, so dass
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5. T; ist isomorph zu einem Graphen aus B und
6. (t)z =G (T2) = i =Tz (t;)

gelten. Die erzeugenden Elemente t; aus 6. werden von den Sétzen 6.2 auf Seite 181, 6.6

auf Seite 183 sowie 6.8 auf Seite 184 geliefert. Es gilt also
By, = {\Iz;ﬁ; () |1<i< Njk}. (7.6)

Fiir By = () entfallen die obigen Betrachtungen. Dieser Fall tritt fiir £ = 0 ein, denn fiir
Jo € sub (Ky) gilt G (Jp) = 0 nach Satz 6.4 auf Seite 182 und Satz 4.29 auf Seite 103.
Konstruktion einer Basis Byi1: Es sei B, # (. Gemifl Satz 4.16 auf Seite 86 und
Satz 4.17 auf Seite 87 induzieren die Abbildungen (b;, B;) injektive Homomorphismen
('Ei,éi) Ty — Jp, i € {1,..., Ny }. Dabei ist T; € sub (T) Mithilfe der Abbildung i,
von Satz 5.54(b) definiert man

N(Tl) 2:{j€{1,...,f}’iJk(Uj)EETi}C{l,...,I}
und  N©(T}) := {1,..., I} \ N (T3)

fir i € {1,...,Ny. }. Wenn N (T;) := {j1,...,Js} # 0 und N°(T;) := {jst1,...,51} # 0
gilt, gibt es fiir jedes o € {1,...,I} laut Satz 5.27 auf Seite 139 Ecken 3;, € Vj, , so dass
mit

Tjo = (Wjas 1, (Wge) 5 Bja)  und

Ik = Caj,, a5, (Jk)

J = Cia’w“@isﬂ (jk) sowie T} = Cijy iy, (T;) gelten. Die Sitze 4.31 auf Seite 105 und

4.34 auf Seite 110 liefern das kommutative Diagramm:

wik
{ti)z = G (T7) : ~ G (Jk)
Top(ijs)oMo op(:icjl) Top(fcjs)ono op(ﬁ:jl)
g (T) - G (Jk) . (7.7)

. 'n /E

\IJTI; G (jk) op(j; )oroop(&j ;)

Wenn N (T;) = 0 ist, so gelten J, = J; und T, =T analog zu Satz 5.54(g) fiir m = 0.
Fiir N¢(T}) = 0 gilt J; = Ji. An den entsprechenden Stellen stehen im Diagramm (7.7)
die identischen Abbildungen. Mit ¢; := [op (#;,) 0 -+ 0 op (:%jl)]_l (t;) ist

(Wl (@) 11<i <Ny} (7.8)
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nach 6., (7.6), (7.7) und Satz 5.37 auf Seite 154 eine Basis von G (ﬂ) Da ‘Ifjf“ injektiv
k
ist, ist

By, = {\Il:;’““ o \Ilj‘]:f (E) |1<i< NJk} (7.9)
K ;

linear unabhéingig {iber Z in G (j;CH).

Fiir By = () entfallen die obigen Betrachtungen und man setzt gk := () sowie Ny, :=0.

Es sei nun gk bereits zu einem linear unabhingigen Erzeugendensystem ng = gk U

{gNJk“’ e gNjk+l} von G (,EH) erginzt worden, so dass gk+1 #* Ek gilt, und es
zu jedem j € {NJk + 1""’NJ~k+1

Inklusion (gj, EJ) T — ij mit den Eigenschaften

} einen Teilgraphen Tj < jkﬂ sowie eine zugehorige

7. ZN”J ist isomorph zu einem Graphen aus B,
~ ~ _ Fo o~
8. (tj) =9 (Ta) = U= (4)

fiir jedes j € {Njk +1,..., Nij} gibt. Da jkﬂ keine Schlaufen hat, gibt es nach Satz
4.18 auf Seite 88 fiir jeden Index j € {Njk +1,... ,Nij} Graphen T; mit T} € sub (f,)
und injektive Homomorphismen (b;, Bj) : Tj — Ji41, so dass (b;, B;) von (gj,§j> indu-

ziert wird. Betrachte fiir i € {1,..., Ny, } und j € {Njk +1,...,N= } die Abbildungen

Jrt1
vt v vy
g (1) — G (Jr) G (Jr+1) 240
N‘ N‘Cﬁ’(wl) N‘@(W)O‘fi’(znl) %‘F ) (7.10)
6(:) =9 () v (F1) 9 (%)
T; Jg T

Das linke Diagramm kommutiert nach (7.7) und Satz 5.37 auf Seite 154. Das mittlere Dia-
gramm kommutiert laut Satz 5.54(g),(h). Abhéngig von Bild(gj, EJ) liefern die Sétze 4.32
auf Seite 107 und 4.33 auf Seite 109 das rechte Diagramm. Je nachdem, welche Fille ein-
treten ist I" entweder die Identitét oder eine Komposition geeigneter op (-)-Isomorphismen.

Fiir gk+1 = gk entfallen diese Betrachtungen, ansonsten ergibt sich zusammen mit 8.
und t; ;=T (%VJ) :

6p (1) © 6 (zn1) () = W™ (1))

fiir j € {Njk +1,...,N5 } Ist By # () berechnet man

k+1

op (1) © 6p (zn1) (Fi) = W5 (i) = Wyt (t;)

7

fiir y; := \I/:;’““ o \I/%k (t:) € By und i € {1,..., Ny } mithilfe des Diagramms (7.10).
k [
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Setzt man
Ny ., = N:fk+l Bit1 # By
k+1 ° ~ ~
Ny, Brpy1 =B

ergibt sich By := {\11%’:“ (t;) |1<i< Njk+1} als Basis von G (J41), falls Ny, > 1
ist. Wenn Ny, = 0 ist, tritt der Fall § = By = ng ein. Dann gilt G (Ji4+1) = G (Ji) = 0.
Insgesamt hat Bj41 dieselbe Gestalt wie By in (7.6).

7.3.2 Basiserginzung
7.3.2.1 Konstruktion von Kandidaten

Bei den in der Uberschrift erwihnten Kandidaten handelt es sich um Teilgraphen fx von
jk+1, die fiir die Basisergénzung benutzt werden sollen. Deren Konstruktion beginnt auf
Seite 203. Zunéchst werden einige Bezeichnungen eingefiihrt. Vorgelegt sei die Kette G <
G < - <Gg= jk < jkﬂ = ijW aus 7.3.1. Es seien ¢,k € No, S := {Go, ...,Gy},
Ay = {G; € S | G, UW ist nicht topologisch 3-zusammenhéngend oder nicht topologisch
einfach} und My, := Sp \ A = {G, € S | G, UW ist topologisch 3-zusammenhéngend
und topologisch einfach}. Die Menge Mj, ist nicht leer, denn wegen ij = G, UW ist

G4 € Mj. Diese Mengen werden als
Mk = {Gjn . .,Gjmk} und Ak = {G’h? ey Giak}v fallsAk 75 @,

geschrieben. Dabei gelte ay := |Ag|, my := |My|, und fiir o < 3 seien jeweils i, < ig bzw.
Ja < js. Man sammelt Indizes von M}, in der Menge I, := {j1,...,Jm,} \ {¢} C {0,...
g — 1}. Fiir diese gilt

{1, gm0 Mg #{Gq}
Wenn I, # () ist, werden zu jedem Element x € I Graphen H, := G4 UW < jkﬂ,
dazugehorige Inklusionen (i’,I’) : Gy41 — H, und die Kompositionen (d}V', DY) :=

(i%y, IL) o (dy, Dy) definiert, siehe (7.5). Man erhilt folgendes Diagramm:

(de;Dz) (i, 1)

@V,DY):J, "5 GaUP, =Gy H,. (7.12)

Lemma 7.6 FEs sei I nicht leer. Fiir x € I gelten:

9. P, = Bild(dY, D).
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10. Der Graph H, ensteht aus G, UW durch Hinzufiigen des Weges (dY ,DV). Es gilt
H, = (G, UW)UP,.

Beweis  Zu 9.: Nach Voraussetzung gilt P, = Bild(d, D). Da ¢, und I Inklusionen
sind, und (i, I) ein Homomorphismus ist, folgt die Behauptung.

T T

Zu 10.: Man berechnet

FEy = EGGC+1UW = EGQC+1 UEw = EGI UEPI UEW

x

= Ec,uw UEp, = Eg,uw UBIA(DY)  sowie
Eg,ow NBid(DY) = (Eq, UEw)N Ep, = (Eq, 0 Bp,) U(Bw N Ep,) =" 0
x T z - > A .

4.,8.197
Wegen Viy  C Vg, gilt Vu, = Vg,,, und Vg, = Vg, U Viy. Daraus folgen:

Va,ow NBilddY = Vg, NBild(d,) = {d.(0),d.(ns)} = {dZV(O),dgV(nx)} ,
Vir, = Ve, a = Vaua UVir = Ve, UVp, UV = Vo,uw UBIld(dY).

x+1 x+1

Damit sind die Bedingungen der Definition 5.50 auf Seite 172 erfiillt. |

Es sei weiterhin I, # (). Mit Hilfe von Satz 5.26 werden Spezielle injektive Abbildungen
ip: Vo (J),.) — By,  gewidhlt, sofern V5 (J),.) # 0 (& ng > 2) gilt. Satz 5.27 liefert zu
jedem o € {1,...,n, — 1} Elemente 3, € Vi, so dass mit yo = (0,ix(0),Bs) der Graph

Clyne—11(n,) = Va(Jy,) # 0
Jn, 0 Va(Jp,) =0

Tz =

definiert ist. Der injektive Homomorphismus (dY, DY) aus (7.5) auf Seite 197 ist ein

Isomorphismus auf sein Bild und liefert daher mit z, := (dY (¢), DY (iz(c)),dY (85)),

o€{l,...,n, — 1} einen wohldefinierten Graphen
o =) CleenHa) = Va(Jn,) #0
H, : Va(Jy,)=10

sowie einen nach Satz 4.16 auf Seite 86 injektiven Homomorphismus (c?m, ﬁw) : Je — Oy
Lemma 7.7 Sei I}, nicht leer. Fiir x € Iy, gelten:

11. Jloy €{1,...,nz} 1 lo, € By \ Bild(iy).

12. c€{l,...;00, — 1} = iz(0) =1y, oc€{0g,....,np — 1} = iz(0) =lpt1.

13. Jo = ({0,n2},{lo, }, 97,) mit vgz,(ls,) = {0,na}.

14. 0, =G, UWU C[an—l] (Pr)
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15. Wy = Cp.,,, () = ({&7(0), & (ne)}, D} (lo,)} gw,) mit vgw, (D} (Io,)) =
{d¥ (0),d}Y (nz)}-

Mithilfe von 11. lassen sich Kanten e, := DY (l,,) € Eg, eindeutig auszeichnen. Fiir

diese Kanten e, und die Kante ¢, von W gilt:

16. Die Graphen O, — {e,}, O, — {ez,ex} und O, — {ex} sind sowohl topologisch 3-
zusammenhdngend als auch topologisch einfach.

Beweis  Sei zunichst n, = 1. Dann ist 0, = 1 in 11., 7, = J{ in 13., Crz1(Pr) Def. P,

Wy = P, in 15. und ©, = H, = G, UW U W, in 14. Fiir die Aussagen 11. bis 15. gelte

nun n, > 2 als zusétzliche Voraussetzung.

Zu 11.: iy injektiv = [Bild(iy)| = ny — 1 < ny = )EJ;LI = o, : 1, ¢ Bild(iy).
Zu 12.: Beweis der zweiten Aussage: Da i, eine Spezielle injektive Abbildung ist, gilt
iz(0z) € {loy,lo,+1}. Aus 11. folgt daher iy(0;) = ls,+1. Also muss fiir jedes 0 > o,
gelten : iz(0) € {lp,los1} = {in(0 — 1), loi1} " iy(0) = Ly 1.

Die erste Aussage von 12. beweist man analog. Vergleiche die Abbildung auf Seite 219.

Zu 13.: Fiir die Kanten- bzw. Eckenmenge von 7, gilt:

Ez, = Ey \{iz(ne—1),....0(1)} = {lo,},

Vi, = VJ;LZ \{n,—1,...,1} ={0,n,}.

Mithilfe von 12. erhélt man y, = (0,1,,0) fir o € {1,...,0, — 1} und y» = (0,lo41,0 + 1)

fir o € {04,...,n, — 1}. Daher berechnet man

vgr (o)) = Po (¢ (nw . 1’”m’VCrynm_2w<Jaz>) oot (ax,ax 41, Vc(y%_ﬂ(%z))
ot) (am —1,0, Vc[y%_ﬂ(]éz» 0.0 (1,0, V%)) ({op — 1,04))

= {ng,O0}.

Zu 14.: Seio € {1,...,ny — 1}.

a) DWi,(0) € Ep, \ Eq,uw, denn: DViy (o) € Bild(DW) & Ep, > 2" B\ Eq,

E Ep =0
W2 =0 pWi (o) € Bp, \ (Ec, U Ew).

Wi Vi
b) d¥ (o) € Vp, \ Va,uw, denn nach 2., S.197. gilt: d¥ (o) € Vo, , \ Ve, =

T

Wegen a) und b), lisst sich Satz 4.9 auf Seite 79 anwenden:

10. 4.9
0, = sznm—ﬂ (Hm) = C[znx—l]((Gz U W) U Pz) = G, UWu C(anc_l] (Px)
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Zu 15.: Man berechnet:

W inj.
Bw., = Ep \DY (Bild(i,)) % DV (EJAZ) \ DY (Bild(i,)) " 2 ™

x

Vi, = Ve \{d @, d e =0} B (v, )\l (Vg \ {0,n})

I LW (0),dY ()}

DW (la'z) ’

Die Abbildung (@, DY) : J. — Bild(d¥, DY) = P, induziert (Jﬁ/ , DV ) s Ty — W
laut Satz 4.16 auf Seite 86 und es gilt:

vaw, (DY (15.)) = vaw, (D (1s,)) = P2 (d ) 0 vgz,, (o) = {d (0),d (ns)} .

Zu 16.: Fiir n, > 1 gelten:

a) O, — {e;} P g, — {DY (I5,)} 15 Gy UW. Wegen z € I}, ist G € My, daher

ist G U W sowohl topologisch 3-zusammenhéngend als auch topologisch einfach.

b) ©; — {es, e} 1445 G.. Da G, € S ein Graph der vorgelegten Kette ist, ist er

topologisch 3-zusammenhéngend und topologisch einfach.

14. 15. 4.9
C) O, — {Ek} = G,UW, = G, UC[anil] (Px) = C(anil] (Gx U Px) = C[anfl] (GgH_l).
Da G471 € Sk topologisch 3-zusammenhéngend und topologisch einfach ist, gilt dies

nach Satz 5.46 auf Seite 170 und 5.49 auf Seite 171 auch fiir Cr,, _1(Gz11)-
|

Nun wird die Konstruktion von gewissen Inklusionshomomorphismen (Ez, Ex) : fx — H,,
die sich als geeignet fiir die Basisergénzung heraustellen werden, vorbereitet. Dazu definiert

man die Menge
X = {(Gxan-i—l) € Sk X Sk | G, € M N Gx+1 S Mk} (713)

und, falls X # (), eine Abbildung

v X — {P,]0<i<q—1,P aus2.,5.197}
(nyGx—i-l) — P,

Dartiberhinaus bené6tigt man eine Teilmenge

C:=

{PeBild(y) |G VR V GEVR} + X £ (7.14)
X

0

Il
= =
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des Bildes von v und eine dazugehorige Abbildung

d: Bild(y)\C — Es .

(7.15)
P, = Ex

sofern Bild(y) \ C # 0 ist. Dabei sind die Elemente ¢, die in Lemma 7.7 auf Seite 201
definierten Kanten. Die Abbildung ¢ ist wohldefiniert, denn P, € Bild(y) impliziert « € I,
gemif der Definition von X. Falls X = () ist, seien Bild~y := @) und Bild§ := (). Wenn
Bild(y) \ C = 0 gilt, sei Bild d := 0.

Lemma 7.8 FEs sei x € I, # 0 und €, € Bild(5) # 0. Dann gelten:
17. Wy N W = 0.

18. Es gibt einen Graphen T, der isomorph zu einem Element der Menge B auf Seite
197 ist, und Inklusionen (by, By) : Ty — Oy, so dass Ty, €, und €y, eine der folgenden

Aussagen erfillen:

(a) Ist T,, € sub(Zs3), so sind €, und € in verschiedenen Komponenten von T,

enthalten.

(b) Ist T, € sub(K), K € {K5, K33}, so sind e5,€¢, € Ex C Eq, nicht inzident in
K.

Beweis Zu 17.:
a) Ew, NEw 2 {e,} N{ex} =0, denn e, = DV (I,,,) e Ep, CEj und ¢y ¢ Ey .
b) Da G471 aus G, durch Hinzufiigen des Weges (d,, D,) ensteht, gilt
Ve, N Ve, = {d(0).d) (n:)} = Viy,. (7.16)

. 7.16
Selé(Px):Ex: Px¢0 = Clﬁész A\ CQ%VPI(:>) C1¢VWI VAN €2¢VWI =
Viw NV, = 0.

Zu 18.: Wegen 16. und 17. lasst sich Satz 7.3 auf Seite 188 anwenden. |

Es sei z € I und e, € Bild(d). Die in 18. gefundenen Homomorphismen werden jetzt
zu injektiven Homomorphismen (Ex,§$> : fx — H, hochgehoben. Gilt n, = 1, so ist
©., = H, und man definiert T, v = T,. Andernfalls kann man B3. des Satzes 4.18 auf Seite
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88 mehrmals hintereinander anwenden. Der resultierende Graph T, = (VfT,EiD, gﬁ) ist
gegeben durch
ng—1 ng—1
Ey = | J{DViz()}, Vo= J AV ()}, B =B, UE,, Vg =V, UV, (7.17)
I=1 =1
gr.(¢) : c€ Br \{e}
sowie gz (c) := (dY x dYf) 91, ((ng)fl (c)) . c€E,
(@ xd) g, (o) + c=eo=D; (lo,)

Lemma 7.9 Es sei x € Iy, €, € Bild(0) und n, > 2. Es gelten:
19. Er, NE, =0, Vi, NV, =0, 97, ist wohldefiniert.

20. Es gibt einen Inklusionshomomorphismus (gw, Ew) : fT — H,.

21. T, = Cp, (1)
22. Die Abbildung (b, By) aus 18. wird durch (Ex,§z> induziert.
23. Ve € Ep, = E, U{e,} - vgz () Nvgg (ex) = 0.

Beweis Zu 19.: Laut 7.6, 7.7, 7.8 gelten E7, C Eg, U Ew U Ey, und Ex = Ep, \
{e,}. Daraus folgt Ep, N E, C <EGw N Ez> U (EW N Em> U (Eww N Ez) = (. Genauso
erreicht man V, NV, € Vo N (Ve UViy UVip,) = 0, denn V, = Vp, \ {d}¥(0),d}Y (ny)}.
Wegen gz, (c) € Vi, x Vi, C Vg x Vg, d¥(0) € Vo C Vg fiir 0 € {1,...,n, — 1} und
d¥ (0),d"¥ (n,) & Vv, & Vr, ist g7 : By — Vg x Vg eine wohldefinierte Abbildung.

Zu 20.:

a) Bz CEy, :c€Bp = c€Br, VceEp \{e) &

Ep,\{e} "B c€ B, UBw U Bp, "2 By

c€ Eg, UEwUEy, U
~ W W 77,78
b) Vi C Vg, :veVz = veVp VveVp\ {d}V(0),dY (ny)} "=

Vo, U Vi UViy, UVp, \ {2 (0),d¥ (n,)} "5 v e Vo, UVip U VR, "2 vy

T

Die Inklusion (5,,3, §x> ist ein Homomorphismus, denn fiir alle ¢ € Ez gilt g7 (c) = g, (c):
1.Fall: c € Ep, \ {e;}. Es gilt

(Br \{eaD) N Ep, = (B, \{e}) N (BaUfes})

= ((Br.\{e) N E) U((Br \ {eh) 0 {ech) 2 0.
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Daher gilt (%) in folgender Rechnung;:

Def. 7.8.18.

97 (c) gr.(c) g.(¢) = ga,owuw, ()

= (*) 7.6
= gaow(©) 2 gaowur,(©) 2 gu, (c).

2.Fall: ¢ € E,. Sei ¢ = DVi, (o) fiir ein o € {1,...,n, — 1}. Da DY injektiv ist, gilt also
iz(0) = (D;;V)_1 (¢). Man berechnet:

) (7.12), $.200 )
gm,(¢) = gu, Dy iz(0) =TT (4 xdy) g, (ia())

(d¥ > d¥) g, ((PF)71(0)) P g7 (o)

3.Fall: c = ¢, = DY (l,,). Dann gilt:

Zu 21.: Zunichst gelten EC(anﬂ(:Fx) = Bz \E; = Er, und chznz,ﬂ(ic) =Vy \Vo =V,
nach 19.; S.205. Der injektive Homomorphismus (gx, §x> aus 20., S.205 induziert mittels

14., 5.201

Satz 4.16 auf Seite 86 einen Homomorphismus sznrﬂ(fx) — Cr,. 1 (Hz) O,

bestehend aus Inklusionsabbildungen. Also gilt

18., $.204

g, (c) 90.(¢) = e, @)

fiir alle c € B, .

Zu 22.: Da bz,gw, B, und B, Inklusionen sind, gilt by (c) = ¢ = Bx (c) fir allec € Vp, C sz
und B,(c) = ¢ = By(c) fiir alle ¢ € By, C Eg .

Zu 23.: Zuniichst gilt ¢ € E, U{e,} = Ep, nach 7.6.9. auf Seite 200. Man errechnet:

20., S.205 10., 5.201

a) vgz () vgn, (¢x) vgw (er) = {C1, G2} -

b) vgz (¢) 2 vgu,(c) = vgp,(c) € P2 (Vp,).

C) {417C2} € VGO = (1,2 ¢ VGrc+1 \VGO ) VGac+1 \VGI = VPz \ {d;c/v(o)?dgv(nx)} =
(1, G & Ve, \ {d) (0),d3) () } -

17., S.204 15., $.202

d) 0 {¢1, Gy N {dY(0),dY (na)} -

vaw (ex) Nvgw, (€z)

Aus c) und d) folgt (1,2 & Vp,. Daher gilt vgz (c) Nvgr, (ex) = 0 wegen a) und b). O
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7.3.2.2 Auswahl aus der Menge der Kandidaten

Da nun die Kanditaten fm aus 20., S.205 konstruiert sind, muss untersucht werden, wieviele
und welche von diesen zur Basisergénzung verwendet werden kénnen. Dazu wird ein Re-
sultat aus [14] iber den Rang des Verschlingungsmoduls 3-zusammenhéngender Graphen
herangezogen (siehe Satz 7.13 auf Seite 214). Damit wird in 31. auf Seite 215 die Differenz
der Rénge von G <jk) und G (ij) berechnet. Aussage 32. liefert wie folgt eine Menge
von Kandidaten, die sich als die gesuchte Menge von Teilgraphen zur Basisergéinzung her-
ausstellen wird: Man betrachtet die Graphen Tﬁ aus Satz 7.4 auf Seite 189 zusammen mit
denjenigen Tvx, fir die €, im Bild von § enthalten ist. Wie man an 31. erkennt, spielt der
Eckengrad von (7 und (2 ein Rolle. Daher miissen diesbeziiglich Vorbereitungen getroffen

werden. Sei weiterhin die Menge C' aus (7.14) auf Seite 203 vorgelegt. Gegeben seien
Clla) ={PeC |l €VPpaw}, aec{l,2} und
Y ={(Gi,Giy1) € Sp x Si | Gi € M, N Giy1 € A N i€{0,...,¢q—1}}.  (7.18)
Lemma 7.10 Seii € {0,...,q— 1}. Es gelten:
24. C(C1)NC(G) =0 , C)UC(¢)=C.
25. Giy1 € Ay, = Vp NV ={G,(}-
26. (Gi,Giy1) & X N (Gi,Giy1) €Y = Vp NV = 0.

27, degy (Ca) = doggy(Ca) + 14+ [0 + Y] . ae{L,2).

Beweis Zu 24.: C((1) N C(¢2) = 0 : Fiir C(¢1) = 0 oder C({2) = 0 ist die Aussa-
ge richtig. Angenommen es gibt ein P, € C({2) N C(¢1). Daraus folgt (1,2 € Vp,aw =
Vp, N Viy C Vp, im Widerspruch zur Konsequenz aus ¢) und d) im Beweis zu 7.9.23.
C(¢G1)UC(¢2) = C : Wegen Vi = {(1, (2} folgt dies aus der Definition von C und C((a).
Zu 25.: Es sei G;4+1 UW nicht topologisch einfach oder nicht topologisch 3-zusammenhéng-
end. Dem Beweis der Aussage durch eine Fallunterscheidung werden die Betrachtungen a)
bis d) vorangestellt:

8) Vo (Girt UW) "R 1 (GG} 7Y V(G \ {di(0). () Va(P)]\
{¢1, ¢} 1o 8197 Va(Gi)\{di(0),d;(n;), 1, C2} i) Va(P;). Diese Mengen werden nun geschrie-

ben als:

{ul, . ,uk} = %(GZ) \ {di(O),di(ni),Cl,Cg}, {wl, . ,wl} = ‘/Q(B)

Dabei sind k,l € Ny die jeweiligen Kardinalitditen der Mengen. Damit gilt insbesondere
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uj & Vp, fiir j € {1,...,k} und w; ¢ Vg, fiir j € {1,...,1}.
b) Da G; topologisch 3-zusammenhéngend ist, gibt es, falls k£ > 1 ist, nach Satz 5.48 und
5.27.3. eine Spezielle injektive Abbildung ¢’ : {u1,...,uy} — Eg, und Ecken u},...,u) €
Va,, so dass mit z; := (uj,i’(uj),u;-), j €{1,...,k} der Graph Cr,,q (G;) wohldefiniert
ist.

Wegen P, = J,’“ gibt es, sofern [ > 1 gilt, nach Satz 5.26 und 5.27 eine Spezielle
injektive Abbildung i : {w1,...,w;} — Ep, und Ecken w}, ..., w; € Vp,, so dass mit y; :=
<wj,i”(wj),w;> ,j € {1,...,1} der Graph Cry (P;) definiert ist. Wenn V3 (Git1 UW)

nicht-leer ist (= k£ > 1 oder [ > 1), definiere i : V5 (Gi41 UW) — Eg, ,uw durch
i'(z)  xe{un,...,u}
i"(x) : xe{w,...,w}

Wegen Eq,,,ow = Eq, |t Ep, |} Ew ist i eine Spezielle injektive Abbildung.
c) Mit den Elementen z;,y; aus b) ist der Graph

Conrrggn (Gia UW) 2 € (G UCH, () UW kol > 1

[ Copyon (Gig1 UW) © Cray (G))UPUW : k>1,1=0
] e Guw) 2 Giuen, (PyUW 1> 1,k=0
GiUFRBUW : k=1=0

wohldefiniert, denn: die drei Graphen, die jeweils rechts von ® stehen, haben paarweise

N

disjunkte Kantenmengen, daher ist jeweils die Vereinigung dieser Graphen wohldefiniert.

(*:) wohldefiniert. Satz 4.9 auf Seite

Aus diesem Grund sind auch die Graphen links von
79 liefert dann die Gleichheiten bei (x).
Um ab jetzt die fiir k£ und [ eintretenden Félle simultan behandeln zu kénnen, miissen

die folgenden Abkiirzungen festgelegt werden:

C$k7"'7x17y1»~~-7y1 (X) : kal Z 1
Ck,l(X) = Kooy 1( )

Cypyn (X) : k=0,0>1

X c k=1=0

d) Analog zu 15. auf Seite 202 sei W; := Cy,.._y, (P;) = Co(F;). Es gilt Vi, = {d;(0), d;(n;)},
By, ={ei} und {d(0),di(n:)} = vaw, (&:) = vgu ().

1. Fall: G;+1 U W nicht topologisch einfach. Nach Satz 5.46 auf Seite 170 ist daher der
Graph H aus c) nicht topologisch einfach. Da nach Konstruktion Va(H) = () gilt, ist H



7.3. KONSTRUKTION EINER BASIS DES VERSCHLINGUNGSMODULS 209

definitionsgem&f nicht einfach. Angenommen es gibt eine Schlaufe f von H. Ist f eine
Kante von Cj; (Giy1) < H, so ist Gy nicht topologisch einfach im Widerspruch zu den
Eigenschaften der vorgelegten Kette. Also ist f Kante von W, das heifit f = ¢ ist ei-
ne Schlaufe. Widerspruch! Daher gibt es keine Schlaufen in H, sondern Mehrfachkanten
¢,d mit vgg(c) = vgu(d). Sind ¢,d Kanten von Cj;(Giy1), so ist Gi41 nicht topologisch
einfach. Widerspruch! Sei daher 0.B.d.A. ¢ Kante von Cj ;(Gi41) D Cr,o(Gi) UW; und d
Kante von W, also d = €. Dann folgt vgr(c) = vy (d) = {1, (2}
Angenommen es gilt ¢ € E¢, (g,)- Dann berechnet man

4

©

Ve, o(cuw)(€) vge, o(cyuw (¢) = vgu(c) = {C1, G2}

= vgwl(er) = vge, o(cuw (k) = vge, o(cow) (€k)-
In C0(G; UW) sind daher ¢ und €, Mehrfachkanten und deshalb ist G; U W nicht topo-
logisch einfach. Also ist sowohl GG; € Ay als auch G4 ch. Aj. Dies ist ein Widerspruch
zur Eigenschaft 3. der Kette auf Seite 197. Deshalb muss ¢ eine Kante von W; sein, d.h.

¢ = g¢;. Man berechnet

d)
{C1. G2t = vgn(c) = vgu(ei) = {di(0),di(n:)} -
Daraus folgt Vi C Vpi, also {Cl, CQ} =Vw = Vpi N V.
2. Fall: G;;1 U W nicht topologisch 3-zusammenhéngend. Es wird gezeigt : {(1, (2} #
Ve, N Viy = Giy1 UW topologisch 3-zusammenhéngend.
Unterfall A: (;,(2 € V2 (Gi+1). Aus a) in den Vorbetrachtungen geht
Va (Gigr) = {un, -} H{wr, o G G} (7.19)
hervor. Sei i : V3 (Giy1) — Eg,,, eine Spezielle injektive Abbildung geméfl Satz 5.48. Es
gibt
zj = (uj,i(uj),uf),j € {1,... k}, falls k > 1,
yj = (wj,z'(wj),w;-) yj€A{L,...,1}, fallsl > 1, sowie
21 = (CZ;“C?)) Cé) und 22 = (Cla Z(Cl)a Ci) )
wie in c¢), so dass L := C,, 5, (S) mit S := Ci; (Gj41) definiert ist. Da G411 topologisch
3-zusammenhiingend und topologisch einfach ist, folgt wie im Beweis zu 5.54(i), dass L
3-zusammenhingend und einfach ist, denn V(L) = 0. Nach Satz 4.13 auf Seite 84 gilt
degg(Ca) = degg,,, (Ca) = 2 filr a € {1, 2}, daher existieren ro € Eg, so dass
S =Cry (Git1) e Cr0(Gi) UCou(F;) 4 Cro(Gi) UW;  und (7.20)

Inz (Co, S) ={i(Ca), o}t fir ae{1,2} (7.21)
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gelten.
Unterfall A1: Inz((1,5) N Inz((2,5) # 0. Dann gibt es f € Eg mit vgs(f) = {¢1,(}-

Angenommen es gilt f € Eyy,, also f = ¢;. Man berechnet

{1, G} = vgs(f) = vgs(ei) = vaw, (&) L {d:(0),di(ns)} Vp,

im Widerspruch zur Voraussetzung. Daher muss f Kante von Co(G;) sein. Wegen

Ve, ocuw () = vge, o) (f) = vgs(f) = {C1, &} = vae, ocoyow (€k)

sind f und e, Mehrfachkanten in Cy, o(G;) UW E Cro(G; UW), also ist G; UW nicht topo-
logisch einfach. Nun erzwingt die Bedingung 3. von Seite 197 an die Kette, dass G;41 UW
topologisch 3-zusammenhéngend ist.

Unterfall A2: Inz((1,S5) N Inz((2,S) = 0. Die Kanten 71,79 sind nach Voraussetzung
dieses Unterfalles in dem wegen Satz 5.17 auf Seite 131 nach Tutte 3-zusammenh#ngenden
Graphen L verschieden, deshalb ist SUW nach [27], Theorem IV.18., Seite 79 3-zusammen-
héngend nach Tutte. Laut Korollar 5.19 auf Seite 134 ist daher SUW 3-zusammenhéngend,
denn 4 < |Vg,| < [Vsuw|. Wegen SUW = Cp, 1 (Gip1) UW = Cp (G UW) ist G UW
topologisch 3-zusammenhéngend.

Unterfall B: (» € Va(Gi11),(1 ¢ Va(Git1). Aus a) in den Vorbetrachtungen geht

Va (Giy1) = {u1,...,ug} t"J{wb o wr} L‘H{@}

hervor. Analog zum Unterfall A seien L := C,, (Cri(Git1), S = Cro(G;) U W; und
Inz((a,S) = {i((2), 2} definiert.

Unterfall B1: Inz(¢1,S) N Inz(¢2,S) # 0. Man argumentiert exakt wie im Unterfall A1.
Unterfall B2: Inz((1,5) N Inz(¢2,S) = 0. Sei v € Eg, so dass vgs(re) = {(2,v'} gilt.

Auflerdem ergibt sich vgg (i(¢2)) = {(2, ¢4} aus der Definition von z;. Daraus erhilt man

G ¢ {¢,v'}, denn:
1) G =v = ry € Inz(¢i,S) N Inz(Ca, S). Widerspruch!
2) (1= = i(G) € Inz(¢1, S) N Inz(Ca, S). Widerspruch!
Also gilt
G ¢ {0, G} = v (($(Ca, G2y BL) X ¥(Ga, G5, EL)) g5(r2)) = vgu(ra)-

Da L 3-zusammenhéngend und einfach ist, folgt mit [27], Theorem IV.16., Seite 77, dass
SUW = Cio(Giy1 UW) 3-zusammenhéngend und somit G;11 U W topologisch 3-zusam-

menhéngend ist.
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Unterfall C: (1,(2 ¢ Vo(Gi+1). Aus a) in den Vorbetrachtungen geht

Vo (Gigr) = {un, . up} {wn, . wy}

hervor. Wie im Unterfall A sei S := Cp1(Gi+1) = Cr,o(Gi) U W; definiert.

Unterfall C1: Inz((1,S) N Inz((2, S) # 0. Man argumentiert wie im Unterfall A1.
Unterfall C2: Inz((1,S) N Inz(¢2,S) = 0. Es folgt sofort, dass ¢; und {3 in S nicht
adjazent sind. Da S 3-zusammenhéngend und einfach ist, ist S UW 3-zusammenhéngend
nach [27], Theorem IV.11., Seite 74. Daher ist G;+1 UW topologisch 3-zusammenhéngend.
Unterfall D: (; € Va(G,11),(2 ¢ Va(Git1). Man vertauscht im Unterfall B die Rollen
von (7 und (5.

Zu 26.: Aus der Voraussetzung folgt G; € Ay und G;y1 € M. Angenommen es gilt
Ve, NViy # 0. O.B.d.A. sei (; = d;(0) € Vp, N Viy. Dabei seien (d;, D;) die Wege aus (7.5)
auf Seite 197.

1. Fall: ¢ > 1. Nach 25. gilt Vp,_, N Vi = {(1,2}. Sei 0.B.d.A. (1 = di—1(0) sowie
Co = di—1(ni—1).

1. Unterfall: d; (n;) € Vp,_,. Dann gibt esein j € {0,...,n;—1} mit d;_1(j) = d;(n;). Man
definiert einen Weg (d', D) : J; — G;t1 durch d'(0) = d;—1(0) fiir o € {0,...,;j} und
D' (l,) :== D;—1 (ly) fiir o € {1,...,7 — 1}. Somit erfiillen die Wege (d’, D') und (d;, D;)
die Bedingungen aus Satz 5.41 auf Seite 157. Also ist GG;;1 nicht topologisch einfach. Wi-
derspruch!

2. Unterfall: d;(n;) ¢ Vp,_,. Man definiert einen Weg (d',D’) : J{ — Git1 UW durch
d'(0) := (1, d'(1) := (o und D’ (I1) := €. Fasst man den Weg (d;_1, D;—1) als Weg nach
Giy1 UW auf, so erfiillen (d', D’) und (d;—1, D;—1) die Bedingungen aus Satz 5.41. Daher
ist Gj+1 U W nicht topologisch einfach, also G;11 € Ag. Widerspruch!

2. Fall: ¢ = 0. Wegen Gy € A, ist Go U W nicht topologisch einfach. Daher gibt es Wege
(w1, W1) und (d—1, D_1), die die Bedingungen aus Satz 5.41 erfiillen. Da G als Untertei-
lung von K4 tpologisch einfach ist, muss die Kante €, von W entweder im Bild von W;
oder im Bild von D_; enthalten sein. Sei 0.B.d.A. ¢; € Bild Wy. Da degg (1) > 3
und degg,uw (¢2) > 3 nach 4.7.6. auf Seite 76 gelten, muss der Weg (w1, W1) die Ge-
stalt (w1, W7) : J| — W haben. Also gilt {d_1(0),d_1 (n_1)} = {(1, 2} fiir den Weg
(d-1,D_1) : J),_, — Go. Man definiert nun P_; := Bild (d_1,D_1) < Go < Go UW und
beweist die Behauptung wie im ersten Fall nur fiir ¢ = 0.

Zu 27.: Zunichst gebe es P; € C ((a). Wegen (o € Vi, ist (o € {dV(0),d!V (n;)}. Also gilt
degp, (Ca) = 1, denn dXV ist injektiv. Fiir ein Element (G;, Giy1) € Y gilt G411 = G; U P,
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und P; ¢ C C Bildy wegen Giy1 € Ag. Aus 25. folgt degp, ((») = 1. Betrachte nun den

Teilgraphen

U =GoUWu |J B U U P < J
FieCCa) (ie{0,....q—1}]
(Gi,Giy1) €Y}

Fiir diesen gilt Inz (Ca, <7k+1) = Inz ((a,Uy), denn:
DiceInz(Ca,Uy) = (o €vgy,(c) = ngkﬂ(c) = ce€Inz (Ca, ij).
C: Sei ¢ € Inz (Ca,(ﬁH). Da ¢ Kante von jkﬂ ist, ist ¢ € Eg, oder ¢ € Ey oder
ce Ep fureini € {0,...,¢—1}. In den ersten beiden Fillen folgt sofort ¢ € Inz ({4, Ua).
Andernfalls ergibt sich: ¢ € Ep, N Inz <Ca,jk+1) = (o € ngkﬂ(c) = vgp(c) =
Vo, NViy # 0 2 (Gi,Gip1) € X oder (Gi,Giy1) €Y = P, € C(Cy) oder Y # 0
= P,<U, = c€ Ey, = vgy,(c) = ngkﬂ(c) 3 (e = c€1Inz(Ca,Uy).

Da Ji41 einfach ist, folgt Sch (Ca, Us) C Sch ((a, jk+1> = (). Mit Satz 4.7.5. auf Seite
76 ergibt sich nun degjk+l (Ca) = degy, (Ca). Die Graphen Go, W, P, ..., P;_1 haben
paarweise disjunkte Kantenmengen, da sie der vorgelegten Kette entnommen sind. Satz

4.7.8. liefert

degy, (Go) = degg, (Ga) +dogy (Ga) + > degp (G)+ > degp, ()
PieC(Ca) {ief{o,....q—1}]
A (Gi,Giy1) €Y}
= degg, (Ca) +1+1C (Ca)l + Y]

|

Um in Lemma 7.12 die Kardinalzahl der Menge X aus (7.13) auf Seite 203 abzuschétzen,

wird zuerst ein Hilfslemma bewiesen:

Lemma 7.11 Vorgelegt sei z := (20, ...,2) € {0,1}97! mit ¢ € Ny und (2;, 2i41) # (0,0)
fir jedes i € {0,...,q — 1}. Fir die Mengen L := {z; | 0 < i < ¢ N z = 0} und
Z:={(zi,2i+1) | 0<i < q A z; = zi41 =1} gilt :
q—2|L| : zp=2z=1
|Z| = qg+1-=2|L| : zp=1-z
q+2—-2|L] : zp=2=0
Beweis 1. Fall: ¢ = 0. In diesem Fall ist Z = (). Fiir 2z = 0 gilt ¢+2—2|L| = 0+2-2 =
0 = |Z]| und fiir zo = 1 ergibt sich ¢ — 2|L| =0—-0=|Z].
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2. Fall: ¢ > 1. Sei K := {z; € {20,...,%} | z: = 1}. Nach Voraussetzung ist K # (). Mittels
zi~zp e Vse{min{i,j},...,max{i,j}}: 2z, =1

wird eine Aquivalenzrelation auf K erklirt. Sei n := )K /N‘ und (2], ..., [2,] die paarweise

. n
verschiedenen Aquivalenzklassen. Daraus ergibt sich |Z] = 3 ( ‘ [zij” —1). Ausg+1-—
1

j=
IL| = |K| = Y |[2,]| folgt somit |Z| = |K| —n=q+1—|L| —n. Aus (z;,zi4+1) # (0,0)
=1

]_
ergeben sich die folgenden Félle:
b) 20=1-2; = n=|L| = [Z]|=q+1—|L|—|L| =q+1-2[L|

c) 20=2¢=0=>n=|L-1= |Z|=q+1—-|L|—|L|+1=q+2-2|L|

Lemma 7.12 Fir die Mengen X, Y aus (7.13) bzw. (7.18) gelten

v = ar : Go € My und |X| = q—2a, : Goye€ M
ar—1 : Goe€ A, q+1—2a, : GoeE A
Beweis  Sei zuniichst Y = (). Daraus ergibt sich A, = (), also ay = 0, fiir Gy € M}, sowie
A = {Go}, also ax, = 1, falls Gy € Ay gilt. Sei nun Y # (). Dann ist auch Ag \ {Go} # 0.
Definiere eine Abbildung f : Y — Ay durch (G;, Giy1) — Git1.
1. Fall: Gy € Mj. Definiere eine Abbildung g : Ay — Y durch G; — (G;_1,G;). Diese
Abbildung ist wohldefiniert, denn Gy ¢ Ap und G;,—1 € M} wegen 3. auf Seite 197.
Man berechnet ¢f(G;, Git1) = 9(Git1) = (Gi, Git1) fir (Gi,Gip1) € Y und fg(G;) =
f(Gi—1,G;) = G, fiir G; € Ag. Daher gilt |Ag| = |Y].
2. Fall: Gy € Aj. Definiere eine Abbildung g : A; \ {Go} — Y durch G; — (Gi-1,G)).
Wie im 1. Fall erkennt man, dass g wohldefiniert und bijektiv ist. Daraus folgt |Y| =
|Ax \ {Go}| = ar, — 1.
Zum Beweis der zweiten Gleichung ordnet man der Menge Sj wie folgt ein Element

2= (20,...,2) € {0,1}97! zu:
0 : G;e A
1 : G;e M

fir ¢ € {0,...,q}. Dann gilt z, = 1. Fir Gy € M}, gilt dann zp = 1 und mit 7.11 folgt

die Behauptung, denn dort gilt in diesem Zusammenhang |Ay| = |L| = a; und | X| = |Z].
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Andernfalls ist zp = 0, wenn G € Ay, ist. Die Ungleichung | X| = ¢ + 1 — 2a;, ergibt sich

wieder aus 7.11. O

Um in 31. die Anzahl der zur Basiserginzung bendtigten Elemente zu bestimmen wird

Theorem 3.1. aus [14] verwendet:

Satz 7.13 Es sei Z ein eindimensionaler Zellenkomplex, G (Z) der zugehdérige abstrakte
Graph und ( :=Rang(H1(Z;7Z)). Wenn G(Z) 3-zusammenhingend und einfach ist, gilt

2 Rang(L(2)) = 4 B+ 4|22| — Y (deggz) ()
vEZy

Beweis  [14], Theorem 3.1. O
Lemma 7.14 Sei G = (V, E,g) ein topologisch 3-zusammenhdingender und topologisch
einfacher bijektiv nummerierter Graph und g = |E| — |V|+ 1. Es gilt

2 - Rang(G (G)) = B& + Ba + 4|E| — Z(degc(v))Q-
veV

Beweis  Fiir V5(G) # 0 sei ¢ : Vo(G) — E eine Spezielle injektive Abbildung gemés
Satz 5.48. Der Graph H = (Vg, Ex, gi) gehe aus G durch Kontraktionen an den Ecken
aus V5(G) hervor. Wenn Vo(G) = 0 ist, sei H := G. Da Vo(H) = ) gilt, ist H nach
5.46 auf Seite 170 und 5.49 auf Seite 171 3-zusammenhéngend und einfach. Nun sei ein

zusammenhéingender eindimensionaler Zellenkomplex Z vorgelegt, so dass H = G(Z2) gilt.

Aus
a) B =Rang(H1(Z;Z)) = Rang (Ho (2;Z))-x(Z) = 1=(|20] — [21]) = |Z1|—|Z0|+1,
b) Zo=Vu =V \Va(G) und Z;=Ey=FE\i(Va(G))

folgt S = [E| = |V +1 = |21 + [i (Va(@))| = | 20| = Va(@)[ + 1" =" |Z1] — |Z9| +1 = 5.
Deshalb lasst sich

2 - Rang (Kern G¢) 129, 5108 4 Rang (Kern G ) STET0 4. Rang (L(Z))
7.13, S.214
=70 B4 B+4121] - ) (degy(v))?
VEZ)
b
L B+ BB —AA@ - Y (degu(v)
veV\Va2(G)
4.13, S.84
=7 Bet+Be B —4R(G) = Y (degg(v))?
veV\V2(G)

B8+ B +AIE| = 4[Va(G) = | Y (degg(v)” = D (deg(v))?

veV veVL(G)

= B& + Ba + 4| E| — 4|Va(G)| + 4[Va(G) = ) (degg(v))”
veV
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berechnen. O
Lemma 7.15 Es gelten:
28. ﬁjk+1 = ﬁjk + 1.
29. deg (Ca) = ez (Ca) = 1 fiir o € {1,2}, degs_ (v) = dess, (v) fir v ¢ {G1, Go}.
30. 5jk =3+q.
31. Dy := Rang (g (jk+1)) — Rang (g (ﬁ;)) =5+q-— degjk(Cl) - degjk(<2)~

32. Dy — |Bildd| —to = 0, wobei o € {la, 1b, 1c,2a,2b, 3,4a,4b} und t,, die Zahl aus der

Bemerkung auf Seite 189 ist, je nachdem welcher Fall o dort eintritt.

Beweis Zu 28.: Wegen Jj, = J11 — {e} gilt Ejk-+1 = Ej; U {€r} und ijH =V5.

- ‘VJMI T1= ’Ejk‘ Tl ‘ij‘ +1=p67 +1.
Zu 29.: Aus Ji 1 = JpUW erhilt man degij(Ca) = deg; (Ca)+degy (Ca) = degy (Ca)+
1 aus Satz 4.7.6. auf Seite 76. Fiir v ¢ Viy = {(1, (2} gilt definitionsgemaf degy (v) = 0.

Daraus folgt ﬁij = ’Eij

Zu 30.: Da G eine Unterteilung von Ky ist, gibt es, sofern Vo(Gg) nicht-leer ist, wie zu
Beginn des Beweises von Satz 7.4 eine Spezielle injektive Abbildung i : Vo(Go) — Eg,, so
dass Fg, = Fg, \ Bildi und Vi, = Vg, \ Va(Go) gelten. Wenn Va(Gy) leer ist, sei hier
formal Bildi := (). Daraus ergibt sich 8g, = |Eg,| — |[Va,| + 1 = |Ex,| + |i (Va(Go))| —
Vig,| = [Va(Go)| +1 =6 —4+1 = 3. Fiir ¢ > 1und i € {0,...,q — 1} gilt: G471 =
GiUP = fa, = |Ba| = Ve |+1=1Ee|+ni—(Val+ (ni - 1)) +1= 6 +1 =
BGi — Bao = lilﬂgs —Ba,., =i+1 = P, =Ba, +i+1=3+(i+1). Firi+1=gq
liefert diese Fo;:r:nlel die Behauptung 5, = Bae, =3 +q.

Zu 31.: Man errechnet:

2 (rane 0 (7)) s (5 (7))

7.14 2 _ _ _ _nR2 _p. _ -
- ﬂjk_‘_l - ﬁjk+1 +4 ’EJkJrl Z ( & (v)> 6Jk IBJk 4 ’EJk‘
UEij+1

+ Z (degjk (v)) ’

UEVJk

(85 + 1)2 + 85, +1+4|E5 | +4- <degjk+l(41))2 + (degjkﬂ(@))z

FR (g 0) |l T (s )

veVy,

v E ij+1

ANV # (L0 # G



216 VERSCHLINGUNGSMODULN 3-ZUSHGD. EINFACHER GRAPHEN

5L 1285 + 1405 +1+4 ’Ejk’ +4-6% - B; —4’Ejk( + 3 (degjk(v)>2
veVy
_ [ (degjk(ﬁ) + 1)2 + <degjk(§2) + 1)2 + Z (degjk(v)>2]
veVy
Av#CLv# G

= 205 +6—2degz (¢1) —2degz (¢2) —1-1

= 205 +4- 2degjk(C1) - 2degjk(§2) 30 5 (5 +q-— degjk(g“l) — degjk(gg)> .

Zu 32.: Zunichst sei Bildy \ C' # (). Dann ist auch X # 0, und es folgt |Bildd| =
|Bild | — |C| = | X| — |C|, da sowohl ~ als auch § injektiv sind. Mit 31. ergibt sich:

Dy, — [Bildé| = 5+ ¢—degz (C1) —degz (¢2) — | X[+ [C] (7.22)
L 54q- (degz, () —1) = (degz () —1) = |X|+]C]

= T+g—degy (G)—degy (G)—|X[+[C]=: 11

Nun werden die Fille « € {1a, 1b, 1¢, 2a, 2b, 3, 4a, 4b} nacheinander untersucht:
Fall 1a: Hier gilt Gy € Ag.

7.4, 5.189

t1 —tia th—2=5+q—degz (Q)—degy  (C2) —[X|+]|C]

27., S.207
= 5+q—-3—-[C(Q)|—Y]-3-[C(Q)]—[Y]-[X]+]|C]

7.12, S.213, 24., S.207
= —1+4q—|C|+]|C|—2(ax —1) —q+2a,, —1=0.

Fall 1b: Hier gilt Gy € M.

7.4, 8.189
t1 =t = t1 —1=06+q—degz (C1)—degz (C2)—|X[+][C]

27.,24. 12

g—2Y|—|X|"F q—2ar —q+2a = 0.

Fall 1c: Hier gilt Gg € M}, und wie im Fal 1b berechnet man ¢t; — t;. =¢; — 1 = 0.
Fall 2a/4a: Es gilt Gy € Ag.

7.4, 5.189

t1 —taq = tr =1 =06+¢—degz (C1)—degz  (C2) —|X[+][C]
T2 6t 2y - X 14 g—2ar—1)—q+2a—1=0.
Fall 2b/4b: Es gilt Gy € M.
7.4, 5.189 27.24.
ty —top = 1 = g2l - |X]
7.12

= q— 2ar — q+ 2a; = 0.
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Fall 3: Hier gilt Gy € Ag.

7.4, S.189 27.,24.

t, — t3 1 7T—8+4+q—2|Y|—|X|

2 4 g—20ay—1)—q+2a—1=0.

Nun sei Bild v\ C' = . Definitionsgem#8 gilt Bild § = (). Wenn C = Bild v # 0 gilt, so folgt
X # 0 und | X| = |Bildv| = |C], also |Bild §| = 0 = | X|—|C|. Daher lisst sich genauso wie
oben schlieflen, denn die Gleichung (7.22) bleibt auch in diesem Zusammenhang giiltig.
Ist hingegen Bildy = (), so miissen auch X und C' leer sein. Es gilt wieder |Bildy| =0 =

|X| — |C| und man argumentiert wie oben, denn in 7.12 ist auch X = {) erlaubt. O

7.3.2.3 Die Auswahl induziert eine Basis

Aus I, werden nun falls moglich gewisse Elemente ausgew&dhlt und in der Menge

~ D X=0
I, = (7.23)
{r el | P,eBildy)\C} : X #0

gesammelt. Diese kann leer sein, auch wenn X # () ist. Falls X nicht leer ist, lésst sie sich

durch

I, = {2€{0,...,¢—1} | G UW und G4, UW sind sowohl
topologisch einfach als auch topologisch (7.24)

3-zusammenhingend A (1 ¢ Vp, A (2 ¢ Vp,}

charakterisieren.
Im Satz 7.20 auf Seite 226 wird I, verwendet, um eine Basisergéinzung durchzufiihren.
Vorab miissen dazu, je nachdem ob I, leer ist oder nicht, Vorbereitungen beziiglich der

Nummerierungen getroffen werden.

1. Fall: I # 0. Es sei Iy = {21,...,@m} C Iy, m € N mit z; < x; fiir i < j. Fiir
G e {ﬂ,ijrl,fxi,Hxi,Txi}, i € {1,...,m} seien bijektive Nummerierungen (wg,vg)
vorgelegt. Nach Satz 2.29.4. auf Seite 46 héngt der Isomorphietyp eines Verschlingungs-
moduls nicht von der Wahl einer bijektiven Nummerierung ab. Im folgenden wird erldutert,
wie

—>€’E | und 7, By — 8|Ef1|

Vs P BT ’

Jk+1

firi € {1,...,m} ausgewéhlt werden sollen. Dazu definiert man mithilfe der n,, aus (7.12)
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auf Seite 200 zunichst Zahlen
i—1
b(i,j) :zQ—i—j—{—ana fir 1<i<m und 0<j<n, —1, (7.25)

o=1

die sich vermoge der Tabelle
(i, 7)
bii ) ‘ 2 3 o ngt+l ng+2-ngtngtlngtng,+2 -

(170) (131) (1anx1 - 1) (2’0) (Qynxz - 1) (330)

veranschaulichen lassen. Fiir Vi und vz sollen nun
Ty

,.Yj’kﬁ»l (fk;) =eq, ’YTIZ (ek) = e,
Vs (€2:) = €p(3,0)5 7, (€;) := ea, (7.26)
’leﬁ_l (D:L/Ijlacz (])) = €p(i,5) ’}/ﬁbi (D;’/E/sz (])) = ej42

gelten. Dabeiseien1 <¢ <mund 1 < j < n,,—1. AuBerdem sind D;f‘; , iz, die Abbildungen
sowie €,, = DK_/ (l%i) die eindeutig definierte Kante aus Lemma 7.7 auf Seite 201, und
er, die Kante des Graphen W von Seite 197. Fiir das grofite Element by,ax aller b(i, j) aus
(7.25) gilt

bmax 7= max {b; ;) [ 1 <1 <m,0<j <ng, —1} = bn, —1)-

Mithilfe dieser Zahl sei die Einschrankung

’yjk_;'_l : EGO - {ebmax+1’ tt ebmax"!"EGO ‘} (727)

Eqg,
auf die Kanten des Teilgraphen Gy < jkﬂ festgelegt. Auf allen anderen Kanten ist keine
spezielle Festlegung von Vir und 7, notwendig.

Wie gewohnt werden nun einige Bezeichnungen beziiglich der Nummerierungen be-
reitgestellt. Nach (7.17) auf Seite 205 gibt es Inklusionen I?:CZ : Er,, — Eﬁi fiir jedes
i€{l,...,m}. In dem Diagramm (*) von (7.28) sei Z,, := V5, © K, o <7Tzi)71 gegeben

durch eine Bijektion

@Ei;{1,...,\ET%|}H{1,...,\% |}\{3,...,nmi+1}.

Wegen E,, 19 5205 Ez \ Er,, und (7.26) ist &, wohldefiniert. Wenn ng, = 1 ist, ist
Txi = T, und [N(xl die Identitét. Es gelte also =, (ej) := ee,.(j) fir e; € €|ETxi E Dariiber
hinaus seien beziiglich den Inklusionen
<7796¢7 Exz) : Tvxl — H,,  die Abbildung anl in 2.1 auf Seite 27 gegeben durch  (Ag;;0s,),
(’z;i, f/xl) cHy, — J~k+1 die Abbildung f/xz in 2.1 auf Seite 27 gegeben durch  (Ag;; A\z,),

(ﬁ, ]5) T — jk+1 die Abbildung Pin 2.1 auf Seite 27 gegeben durch  (II;7),
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so dass das folgende Diagramm kommutativ ist:

Ky R Ly, D
ETxi — ETmi — EH:c — Ejk+1 ‘L Ji
3
VTz; \ ) Tz, J YHz; l VTt J VT, { . (7.28)
| 2 u € LI
Elor, | = ez, | = Elpa, | = Yms |~ ClEg |

2. Fall: fk = (). Vorgelegt seien bijektive Nummerierungen (wg,vqg) fir G € {jk, ij}.
Wie im rechten Diagramm von (7.28) sei P durch (II, 7) gegeben und es gelte Vi (ex) :=

e1. Dariiber hinaus sei die Einschrinkung (7.27) mit byax := 1 gegeben.

Satz 7.16 Es sei x € I # 0. Fiir ny aus (7.12) auf Seite 200 und o, aus 7.7.11. auf
Seite 201 gelte o, € {1,...,ngy} und ny > 2 in 34. bis 37. Es gelten die Aussagen:

33 p(&1(1),61(2)) € IE(Ty) und p(1,2) € TE(T,).

. 0p €2, . m} = gz (7%; (eml)) Nvgs (7;; (62)) = {dV (0, — 1)}

95. 05 € {1 ... np — 1} = vop (7%; (e%+2)) Nvgs (7%; (eQ)) = {dV (0,)}.

36. 0, >3,0 € {1,...,00 — 2} = vgz (7%11 (eg+2)> Nvgs (7%11 (ea+3)) = {dV (o)}

87 05 < g — 2,0 € {0a,...,n0 =2} = Vg7 (’y%l (ea+2)> Nvyz (fy%l (60'+3)> =
{d¥ (e +1)}.

Bemerkung  Die untenstehende Abbildung illustriert die Aussagen von Satz 7.16.

0 1 o — 1 O o +1 Ny — 1 Ny
o ————O - ---0 @ L @ ®----06—©
Il iz (02 — 1) lo, iz (02) iz (0z+1) ln,

1 1 1 1 1 1
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
v v v v v v
€3 €op+1 €2 €oy,+2 €o,+3 Cnz+1

Hier wird J), zusammen mit der Speziellen injektiven Abbildung i, veranschaulicht. Die

vertikalen Pfeile symbolisieren die Einschréinkung der Nummerierung vz auf P.

Beweis  Zu 33.: Es gelten v, (¢;) (729) 215 (e2) (7.26) €e-1(9) SOWie Y, (€x) (7.25)

. 7.26 17., S.204 _ _
=2 1fyi: (ex) (7.26) €e-1(1)- Aus vgr, (ex)Nvgr, (€x) =""" () folgt daher p (51 L(2),¢; 1(1))

€ IE (T}). Mithilfe von Lemma 4.21.1. auf Seite 94 gilt p (£:6, (1), &£, 1(2)) = p(1,2) €
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IE(T,).
Zu 34.: Aus (7.26) folgt 77 (DYiz (03 — 1)) = €5,41 und V7, (DY (ls,)) = e2. Man

berechnet

VY7, (7%: (%ﬁl)) Nvys, (’Y%: (62))
= vgz (DY i (02 — 1)) Nvgz (DY (Io,))
2 g, (DYis (00 = 1) Nvga, (DY ()
v (dy xdy) gn, (iz (0w — 1) N (dy xd) g5 (o)
B (@ ) dY) g (lee—1) N (dY < dY) g5 (Io,)

= {d¥ (0, —1),dY (0, —2)} N {dY (04),d) (0, — 1)} = {d) (6, —1)}.

(7.12), $.200

Zu 35.: Analog zu 34. wird folgende Rechnung durchgefiihrt:

V97 (7;21 (eaz+2)) Nvgz (7;11 (62))

= V9H, (Dzvzx (sz)) N {dgv (02) ,dZV (02 — 1)}

12., S.201
=7 w(d) xd)) g, Uops) N{d) (o), dy (0, —1)}
= {dYV (o, +1),d) (o)} N {dY (02),dY (0. — 1)} = {dY (02)}.
Zu 36. und 37.: Diese Aussagen lassen sich genauso wie 34. bzw. 35. nachweisen. O

Nach 21. auf Seite 205 geht T, aus ic durch Kontraktion der in H, zweiwertigen Ecken
d¥ (o), o € {1,...,n; — 1} hervor. Definiert man
N op (zn,) 0 oop(21) @ mg =2
b (n, 1) = , ,
idgr,y + ng=1
so induzieren die Kontraktionen zusammen mit den unteren Abbildungen im Diagramm
(7.28) die Homomorphismen
Hy I Tet1
Aj’(znz— ~ (6I)~E z) - ﬂ—:f ~
G (1,52 () —= G (H,) Vi (Fes1) = () - (7.29)
Wie 6. auf Seite 198 sei t, gemif 6.9 auf Seite 186 ein erzeugendes Element von G (13),
also (tz), g (T) = Z. Dessen Bild unter dem Isomorphismus op (zy,—1) wird mit

ty := 0p (2n,—1) (tz) bezeichnet.

Satz 7.17 Es seix € Iy £ (. Wie in 7.16 auf Seite 219 sei o, € {1,...,n,} vorgelegt. Es

gelten:

38. =1.

(ta) (e .62 @)
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39. | (B2) | = 1
40.mp 22 0 o e{l e =1} = |(@) 0,4 =1

Beweis Zu 38.: Laut 18. auf Seite 204 gibt es einen Graphen K € {K33, K5, Zo},
so dass T, € sub(K) gilt. In diesem Zusammenhang betrachtet man das kommutative

Diagramm

Fy
Eyxy — E7,

€l = i, |

e (7.30)

wobei (wg,vk) eine bijektive Nummerierung von K, F, eine Inklusion und =, = Y1, ©
F, oy durch eine injektive Abbildung & {1,...,|Ek|} = {1,...,|E7,|} gegeben ist.
Diese induziert mittels 4.24 auf Seite 96 einen Isomorphismus op : G (K) — G (Ty). Sei
tx :=op ! (t;). GemiB 18. auf Seite 204 sind die Kanten ¢, ¢, € Ex C E7, nicht inzident
in K. Aus

(7.30) ~ (7.26), (7.28) ~

—_——

k(@) = Eln(e) =T E) (%;%U)Zeé;l&;l(l) und

(7.30) ~_ (7.26), (7.28) ~_
e 2 B @) TS B (egr)) =g

folgt daher

() E e 1) 5_15_1(2))‘ — 1 mithilfe von 6.2 auf Seite 181, 6.6 auf Scite 183,
6.8 auf Seite 184. Man berechnet nun

4.28, S.lOOﬁLQQ, S.103 1 ~ _
((tx)p(gg;l(l),g;l@))‘ = ’(Op (tx))p((f;%;l(l),g;lg;l(2))‘
= ‘(tK)p(fglf;l(1>,€;1£;1(2))‘ =1
Zu 39.:
~ 4.28,4.29 | - 1 38.
‘(tz)pa,z)‘ = ‘Op(znrl) (tx)p(@:l(l),s;l(z))’ - ‘(t“)p(&l(l)é;l(?))‘ - L

Zu 40.: Zunichst gilt:

ce{l,....,ng—1} = DYi(0)ecE,
23., 5.205 ‘
= )= VgTID;/V (iz(0)) Nvggz (ex)
(7.26), S.218 _ _
= vgg ('yfl (6a+2)> Nvgs, <’Y:;: (61))

T

(7.31)

= p(l,0+2) € IE(T,).

1. Fall: o, > 3.
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(7.31)

7.31
(a) oe{l,....,0,—2} = 0<n,—1l,0+1<n,—1 =

~ | 36. und 4.27.1., S.100
IE(T,) "™ "=

p(l,0+2),p(l,0 +3) €

‘(?x)p(ww)‘ = ‘(gx)p(l,a+3)"

(7.31)

(1, 0p +1) € TE(TS)

34., 33. und 4.27.1., S.100 39. ing
(b) 0 —1<n;—1 i 1—‘( ‘:

) (1.2
[Cop—

Aus (a) und (b) ergibt sich
1= ‘(%)p(lﬁ)‘ = ‘(%Vx)p(lyo)) fir alle o€ {3,...,0, +1}. (7.32)

1. Unterfall: 0, = n,. Hier ist (7.32) bereits die Behauptung.

2. Unterfall: 0, < n, — 2.

(c) o€{ogy....,nz =2} = o<my—1l,o+1<mn,—1 (7ﬁ>1) p(l,o0+2),p(l,0+3) €
~ 37.und 4.27.1., S.100 | ~ ~
1B(T,) " [C TN S (S I
(@) op < np—2 < ny— 1 (7£>1) p(L,os+2) € IE(fx) 35., 3. und 4271, S100 39

te) p(1,00t2)|

Aus (¢) und (d) erhélt man 1 = ‘(ft;)p(lja)’ fir alle 0 € {0, +2,...,n; + 1}. Zusammen
mit (7.32) ergibt sich die Behauptung.

3. Unterfall: o, = n, — 1. Mit (7.31) folgt daraus p (1,0, +2) € IE(T,), also 1 2
‘(tNx)p(L2)’ = ’(Zx)p(l,nﬁl)’ mit 35., 33. und 4.27.1. Zusammen mit (7.32) folgt die Be-
hauptung.

2. Fall: 0, = 2. Aus 33., 34., (7.31) und 4.27.1. erhélt man

1% ’@’)pu,a)‘ - ‘<t~$)p<1,3)‘ . (7.33)

1. Unterfall: 0, < n, — 2.

1)

73 7. und 4.27.1., S.
(e)UE{Jx:2,...7nx—2}(:> 37. und 4.27.1., 5.100

p(1,0 +2),p(1,0 +3) € IE(T,)

‘ (gr)p(1,a+2) ‘ - ’ (tw)p(1,a+3) ‘ .

35., 33. und 4.27.1., S.100 39. -~ "t
() 1<o,=2<n,—2<n,—1 = V2 (@) | = | ) 00|

Aus (e) und (f) folgt 1 = ’(E’C)p(l,a)’ fir alle 0 € {4,...,ny + 1}. Zusammen mit (7.33)
ergibt sich die Behauptung.

2. Unterfall: 0, = n, — 1. Daraus folgt n, + 1 = 4. Auch hier gilt (f) und daher mit
(7.33) die Behauptung.

3. Unterfall: 0, = n, = 2. Wegen n, + 1 = 3 ist geméf (7.33) nichts mehr zu zeigen.
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3. Fall: 0, = 1.

~+

1. Unterfall: 1 = 0, < n, — 2. Wie in (e) gilt ‘(gﬂf)p(l,aw)‘ = ‘(Nx) . U+3)‘ fiir alle
o€ {1, mp — 2}, Mit 5., 33, und 427.1. folgt 1% [(£,) ,, )| = |(B2) 5| nd somit
die Behauptung.

2. Unterfall: 1 = o, = n, — 1. Es folgt ny, = 2. Wegen (7.31) gilt p(1, 0, —1—2) =p(1,3) €
IE( x) und mit 35., 33. sowie 4.27.1. ergibt sich die Behauptung 1° ‘(Zl‘)p(m)‘ =

[CAp 0

Satz 7.18 Es sei I}, = {z1,...,2m} #0.

41. Firie{1,...,m},j €{0,...,n,, — 1} gilt [()\1«25%);’““ (txl)} € {-1,1}.
i (1,b(i,5))
42. Firie{l,...,m},oc >iundj€{0,...,ny, — 1} gilt {(Awiémi)#“ (tle)] =
0 i (1,b6(0,9))
43. Firceg (jk) und (1,0) € IE (jkﬂ) gilt |:7T{k+1(0):| =0.
e
Beweis Zu 41.:
7.26), S.218 7.28), S.219 7.26), S.218
(a) er TS () TS AL, 7z, (e) (20,5218 \ Ap(er) = 1=
Az; 0z, (1).
7.26 7.28 7.26 ,
) einy = g ) T2 Az () T2 AaBg(ea) = b(0,0) = A, (2)
(7.26), j > 0 oy (7:28) .
(c) €b(i,5) = Tt (Dgzzi(])) = Al'iA$i7Tx (DWZ»%( ))
(7.26)

(@) § € {0, omg, — 13 P TESB 00 50y € IB(TL) = p(L,b6,5) 2

, 2.43, S.57 _
p()\xiéxi(l)7 )\116377,(] + 2)) S IE (Jk—H) .

Wegen (d) lésst sich nun

(AIL5$Z )Jk+1

~ 2.33, S.50, 2.45, S.59 ~ 39.,40.
T4

(1.b(3.4)) ey 171

berechnen.
Zu 42.: Nach Satz 2.45 auf Seite 59 und Definition 2.33 auf Seite 50 geniigt es
(a) p(1,b(0,4)) € B (T ) wd () b(0,]) ¢ Bild Ay,

Zu zeigen.
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Zu (a): Nach (7.26) gibt es eine Kante ¢ € Ep,_, fiir die 75k+1(c) = ep(oy) gilt. Es
23., 8.205 (7.28) . .

folgt () = V97, (c)N Vg7, () = ygij(C) N ngk+1(€k)' Also gilt (1,b6(0,7)) €

IE (J}H).

Zu (b): Die Kante ¢ aus (a) kann keine Kante von G, sein. Wegen =, > z;41 > z; + 1

(siche Text vor (7.11) auf Seite 200) ist sie daher auch nicht Kante von G4, 1. Zusammen

mit der Definition (7.25) von b(o, j) auf Seite 218 ldsst sich die Aussage
c¢Eg,n N blo,j) =22 (7.34)

formulieren. Angenommen (b) gilt nicht, also gebe es ein 5 mit A\, 05, (3) = b(o, 7). Dann

ergibt sich:

€b(a,5) = A.T'LA-T'L (65) = Ely € Ele : ’YTIZ (y) = €g

(7.28)
= 5., W) = eoy)
77, ., bii- 20., S.205 10., S.201
Tt C:?JGETI. - EH%_ = EGzi+1 U Ew
(7.26)
c€bg, , Vec=e = c€lkg, ,, Ve = 'yij(c) = (o)
= c€ Eg, ., V b(o,j) =1. Widerspruch zu (7.34)!

Zu 43.: Es ist 1 ¢ Bild 7 nachzuweisen. Angenommen es gibt ein § mit 7(3) = 1. Daraus

folgt
o — _ _ -1
VFrn (er) = e1 = eq(g) = 1l (eg) = Vieir (’yjk (65)) .

Da v+  bijektiv ist, ergibt sich daraus e, = y=" (eg) € E5 . Das ist ein Widerspruch zu
Jk+1 Ji Jk

{Ek}:Ejk+1 \Ejk Od

Da Gy als erster Graph der Kette eine Unterteilung von K, ist, und der Graph W von
Seite 197 aus genau einer Kante besteht, dessen Ecken zu der Eckenmenge von G gehoren,
kann Satz 7.4 auf Seite 189 auf GoU W angewendet werden. Je nachdem welcher Fall dort
eintritt, sei der Graph fg‘ € {Tl‘i,fola7f01b7folc,fgajféla} vorgelegt. In jedem Fall gilt
dort Tg‘ € sub(Z2) U sub (K33), daher gibt es ein erzeugendes Element t~g €g (fg‘) ~ 7
nach Satz 6.9 auf Seite 186. Beziiglich der Teilgraphen Tvg‘ < GopUW < jk_H seien die
jeweiligen Inklusionen Ez, — Eg,uw und Eg,uw — E Feir in Generalvoraussetzung 2.1

auf Seite 27 gegeben durch (Qg, w%) bzw. (®; ¢).

~ . Jet1 /~
Satz 7.19 /4. Fir I #0 gilt: 0 € {2, ... buax} = [(mg)fg <tg)}(1 - 0.
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45. Es gibt eine Zahl T € {1,...,|Eq,|}, so dass gilt:

[(¢w5a>;~ﬁ:1 (%3@)} o, [( Wity (f1a) € (1},
0 (1,bmax+T7) -1 (1,bmax+T7)

46. Zu jedem fg‘ gibt es eine Zahl T € {1,...,|Eq,|}, so dass gilt:

(@i @] e

(17bmax+7—)

Beweis Zu 44.: Da o € {2,...,bnax} gilt, gibt es einen Index i € {1,...,m} und
j€{0,...,ny — 1}, so dass o0 = b(i, j) erfiillt ist. Daher existiert eine Kante ¢ von Py,
fiir die ’yij(C) = ep(i,j) = €o gilt. Wie in 42. (a) folgt nun (1,0) € TE(Jps1).

Jetzt ist noch o ¢ Bild ¢wj zu zeigen. Angenommen es gibt ein z mit qbwg(z) =o. Fiir

Y= ’y%i(ez) € ETE C Eg,uw = Eg, U Ew gilt dann
3

Ve W) = 2770 () = €40 () = €0

1. Fall: y € Ey . Daraus folgt y = €, also e; = Vivir (ex) = e,. Dies ergibt den Wider-
spruch 1 = o > 2.

2. Fall: y € Eg,. Nach (7.27) auf Seite 218 gibt es 7 € {1,...,|Eg,|}, so dass e, =
Veis (y) = epyan+r gilt. Man erhiihlt den Widerspruch byax > 0 = bmax + 7 > bmax + 1.
Zu 45.: Vorgelegt sei die Situation des ersten Unterfalls im 3. Fall auf Seite 192 von Satz
7.4. Fiir die Kante A gilt dort A € E¢, C Eﬂ% C Eg, sowie A ¢ Eq:ola, denn A ¢ E¢,.
Fiir die Nummerierung von T}‘{ gelte Viia (A) := ey und Vi1a (€x) := e1. Nach (7.27) auf

Seite 218 gibt es ein 7 € {1,...,|Eg,|} mit

Vi (4) = CI)Ql_alfny (4) = Cowle (2) = Cbmax+tr

Da A und ¢ in Cq U Cy nicht inzident sind, sind sie es nach Lemma 4.21.1. auf Seite 94
auch nicht in 72¢. Daher gilt p(1,2) € IE (T}ﬂ;) und mit Lemma 2.43 auf Seite 57 folgt

p (1, bmax + 7) € IE(J441). Nun berechnet man

6.9, S.186

(¢w£ﬁ);§? (B = () € {L-1h

)
(1,bmax+7)

Zum Nachweis der ersten Aussage ist byax +7 ¢ Bild ¢wi® zu zeigen. Angenommen es gibt

B mit ¢wi® (8) = bmax + 7. Dann existiert ein y € E,_;Om, fiir das 'yjk+l(y) = ®0} (e5) =

Ebyantr 8ilt. Aus der Bijektivitdat der Nummerierung folgt y = A € Efol,l. Widerspruch!

Zu 46.: Da Tg eine Unterteilung von Z3 oder K3 3 ist und die Kante €, enthilt, gibt es eine
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Kante A von T, die in T¢ nicht inzident zu ¢, ist. Es gelte v, (A) := eg und v, () := e;.
B B Ts Ts

Daher gilt p(1,2) € IE (Tg). Nach (7.27) auf Seite 218 gibt es ein 7 € {1,.. ., |Eg,|} mit
’yjk-&-l (A) = ®ngyfg (A) = €¢Wg(2) = ebmax+7"
Mit Lemma 2.43 auf Seite 57 folgt p (1, bmax + 7) € IE(Jp41). Nun berechnet man

()% )

6.9, S.186

= (% c  {1,-1}.
(Lbmat7) ( »5’)(172)

g

Zum Abschluss wird gezeigt, dass die durch die Auswahl induzierten Elemente eine Basis
des Verschlingungsmoduls von ij bilden. Die lineare Unhabhéngigkeit wird in 7.20 fiir
fk # () und in Satz 7.21 auf Seite 228 fiir fk = () nachgewiesen. Dass es sich um ein
Erzeugendensystem handelt, ergibt sich in Satz 7.24 auf Seite 231 fiir .Tk # () und in Satz
7.25 auf Seite 234 fiir I, = 0.

Satz 7.20 Die Menge I, = {z1,...,xm} aus (7.23) auf Seite 217 sei nicht leer. Gemdf
(7.29) auf Seite 220 seien die Elemente y; 1= (/\zicswi)%’““ (fxl) firi e {1,...,m} sowie

i

mithilfe der Bezeichnungen vor Satz (7.19) auf Seite 224 die Menge

{(qswéa);léil (%a) 7 (<Z5w£al);’§1 (Eal) : a=la
D, = {(qﬁwg‘);:’fjl (fg‘) o ae{lb,1c,2a,4a}
0

0 : «ae{20,3,4b}
vorgelegt, je nachdem welcher Fall o in Satz 7.4 auf Seite 189 eintritt. Zusammen mit der

Menge B, CG (ij) aus (7.9) auf Seite 199 gelten:

1. §k+1 = Ek U Dy U{y1,...,ym} ist eine dber Z linear unabhingige Menge von
Elementen aus G (ij).

2. Rang (6 (o)) = Rang (6 (7)) + 1Pl + .

Beweis  Zu 1.: Zundchst sei By, # ). Die Menge {\IJ:‘;’“ (fz) |1<i< NJk} aus (7.8) auf

Seite 198 ist eine Basis von G (ﬂ) Deren Elemente sollen nun als y; := \IJY‘Z’: (tNZ) notiert
werden. Die Inklusion von Jj, nach ij ist in diesem Zusammenhang gemaf (7.28) auf
Seite 219 durch (II; ) gegeben, daher gilt \If%“ = W%“ in der Menge (7.9) auf Seite 199.
Mittels y; := W%+1 (gi) lasst sich somit By, = {371, cee ngJk} schreiben. Zu zeigen ist:

Ny,

m
§ = Z,ul-gji + 2 ayy—i—Znyi =0 = pu;=0,0y=0,7=0. (7.35)
i=1 yE€D, i=1

Vorab werden die untenstehenden Behauptungen (a) und (b) nachgewiesen:
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(a) Fiir jedes j € {1,...,m—1} gilt: 7, =--- =711 =0 = 7, =0.
(b) 7 = 0.
Zu (a): Sei j € {1,...,m — 1}. Nach 41 (d) auf Seite 223 gilt (1,b(j,0)) € IE (Jkﬂ).

i) Vie {1 Nydigieg (J) 2

Vie {1, Nad s (@) o) = O

.42, S 223

i) Firj >2gilt:Vie {1,...,j—1}:j > Vi€ {1, =1} (W) asgoy =0

i) (¥5) (10050 € {1, —1} nach 41. auf Seite 223.
iv) Vy € Da @ y(1,(5,0)) = 0 nach 44. auf Seite 224.

Aus i) bis iv), der Voraussetzung 7, = - -+ = 741 = 0 und (7.35) folgt 0 = s(1 3(;0y) = £75-
Zu (b): Die Aussagen i) bis iv) aus (a) gelten auch fiir j = m. Deshalb folgt 0 =

5(1,b(m,0)) = j:Tm aus (735)

Aus den Aussagen (a) und (b) ergibt sich 7; = 0 fiir jedes 7 € {1,...,m}. Mit (7.35)

erhilt man
Ny,

s = Z:ulyz + Z Oyy- (7.36)

y€Dqo

1. Fall: « € {2b, 3,4b}. Hier gilt Da = (), daher berechnet man

Ny, _ Ny, Ny,

J _ J 2.35., 852
OZS—ZN% kH yz = kH ZN@ Yi O_Zﬂzyz

aus (7.36). Da die Elemente g; eine Basis von G (jk) bilden, folgt py = -+ = pun, =0.
2. Fall: o € {1b,1¢,2a,4a}. Sei D, = {y}. Aus 46. auf Seite 225 folgt, dass es ein
T € {1,...,|Eg,|} mit Y1 ppatr) € {1, —1} gibt. Damit folgt 0 = s(14,.. 4+r) = £, aus
43. und (7.36). Wie im ersten Fall ergibt sich nun p; =0 fiir i € {1,..., Ny, }.

3. Fall: @ = la. Fiir i € {0,—1} sei y; := (gﬁwila):‘;'jjl (tle). Also gilt Dy = {y_1,%0}-
Nach 45. gibt esein 7 € {1,...,|Eq,|}, so dass (yO)(l,b;aerr) = 0und (Y1) (1 pppeir) = 1
gelten. Mit 43. und (7.36) ergibt sich daraus 0 = s, 4+r) = £0,_,. Also gilt

Ny,

0=s=> wli + oy (7.37)
=1

Gemif 46. gibt es ein 7' € {1,...,|Eg,|}, so dass (yo)q ...+ = £1 gilt. Vermoge

43. erhdlt man 0 = s(1 4, .4+7) = £y, aus (7.37). Wie im ersten Fall folgt dann auch
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//LIZ---://[/NJk:O.

Nun sei By, = (). Die Aussagen (a) und (b) lassen sich genauso nachweisen. Es entfallt
lediglich der Fall i) in (a). Da die Koeffizienten p; aus (7.35) nicht auftauchen, wird der 1.
Fall nicht benotigt. Dementsprechend verkiirzen sich die Betrachtungen im 2. und im 3.
Fall.

Zu 2.:

Rang (g <jk+1>) 3L, 8.215 Rang (g (jk>) + Dy,
I Rang (6 (1)) + Bild ] + o
(7.23), 8.217 Rang (g (jk>> + ‘Tk’ +ta.
O

Satz 7.21 Die Menge I, aus (7.23) auf Seite 217 sei leer. Mithilfe der Bezeichnungen
vor Satz (7.19) auf Seite 224 die Menge

{(qbwéa)%lil (%a) , ((ﬁw_(ﬁ);’;l (?l—al) o a=la
Do {eplr @)}« acniea
0

0 : «ae{2b3,4b}

vorgelegt, je nachdem welcher Fall o in Satz 7.4 auf Seite 189 eintritt. Zusammen mit der

Menge Br,CG (ij) aus (7.9) auf Seite 199 gelten:

1. §k+1 = Ek U D, ist eine iiber Z linear unabhingige Menge von Elementen aus
g <J~k+1)-
2. Rang (Q (j;g_i'_l)) = Rang (g (jk)> + |Da -

Beweis  Zu 1.: Der Beweis zu 1. in Satz 7.20 kann ab (7.36) iibernommen werden.

Zu 2.: Laut (7.23) auf Seite 217 miissen die Fille X = () und X # () untersucht werden.
Falls X = () ist, gilt Bild § = () laut den Definitionen vor 7.8 auf Seite 204. Mit 31. und 32.
auf Seite 215 folgt die Behauptung. Nun sei X # (). Dann ist auch Bild v # ). Angenommen
es gibt ein Element P; € Bildv \ C. Daraus folgt i € I} laut den Definitionen (7.13) auf
Seite 203 von X und (7.11) auf Seite 200 von Ij. Also gilt i € I; im Widerspruch zur
Voraussetzung. Aus diesem Widerspruch ergibt sich Bildy \ C' = (). Wie oben folgt die

Behauptung mithilfe der Definitionen vor 7.8. O
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Bemerkung  Lisst man in Satz 7.20 auf Seite 226 formal m = 0 zu, so ist die Aussage

von Satz 7.21 in der von 7.20 enthalten. d

Lemma 7.22 Vorgelegt sei die Situation aus 2.1 auf Seite 27. Debei seien die Gra-
phen bijektiv nummeriert und (f,F) : G — H injektiv. Fiir e € M™ (IV(G),G) gilt

(T, ) (en) = eqwir)way-

Beweis  Zuniichst gilt (¥(k), (1)) € IV(H) nach 2.43 auf Seite 57. Sei (s,i) € IV (H)

und vorerst s = W(s') sowie i = (). GeméB 2.43 ist (s',4") € IV(G) und man berechnet:

2.42, S.57

[(\I& V) (ff(k,z))} = (Cwn)

(55%)
_ {O | kﬂ_l(‘9>Vl#w—1<i>}:(ew 0) (o)
1 - k:\Ilfl(s) A lzwfl(i) (W (k)% (1) ) (s,5)

Falls s ¢ Bild ¥ oder i ¢ Bild ¢ gilt, folgt definitionsgem#f3

[(‘1’7 Ve (e(k,l))] =0= (e(\lf(k)nb(l)))(s,i) .

(CX))

|

Die Abbildung P des Inklusionshomomorphismus (ﬁ ﬁ) C T — JNk_H sei weiterhin in
Generalvoraussetzung 2.1 gegeben durch (II; 7). AuBerdem sei nun p in 2.1 durch (T;v)
gegeben. Wie bisher seien (wg,y¢) fir G € {jk, ij} bijektive Nummerierungen. Die in

dem Diagramm

TQ

Mt (IE(%),Q) - M (IE(ij),Q)

\ i) /
jk ﬂ_Zk+1 jk—i—l

Mt (IE(fk),Z) Y (IE(ka),Z)

G2 | iii) G~ () G+ iv) |[GY
(m, v) T+ T T
™,V)%

Mt (IV(jk),Z) e (IV(ij),Z)

Mt (IV@% @) (V) - M" (IV(fzm), Q)
(7.38)

auftretenden Abbildungen seien wie folgt gegeben:

1. Jk,Jk+1, % und ix4q sind Inklusionen.

2. Gy (x) =M (ﬁ) cz, G7 (v)=M (jkﬂ> -z (vgl. 2.37 auf Seite 54).

Jrr1
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Q Q - T .
3. 6% (2):= M (Jk> v, G2 (a):=M (Jk+1> 2
4. TQ (6(57,5)) = Ep(n(s),m(t) fiir (S,t) S IE(jk)
5. (m,v)g (e(s7t)) = e(r(s) () Tir (K, 1) € IV(Jy).

Wegen 7.22 und 4.30 auf Seite 104 sind g und (7, v)g wohldefiniert und zusammen mit

G@ und GQ Homomorphismen von Q-Vektorrdumen.
k+l

Lemma 7.23 Das Diagramm (7.38) ist kommutativ.

Beweis  Zu (*): Dieses Diagramm kommutiert nach 2.46 auf Seite 59.

Zu i): Fiir (s,t) € IE(J}) gilt:

. . . J
maik (een) = ma(ewn) = epnts)me) = Jeit (Cotm(e)ay) = Ietrm3 " (e(s) -

Zu ii): Fiir (s,t) € IV (J;) gilt:

(m, )ik () = (M0)a (€(s0) = sy = ib+1 (€((s) )

= ik (m0) 7 (o)
Zu iii): Fiir (s, t) € [E(J}) gilt:
kG5, () = M) - ey = M) i (e(an) = G5k (ean) -
Zu iv): Fiir (k1) € IE(Jjy) gilt:

ik Gy (e(s.) = M(Jit1) - €(sy = M(Tiy1) - Girt (e(sn) = G2 it (en) -

Jet1
AuBeres Diagramm: Fiir (s,t) € IE(J},) gilt:
Q — Q -
Gy maleen) = G (@) =G5 Jen (Cpmx0)
iv) J
= Zk+1GJk+1 (G 1)) = ik1G T 7, (es)
(), if) _)

:“ (71' U)@lkG (6(5 t)) 7T v QG ]k( )

(ﬂ-a U)Qij (e(s,t)) .
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Satz 7.24 Es sei [ = {z1,...,xm} # 0. Wenn By, nicht leer ist, sei By = {ﬂl, e 7gNJk}
wie im Beweis zu Satz 7.20 auf Seite 226. Dariiber hinaus seien r1,...,7, die in Satz

7.20.1. erginzten Elemente aus Do U{y1,...,Ym}. Dann ist

Bg = {jk+1 (¥1),- 5k (§N1k> k1 (r1), - ,jk+1(7“n)} (7.39)
eine Q-Basis von Kern GQ st By =0, s0 st {jr1(r1),-- .+ jus1(rn)} eine Q-Basis von
k:Jrl
KernG@ . In beiden Fdillen ist Byy1 = B U {ri,...,r} aus Satz 7.20.1. eine Z-Basis
k+1
von G (Jk+1>-

Beweis  Aus den folgenden Aussagen folgt, dass Bg eine Basis der geforderten Art ist:

(a) Bg C Kern GQ , (b) Bg linear unabhingig iiber Q,
k+1

(c) Yv € Kern G’Q : v € Spanng (Bg) -
T

1

Zu (a): Fiir jedes i € {1,..., Ny, } gilt:

iv) ()

. ~ T _
GT Ukt ) = kG, B) = ik (m0)57 G (i) = 0.
N——

A
=0
Fiir jedes i € {1,...,n} gilt:
i iv)
G%H Ure1(ri)) = ipn Gy (ri) = 0.
Zu (b): Vorgelegt sei die Linearkombination
Ny,
0="> i Jrr1 (Ui +Z)\ Jk41(70) (7.40)
i=1 i=1
mit i, N\ € Q. Zu zeigen ist 3 = -+ = BN, = A =+ =)\, = 0. Falls B, = 0 gilt,

sei hier wie in (7.9) auf Seite 199 N, = 0 erlaubt. Dann werden die Elemente p; in den
nachfolgenden Betrachtungen nicht bendétigt.

Zunichst lassen sich p; und A; fiir i € {1,..., Ny } und j € {1,...,n} als

Mi:&a )\]:7j7 tjapi€Z> q’L’S]eN\{O}
q; Sj
Ny, n

schreiben. Definiere N := [] ¢; [] s;. Dann ist N # 0 und aus (7.40) erhélt man:

i=1  j=1

Njk NJk

0 = N- O_ZN/% ]k-‘rl yz +ZN)\2 ]k—i—l Tz ZN:uz yz+ZN)\z ri.
i= 1 ez i=1 Z

Nach Satz 7.20 ist die Menge {ﬂl,...,ﬂNJk,rl,...,rn} linear unabhéngig iiber Z in
G (f,m), daher gilt Npy = --- = Ny, = NA; =--- = N\, = 0. Da N nicht Null ist,
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folgt die Behauptung.

Zu (c): Gegeben sei ein Element v € Kern GQ . Dann gibt es v, € Q, so dass
k:JrI
v = > V(s,t) * €(s,) Gilt. Fiir jedes (s,t) € IE(Jg11) lassen sich die Koordina-
(s;)EIE(Jiy1)

ten v ;) als

Psit

V(s,t) = ~et), Pst) €Z,  qsp) € N\ {0}

A(s,t)

schreiben. Mit N := II G(sy) gilt dann N # 0 und N -v € M" (IE(LZCH),Z).
(s;t)ETE(Jiy1)

Aus der Rechnung
iv)

Gy, (Nv) = ixnGy (Nv)'= G2 jra(Nv) =G (No)=N-GS (v)=0

Ikt k+1 k+1 Jrt1

folgt Nv € G <jk+1).

Nun sei z; :=y; fir i € {1,..., Ny, } und z; := Ti-Ny, fir Nj, +1 <i< Ny +n=:r.
Nach Satz 7.20 ist {z1,..., 2, } linear unabhéngig in G (jk+1) und r» = Rang (g (,7;,3“))
Sei {b1,...,b,} eine Basis von G (ij) und g, ..., gy € Zsowie N\j; € Z, j,i € {1,...,7}

so gewahlt, dass

T T
Nv = Z,uibi und  z; = Z Ajibj  fiir jedes i€ {l,...,r} (7.41)
gelten. Dann gibt es 01,...,0, € Q, so dass
T
Wi = ZUZ-)\M fir jedes je{1,...,r} (7.42)
i=1

gilt (sieche unten). Damit berechnet man:

Z oijk+1(2i) = Z Gi%i = Z i Z Ajibj = Z Z 0iAj,ib;
- J=11i=1
— Z b; Z o T ZT:ijj (4
j=1 i=1 =

Da N # 0 ist erhélt man die Behauptung, indem man durch NV teilt: v = Z N Jk+1(2i).

Zu (7.42): Gesucht sind 01, ...,0, € Q, so dass mit A := (\;;) € Mrw(@) d1e Gleichung
A(o1,...,00)" = (p, ..., ur)tr erfiillt ist. Angenommen die Spalten A; := (Ay;, ..., Ani)",
i€ {1,...,r} der Matrix A sind linear abhéngig iiber Q. Dann gibt es aq,...,a, € Q, die

nicht alle Null sind, so dass

ZaiAi =0, also Zai)‘j’i =0 firjedes je{l,...,r} (7.43)

i=1
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gilt. Die Rechnung

T T s T

Zaijk+1(zi) 741 Zaz Z)\j,z j = ZzazAjzb —Zb Zaz i 7i3
=1 Jj=

7=11i=1

ergibt einen Widerspruch zu (b). Daher ist A invertierbar {iber Q.

Zu zeigen bleibt, dass gk+1 ein Erzeugendensystem von G (jk-H) ist. Dazu sei v €
g (J~k+1) vorgelegt. Wegen Lemma 7.23 auf Seite 230 ist ji41(v) € Kern G(% , also gibt
k+1

es nach (c) Zahlen ay,...,a, € Q, so dass

$ = Jrt1(v Zaz]kJrl (2i) (7.44)

gilt. Es ist nun ay,...,a, € Z zu zeigen. Dann folgt ndmlich aus (7.44) die Behauptung
aus der Injektivitdt von jgy1.

Zunichst schreibt man

Ny,
5= i jr+1( Ty Jk+1 + i Jht1(Yi) (7.45)

_y =Yi
wie in (7.35) auf Seite 226. Die p;, 0y, 7; seien dabei die entsprechenden Koeffizienten a;

aus (7.44). Analog zu Satz 7.20 auf Seite 226 gelten die Aussagen
(al) Vie{l,.... m—=1}:7p,...,Tj11 €Z = T, €L, (bl) 7, € Z.

Zu (al): Die Teilaussagen i)-iv) aus dem Beweis zu Satz 7.20 gelten auch in diesem

Zusammenhang. Daher gilt

75 = 75 (U3 a0 = S00G0) ~ D M %
——

€L

Zu (b1): Man schliefit wie in (a) fiir j = m und erhélt £7,, = 5(1 y(m,0)) € Z-

Analog zum 2. und 3. Fall aus dem Beweis zu Satz 7.20 lédsst sich so auch o, € Z
fiir y € D, nachweisen, falls D, nicht leer ist, so dass insgesamt a Ny, +1s---20r € 7Z gilt.

Wenn Nj = 0 ist, ist die Behauptung an dieser Stelle gezeigt. Andernfalls muss noch

ai,...,an, € Z gezeigt werden. Definiere dazu
ok (7.44),(7.45) :
w = pi g @) =TT s = Y agk(zn) € M7 (IE(JkH),Q) :

i=1 =Ny, +1
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Demnach gilt w, 4y € Z fiir alle (p, q) € TE(Jp41). Sei

Ny,

@i= > win (5:) € M (TE(J), Q) (7.46)
=1

Mit diesen Bezeichnungen schliefft man:
Ny,

JUNEY) . ~
TQ (w) = Zﬂmkﬂ (i) =w
i=1

= V(p,q) € IE(jk) W) = (TQ (w))p(ﬂ(p),ﬂ(q)) = Wy(r(p),n(q) € L

= Jr(w)=w

Ny,
. ~ . . (7.46) .
= i <G-7k (w)) = G%jk (w) = G% (w) = ZuiG%jk (¥i)
i=1
i) N
= Z/Jﬂ'k Gz (5i) =0
=
Ny, Ny,
= weg (Jk> = Elal,...,aNJk €l :w= Zalgl = jk(ﬂj) =w = Zaljk(gl)
i=1 i=1
Ny, Ny, Ny,
= 0=jk(@) =@ =Yk (Gi) = Y widie (§:) = > (i — pa) . (i)
i=1 i=1 i=1
) A b
= O:TI'Q(O) :Z(ai—ui)jk+1(§i) :; Vi € {1,...,NJk}:ai:,ui ez
i=1

= a1 =Ul,--.,0r = Uy € 2.

Satz 7.25 Es sei I, = (). Wenn By, nicht leer ist, sei By, = {;71, R gNJk} wie im Beweis
zu Satz 7.20 auf Seite 226. Dariber hinaus sei Do = {r1,...,r}, n € N, falls D, nicht

leer ist. In jedem der folgenden drei Fille ist E(% eine Q-Basis von Kern G2 und ng =

Jr+1

Ek UD, aus Satz 7.21.1. auf Seite 228 eine Z-Basis von G (ij):
1. Do #0,By#0 : BY:= {jk+1 @1) 5 Jwt <Z~7Njk) 7jk+1(7"1)7--'ajk+1(7"n>}-
2 Do #0,B,=0 : BY:={jes1(r1), - dryr(ra)} -
5. Da=0Bu#0 + BY={jet @) e (7w, ) -

Wenn sowohl D, als auch gk leer sind, ist G (ij) =0.
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Beweis Wenn G <jk) # (0 ist, ist By, # () eine Basis. Aus By, = 0 und D, = 0 folgt daher
mit 7.21.2. auf Seite 228, dass der Rang von G (ij) Null ist. Also ist auch G (ij) =0.
Zum Nachweis der ersten drei Aussagen, kann der Beweis zu Satz 7.24 benutzt werden.
Zunéchst gilt B(% C Bg in allen drei Féllen, so dass die Aussagen (a) und (b) von Seite 231
fiir B(% gelten. Bis auf die Definition der z; kann der Beweis zu (c¢) wortlich ibernommen

werden. Je nachdem welcher Fall betrachtet wird, miissen die Festlegungen
1. zi:=y; fir 1 <7 < Ny und z = TioNy, fir Nj, +1<i¢< Ny +n=:r,
2. zi=rmfirl<i<n=:r,
3. zji=y; fir1<i< Ny =7

verwendet werden. Dann ist ndmlich {z1,..., 2.} nach Satz 7.21 auf Seite 228 linear un-
abhingig in G (jk+1>-

Dass ng ein Erzeugendensystem ist, ldsst sich ebenfalls wie im Beweis zu Satz 7.24
ab Seite 233 zeigen. Man setzt m = 0 in (7.45) auf Seite 233, verzichtet auf die Aussagen

(al) und (bl) auf Seite 233 und iibernimmt den Rest des Beweises. O

7.4 Beispiele zu Kapitel 7

7.4.1 Der vollstindige Graph K;

Die untenstehende Abbildung zeigt den unorientierten Graphen K¢ = (Vi,, Ex,, 9K )-
Fiir diesen gilt |Ex,| = 15, |Vk,| = 6 und Bk, = 15 — 6+ 1 = 10. Mit Satz 7.14 auf Seite
214 ergibt sich 2- Rang (G (Kg)) = 10 - 11 +4- 15 — 6- 52 = 110 + 60 — 150 = 20.

Betrachte die folgenden Teilgraphen J;, i € {0,...,7} von Kg. Dabei bestehen die Kan-
tenmengen der einzelnen Graphen sowohl aus den durchgezogenen als auch aus den ge-

strichelten Linien. Die Zahlen 0, ..., 6 symbolisieren Kanten €y, ..., e € Pg,.
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JO = ’ Jl = s JQ = ,

S
‘(4

S
A\
g

7
LN

%

Offenbar ist Jy < J1 < Jo < J3 < Jy < J5 < Jg < J7 = K eine Kette geméafl Satz 7.1 auf

Jg ==

R

Seite 187. Nun wird schrittweise eine Basis von G (J7) konstruiert. Da alle Graphen der
Kette keine zweiwertigen Ecken haben, miissen keine Graphen j@ gebildet werden.
In den folgenden sieben Schritten werden Elemente von Verschlingungsmoduln durch

die Graphen symbolisiert, von denen sie induziert werden.

1. Schritt: £ = 0. Basisergénzung von Jy nach Ji.

Sei W := {ep}, also J; = Jy UW. Eine Kette fiir Jy besteht nur aus Gy := Jp. Also ist
g = 0. Nach 7.11, S.200 ist daher Iy = (). Deshalb ist sowohl X = ) (7.13, S.203) als auch
.70 = () (7.23 auf Seite 217). Wegen Go UW = Jy UW = K33 tritt Fall 1b aus Satz 7.4,
S.189 ein. Da By wegen G (Jy) = 0 leer ist, erhélt man

By = ByUDyy = {%}

2. Schritt: k£ = 1. Basisergidnzung von J; nach Js.
Sei W := {e1}, also Jo = J; UW. Eine Kette Gy < Gy := J fiir J; besteht aus G := Jy,
Ep, :={e}. Alsoist ¢ =1. Da

GoUW = JpuW = '
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sowohl topologisch 3-zusammenhéngend als auch topologisch einfach ist, gelten I; =
{0}, X = {(Go,G1)}. Da Vi, N Vi # 0 gilt, ist I; = . AuBerdem erfiillt Gy U W Fall 2b
aus Satz 7.4. Aus I; = () = Doy ergibt sich demnach By = By.

3. Schrit: k = 2. Basisergéinzung von J nach Js.

Sei W := {ea}, also J3 = Jo UW. Eine Kette Gy < G1 < Gg := Jo fiir J ldsst sich mittels
G := J; fir 1 € {0,1,2} und Ep, := {¢;} fiir i € {0,1} definieren. Also ist ¢ = 2. Da

GoUW = JouW = v ud GLUW = JUW = AVA
/\ VAV

topologisch 3-zusammenhingend und topologisch einfach sind, gelten I = {0,1} und
X = {(Go,G1), (G1,Ga)}. Wegen Vi, N Viy # 0 und Vp, N Viy = 0 gilt I = {1} und man
kann Ty := % zur Basisergéinzung verwenden. Ausserdem erfiillt Go U W Fall 2b aus
Satz 7.4. Man erhlt

s = {00} = (5 50}

4. Schritt: k£ = 3. Basisergéinzung von J3 nach Jy.

Sei W := {es}, also Jy = J3 UW. Eine Kette Gy < G1 < Gy < G5 := Js fiir Js lésst sich
mittels G; := J; fir i € {0,1,2,3} und Ep, := {¢} fiir i € {0,1,2} definieren. Also ist
q = 3. Die Graphen

GoUW = JoUW = ' GLUW = J,UW = .

und GoUW = JLUW = ‘

VAV

sind alle auler Go U W topologisch 3-zusammenhéngend und topologisch einfach. Daher
gelten Is = {1,2} und X = {(G1,G2), (G2,G3)}. Wegen Vp, N Viyy # ) und Vp, N Vi = 0)
gilt I = {2} und man kann Ty = % zur Basiserginzung verwenden. Ausserdem erfiillt
Go U W Fall 3 aus Satz 7.4. Man erhélt

B =By uDsu{ A = {50, T A

5. Schritt: k£ = 4. Basisergidnzung von Jy nach Js.
Sei W = {64}, also J5 = J, UW. Eine Kette Gy < G1 < Go < G3 < Gy := Jy fiir Jy lasst
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sich mittels G; := J; fiir i € {0,1,2,3,4} und Ep, := {¢} fir i € {0,1,2,3} definieren.

Also ist ¢ = 4. Die Graphen
GiUuW =JuW = %%

und G3UW =JsUW = A\VlA

sind alle topologisch 3-zusammenhéngend und topologisch einfach. Daher gelten I, =
{0,1,2,3} und X = {(Gi,Gi+1) |1 €{0,1,2,3}}. Wegen Vp, N Viy # 0, Vp, N Viy = 0,
Vp, NV # 0 und Vp, N Viy = 0 gilt Iy = {1,3} und man kann T = 6 und T := %

zur Basisergénzung verwenden. Ausserdem erfiillt GoUW Fall 2b aus Satz 7.4. Man erhéilt

B = BiuDuU S, NP = {80, 0, LA 2, S

6. Schritt: k£ = 5. Basisergdnzung von Js nach Jg.

GoUW = JgUW =

GoUW =JoUW =

>
HES

Sei W = {65}, also Jg = J5 U W. Eine Kette Gg < G1 < Gg < G3 < G4 < G5 := J5 fiir
Js lésst sich mittels G; := J; fir i € {0,1,2,3,4,5} und Ep, := {¢;} fir i € {0,1,2,3,4}
definieren. Also ist ¢ = 5. Die Graphen

GoUW = JoUW = ' GLUW = J,UW =

Gy UW = J, UW = AA GsUW = Js UW = '

\4
und G4UW = J,UW = A'

VA
sind alle auler Go U W topologisch 3-zusammenhéngend und topologisch einfach. Daher
gelten I5 = {1,2,3,4} und X = {(G;,Gi+1) | i € {1,2,3,4}}. Wegen Vp, N Vi =0, Vp, N
Viv £ 0, Vo, N Viy = 0 und Vp, N Viy # 0 gilt Iy = {1,3} und man kann T} := % und
Ts = < D zur Basisergéinzung verwenden. Ausserdem erfiillt Go U W Fall 3 aus Satz 7.4.

Man erhélt

B = BB {0 D) = {60 4 2 )
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Bemerkung  Man kann hier auch mittels T, := und/oder Ty := E ergéinzen.
7. Schritt: k£ = 6. Basisergédnzung von Jg nach J7.

Sei W := {es}, also J; = Jg UW. Eine Kette Gy < G1 < G2 < G3 < G4 < G5 <
Ge := Jp fiir Jg lisst sich mittels G; := J; fiir ¢ € {0,1,2,3,4,5,6} und Ep, := {¢;} fur
i€{0,1,2,3,4,5} definieren. Also ist ¢ = 6. Die Graphen

GoUW =JygUuW = , GiUW =J,UW =

1>
>

B

GoUW =JoUW = , GsUW =J3UW =

7
S
7
S

N
N

h>

und GsUW =JsUW =
Va\ L5
sind alle topologisch 3-zusammenhéngend und topologisch einfach. Daher gelten I =
{0,1,2,3,4,5} und X = {(G,Giy1) | i € {0,1,2,3,4,5}}. Wegen Vp,N\Viy # 0 Vp, NV #
0, Ve, N\Vay = 0, Vo, NViy £ 0, Ve, Vi = 0 und Ve, NViy = 0 gilt Iy = {2,4,5} und man
kann Ty = S, Ty = % und T = %zur Basisergidnzung verwenden. Ausserdem

erfiillt Gy U W Fall 2b aus Satz 7.4. Man erhélt

B = murao {0 )
= {0 e T B DD 0

G, UW =J,UW =

D

7.4.2 Die Mobiusleiter

Lemma 7.26 Es sei G = (V, E,g) ein trivalenter orientierter Graph. Dann gibt es ein
k €N, so dass |V| =2k, |E| = 3k und fg = k + 1 erfillt sind. Ist G zusdtzlich bijektiv

nummeriert, topologisch 3-zusammenhdngend und einfach, so gelten:
1. 2- Rang (G (Q)) = (k—1)(k —2).
2. Rang (G (G)) + |E| = 30¢ (Bc +1).

Beweis Da der Eckengrad jeder Ecke 3 ist, gilt 3|[V| = 2|E|. Daher ist 3|V| eine
natiirliche Zahl, also gibt es ein k& € N mit |V| = 2k. Daraus folgt |F| = 3k und
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Ba=|E|—|V|+1=k+1.
Zu 1.:

7.14, S.214

2 Rang (G (@) (k+1)(k+2)+4-3k—2k-9=(k+1)(k+2) — 6k

= (k-1 (k-2).

Zu 2.:2 Rang(G(G)+2-|E| = (k—1)(k—2)+2-3k=(k+1)(k+2)=B(3+1). O

Die folgende Abbildung zeigt eine Md6biusleiter M,,+2 mit k := n 4+ 2 Sprossen. Sie hat
2k = 2n + 4 Ecken und 3k = 3n + 6 Kanten. Thre Bettizahl G4, ist gleich n + 3.

Eine Kette fiir M, ;2 erhélt man, indem, wie in der linken Spalte der folgenden Abbildung
illustriert, zu einer Unterteilung von K4 nacheinander die Sprossen 1 bis n hinzugefiigt
werden. Aus dieser Konstruktion folgt im Ubrigen, dass M,, ;2 3-zusammenhingend und
einfach ist, siehe [27], Theorem IV.18., S. 79. Die Unterteilung des K4 zusammen mit
der Kante 1 ergibt den Graphen K3 3. Auf diese Weise tritt bei jedem Schritt der Basi-
sergdnzung Fall 1b in Satz 7.4 auf Seite 189 ein. Da eine hinzugefiigte Sprosse k niemals

eine Ecke mit einer der Sprossen 1,2,...,k — 1 gemeinsam hat, gilt jeweils [, = I, k-
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Fiir die Anzahl der Basiselemente gilt |B,| = n+ in(n+ 1) —n = 1(k — 2)(k — 1). Dies

stimmt mit 1. aus Lemma 7.26 iiberein.
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Kapitel 8

Konstruktion von Bandflachen

mithilfe der GL-Form

8.1 Vorbereitungen

Es sei (Z,0) ein orientierter eindimensionaler endlicher Zellenkomplex, I' : Z — R? eine
Einbettung, 7 : R — P eine regulire Projektion und (D,op) ein orientiertes Graphen-
diagramm zu Z. Dariiber hinaus seien (w,y) und (wp, yp) bijektive Nummerierungen von

Z bzw. D, so dass das Diagramm

(w

G(Z) —~ (Vk’glva z) =H

POy P0a) | (5.1

G (D)

(ﬂ'F(Z)oo

von Graphenisomorphismen kommutativ ist. Wenn es nicht anders vereinbart wird, sollen
ab nun orientierte nummerierte Graphendiagramme stets so vorgelegt sein, dass ein Dia-
gramm wie (8.1) kommutativ ist. Die auftretenden Graphen G(Z) sind zusammenh#ngend
und haben nur Ecken vom Grad 2 oder 3. Da es sich im folgenden stets um bijektive Num-

merierungen handelt, wird die Verdrillungszahl zweier Kanten durch

D,o D,o
we i P i=w 2P
’ 255 (es),’YD (et)

abgekiirzt.

Alle auftretenden Homologiegruppen haben Koeffizienten in Z.

Sei m € N die Anzahl der Kanten von G(Z). Fiir jedes [ € {1,...,m} ist 77 (e;) =
e € Zy das Bild einer charakteristischen Abbildung F, : (DI,SO) — (ZI,ZO). Diese
induziert einen Homomorphismus H; (F.) : Hy (Dl,SO) — Hy (Zl,ZO) =: C1(Z) in die

245
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1-te zelluldre Kettengruppe von Z. Es sei ¢; das Bild eines erzeugenden Elementes von
Hy (D', S%). Die Elemente ci, ..., ¢y bilden nach [21], 9.6.4 eine Basis von C(Z), also

lasst sich jedes z € C1(Z) darstellen als

x = qul(m)cl. (8.2)
i=1

Die Koeffizienten werden als v(z) := (vi(x),...,vn(x)) € Z™ notiert. Eine solche Dar-
stellung hiingt von der Orientierung und der Nummerierung von G(Z) ab. Wegen Z? =
Z! = Z gilt Co(Z) = Hy (22, 2') = 0. Bezeichnet 8, : C1(Z) — Co(Z) den zelluléiren
Randoperator, so folgt Kernd; = H; (C(Z2)) C C1(Z2) fiir die erste zelluldre Homologie-
gruppe. Verwendet man eine Darstellung wie in (8.2), ergibt sich x = y < v(z) = v(y) fiir
Elemente x,y € Hy (C(Z2)).

Fiir CW-Réume sind die zelluliren Homologiegruppen nach [21], 9.6.9 zu den sin-
gulidren Homologiegruppen isomorph. Wie in [21], 9.6.9 wird dieser Isomorphismus auch
hier mit 7" bezeichnet.

Aus einem Diagramm D lisst sich das Bild einer zu I' #quivalenten Einbettung I
gewinnen, indem man geeignete Umgebungen von Kreuzungspunkten mithilfe von Billen
wie in [10], Figure 4.1 (links), Seite 33 modifiziert.

Eine Bandflache fiir einen topologischen Graphen I'(Z) ist eine im R3 eingebettete
berandete Fliche, die I'(Z) als starken Deformationsretrakt enthélt, siehe [19], p.1 und
[32], p.173 fiir orientierbare Flichen.

Seien nun (w, ), (wp,vp) bijektive Nummerierungen, so dass (8.1) kommutativ ist.
Zu I'"(Z) kann man wie folgt eine Bandfléiche realisieren: Jeder Ecke w™!(v;) wird eine
Einbettung d; : D?> — P mit d;(0,0) = wp'(v;) und jeder Kante y~!(e;) wird eine
Einbettung b; : [0,1] x [0, 1] — R3 mit b; (3 x [0,1]) =I" (y~*(e;)) zugeordnet, so dass die
Bilder von d; bzw. b; in geeigneten Umgebungen von d;(0,0) bzw. jedes Kreuzungspunktes
des Diagramms eine Gestalt wie in Abbildung (8.3) links (fiir eine Ecke vom Grad 3) bzw.

rechts haben.

- (8.3)

7N

Auflerhalb solcher Umgebungen fiir die Kreuzungspunkte gelte Bildb; C P. Zu jeder
Einbettung b; sei zusétzlich eine ganze Zahl N; gegeben. An jedes Band Bild b; werden
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auflerhalb der Umgebungen aus (8.3) |N;| positive bzw. negative Verdrillungen angefiigt,
je nachdem ob N; positiv oder negativ ist. Fiir N; = 0 werden keine Verdrillungen erzeugt.
Ein auf diese Art verdrilltes Band lisst sich als Bild einer Einbettung b’ : [0,1]x[0,1] — R3
charakterisieren, so dass auflerhalb der Verdrillungen b;- mit b; ibereinstimmt. Abbildung

(8.4) illustriert eine positive, (8.5) eine negative Verdrillung eines Bandes.

Die Fliche, die aus der Vereinigung der Bilder der Einbettungen d;, i € {1,...,|Zy|} und
v.j € {1,...,m} entsteht, wird mit ' (D,vp, N) bezeichnet. Dabei sei N := (Ny, ...,

Np) € M ({1,...,m},Z) das Tupel der anzubringenden Verdrillungen. Wie in (8.3), (8.4)
und (8.5) angedeutet lassen sich Bandflichen durch ,regulire Diagramme* beschreiben,

siehe dazu auch [32], Seite 176.

Zur Konstruktion von gewissen Bandflichen wird im folgenden die Gordon-Litherland-
Form (GL-Form) G(F) : Hi(F)x H\(F) — Z, G(F)([z], [y]) := lk(1«[z], [y]) = (z,y), einer
Fliche F C R? verwendet. Eine exakte Definition sowie eine geometrische Interpretation

dieser symmetrischen Bilinearform kann in [5],2. sowie [28], Seite 134 nachgelesen werden.

Vorgelegt sei nun ein orientiertes nummeriertes Diagramm (D, vp,o0p) von Z. Zu ge-
gebenen Verdrillungen N = (Ny,...,N,,) € Z™ ldsst sich dann die GL-Form der Band-
fliche F(D,~vp, N) berechnen. Ist umgekehrt die GL-Form durch eine symmetrische Ma-
trix G € My xn(Z) gegeben, stellt sich die Frage, ob dadurch die Verdrillungen N einer zum
Diagramm gehorigen Bandfliche F(D,~yp, N) bereits eindeutig festgelegt sind. Fiir den
Theta-Graphen sowie fiir die Graphen Ky und K33 wird diese Frage im folgenden positiv
beantwortet. Die so konstruierten Bandflichen liefern Invarianten fiir Umgebungsisotopie

dieser Graphen zum Beispiel durch die Randverkettungen der Fléchen.
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8.2 Bandflichen trivalenter Diagramme

Definition 8.1 Es seien (Z,0) ein orientierter eindimensionaler endlicher Zellenkom-
plex, G(Z) der zugehorige abstrakte orientierte Graph, (w,v) eine bijektive Nummerie-
rung von Z, B := {[a1],...,[an]} # 0 eine Basis von Hy (C(Z)), deren Reprisentanten
wie in (8.2) dargestellt seien, m := |Z1(Z)| und (D,vp,op) ein nummeriertes orieniertes
requldres Graphendiagramm von Z. Die Mengen M(Z) := Sym(m) und B(Z) := Sym(n)
seien lexikographisch geordnet. Fir deren Kardinalititen gelten |M(Z)| = 3m(m+1) sowie

|B(Z)| = 3n(n+1). Es werden die folgenden Bezeichnungen festgelegt:

1. M-Matrix : M(B,v,0) € M%m(m—&-l)x%n(n—i—l) (

M(Z2),B(Z),Z) definiert durch
M (B, 0)(5,,:)7(1'7]‘) 1= vs(ai)vi(ay) + ve(ai)vs(a;)

fiir (s,t) € M(Z) und (i,j) € B(2).

2. X-Matrix : X (B,v,0) € M, (n41)x (B(2),{1,...,m},Z) definiert durch
2TL n m

X (B,7,0) )1 = $M (B, 7, 0) ) iy fir L €4{1,...,m} und (i,j) € B(Z).

3. T-Matrix : T (M (B,7,0), D,vp,0p) = (T11), Tn2)s- -+ Tinmy) ' € M (B(Z),Z)
definiert durch

T(’L,]) = T(l,j) (M (67 Y, 0) 7D77D7 OD) = Z M (Ba e 0)(s,t),(i7j) ' w££OD
(s,t)eM(2)

fir (i,j) € B(2).

Definition 8.2 FEin Graph mit genau einer Ecke und mindestens einer Kante wird Bou-
get genannt. Ein eindimensionaler endlicher Zellenkomplez, dessen zugehoriger abstrakter

Graph isomorph zu einem Bouget ist, wird topologisches Bouget genannt.

Satz 8.3 Vorgelegt sei ein bijektiv nummeriertes orientiertes Diagramm (D,~yp,op) zu ei-
nem mittels (w,~y) bijektiv nummerierten orientierten Zellenkomplex (Z,0) mit m = | 21|
Kanten. Es sei I' eine Finbettung zu Z, F := F (D,vyp,N) eine Bandfliche mit Verdril-
lungen N := (N1,...,Np,) und i : I'(Z2) — F eine Inklusion, so dass die Abbildungen
z L 'z “» F Isomorphismen

() % m (2" m @)™ ' ()

induzieren. Beziiglich der Nummerierungen liege eine Situation wie in (8.1) vor.
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Nun seien Elemente x',y' € Hi(F) gegeben. Die Urbilder T~ (Hy(ioT')~! (2')) und
T (Hi(i o)~ (y')) seien in Hy (C(Z)) reprisentiert durch x = Y1, v(z)¢; baw. y =

S v(y)e. Dann gilt:

GE) (@ y) = Y [s@uely) + vs(y)vi(@)] - wlP
1<s<t<m
+y u(@)uly) - N
=1

Beweis  Zunichst soll gezeigt werden, dass es fiir ¢ € {1,...,n :=Rang(H;(Z))} Kreise
(di,Di) : J;% — G(Z), n; € N, (86)

gibt, die eine Basis fir H;(Z) induzieren. Das Bild D; < G(Z) eines Kreises (d;, D;)
lisst sich als zu S' homdomorpher Teilkomplex von Z auffassen und repriisentiert daher
eine Homologieklasse, die als [D;] € H;(Z) notiert wird. Ist Z bereits ein topologisches
Bouget, so erhilt man die geforderte Basis aus den Schlaufen des Bougets. Falls Z kein
topologisches Bouget ist, gibt es eine Folge von Kontraktionen L;yq1 := Cp, ¢;.4,(Li), 0 <
i<j—1,7€N, Ly:=G(Z),sodass L; ein Bouget ist. Dazu gibt es homotopiedquivalente
Zellenkomplexe Z{, := 2, Z|, ..., Z} sowie Isomorphismen (w;, ;) : G (Z) — L;; 0 <i < j
derart, dass Z! aus Z; durch Zusammenziehen der Zelle v, *(e;) hervorgeht. Da L; ein
Bouget ist, gibt es eine Basis aus Kreisen, die mithilfe von 4.18 auf Seite 88 sukzessive zu

Kreisen (8.6) hochgehoben werden kénnen, die vermoge der Homotopiedquivalenzen eine

Basis {[D1],...,[Dy]} fiir H; (Z) induzieren. Fiir
T ([D]) =: [ai) = ai = ivl(ai)cl € Hi (C(2)) C Ci(2) (8.7)
=1
gilt dann
v(a;) € {£1} < ~7'(¢) € BildD;. (8.8)
Nun wird der Satz fiir Basiselemente [b1],.. ., [bn] € Hy(F), die durch
b] == Hi(ioT) (D3]}, ie{l,...,n} (8.9)

gegeben sind, nachgewiesen. Ein Basiselement [b;] kann in der singuldren Homologie von
einer zu S* homsomorphen Kreislinie iT" (D;) reprisentiert werden. Diese wird hier eben-
falls mit b; notiert. Es wird (b;, b;) lokal beziiglich gewisser Kreuzungen ¢ berechent und
dementsprechend mit (b;, b;). bezeichent. Diese Vorgehensweise wurde in [28] im Abschnitt

6.1 ausfiihrlich behandelt.
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1. Fall : Sei ine K D
a el c elne reuzung von , S-mal e S—mal

an der die Kanten e; und e, (s,t) € : T
M(Z), beteiligt sind. Wegen (8.8) gilt '

------------------- T-mal
vs(ai), ve(ai), vs(aj),ve(a;) € {0,£1}. Das : |
Basiselement [b;] wird von einer Kreislinie | - &
repriisentiert. Daher liefert 7. ([b;]) = [7(b;))]  _____ S T-mal

fiir S := |vs(a;)| und T := |vi(a;)| die neben- ‘

stehende lokale Situation (fiur e(c) = +1). '

Somit berechnet man 2(b;, b;). = 2¢(c)vs(aj)vi(a;)+ 2¢(c) ve(aj)vs(as).

2. Fall : Sei ¢ eine Kreuzung eines Diagramms der Randkomponenten der Bandfléche fiir

Ny > 0 bzw. N; < 0 wie folgt:

g

bzw. c

A

Wie im ersten Fall gilt vs(a;), vi(ai), vs(a;),ve(a;) € {0, £1}, daher erhélt man fiir V; > 0

die lokale Situation
T-mal g T-mal

£

c

(8.10)

Der Diagrammausschnitt fiir Ny < 0 ergibt sich aus (8.10) durch Spiegelung, d.h. durch

Vertauschen sdmtlicher Kreuzungsinformationen. Daher berechnet man:

2(bi,bj)e = sign(Vy) (ve(aj)ve(as) + ve(aj)ve(as))

= 2sign(Ny)ve(aj)ve(ai). (8.11)

3. Fall : Wie in (8.12) angedeutet, gibt es noch weitere

° (8.12)

| C

Kreuzungen c in der Ndhe der Ecken des Graphendia-

gramms, die durch 7(b;) und b; erzeugt werden.

Diese liefern aber insgesamt den Beitrag Null zu (b;, b;), denn eine Kreislinie, die [7(b;)]
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reprisentiert, berandet ein orientierbares oder nicht orientierbares Band in R?, auf das die

zu b; gehorige Kreislinie transversal trifft:

A
I
I
I
I

A

""""" oder "Band

Mithilfe der obigen drei Félle lasst sich nun folgende Rechnung durchfiihren:

¢ Kreuzung aus Fall 1 ¢ Kreuzung aus Fall 2
= Z Z (bisbj)e  + Z Ni(ai)vi(ay)
(s,t)eM(2) can es und e; beteiligt =1
= ) > eo) [oslavi(ag) + vslag)vi(ar)]  + > Newi(as)vi(ay)
(s,t)EM(Z) c an es und e; beteiligt =1
D,OD =
= Y w” [os(aiu(ay) Fuslag)oe(a)]  + Y Nw(ai)oi(ag). (8.13)
(sit)eM(Z2) =1

Essei o/ = > 1" | xi[bj] und y' = >, vi[b;]. Dann gilt
[Z Z xivl(ai)cl] = [Z Tia;| = Z x;[a;]
=1 i=1 i=1 i=1
(87,5249 Z o T (D) =T7! (Z T [Di]>
i=1

=1

(89),8249 <H1 (ioT)" (a:’)) Vor. 2] Vor. [i vl(x)cz]

=1

Da es sich um Représentanten aus C1(Z) handelt, folgt, dass
n
= ww(a;) (8.14)
i=1

fiir jedes [ € {1,...,m} erfiillt ist. Analoges gilt fiir ¢/ € Hy(F). Aus der Bilinearitéit von
G(F) erhilt man:

G(F) (') =D Y wiy; - G(F) ([bil, [bs])

i—1 j—1
n n
D,o
> miy [ )] wei® fos(ai)vi(ag) + vs(a)vi(ai)] ZNM a;)vi(a;)
i=1 j=1 (s HeEM(Z)

= Z Z Z TilYj - sDtOD Us(ai)vt(aj) + Us(aj)vt(ai)]

(s,t)eM(2) i=1 j=1
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+ Z inyj - Ny - v(aq)vi(ay)
I=1 i=1 j=1
= S Y wivsa) S iela) + - yivslay) - Y wivelar) | wh P
(s,H)eM(2) \i=1 j=1 j=1 i=1
+D D wmwilan) - yyuilay) | N
=1 \i=1 j=1
8.14 ° s
CL ST (@) + @) @) wh P+ S w@)ly)N
(s,;t)eM(Z) =1

a

Satz 8.4 Wie in Satz 8.3 auf Seite 248 sei ein mittels (w,~y) bijektiv nummerierter ori-
entierter und zusdtzlich trivalenter Zellenkomplex (Z,0), ein Diagramm (D,~p,op), eine
Bandfliche F := F (D,yp,N) zu I'(Z), eine Basis B := {[a1],...,[an]} von Hy (C(Z2))
aus (8.7) sowie die Basis [bi],...,[bn] € Hi(F) aus (8.9) vorgelegt.

(a) Sei g € Mt (B(Z2),Z). Fiir die X-Matriz X = X (B,v,0) und die T-Matriz T :=
T(M (8777 0) 7DafYD70D> gzlt

XNtT:g—T S V(l,]) EB(Z) Q(F) ([bz],[b]]) :g(i,j).
(b) Die X-Matriz sei quadratisch und |det X| = 1. Dann gilt

XNr=¢g-T <= Nr=XxY9-T)ecz™

(c) Essei X wiein (b), g € M (B(Z),Z) und (D',yp:,0p:) ein weiteres Diagramm mit
einer Bandfliche F' := F (D', yp/, N') wie in Satz 8.3. Dabei seien die Verdrillungen
N und N’ durch die rechte Formel in (b) gegeben. Sind (D,~vp,op) und (D', yp:,0p:)

dquivalent, so sind F und F' isotop in R3.

Beweis Zu (a): Es sei M := M (B,~,0). Fiir (i,7) € B(Z) berechnet man:
(XNT) o = 2o XK= 5Mup N =Y vila)ola;)N
[ =1 =1

G(F) (b, [b5) = > Mg g .y wei® = G(F) ([bi], [b5]) — T,
(s,)EM(Z)

8.

w

)

Daraus ergibt sich sofort die behauptete Aquivalenz.
Zu (b): Wegen |det X| = 1 ist offenbar X1 € M ({1,...,m},B(Z),Z).
Zu (c): Es seien I" und I” Einbettungen von Z zu D bzw. D', so dass I'(Z) C F und
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I"(Z) C F' gilt. Da D und D’ #quivalent sind, gibt es eine Isotopie I : R® — R3, so
dass zum einen I'(2) = I (I'(Z)) gilt und zum anderen I(F) =: S eine durch eindeutig
bestimmte Verdrillungen N” := (N{,..., N]) gegebene Bandfliche S = F (D', yp/, N")
zu IV (Z2) ist. Eine solche Isotopoie lisst sich wie folgt mithilfe der Reidemeisterbewegungen

realisieren:

of
" %@ D\, G
Q

11 :\/Q &, AR E\:
N\ N =%
111 //\//§ Sa, %

\\ QF Q- ///
PN — 77
LT
2 <

Da die Verdrillungen N von F' durch (b) gegeben sind, gilt

gig 2 G(E) (i, b)) = G (I(F)) (Ha (1) (b)), Ha () (155])) = G(S) (18], [¥)])

Mit [o}] := Hy(I) ([bi]) € Hi(S), i € {1,...,n} ist [b}],...,[V],] eine Basis von H;(S), fiir
die [b}] = Hi(I") (T ([a;])) gilt. Daher kann man (a) auf das Diagramm (D’,vps, 0p/), die
Bandfliche S und g € M'" (B(Z),Z) anwenden. Es ergibt sich

(N)" X (g =T (M, D prs00)) Y ()"
Insgesamt gilt also I(F) =S = F". O

Satz 8.5 Sei G(2) trivalent, 3-zusammenhdingend und einfach. Die X -Matrix ist genau

dann quadratisch, wenn L(Z) = 0 ist.
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Beweis  Nach [27], (I.1.1), Seite 4 gilt zunéchst:
320] = ) deggz)(v) = 2|21]. (8.15)
vEZ)
Sei n :=Rang H; (Z). Die X-Matrix ist genau dann quadratisch, wenn |Z1| = |B(Z)| =
tn(n+1) gilt. Aus Satz 7.13 auf Seite 214 ergibt sich die Rechnung

2
2L(Z) = nln+1)+4|Z]- Y (deg(;(z)(v)) —n(n+1)+4]21] — 9|2
VEZ)
G 1) — 22 (8.16)
und somit die Behauptung. O

Bemerkung  Nach [23], Corollary 5.2. auf Seite 227 ist L(Z) = 0 gleichbedeutend da-

mit, dass G(Z) planar ist und keine disjunkten Kreise enthélt.

8.3 Ein Zusammenhang zwischen der Verschlingungsinvari-

ante und der GL-Form

Satz 8.6 Vorgelegt seien die Voraussetzungen aus Satz 8.4 auf Seite 252. Dariiber hin-
aus sei y im Kern der Abbildung f(g(z)wy) aus 2.28 auf Seite 46. Wenn es ein x €
M' (B(Z),Z) gibt, so dass fir die M-Matrix M := M (B,~,0) die Gleichungy = M - x
erfillt ist, dann gilt

Ly(Da”YD,OD) = Z m(l,j) : <bzabj>
(4.9)€B(2)

Beweis  Sei m die Anzahl der Kanten von G(Z). Aus y = Mz folgt
Yen = D Mg TG (8.17)
(1.5)€B(Z)
fir jedes (s,t) € M(Z). Wegen (I,1) € Ny(G(2),w,~) fiir jedes | € {1,...,m} gilt
aulerdem y(; ;) = 0. Nun berechnet man:

Z ;.5 (bi, bj)

(i,7)€B(Z)

8.3 o -
= Z Z(i5) Z Ms.1),6i,9) 'wft’ P4 Zvaz(ai)vz(aj)

(1,)€B(2) (s,)eM(Z) =1

Yo w” > My g weq FO_ N3 D Mapag 2y

(s;t)eM(Z2) (1,J)eB(2) =1 (i,5)€B(Z2)
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(8.17)
= Z w£fj0D ' y(s,t) +0= Ly (Da VD, OD) .

8.4 Bandflichen spezieller Graphen

8.4.1 Der Theta-Graph

Es sel nun (Z,0) = (©,0) der topologische Theta-

Graph. Der Graph H = (Vg,Sg,hg(@)) aus (8.1) auf

Seite 245 sei gegeben durch Vg := {vi,v2}, Eg =

{e1,e2,e3} und hgey(e;) = (vi,v2) fiir i € {1,2,3}. el e3
Als Basis Be := {[a1], [a2]} von H; (C' (©)) werden Re-

priasentanten a; und as mit den Koordinaten v(ap) :=

(0,1,—1) bzw. v(ag) := (—1,1,0) gewéhlt.

Die X-Matrix X := X (Be,",0) berechnet sich zu

Offenbar gilt det X = —1, daher lisst sich Satz 8.4 (c) auf Seite 252 auf Diagramme von
© anwenden, siche Abschnitt 8.5.1 ab Seite 260. Fiir die Inverse gilt

X'=]l0 10
1 -1 0
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8.4.2 Der Graph K,

In diesem Abschnitt sei der topologische Graph
Ky vorgelegt. Der Graph H = (V4,&,hk,) aus
(8.1) sei gegeben durch Vg := {v1,va,v3,04},
Ep := {e1,e2,e3,e4,e5,e6} und hy,(e1) = (v1,v2),
hi,(e2) = (v2,v3), hi,(e3) = (v3,v1), hk,(es) =
(va,v1), hg,(e5) = (va,v3) hi,(es) = (v4,v2).
Als Basis Bi, = {[ai1],[a2],[as]} von Hi(C (K4))
werden Représentanten a;, ae und a3 mit den
Koordinaten v(a;) := (1,0,0,1,0,—1) = @,
v(az) = (0,1,0,0,-1,1) = @&y, baw. v(az) =
(0,0,1,-1,1,0) = @), gewihlt.

Die X-Matrix X := X (Bx,,",0) berechnet sich zu

123 4 5 6
(LHl1t o0 1 0 1
(1,2)/]0 0 0 0 0 -1

X=(1,3/000 -1 0 0
2,2)l0 10 0 1 1
(2,3)/0 0 0 0 -1 0
3,300 1 1 1 0

Man berechnet det X = 1, daher l&sst sich Satz 8.4 (c) auf Seite 252 auf Diagramme von

K4 anwenden. Fiir die inverse Matrix gilt

X =

o O o o o
o o O
|
—

o o O O
|
=)

o o o
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8.4.3 Der Graph Kj3

Nun sei der topologische Graph K33 vorgelegt. Der
Graph H = (Vﬁ,é’g,h;{&s) aus (8.1) sei analog zu
8.4.1 und 8.4.2 gemif der nebenstehenden Abbildung
gegeben. Als Basis Bi,, := {[a1],[a2], [a3],[as4]} von
H; (C (K3,3)) werden Représentanten aj, az, a3 und as

mit den Koordinaten

v(a;) = (1,1,1,0,0,0,—1,0,0) =
vlaz) = (0,1,1,1,0,0,0,-1,0) =
v(az) := (0,0,1,1,1,0,0,0,—1) =
v(ag) := (0,0,0,1,1,1,1,0,0) =

gewihlt.

Lemma 8.7 Gegeben sei in (8.1) eine bijektive Nummerierung (w,~y) des orientierten
Zellenkomplezes (KC33,0) und das erzeugende Element y € KernG (g, 5.w,) aus Satz 6.6
auf Seite 185. Sei k(y) € Kern f(xc, 5.w,) gemdfs Satz 2.39 auf Seite 56. Fiir die M-Matrix
M := M (B, ,,7,0) gilt:

k(y)=M- -z <= x=(0,0,1,0,0,-1,1,0,0,0)" € M (B(K33),7Z). (8.18)
Beweis Das Bild von y unter x hat die Gestalt

k(y) = (0,0,1,1,1,0,0,0,-1,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,1,1,0,1,0,
0,0,1,0,0,1,0,0,—1,0,0,0,0,—1,0,0,—1,1,0,—1,0)"".
Auf Seite 258 ist die M-Matrix M (Bx, ,,7,0) abgebildet. Dabei stehen in der ersten Zeile

bzw. in der ersten Spalte die jeweiligen Indizes. Mit diesen Daten lésst sich die Behauptung

nachrechnen. O
Satz 8.8 Vorgelegt seien die Voraussetzungen aus Satz 8.4 auf Seite 252 fir Z2 = K3 3.

Es seien x und k(y) die Elemente aus (8.18) und g € M (B (Ks3),Z) mit

9(1,3) ‘= ﬁ Lyy) (D,vp,0D) — Z T(ig) " 96 | - (8.19)
’ 1<i<5<4, (1,§)#(1,3)
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M-Matrix M (B;Cm,'y, o) :

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (2,2) (2,3) (2,4) (3,3) (3,4) (4,4)

0
0
0
-2
0
0

-1

0
0
0
-2
0
0

-1

0
0
0
-2
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

-1

-1

-2

0
0
0
0
0

(L,1)
(1,2)
(1,3)
(1,4)
(1,5)
(1,6)
(L,7)
(1,8)
(1,9)
(22)
(2,3)
(2:4)
(2,5)
(2,6)
(2,7)
(2.8)
(2,9)
(3:3)
(3:4)
(3,5)
(3,6)
3.7)
(3:8)
(39)
(4,4)
(4,5)
(4,6)
(4.7)
(4.8)

(4,9)
(5,5)
(5,6)
(5:7)
(5,8)
(5,9)
(6,6)
(6,7)
(6,8)
(6,9)
(7.7)
(7.8)
(7,9)
(88)
(8,9)
(9,9)




8.4. BANDFLACHEN SPEZIELLER GRAPHEN 259

Dariiber hinaus seien die Matrizen X' € Moxo (B (K33) \ {(1,3)},{1,...,9},Z) und ¢', T' €
M (B (K33) \ {(1,3)},2) fiir jedes (i,j) € B(Ks;3) \ {(1,3)} wie folgt definiert:
sz)’ = X (Biy4,7,0) (i) firle{1,...,9}, T(/i,j) =T (M (Bxy4.7,0) , D, 7D, OD)(i,j)

l
und gEm) = 96,j)-

(a) Fiir die Matriz X' und die Matriz T" gilt:

X'N" =g —T" <= V(i,j) € B(Ksz3) : G(F) ([bi], [b;]) = 9(i.5)-

(b) det X' = —1 und ~ X'N" =g —T' < N =X""'¢ -T) ez

(¢) Es sei (D',vypr,opr) ein weiteres Diagramm zu K33 mit einer Bandfliche F' :=
F (D',vpr, N') wie in Satz 8.4. Dabei seien die Verdrillungen N und N’ durch die
rechte Formel in (b) gegeben. Sind (D,~yp,op) und (D',ypr,opr) dquivalent, so sind
F und F' isotop in R3.

Beweis  Zu (a): Wie in (a) von Satz 8.4 ldsst sich fiir jedes (i,5) € B(Ks3) \ {(1,3)}

die Gleichung

(X/Ntr) (i,5) = g(F) ([bl]v [bj]) - T(/i,j) (820)

nachweisen. Daraus folgt sofort <= der Behauptung. Es bleibt = zu zeigen. Fir (4,5) #
(1,3) gilt

(8.20) -
g(F) ([bi]> [bj]) = (X,Nt )(m-) + T(/i,j) = gEz}j) - T(,Z;j) + T(/m) = gzi,j) = 9(i,j) (821)

und fiir (¢,7) = (1, 3) berechnet man

8.6
G(F) ([ba] [bs]) = (b1,b3) = s | Lrw) (D,vp,0p) — Z T 5) - (bis bj)
(4,)EB(K3,3)\{(1,3)}
(8.21) Vor.
=" a3 |Isw (D1ps00) = >, Thg) "9 | = 90.3)

(i,j)EB(K&g)\{(L:ﬂ)}
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Zu (b): Fiir die Matrix X’ ergibt sich

123456 789
(L1)|1 1 1000 100
(1,2)|0 1 1.0 0 0 0 0 0
(1,40 0 0 0 0 0 =1 0 0

v @201 1100 010 522
(2,3)/0 01100 00 0
(2,40 00100 00 0
3,300 1110 001
3,490 00110 000
44000111 100

Man berechnet det X' = —1.

Zu (c): Man beweist diese Aussage genau wie in (c) aus Satz 8.4 auf Seite 252. An dieser
Stelle sei darauf hingewiesen, dass g1 3) nicht von dem Diagramm abhéngt, denn aus der
Aquivalenz von (D, yp,op) und (D', ypr, opr) folgt Ly (D,vD,0p) = Ly (D', vprs 0pr).

|

8.5 Minimal verschiedene Einbettungen

Zwei Einbettungen I, T : Z — R3 heiflen minimal verschieden, wenn sie nicht dquivalent
sind, aber fiir jeden Teilkomplex Y C Z die Einschrankungen Fb} und I ‘ Y dquivalent
sind. Siehe [25], p. 56 sowie [16], p. 413. fiir planare Graphen.

8.5.1 Der Theta-Graph

Vorgelegt sei die Situation aus Abschnitt 8.4.1 auf Seite 255 sowie ein Diagramm D von
©. Zu jedem o € S seien bijektive Nummerierungen (w,~,) und (w’,v,) von D gegeben,

so dass sich orientierte Diagramme (D,op) und (D, o},) der Art

V1 V2
S ‘% bzw. S ‘% (8.23)
) )
Vo Vi

ergeben. Zu jedem so nummerierten Diagramm gibt es Einbettungen I', bzw. I/, so dass

jeweils Diagramme wie in (8.1) auf Seite 245 kommutieren. Offenbar ist die T-Matrix zu op
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aus Satz 8.4 auf Seite 252 dieselbe wie zu o', da sich die Orientierungen sédmtlicher Pfeile
im Diagramm (D, op) umkehren. Daher kann man sich zur Berechnung der Verdrillungen
NI = X1 (g—T,) gem#8 8.4(b) auf das orientierte Diagramm (D, op) berschrinken.
Fiir die M-Matrix gilt

(L,1) (1,2) (2,2)
(1,1) 0 0 2
(1,2) 0o -1 -2
M (Be,v,0) = (1,3) 0 1 0
(2,2) 2 2 2
(2,3)| -2 -1 0
(3,3) 2 0 0
deshalb erhélt man
(To)a) = 20(hg) = 2wlyg) + 2wis g,
(TU)(1,2) = *w?1,2) + “’?173) + 2“’?272) - w?2,3)7
(To) 22y = 2w(i1) = 2w(i2) + 20(o),

D,op

wobei wis fiir w(%)_l(es)7(%)_1(et)

der X-Matrix:

steht. Fiir g := (g(171),g(1’2),g(272)) ergibt sich mithilfe

9(22) ~9(1,2) W ) T Wiy g) — Wazy — 2W( (S0)4
tr — o o o o — —_.
Ny = 9(1,2) | Yaz2 T Wag) 2“’(2,2) tweg | T (So)y | =t So-
9@ — 9.2 Wio 5y = 2W(3 3) = W( 9y + W( 3 (S0)3

(8.24)
Da fiir jedes o € S5 und jedes i € {1,2,3} die Beziehung 7, ! (e;) = 7;;' (eo(s)) erfiillt ist
(siehe (8.23)), erkennt man an (8.24), dass (S5); = (Sid) ;) gilt. Daraus folgt:

Vo € 53: No=Nig & g2 — 91,2 = 91,2) = 9(1,1) — 9(1,2)

S 91,1 = 92,2) = 29(1,2)-

Somit erhélt man fiir jede gerade Zahl 2n, n € Z eine eindeutig bestimmte orientierbare
Bandfléiche zu einem Diagramm von © mit GL-Form <i”22) Fiir n = 0 sind die Verdril-
lungen in (8.24) genau diejenigen, die sich in [8] aus dem Gleichungssystem auf Seite 199
ergeben.

Als Beispiel soll nachgewiesen werden, dass die folgenden Diagramme D und D’ mini-
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mal verschieden sind, also dass

D = £ =D (8.25)

I
-

/

gilt. Wihlt man Nummerierungen und passende Orientierungen der Diagramme D, D’
berechnet sich wfgoD = wft/’oD' = 0 fiir alle 1 < s <t < 3. Es folgt N = (n,n,n) aus
(8.24) fir g := (2n,n,2n) und n € Z. Fiir ungerade n erhilt man als Randverkettungen
Knoten, fiir gerade n Verkettungen mit drei Komponenten. Allerdings erweisen sich die
jeweiligen Alexanderpolynome als gleich und somit als nicht geeignet zum Beweis der
Ungleichung (8.25).

Daher werden die Nummerierungen im Einzelnen betrachtet. Fiir jedes o € S3 ergibt

sich zu D' eine Bandfliche B( L ) der Gestalt (8.26). Es wird nun g := (9(1,1)7 9(1,2)> 9(272))

:=(0,0,1) gewiihlt, so dass B( L ) die Form

J
/,’ —k
\ r o e{(12),(132)}

Ly =

r o€ {(13),(123)}

I

\

/
L3 = {
\

annimmt. Nun lidsst sich B( L ) tiberfithren in ein Diagramm der Form (8.27). Die-

v

L, = ! )K" fir o€ {id, (23)}

l‘(~/\ ,
’
Vo fii

i’ N

\
1 fi
1
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ses wiederum ist dquivalent zu B ()> . Daher sind die zugehorigen Randverkettungen
K ( L ) auch dquivalent und man folgert K (L;) = K (L2) = K (L3). Also geniigt es,
sich auf die Verkettung K (L1) zu beschrénken. Sie enthilt als Komponente den Knoten

K aus (8.28), dessen Alexanderpolynom sich zu Ag(x) = 28 — 427 + 420 + 425 — 112* +
423 4 42 — 4x + 1 berechnet. Dieses Polynom ist die Determinate der Matrix My :=

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
l1{ 0 0000000 O0O 1 0O 1 0 0 0 0 0 = 0 O0
2/(0 01 0600 00O0O0O 1 O OO0OO0OO0O 2z 0 = 0 O
3;(0 01 0000011 O O 0O 0O 0O O O0O =« 0 0 0 O
4i0 0 0 01 0Oz 00 O O O O O 1 O O 0O O 0 =z
5/ 01 01 0z 00 0O 2 0 O0O 0 OO0 O0O O0O 0 0 O
6/0 00101 020 0 0 =2 0 0 0 0 0 0 0 0 O
770 0 0001 0z 0O 0O O O O O 1T 0 O 0 =« O
8]0 0 0 0000 0 0 0 = 0 1 0 0 0 1 0 0 O
9i0 1. 0 0 000O0OO0O0 O O O O 1T 0 0 0 O = 0 0

|6 oo oo oo0o0oo0oo0 o0 o0 o0 1 0 =« 0 1 0 0 O
10 0 000 0010 0 0O 0O O OO 2« 0 1 0 =z O0
2j0 0 000 0100 0 1 0 O0 0O =2 0 0 0 0 0 =«
36 0o 000 0000 O0O 1 0 1 0 =« 0 0 0 0 0 O
4|1 0 0 0O0O00O0O0OOO0OO OO 1T O 0O O OO = 0 O
%0 0 00z 0000 0O O OO O = 0 0 0 0 0 O
66/0 0O 2 0O 2z 0001 0 0 0O O O O O O O O O O
176 0 0 2 0 2 0 OO0 1 0 O O O O O O O O O0 O
8|0 0 000z 0600 0O O O OO O 2« 0 0 0 0 O
90 0 01 000001 0 0O O0O O0OO0O O = 0 0 0 O
200 0 01 060000 O0O O 1 0 0O O0O O0 = 0 =z 0 0
21/]0 . 0 0OOOOOO O O 1T 0 1 0 O 0 = 0 O

und wurde mit MAPLE berechnet. In Mg sind die Zeilen mit den Kreuzungen aus
(8.28) und die Spalten mit den Gebieten a; aus (8.28) nummeriert. Das Gebiet ags bleibt
unberiicksichtigt. Die Matrix ergibt sich dann aus dem Verfahren von Alexander in [1]

oder auch [2], Seite 5.

Da die Bandfldche zu D in (8.25) auf Seite 262 nur triviale Knoten als Komponenten
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(8.28)

8.5.2 Der Graph K33

Vorgelegt seien K33, H und By, , wie in Abschnitt 8.4.3 sowie Diagramme (D,~p,0p)
und (D', yps, 0pr) wie in (8.29) bzw. (8.30).

(8.29)
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= MNP,

Es wird gezeigt, dass D und D’ beziiglich der gewihlten Nummerierung minimal ver-

schieden sind. Dazu werden die jeweiligen Randverkettungen der Bandflichen untersucht.
Zunéchst gilt

L = Lyy) (D',vp,007) = L) (D7D, 0D) = y(7.8)07,8 + Y(7,9)W7,9 + Y(3,0) W89
W) T Wy ~Wee = —1+1+1=1

In 8.8 auf Seite 257 sei

g = (4N —2L,2\ — L, —A+ L, 4\ — 21,2\ — L, \, 4\ — 2L, 2\ — L, 4\ — 2L)""  (8.31)

fiir ein zunéchst beliebiges A € Z. Aus (8.18) auf Seite 257 und (8.19) auf Seite 257 ergibt
sich somit g(; 3) = L — g(2,3) + g(24) = A. Nun lassen sich sowohl fiir (D', ypr,ops) als auch
fir (D,vp,op) die Verdrillungen

N = (X") 7' (g = T') = (0,-2,-2,0,-2,-2,-2, -2, -2)""

berechnen: Dabei sei )\ = —1. Es gllt T(,’LJ) = M(7,8),(Z’7j) + M(7,9),(i,j) — M(&g))(@j) fur

jedes (4,7) € B(K33). Mithilfe der unterstrichenen Zeilen auf Seite 258 stellt man 7"
(0,1,0,0,—1,-1,0,—1,0)" und somit

(AN —2L,2\ — L —1, =X+ L, 4\ — 20,2\ — L+ 1, A\ + 1,4\ — 2L,
O\ — L+ 1,4\ —2L)"

g/_T/

M=t (26,-4,2,-6,-2,0,—6, -2, —6)""
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fest. Fiir die Matrix (X’)~" ergibt sich

(1 21 10 0 00 00
0 1 00 -1 10 00
0 0 00 1 -10 00
0 0 00 0 10 00
XY =10 0 00 0 -10 10
0 0 10 0 00 -1 1
0 0-10 0 00 00
0 -1 01 0 -10 00
0 0 00 -1 11 10

mithilfe von MAPLE. Die Bandflache F' zu D hat somit die Gestalt

(8.32)

/
Fi=F(DAp,N) = %\g

Ganz analog erhélt man die Bandfliche F' := F (D’,yp/N). Die Randverkettungen K
und K’ von F bzw. F’ bestehen aus jeweils drei Komponenten. Diese seien mit K, Ko, K3
bzw. K|, K/, K} bezeichnet. Dabei sollen die K| den K; entsprechen. Nun wird gezeigt,
dass die Verkettung K/ LI K% auf Seite 269, die aus den beiden Komponenten K’ und K3

besteht, nicht in K enthalten ist.

Die Teilverkettungen K; U Kj;, 1 < ¢ < j < 3 von K mit je zwei Komponenten sind

jeweils dquivalent zu

@ : (8.33)
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wie die folgenden Umformungen zeigen:

A -

Das Alexander-Polynom der wie in (8.34) orientierten Verkettung KL K% lautet: 2—26x+

C

14422 — 41623 + 524x* + 468x° — 284825 + 395227 + 3422:% — 839822 + 10336210 — 12922412 4
12922213 — 10336215 4 8398216 — 342417 — 3952418 4 2848219 — 468220 — 524421 4+ 416222 —
144223 4-262%* —222°. Aus Gradgriinden ist dies verschieden von den Alexander-Polynomen

der Verkettung aus (8.33) mit beliebig gewéhlten Orientierungen.
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(8.34)

Bemerkung Ein Diagramm von K33 wie zum Beispiel das in (8.30) auf Seite 266
ldasst sich auf 72 verschiedene Arten bijektiv nummerieren. Das ist die Anzahl der Ele-
mente in der Automorphismengruppe von Kj 3. Fiir die Hélfte von diesen wechselt die
Verschlingungsinvariante des Diagramms das Vorzeichen. Fiir die anderen 36 Nummerie-
rungen bleibt sie gleich. Wihlt man ¢’ wie in (8.31) auf Seite 266, so ergeben sich fiir jede
dieser 36 Nummerierungen dieselbe Bandflache. Allerdings wird auf diese Thematik in der

vorliegenden Arbeit nicht weiter eingegangen.



Kapitel 9

Die M-Matrix

In diesem Kapitel wird die M-Matrix aus Definition 8.1 auf Seite 248 studiert. Es wird
untersucht, welche Auswirkungen das Umorientieren einer Kante (9.3 ab Seite 272), eine
Umnummerierung der Kanten (9.5 ab Seite 275), ein Basiswechsel in der Homologie (9.6
ab Seite 276) und eine Kontraktion (9.7 ab Seite 277) auf die M-Matrix bzw. auf eine
Gleichung der Art , Mz = y*“ aus (8.18) auf Seite 257 hat. Aus diesen Resultaten ergibt sich
im Satz 9.9 ab Seite 280, dass der Verschlingungsmodul im Bild der M-Matrix enthalten
ist.

Die Ergebnisse dieses Kapitels werden im néchsten Kapitel zur Konstruktion einer

eindeutigen Bandfliche verwendet.

9.1 M-Matrizen von Zs und Kj;

Fiir die Graphen Zs und Ky gelten zu Satz 8.7 auf Seite 257 analoge Aussagen:

9.1.1 Der Graph Z,

Nun sei der topologische Graph Z, vorge- e e,
legt. Der Graph H = (V1,&,hz,) aus (8.1)
sei wie in Abschnitt 8.4 gem#fl der nebenste-
henden Abbildung gegeben. Als Basis Bz, :=
{[a1], [a2]} von H; (C'(22)) werden Représen-

tanten a1, as mit den Koordinaten

v(a) == (1,0) = OQ v(az) = (0,1) = QO

gewihlt.

270
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Satz 9.1 Gegeben sei in (8.1) eine bijektive Nummerierung (w,~y) des orientierten Zel-
lenkompleves (2Z2,0) und das erzeugende Element y € KernG g, ., ) aus Satz 6.2 auf
Seite 181. Sei k(y) € Kern f(z,.) gemdff Satz 2.39 auf Seite 56. Fiir die M-Matriz
M := M (Bz,,~,0) gilt:

ky)=M- -z <<= 2=(0,1,0"c M"(B(2,),7). (9.1)

Beweis Das Bild von y unter x hat die Gestalt x(y) = (0,1,0)". Die M-Matrix
M (Bz,,7v,0) hat die Gestalt

(L1 (1,2) (2,2)
1,1 2 0 0
Lo W
(1,2) 0 1 0
(2,2) 0 0 2
Die Behauptung ergibt sich als Losung des Systems Mx = k(y). O

9.1.2 Der Graph Kj

Nun sei der topologische Graph K5 vorge-
legt. Der Graph H = (V5, &0, hi,) aus (8.1)
sei analog zu 8.4 gemifl der nebenstehen-

den Abbildung gegeben. Als Basis By, :=

{[al]a [a2]7 [a3]7 [a4]7 [a5]7 [aﬁ]} von Hl (C (IC5))
werden Reprisentanten a;, ¢ € {1,2,3,4,5,6}

mit den Koordinaten

€3
v(a1) = (1,1,0,0,0,—1,0,0,0,0) = @
v(as) = (0,1,1,0,0,0,-1,0,0,0) = @
v(as) = (0,0,0,1,0,0,0,~1,0,0) = @
v(a) = (0,0,0,1,1,0,0,0,0,1) = @
v(as) = (0,0,0,0,1,1,0,1,0,0) — @
v(ag) = (0,0,0,1,0,0,1,0,—1,0) — @

gewihlt.
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Satz 9.2 Gegeben sei in (8.1) eine bijektive Nummerierung (w,y) des orientierten Zel-
lenkompleves (Ks,0) und das erzeugende Element y € KernG (.~ aus Satz 6.8 auf
Seite 184. Sei k(y) € Kern f(x;wy) gemaf Satz 2.39 auf Seite 56. Fiir die M-Matriz
M := M (Bi,,,0) gilt:
k(lyy=M-z <+— z=(0,0,-1,0,0,0,0,1,—-1,0,0,—1,1,—-1,1,0,0,—1,0, 1,0)”.
(9.2)

Beweis Das Bild von y unter x hat die Gestalt
k(y) = (0,0,-1,-1,0,0,0,1,0,0,0,0,-1,-1,0,0,0,0,-1,0,0,—1,0,0,0,—1,0,0,
0,1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,-1,0,0,1,0,0,0,0, —1,0,1,0)"".

Auf Seite 273 ist die M-Matrix M (Bk,,~,0) abgebildet. Dabei stehen in der ersten Zeile
bzw. in der ersten Spalte die jeweiligen Indizes. Mit diesen Daten lésst sich die Behauptung

nachrechnen. O

9.2 Umorientierung

Satz 9.3 Der orientierte Graph G' gehe aus G durch Umorientieren der Kante e hervor.
Beziiglich einer bijektiven Nummerierung (w,v) von G bzw. G’ gelte y(e) = ey.

Es seien (Z,0),(Z,0") orientierte Zellenkompleze, so dass G der zu (Z,0) und G' der

zu (Z,0') induzierte orientierte Graph ist. Fine Basis B := {[a1],...,[an]} von Hy (C (Z))
sei beziiglich der Orientierung o durch
m
a; :Zvl(ai)cl, ie{l,...,n} (9.3)
=1

und beziiglich der Orientierung o' durch
a; = ivl’(ai)cl, ie{l,...,n} (9.4)
=1
dargestellt. Dabei sei m die Anzahl der Kanten von G bzw. G'. Dann gilt
M (B,v,0) - z=y < M (B,'y,o') Lr = ogg/;f%)(y)
fiir jedes y € Kern f(Gw,)-

Beweis  Zur Abkiirzung seien M := M (B,v,0), M' := M (B,~,0') und o := ogg/;}j}’%).

Zunichst gilt fiir jedes ¢ € {1,...,n} offenbar
—v(a;) : L=k
w(a) = 1#k

vi(ai) =
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M-Matrix M (Bx,,7,0) :

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6) (4,4) (4,5) (4,6) (5,5) (5,6) (6,6)

2
2
0
0
0

-2

0
0
0
0
2
0
0
0

-2

-1

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
2
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

(1,1)
(1,2)
(1,3)
(1,4)
(1,5)
(1,6)
(1,7)
(1,8)
(1,9)
(1,10)
(2,2)
(2,3)

(2,4)
(2,5)
(2,6)
(2,7)
(2,8)
(2,9)
(2,10)
(3,3)
(3,4)
(3,5)
(3,6)
(3,7)
(3,8)
(3,9)

(3,10)
(4,4)
(4,5)
(4,6)

(4,7)

(4,8)
(4,8)

(4,10)
(5,5)
(5,6)

(5,7)
(5,8)

(5,9)
(5,10)

(6,6)

(6,7)
(6,8)

(6,9)
(6,10)
(7,7)

(7,8)

(7,9)

(7,10)
(8,8)

(8,9)
(8,10)
(9,9)

(9,10)
(10,10)
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Daraus folgt sofort

Y, { My iy @ (FkANt#£ER)V (s=t=k) (95)
(s,),(8.3) —
Mgy © 5=k Vit=k) Asst (9.6)

fiir jedes (7, j) € B(Z) und (s,t) € Sym(m). In (9.5) gilt o(y) (s4) = €Y(s) mit € = 1, daher

beweist die Gleichung

Yy = D, Mo 6T = Z M{s.i.)%65) = 0@ (9.7)
(4,7)EB(Z) (3,7)eB(Z

die Behauptung. Fiir (9.6) gilt o(y)(s,¢) = €Y(s,r) mit € = —1 und (9.7) liefert die Behaup-

tung. O

Satz 9.4 Der orientierte Graph G' mit k € N Ecken und | € N Kanten gehe aus G durch
Umorientieren der Kante e hervor. Beziiglich einer bijektiven Nummerierung (w,~y) von
G bzw. G’ gelte y(e) = e,

Es seien (Z,0),(Z,0') orientierte Zellenkompleze, so dass G der zu (Z,0) und G’ der
u (Z,0') induzierte orientierte Graph ist.

Dariiber hinaus sei I' : Z — R3 eine Einbettung, m : R> — P eine requlire Projektion
und D ein Diagramm zu Z. Zu Orientierungen op bzw. o, von D seien Gp bzw. G’y die

induzierten orientierten Graphen zu D, so dass die Diagramme

(wyy) (w.)

G — (Vkvglth) G — (Vkvgla hG/)
((TFF)'ZO’P(WF)'Zl) l /(;D7FYD) und ((WF)'ZOJD(WF)'Zl) l /(U:D 77D)
Gp G

orientierter Graphenisomorphismen kommutieren. Dabei ist (wp,vp) eine bijektive Num-
merierung von Gp bzw. G.

Eine Basis B :={[a1],..., [an]} von Hy (C (2)) sei beziiglich der Orientierung o durch
(9.3) sowie beziiglich o' durch (9.4) dargestellt. Dann gilt

X(B,’)’,O) 'Ntr :g—T(M(B,’Y,O),D,’)’D,OD)
~
X(Ba’%O/) - Nt :g_T(M(87710/)>D77D70/[))

fir N e M ({1,...,1},Z) und g € M (B(Z),Z).

Beweis  Zur Abkiirzung seien X := X (B,v,0),M := M (B,~,0),T := (M, D,vp,0p)
sowie X' := X (B,~,0'),M' := M (B,~,0),T" := (M’', D,vp, ). Sei (i, j) € B(Z).
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=
l 05 v
tr : or. D ,0
(X'NT) oy =D XlijyaNe = D XN = g6y = D, M apwsi™
r=1 r=1 (s;t)eM(2)
(9.5),(9.6) D,o" . D,o
- 9(i.5) — Z M(S £),i.5) Ws.t 7+ Z _M(Svt)7(i,j) ' ( Ws,t D)
(s,t) aus (9.5) (s,t) aus (9.6)
= 96i,5) — T(/i,j)’
<: Analog zu =. O

Bemerkung  Sind zwei dquivalente kantennummerierte Diagramme (D, yp) und (D', vpr)
vorgelegt, so gibt es Eckennummerierungen wp, wp und Orientierungen op und ops von
D bzw. D', so dass (D,vp,op) und (D’,yps,0p/) orientiert nummeriert dquivalent sind
und dieselben Verschlingungsinvarianten besitzen. Handelt es sich um Diagramme von
KC3 3, so sind nach Satz 8.8(c) die Flichen F := F (D,vp,N) und F' := F (D', ypr, N')
isotop. Nach Satz 9.4 héngen die Verdrillungen nicht von den Orientierungen op und opr
ab. Daher sind F und F’ beziiglich beliebiger Orientierungen isotop.

Sind beispielsweise die Randverkettungen der mittels Satz 8.8(b) und beliebig gewihl-
ten Orientierungen von D und D’ konstruierten Flichen F und F’ nicht dquivalent, so sind

die zugrundeliegenden Diagramme (D,~yp) und (D’,vp/) nicht nummeriert dquivalent. O

9.3 Umnummerierung

Satz 9.5 Es sei (Z£,0) ein sowohl mittels (w,v) als auch (w',~') bijektiv nummerierter
orientierter Zellenkomplex und B := {[a1],...,[am]} eine Basis von Hy (C(Z2)), wobei
die Reprasentanten a; = Zi 11| vi(as)e,i € {1,...,m} beziglich v dargestellt seien. Die
Abbildung ® = ~' oy~ sei wie in 2.23 auf Seite 41 gegeben durch W : {1,...,|Z1|} —
{1,...,|21]}. Fir die Permutationsmatriz P (S (¥)) aus Satz 2.29 auf Seite 46 gilt dann

P(S(¥))-M (B,7',0) =M (B,v,0).

Beweis Es wird P := P(S(¥)), M := M (B,~,0) und M' := M (B,~',0) notiert. In
der Darstellung a; = 2511‘ vi(a;)c; entspricht ¢; der Kante y~!(e;). Beziiglich +' entspricht
¢; der Kante /™! (®(¢;)). Daher ist der Wert von vy ()(a;) beziiglich o gleich dem Wert
von v(a;) beziiglich v. Also gilt M;(\I,(S)&,(t))’(i’j) = Ms4),a,j fiir (s,t) € Sym (]Z1]) und
(i,7) € B(Z). Somit berechnet man

P-M)pnin= 2 Penwo Mpain = Mywe o = Mo

(p,g)€Sym(|21])
Od
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9.4 Basiswechsel

Satz 9.6 Vorgelegt sei ein mittels (w,~y) bijektiv nummerierter Zellenkomplex (Z,0) mit
m Kanten. Es sei sowohl B := {[b1],...,[bn]} als auch D := {[d1],...,[dn]} eine Basis
fir Hi (C (Z2)) dargestellt wie in (8.2) auf Seite 246. Fir j € {1,...,n} gelte [b;] =
S Nijldi] mit i j € Z. Zu einem Element x € M (B(Z),Z) wird ' € M (B(Z),Z)
definiert durch

' Z (Asidtg + Aridsj) Ty + s<t

> As,iXs jT(ij) 5:75.
(1.5)EB(2)

Dann gilt M (B,~,0)-x =M (D,~,0) -2’

Beweis  Fiir die Reprisentanten seien die Darstellungen b; = >, v;(bj)¢; und d; =
S vi(dj)e vorgelegt. Daraus ergibt sich nach Voraussetzung vi(b;) = Y iy A jui(d;)

fir jedes [ € {1,...,m}. Man errechnet

[M (B’ ’Y’ 0) : x](o’ﬂ')
= Y MBA)gnanriq= Y [elbi)vr(b) +vr(bi)vs (b)) x)

(1,7)€B(Z) (1,7)eB(Z)

= Z [(Z /\5 1’[)0— S)) (Z )‘tvj'UT(dt)> + (Z )‘s,i'UT(ds)> (Z )\t,jva(dt)>] Z(i,5)
(4,7)EB(Z =1 =1 =1

= ( Z )\Syi)\tijg UT dt Jr ZZ )\3 Z)\t]UT ’Ua(dt)) x(i,j)
(i.4)€B(Z

s=1 t=1 s=1t=1

= 2 [ZZ (As,idtg) (Vo (ds)vr(dy) —i—vT(ds)vU(dt))] i)

’L,j)GB s=1 t=1
= > ( Dvr(d) + - (ds)vg ()] - Y As,iAt,jx(i,jO
=1 =1 . (i.4)€B(2)
ey
n n n s—1 n t—1

= Z Z WstZs,t T Z Z Wstzst = Z Z WgtZs,t T Z Z Wt,sZt,s

s=1 t=s s=1 t=1 s=1 t=s t=1 s=1
n n n n
= E § Ws tZs,t + § § Ws tZt,s - E § Ws tZs,t + § Ws t2t,s
s=1 t=s s=1t=s+1 t=s+1
n n
= § Ws, s%s,s + 5 Ws t (Zs,t + Zt,s) = 5 Ws sws s + 5 g Ws, tx (s,t)
s=1 t=s+1 s=1t=s+1

n n

= ZZwsﬂ’(s@ = Z W (s 1
t=s

s=1 t= (s,t)EB(Z)
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= Z M (Dv s 0)(g,7),(s,t) ’ x/(s,t) = [M (D7 s O> ) .%'/] (o,7) "
(s,t)eB(Z)

9.5 Kontraktionen

Satz 9.7 Gegeben sei ein orientierter Graph G mit n + 1 Kanten und eine (p,e,q)-
Kontraktion H von G mit degg(p) = 2. Die Graphen G und H seien mittels (wg, V)
bzw. (wg,vg) bijektiv nummeriert und j(e, Eq) sei in Generalvoraussetzung 4.10 auf Sei-
te 79 gegeben durch (Z;§;n + 1), so dass § =idgy . ny gilt.

In dem Diagramm

(p.e,
K@T’n f( ) "1 Kern G(erGr’YCSO gf q}(ern G(vaH »'YH) i% Ke'f’n f(H’wH”\/H)

Gwa,va

seien die Gruppen nichttrivial, ki, ks die Isomorphismen aus 2.39 auf Seite 56 und

po(p,e,q) der Isomorphismus aus 4.29 auf Seite 103. Zu y € Kern (G wa ) € y =
rapo(p, e, q)r1 ' (y).-

Dariiber hinaus seien (Z,0) und (Z',0') orientierte homotopiedquivalente Zellenkom-
pleze, so dass G(Z) = G und G(Z') = H gelten. Fine Homotopiediquivalenz h von Z nach
Z'" sei auf allen Zellen von Z aufer auf e und p stationdr, derart dass € zu dem Punkt q
zusammengezogen wird.

Zu jedem it € {1,...,m}, m :=RangH; (C(2)) seien Ketten a; € Ci1(Z) in der
Darstellung a; = Y7 vy(ai)e; wie in (8.2) vorgelegt und ), € C1(Z2') definiert durch

a, =", vla)e. Es gelten:

(a) Genau dann ist Bz := {lai],...,|am]} eine Basis von Hi(C (Z)), wenn Bz =
{ld}],...,]al,)} eine Basis von Hy (C (Z2')) ist.

(b) M (Bz,vg,0)-z=y & M (Bz,vg,0) -x=1y.

Beweis Zu (a): Da h auf Z; \ {e} stationdr ist, gilt Hi(h) ([a;]) = [a}].
Zu (b): Zur Abkiirzung seien M := M (Bz,~q,0), M’ := M (Bz/,vm, o) sowie IE(X) :=
IE (X, wx,vx) fir X € {G, H}. Zunichst sei bemerkt, dass B(Z) = B(Z’) und Sym(n) C
Sym(n + 1) gilt. Es sei f # e inzident zu p, v¢(f) =: e, und wg(p) =: vp. Nach Defi-

nition von a;j gilt vi(a;) = vi(aj) < 1 € {1,...,n}. Damit gilt My ;) = M(’ fiir

5,t),(6.)
(i,j) € B(Z) und (s,t) € Sym(n). Aus vpyi1(a;) = —I(G)pn+11(G)p,2v2(a;) erhdlt man

M(s,n-l—l),(i,j) = _I(G)b,n—i—lI(G)b,zM;(S’Z)7(1'7]‘) fiir (57 n+ 1) € Sym(n + 1)
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Nun wird y,) = yEs’t) fiir (s,t) € Sym(n) nachgewiesen. Nach 4.21.1. auf Seite 94
gilt TE(H) C IE(G). Falls (s, t) € IE(G) \ IE(H) gilt, haben die Kanten a := 75" (e5) =
Vit (es) und B := 75 (er) = 7' (er) in H eine gemeinsame Ecke v, in G jedoch nicht. Daher
gilt v = q und 0.B.d.A. o = f, also z = s. Es folgt (s,t) € [E(G) und (n + 1,t) ¢ IE(G).

Somit ergibt sich y(, ) = 0 nach 4.27.2. auf Seite 100. Insgesamt erhélt man

0 : (s,t) ¢ IE(G) _ 0 : (s,t) € IE(G)\ IE(H)

0 : (s,t)¢IE(G)
ys,t =

Fiir 3/ errechnet man

Ysoy = K20 (51 W) 0y =

Dies zeigt y(s ) = yz& 0 fiir jedes (s,t) € Sym(n). Die daraus resultierende Gleichung

Yo = D ManGy) Tan= D, Miunag i) = Y
(1.5)€B(2) (1.5)€B(2")
beweist die behauptete Aquivalenz fiir (s,t) € Sym(n). Zu zeigen bleibt <= fiir (s,n+1) €
Sym(n + 1). Zunéchst gilt

[Ma](g i1y = Z M5 n41),6,5)%65) = —L(G)onr11(G)o,2 Z M ()% (0)
(1,5)eB(2) (1,5)eB(2")

= _I(G)b,nJrlI(G)b,zy/p(S,z)

_ { 0 p(s,z) ¢ IE(H) } )
_I(G)b,n—i—lI(G)b,zyp(s,z) : p(S,Z) € IE(H) . ‘

In der folgenden Fallunterscheidung wird der Ausdruck (*) berechnet:

1. Fall: (s,n+1) € IE(G) und p(s, z) € IE(H). Satz 4.27.1. auf Seite 100 liefert s ,, 1 1) =
—(G)pns11(G)p2Yp(s,2) = (%)

2. Fall: (s,n+1) ¢ IE(G) und p(s, z) € I[E(H). 4.27.2. liefert () = y(s n+1) = 0 = Yp(s,2)-
3. Fall: (s,n+1) ¢ IE(G) und p(s,z) ¢ I[E(H). Es folgt sofort y(s 41y = 0 = (*).

4. Fall: (s,n+1) € IE(G) und p(s,z) ¢ IE(H). Ist p(s,z) € IE(G) \ IE(H) schlieit

man wie im ersten Fall. Ansonsten gilt y(, ,41) = 0 = (*) nach 4.27.3. O
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Satz 9.8 Sei X € {K33,K5,22}, T := (V,E,g) € sub(X) orientiert, (w,7) eine bijektive
Nummerierung und t ein erzeugendes Element von KernG 1., ) gemdf 6.9 auf Seite 186.
Sei (Z,0) ein orientierter Zellenkomplex, so dass G(Z) = T gilt und B eine Basis von
Hy (C(Z2)) dargestellt wie in (8.2) auf Seite 246. Dann gibt es ein x € M (B(Z),Z) mit
M (B,~,0) xz = k(t). Dabei ist k der Isomorphismus aus 2.39 auf Seite 56.

Beweis  Es seien T/,7” und (w”,~”) wie in 6.9 auf Seite 186 definiert. Es gilt also
Ern = E' C E = Er. Eine weitere bijektive Nummerierung (w, ) von T sei so vorgelegt,
dass J(e) = +"(e) fiir jedes e € E' und w(v) = w(v) fiir jedes v € V’ gilt. Man erhélt ein

Diagramm

2.32,5.49
</€(t//)> = Kern f(T”,w”,w”)

Kern f(T’,w”,w”) = <t/>

4.29,5.103/2.39,5.56
aus 6.9, S.186

)

Kern f(r,q,5) = () ~ Kern fip 4,4 = (k(t))

2.29,5.46
in dem alle Abbildungen Isomorphismen sind und die erzeugenden Elemente jeweils auf-

einander abgebildet werden.

Sei nun (Z’,0') ein orientierter Zellenkomplex, so dass G(Z') = T" gilt, Z’ durch Zu-
sammenziehen der an der Kontraktion beteiligten eindimensionalen Zellen homotopiedqui-
valent zu Z ist, und o’ durch o induziert wird. Eine Orientierung o” von Z’ sei so gewihlt,
dass T" der zu (Z’,0") induzierte orientierte Graph ist. AuBerdem sei eine Basis Bz von
H, (C(Z2')) in der Darstellung (8.2) vorgelegt. Nach 8.7 auf Seite 257, 9.1 auf Seite 271
bzw. 9.2 auf Seite 272 gibt es ein Element z € M (B(Z2'),Z) mit M (Bz/,~v",0") x = x(t").
Satz 9.3 auf Seite 272 liefert M (Bz/,~",0')x = t' und eine mehrmalige Anwendung von
Satz 9.7 auf Seite 277 liefert dann M (Bz,7,0)z = t. Dabei ergibt sich die Basis Bz
schrittweise aus Bz wie in Satz 9.7. Aus einer Umnummerierung hin zu (@, %) erhélt man
die Gleichung M (Bz,v,0)x = P (S(¥)) M (Bz,7,0) x = k(t) nach Satz 9.5 auf Seite 275.
Satz 9.6 auf Seite 276 liefert dann die Behauptung M (B,~,0) 2’ = k(t) fiir die urspriing-

liche Basis B aus der Voraussetzung. O
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9.6 Der Verschlingungsmodul als Bild der M-Matrix

Der Beweis des néchsten Satzes erzwingt die folgende Vorbemerkung. Gegeben sei ein
Zellenkomplex Z und ein Teilkomplex ) C Z. Eine Basis von H;()) lisst sich wie folgt
zu einer Basis von H;(Z) ergéinzen: Vermoge einer Homotopiedquivalenz h kann Z zu
einem topologischen Bouqget Bz zusammengezogen werden. Dies enthélt ein topologisches
Bouget By als Teilkomplex, der von der Einschréankung von h auf Y stammt. Die Schlaufen
von Bz, die nicht zu By gehoren liefern eine Basisergénzung von H (By) = H; (Y) nach

H (Bz) = H; (2).

Satz 9.9 Sei (Z,0) ein mittels (w,~y) bijektiv nummerierter orientierter Zellenkomplex,
B := {[a1],...,[as]} eine Basis von Hy(C (Z)) und y ein Element von Kern f(c(z)w,q)-
Zusiitzlich sei G(Z) 3-zusammenhdngend und einfach. Dann gibt es einxz € M (B(Z),7Z),

so dass M (B,~v,0) -z =1y gilt.

Beweis  Nach Satz 7.5 auf Seite 195 gibt es eine Basis {y1,...,v,} von Kern f(g(z)w,);
so dass jedes Element y; durch einen Teilgraphen T; € sub(K33) U sub(K5) U sub(Z2)
von G(Z2) induziert wird. Fiir jedes i € {1,...,p} sei dazu (w;, ;) eine bijektive Num-
merierung von Tj, t; ein Erzeugendes von Kern f(7, , ~,) und ®; : 5’ EBr| ~ 5‘ Bz’

®;(x) == (7; *()) gegeben durch ¥; : {1,...,|Ex|} — {1,..., }, so dass (¥;)

Ecz) .
Kern f(1, w; ~) — Kern f(g(z)w,y) das Erzeugende ¢; auf y; abbildet. Betrachte nun eine

weitere Kantennummerierung v; : Eg(z) — g’EG(Z)‘7 fir die v/(e) = 7i(e) fiir jede Kante

Bz} —
{1,...,|Eg(z)|}- Dann gilt ¥} (¥;(s)) = s fiir jedes s € {1,...,|Eq]}. Somit berechnet

e von T; gilt. Die Abbildung @, := ~/ o v~ sei gegeben durch ¥/ : {1, N

man fiir (p,q) € Sym (}Eg(g)‘):

()™ (@0, @], = 10, @l )
Tog 1 (TN (p) €BIdT; A ()7 (g) € Bild ¥,
- { 0 : sonst
T(pg) : pEBild (¥joW;) A geBild (Vo W)
- { 0 : sonst
= [(ids), (2)] ()

mit id; : {1,...,|En|} — {1,. ..,‘Eg(g)

b, s idi(s) = s.
Zu jedem T; gibt es einen orientierten Teilkomplex (), 0;) von (Z,0), so dass T; =

G (V) gilt. Sei By, eine Basis von Hy (C (Y;)) und x; € M (B(Y;),Z) gemiB Satz 9.8



9.6. DER VERSCHLINGUNGSMODUL ALS BILD DER M-MATRIX 281

auf Seite 279 mit M (By,, i, 0;) ; = t;. Nun lésst sich By, zu einer Basis B; von H; (C (Z))
ergénzen, so dass B (Y;) C B(Z) erfiillt ist. Man definiert z; € M (B(Z),Z) durch

(), = (@) sn + (s,0) € B()
Y (st) 0 : (s,0)€B(Z)\BO)

Da o; von o induziert wird und ~;(e) = y;(e) fiir e € Eg(y,) gilt, ist M (B;,v;, 0)(5 Do) =
M (By,, i, Oi)(s,t),(pg) fir (s,t) € Sym (}Eg(g)‘) und (p, q) € B(Y;) erfiillt. Man errechnet

[M (Bz‘,%{vo) 'xﬂ(s,t) = Z M (B"’%{’O) (5,).(p,q) (x;)(p,q)
(p.q)EB(Z)
= Z M (By,, i, Oi)(s,t),(p,q) ’ <:Ci)(P7q)
(P.a)EBY:)

_ { (t)eny (1) € Sym (|Ecoy|) }_ [Gidy), (t)],. -
0 : (s,t) ¢ Sym (|Egyy]) s

Fiir jedes i € {1,...,n} beweist die Gleichung

yi = (W), (t:) = (W7)" (idy), (t:) = (V)" (M (Bs, i, 0) })

9.5, S.275 9.6, S.276
= (=TT M (B, y,0) - (af)

2

M (Bh’% O) Z

die Behauptung. O



Kapitel 10

Bandflachen fiir Mobiusleitern

Der Graph K3 3 ist eine Mobiusleiter mit drei Sprossen. Nun soll ein Resultat wie in Satz
8.8 auf Seite 257 fiir eine Mobiusleiter mit endlich vielen Sprossen erzielt werden. Dazu
beschéftigt sich der Satz 10.1 ab Seite 283 mit der Mdbiusleiter als abstrakten Graphen und
Satz 10.2 ab Seite 292 mit deren Diagrammen. Wie bei K3 3 wird in 10.1 die X-Matrix durch
Streichen gewisser Zeilen quadratisch gemacht, so dass die Streichungsmatrix invertierbar
iiber Z ist. Dabei benutzt man den Algorithmus aus Kapitel 7 zur Bestimmung einer Basis

des Verschlingungsmoduls einer Mobiusleiter.

Satz 10.2 verallgemeinert die Methode aus Satz 8.8. Die Darstellungsmatrix der GL-
Form einer Bandfliche enthélt einige ,feste” Zahlen, die zu den Verschlingungsinvarianten

des Graphen gehoren.

Um die Notation zu verkiirzen, wird im folgenden ein orientierter abstrakter Graph
G(Z) zu einem orientierten Zellenkomplex (Z,0) mit dem Zellenkomplex selbst identifi-
ziert. Dabei wird fiir die Orientierung o die Orientierung des Graphen benutzt. Ein gegebe-
ner Graph G = (V, E, g) soll also zugleich fiir G(Z) und fiir Z stehen, so dass z.B. fiir die
Homologie H1(G) = H1(Z) und fiir die M-Matrix M (B,~,0) = M (B,~, g) wohldefiniert
ist. Wenn es aus dem Zusammenhang klar ist, welche Kantennummerierung und welche

Orientierung benutzt wird, wird auch M (B) anstatt M (B,~,0) geschrieben.

Séamtliche Graphen G seien mittels (wg, vg) bijektiv nummeriert.

282
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10.1 Mobiusleitern als abstrakte Graphen

Satz 10.1 Vorgelegt sei eine Mébiusleiter My,12 =: G = (Vig, Eg, 9a), m € N mit m + 2
Sprossen, Kantenmenge f1, ..., fn und Eckenmenge u1, ..., uom+q. Es gilt dann n = 3m+

6. Die folgende Abbildung illustriert, wie die Inzidenzabbildung gg gewdhlt wird.

Seik €{0,...,m}. Es seien Jy, := G — " { fair1} < G und Wy, < G der aus der Kante
f3k1a bestehende Graph. Fir k < m — 1 entstehe der Graph Jy aus Jy durch Kontraktion
der Kanten f3jig und f3jig fir jedes j € {k,...,m—1} an den Ecken Vs (Jy,). Ist k = m so
definert man Jy, := Jpm = G. Fiir jedesi € {0,...,k—1} sei G; := jk—Uf;j {f3j+7} < Ti-
Dazu siehe die Abbildungen auf Seite 285.

Mit diesen Festleqgungen gelten die folgenden Aussagen fiir jedes k € {1,...,m}:

(a) Go < Gy < -+ < Gg—1 < Ty, ist eine Kette, so dass Ty — { fap+a} = Gr—1 gilt und
G; UWy fiir jedes i € {0, ..., k—1} sowohl topologisch 3-zusammenhdingend als auch
topologisch einfach ist. Dabei sind die Ecken von Wy Ecken von Gy.

(b) Wie folgt seien Elemente aus Cy (Jx) mithilfe von Kanten gegeben:

a; = durch K (al) = {fl,fg,f3i+5 ‘ 1€ {0, ceey k}},
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a2 = durch K(a2) = {f17f47f3i+6 | Z.G{O,...,]i'}},
o —o
az = durch K (a3) :={f2, f3, faive | 1 €{0,...,k}},
«—eo— —o
o -
aj = durch K (a;) = {f3j—5, fo. faire, f3ixs | i €{j —3,...,k}}

firj €{4,...,k+ 3}. Die Koeffizienten dieser Elemente sind gegeben durch:

1 7 (@) € K (ai) \ {f1}
v(a) =49 =1 : ;' (e)=h fir i€ {1,2},

0 : sonst

Lo g (a) € K (a3) \ {f2, f3}
vi(ag) = 9§ =1 = 77 (e) € {fo f3} )

0 : sonst

Lo ’Y}kl (er1) € {f3j—5, faire | i1€{j—3,...,k}}
(% (Clj) = -1 ’}/313 (el) S {fz,f3i+5 ’ 1€ {] —-3,.. ,k}}
0 : sonst

firje{4,...,k+3}.
3k+6

Dann bilden die a; :== > vi(a;)c eine Basis B := {[a1],. .., [aky3]} von Hy (C (Tk)).
i=1

(¢) Es gibt eine Basis By, := {y1,...,Yp, } von Kern f( ) sowie eine Zuordnung

jkywjkvryjk

¢ : Br — B(Jk) und Elemente x1,...,x, € M" (B(Jk),Z), so dass fiir jedes
se{l,...,pr} die folgenden Aussagen gelten:

1. M (Bi, 3, 9,) - Ts = Ys-

2. Definiert man (a,b) <' (c,d) durch (b<d) V (b=d A a < ¢c), so gelten:
(a) s <t = or(ys) <" dr(yr).
(b) (a,b) € Bildor N ox(ys) <’ (a,b) = (xs)(mb) =0.
(¢) (®s) g, () € 11, -1}
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3. Die Matriz X' (Bk,v7,,97,), die aus der X-Matriz X (Bg,v7,,97,) durch Strei-
chen der Zeilen mit den Indizes ¢i(ys), s € {1,...,pr} hervorgeht, ist quadra-

tisch und invertierbar tiber Z.

Beweis Zu (a) und (b): An den untenstehenden Abbildungen der Graphen [J; und
G; erkennt man, dass (a) und (b) offenbar erfiillt sind.

fy

Uy U1 Uomes

f3k+2 fE)I<+5

Je= 1,

Faea f,

faia fares

u,
U oks2

fy

Uzi+1  Ugiss Uoys1

Uomeg

Zu (c): Der Beweis wird induktiv iiber k gefiihrt.
k =1 : Fir J1 und Gy ergeben sich die Abbildungen

fy
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sowie K (a1) = {f1, fo, f5, fa} . K(a2) = {f1, fa, f6, fo} , K(a3) = {f2, f3, f6, fo} und K(a4)

= {f7, fs, fo, fo}. Daran erkennt man, dass (a) und (b) erfiillt sind. Definiert man eine

bijektive Nummerierung w : V.7, — Vs und v : E7, — &9 durch

NN EEY w uowe us w us g
v(fi)

er e3 €9 e€g €] €5 ey €3 e4 w(u;) | v ve vy U5 V3 V4

und Ji = (le,E 7159 J{) als den Graphen, der aus J; durch Umorientieren der Kanten
K :={fs, f1, f6, fo} hervorgeht, so ergibt sich aus der Abbildung

dass J{ wie in Abschnitt 8.4.3 auf Seite 257 nummeriert und orientiert ist. Also gibt
es ein erzeugendes Element x(y) € Kern f(Jl',w,'y) und z € M (B(J]),Z) aus 8.7 auf
Seite 257, so dass M (BICs,y%gj{) r = rk(y) gilt. Dabei ist Bi,, = {[bi],[..., [ba]}
die Basis aus 8.4.3 auf Seite 257. Durch Umorientieren der Kanten aus K erhélt man
M (Biy .7, 90,) @ = y' mit (y) = Kern f(J1iwy) aus Satz 9.3 auf Seite 272. Beziiglich
der Orientierung ¢z, schreibt sich die Basis ZS’;Q,)’3 als by = a1,bp = —a4,b3 = —a3 und

by = —ag. Satz 9.6 auf Seite 276 liefert M (B1,7, 97, )« =y’ mit

' = (1), —2(14) —T(1,3) —T(1,2) T(4,4)s T(3.4)> £(2,4) L(3,3)5 T(2,3)> 96(2,2))” . (10.1)
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Beziiglich einer beliebigen Nummerierung (wz,,7.7 ) erhilt man M (B1,v7,97) % = 4"

mit (y”) = Kern f( ) nach Satz 9.5 auf Seite 275. Man definiert By := {y”} und

Ty YTy
somit ist 1. gezeigt. Die ;Xbblildung ¢1 : By — B(J1) wird nun festgelegt durch y” — (1, 3).
Fiir 2.(a) und 2.(b) ist nichts zu zeigen, da B; nur ein Element enthilt. Die Gestalt von
x aus (8.18) auf Seite 257 ergibt die Gleichung (x’)¢1(y,,) = (m’)(Lg) (10 —z1,3) € {1},
also gilt 2.(c). Um 3. nachzuweisen notiert man zunéchst die Matrix X := X (B1,7,97,)

beziiglich der Nummerierung (w,):

1 2 3456 72809
(L)1 1 1000 100
(1,2)/0 0 0000 —1 0 0
(1,3){[0 0 =10 00 00 0
(1,4)|0 =1 =1 0 0 0 0 0 O
220 0 0111 100
2,30 0 0110 000
(2,40 0 0100 000
33/0 0 1110 001
3,4/0 0 1100 000
440 1 1100 010

Sei X' die Matrix, die aus X durch Streichen der Zeile zum Index (1, 3) hervorgeht. Sie lisst
sich durch Zeilenvertauschungen und Multiplizieren gewisser Zeilen mit —1 in die Matrix
(8.22) auf Seite 260 iiberfithren. Daher gilt |det X’| = 1. Beziiglich der Nummerierung
(wz,v7,) geht X (B1,77,97 ) aus X durch Spaltenvertauschungen hervor, denn die X-
Matrix ist durch die M-Matrix gegeben. Dass eine Umnummerierung Zeilenvertauschungen

in der M-Matrix bewirkt, ist in Satz 9.5 auf Seite 275 bewiesen worden.

k— k+1<m:Wiein (a) sei Jp4+1 zusammen mit einer Kette Gj < G} < --- < G}, <

Ji+1 vorgelegt. Geméf (b) sei Byt := {[a1], ..., [ak+4]} eine Basis von Hi (C (Tk+1))-
Fir ¢ € {0,...,k} seien die Inklusionshomomorphismen G, — Jj41 und G/ := G, U

Wit1 — Jk41 in 2.1 auf Seite 27 gegeben durch (A;;6;) bzw. (A A;). Der Graph Jj

ensteht aus G}, durch Kontraktion der Kanten fsr1s und fsz19 an den Ecken Vi (G}).
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Beziiglich dieser Kontraktionen erh&lt man ein kommutatives Diagramm

u
u 2"*.1 ) 2k.+3 to Uomes
S f N
Inklusion i) 1:3k+5 0 3k+8
Eg, — G,
VT, l”cgﬂ f serd f,
g E &
B | = “|Bg, s, )
. f3k+6 . f 3k+9 ./ L7
ty t
Uokso U yerg 1 Uomisg

durch E(e;) = g, (7}3(@)) =: eg(;)- Dariiber hinaus seien ey, := vg; (far+s), ey =
Vo, (far+5)s €t = va; (fanto), er, =, (fak+46), Vsy = war (Uokts), Vs, = war (Uokta).

Dieses Diagramm liefert einen Isomorphismus

Kern f( (10.2)

Jk7w.7k7’y‘.7k) - Kernf( "

Gk7wG;€77G;€)’
bei dem y. die Bilder der laut Induktionsvoraussetzung vorgelegten Basiselemente y;, i €

{1,...,px} seien. Fiir diese gilt

(i) pe-1(sye-1qy) : S E€BIAE At €Bild¢
Loty Tsoto * (W) p(emr(s)e-1yy) ¢ S €BildE A t=to
(yé)(s,t) - —Lsy Loy, (vi) (1)1 (t))) seBildé ANt=1t
Loy Loyt Lsg it Lso o~ (Yi) ety e1wy)) ST to Nt=1;

0

s=t

\

wegen 4.24 auf Seite 96 und 4.27 auf Seite 100. Dabei bezeichnet I die Inzidenzmatrix
I(G),).

Mithilfe des Beweises von 7.5 lésst sich eine Basis von Kern f ( ) ange-

Jk+l awjk+1 7'ij+1
ben: die Abbildungen (Ay;dy) induzieren einen injektiven Homomorphismus

Kern f( — Kern f( (10.3)

G;@,ka ,WG;C) Tet1,07;, 4y 77Jk+1) '
Dabei seien y; die Bilder von y}, i € {1,...,pg}. Dariiber hinaus gibt es Teilgraphen
T, < G! i e€{0,...,k}, die die Kanten fsi47 und f3;44 enthalten, so dass fiir i € {0,. .., k}

die Abbildungen

(t;) = Kern f(Tivai o) Kern f( ) — Kern f(

)
G{ilsz;/ 7'YG§/ jk‘i’l’wjk-i,-l”)/jk-‘rl)

. / /! : 3 R /! /! /! ! : 3
ti = Yigpot1 7 Yigp,+1 cine Basis Biiq = {yl, ey Ypes Yp 1y ,ypk+1+k} induzieren.

Man definert also pg1 :=pr + 1+ k.



10.1. MOBIUSLEITERN ALS ABSTRAKTE GRAPHEN/ZELLENKOMPLEXE 289

Die Ketten ar, ..., a;+3 induzieren eine Basis Bg, von Hy (C(GY)) fiir i € {0,..., k},
daher gelten fiir die Indexmengen der jeweiligen Basen:
B(J) = B(G),
B(Jkr1) = B(Tp)U{(1,k+4),....(k+4,k+4)},
B(G;) < B(G}) CB(Je41)-
Da die Elemente a1,...,a;13, a4 eine Basis Bgr fiir G/ induzieren, definiert man in

diesem Zusammenhang eine weitere Indexmenge
B(GY) =B(G)U{(L,k+4),...,(i +3,k+4)} CB(Tjt1)- (10.4)
Zusammen mit diesen Bezeichnungen ergeben sich auf Homologieniveau die Inklusionen
Ba: € Biy1 und  Bgr C By (10.5)

fiir jedes ¢ € {0,...,k}, wenn man G} und G/ als Teilkomplexe von Jj41 auffasst.
€ M (B (Jxs1),7Z) definiert:

Nun werden die gesuchten Elemente 7, ...

Firl e {1,...,px}:

!
) mpkﬂ

(«Tl)(i’j)  (4,9) € B(Jk)
0 : (i,5) ¢ B(Jk)
Firle{pr+1,...,pk41}:9eil':==1—(ppr+1)€{0,... .k} Dayl'EKernf(

(1) i) =

Gl w
el 'YG;;)

gilt, gibt es nach 9.7 auf Seite 277 und 9.9 auf Seite 280 ein Element 2} € M' (B (G})) ,Z),

so dass M (BGZ; VG QG;) z] =y, gilt. Definiere
(x;’)(m) : (i,5) € B(G))

0 : (i,j) ¢ B(G})

Im folgenden wird die gewiinschte Zuordnung ¢+ : Br+1 — B (Jk+1) definiert:

(#1) i) =

oe(y) + Le{l,...,pk}

Pk (0)) = :

Zu 1.: Sei s € {1,...,pp41} und (a,b) € Sym (|Ez,.,|). Zu zeigen ist

(y;/)(a,b) = Z M (Bk'i‘l)(a,b),(i,j) (xls)(z'J) =: ().
(1,5)€B(Tk+1)

1. Fall: s € {1,...,pi}.
1. Unterfall: (a,b) = p (dx(to), 0x(t1)). Fiir (i,5) € B(G},) gilt:

(10.3)/(10.5)

M (BkJrl)(a,b),(i,j) - M <BG5€)p(to,t1),(i,j)

(10.2)
= LasLaadan Lot M (Bi)pe-114) 6-14)).69)
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Man berechnet somit

(B = D MBr) @y @)y
(i.))€B(GY,)
= Laglanonlot D MOBe)er0.610)65 @)
(i.1)EB(T)
v (10.3)
V. Islvtlllsl’t1I807t6[SO’tO(ys)p(sil(té)ﬂfil(tll)),(i,j):(y;)p(tovtl) = (y;/)(a,b)'

2. Unterfall: (a,b) = p(a’,0(t1)) N o’ € Bild é 0 &.

3. Unterfall: (a,b) = p(d,0x(to)) N o’ € Bild o 0 &.

4. Unterfall: a = b € {6, (to), 0x(t1)}.

5. Unterfall: ¢ € Bild § 0 & A b € Bild §; o €.

Die Unterfille 2 bis 5 kénnen analog zum 1. Unterfall nachgewiesen werden.

2. Fall: s € {py+1,...,pks1} In diesem Fall gilt fiir s’ := s — (px + 1)

(x) = Z M (Bi11) (a,0),(i.5) (wg)(i,j)
(i.4)€B(G")

0 : a¢Bild Ay V b¢Bild Ay
— Z M (BG/S/I)

- - . (:EH) ij) - sonst
(i:)€B(G",) PO @A W), Gg) D)

S

0 : ad¢Bild\y V b¢ Bild \y o)
- = s (a,b)

-S/ S

v
Zu 2.(a): Es seien s,t € {1,...,pps1}. Fir s < ¢t < pg gilt dp1(v)) = di(ys) <

&k (yt) = 1 (yy). Tritt s < p < t ein, so ergibt sich ¢p41(yl) = ¢dr(ys) € B(G},) und
b1 (y) = (t — pi + 2,k +4). Also folgt dr1(yy) <’ drr1(yy). Fiir pp < s <t berechnet
man pi1(ys) = (s —pe+ 2,k +4) <" (t —pr + 2,k +4) = dp1(yf).-

Zu 2.(b): Zunichst sei s € {1,...,pr} und ¢ry1(y?) <’ (a,b) € Bild ¢pr;. Wenn
(a,b) € Bild ¢y, ist, folgt dpi1(ys) = dr(ys) und somit (z}) 4 = (%s)@p = 0 nach
Induktionsvoraussetzung. Falls (a,b) € Bild ¢4 \ Bild ¢y gilt, so ist (a,b) ¢ B(Jx),
daraus folgt (27), ;) = 0.

Nun sei s € {pr+1,...,ppr1} und ¢p1(y?) <’ (a,b) € Bild ¢g41. Daraus folgt
b=k+4uda>s—p,+2=s—(pp+1)+3, dh (a,b) ¢ B(GY) wegen (10.4).
Somit gilt (%), = 0.

Zu 2.(c): Vorerst sei s € {1,...,pr}. Nach Definition gilt ¢p11(y") = ¢r(ys). Die Induk-

tionsvoraussetzung ergibt (x’s)mﬂ(y?) = (Ts) gy (yo) € 1E1}. Seinun s € {py +1,...,prt1}
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und s’ := s — (px + 1). Da die Kanten f34,4 und f3pi7 in verschiedenen Komponen-
ten von Ty liegen oder in G”, nicht inzident sind, gilt (y;)p(/\;1(l1)7)\;1(l0)) € {£1} fir
Visr (f3e47) = e, und vz, ., (f3s44) =: €1, AuBerdem ,enthélt” in G7, nur das Basisele-
met ayx14 die Kante fsp 7 bzw. nur ay 3 die Kante f3g,4. Daher gilt

M (Bgr c{+l} <« (i,5) =" +3,k+4).
( Gs’)p(Aj(h)Aj(lO)),(i,j) =1 (i3) = (s )

Insgesamt berechnet man

L = ((yé)p(xj(h),xj(lo))‘

Z M (BG/// -1 —1 o (x;/)(z )
(i,j)GB(G;/,) )p()\s’ (ll)v/\sl (ZO))v('Lv]) J

= (:U,s/)(s/+3,k+4) - (x;)(s/+3,k+4) - (x;)mﬂ(yg’)'

Zu 3.: Die Matrix X’ enstehe aus der X-Matrix X (Bk_f_l,’)/ijrl,gijrl) durch Streichen
der Zeilen die zu den Indizes ¢p41 (y)), ¢ € {1,...,pr+1} gehoren. Die Anzahl der Spalten
von X' ist ‘Ejk+1‘ = |Ez, |+ 3. Wegen i :=Rang H; (Jx) = k+ 3 und Bpy1 = B + 1

berechnet sich die Anzahl der Zeilen von X’ zu

50kt Bror + 1) — (oo +1+k) = $(B+1)(Be+2) —pr— (B —2)

8.16), S.254
= 18(Be+1)+3—Rang L(J) VS 1B, + 3.

Fiir die Kantennummerierung vz, ., gelte vz, ., (fsx+7) =: €1, V7,1 (f3k18) =: €, sowie

YTisr (f3k+9) =: eyy. Durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen lasst sich die Matrix X'

1"

auf die Form ( XZ Z ) bringen. Dabei ist X" die Matrix, die durch Streichen der Zeilen
zu den Indizes ¢p41 (y)) = én (yi) fiir i € {1,...,px} aus der X-Matrix X (Bg,v7,,97.)
hervorgeht. Diese ist nach Induktionsvoraussetzung quadratisch. Die Matrix A ist gegeben
durch A pya); = XEs,k:—i—éL),t fir s € {1,2,k+ 4} und t € {l1,l2,13}. Aus der Wahl der

Basiselemente a1, as, axs4 geht

0 +1 0
A= 0 0 =1
+1 +1 +1

hervor. Mithilfe von Zeilenumformungen und Zeilenvertauschungen kann A auf Diagonal-
gestalt mit +1 in der Diagonale gebracht werden. Weitere Zeilenumformungen iiberfiihren

Y in die Nullmatrix. Insgesamt ergibt sich |det X’| = |det X”||det A| = 1. O
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10.2 Diagramme von Mobiusleitern

Satz 10.2 Vorgelegt seien die Voraussetzungen und Bezeichnungen aus Satz 10.1 ab Seite
283. Dariber hinaus sei (D,vp,op) ein Diagramm und F' := F (D,~vp, N) eine Bandfliche
zu einer Einbettung von G = Jp, wie in Satz 8.3 auf Seite 248. Die Basis By, aus 10.1 (b)
induziert eine Basis B := {[b1], ..., [bm+y3]} von Hi(F) wie in (8.9) auf Seite 249. Gegeben
Guwane): die Zuordnung ¢m : By — B(G) und
die Elemente 1, ... ,xp,, € M (B(G),Z) aus 10.1 (c).

Sei g € M (B(G),Z) mit

seien aufserdem die Basis By, von Kern f(

1
bm(ys) *= Ly, (D,vp,0p) — E (xs)(z‘,j) 9(i,j)
(xs)¢ (ys) o .
mAys {(6.0)€B(G)[(6,7)¢Ps }

und g := {om (yi) | s <1 < pp} fir jedes s € {1,...,pm}. Es gelten:
(a) Fiir jedes s € {1,...,pm} it gg,.(y,) wohldefiniert.

(b) Fiir die T-Matrix T := T (M (Bm,va,9c¢),D,vp,op) und X' := X' (B, V¢, 9¢)
aus 10.1 (c) 3. gilt:

Y(i,§) € B(G)\ Bildém : (X'N™), = g5 — T

iS4
(i, j) € B(G) = G(F) ([bi], [b5]) = 9¢i.j)-

(c) Es seien T.7,G € M (B(G) \ Bild ¢, Z) festgelegt durch gg ;) = (), T(i,j) =
Tz und T(/i,j) =T (M (Bm,va, 9¢) ,D/,’}/D/,OD/)(Z-J). Dabei sei (D', ypr,opr) ein
weiteres Diagramm zu G mit einer Bandfliche F' := F (D' ,vp/, N'). Die Verdril-

lungen der Bandflichen F und F' seien gegeben durch
NT=(X) T (5-T) b (V)" =(x)(G-T).  (106)
Wenn (D,~vp,op) und (D', vp/,0op) dquivalent sind, sind F und F' isotop in R3.

Beweis  Zu (a): Nach 10.1 (c)2.(c) gilt (2s),(,.) € {£1}. Daher ist g4, (,.) € Z.

Zu (b): Satz 8.4 (a) auf Seite 252 liefert die Behauptung fiir die Indizes (4,7) € B(G) \
Bild ¢,,. Zu zeigen bleibt = fiir jeden Index (is, js) := ¢m(ys), s € {1,...,pm}. Dies wird
induktiv {iber s nachgewiesen.

s = 1: Fiir (i1,1) = ¢m(y1) berechnet man:

g(F) ([bil] ) [bj ]) - <bi17bj1>
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8.6, S.254 1

(1) g, (41)

10.1 (c) 2.(a),(b) 1

1

= gd’m(yl)'

(1) g, (41)

(1), (1)

Ly, (D,yp,op) —

Lyl (D7’7D7 OD) -

Ly1 (vayDv OD) -

Z (xl)(i,j) (bi, bj)]

{(0.9)€B(G)|(5,5)#dm (y1)}

Z (xl)(i,j) (bi, bj>]

(@) eB(@)|(@5)¢P1}

{@)eB(@)|(@.5)¢P1}

Z (xl)(i,j) g(i,j)]

s — 1 s < pm: Fiir (i, Js) = ém(ys) berechnet man wie oben:

G(F) ([bi] s [bs]) = (i, bj)

8.6, S.254 1
(xs)d’m(?/S)

10.1 (c) 2.(a),(b) 1
(%) g (1)

v 1
(%) g (1)

Def
- g@ﬂ(?]S)'

Lys (D/'YDa OD) -

Lys (Da’YDv OD) -

Lys (D77D7 OD) -

Z (xs)(i,j) (s bj>]

{(@)eB(@)|(6.d)#bm(ys)}

Z ()i 5y (bis bj>]

{(6.5)eB(@)|(6,5)®s)}

Z (fﬁs)(i,j) g(i,j):|

{(@)eB(G)|(4,5)®s)}

Zu (c): Dies zeigt man genauso wie 8.4 (c) auf Seite 252 bzw. 8.8 (c) auf Seite 257. O

10.3 Beispiele zu Kapitel 10

Gegeben sei eine Mobiusleiter My mit vier Sprossen. Es sei also m = 2, G = Js in Satz

10.1. Offenbar gilt > =Rang H;(G) = 5 und daher Rang L(G) = % - 5.6 — 12 = 3. Sei
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(wa,vg) eine Nummerierung von G, fiir die ¢ (f;) := e; und wg (u;) := v; gilt.

Geméaf 7.4.2 ab Seite 239 induzieren die folgenden ,nicht-gestrichelt“ gedruckten Teilgra-

phen von G eine Basis B := {y{, 95,93} von Kern f(c we ~a):

4 :
1/ ! /! ! 1/

yl: i yz' i y3'

Die folgende Abbildung illustriert die Basis By = {[a1], ..., [a4]} aus Satz 10.1(b). Dabei
deuten die Pfeile die Orientierungen der zu S' homdomorphen Reprisentanten der Ba-

siselemente fiir die singulére Homologie an.

ap : as :

*
.
.

ag: | | O as

Fiir die Zuordnung ¢ : By — B(G) gilt (k=1)

o1(y) + Le{l,....p}={1}
(l—p1+2,5) : lE{pl-i—l,...,pg}:{Z,B}
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=1
=2
=3

(Induktionsanfang in 10.1)

123 456 7 8 9 10 11 12
(1, 1 10010O01O0 0 1 O
(,2))]1 0 0 00O O0OO0OO0O O O O
(1,40 =1 0 0 0 OO1 0 0 1 O
(1,b)))/0 =1 0 0 0 0O 0O OO O 1 O
(2,21 00101001 0 0 1
(2,30 000O0O1O0O0O1 O O 1-
(2,40 0 0 0O0OO0OOOT1 O 0 1
(2, 0 00O0OO0OO0OO0OOO O 0 1
3,3))]0 1.1 00 1 001 0 0 1
3,40 1000 0O0O0O1 O 0 1
(4410 1 0000111 0 1 1
(5,50 1.0 00 0O0O0O0 1 1 1

Sie ergibt sich aus der X-Matrix durch Streichen der Zeilen zu den Indizes (1, 3), (3,5) und

(4,5). Ihre Inverse lautet

o o o O

—_

o o o o o o o

o o o o o o O

_ o O O

o o o o o o o o

—_

o o o o o o

o O o o o o o o

—_

o O o o o o o o o

- o o o o o o

o o o o o

o O O O o o o o o

o O
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Nun sei ein orientiertes Diagramm (D,vp,op) von G wie in (10.7) vorgelegt, so dass die
Nummerierung (wp, yp) geméf (8.1) auf Seite 245 mit (wq, yq) vertriglich ist. Dazu sind

die Nummerierungen der Kanten an das Diagramm geschrieben worden.

(10.7)

Wie in Satz 10.2 sei jetzt ein g € M" (B(G),Z) gewshlt. Hier sei g
(1,7) € B(G) \ Bild ¢3. An dem Diagramm D liest man

i) = 0 fiir jedes

1 (st) = (1,3)

0 : sonst

ab, daher gilt fiir 7' aus Satz 10.2(c):

-1 : (i,5)=1(2,3)

Tii gy = =M (B2,7¢,96) (1.3 (1.j) =
0 : sonst

fiir jedes (7,j) € B(G) \ Bild ¢. Die Verdrillungen N zur Bandfliche F' := F' (D,~vp, N)

berechnen sich laut Satz 10.2(c) zu

N = (X)) (5-T) = (x) " (0-T)

= (X’)‘1 -(0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0)" = (0,0,—1,—1,0,1,0,0,0,0,0,0)".

Somit hat F' die Gestalt wie in Abbildung (10.8) auf Seite 297. Zur weiteren Veranschauli-

chung soll nun eine Bandfliche zu einem zu D #dquivalenten Diagramm berechnet werden.
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Das folgende Diagramm (D', yprop/) ist offensichtlich dquivalent zu (10.7):

An D’ liest man
-1 : (s,t) =(5,6)

0 : sonst

ab, daher gilt

B -1 (17]) = (1’2)
T(/z‘,j) = —M(Bz,’YG,gG)(5,6),(i,j) -
0 : sonst

fiir jedes (4, j) € B(G)\Bild ¢5. Die Verdrillungen N’ zur Bandfliche F' := F (D', yp/, N')
berechnen sich zu
(V)" = () (5-T) = (x) 7 (0-T)
= (x))7-(0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)" = (1,0,0, —1,-1,0,0,0,0,0,0,0)" .
Somit hat F” die Gestalt wie in der untenstehenden Abbildung (10.8).

F=

Offenbar ist F isotop zu F’ in R3. O



Anhang A

Bezeichnungen
Bezeichnung Erkldrung Adresse|Seite
NnD Inzidenzabbildung des nichtorientierten Gra-| 1.17 21
phen I'(D)
nr Inzidenzabbildung des nichtorientierten Gra-| 1.16 20
phen I'(2)
A; Abkiirzung von A;(Dy(Z2),0;7Z) 3.2 68
At Abkiirzung von A*(Dy(Z),0;Z) 3.2 68
Ai(Do(2),0;,7Z) schiefsymmetrische singulédre Kettengruppen| 3.2 68
AY(Dy(Z2),0;7) schiefsymmetrische singuldre Kokettengrup-| 3.2 68
pen
ad(i, w,vy,G) die Indizes der bezgl. der Nummerierung| 1.7 13
(w, ) zu den mit v; nummerierten Ecken in-
zidenten Kanten
Ag, ax Ap C Sy ar = | Ayl 7.3.2.1| 200
A(G,w,v)(G,w,v) =|Matrix 2.18 39
A(G,w,7)(G)
A(G,w,v) = A(G) |Matrix 2.18 39
As(G w, ) Matrix 2.18 39
B Menge von Unterteilungen 7.3.1 | 197
Bild v Bild der Abbildung ~ 203
Bild § Bild der Abbildung ¢ 7.15 204

298
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Bezeichnung Erkldrung Adresse|Seite
B(G,w,v) = B(G) ||Matrix 2.18 39
B(z,l,s),B(x,l,t) ||Hilfsmengen 4.4.2 99
gk, By Basen von Verschlingungsmoduln 7.3.1 197
Bo Basis 8.4.1 | 255
Bics 5 Basis 8.4.3 | 257
By, Basis 8.4.2 | 256
Bic, Basis 912 | 271
Bz, Basis 9.1.1 | 270
B(2) := Sym (Rang H,(2)) 8.1 248
(bs, By), (bs, By) Inklusionshomomorphismen 7.3.1 | 197
(bi,by) = G(F) ([bi, b)) 81| 25
(bg, By) Inklusionshomomorphismen 20 205
b(i, j) Zahlen 7.25 | 218
bmax grofites Element der b(i, j) 218
I5] topologische Bettizahl 7.13 214
Ba graphentheoretische Bettizahl 7.14 | 214
C Menge 7.14 203
Cn(2) zelluldre Kettengruppe 8.1 245
C(Ca) Teilmenge von C' 718 | 207
Cpeq(G) (p, e, q)-Kontraktion von G 4.1 74
Clan] (G),Cq,.....z: (G) mehrfache Kontraktion 5.22 135
Clao (G) =G 5.22 | 135
cr(D) Menge der Kreuzungen eines Diagramms D | 1.20 22
Do Menge erzeugender Elemente 7.20 226
D, Menge der orientierten surjektiv kantennum-| 2.12 32
merierten Diagramme
Dy, Zahl 31 215
(Az;;0z,) Abbildungen 7.28 | 219
Oy Isomorphismus von V' nach V* 3.1 64
st dy Korandoperator, Randoperator 3.3 69
(On, Ay) Isomorphismus von J], nach J}, 5.4 117
degq(v) Eckengrad von v in G 4.5 75
(di, Dy) Wege 7.5 197




ANHANG A. BEZEICHNUNGEN

Bezeichnung Erkldrung Adresse|Seite

(d¥, D) Wege 7.12 | 200

(D, w,~,0) orientiertes (einfach) nummeriertes Dia-| 1.4 22
gramm

B, Kanten von P, 7.17 | 205

fr die Kante von W 7.3.1 | 197

fz die Kante von W, 7.7 201

e(D, o) Kreuzungsinformationen im orientierten Dia-| 1.20 22
gramm (D, o)

& ={e1,..., e} 1.2 12

F(D,vyp,N) Bandfliche 8.1 245

fr Zu f duale Abbildung 3.1 64

1y Matrixdarstellung eines Homomorphismus f| 3.3 65

f(p,e,q), F(p,e,q) ||lvon (f, F) induzierte Abbildung 4.16 86

f(Gwr) Homomorphismus zu A(G, w, ") 2.28 46

G Korper oder abelsche Gruppe 2.12 32

G-U Graph, wobei U Menge von Ecken/Kanten| 5.13 130
ist

G < H,G U H,G n|Teilgraph; Vereinigung, Schnitt, disjunkte| 4.3 74

HG+H Vereinigung von Graphen

G(D) Graph zum Diagramm D 1.17 21

Vi1V, Kantennummerierungen 7.26 218

I'(2) topologischer Graph = Bild einer Einbettung| 1.15 20

(T'(Z),w,~,o0) orientierter (einfach) nummerierter topologi-| 1.4 22
scher Graph

I'Z)1,T(2)o Eins- bzw. Nullzellen eines topologischen| 1.16 20
Graphen

(Tz,, P(1)|2,) Graphenisomorphismus zwischen den Gra-| 1.16 20
phen zu Z und zu I'(Z)

(7lr(2)0> P()|r(z), ) ||Graphenisomorphismus zwischen den Gra-| 1.18 21
phen zu I'(Z) und zu D

g(G) Verschlingungsmodul des Graphen G 7.3 197

G(F) GL-Form einer Fliache F' 8.1 245

Gauwqy) = Ga Homomorphismus zur Matrix M (G, w, ) 2.37 54

G7.01,-G T, G%H ,G :;kAbbildungen 7.38 | 229
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Bezeichnung Erklarung Adresse Seite

9(p,e,q) Orientierung von Cp ¢ 4(G), induziert von der 4.1 74
Orientierung g

G(2) Graph zum Zellenkomplex Z 1.13 19

hg durch eine Nummerierung induzierte Orien- 2.1 27
tierung

H, Graph 7.12 200

I(Gwy) = G Inklusion 2.37 54

I(G,w,~) Inzidenzmatrix von G bzgl. surjektiver Num- 1.8 14
merierung (w,"y)

IE(G,w,v),IE(G) |Menge bestehnd aus Paaren ,nicht-| 2.37 54
inzidenter“ Kanten

Ty Tkt 1 Inklusionen 7.38 229

(i, 1) Inklusionshomomorphismus 7.3.2.1 200

I Menge der Indizes der Graphen aus M 7.11 200

fk Teilmenge von Iy, 7.23 217

In 4.10 sei i(-, -) gege- ||Sprechweise 4.4.3 104

ben

In 4.10 sei j(-,-) ge-||Sprechweise 4.4.3 104

geben

In 2.1 sei a gegeben |[Sprechweise 4.4.3 104

In 2.1 sei A gegeben |[Sprechweise 4.4.3 104

Inz(v,G) zu v inzidente Kanten von G 1.7 13

I0(G,w,v),IO0(G) |/ In-Out-Matrix bzgl surj. Ecken- und Kanten- 1.8 14
nummerierung

i(p,V) Abbildung von V' \ {p} nach V' 4.1 74

IV(G,w,v),IV(G) |Indexmenge bestehend aus Paaren ,nicht-| 2.37 54
inzidenter“ Ecken und Kanten

iy Spezielle injektive Abbildung 201

J(Gwry) = JG Inklusion 2.37 54

jle, E) Abbildung von FE \ {e} nach E 4.1 74

Ji, Tk Graphen einer Kette 7.5,7.3.1/195, 197

Jks Jh+1 Inklusionen 7.38 229

J) Standardbogen 5.1 116
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Bezeichnung Erkldrung Adresse|Seite
Tz Graph 13 201
K, K1, K9 Isomorphismus zwischen Kern f¢ und| 2.39 56

Kern G
K Kroneckerprodukt 3.8 71
(Kern f)° Elemente von V*, die auf Kern f Null sind 34 66
K4, K4 spezieller Zellenkomplex/Graph 6.3 182
Ks, K5 spezieller Zellenkomplex/Graph 6.7 184
K33, K33 spezieller Zellenkomplex/Graph 6.5 183
L isomorph zu L(Z) 3.3 69
L(f) WU-Invariante 3.2 68
(Iy;» La,) Inklusionen 7.28 | 219
(Ag;s Azy) Abbildungen 7.28 | 219
L, Simon-Invariante 2.12 32
L, Simon-Invariante beziiglich der Indexmengen| 2.40 56
ITE(-) und IV ()
L(Z) Kohomologiemodul von Taniyama 3.2 68
M, Mobiusleiter mit m Sprossen 10.1 283
My, my My, C Sk, my = | M| 7.3.2.1| 200
MY(f, F) zu v inzidente Kanten, deren Bild unter F'| 4.14 85
inzident zu w im ,,hochgehobenen* Graphen
sind
M (B,~,0) M-Matrix 8.1 248
M(G,w,v) = M(G) |[Matrix, die aus A(G,w,v)(G,w,7y) durch| 2.37 54
Streichen bestimmter Zeilen und Spalten ent-
steht
M(1,Y) mit [ indizierte |I|-Tupel mit Eintrdgen in Y| 1.1 16
M (1;Y) transponierte Elemente aus M (1,Y) 1.1 16
M50/, J, Y) mittels I und J indizierte Matrizen mit Ein-| 1.1 16
trdgen aus Y
M(x,y) Teilmenge von Ny 2.24 42
M(Z2) Menge der Zellen eines Zellenkomplexes Z 1.2 19
v v(z,y) ={z,y} 1.1 11
M(Z) = Sym (| 21]) 8.1 248
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Bezeichnung Erkldrung Adresse|Seite
vG unorientierter Graph zum orientierten| 1.1 11
Graph G
N(a,l) Menge 4.4.1 94
NU(G,w,v) = Nu(G) Vereinigung der N;(G,w, ") 2.2 28
N;(G,w,~) Menge der zu i ,inzidenten“ Kanten 2.2 28
Ny, Zahl 7.3.1 197
Nnm Menge 2.2 28
Ny Index von J}, 7.12 | 200
Nizy) Teilmenge von Sym(l), Urbild von (z,y)| 2.24 42
unter S(f)
ogg/;}uj)) durch Umorientierung induzierter Isomor-| 2.32 49
phismus
op(p, e, q) Homomorphismus von Kern Gepeq nach| 4.24 96
Kern G
op Komposition von op(-)- Abbildungen 5.54 175
(Q5;wg) Abbildungen 224
po(G) Anzahl der Komponenten von G 511 | 128
p1(G) chromatische Zahl von G 511 | 128
(P, P) Inklusionen 7.28 | 219
(IT; ) Abbildung 7.28 | 219
g, T Abbildung 7.38 | 229
(m,0)g, (m, v) 7+ Abbildung 7.38 | 229
P(a,l), P, P, Hilfsmengen 4.4.1 94
Dy Projektion 3.4 66
v Projektion 3.5 67
P; Bild von (d;, D;) 7.3.1 197
P, hinzugefiigter Weg 7.3.2.1 | 200
(®; 9) Abbildungen 224
(¢, @)) Isomorphismus von J), nach Cpeq(J},, 1) 5.5 117
(\I/,w)ggzﬁg;yg)) = (U, %) ||Einschriinkung von (¥, 1)), 2.42 57
* induzierter Homomorphismus 2.28 46
v, induzierter Homomorphismus 2.33 50
(P, )« induzierter Homomorphismus 2.33 50
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Bezeichnung Erkldrung Adresse|Seite
\I/Egjgjgﬂjg)) =k Einschrinkung von W, 2.42 57
Y(p,q,V) Abbildung von V nach V' \ {p} 4.1 74
¥ (p,q, V) U(p,q, V) x P(p,q, V) 5 116
P,P.P Matrizen 2.24 | 42
po(p, e, q) fiir deg(p) = 2 definierter Homomorphismus | 4.28 100
Pn Potenzmengenfunktor 1.1 11
P(o) Permutationsmatrix 1.1 16
Q,0Q,Q Matrizen 224 | 42
p=p symmetrisierende Abbildung 2.2 28
R R R Matrizen 224 | 42
(Fas» Ra,) Inklusionen 7.28 | 219
Sch(v, G) Menge der Schlaufen an v in G 1.7 13
Su(f) Einschrénkung von S(f) 2.8 30
S(f) von f induzierte Abbildung 2.2 28
S Menge von Graphen 7.3.2.1 | 200
sub(G) Menge der Unterteilungen von G 522 | 135
o Index zu f, 11 201
Sym(l) Menge 2.2 28
t Vertauschungsabbildung 2.31 48
Ta Kreuzung zum Doppelpunkt x 1.20 22
01,0,,0 Isomorphismen 3.3 69
0, Kontraktion von H, 201
T3 Graphen 7.4 | 189
s Erzeuende von G (Tﬂo‘) 224
ta Zahl 189
T, T Graphen 7.3.1 | 197
iy Ti Erzeuende von G(T;) bzw. G(T}) 7.3.1 | 197
T (M (B,~v,0),D,~p{f»Matrix 8.1 248
T, Kandidat 18 204
T, Hochhebung von T}, 7.17 | 205
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Bezeichnung Erkldrung Adresse|Seite
tey Ta Erzeuende von G(T}) bzw. G(T,) 7.29 | 220
U(G,Bild (d,D))) |="V2(G)\ Va2 (G,Bild (d, D)) 5.54 | 175
v(x) Koeffizienten von z € C1(2) 8.1 245
(v1(z),...,vp(x))

Vv Dualraum 3.1 64
v, Ecken von P, 717 | 205
Vo(G) n-wertige Ecken von GG 5.22 | 135
V2 (G, Bild (d, D)) = Bild (d, D) N V5(G) 5.50 | 172
Vi ={vi,..., v} 1.2 12
Vi, &1, h) zu einer Nummerierung gehoriger Graph 1.2 12
w Graph 7.3.1 197
W Kontraktion von P, 15 202
wf_’?(eqm_l (ep) Summe der Kreuzungsinformationen, der mit| 1.20 22

p und ¢ nummerierten Kanten
X Menge 7.13 203
X (B,~,0) X-Matrix 8.1 248
B Abbildungen 219
Y Menge 7.18 207
Y. Menge 4.4.1 94
(T;v) Abbildungen 229
(1,Co die Ecken von W 7.3.1 197
Zy, 21 Nullzellen, Eins-Zellen von Z 1.2 19
(20, 21, 2) nicht-orientierter Graph zum Zellenkomplex| 1.13 19
Z

(20, 21,0) orientierter Graph zum Zellenkomplex Z 1.13 19
29, 7o spezieller Zellenkomplex/Graph 6.1 181
Zzn n—Geriiste von Z 1.2 19
(Z,0) orientierter Zellenkomplex 1.2 19
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Standardbezeichnungen

210 : Verweis auf einen Satz, eine Defi-
nition oder &hnliches

210 : Verweis auf eine laufende Num-
merierung am Rand des Textes

ver. :  Hier geht eine Voraussetzung ein

= : Diese Gleichung ist nachzuweisen

O] :  disjunkte Vereinugung

Dl:={zeR | -1<z<1}=[-1,1] :  eindimensionale Scheibe

D" :={zx eR" | |z| <1} :  n-dimensionale Scheibe

My (X) : k x [-Matrizen mit Eintragen in X

Sp={f:{1,...,n} = {1,...,n}| fbij.} : Permutationsgruppe mit n Elementen

(v, Un)G :  G-Erzeugnis der Elemente vy, -+, v,

Generalvoraussetzung 2.22 . Bezeichnungen, die {iberall in dem
Abschnitt gelten, in dem 2.22 auf-
taucht

k=0 = {vi,...,v5}:=10 :  formale leere Menge

k>0 = U_ {-}:=0 X.,(-):=0 : formale Vereinigung/Summe

MAN = M\N U N\M :  symmetrische Differenz zweier Mengen

fog(x):= f(g(x)) : Abkiirzung, dabei muss fog nicht
wohldefiniert sein

flg(x) == f~(g(x)) : Urbild unter f

(a,b) € M x N : f(a,b) := f((a,b)) :  Klammern sparen

MY =Mx---xM fir neN . kartesisches Produkt einer Menge M

n-mal
X :  Eulercharakteristik
Hy(f) :  induzierte Abbildung in der Homologie

No := NU {0} :{0,1,2,3,4,5,6,...}
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