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Einleitung

Dynamische Probleme mit Kontakt treten in der technischen Anwendung haufig
auf. Ein Beispiel ist eine Schleifscheibe, die auf ein zu bearbeitendes Metallstiick
gedriickt wird. In der mathematischen Modellierung dieses Problems miissen ver-
schiedene nicht lineare Zusammenhénge beriicksichtigt werden. Die Kontaktfliche
zwischen der Schleifscheibe und dem Metallstiick ist a priori unbekannt. Weiterhin
miissen die Reibungseffekte auf der Kontaktfliche beschrieben werden. Die nume-
rische Simulation eines solchen Vorganges ist sehr aufwendig. Deshalb werden die
Verfahren zur numerischen Simulation anhand von vereinfachten Problemen wie dem

dynamischen Hindernis- und dem dynamischen Signorini Problem studiert.

In dieser Arbeit werden dynamische Hindernis- und dynamische Signorini Probleme
unter Vernachldssigung von Reibungseffekten betrachtet. Deshalb ist die Beriicksich-
tigung der Kontaktbedingungen der zentrale Punkt bei der Formulierung und Diskre-
tisierung der Probleme. In der Literatur sind verschiedene Techniken dazu bekannt.
In [23, 24| werden nicht lineare Variationsgleichungen verwendet. Die Losung der
diskreten Probleme erfolgt in [23] mit dem Penalty Verfahren. Eine andere Moglich-
keit ist die Verwendung von Lagrange Multiplikatoren, wie sie in [15, 32| beschrieben
wird. Im Rahmen dieser Arbeit werden die Kontaktprobleme als Variationsunglei-
chungen geschrieben. Formulierungen dieser Art findet man in [16, 21, 22, 33, 34].
Die diskreten Probleme werden dort durch Optimierungsalgorithmen gelost. In Ka-
pitel 1 wird das dynamische Hindernisproblem formuliert. Dort wird auch das cg-
PSSOR Verfahren eingefiihrt, das zur Losung der diskreten Probleme verwendet

wird. In Kapitel 6 wird das dynamische Signorini Problem beschrieben.

Die Diskretisierung von dynamischen Problemen erfolgt in zwei Schritten. Zuerst
wird das Problem mit einem Zeitschrittverfahren in der Zeit diskretisiert. Anschlie-
fsend wird das Problem im Ort diskretisiert. Dazu werden Finite Elemente Anséitze
verwendet, die in Kapitel 1 und 6 beschrieben werden.

Fiir die Diskretisierung von dynamische Problemen mit Kontakt ist die richtige Wahl
des Zeitschrittverfahrens von entscheidender Bedeutung. Deshalb wird in dieser Ar-

beit untersucht, welche Zeitschrittverfahren fiir die Diskretisierung von dynamischen
3
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Problemen mit Kontakt geeignet sind. Ein optimales Zeitschrittverfahren fiir dynami-
sche Probleme mit Kontakt sollte von zweiter Ordnung konvergent, unbedingt stabil
und numerisch dissipativ sein. Zudem sollte es die Energie- und Impulserhaltung
wiahrend des Kontakts sichern. Der Begriff der numerischen Dissipation beschreibt
dabei die Dampfung von hochfrequenten Schwingungen, die nicht aus dem Modell

sondern aus der Diskretisierung entstehen.

In dieser Arbeit wird das Generalized-a Verfahren [2] betrachtet, das kurz als G-«
Verfahren bezeichnet wird. Das G-a Verfahren enthélt als Spezialfall das Newmark
Verfahren [30]. In Kapitel 1 wird das G-a Verfahren eingefiihrt und auf das dynami-
sche Hindernisproblem angewendet. Die Diskretisierung des dynamischen Signorini
Problems beziiglich der Zeit mit dem G-a Verfahren wird in Kapitel 6 beschrieben.
Die Analyse des G-« Verfahrens fiir den Fall ohne Kontakt ist das Thema von Kapitel

2. Es ist von zweiter Ordnung konvergent, unbedingt stabil und numerisch dissipativ.

In Kapitel 3 werden anhand eines einfachen Modellproblems Parameter fiir das G-«
Verfahren bestimmt, fiir die die Energie- und Impulserhaltung wihrend des Kontakts
gilt. Man erhélt das Newmark Verfahren mit v = 3 = % Dieses Verfahren ist von
zweiter Ordnung konvergent und unbedingt stabil. Es ist aber nicht numerisch dis-
sipativ. Wenn die Zeitschrittlinge so gewahlt wird, dass der Kontakt genau zu dem
Zeitpunkt eines Zeitschritts auftritt, ergibt sich auch eine Menge von Parameter P,
fiir das G-a Verfahren, die die Energie- und Impulserhaltung wiahrend des Kontakts
sichern. Fiir eine Teilmenge der Parameter P, ist das G-a Verfahren von zweiter

Ordnung konvergent, unbedingt stabil und numerisch dissipativ.

Die anhand des einfachen Modellproblems gemachten Aussagen iiber die Zeitschritt-
verfahren iibertragen sich auch auf andere dynamische Hindernisprobleme. Bei dem
in Kapitel 4 betrachteten Spezialfall des dynamischen Hindernisproblems sind die
Diskretisierungen fiir die nicht optimalen Parameter nicht verniinftig. Auch die Be-
dingung, dass der Kontakt fiir das G-a Verfahren mit den Parametern P, genau
zu dem Zeitpunkt eines Zeitschritts erfolgen muss, iibertrigt sich. Diese Bedingung
macht eine genaue Wahl der Zeitschrittlinge erforderlich und schrinkt damit die
Verwendung des G-a Verfahrens ein.

Fiir den in Kapitel 4 betrachteten Spezialfall des dynamischen Hindernisproblems
ist die analytische Losung bekannt. Deshalb kann der Diskretisierungsfehler nume-
risch berechnet werden. Damit ist es moglich, Aussagen iiber die Konvergenz der
numerischen Losung gegen die analytische Losung zu machen. Dazu wird die Ab-

hangigkeit des Diskretisierungsfehlers von den Parametern der Zeitschrittverfahren,
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der Zeitschrittlinge und der Netzweite untersucht. Den kleinsten Diskretisierungs-

1
2
Die Qualitét der Diskretisierung héingt nicht nur von den Parametern des Zeitschritt-

fehler erhalt man, wenn das Newmark Verfahren mit v = 3 = 5 verwendet wird.

verfahrens, der Zeitschrittlange und der Netzweite sondern auch von den Anfangswer-
ten und den Hindernissen ab. Deshalb werden in Kapitel 5 verschiedene dynamische
Hindernisprobleme betrachtet, fiir die die Gesamtenergie wihrend der Rechnung er-
halten ist. Da fiir diese Probleme keine analytischen L&sungen bekannt sind, wird
der Energieverlust wihren der Rechnung als Maf fiir die Qualitit der Diskretisierung
verwendet. Sie wird von der Form der Anfangsauslenkung und des Hindernisses be-
einflusst. Fiir das Newmark Verfahren mit v = § = % ist der Einfluss im allgemeinen
so gering, dass er vernachlissigt werden kann. Nur wenn sehr schmale Hindernis-
se betrachtet werden, ist die Verwendung des Newmark Verfahrens nicht sinnvoll,
da hochfrequente Schwingungen entstehen, die nicht geddmpft werden. Fiir solche
Problem sollte Das G-a Verfahren mit den Parametern P, verwendet werden. Denn
im Gegensatz zum Newmark Verfahren ddmpft es die hochfrequenten Schwingungen.
Zudem kann es verwendet werden, wenn das Hindernis anndhernd der Form der Aus-
lenkung zum Zeitpunkt des Kontakts entspricht. In anderen Féllen fiihrt das G-«

Verfahren auf keine verniinftigen Diskretisierungen.

In Kapitel 6 werden zwei Beispiele fiir dynamische Signorini Probleme numerisch
gelost. Dabei werden keine Unterschiede zwischen den Resultaten fiir das G-a Ver-
fahren mit den Parametern P, und denen fiir das Newmark Verfahren mit v = § = %
beobachtet. Da das G-a Verfahren numerisch dissipativ ist, sollte es zur Diskretisie-

rung von dynamischen Signorini Problemen verwendet werden.






KAPITEL 1
Das dynamische Hindernisproblem

Zu Beginn dieses Kapitels werden die grundlegenden Notationen eingefiihrt, die zur
Formulierung des dynamischen Hindernisproblems verwendet werden. Anschliefsend
wird das dynamische Hindernisproblem in seiner klassischen Form angegeben. Dar-
aus wird die schwache Formulierung in Form einer Variationsungleichung abgeleitet.
Von der schwachen Form ausgehend wird das dynamische Hindernisproblem in der
Zeit diskretisiert. Dabei ist in jedem Zeitschritt ein Minimierungsproblem mit Ne-
benbedingungen zu l6sen. Das Minimierungsproblem wird mit der Finiten Elemente
Methode auf ein endlich dimensionales Problem reduziert, das mit dem cg-PSSOR
Verfahren gelost wird. Zum Abschluss dieses Kapitels werden noch einige weitere

schwache Formulierungen des dynamischen Hindernisproblems angegeben.

1.1. Notationen

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Notationen und Begriffe eingefiihrt,
die in dieser Arbeit benutzt werden. Ein Schwerpunkt ist die Definition der Sobolev-
R&umen, in denen die Losungen des dynamischen Hindernisproblems enthalten sind.

Mit © wird eine Teilmenge des R? bezeichnet, wobei d = 1,2,3 gilt. Die Menge
(2 heilt Gebiet, wenn sie offen und zusammenhéngend ist. Im folgenden sei (2 ein
beschrinktes Gebiet mit I' := 0f2.

Die in dieser Arbeit verwendeten Sobolev-Réiume bauen auf den Réumen L? (2) und
L= () auf. Dabei ist L? () die Menge aller Funktionen u, deren Quadrat iiber
Lebesgue-integrierbar ist. Zwei Funktionen v und v werden miteinander identifiziert,
wenn u (z) = v () fiir fast alle z € Q gilt. Durch das Skalarprodukt

mm:me

wird L? () zu einem Hilbert-Raum mit der Norm

[ull = v/ (u, w).

Der Banachraum L* (Q2) besteht aus allen Funktionen u, die fast iiberall beschrénkt

sind. Dabei werden Funktionen, die fast iiberall gleich sind, miteinander identifiziert.
7



8 1. DAS DYNAMISCHE HINDERNISPROBLEM

Als Norm wird

[ullo = esssup |u(z)|
€

gewihlt. Eine ausfiihrliche Definition und Betrachtung der Riume L? (Q) und L> (2)
findet sich in [29] Kapitel 1.

Nun werden die Sobolev-Raume eingefiihrt. Fiir eine detaillierte Einfiihrung wird auf
[5] Kapitel 5 verwiesen. Es seien u,v € L? () und « ein Multiindex. Dann ist v die

schwache partielle Ableitung der Ordnung « von u, kurz D%u = v, falls

/uDo‘gb dz = (—1)1* / v da
Q Q
fiir alle Testfunktionen ¢ € C2° () ist. Dabei ist Cg (2) der Raum der unendlich

oft differenzierbaren Funktion ¢ : 2 — R, die einen kompakten Triger besitzen.

Der Sobolev-Raum H* () enthélt alle Funktionen u aus L? (Q2), fiir die die schwache
Ableitung D%y fiir jeden Multiindex o mit |a| < k existiert und zu L? (2) gehort.
Der Raum H* () ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(u,v), = Z (D%u, D%v)

lal<k

und der zugehorigen Norm

lully = \/(w,w) = [ > IDull.

la|<k
Mit Hf (©) wird der Abschluss von Cg (2) in der Norm ||-||, bezeichnet.

Fiir u,v € H} (Q) ist durch
a(u,v) = (Vu, Vv)

eine symmetrische Bilinearform gegeben. Sie ist elliptisch, das heift, es gilt mit © > 0
2
a(u,u) = pfull.
Jetzt werden Sobolev-Raume mit einer Zeitkomponente betrachtet. Im folgenden sei

X ein reeller Banachraum. Weiter sei I := [0, 7] ein Intervall mit 7" € (0, c0). Der
Raum L' (I; X) besteht aus allen messbaren Funktionen u : I — X, fiir die

T
full = [l ®ll it < o0
gilt. Die Menge aller messbaren Funktionen u : I — X mit

[ulloe = esssup [Ju (8)]|x < o0
tel
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heifst L>° (I; X'). Der Raum C'(I; X) sei die Menge aller stetigen Funktionen u : [ —
X mit
fulle = mas u ()] < .
Die Réume C™ (I; X') werden analog definiert.
Sei uw € L' (I; X). Eine Funktion v € L' (I; X) ist eine schwache Ableitung von u,

geschrieben als © = v, wenn

T T
| owuw di=— [ oo a
0 0
fiir alle Testfunktionen ¢ € C& (I) gilt. Die zweite Zeitableitung von u wird wie
gewohnt als i := ¥ mit v = @ definiert.
Der Sobolev-Raum W> (I; X') besteht aus allen Funktionen u € L* (I; X), fiir die
die schwache Ableitung @ existiert und zu L™ (I; X) gehort. Weiter ist

lully = esssup ([Ju (®)]1x + [12 (#)]]x)

die zu W1 (I; X') gehorende Norm. Der Raum W% (I; X)) wird analog definiert. Im
Rahmen dieser Arbeit werden nur die Falle X = L? () und X = H} () verwendet.

1.2. Das dynamische Hindernisproblem

In diesem Abschnitt wird zuerst die Wellengleichung vorgestellt. Darauf aufbauend

wird dann das dynamische Hindernisproblem formuliert.

Die Wellengleichung lautet
(1.2.1) i — Au=f
fiir u € C% (I;C? (). Man setzt fiir v € C? (Q)

Der Differentialoperator A heifst Laplace-Operator. Weiter sei die rechte Seite f der
Wellengleichung aus C (1; C (€2)). Die Betrachtung des Problems erfolgt fiir Q C R¢
mit d = 1,2. Die Wellengleichung ist ein vereinfachtes Modell fiir die Schwingung
einer Saite (d = 1) oder einer Membran (d = 2).

Im Rahmen dieser Arbeit werden nur Nullrandbedingungen an die Losung gestellt.
Zudem werden Anfangswerte uy € C' (€2) und vy € C (§2) vorgegeben. Damit ergibt
sich das folgende Problem.
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PROBLEM 1.2.1. Gesucht ist eine Funktion u : Q x I — R aus C? (I; C? (Q)) so, dass

i—Au =f auf Qx(0,7]
u =0 aufl'x ]/

u(t=0) =wuy aufQ

u(t=0) =wvy auf Q

mit f € C(I;C(2)), up € C () und vy € C'(Q) gilt.

Ausgehend von Problem 1.2.1 wird das dynamische Hindernisproblem beschrieben.
Das Hindernis sei durch eine Funktion ¢ : Q@ — R mit ¢ € C(Q) gegeben. Als
Kontaktfliche Q¢ (t) C © wird die Menge aller Punkte, fiir die u (z,t) = ¢ (x) gilt,

bezeichnet. Das Hindernis sei durch die Bedingung
(1.2.2) u(z,t) > ()

fiir alle ¢ € I und alle « € §2 beschrieben. Den Fall u (x,¢) < 4 (z) erhélt man, indem
man Ungleichung (1.2.2) mit —1 multipliziert. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
braucht deshalb nur Ungleichung (1.2.2) betrachtet zu werden.

Um die Notation zu vereinfachen, wird angenommen, dass €2 in der x;-x2> Ebene liegt

und die Auslenkung in Richtung der x3 Achse erfolgt. Es wird
o 0?u
N'= 33
x3
gesetzt. Nach [22] muss zusétzlich zu Bedingung (1.2.2) noch die Bedingung
(12.3) on (t,x) =0 fl?r$¢Qc(t)
oy (t,x) <0 fiir x € Q¢ (1)
erfiillt sein. Die Bedingungen (1.2.2) und (1.2.3) werden durch
(1.2.4) on(u—1)=0

zusammengefasst. Die Bedingung (1.2.4) wird kinematische Kontaktbedingung ge-
nannt. Insgesamt ergibt sich das folgende Problem.
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PROBLEM 1.2.2. Gesucht ist eine Funktion u : Q x I — R aus C? (I;C? () mit
einem beschriinkten Gebiet Q2 C R?, d = 1,2, so dass

it—Au =f auf Qx (0,T]
u =0 aufl’x ][]

on(u—1v) =0 aufQxI
u(t=0) =wuy aufQ
u(t=0) =wvy aufQ

gilt. Dabei sei f € C(I;C(§2)) sowie die beiden Anfangswerte ug € C(92) und
vy € C' (€2) gegeben.

Die Probleme 1.2.1 und 1.2.2 werden als klassische Formulierungen und ihre L&sun-

gen als klassische Losungen bezeichnet.

1.3. Schwache Formulierung

In diesem Abschnitt werden die schwachen Formulierungen fiir die Probleme 1.2.1

und 1.2.2 angegeben.

Zur sinnvollen Formulierung der schwachen Form der Probleme reicht es aus, wenn
f e L>(I;L*(Q)), up € H} () und vy € L*(Q) gilt. Als Ansatzraum fiir die so

genannten schwachen Losungen wird
V=W (I; L7 (Q)) N L™ (I; Hy (Q))

gewihlt. Funktionen v aus V sind in dem Raum C (I; L*(Q)) enthalten (siehe [5]
Abschnitt 5.9.2).

Mit diesen Notationen lautet die schwache Formulierung von Problem 1.2.1 dann.

PROBLEM 1.3.1. Gesucht ist eine Funktion u € V' mit

(1.3.1) (i (£), ¢ (1) +a(u(t), o) = (f (1), (1))

fiir alle Funktionen p € H; () und fiir fast alle Zeiten ¢ € I. Zudem soll
u(t =0)=wupund @ (t =0) = vy

gelten.

Die schwache Formulierung leitet sich direkt mittels partieller Integration aus der

klassischen Formulierung her. Eine analytische Untersuchung der Eigenschaften der
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Losung u sowie einen Beweis ihrer Existenz und Eindeutigkeit findet man in [5]
Kapitel 7.2.

Auf der in Problem 1.3.1 dargestellten schwachen Formulierung von Problem 1.2.1

baut die schwache Formulierung von Problem 1.2.2 auf.

Die Menge K der kinematisch zuléssigen Losungen ist definiert als
K:={peV]p(x,t) >¢(z) fi. auf Q@ xI}.

Die Menge K ist konvex und abgeschlossen. In [22]| wird damit die folgende schwache
Formulierung von Problem 1.2.2 in Form einer variationellen Ungleichung hergeleitet.

PROBLEM 1.3.2. Gesucht ist eine Funktion v € K mit u (t = 0) = ugund u (t = 0) =
vg so, dass fiir alle ¢ € K und fast alle t €

(6@ (t), o) —u(t) +alut),e)—u®) = (1), pl)—u)
gilt.

Die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit der Lésung ist nicht geklart. Man fin-
det in [7] Verweise auf Arbeiten, die sich mit der Existenz und Eindeutigkeit der Lo-
sung des eindimensionalen Problems beschiftigen. Der Artikel [25] sei hier genannt,
der als Startpunkt der Untersuchungen angesehen wird. Dort wird das Problem nicht
in Form einer variationellen Ungleichung formuliert. Resultate fiir &hnliche Probleme
findet man in [4, 6|. Ein in [17] vorgestellter Existenz und Eindeutigkeits Beweis
fiir Problem 1.2.2 in Form einer nicht linearen Variationsgleichung hat sich als feh-
lerhaft herausgestellt. Fiir dynamische Hindernisprobleme mit Reibung findet man
Aussagen zur Existenz und Eindeutigkeit in [24].

In den néchsten Abschnitten wird die Diskretisierung des Problems 1.2.2 beschrie-
ben. Die Herleitung des diskreten Problems erfolgt analog zum Vorgehen bei der
Wellengleichung, eine Beschreibung davon findet man zum Beispiel in [26] Kapitel
9.11. Die Diskretisierung wird in zwei Schritten durchgefiihrt. Im ersten Schritt wird
die Zeitkomponente diskretisiert und im zweiten die Ortskomponente. Die Reihen-
folge der Schritte ist dabei unerheblich. Das in dem Zwischenschritt entstehende

Problem nennt man semi diskretes Problem.

1.4. Zeitdiskretisierung

In diesem Abschnitt wird die Zeitdiskretisierung des Problems 1.2.2 beschrieben. Zur
Diskretisierung wird das G-a Verfahren verwendet, das in [2] vorgestellt wird. Die-
ses Verfahren baut auf dem bekannten Newmark Verfahren auf (siehe [30]). Deshalb
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wird im ersten Teil dieses Abschnitts das Newmark Verfahren und darauf aufbauend
das G-« Verfahren vorgestellt. Im zweiten Teil wird das G-a Verfahren auf das Pro-
blem 1.2.2 angewendet. In jedem Zeitschritt ist ein durch eine Variationsungleichung
gegebenes Problem zu 16sen, das dquivalent zu einem Minimierungsproblem ist. Die

Losung dieses Problems ist dann Gegenstand des folgenden Abschnittes.

1.4.1. Das Generalized-a Verfahren. Das Zeitintervall I = [0,7] wird in N
dquidistante Teilintervalle [, = (t;,—1,t,] der Liange k = t,, — t,,—1 mit 0 =: ¢, <
t1 < ...<ty:=T zerlegt. Es sei Z := {to, 11, ...,ty} die Menge der Zeitpunkte. Der
Funktionswert von v zum Zeitpunkt ¢,, wird als v definiert. Die Geschwindigkeit

wird mit v := % und die Beschleunigung mit a = v = i bezeichnet.

Das klassische Newmark Verfahren zur Zeitdiskretisierung hat fiir den n-ten Zeit-
schritt, 1 < n < N, die Form

(1.4.1) " = " [(1=q)a" T +ya k
(1.4.2) u" = w4+ [(% — ﬁ) a" !+ ﬁa”] k2.

Die Beschleunigungen a” im aktuellen Zeitschritt werden dabei anhand der Differen-
tialgleichung bestimmt. Da in Problem 1.3.2 Bedingungen an u gestellt sind, wird

hier die dquivalente Form in den Verschiebungen

1 1 1
(1.4.3) a’ = i (v —u"t) = @vn_l — (% — 1) a" !
(1.4.4) " = " [(1—q)ad" T +ya k

verwendet, wobei fiir " in Gleichung (1.4.4) die Gleichung (1.4.3) eingesetzt wird.
Dabei sind 5 und v zwei beliebige Parameter. Die Wahl v = % und § = % nennt man

Trapezregel.
Das G-a Verfahren benutzt die Gleichungen (1.4.1) und (1.4.2) um N&iherungen

an u" und v" zu erhalten. In die Differentialgleichung werden im Unterschied zum

Newmark Verfahren die gewichteten Gleichungen

(1.4.5) up = (I—apg)u" +agu,
(1.4.6) vn = (I—ag)v" +agv" !,
(1.4.7) ar = (1—ap)a"+apa",
(1.4.8) »oo= (I—ag) f"+apf""

eingesetzt. Dabei sind ay und ap zwei beliebige Parameter. Wenn ay = ag = 0

gewahlt wird, erhdlt man das Newmark Verfahren. Fiir ag = 0 und ay # 0 ergibt
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sich das HHT-« Verfahren, das in [8] in Abschnitt 9.3 vorgestellt wird. Mit der Wahl
ap # 0 und ay = 0 entsteht das in [9] vorgestellte WBZ-a Verfahren. Das G-«
Verfahren stellt also eine Kombination des HHT-a und des WBZ-a Verfahrens dar.
Weiterhin ist das G-a Verfahren in der modifizierten Hoff-Pahl Familie fiir lineare

Probleme enthalten, die in [10] vorgestellt wird. Wenn man dort 6; = 0, = 05 =

1 — oy und /) = =& wihlt, ergibt sich das G-a Verfahren.

l—agy

Die Eigenschaften des G-a Verfahrens werden in Kapitel 2 ausfiihrlich diskutiert.

1.4.2. Zeitdiskretisierung des Problems 1.2.2. Das Problem 1.2.2 wird nun
mit dem G-« Verfahrens beziiglich der Zeit diskretisiert. Fiir die Menge der kinema-

tisch zuldssigen Auslenkungen gilt im Fall der Zeitdiskretisierung

K ={pecH)Q)|¢() > (z) fi. auf Q}.
Damit erhilt man folgendes Problem.

PROBLEM 1.4.1. Finde v : Z — K mit u® = uo und v° = vy so, dass fiir alle ¢ € K
und allen € {1,2,..., N}

(1.4.9) (ar,.o—u") +a(ur,,o—u") > (fi  o—u")
gilt.

Um im weiteren die Notation zu vereinfachen, wird die Bilinearform

cw,9) = o (0 9) + (1= am)a (w9

fiir w, p € K und das Funktional
0" () = (F", ) — aga (u" ", p)

definiert, wobei

ist. Die Bilinearform c ist fiir sinnvolle 3, ag und apy elliptisch. Durch Einsetzen der
Gleichungen (1.4.3) und (1.4.4) in die Ungleichung (1.4.9) ergibt sich die Ungleichung

(1.4.10) clu™,o—u") >b" (p—u").

Fiir p € H} (Q) wird das Funktional

T () = 5e(pr )~ b (9)
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definiert. Damit erhélt man folgende Formulierung von Problem 1.4.1 als Minimie-

rungsproblem.

PROBLEM 1.4.2. Finde v : Z — K mit u® = uo und v° = vy so, dass fiir alle
ne{l,2,...,N}
u" =min J" (¢)

peK
gilt.
In der folgenden Aussage wird die Aquivalenz der Probleme 1.4.1 und 1.4.2 gezeigt.
PROPOSITION 1.4.3. Problem 1.4.1 ist dquivalent zu Problem 1.4.2.
BEWEIS. Fiir beliebiges ¢ € K gilt
J" () = J" (u”)

= —"(p+u",p—u")=b" (¢ —u")

N~ DN~

(1.4.11) = ;"W —pu" =)+ (" (W o —u") =" (p—u")).

A

=1 11
Da u™ Problem 1.4.1 16st, ist der Term I/ gréfer oder gleich 0. Da c eine elliptische
Bilinearform ist, gilt auch I > 0. Damit ist

" (p) = J" (u")
fiir alle p € K.

Sei o € K fest gewihlt. Fiir 0 < A < 1 wird ¢ durch A¢p + (1 =\ u" € K in
Gleichung (1.4.11) ersetzt und man erhélt

= WA+ 1 =Nu"—u") ="M+ (1=XN)u" —u")

0 < J"Qe+ A =Au") = J" (u")

1
on
1
(1412) = A" ("0 —u") = 8" (9 —u)] + 50 Ju" — o]

Wenn man die Ungleichung (1.4.12) durch A dividiert und anschliefend den Grenz-
wert A — 07 betrachtet, ergibt sich Ungleichung (1.4.9). O

1.5. Ortsdiskretisierung

Durch die Zeitdiskretisierung wird Problem 1.3.2 auf die Losung eines unendlich di-

mensionalen Minimierungsproblems in jedem Zeitschritt reduziert. Dieser Abschnitt
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beschiaftigt sich mit der Frage, wie dieses Minimierungsproblem naherungsweise ge-

16st werden kann.

Mit der Finiten Elemente Methode wird das unendlich dimensionale Minimierungs-
problem auf ein endlich dimensionales zuriickgefiihrt. Zur Losung des endlich dimen-

sionalen Problems wird das cg-PSSOR Verfahren verwendet.

Dieser Abschnitt besteht aus drei Teilen. Im ersten wird die Ortsdiskretisierung mit
Hilfe der Finiten Elemente Methode und die daraus entstehenden endlich dimen-
sionalen Probleme beschrieben. Im zweiten wird das PSSOR Verfahren vorgestellt.
Im dritten wird das, auf dem PSSOR Verfahren aufbauende, cg-PSSOR Verfahren
dargestellt.

1.5.1. Ortsdiskretisierung. Im Rahmen dieser Arbeit sind die Ortsdiskreti-
sierungen in jedem Zeitschritt gleich. Deshalb wird zur Vereinfachung der Notation

in diesem Abschnitt auf die Verwendung des Index n verzichtet.

Zuerst werden einige Begriffe fiir den zweidimensionalen Fall eingefiihrt. Details zu

den in diesem Abschnitt verwendeten Begriffen findet man in [28|.

Bisher wurde nur gefordert, dass () ein beschrénktes Gebiet ist. Weiter wird nun

verlangt, dass 2 sich in Rechtecke zerlegen lasst.

DEFINITION 1.5.1. Eine Zerlegung T = {7;|1 < i < M} von € in Viereckselemente
heifit regulér, wenn alle Vierecke kongruent sind. Sie heiflt zuldssig, wenn folgende
Eigenschaften erfiillt sind.

(1) Q= UzAil T;.

(2) Besteht T; N1, aus genau einem Punkt, so ist dieser ein Eckpunkt sowohl
von T; als auch von Tj.

(3) Besteht 7; N7} fiir i # j aus mehr als einem Punkt, so ist 7; N7} eine Kante
sowohl von 7T; als auch von Tj.

Es wird eine regulére und zulissige Zerlegung T, von €2 verwendet, die aus M Qua-
draten besteht. Die Kantenlinge der Quadrate wird mit h bezeichnet.

Als Ansatzraum fiir die Finite Elemente Funktionen wird die Menge
Sh = {,U € H& (Q) |U |T@E P2>'U |8Ti€ Plaj—‘i S T}

gewdhlt. Dabei bezeichnet P; den Raum der Polynome vom Grad :. Funktionen aus
S, sind stetig. Die Koeffizienten der Basisfunktionen werden dabei durch die Funkti-
onswerte in den Eckpunkten der Quadrate bestimmt. Die Menge der Eckpunkte der

Quadrate wird mit P bezeichnet.
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Im eindimensionalen Fall wird 2 in M &quidistante Teilintervalle T; der Léinge h
zerlegt. Die Menge der Endpunkte der Teilintervalle wird wieder als P bezeichnet.

Der Ansatzraum sei

Sp={v e Hj(Q)|v

T, € 'Pl,Ti GT}.

Auch hier werden die Koeffizienten der Basisfunktionen durch die Funktionswerte
an den Intervallendpunkten bestimmt. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung dieses Ele-

ments wird auf [26] verwiesen.

Die zulassige Menge ist
K,={¢ € Sp|le(x) > (x) fir alle z € P}.

Die Finite Elemente Diskretisierung ist nicht unbedingt konform. Fiir polygonale
oder konvexe Hindernisse ist sie konform, fiir konkave nicht polygonale Hindernisse
nicht.

Mit I, wird die eindeutig bestimmte Interpolierende in dem Raum S}, bezeichnet.

Damit erhilt man folgende diskrete Form von Problem 1.3.2.

PROBLEM 1.5.2. Finde u;, : Z — K}, mit u) = Iuo und v} = Iv, so, dass fiir alle
¢ € Kyund allen € {1,2,...,N}

(151) (aZ,an ¥ - UZ) ta (uz,aHu ¥ - UZ) > (]hf2H7 ¥ — U;LL)

gilt.
Die dquivalente Formulierung als Minimierungsproblem lautet.

PROBLEM 1.5.3. Suche uy, : Z — K}, mit u) = Iug und v = Ivy so, dass in jedem
Zeitschritt ¢,,1 < n < N, up das Funktional J}' iiber der Menge Kj; minimiert.
Dabei ist .J;' das diskrete Analogon zu J".

Nach Problem 1.5.3 ist in jedem Zeitschritt ein endlich dimensionales Minimierungs-

problem mit Ungleichheitsnebenbedingung zu l6sen.

1.5.2. Das PSSOR Verfahren. In diesem und dem nichsten Abschnitt wird
das cg-PSSOR Verfahren vorgestellt, mit dem das Minimierungsproblem 1.5.3 in
jedem Zeitschritt gelost wird. Das cg-PSSOR Verfahren wird in [1] vorgestellt. Es
baut auf dem PSSOR Verfahren auf, das zuerst beschrieben wird. Die Abkiirzung
PSSOR steht dabei fiir projected symetric successive overrelaxation. Im néchsten
Abschnitt wird dann das cg-PSSOR betrachtet.
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Bevor das Verfahren beschrieben wird, werden noch einige Bemerkungen zur Notati-
on und zum mathematischen Hintergrund gemacht. Alle Aussagen beziehen sich auf
einen Zeitschritt ¢, mit n € {1,2,..., N}. Im folgenden werden zur Vereinfachung
der Notation die Indices n und h weggelassen.

Die gesuchte Losung u liegt in einem abgeschlossenen und konvexen Kegel in H] (Q)
und nicht in einem Vektorraum. Deshalb ist das Minimum einer elliptischen Funktion
auf einer konvexen und abgeschlossenen Menge gesucht. Somit ist das Minimum

eindeutig bestimmt.

Aufgrund der verwendeten Finiten Elemente werden zur Vereinfachung der Notation,
die Finite Elemente Funktionen v € S, mit dem Vektor v, dessen Komponenten die
Funktionswerte an den Eckpunkten x; darstellen, identifiziert. Genauso erhilt man
Ui = (In¥) (2;)-

Wenn man Problem 1.5.2 in Matrixform schreibt, erhdlt man eine Massematrix M
und eine Steifigkeitsmatrix K. Diese lassen sich gemifl der Definition von c zu einer

Matrix
1-— ap

Ok

zusammensetzen. Die Matrix A ist symmetrisch und fiir sinnvolle ag, ay und 3 po-

AI: M—l—(l—OéH)K

sitiv definit, da die Massematrix und die Steifigkeitsmatrix symmetrisch und positiv
definit sind.

Ungleichung (1.5.1) ist dquivalent zu den komplementdren Relationen

Au > b,
u > v,
(Au—b)" (u—vy) = 0.
Es wird ¢; = —oo gesetzt, wenn an dem Punkt x; keine Restriktion vorliegt.

Das PSSOR Verfahren S (u) mit einem Relaxationsparameter w € (0,2) lautet:

for i1 =1,2,...,dim(A) und for i =dim(4),...,2,1
{

(1.5.2) u; = max {@Di, u; + % <b,~ — Zaijuj) }
(A J

}

Der Aufwand fiir m Iterationen des PSSOR Verfahrens ist ungefihr derselbe, wie fiir
m + 1/2 Matrix-Vektor Multiplikationen.
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In [3] wird gezeigt, dass in jedem Iterationsschritt das Funktional J verkleinert wird
und dass das PSSOR Verfahren gegen die Losung konvergiert. Aber es ist auch
bekannt, dass das Verfahren ebenso langsam konvergiert, wie das Gauss-Seidel Ver-
fahren fiir lineare Probleme.

1.5.3. Das cg-PSSOR Verfahren. Das cg-PSSOR Verfahren wird in diesem
Abschnitt vorgestellt. Durch die Abkiirzung cg wird deutlich gemacht, das es sich
um ein durch die Verwendung von konjugierten Gradienten beschleunigtes PSSOR
Verfahren handelt. In [1] wird anhand von numerischen Beispielen gezeigt, dass dieses

Verfahren wesentlich schneller als das PSSOR Verfahren konvergiert.

Um die Notation zu vereinfachen, wird das Verfahren fiir die Nebenbedingung u; > 0
fiir alle 7 formuliert. u” sei ein beliebiger Startwert. Man berechnet u' mit Hilfe eines
Schritts des PSSOR Verfahrens.

for v=1,2,3,...
{
@+ = S ()

du—l =¥ — ul/—l

g = @t —
for 1 =1,2,...,dim (A)
{

d/™' =g =0, wenn max {|d/'|,|g¥|} > @/ ist.
}

bestimme d” so, dass w’T!+d¥
die quadratische Funktion auf der Menge
u’™ +span {d"!, ¢} minimiert

ul/-‘rl — ,Z’ll/-‘rl + dv

Die Beschleunigung des Algorithmus durch cg typische Schritte ist auf die Menge
der inaktiven Punkte beschrinkt, da diese Beschrinkung das Problem linearisiert.
In dem Fall, dass die Nebenbedingung nie aktiv ist, ist die Berechnung die gleiche

wie im linearen Fall.

Da die Berechnung sich auf den aktiven und den inaktiven Punkten unterscheidet,
miissen auch Punkte, fiir die u; > v; und u;—1; klein gilt, als aktive Punkte behandelt

werden.



20 1. DAS DYNAMISCHE HINDERNISPROBLEM

1.6. Weitere Formulierungen

Die in diesem Kapitel vorgestellte Formulierung des dynamischen Hindernisproblems
ist nur eine von verschiedenen Moglichkeiten dieses Problem zu schreiben. In diesem

Abschnitt erfolgt nun ein kurzer Uberblick iiber die weiteren Formulierungen.

In [21] wird eine sehr dhnliche Formulierung verwendet. Zusétzlich zu den Bedin-

gungen (1.2.2) und (1.2.3) wird noch die Bedingung

U(t,x) <0 firx e Qe (t)
U (t,z) frei fir x ¢ Q¢ (¢)

an die Losung u gestellt. Damit erhdlt man die kinematischen Kontaktbedingungen
on(u—19)=0
o <u - ¢> —0.

Die zuléssige Menge K ist wieder die Menge aller kinematisch zulissigen Verschie-

bungen. Man erhilt die folgende schwache Formulierung fiir das Problem.

PROBLEM 1.6.1. Gesucht ist eine Funktion v € K mit u (t = 0) = ug und @ (t = 0) =
vy s0, dass fiir alle ¢ € K und fast alle t € I

(i (1), o () —u(t) +al(u(t), ¢ (t) —a(t) = (f @), @) —i(t))
gilt.
Bei der Diskretisierung dieses Problems mit Hilfe des G-a Verfahrens ergibt sich

in jedem Zeitschritt ein dhnliches Minimierungsproblem wie in Abschnitt 1.4.2. Fiir

weitere Details sei auf [16, 21| verwiesen.
In [17, 23] wird der Zusammenhang
o ()] = en fu— ™

mit zwei Konstanten ¢, und m,, angenommen. Es ergibt sich die folgende schwache

Form des Problems.

PROBLEM 1.6.2. Gesucht ist eine Funktion v € V mit u (t = 0) = upund u (t = 0) =
vy so, dass fiir alle ¢ € V und fast alle t € |

(1) 0 (6) +a(u(t) o 6) + (P ). o) = (F (). 00)
gilt, wobei
<P<u>,so>=/9 ol — ™ d

ist.
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Hier wird keine Variationsungleichung sondern eine nicht lineare Variationsgleichung
benutzt. Das Problem 1.6.2 wird in [23] mit dem Penalty-Verfahrens diskretisiert.

In [15] wird die Verwendung von Lagrange Multiplikatoren zur Formulierung des

dynamischen Hindernisproblems beschrieben.






KAPITEL 2

Analyse des Generalized-a Verfahrens

In diesem Kapitel werden die Eigenschaften des G-a Verfahrens fiir gewchnliche
Differentialgleichungen analysiert. Zu Beginn wird der Zusammenhang zwischen der
Wellengleichung (1.2.1) und gew6hnlichen Differentialgleichungen geklart. Damit wird
deutlich, warum man sich mit der Analyse des G-a Verfahrens in diesem Rahmen
beschiftigt.

Die in Abschnitt 1.4.1 gegebene Form des G-a Verfahrens bietet keinen Zugang zu
der allgemeinen Theorie fiir die Numerik von gewohnlichen Differentialgleichungen.
Deshalb wird das G-a Verfahren als lineares Mehrschrittverfahren geschrieben. Zur
Herleitung dieser Formulierung wird das G-a Verfahren zuerst in die Form einer

Amplification Matrix gebracht.

Im Anschluss daran wird die allgemeine Theorie benutzt, um Aussagen iiber die

Konvergenz und die Stabilitit des G-a Verfahrens zu beweisen.

Da fiir viele der im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Probleme aus physikalischen
Griinden die Energieerhaltung gilt, wird fiir den Fall oy = ap = 0 geklart, wann
das G-« Verfahren die Energie erhilt.

Bei der Diskretisierung von dynamischen strukturmechanischen Probleme kénnen
hochfrequente Schwingung entstehen, die nicht aus dem physikalischen Modell stam-
men. Diese Schwingungen sollten von dem verwendeten Zeitschrittverfahren gedampft
werden. Die Dampfungseigenschaften eines Zeitschrittverfahrens werden mit dem
Begriff der numerischen Dissipation beschrieben. Die numerische Dissipation des
G-a Verfahrens wird in zwei Schritten erliutert. Zuerst wird der einfachere Fall

ayg = ag = 0 beschrieben und dann der allgemeine.

Zum Abschluss werden die Ergebnisse der einzelnen Untersuchungen zusammenge-

fasst und die optimalen Parameter fiir das G-a Verfahren angegeben.

2.1. Eigenwertentwicklung der Wellengleichung

Im dem Fall, das kein Kontakt vorliegt, reduziert sich das Problem 1.3.2 auf das

Problem 1.2.1. Die in Problem 1.2.1 betrachtete Wellengleichung (1.2.1) kann mittels
23
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einer Eigenwertentwicklung des Laplace Operators auf eine gewohnliche Differenti-
algleichung zweiter Ordnung reduziert werden. Die Ausfiihrung dieser Reduktion ist
Inhalt dieses Abschnitts.

Die Eigenwerte des Laplace Operators A sind wie folgt definiert.

DEFINITION 2.1.1. Eine Zahl A € C heiftt Eigenwert des Laplace Operators A\, wenn

eine nicht triviale Losung w des Problems
Aw = lw in Q
w = 0 auf 092

existiert. w heiflt Eigenfunktion zum Eigenwert .

Die Eigenschaften der Eigenwerte und Eigenfunktionen des Laplace Operators A
sind in dem folgende Theorem zusammengefasst.

THEOREM 2.1.2. Fiir die Figenwerte des Laplace Operators gilt:

(1) Jeder Figenwert ist reell.
(2) Wenn jeder Figenwert gemdf seiner endlichen Vielfachheit wiederholt wird,

erhdlt man
X = {Ak};i“;l
mit
O< A< S
und

lim A\, = co.

k—o00
(3) Es existiert eine orthonormale Basis {w,,}._, von L*(Q), wobei wy €

H} (Q) eine Eigenfunktion zum Eigenwert N, fir k= 1,2, ... ist.

BEWEIS. [5] Abschnitt 6.5 O

Im folgenden sei {w,,} -_, die in Theorem 2.1.2 genannte Basis und {\;};, seien

die dort genannten Eigenwerte des Laplace Operators A.
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Die Losung u und die Testfunktionen ¢ werden in ihrer Basisdarstellung angegeben,
wobei die Koeffizienten ¢, € R und u,, € C?(I) sind. Es gilt

Wenn man die Basisdarstellungen in Gleichung (1.3.1) einsetzt, erhélt man
0 = (i,¢) +a(u,p)

= Z {ﬂmgpl (wm> ’LU[) + umpra (wm> 'LU[)}
m,l=1

o

= Z Om {lm + At}

m=1

Damit u eine Losung der Wellengleichung (1.2.1) ist, muss fiir alle m € N
(2.1.1) i+ Ay, = 0

gelten.

Es ist also das folgende Problem mit w? = \ zu betrachten.

PROBLEM 2.1.3. Finde u € C?(I) so, dass
(2.1.2) i+ w’u =0

gilt.

Bei Problem 2.1.3 handelt es sich um eine gewchnliche Differentialgleichung zweiter

Ordnung.

Die hier vorgestellte Rechnung lasst sich analog fiir hyperbolische partielle Differen-
tialgleichungen zweiter Ordnung durchfiihren, da Theorem 2.1.2 auch fiir elliptische
Differentialoperatoren gilt. Das heifst, Problem 2.1.3 hat auch Aussagekraft fiir all-
gemeine elastische Probleme und die hier vorgestellten Uberlegungen sind direkt
iibertragbar.

Eine solche Eigenwertentwicklung ist aber nicht fiir das Hindernisproblem 1.2.2 mog-

lich. Deshalb sind die in den néchsten Kapiteln betrachteten Aussagen fiir dynami-

sche Hindernisprobleme nur eingeschrankt von Nutzen.
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2.2. Andere Formulierungen des G-a Verfahrens

Wie schon in der Einleitung zu diesem Kapitel erwihnt, ist die in Abschnitt 1.4.1
verwendete Darstellung des G-a Verfahrens der Analyse nicht zugénglich. In diesem
Abschnitt werden deshalb die fiir die Analyse geeigneteren Formulierungen als Am-
plification Matrix und lineares Mehrschrittverfahren angegeben. Die Amplification
Matrix Form lésst sich direkt aus der in Abschnitt 1.4.1 gegebenen Formulierung ab-
leiten. An dem charakteristischen Polynom der Amplification Matrix kénnen dann

die Koeffizienten des linearen Mehrschrittverfahrens abgelesen werden.

Zuerst wird das G- Verfahren fiir die Gleichung (2.1.2) in der Form X"t = AX™
geschrieben. Dabei ist A eine Matrix, die als Amplification Matrix bezeichnet wird,
und X" ein Vektor der Form {u”, kv",...}". Eine ausfiihrliche Darstellung dieser

Schreibweise findet man in [8].

Wenn man das G-a Verfahren auf die Differentialgleichung (2.1.2) anwendet, gilt mit
Q:=kw

(1 —ap) sk2a™ + 507 (1 — ag)u"
(2.2.1) = —ozB%kQCL"_l — %Q%&Hu"_l.

Die Gleichung (1.4.1) wird als

(2.2.2) %km" - %71{52 "= %km"—l + % (1 —7)k*a™!
und die Gleichung (1.4.2) als
(2.2.3) %u" — %ﬁkz "= %un_l + %kv"_l + % (% — ﬁ) k2am!
geschrieben. Die Matrix A; wird als
1%(1—ay) 0 1—ap

0 % -7y

Lo
und die Matrix A, als

—% 2ap 0 —agp
0 % 1—~
bt

definiert. Sei weiter X" = {u", kv", %k%"}T. Die Gleichungen (2.2.1), (2.2.2) und

(2.2.3) werden damit zusammenfassend als

X" = A7A X
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geschrieben. Fiir Amplification Matrix A gilt A = A, A,.

Das charakteristische Polynom von A wird fiir die Bestimmung der Koeffizienten des
linearen Mehrschrittverfahrens und die weitere Analyse bendtigt. Es hat die Form

X ()\) = )\3 — 2141)\2 + AQ)\ - A3.
Dabei sind A;, A> und As die Invarianten von A. Es sei

Ci = [Qzﬂ(OéH — 1) +ap — 1:|_1 .

Es gilt
A = 1t (A)
1 = 5 r
1
— 1Cl- [20°8 (Bay —2) + Q> (2v+ 1) (1 — apy) + 6ap — 4]
und

Ag = det (A)
1
= ;G [anQ? (28 — 29+ 1) + 2a] .

A, ist die Summe der Determinanten der 2 x 2 Untermatrizen A® von A, die durch
das Streichen der i-ten Zeile und i-ten Spalte von A entstehen. Es ergibt sich

Ay = %0,. [20ay (33 —27) + Q> (2y — 28— 1) + 6ap — 2] .

Jetzt werden lineare Mehrschrittverfahren fiir eine Klasse von Differentialgleichungen

definiert und anschlieffend wird das G-a Verfahren in diesen Kontext eingebettet.

PROBLEM 2.2.1. Gesucht ist eine Losung v € C? (I) der Gleichung
(2.2.4) i=f(t u)

mit u (0) = ug und % (0) = vg. Die rechte Seite f soll mindestens stetig sein.

Die Betrachtungen bleiben in dieser Arbeit auf den Fall beschriankt, dass f nicht von
@ abhéngt. In dem Fall, dass f von @ abhéngt, ist es nicht mehr moglich die linearen
Mehrschrittverfahren fiir allgemeine f zu formulieren. Man findet eine Beschreibung

von linearen Mehrschrittverfahren fiir
f(t,u, ) =M'R({t) - M 'Ku— M'Ci

in [19]. Dabei sind M, K und C Matrizen und R ist ein Vektor. Die Matrix M ist

regular.
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DEFINITION 2.2.2. Ein lineares Mehrschrittverfahren mit m Schritten fiir Problem
2.2.1 hat die Form

(2.2.5) Z o™t = k2 Zﬁif (#+, )
i=0 0

Die von den Koeffizienten «; und j3; erzeugten Polynome werden mit
p(¢)==> ai¢'und o (¢) := Y B¢
i=0 i=0
bezeichnet.

Wenn man ein lineares Mehrschrittverfahren nach Definition 2.2.2 auf das Problem

2.1.3 anwendet, erhilt man die Differenzengleichung
(Ozi + 9261) u”” = 0.
=0
Bei der Losung dieser Gleichung ergibt sich die charakteristische Gleichung

m

(2.2.6) > (i + @) ¢ = p(Q) + Q0 (¢) =0,

i=0
die mit dem charakteristischen Polynom der Amplification Matrix A bis auf einen
konstanten Faktor iibereinstimmt.

Da das charakteristische Polynom von A fiir das G-a Verfahren bekannt ist, erhilt

man
p(¢) =ap+(1-3ap) ¢+ (Bap—2)¢*+ (1 —ap)(®
und

7(Q) = au(28—2y+1)+ 5 [1+28 2y — 2 (35— 2)]¢

% 28 (Bag —2)+ 2y +1) (1 —ag)]*+8(1—ay) .

Somit sind die Koeflizienten des G-o Verfahrens als lineares Mehrschrittverfahren
bekannt.

2.3. Konvergenz des G-a Verfahrens

In diesem Abschnitt wird das Konvergenzverhalten des G-a Verfahrens untersucht.
Zuerst werden die Resultate fiir allgemeine lineare Mehrschrittverfahren angegeben
und anschliefend auf das G-a Verfahren angewendet. Es zeigt sich, dass das G-«

Verfahren maximal von zweiter Ordnung konvergent ist.
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Das Verfahren (2.2.5) wird auf das Anfangswertproblem
= f(t,u), u (1) =, u(t’) =a°
angewandt. Um die Konvergenz des Verfahrens (2.2.5) fiir dieses Problem zu sichern,

miissen die Startwerte konsistent zu beiden Anfangswerten sind. Es muss also

ut —u® — iku®
k
firh —-0und i =0,1,...,m — 1 gelten.

— 0

Weiterhin ben6tigt man einen Stabilitatsbegriff. Zur Definition des Stabilitatsbegriffs

wird das einfache Problem
i =0, u’ =0, W’ =0

betrachtet. Seine numerische Losung erfiillt eine lineare Differenzengleichung, deren
charakteristisches Polynom p (¢) ist. Dieselben Uberlegungen wie fiir lineare Mehr-
schrittverfahren fiir Differentialgleichungen erster Ordnung fiihren auf die folgende
Definition des Stabilitdtsbegriffs.

DEFINITION 2.3.1. Das Verfahren (2.2.5) heifit stabil, wenn das erzeugende Polynom
p () die folgenden Bedingungen erfiillt:

(1) Die Nullstellen von p (¢) liegen auf oder im Inneren des Einheitskreises.
(2) Die Vielfachheit der Nullstellen auf dem Einheitskreis ist hochstens zwei.

Als letztes benotigt man noch den Begriff der Konsistenz, der analog zu dem von

Differentialgleichungen erster Ordnung definiert wird.

DEFINITION 2.3.2. Die Methode (2.2.5) ist konsistent von Ordnung p, wenn fiir alle
hinreichend glatte Funktionen u ()

L (u,t,k) = O (k**?)

gilt, wobei

L(u,t k) = i (au (t + ik) — K*Byii (¢ + ik))

1=0

ein linearer Differenzenoperator ist.

Das folgende Theorem gibt eine dquivalente Formulierung der Konsistenzbedingun-

gen an.
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THEOREM 2.3.3. Fin lineares Mehrschrittverfahren der Form (2.2.5) ist konsistent

von Ordnung p genau dann, wenn

m m
E a; = 0, E oy = 0
=0 1=0

und . .
it =qlqg—1)>_ B
i=0 i=0

firqg=2,....,p+1 gilt.

BEWEIS. [11]| Kapitel I11.10 O

Fiir die Konvergenz von linearen Mehrschrittverfahren fiir Differentialgleichungen

zweiter Ordnung gilt das folgende Theorem.

THEOREM 2.3.4. Wenn die Methode (2.2.5) stabil und konsistent von Ordnung p ist
und wenn die Startwerte

u () = = 0 (1)
fir j = 0,1,...,m — 1 erfillen, konvergiert das Verfahren (2.2.5). Zudem ist die

Konvergenz von der Ordnung p, das heifst, dass
lu (") — u"[] < CK”
fiir 0 < kn < C gilt.

BEWEIS. [11] Kapitel IT1.10. Dort wird das lineare Mehrschrittverfahren als allge-

meines lineares Verfahren formuliert und die dafiir bekannte Theorie angewendet. [J

Die Konvergenz des G-a Verfahrens wird nun untersucht. Zuerst wird dazu folgendes

Resultat iiber die Konsistenzordnung bewiesen.

LEMMA 2.3.5. Fir
Y= 5 ap + oy
ist das G-a Verfahren von zweiter Ordnung konsistent. Ansonsten ist die Konsisten-

zordnung 1.

BEWEIS. Es wird nachgerechnet, dass die dquivalenten Bedingungen nach Theo-
rem 2.3.3 fiir die Konsistenzordnung p = 2 erfiillt sind.

Es gilt
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und mit ¢ = 2

3 3
:E:(]ﬂ2i:i22£:/% = 2.
=0 1=0

Somit bleibt noch der Fall ¢ = 3 und dafiir gilt
Y ai® = 12—6ap
und
3
6 i = 9+46y—6ay.
i=0

Daraus folgt, dass

5—0&3—0—0&1{:7

gelten muss, damit das G-a Verfahren von zweiter Ordnung konsistent ist. Ansonsten

ist die Konsistenzordnung 1. 0J

Fiir die Stabilitiat des G-a Verfahrens gilt das folgende.
LEMMA 2.3.6. Das G-a Verfahren ist stabil, wenn ap < % gewdhlt wird.

BEWEIS. Es gilt

PO = (=1 (¢ 222 ) (1= o).

ap —

Jetzt liest man direkt ab, dass 1 eine zweifache Nullstelle und —%£- eine einfache

ap—1
Nullstelle von p ist.
Fiir ap < % gilt
ap
<1
ap —1
Fir ag = % gilt
ap
=1,
ap —1
womit —1 eine einfache Nullstelle ist. Damit ist die Stabilitidt bewiesen. OJ

Die Lemmata 2.3.5 und 2.3.6 implizieren zusammen mit Theorem 2.3.4 die folgende

Aussage iiber die Konvergenz des G-a Verfahrens.

THEOREM 2.3.7. Wenn ap < % und vy = % — ap + ag gewdhlt wird, ist das G-«

Verfahren von zweiter Ordnung konvergent.
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2.4. Stabilitidt des G-a Verfahrens

In diesem Abschnitt wird die Stabilitdt von linearen Mehrschrittverfahren niaher be-
trachtet. Der im vorhergehenden Abschnitt eingefiihrte Begriff der Stabilitéit sichert
die Konvergenz von linearen Mehrschrittverfahren. Er sichert aber zum Beispiel nicht,

dass alle numerisch berechneten Losungen der Differentialgleichung
(2.4.1) i = —w?u

mit w € R* beschriinkt bleiben, wie die analytische Losungen ™. Die Testgleichung
(2.4.1) wird von Dahlquist in [12] eingefiihrt. Sie stimmt gerade mit Problem 2.1.3
iiberein, das aus der Eigenwertentwicklung der Wellengleichung stammt. Man nennt
ein lineares Mehrschrittverfahren, fiir das alle berechneten Losungen von (2.4.1) be-
schrankt sind, unbedingt stabil. Es soll allerdings die Definition der unbedingten

Stabilitat mit Hilfe der charakteristischen Polynome genutzt werden.

DEFINITION 2.4.1. Man nennt das Verfahren (2.2.5) unbedingt stabil, wenn fiir alle
Q2 € R*, alle Nullstellen (; (£2) von (2.2.6) auf oder im Inneren des Einheitskreises

liegen und alle Nullstellen auf dem Einheitskreis einfach sind.

Dahlquist hat in [12] bewiesen, dass ein unbedingt stabiles Verfahren der Form (2.2.5)

héchstens von zweiter Ordnung konsistent sein kann.
Um die unbedingte Stabilitit des G-a Verfahrens zu beweisen, wird das folgende
Lemma verwendet.
LEMMA 2.4.2. Wenn fiir die Koeffizienten des Polynoms
X (A) =A% — 24,07 4+ Ao\ — A3

die Ungleichungen

(2.4.2) 1-241+ Ay — 43 > 0
(2.4.3) 3—24; — Ay + 345 > 0
(2.4.4) 3424, — Ay —34; > 0
(2.4.5) 1424, + A+ A3 > 0
(2.4.6) 1— Ag+ A3 (24, — A3) > 0

erfillt sind, liegen alle Nullstellen im oder auf dem FEinheitskreis und die Nullstellen

auf dem FEinheitskreis sind einfach.
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Die Bedingungen (2.4.2) bis (2.4.5) sind notwendig. Wenn zusétzlich die Bedingung
(2.4.6) erfiillt ist, so ist das hinreichend. Das Lemma ist im wesentlich das Routh-

Hurwitz Kriterium.

BEWEIS. [14] Abschnitt 3.7 O

Fiir die unbedingte Stabilitdt des G-a Verfahrens gilt das folgende Theorem.

THEOREM 2.4.3. Wenn

1
(2.4.7) B>-4=(ag —ap),
4 2
1
und
1
(249) —1 S ap S g S 5

gewdhlt wird, ist das G-a Verfahren unbedingt stabil.

BEWEIS. Es sind die Voraussetzungen von Lemma 2.4.2 zu zeigen.
Ungleichung (2.4.2): Es gilt nach Voraussetzung
PB(ag—1)+ap—1<0
und damit C; < 0. Hieraus folgt

OS—chlzl—QAl—FAg—Ag

Ungleichung (2.4.3): Die Voraussetzungen implizieren

Damit gilt
- 3—2A1—A2+3A3

Ungleichung (2.4.4): Es gilt nach Voraussetzung ay < % und ay > ap. Deshalb gilt

Z+a%{_aBaH§Z+§(aH_aB)§ﬁ~
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Damit folgt mit Gleichung (2.4.8)
—4ﬁ + 4’701]_[ +1-— 20([{

= —48+ 403 — 4agag + 1
< 0.

Das heifst aber gerade
0 < G [ (—48+4yay +1—2ay) — 4]
- 3+2A1—A2—3A3

Ungleichung (2.4.5): Es gilt nach Voraussetzung 23 > « und somit

1 1
o < a0 (L) @34 (L)
= 1424, + Ay + A;.

Ungleichung (2.4.6): Nach den Voraussetzungen (2.4.7) und (2.4.9) gilt die Unglei-

chung
1 1
0 < (ag—ap) (OéH — 5) (OéB — 5)

1 1 1

= (OéH — CYB) (OéHOéB — 50&]{ — 50&3 + Z)

< Blag —ap) +ayap —ay — agas + agag.

Die Anwendung von Voraussetzung (2.4.9) ergibt die Identitét

498 — 4y ay + dyaf + ag — 2a3 — 23

= 4[B(ay — ap) — af + apay + ajap — ajay].

Zusammen ergibt sich

1
0 < 0'CF (498 — dyPay + dyad; + an — 203, — 25)

1
+Q*C? {7 - (5 +opg — OéB)]

= 1—A2—|—A3(2A1—A3).

Damit ist der Beweis des Theorems abgeschlossen. 0

Fiir das Newmark Verfahren gilt dariiber hinaus das folgende Resultat.

PROPOSITION 2.4.4. Das Newmark Verfahren ist fir 23 > v > % unbedingt stabil.
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BEWEIS. [13] O

2.5. Energieerhaltung des Newmark Verfahrens

In diesem Abschnitt wird untersucht, fiir welche Parameter v und ( das Newmark
Verfahren die Energie fiir die homogene Wellengleichung erhilt. Die hier vorgestell-
ten Rechnungen gelten analog fiir dynamische elastische Probleme. Diese Rechnung
findet man in dhnlicher Form bei [8]. Fiir das G-a Verfahren nimmt die Gesamtener-
gie im Lauf der Rechnung zumindest nicht zu. Eine genauere Beschreibung findet

man in [35].

DEFINITION 2.5.1. Die kinetische Energie wird mit 7' (v) := 3 (v,v) und die poten-

tielle Energie mit U (u) := 3a (u, u) bezeichnet.

+1

Es sei [u"] := """ — u" der vorwirts genommene Differenzoperator und (u") =

1 (u™™ 4+ u™) der Mittelwertoperator.

Es gilt ((u"), [u"]) = 5 [(u",u™)]. Die Gleichungen (1.4.1) und (1.4.2) des Newmark

Verfahrens lassen sich mit Hilfe des Differenz- und des Mittelwertoperators als

0] = k (1= 7)a" +7a™)
und

W] =k (") + k2 (- 2 ) "
schreiben.
Die homogene Wellengleichung (1.3.1) beziiglich der Zeit diskretisiert hat die Form
(2.5.1) (a", ) +a(u", ) =0
mit einer beliebigen Testfunktion p € H] (). Es gilt weiter
([a"],¢) +a([u"], ) =0

und

({@") ) +a((u"), ) = 0.
Zusammen ergibt sich

[T @M = ("], ")
= (A=ya+a+ @) -8 (8- 1) [a")

_ <<an> + <7 - %) @] )~ 12 (5 ) [a"]) .
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Mit (2.5.1) erhédlt man

Die obige Gleichung ist dquivalent zu

T ()] + U )] + K (8= 5 ) [T (@)

1 1
@52 = —2(y-5)Un-#(3-3) @a-NT (D,
Diese Gleichung impliziert die folgende Proposition.

PROPOSITION 2.5.2. Wenn [ = i und v = % gewdhlt wird, erhdlt das Newmark

Verfahren die Gesamtenergie
E@",v"):=T ")+ U (u")
fiir die homogene Wellengleichung.
BEWEIS. Mit 3 =1 und v = 1 vereinfacht sich Gleichung (2.5.2) zu
[E (", 0")] = [T (0")] + [U (u")] = 0,
womit die Aussage bewiesen ist. O

Gleichung (2.5.2) liefert auch Aussagen iiber den Verlauf der Gesamtenergie fiir an-

dere Verfahren als die Trapezregel.

2.6. Numerische Dissipation

Bei der Diskretisierung dynamischer strukturmechanischer Probleme entstehen hoch-
frequente Anteile in den Gleichungen, die nicht aus dem Problem selbst sondern aus
der Diskretisierung stammen. Es ist wiinschenswert und manchmal unumginglich
diese Anteile zu ddmpfen. Die Ddmpfung beschreibt man mit dem Begriff der nume-

rischen Dissipation.
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Um die numerische Dissipation eines Zeitschrittverfahrens zu beschreiben, betrachtet

man den Spektralradius
p(A) := max {|\|| A Eigenwert von A}

der Amplification Matrix in Abhéngigkeit von Q2. Fiir kleine (2 sollte der Spektralradi-
us 1 sein, damit die niedrigen Frequenzen nicht gedimpft werden. Mit zunehmenden
Q) ist es wiinschenswert, dass sich der Spektralradius stetig verkleinert und einen
moglichst kleinen Grenzwert
poo = lim p(A)

besitzt. Der Grenzwert p,, wird als asymptotischen Spektralradius bezeichnet. Sofern
sich die Amplification Matrix diagonalisieren ldsst, liest man direkt ab, dass die
Losung wie p (A)" abklingt. Ansonsten kann man es an der Jordanschen Normalform
ablesen. Die Details hierzu findet man in [18]. Eine weitergehende Beschreibung der

numerischen Dissipation ist in [8] enthalten.

Nun wird die numerische Dissipation des G-a Verfahrens untersucht. Dabei wird in
zwei Schritten vorgegangen. Zuerst wird die numerische Dissipation fiir das Newmark
Verfahren, also fiir ag = ay = 0, und dann die des G-a Verfahrens betrachtet. Die
Untersuchung des Newmark Verfahrens zeigt wichtige Eigenschaften auf, die auch
fiir das G-a Verfahren eine wichtige Rolle spielen.

2.6.1. Numerische Dissipation fiir das Newmark Verfahren. Wenn ay =

ap = 0 gilt, vereinfacht sich das charakteristische Polynome x () zu

X (A) =A% =24\ + A,

mit ( 1)92
., 1r+3
A=1-3 1+ 5Q2
und ( 1)Q2
U753
Ay =1 T

Damit gilt fiir die Eigenwerte \; o der Amplification-Matrix

>\172 :Al :l: \/A% —Ag.

Bevor die Frage nach den Eigenschaften des Newmark Verfahrens beziiglich nume-
rischer Dissipation geklart wird, wird untersucht, wann die Eigenwerte \; o komplex

konjugiert sind und das Newmark Verfahren gleichzeitig unbedingt stabil ist.

Wenn ab einem (), aus zwei komplex konjugierten Eigenwerte zwei reelle getrenn-

te werden, dann liegt das Minimum des Spektralradius typischerweise nicht beim
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Grenzfall 2 — oo sondern bei (,;. Es sind also fiir die numerische Dissipation

Verfahren interessant, fiir die €2,y = oo gilt.

PROPOSITION 2.6.1. Wenn v > 5 und

1 1\?
521(7‘1‘5)

gewdhlt wird, ist das Newmark Verfahren unbedingt stabil und gleichzeitig sind die

Eigenwerte komplex konjugiert.

BEWEIS. Nach Voraussetzung gilt
1 1\?
- ] <Q?4+8.
1 (7 * 2) +h

Durch einfaches Umformen folgt daraus A? < A,. Somit sind die Eigenwerte komplex

konjugiert.

Es ist noch zu zeigen, dass die Voraussetzungen von Proposition 2.4.4 erfiillt sind.
Es gilt
26 > . <v+1>2=1(7—1)2+7>7.
2 2 2 2 -
Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0J

Der Beweis zeigt, dass 57 < i (fy + %)2 gilt. Nun wird gekldrt, wann die Eigenwerte

N

fiir § zwischen %fy und (7 + %)2 komplex konjugiert sind.

PROPOSITION 2.6.2. Fiir v > 1 und

1<6<1 +12
1= s \T Ty

ist das Newmark Verfahren unbedingt stabil, die Figenwerte sind aber nur fir ) <

Qi = [i (’Y + %) - 5]

BEWEIS. Nach Proposition 2.4.4 ist klar, dass das Newmark Verfahren fiir diese

Qbif mit

1
2
komplex konjugiert.

Parameter unbedingt stabil ist. Zu zeigen ist also nur, dass die Eigenwerte fiir {2 <
iy komplex konjugiert sind. Die Ungleichung A% < A, ist dquivalent zu

HEHE

0 < 0%




2.6. NUMERISCHE DISSIPATION 39

1
09 r
)
= 08}
S
o
g
£ 07r¢
o)
o
w
0.6
0.5 r
0.4 L L Ml L L il L L il L ; Ml L L il L L L
0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000

Omega

ABBILDUNG 2.6.1. Spektralradii des Newmark Verfahrens in Abhén-
gigkeit von (2

Diese Ungleichung gilt genau dann, wenn €2 < €, ist. Damit ist der Beweis abge-
schlossen. U

In Abbildung 2.6.1 sind fiir v = 0.9 die Verldufe der Spektralradii fiir verschiedene (3
zu sehen. Es gilt i (7 + %)2 = 29 Die Abbildung 2.6.1 zeigt, dass man fiir 3 = -2

100 100
den besten Verlauf erhilt. Fiir 5 > % sind die Graphen dhnlich, haben aber einen
grokeren Grenzwert. Fiir § < % erreichen die Graphen gerade fiir ();; ihr Mini-

mum. Dieses Verhalten ist typisch fiir den Fall, wenn aus zwei komplex konjugierten

Eigenwerte zwei reelle getrennte werden.

Das Resultat aus Abbildung 2.6.1 wird nun analytisch bewiesen.

THEOREM 2.6.3. Fiir unbedingt stabile Newmark Verfahren, also fir Newmark Ver-

fahren mit 20 > ~v > %, st der asymptotische Spektralradius po, minimal, wenn

1st. Es qilt dann

Fiir 23 = ~ ist der asymptotische Spektralradius 1.

BEWEIS. [8] Kapitel 9 O
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Das Theorem besagt insbesondere, dass fiir v = % keine numerische Dissipation fiir
das Newmark Verfahren zu erwarten ist. Das heifit aber gerade, dass dissipative

Newmark Verfahren nach Theorem 2.3.7 nur von erster Ordnung konvergent sind.

2.6.2. Numerische Dissipation fiir das G-a Verfahren. Da in diesem Ab-
schnitt hiufig mit dem asymptotischen Spektralradius gearbeitet wird, wird dieser
zuerst berechnet. Fiir die Eigenwerte der Amplification Matrix gilt mit {2 — oo

o0 OH
B ag —1

3 =

und

1
??2=@<46—27—1i\/472+47+1—165).

Fiir den asymptotischen Spektralradius gilt
pro = max {|A5], NFI}

Es wird angenommen, dass eine positive Zahl (), ; existiert, so dass fiir 0 < 2 < Q¢
zwei der Eigenwerte von A komplex konjugiert sind. Diese beiden Eigenwerte A\; und
Ao werden Haupteigenwerte genannt. Der Eigenwert A3 heifit storender Eigenwert.
Fiir kleine Q gilt typischerweise |[A\3| < |A;2]. Im folgenden soll |A\s3] < |\ 2| fiir alle
Q2 € [0,00) gelten. Wenn diese Bedingung verletzt wird, hat der Graph des Spek-
tralradius sein Minimum nicht am Rand sondern in der Mitte. Ein solches Verfahren
dampft Frequenzen nahe des Minimums stérker als die hohen Frequenzen und ist

damit fiir die Praxis uninteressant.

Die Haupteigenwerte sollten fiir alle 2 € [0, 00) komplex konjugiert bleiben, denn
wenn die Eigenwerte sich aufspalten, wéchst einer mit zunehmenden 2 und damit
wichst auch der Spektralradius. Solch ein Verfahren ist unter diesen Gesichtspunkten
natiirlich auch nicht interessant. Dieses Verhalten wird auch beim Newmark Verfah-
ren beobachtet. Damit ist der Fall interessant, wenn die Eigenwerte sich im Limes

2 — oo aufspalten.

PROPOSITION 2.6.4. Die beiden Haupteigenwerte sind gerade im Limes ) — oo
gleich und reell, wenn

8= (1—aB+aH)2

B |

und

= - — o
Y 2 ap +ag

gewdhlt wird.
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BEWEIS. Es ist A} = AJ° genau dann, wenn

1 1\ 1
f=1 (”5) =3 (1-as+an)
ist. Damit ist der Beweis abgeschlossen. U

Der Beweis zeigt auch, dass gerade die Bedingung des Newmark Verfahrens
1 1\?
b= 1 (7 + 5)

Zusitzlich zu der maximalen Dissipation fiir die hohen Frequenzen sollte die Dissi-

hergeleitet wird.

pation fiir niedrige Frequenzen minimal sein. Laut [2] ist das Verhalten fiir niedrige
Frequenzen optimal, wenn

gilt. Dabei wird angenommen, dass die Voraussetzungen von Proposition 2.6.4 erfiillt
sind. Dann gilt

OéH—CYB—l

2.6.1 A, = .
( ) 12 ag—ag+1
Mit

~  oH

3 g — 1
erhalt man

1
aH:§(aB+1).

Die Resultate dieses Abschnitts sind in dem folgenden Theorem zusammengefasst.

THEOREM 2.6.5. Wenn die Parameter des G- Verfahrens

aH:§(ozB+1),

1
7:§—a3+aH

und
1 2
521(1—063"‘0[]{)
erfillen, ist die numerische Dissipation optimal. Das heifst, der Spektralradius ist fiir

kleine 2 gleich 1 und fdllt dann stetig mit Q auf einen mdaglichst kleinen Grenzwert
ab.

In der Abbildung 2.6.2 ist ein solcher optimaler Verlauf des Spektralradius zu sehen.
Mit Gleichung (2.6.1) wird fiir das HHT-a und das WBZ-« Verfahren der Zusam-

menhang zwischen dem asymptotischen Spektralradius und ay beziehungsweise ap
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ABBILDUNG 2.6.2. Verlauf des Spektralradius fiir v = %, 0=3 ag=

OundozH:%

Ok

geklart. Es gilt nach Gleichung (2.6.1)

oo = aH—aB+1

OéH—OéB—l‘

Fiir das HHT-« Verfahren gilt ag = 0 und damit

1-— g
2.6.2 oo =
(2.6.2) P = T an
Daraus folgt
1—poo
g =
1+ poo
fiir poo € [%, 1}. Fiir das WBZ-a Verfahren gilt ay = 0. Somit ist dann
1+ ag
pOO = 1 .
Deshalb gilt
P — 1
ap =
T et 1

mit p € [0, 1]. Mit diesen Gleichungen kann man anhand eines vorgegebenen asym-
ptotischen Spektralradius, die Parameter fiir die Verfahren mit Proposition 2.6.4

bestimmen.
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2.7. Optimale Parameter
In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse dieses Kapitels zusammengefasst und
optimale Parameter fiir das G-a Verfahren angegeben. Zudem wird der Zusammen-

hang zwischen dem asymptotische Spektralradius und den Parametern ap und ay
hergestellt.

PROPOSITION 2.7.1. Wenn
¥o= + g — B,

6 = (1—aB+aH)2,

2
1
4
1
ag = g (OKB + 1)

und ap € [—1, %} gewdhlt wird, ist das G-a Verfahren von zweiter Ordnung konver-

gent, unbedingt stabil und die numerische Dissipation optimal.

BEWEIS. Zu zeigen sind nur die Voraussetzungen von Theorem 2.4.3, die restli-

chen Aussagen sind klar.

EsgiltozH:%(oszLl)ZaBundaH:%(oszLl)S%%:%,daaBe[—1,5] ist.
Es gilt 0 < (%aB — %ozH)z und somit auch

1+1( )<1+12+12 1 +1 1

-+ - (ag —« -+ -« - — -« —Q g — =X

I B R A N

1
= Z(l—OéB+OéH)2:6.

Damit ist die Proposition bewiesen. O]

Zum Abschluss dieses Kapitels wird noch der Zusammenhang zwischen dem letzten
freien Parameter ap und dem asymptotischen Spektralradius gekliart. Es seien die
Voraussetzungen von Proposition 2.7.1 erfiillt. Dann gilt aufgrund der Herleitung

von Theorem 2.6.5, dass

Poo = ap— 1
ist. Damit erhalt man
20 — 1
2.7.1 = Sl -
(2.7.1) T et

Durch einsetzen von oy = 3 (ap + 1) ergibt sich

Poo
2.7.2 - .
(2:7.2) M et
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Man kann sich also den gewiinschten Spektralradius vorgeben und daraus die rest-
lichen Parameter nach Proposition 2.7.1 und den Gleichungen (2.7.1) und (2.7.2)
bestimmen. Da der Spektralradius den Grad der Dissipation bestimmt, ist dieser
also nach den jeweiligen Bediirfnissen einstellbar.



KAPITEL 3

Das Generalized-a Verfahren mit Kontakt

Im letzten Kapitel wurden die Eigenschaften des G-a Verfahrens hinsichtlich ge-
wohnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung untersucht. Dabei wurden fiir
den Fall optimale Parameter bestimmt. Solange kein Kontakt vorliegt, sind diese
Parameter auch fiir Problem 1.3.2 optimal. In diesem Kapitel soll nun untersucht
werden, welche Parameter fiir den Fall mit Kontakt optimal sind. Zudem wird un-
tersucht, ob sich die optimalen Kontaktparameter mit den optimalen Parametern

aus dem letzten Kapitel kombinieren lassen.

Die Stabilitdt von Zeitschrittverfahren wird anhand von einfachen Modelproblemen
untersucht. Beispiele dafiir finden sich im letzten Kapitel. Zur Bestimmung von opti-
malen Kontaktparameter wird gleich vorgegangen. Auf ein einfaches Modellproblem,
das im ersten Abschnitt dieses Kapitels vorgestellt wird, wird das G-a Verfahren an-
gewandt. Die Beschreibung dieser Rechnung ist Gegenstand von Anhang A. Die
Forderung nach Energie- und Impulserhaltung bestimmt die Parameter, die im Fall
mit Kontakt optimal sind. Im zweiten Abschnitt wird fiir das Newmark Verfahren
mit v = § = % die Energie- und Impulserhaltung bewiesen. Des weiteren werden
die Eigenschaften dieses Verfahrens untersucht. Der Inhalt des dritten Abschnittes
ist die Bestimmung von optimalen Parametern fiir das G-a Verfahren. Auch deren
Eigenschaften werden anschliefend beschrieben.

Ahnliche Analysen zur Bestimmung von optimalen Kontaktparametern findet man
in [15] und [16].

3.1. Das Modellproblem

Zuerst wird das Modellproblem beschrieben. Es ist ein einfacher Spezialfall von Pro-
blem 1.3.2.

PROBLEM 3.1.1. Es ist eine Funktion u € C? (I) gesucht mit
(3.1.1) i =0

und dem Hindernis 1) = 0. Es soll weiter, 7 (0) = v* < 0 und u (0) = u° > 0 gelten.
45
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0

Um die Rechnungen zu verkiirzen wird 0 < u° < |kv°| angenommen, wobei k die

Zeitschrittlinge bezeichnet. Der Kontakt tritt dann im ersten Zeitschritt auf.

Aus physikalischer Sicht wird ein Massepunkt der Masse 1kg betrachtet, der sich
mit konstanter Geschwindigkeit fortbewegt. Deshalb ist die Bewegung kriftefrei.

In der Physik wird dieser Vorgang als elastischer Stof bezeichnet. Details zu den
physikalische Vorgéngen findet man in [20] Kapitel 7.6. Fiir dieses Problem gilt die
Impuls- und Energieerhaltung. Das heifst, da keine potentielle Energie auftritt, dass
die kinetische Energie vor und nach dem Stofs gleich sein muss. Der Impuls muss

betragsmifig gleich sein.

Die analytische Losung lautet
u(t) = |u’+ 0%,
Der Kontakt erfolgt fiir to := —1;—3. Fiir die Geschwindigkeit gilt
0 fiirt < to
v(t) = _—
—v” fiirt > to

und fiir die Beschleunigung

oo firt=tc
a(t) = ) :
0 firt+#te

Das G-a Verfahren wird auf das Problem 3.1.1 angewendet. Dazu muss nach Glei-
chung (3.1.1) in jedem Zeitschritt die Gleichung

(1—ap)a” +agad™' =0

gelost werden. Durch Einsetzen der Gleichung (1.4.3) erhilt man

n_ - n— 1 & e
(3.1.2) u" =u""t + kv 1+<§—m) k?a" L.
Bei der Losung dieser Gleichung ist das Hindernis zu beachten, das heifst die Ne-
benbedingung u™ > ¢ = 0. Falls in in dem n-ten Zeitschritt u” < 0 gilt, so wird
u"™ = 0 gesetzt. Dieses Vorgehen entspricht der Projektion des cg-PSSOR Verfahrens
aus Abschnitt 1.5.3. In der Gleichung (3.1.2) tritt der Parameter oy nicht auf. Er

wird spéater noch gesondert zu bestimmen sein.

Die Gleichungen der numerischen Rechnung findet man im Anhang A.
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3.2. Optimale Parameter fiir das Newmark Verfahren

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass das Newmark Verfahren mit v = § = % die
Energie- und Impulserhaltung im Fall mit Kontakt erfiillt. Anschliefend werden die

Eigenschaften dieses Verfahrens untersucht.

THEOREM 3.2.1. Das Newmark Verfahren mit v = 3 = % erfullt die Energie- und
Impulserhaltung tm Fall mit Kontakt. Zudem ist die Beschleunigung nach dem Kon-
takt 0. Weiterhin ist das Verfahren von zweiter Ordnung konvergent und unbedingt

stabal.

BEWEIS. Die Theoreme 2.3.7 und 2.4.3 implizieren, dass das Verfahren unbedingt

stabil und von zweiter Ordnung konvergent ist.

Es gilt nach Gleichung (A.0.1) v? = —u°. Da u? < 0 ist, wird u* = 0 gesetzt. Im
dritten Zeitschritt gilt aufgrund von Gleichung (3.1.2)

u? = — (u+ k) > 0.

Mit (A.0.5) erhélt man fiir die Beschleunigung a® = 0. Fiir die Geschwindigkeit ergibt
sich v> = —v° nach Formel (A.0.6). Damit ist die Energie- und Impulserhaltung

gesichert. 0

Um deutlich zu machen, warum das Newmark Verfahren mit v = 3 = % gerade die
Energie- und Impulserhaltung erfiillt, werden die Auswirkungen dieser Parameter
auf die Gleichungen (1.4.1), (1.4.3) und (3.1.2) betrachtet. Zudem wird die Aussage
des Theorems 3.2.1 noch einmal mit der Darstellung des Newmark Verfahrens als

lineares Mehrschrittverfahren bewiesen.

Fiir 3 = 1 fillt der Term a"* aus Gleichung (1.4.3) weg und somit héingt a” nicht
mehr direkt von "' ab, sondern nur indirekt durch v"~!. Gleichung (3.1.2) verein-
facht sich zu

un — un—l 4 ]{Z’Un_l.

Zudem gilt v! = —% und u? = —u. Damit hingen v! und u? nicht mehr von v° ab.

Das Newmark Verfahren mit v = § = % hat als lineares Mehrschrittverfahren die
Form

1
(3_2_1) un+2 _ 2un+1 Py 51{22 [f (tn-l-Q7 un+2) 4 f (tn, un)] )
Fiir das Modellproblem 3.1.1 gilt f = 0, u° > 0 und u' = 0. Fiir den benétigten
Wert v~! wird in Ubereinstimmung mit der gleichférmigen Bewegung v’ — vk ange-

nommen. Mit f" wird f (t",u") abgekiirzt. Da u! aufgrund der Projektion gleich 0



48 3. DAS GENERALIZED-a VERFAHREN MIT KONTAKT

ist, kann nicht mehr f! = 0 gelten, denn sonst wire Gleichung (3.2.1) verletzt. Diese
Gleichung liefert gerade
2
1 _ 0., ,0
Somit erhilt man u? = —u® < 0. Die Projektion liefert nun aber u? = 0. Damit kann
aber f? wieder nicht Null sein, sondern es gilt
2
f2 = ﬁuo.
Fiir u? gilt
1
u = §k2fl = —u® —%.

Dies entspricht gerade Gleichung (A.0.4), wenn v = ( = % gesetzt wird. Im néchsten
Zeitschritt erhélt man

1
ut =203 + §k2f2 = —u’ — 20%.

3

Also ist u* = u® — vk, was einer gleichférmigen Bewegung mit der Geschwindigkeit

—vY entspricht. Wie erwartet gilt Energie- und Impulserhaltung.

Die Energieerhaltung sollte nicht nur im Fall des Kontakts gesichert sein. Sie sollte
auch erfiillt sein, wenn kein Kontakt vorliegt. Deshalb wird noch einmal die Rechnung
zum Beweis von Proposition 2.5.2 betrachtet. Wenn man v = 3 = % in Gleichung

(2.5.2) einsetzt, erhiilt man fiir die Anderung der Gesamtenergie

B (0] = = [ (@),

Die Gesamtenergie dndert sich also um den Term %2 |[T (a™)]| von Zeitschritt zu
Zeitschritt. Der Faktor %2 ist auf jeden Fall klein. Uber |[T (a™)]| kann allerdings
keine Aussage gemacht werden und somit kann dieser Ausdruck nicht weiter abge-
schétzt werden. Es kénnen also Schwankungen in der Gesamtenergie im Verlauf der
Rechnung auftreten.

Zeitschrittverfahren zur Diskretisierung von dynamischen Hindernisproblemen soll-

ten numerisch dissipativ sein. Das Newmark Verfahren mit v = § = % ist nach
Theorem 2.6.3 aber nicht numerisch dissipativ. Somit ist die Anwendung des New-

mark Verfahrens mit v = = % nur eingeschrinkt maoglich.

Wenn man fiir das Newmark Verfahren numerische Dissipation erhalten will, muss
v > % gewdhlt werden. Dann ist das Newmark Verfahren aber nur von erster Ordnung
konvergent. Aus den Rechnungen in Anhang A folgt, dass das Newmark Verfahren
mit v > 3 = 1

sichert, wenn u

im Fall mit Kontakt nur dann die Energie- und Impulserhaltung
= 0 ist.

o N
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Die optimalen Parameter, die fiir das Newmark Verfahren im Fall mit Kontakt abge-
leitet wurden, stimmen mit denen iiberein, die in [15] bestimmt werden. Dort wird
allerdings der elastische Stoft von zwei Kugeln und nicht der Stof mit einem fes-
ten Hindernis betrachtet. Zudem wird kein projektiver Loser eingesetzt, sondern die

Kréfte beim Kontakt aufwendig modelliert.

3.3. Optimale Parameter fiir das G-a Verfahren

In diesem Abschnitt werden die optimalen Parameter fiir den Fall mit Kontakt fiir das
G-a Verfahren bestimmt. Im Anschluss werden die Eigenschaften dieser Parameter
untersucht.

THEOREM 3.3.1. Wenn die Parameter fir das G-o Verfahren die Bedingungen
1(2v+ 1) (ap— 1)

(3.3.1) R
und
(3.3.2) golbtlap—1

2 OéB—l

erfillen und
(3.3.3) u’ =0
qilt, erhdlt das G-a Verfahren im Fall mit Kontakt die Energie und den Impuls.

BEWEIS. Die Gleichung (A.0.1) vereinfacht sich unter diesen Voraussetzungen zu

s 2Bep=D+lap =Dy +1)
u- = — v,
Qﬁ (OzB - 1)
Bedingung (3.3.1) impliziert, dass u® > 0 ist.
Es gilt mit Gleichung (A.0.3)
02— 0 (v+Dapg—1)
Blap—1)

Aufgrund von Voraussetzung (3.3.2) gilt v* = —v°, womit die Energie- und Impul-

serhaltung gezeigt ist. 0J

Die Parameter, die die Voraussetzungen von Theorem 3.3.1 erfiillen, werden in der

folgende Definition mit einem Namen versehen.

DEFINITION 3.3.2. Die Menge P, besteht aus allen Parameter fiir das G-« Verfahren,
die die Bedingungen (3.3.1) und (3.3.2) erfiillen.
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Es gibt mehr optimale Parameter fiir den Fall mit Kontakt fiir das G-a Verfahren
als die, die in der Menge P, enthalten sind. Diese Parameter sind aber nicht sinnvoll
fiir das G-a Verfahren. Deshalb werden sie nicht ndher beschrieben.

In Theorem 3.2.1 wird gezeigt, dass die Beschleunigung nach dem Kontakt 0 ist.
Deshalb wird jetzt die Teilmenge von Parametern aus P, bestimmt, fiir die die

Beschleunigung nach dem Kontakt ebenfalls 0 ist.

PROPOSITION 3.3.3. Es seien die Voraussetzungen von Theorem 3.3.1 erfiillt. Es ist

a® = 0 genau dann, wenn ag = 0 gilt.

BEWEIS. Unter diesen Voraussetzungen vereinfacht sich Gleichung (A.0.2) zu

ap

61{3 (OéB — 1)

Somit ist a? = 0 dquivalent zu ag = 0. O

Der Fall ag = 0 wird nun naher betrachtet, da in diesem Fall Verfahren enthalten
sind, die nicht bei der Analyse des allgemeinen G-a Verfahrens erfasst werden. Wenn
ap = 0 gilt, folgt aus Bedingung (3.3.2), dass § = 1 gewiihlt werden muss. Bedingung
(3.3.1) impliziert, dass v > % sein muss. Damit erhilt man ein Newmark Verfahren,

dass von erster Ordnung konvergent, unbedingt stabil und numerisch dissipativ ist.

Wenn man aber v = %+ ag mit 0 < ay < % setzt, entsteht ein G-a Verfahren, dass

von zweiter Ordnung konvergent, unbedingt stabil und numerisch dissipativ ist.

Jetzt bleibt noch der Parameter ayy zu bestimmen. Nach Gleichung (A.0.4) gilt mit
den obigen Parametern

u? = —2akv°.

Unter den Voraussetzungen der Modellrechnung ist die Wahl ay = % nach dieser
Gleichung sinnvoll, denn sie entspricht auch in den Verschiebungen der analytischen
Lésung. Der dabei entstehende Diskretisierungsfehler ist bis auf Rundungsfehler &
in der Maximumsnorm. Fiir 0 < ag < % ist der Diskretisierungsfehler grofer aber
immer noch kleiner als der Fehler des Newmark Verfahrens mit g = v = %, der 2k
ist.

Die numerische Dissipation hat aber auch Einfluss auf die Wahl von ay. Da ap und
O festgelegt sind, ist Proposition 2.7.1 nicht anwendbar. Mit ap = 0 ist allerdings ein
HHT-« Verfahren gegeben. Wenn oy so gewéhlt wird, dass die Voraussetzungen von
Proposition 2.6.4 erfiillt sind, ldsst sich der asymptotische Spektralradius bestimmen.
Es muss

(1 + OzH)2

B |

b=
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gelten. Mit 3 = % muss also
ag =—-1+v2
sein. Allerdings erfiillt nur der Fall oy = —1 + /2 & 0.4142 die Voraussetzungen an

ay. Man wahlt v = —% + v/2. Fiir den asymptotischen Spektralradius erhilt man
nach Gleichung (2.6.2)

2o

pOO \/§
Jetzt wird der Fall betrachtet, dass die Voraussetzung (3.3.3) von Theorem 3.3.1 nicht
erfiillt ist. Dazu wird die reflektierte Geschwindigkeit nach dem Kontakt betrachtet.

Diese ist entscheidend fiir den Energieverlust wihrend der Rechnung. Im optimalen
Fall gilt v> = —v". Man erhilt nach Gleichung (A.0.3)

0

v = —v¥ — 2% < =",
Die reflektierte Geschwindigkeit ist also um 2“70 kleiner als —v°. Es gilt nach Vor-
aussetzung
u? 0

0<zg<2@y
Damit ist die Abweichung fiir alle k& beschrinkt. Allerdings ist v? nur grofer als 0,
wenn '

0<u’ < —§vok
gilt.

Im Falle u? = 0 erhiilt man mit Gleichung (A.0.6)

u®
v3 = =0’ + 2ay (? + UO) < =",

Fiir ay = % ist v? = “?0 Die Geschwindigkeit v® entspricht gerade betragsméiRig der
Geschwindigkeit, auf die der Koérper durch die erste Projektion abgebremst wird. Fiir
die Abweichung von der analytischen Losung —v° gilt

uO

4 0
2 v

0 < 2apy <2aH‘vo‘ < ‘vo‘.

Also gilt v3 > 0.

Ab jetzt sei ap nicht unbedingt mehr 0. Es wird nun untersucht, fiir welche Parameter

aus P, das G-a Verfahren von zweiter Ordnung konvergent und unbedingt stabil ist.

Wenn man v = 1 — ap + ay in Gleichung (3.3.2) einsetzt, erhilt man die Gleichung

1-2a3 +ap (3 +2ay) —2
4 CMB—]_

(3.3.4) 3=
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In den folgenden Beweisen wird immer die Giiltigkeit von Gleichung (3.3.4) gezeigt,
da dort angenommen wird, dass das G-a Verfahren von zweiter Ordnung konvergent
ist.

Die Bedingungen (3.3.1) und (3.3.4) werden auch in [16] angegeben. Dort wird aller-
dings genau wie in [15]| das Problem des elastischen Stofies zwischen zwei Koérpern
betrachtet.

PROPOSITION 3.3.4. Wenn fir die Parameter

1
oy :i
1
—-1< ap §§
1 1
b =573
v =l-agp

gilt, ist das G-a Verfahren von zweiter Ordnung konvergent und unbedingt stabil.

Zudem gehéren die Parameter zur Menge P,.
Es bleibt noch a g als freier Parameter.

BEWEIS. Zu zeigen ist, dass die Voraussetzungen von Theorem 2.3.7, Theorem
2.4.3 und die Bedingungen (3.3.1) und (3.3.4) erfiillt sind.
Davy=1—-ap= % +ag —apund ag < % ist, ist das G-« Verfahren nach Theorem
2.3.7 von zweiter Ordnung konvergent.
Nach Voraussetzung gilt —1 < ap < ay = 3 und 3 = 1 + 3 (ay — ap) . Deshalb
impliziert Theorem 2.4.3, dass das G-a Verfahren unbedingt stabil ist.
Nun wird gezeigt, dass Parameter in der Menge P, enthalten sind. Es gilt

—20(23 + ap (3 + QOCH) -2
4(0[3 — 1)

1 1
= §—§QB—ﬁa

womit die Bedingung (3.3.4) bewiesen ist. Es gilt

2
0 > —(OCB+1)2+§(043—1)
8 5

2
= —a%h+-ap— -

3 3
Und damit erhilt man
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< 8@3—30423—5
- 2(@3—2)
(ap — 1) (5 —3ap)

2 (OéB — 2)
_ (OéB - 1) (3 - 20&3) _ (OéB - 1) (OéB — 2)
2(@3—2) 2(0[3—2)
_ (ap — 1) (14 279) s
2 (O./B - 2) .
Somit ist auch die Bedingung (3.3.1) erfiillt und der Beweis abgeschlossen. 0

Jetzt stellt sich die Frage, ob man die optimalen Kontaktparameter mit den Vor-
aussetzungen von Theorem 2.6.5 kombinieren kann. Die Antwort ist nein, man muss
auf die unbedingte Stabilitdt und die optimale numerische Dissipation der niedrigen

Frequenzen verzichten.

PROPOSITION 3.3.5. Wenn man

N —a% +ap—1++/20% — 3ap +2
H = ’

1—0./3
Ly
= = g —
v 9 H B>
1
6 = Z(l—OéB+OéH)2

1
2
vergent und optimal numerisch dissipativ fiir hohe Frequenzen. Zudem gehdren die

und zudem ap € [—%, } wéhlt, ist das G-a Verfahren von zweiter Ordnung kon-

Parameter zur Menge P,.

Die Parameter ap = ag =28 =~ = % erfiillen die Voraussetzungen von Proposition
2.7.1, 3.3.4 und 3.3.5.

BEWEIS. Zu beweisen sind nur die Bedingungen (3.3.1) und (3.3.4), denn alle
anderen Eigenschaften sind aufgrund der Voraussetzungen klar. Damit Bedingung
(3.3.4) erfiillt ist, muss die Gleichung
—20(23 + ap (3 + QOCH) -2

ap — 1

(1 —OéB+OéH)2 =

gelost werden. Der Parameter ay ist eine Losung dieser Gleichung, wenn

—ah +ap — 1+ +/20% — 3ap + 2
1—0(3

g =

gilt, womit die Bedingung (3.3.4) gezeigt ist.
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Nun wird Bedingung (3.3.1) gezeigt. Wegen 0 < 2 — ap — a3 gilt

\/2a23—3a3+2§2—0z3.

Mit dieser Ungleichung folgt

—1++/20% — 3ap +2

1+
1—0./3

<2.

Damit gilt

2
_ 2 _
0 < 4—<1+ 1 \/QO‘B 3ap 2)

1—0[3

2
= 4-— (1—aB+aB(1_O‘B)_1+\/204%—3a3+2)

1—0(3

043—2

= 4 —(1—0&B—|—04H)2.

043—2

1 3
\/2a2B—3aB—|—2§\/§+§+2:2.

ag—2 < aB—\/QQZB—3aB+2

Weiter gilt

Damit erhalt man

= ap—1+1- /203 — 35 +2

-1 202, — 3 2
= (043—1)<1+ +\/aB a5 +

1—CYB
= (OzB—1>(1—C¥B+OéH).

Zusammen ergibt sich

S a1 (1)
- 2 (O./B - 2)
und damit ist die Bedingung (3.3.1) bewiesen.

—p

Die Unterschiede zwischen den Parametern mit ag = 0 und ap

)

O

# 0 werden jetzt

aufgezeigt. Dazu wird das Modellproblem mit verschiedenen Parametern numerisch

gelost. Die Rechnungen werden mit der Klasse Freeld durchgefiihrt. Die ndheren

Erléduterungen zu den numerischen Rechnungen findet man am Anfang des néchsten

Kapitels. Sei v* = —1, k = 75 und u” = . Aufgrund dieser Parameter gilt u'® = 0,

100

ohne das eine Projektion statt findet. Deshalb ist die Voraussetzung (3.3.3) von

Theorem 3.3.1 erfiillt.
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| Name| ap [ag| B | 7 |
P 1/4 11/2|3/8|3/4
Py 0 |1/2]1/2] 1

Py | —1/211/213/4|3/2
Py 1/2 |1/2]1/4]|1/2
P | —1/4]1/4]11/2| 1

= —1 0 1 [3/2
P 0 0 |1/2]1/2
Py 0 0 |1/4(1)2
TABELLE 1. Parameter fiir die numerischen Rechnungen

Die verschiedenen Parameter fiir das G-a Verfahren, die verwendet werden, sind in

Tabelle 1 aufgelistet und mit Namen versehen.

Alle in Tabelle 1 angegebenen Parameter ergeben G-a Verfahren, die von zweiter
Ordnung konvergent und unbedingt stabil sind. Die Parameter Ps, Fs und Py sind
allerdings nicht optimal fiir den Fall mit Kontakt. Die Parameter F; erfiillen zudem

die Voraussetzungen von Proposition 2.7.1.

Zuerst werden die obigen Rechnungen fiir die Parameter P, bis P, ausgefiihrt. Es
wird hier auf die Abbildung der Auslenkung « und der Geschwindigkeit v verzichtet,
da alle Parameter identische Losungen in der Auslenkung und der Geschwindigkeit
ergeben. In Abbildung 3.3.1 ist die Beschleunigung fiir die verschiedenen Parameter
aufgetragen. Fiir die Parameter P, oszilliert die Beschleunigung um den Wert 0,
wobei die Amplitude der Schwingung gegen 0 geht. Die Parameter P, zeigen, wie nach
den Uberlegung zu Anfang dieses Abschnittes zu erwarten, nur einen Wert ungleich
0. Fiir P; erhélt man eine positive Beschleunigung beim Kontakt, die anschliefsend
ohne zu oszillieren gegen 0 geht. Die Parameter P, liefern eine Beschleunigung die
stdndig zwischen +400 und —400 wechselt.

Die obige Rechnung wird noch einmal ausgefiihrt, nur sei jetzt «° = 0.0975. Damit
ist die Voraussetzung (3.3.3) von Theorem 3.3.1 nicht erfiillt. Die Ergebnisse sind
in der Auslenkung und in der Geschwindigkeit wieder fiir die Parameter P; bis P,
gleich. Die reflektierte Geschwindigkeit ist % Die Beschleunigungen zeigen dasselbe
qualitative Verhalten wie in Abbildung 3.3.1.

Die einzigen Unterschiede zeigen sich demnach in der Beschleunigung. Da die Ergeb-
nisse allerdings in der Auslenkung und der Geschwindigkeit iibereinstimmen, sind
die Parameter fiir dieses Beispiel als gleichwertig zu betrachten. Im néchsten Kapi-
tel zeigt sich, dass auch bei anderen Problemen die Losungen fiir diese Parameter

iibereinstimmen.
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ABBILDUNG 3.3.1. Beschleunigung bei der Modellrechnung fiir ver-
schiedene Parameter
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ABBILDUNG 3.3.2. Geschwindigkeit v fiir das Modellproblem bei nicht
optimalen Parametern
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Jetzt wird das Verhalten der Losung fiir die nicht optimalen Kontaktparameter be-
trachtet. Dazu werden die obigen Rechnungen mit u® = 10‘% und k£ = ﬁ fiir die
Parameter P, P5, Ps und Py ausgefiihrt. In Abbildung 3.3.2 sind die Geschwindig-
keiten der Losungen fiir die verschiedenen Parameter in Abhéngigkeit von der Zeit
t dargestellt. Der Graph fiir die Parameter P; dient dabei als Beispiel fiir den Gra-
phen im optimalen Fall. Fiir die Parameter Py ist die reflektierte Geschwindigkeit
mit 3 viel zu grof und bleibt konstant. Fiir P; ist die reflektierte Geschwindigkeit
ebenfalls zu grof, sie ndhert sich von unten dem Grenzwert % an. Fiir P ndhert
sich die Geschwindigkeit von unten der optimalen Losung in der Geschwindigkeit
an. Man erkennt hier schon einen deutlichen Unterschied in der Eignung der nicht
optimalen Parameter. Fiir Py ist zu erwarten, dass auch andere Probleme verniinftig

gelost werden. Fiir Ps; und P; kann man keine sinnvollen Losungen erwarten.






KAPITEL 4

Numerische Fehleranalyse

Eine a priori Fehlerabschitzung fiir das Problem 1.3.2 ist dem Autor nicht bekannt.
Man ist aber an Aussagen iiber den bei der Diskretisierung entstehenden Fehler
interessiert. Da fiir einen Spezialfall die analytische Losung des Problems 1.3.2 be-
kannt ist, ist es mdoglich, den Diskretisierungsfehler numerisch zu berechnen. Damit
ist man in der Lage, die Auswirkungen der Parameter auf den Diskretisierungsfehler

zu studieren.

Alle Rechnungen werden auf einem PC mit einem Athlon XP 2100+ Prozessor und
1.5 Gigabyte Hauptspeicher ausgefiihrt. Das Betriebssystem ist Suse Linux 9.0. Als
Finite Elemente Software wird das Paket SOFAR (Small Object oriented Finite
Element Library for Application and Research) benutzt. Das Paket befindet sich auf
dem der Arbeit beiliegenden Datentriger.

Im Verzeichnis SOFAR befindet sich der in der Programmiersprache Java program-
mierte Teil des Pakets. Im Verzeichnis SOFAR1ib sind die kompilierten Bibliotheken
des nativen Codes und der integrierten Softwarepakete fiir verschiedene Betriebs-
systeme sowie die Quelltextes des nativen Codes abgelegt. Fiir die Rechnungen in
dieser Arbeit werden die Bibliotheken in dem Verzeichnis SOFAR1ib/1ib/linux_X86
benutzt. In dem Verzeichnis SOFAR/diplom/ befinden sich die Quelltexte zu den hier
durchgefiihrten Rechnungen und in dem Verzeichnis SOFAR/diplom/output/ die Er-
gebnisse der Rechnungen.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde das G-a Verfahren zu SOFAR hinzugefiigt. Die
Quelltexte dazu befinden sich in dem Verzeichnis SOFAR/sofar/fem/dynamic/. Dort

ist hauptsichlich die Klasse DynamicTools zu nennen. Weitere Informationen zu
SOFAR findet man unter [27].

Zur Losung der endlich dimensionalen Minimierungsprobleme wird das cg-PSSOR
Verfahren verwendet. Fiir den Relaxationsparameter gilt w = % Die Iteration wird
abgebrochen, wenn das Residuum kleiner als 10712 ist.

Im letzten Kapitel hat sich gezeigt, dass die Resultate fiir die Parameter P, bis P
identisch sind. Das gilt auch fiir die Resultate dieses Kapitels. Deshalb wird immer

nur ein Beispiel der Parameter P, bis P, betrachtet.
59
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4.1. Ein Spezialfall
Problem 1.3.2 wird zuerst mit 2 = [0, 1] C R betrachtet. Hierbei handelt es sich um

das Problem einer Saite, die schwingt und an beiden Enden eingespannt ist. Es wird

angenommen, dass f = 0 gilt. Die Anfangsauslenkung der Saite sei
ug () = sin (mx)

und fiir die Anfangsgeschwindigkeit gelte vo = 0. Das Hindernis sei v = C' mit
C € [-1,0]. Fiir den Grenzwert C' = —1 ist die Losung

(4.1.1) u (z,t) = sin (7x) cos (mt)
Fiir den anderen Grenzwert C' = 0 gilt
(4.1.2) u(z,t) = sin (7x) |cos (7t)] .

Fiir den Fall C' = —1 handelt es sich um eine freie Schwingung ohne Kontakt. Die
Periodenlidnge der Losung (4.1.1) ist 2, die der Losung (4.1.2) ist 1.

Fiir Q = [0,1]> € R? sei wieder v, = 0 und
ug (71, T2) = sin (7)) sin (7x2) .

Hierbei handelt es sich um die Schwingung einer Membran die am Rand fest einge-
spannt ist. Fiir das Hindernis ¢y = —1 ergibt sich wieder eine freie Schwingung und
die Losung ist

w (21, x9,t) = sin (wxq) sin (75) cos (\/57#) :

Die Periodenlinge betrigt /2. Fiir ¢» = 0 ist

Cos (\/57#) ‘

u (21, g, t) = sin (wxy) sin (7x9)
die Losung. Die Periodenléinge ist 1v/2.

In allen Fallen betrégt die Gesamtenergie am Anfang der Rechnung iﬁz. Die Lo-
sungen im Fall mit Kontakt sind fiir t.; = —% + 4, ¢ € N, nicht beziiglich der Zeit

differenzierbar.

In diesem Abschnitt soll der Fehler der Diskretisierung betrachtet werden. Der Fehler

wird dabei in den folgenden Normen gemessen.

DEFINITION 4.1.1. Die L?*-Norm wird mit [|-|| bezeichnet. Die [>-Norm wird als

lull = max [l
<n<N
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definiert. Die Norm auf L (Q2) ist
|lul|, = esssup (u(z)).
€

Die [**-Norm wird als

“-— n
L e L[

definiert.

In den folgenden Grafiken bezeichnet ,Max” die [*°*-Norm, ,12” die {>-Norm und ,.2”
die L?-Norm.
In den Rechnungen wird héiufig die Energie betrachtet. Die folgenden Begriffe werden

dabei verwendet.

DEFINITION 4.1.2. Es sei M die Massematrix und K die Steifigkeitsmatrix des Pro-

blems. Die potentielle Energie ist definiert als

die kinetische Energie als

T (") := (V™) Mo"
und die Gesamtenergie als E" (u™,v™) := U™ (u") + T™ (v™). Mit E° wird die Ge-
samtenergie am Anfang der Rechnung bezeichnet. Es hingt nur von A ab, wie genau
E° mit dem analytischen Wert 172 iibereinstimmt. Der Energieverlust in Prozent im
n-ten Zeitschritt £]' wird mit der Formel
E° — Em
B0
berechnet. Falls die Gesamtenergie wihrend der Rechnung wéchst, dann ist £’ ne-

Er = 100

gativ. Dann wird héufig die Energieabweichung |E?| betrachtet. Um den ganzen
Energieverlust wihrend einer Rechnung zu betrachten, wird immer der Energiever-

lust im letzten Zeitschritt der Rechnung angegeben.

4.2. Der Diskretisierungsfehler im Fall ohne Kontakt

Zuerst wird betrachtet, wie sich der Diskretisierungsfehler im Fall ohne Kontakt ver-
hélt. Die Ergebnisse werden hier beschrieben, um einen Vergleich mit den Ergebnis-
sen fiir den Fall mit Kontakt zu ermoglichen. In diesem ganzen Abschnitt sei ¢ = —1.
Im eindimensionalen wird das Zeitintervall I; = [0, 2] und im zweidimensionalen das
Intervall I, = [0, \/5} gewéhlt. Im néchsten Abschnitt erfolgt dann der Vergleich mit
dem Fall mit Kontakt. Das Vorgehen ist aber in beiden Fillen sehr dhnlich. Zuerst
wird der Diskretisierungsfehler fiir festes h und k betrachtet. Zu jedem h gibt es ein
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ABBILDUNG 4.2.1. Der Diskretisierungsfehler in der /%- und der [°°-
Norm fiir festes k& in Abhéngigkeit von h ohne Kontakt

optimales k, da das vorgegebene h die Genauigkeit beschrinkt. Ab dem optimalen k
kann der Diskretisierungsfehler nicht mehr weiter verkleinert werden. Fiir vorgegebe-
nes k gelten dieselben Aussagen. Um eine moglichst gute Konvergenz der Verfahren
zu erreichen, muss ein Zusammenhang zwischen den vorgegebenen Gréfen und den
dazu optimalen Grofen gefunden werden. Nachdem dieser Zusammenhang bekannt

ist, wird der Diskretisierungsfehler fiir eine Folge von optimalen k& und h betrachtet.

Die Rechnungen werden fiir verschiedene Parameter durchgefiihrt und eine zentrale
Rolle wird der Vergleich der unterschiedlichen Parameter spielen. Zudem ist der Ver-
gleich zwischen den eindimensionalen und den zweidimensionalen Resultaten wichtig,
da sich die eindimensionalen Resultate mit wesentlich weniger Aufwand berechnen
lassen und eine mogliche Ubertragung auf den zweidimensionalen Fall viel Aufwand

spart.

4.2.1. Der Diskretisierungsfehler fiir festes k. Zuerst wird untersucht, wie
sich der Diskretisierungsfehler fiir festes k verhilt. Die Rechnungen werden mit den
Klassen Convergencehld und Convergenceh2d ausgefiihrt. Es werden die Parameter
P, fiir k = 27°.1072 betrachtet. Die Schreibweise fiir & wird gewihlt, um spéter den

Zusammenhang zwischen k£ und dem optimalen h besser darstellen zu kénnen. Dann
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wird h zwischen 272 und 27° variiert. In Abbildung 4.2.1 ist der Verlauf des Diskre-
tisierungsfehlers in der [*- und der [°°-Norm aufgetragen. Der Diskretisierungsfehler
nimmt zuerst mit abnehmenden A ab und erreicht fiir 4 = 27¢ sein Minimum. Das
h, fiir das der Diskretisierungsfehler minimal wird, wird mit h,,: bezeichnet. Dann
steigt er mit abnehmenden h wieder leicht an. Dieses Verhalten ergibt sich, wie schon
am Anfang dieses Kapitels erwihnt, da der Diskretisierungsfehler aufgrund des festen
k beschrinkt ist.

Die Rechnung wird fiir verschiedene k& und verschiedene Parameter durchgefiihrt.

Dabei zeigt sich ein qualitativ gleicher Verlauf des Diskretisierungsfehlers.

Fiir £ = 271072 wird der folgende Zusammenhang zwischen % und h,,; beobachtet.
Es gilt fiir alle Parameter auker Fs die Gleichung

(4.2.1) hopt = 27F6),
Fiir P; gilt
(4.2.2) hopt = 2715

Wenn die Zeitschrittlinge halbiert wird, muss also auch die Netzweite halbiert wer-

den, damit die Parameter optimal sind.

Im zweidimensionalen gelten dieselben Formeln. Nur fiir P; gilt im Unterschied zum
eindimensionalen Gleichung (4.2.2).

4.2.2. Der Diskretisierungsfehler fiir festes h. Fiir die Parameter P, wird
bei festen h = 27°, die Abhiingigkeit des Diskretisierungsfehlers von k betrachtet.
Dazu wird k zwischen 2° - 1072 und 272 - 1072 variiert. Die Rechnung wird mit den
Klassen Convergencekld und Convergencek2d ausgefiihrt. Dort wird mit einem
gegebenen k gestartet und dieses dann sukzessive halbiert. In Abbildung 4.2.2 ist
der Verlauf des Diskretisierungsfehlers in der /- und der [*°-Norm abgebildet. Zuerst
nimmt der Diskretisierungsfehler mit abnehmenden % ab. Er verkleinert sich ungefahr
um einen Faktor 0.2, wenn £ halbiert wird. Er nimmt sein Minimum fiir k¥ = 211072
an, dieses k wird mit k,,; bezeichnet. Danach steigt der Diskretisierungsfehler wieder
leicht an.

Das Minimum liegt nicht unbedingt genau bei k,,;. Aber die Abweichungen im Dis-
kretisierungsfehler zwischen dem hier angegebenen k,,; und dem wirklichen sind mi-
nimal. Die technischen Schwierigkeiten, die durch die Verwendung der genauen k,,
entstehen, sind allerdings nicht unerheblich. Deshalb wird mit dem hier angegebenen

kopt gearbeitet.
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ABBILDUNG 4.2.2. Der Diskretisierungsfehler in der /2- und [°*-Norm
in Abhéngigkeit von k bei festem h ohne Kontakt

Fiir andere h und andere Parameter beobachtet man einen qualitativ gleichen Verlauf

des Graphen.

Es wird nun der Zusammenhang zwischen i und k,,; betrachtet. Sei h = 27". Dann
gilt

(4.2.3) feop = 2776 . 1072

fiir alle Parameter auer Ps und P;. Fiir Ps; und P; gilt

(4.2.4) fiopr = 2775 . 1072,

Dabei gilt fiir P; aber ko, = 2*-1072 fiir h = 272, was nicht mit obiger Formel
iibereinstimmt.

Im zweidimensionalen Fall gilt fiir alle Parameter bis auf Fj
keopt = 2779 . 1072
und fiir Py
fiopr = 274 1072,
Die optimalen k sind einen Faktor 2 grofer als im eindimensionalen.

Dieser Abschnitt zeigt zwei wichtige Resultate. Erstens stimmen die Resultate im

ein- und zweidimensionalen nicht immer iiberein. Es miissen also immer beide Falle
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ABBILDUNG 4.2.3. Der Diskretisierungsfehler fiir optimales h und &
ohne Kontakt

untersucht werden. Zweitens gilt nicht unbedingt

Kopt (h) = [hope (K)] "

Deshalb miissen immer beide Zusammenhénge untersucht werden. Im folgenden wird
fiir die Rechnungen mit optimalen A und k& immer das zu gegebenem h optimale k
gewahlt.

4.2.3. Der Diskretisierungsfehler in Abh#ngigkeit von 2 und k. In die-
sem Abschnitt wird das Verhalten des Diskretisierungsfehlers untersucht, wenn A und
k nach den in den letzten beiden Abschnitten vorgestellten Regeln verfeinert wer-
den. Die Rechnungen werden mit den Klassen Convergenceld und Convergence2d
durchgefiihrt. In Abbildung 4.2.3 ist der Verlauf des Diskretisierungsfehlers fiir die
Parameter P, P5, Py und P; zu sehen. Die Graphen fiir die Parameter P, P5, P, und
Py sind nicht abgebildet, da sie mit dem Graph der Parameter P, zusammenfallen.
Alle Graphen bilden jeweils eine Gerade. Da es sich um eine doppelt logarithmische
Abbildung handelt, verkleinert sich der Diskretisierungsfehler, wenn Ak um einen
festen Faktor verkleinert wird, auch um einen festen Faktor. In der Abbildung wird
hk von Schritt zu Schritt mit dem Faktor i multipliziert. Der Fehler wird dabei auch
um ca einen Faktor i verkleinert. Da die Geraden zu den Parametern P;, Ps und P

annihernd parallel sind, verkleinert sich der Diskretisierungsfehler in jedem Schritt
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ABBILDUNG 4.2.4. Energieverlust in % fiir verschiedene Parameter

um denselben Faktor fiir die verschiedenen Parameter. Die Gerade zu Py besitzt eine
etwas grofere Steigung als die anderen. Dafiir muss aber auch k einen Faktor 2 kleiner
gewiahlt werden. Der kleinste Diskretisierungsfehler entsteht bei der Verwendung der
Parameter P;. Deshalb sollte man die Parametern PP, verwenden. Alternativ konnen

auch alle Parameter gewéhlt werden, die zu P; identische Losungen liefern.

In der Abbildung 4.2.3 ist anstatt des Produktes hk das dquivalente Produkt der
Anzahl der Freiheitsgrade (DOF') mit der Anzahl der Zeitschritte (7°S) angegeben.
Es gilt DOF =h™'+1und TS = 2k~1.

Im zweidimensionalen sind die Resultate fiir die optimalen Parameter dhnlich. Nur

der Diskretisierungsfehler ist zu gegebenem hk ungefihr einen Faktor 10 grofer.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wird noch auf den Energieverlust widhrend der
Rechnung eingegangen. Da alle in diesem Abschnitt vorgestellten Probleme ohne
Reibung und ohne Einwirkung von Kriften betrachtet werden, gilt der Energie-
erhaltungssatz. Dieser sollte in der numerischen Rechnung realisiert sein. Fiir die
Parameter Py wird in Proposition 2.5.2 nachgewiesen, dass wihrend der Rechnung
die Energie erhalten ist. Der Energieverlust fiir die Parameter P, bis P, und Py liegt
zwischen 107 % und 107'2 % in Abhingigkeit von k und h. Der Energieverlust wird
grofer, wenn h und k verkleinert werden, wobei der Anstieg immer langsamer wird.

Fiir die Parameter P; wird die Energie erh6oht. Der Zuwachs liegt fiir grofse h und k
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bei 1072 % und sinkt dann mit abnehmenden A und k auf 10~7 %. Fiir die Parameter
Ps und Py liegt der Energieverlust fiir grofse A und k in der Gréfenordnung von 1
bis 10 Prozent. Er sinkt mit abnehmenden h und &k und zwar in die Gréfenordnung
von 107° %.

Insgesamt erhalten alle Parameter die Energie, wenn man nur h» und k hinreichend
klein wahlt. Die hier vorgestellten Daten sind in Abbildung 4.2.4 dargestellt, wobei
fiir die Parameter P; die Energieabweichung abgebildet wird.

4.3. Der Diskretisierungsfehler im Fall mit Kontakt

In diesem Abschnitt wird untersucht, wie sich der Diskretisierungsfehler in Abhén-
gigkeit von verschiedenen Parametern verhélt, wenn Kontakt auftritt. Zuerst wird
betrachtet, wie sich der Diskretisierungsfehler bei der Anwendung der nicht optima-
len Parametern P5; und Py entwickelt. Dann werden die Auswirkungen der Vorausset-
zung (3.3.3) aus Theorem 3.3.1 fiir die Parameter P; bis P, analysiert. Im Anschluss
wird wie im vorherigen Abschnitt der Diskretisierungsfehler fiir festes k£ und festes
h betrachtet und wieder optimale h und k& bestimmt. Zu letzt wird der Verlauf des
Diskretisierungsfehlers fiir optimale ~ und k angegeben. In diesem Abschnitt spielt
der Vergleich mit dem Fall ohne Kontakt eine zentrale Rolle. Die Rechnungen werden

mit, denselben Klassen wie im vorherigen Abschnitt ausgefiihrt.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wird die zeitliche Entwicklung und das Langzeit-
verhalten des Diskretisierungsfehlers betrachtet.

4.3.1. Nicht optimale Parameter. In Kapitel 3 werden nicht optimale Pa-
rameter auf das Modellproblem 3.1.1 angewendet. Man erhélt bei Anwendung der
Parameter P; und Py keine korrekten Losungen. Fiir Py ergaben sich im Grenzwert
korrekte Losungen. In diesem Abschnitt werden die Parameter Ps und Py auf das

Problem aus Abschnitt 4.1 angewendet.
Es werden Rechnungen fiir verschiedene i und k ausgefiihrt. In der Abbildung 4.3.1

ist der Verlauf des Diskretisierungsfehlers in der [*°-Norm fiir festes h = 27* zu
sehen. Man beachte den grofen Betrag des Fehlers im Vergleich zu der maximalen
Auslenkung der analytische Losung. Der Verlauf zeigt auch hier Minima und zwar
bei k = 278 fiir P; und bei k = 27 fiir Ps. Die k£ mit minimalen Fehler werden wieder
mit k,,; bezeichnet.

Ein qualitativ gleiches Verhalten ergibt sich zudem fiir andere h. Der Zusammenhang
ist dabei wie folgt. Mit h = 27" gilt fiir P

kopt — 2—2n
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ABBILDUNG 4.3.1. Der Diskretisierungsfehler in der [*°-Norm fiir P
und Py im Fall mit Kontakt fiir festes A

und fiir Py
kopt = 2_(2n+1)-

Im Fall fiir festes k£ = 27" und variables h ist das Verhalten qualitativ gleich. Fiir P;
ergibt sich

hopt - 2—%n
fiir gerade n. Fiir ungerade n ist keine Aussage moglich, da die Minima abwechselnd

bei kleinen und bei grofen h liegen. Fiir Py gilt der Zusammenhang
hopy = 27 L2 1],

Dabei bezeichnet |-| die untere Gaussklammer.

In Abbildung 4.3.2 ist der Verlauf des Diskretisierungsfehlers in der />-Norm fiir Ps
und FP; mit optimalen h und £ dargestellt. Es ist deutlich zu sehen, dass bei diesem
Problem in Ubereinstimmung mit dem Modellproblem 3.1.1 die numerischen Losun-
gen nicht gegen die analytische Losung konvergieren. Deshalb werden die Parameter
Ps und P; nicht mehr weiter verfolgt.

4.3.2. Die Voraussetzung (3.3.3) von Theorem 3.3.1. In Theorem 3.3.1
werden die optimalen Kontaktparameter fiir das G-a Verfahren angegeben. Nach

Voraussetzung (3.3.3) muss u’ = 0 gelten. Diese Bedingung muss auch bei dem
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ABBILDUNG 4.3.2. Verlauf des Diskretisierungsfehlers in der {>-Norm
fiir Ps und Fs mit Kontakt fiir optimales h und k&

hier betrachteten Problem eingehalten werden. Es seien t.; die Zeitpunkte zu denen
Kontakt auftritt. Es muss ¢.; € Z gelten, wobei Z die in Kapitel 1 eingefiihrte Menge
der Zeitpunkte der Zeitdiskretisierung ist, damit man fiir das G-a Verfahren mit den

Parametern P, verniinftige Losungen erhilt.

Fiir das in diesem Abschnitt betrachtete Problem, muss die Zeitschrittweite k& so

gewahlt werden, dass

1

mit n € N gilt. Dann ist ¢.; € Z fiir alle ¢, da die Bewegung periodisch ist. Die
Formulierung dieser Bedingung ist einfacher, wenn man die Anzahl der Zeitschritte
N und nicht die Lange der Zeitschritte k betrachtet. Es muss /N modulo 4 = 0 gelten.

In Abbildung 4.3.3 ist der Verlauf des Diskretisierungsfehlers in der />-Norm sowie
des Energieverlustes in Prozent der Gesamtenergie fiir h = 27° dargestellt. Man

sieht die Minima des Diskretisierungsfehlers und des Energieverlustes. Die Minima

. . 1 _ 1
erhdlt man fir £ = 55 und & = g,

der GréRenordnung von 107° ist. Das Intervall mit sinnvollen % hat eine Breite von

wobei die Abweichung vom exakten Wert in

107°. Man muss also die Zeitschrittlinge sehr genau wihlen, um gute Resultate zu

erreichen. Zum Vergleich ist auch der Diskretisierungsfehler in der [>-Norm fiir die
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ABBILDUNG 4.3.3. Der Diskretisierungsfehler in der [>-Norm und der
Energieverlust in % in Abhéngigkeit von der Zeitschrittlange k

Parameter P; abgebildet. Er steigt langsam mit zunehmenden k£ an. Zu beachten ist
aber auch, dass der minimale Fehler fiir P; kleiner als der fiir P; ist.

Im zweidimensionalen ist das Verhalten gleich. Dort muss man beachten, dass die

Intervalllinge gerade v/2 ist.

Das sich die Voraussetzung (3.3.3) aus Theorem 3.3.1 direkt auf dieses Problem
iibertragen lasst, zeigt den Modellcharakter von Problem 3.1.1.

Um die Auswirkungen der Zeitschrittlinge auf die Auslenkung zu studieren, wird in
Abbildung 4.3.4 fiir den Knoten an der Stelle z = % die Auslenkung und die Ge-
schwindigkeit fiir £ = 0.01108 und k£ = 0.01117 gegen die Zeit ¢ dargestellt. Bis zum
ersten Kontakt fiir t.; = % sind die Graphen identisch. Nach dem ersten Kontakt
erreicht weder die Geschwindigkeit noch die Auslenkung fiir £ = 0.01117 die von
der analytische Losung vorgegebene Grofe, sondern nur ungefihr die Halfte. Nach
dem zweiten Kontakt bei t.o = %, bleiben die Geschwindigkeit und die Auslenkung
Null. Die Kurven fiir £ = 0.01108 zeigen hingegen genau das von der analytische
Losung erwartete Verhalten. Die Geschwindigkeit wird vollsténdig reflektiert und
die Anfangsauslenkung wieder erreicht. Dieses Verhalten lisst sich auch am Energie-
verlust ablesen. Den fiir £ = 0.01117 gehen fast 100% der Anfangsenergie verloren,
die Gesamtenergie ist also nahezu Null. Deshalb liegt die Saite beziehungsweise die

Membran auf dem Hindernis auf.
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ABBILDUNG 4.3.4. Verschiebung und Geschwindigkeit des Knotens
bei z = % fiir verschiedene k

4.3.3. Der Diskretisierungsfehler fiir festes k. In diesem Abschnitt wird
das Verhalten des Diskretisierungsfehlers fiir festes & untersucht und mit dem Ver-
halten der Energieabweichung verglichen. In Abbildung 4.3.5 ist fiir ¥k = 27 und &
zwischen 272 und 271! die Entwicklung des Diskretisierungsfehlers in der /2>-Norm
und der Energieabweichung in Abhéngigkeit von £ fiir die Parameter P, und P; zu
sehen. Es wird hier die Energieabweichung betrachtet, da es fiir P; fiir einzelne £
zu Energiezuwiichsen wihrend der Rechnung kommt. Die Energieabweichung wird
wie gewohnt in Prozent der Anfangsenergie aufgetragen. Der Diskretisierungsfehler
nimmt zuerst mit abnehmenden h ab und erreicht fiir P; bei h = 273 und fiir P, bei
h = 27% sein Minimum. AnschlieRend steigt er langsam wieder an. Das h, fiir das
der Fehler minimal wird, wird mit h,, bezeichnet. Die Energieabweichung wird fiir

Py und P fiir das jeweilige h,y,; minimal.

Fiir anderes k£ und die Parameter F; ist der Verlauf des Diskretisierungsfehlers in der
[2-Norm qualitativ gleich. Genau wie im Fall ohne Kontakt wird der Zusammenhang

zwischen k£ und h,,: angegeben. Sei k = 27", dann gilt fiir P,
(4.3.1) hopt = 27",

Diese h,y sind von derselben Grofenordnung wie die, die in Gleichung (4.2.1) fiir

den Fall ohne Kontakt angegeben werden.
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ABBILDUNG 4.3.5. Der Diskretisierungsfehler in der /2-Norm und die

Energieabweichung in Prozent der Anfangsenergie in Abhéngigkeit von
h

Fiir P gilt
(4.3.2) opt = 272,

Im Fall ohne Kontakt ist A, fiir Ps nach Gleichung (4.2.2) um einen Faktor % kleiner
als hop fiir die anderen Parameter, hier betragt der Faktor i.

Es ist
(4.3.3) hopt = 2 L300

wenn die Parameter P; betrachtet werden. Hier zeigt sich ein ganz anderes Verhalten
als im Fall ohne Kontakt. Das optimale h ist wesentlich grofier als das fiir die anderen
Parameter und es halbiert sich, wenn £ geviertelt wird. Bei allen anderen Parametern

wird h,, halbiert, wenn k halbiert wird.
Im zweidimensionalen Fall sei k = (10\/5)_1 - 27", Fiir die Parameter P, ist
hopt = 2_(n+3)'

Es gilt
hopt = 2_(n+2)
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fiir Ps. Die hier bestimmten h,, sind von derselben Gréfenordnung wie im eindi-
mensionalen Fall. Nur durch das geénderte £ kommt es zu Abweichungen. Fiir P;
gilt

hope = 2~ (L2n] 1),

In Abbildung 4.3.5 ist zusétzlich zu dem Diskretisierungsfehler in der />-Norm noch
die Energieabweichung in Prozent der Anfangsenergie aufgetragen. Die Minima in
der Energieabweichung fallen mit den Minima des Diskretisierungsfehlers zusammen.
Im allgemeinen sind die analytischen Losungen nicht bekannt. Aber es ist trotzdem
moglich die Energieabweichung zu berechnen und damit einen Hinweis auf die Qua-
litdt der Diskretisierung zu erhalten.

Weiter interessiert die Frage, wie sich die numerische Losung im Vergleich zur ana-
lytischen Losung fiir b < hgpt, b = hop und h > h,y verhalt. Dazu befinden sich
auf dem beiliegendem Datentréger im Verzeichnis Filme/Convergence/ Filme fiir
die Parameter P, und P; jeweils fiir die drei Fille. Dabei stellt der blau eingefirbte
Graph die analytische Losung und der farblich verdnderliche die numerische Losung
dar.

Zuerst werden die Parameter P, betrachtet. Fiir A > h,, sieht man zum einen den
Energieverlust, der sich darin dufert, dass die Saite nicht die Anfangsauslenkung
erreicht. Zum anderen sieht man, dass die numerische Losung eine etwas grofere
Periodenlange als die analytische Losung hat. Fiir h = h,y, ist der Energieverlust
kleiner. Aber die numerische Losung hat weiterhin eine grofere Periodenlidnge als
die analytische Losung. Fiir A < h,y, ist das Verhalten &hnlich.

Fiir P; ist das Verhalten gidnzlich anders. Wie zu erwarten, ist ein Energieverlust
praktisch nicht zu beobachten. Die numerische Losung ist fiir A = h,); in Phase mit
der analytischen Losung. Fiir h > h,, hat sie eine kiirzere Periodenlidnge als die
analytischen Losung. Hingegen ist fiir A < h,, die Periodenldnge der numerischen

Losung grofer als die der analytischen Losung.

4.3.4. Der Diskretisierungsfehler fiir festes h. In diesem Abschnitt wird
betrachtet, wie sich der Diskretisierungsfehler fiir festes / verhilt. Sei h = 27%. Die
Zeitschrittlinge & wird zwischen 272 und 27'° variiert. In Abbildung 4.3.6 ist der
Verlauf des Diskretisierungsfehlers in der [>-Norm und die Energieabweichung in
Prozent der Anfangsenergie fiir P, und P; dargestellt. Fiir P, ist nur Energieverlust
zu bemerken, wihrend es fiir P; auch zu Energiegewinnen kommt. Es zeigt sich auch
hier, dass es zu Minima in dem Verlauf des Diskretisierungsfehlers kommt. Fiir P;

liegt das Minimum bei k = 279, fiir dieses k ist auch der Energieverlust minimal.
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ABBILDUNG 4.3.6. Der Fehler in der /2>-Norm und die Energieabwei-
chung in Abhéngigkeit von k£ mit Kontakt fiir P, und P;

Fiir P; liegt das Minimum bei k& = 2713, Dort ist allerdings die Energieabweichung
nicht minimal. Thr Minimum liegt bei k = 279. Die optimalen k werden wie gewohnt

mit k,,: bezeichnet.

Fiir anderes h und andere Parameter sind die Verldufe der Graphen qualitativ gleich.
Jetzt wird wieder der Zusammenhang zwischen h = 27" und k,,; betrachtet. Fiir P,
gilt

kopt = 2_(n+1)
und fiir Py

kopt = 2_(n+2)-
Fiir P; ergibt sich

kopt = 2_(2n+3)-
Die optimalen £ fiir P; sind also wesentlich kleiner als die fiir die anderen Parameter.
Zudem sind diese k,,; alle kleiner als die fiir den Fall ohne Kontakt. Es werden also
wesentlich mehr Zeitschritte zur Berechnung einer optimalen Losung bendtigt. Der

Aufwand ist fiir die Parameter P; wesentlich gréfer als fiir die anderen Parameter.

Im zweidimensionalen gilt fiir P,

-1
b = (10V2) 27072,
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ABBILDUNG 4.3.7. Der Diskretisierungsfehler in der [>-Norm fiir Py,
Ps und P; mit und ohne Kontakt in Abhéngigkeit von h und k

fiir Py

o = (10V2) RTRGE)
und fiir P

Fopt = (10\/5)_1 Lg=Cne),

Diese k., sind alle in derselben Gréfenordnung wie im eindimensionalen Fall.

Eine Besonderheit zeigt sich bei den Parametern P, fiir k = (10\/5)_1 .2=@n=1) Der
Diskretisierungsfehler ist fiir alle 4 in der [?>-Norm in der Gréfenordnung von 0.08.
Fiir groke h ist der Fehler dann bei diesen k kleiner als bei den angegebenen k.
Ab h = 277 ist der Diskretisierungsfehler bei k,,; kleiner. Eine dhnliche Auffilligkeit

zeigt sich auch fiir F;.

Auf dem Datentrédger befinden sich in dem Verzeichnis Filme/Convergence/ wieder
Filme zu den einzelnen Féllen. Fiir P; hat die numerische Losung in allen Fillen eine
grofere Periodenldnge als die analytischen Losung. Je kleiner £ wird, desto kleiner
wird der Unterschied. Fiir das optimale k ist der Energieverlust am kleinsten, was

deutlich an der Hohe der Auslenkung zu sehen ist.

Fiir P; ist die Periodenldnge der numerische Losung in allen Féllen kleiner als die
der analytischen Losung. Der Unterschied wird mit abnehmenden £ kleiner.
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4.3.5. Der Diskretisierungsfehler fiir optimale 4 und k. In den vorher-
gehenden Abschnitten sind die optimalen k£ und & bestimmt worden. Jetzt soll be-
trachtet werden, wie sich der Diskretisierungsfehler entwickelt, wenn man mit einem
gegebenen h und dazu optimalen £ startet und dann sukzessive entsprechend den
Formeln fiir optimales k weiter verfeinert. In Abbildung 4.3.7 ist die Entwicklung
des Diskretisierungsfehlers in der />-Norm gegen das Produkt der Anzahl der Frei-
heitsgrade mit der Anzahl der Zeitschritte aufgetragen. Die Punkte bilden fiir alle
Parameter eine Gerade. Der Diskretisierungsfehler ist fiir die Parameter P; kleiner
als fiir die anderen Parameter. Zudem ist die Steigung der Geraden fiir P; grofier. Fiir
Py und P sind die Geraden parallel. Allerdings muss man fiir P die Zeitschrittlange
k um den Faktor % kleiner wihlen, um denselben Diskretisierungsfehler zu erhalten.

Auf eine weitere Betrachtung der Parameter Ps; wird verzichtet. Denn die Resultate
sind dhnlich zu den Resultaten fiir die Parameter P,. Aber der Aufwand fiir ihre Be-
rechnung ist grofer. Damit stimmen die Resultate fiir die nicht optimalen Parameter
bei der Anwendung auf dieses Problem mit den Resultaten fiir das Modellproblem
3.1.1 iiberein. Die Parameter P; und P ergeben keine verniinftige Diskretisierung.
Die Resultate fiir die Parameter FPs sind hingegen nur unwesentlich schlechter als die
der optimalen Parameter. Damit erhilt man einen weiteren Beleg dafiir, dass das

Problem 3.1.1 als Modell fiir dynamische Hindernisprobleme geeignet, ist.
Im zweidimensionalen erhilt man dhnliche Ergebnisse.

In Abbildung 4.3.7 ist zusétzlich noch der Verlauf des Diskretisierungsfehlers in der
[2-Norm fiir den Fall ohne Kontakt abgebildet. Der Diskretisierungsfehler ist im Fall
mit Kontakt wesentlich gréfser. Deshalb ist der Aufwand zur Bestimmung einer nu-
merische Losung, deren Diskretisierungsfehler kleiner als eine vorgegebene Toleranz

ist, im Fall mit Kontakt wesentlich grofer.

4.3.6. Der Diskretisierungsfehler im zeitlichen Verlauf. In diesem Ab-
schnitt wird der zeitliche Verlauf des Diskretisierungsfehlers betrachtet. Die Rech-
nungen werden mit den Klassen Evolutionld und Evolution2d ausgefiihrt. Da die
[2>-Norm als Maximum iiber die L?-Norm in den einzelnen Zeitpunkten definiert ist,
ist dieser Abschnitt ein wesentlicher Beitrag zum Verstindnis der Eigenschaften des
Diskretisierungsfehlers in der [>-Norm. Wenn der Diskretisierungsfehler in der [°°-

Norm gemessen wird, zeigen sich keine qualitativen Unterschiede.

In Abbildung 4.3.8 ist der zeitliche Verlauf des Diskretisierungsfehlers in der L>*-Norm
fiir die Parameter P, und P dargestellt. Das Zeitintervall I wird auf [0, 4] ausgedehnt,
um die Wiederholungen im Verlauf des Diskretisierungsfehlers zu verdeutlichen. Die
Rechnungen werden mit h = 27* und k = 27 fiir P, und k = 27! fiir P; ausgefiihrt.
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ABBILDUNG 4.3.8. Zeitlicher Verlauf des Diskretisierungsfehlers in
der L>-Norm in Abhingigkeit von ¢ fiir P, und P;

Kontakt liegt jeweils fiir ¢.; = —% +1i, i € N, vor. Fiir t.; wird der Graph bei 107°
abgeschnitten. Die wirklichen Werte sind kleiner. Wichtig zu bemerken ist, dass der
Diskretisierungsfehler sich auf den Intervallen [t ;, . ;1] fiir alle ¢ &hnlich verhélt, so
dass nur das Verhalten des Fehlers auf einem solchen Intervall interessant ist. Fiir

wachsende i steigt allerdings der Betrag des Diskretisierungsfehlers an.

Fiir P, wird der Diskretisierungsfehler beim Kontakt zuerst klein, um dann sein
Maximum auf dem Intervall zu erreichen. Er wird anschlieflend wieder kleiner, bis
er kurz nach den Zeitpunkten, fiir die die Losung ihr Maximum erreicht, wieder
ansteigt. Der hauptséichliche Beitrag zu dem Diskretisierungsfehler gemessen in der
[>-Norm entsteht also kurz nach dem Kontakt. Wenn man den Diskretisierungsfehler

verkleinern will, muss man den Fehler, der beim Kontakt entsteht, verkleinern.

Fiir P; ist das Verhalten anders. Hier wird der Diskretisierungsfehler direkt nach
dem Kontakt kleiner und erreicht kurze Zeit spiater sein Minimum. Dann steigt er
auf sein Maximum kurz vor dem nichsten Kontakt an. Der wesentlich Beitrag zu
dem Diskretisierungsfehler entsteht fiir P; also kurz vor dem Kontakt und nicht kurz

danach.

Die Graphen zeigen fiir andere optimale h und k dasselbe Verhalten, lediglich die
Werte werden kleiner je kleiner man h und k wéihlt.
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ABBILDUNG 4.3.9. Der Diskretisierungsfehler in der [>-Norm in Ab-
héangigkeit von 7T fiir P, und P

4.3.7. Der Diskretisierungsfehler im Langzeitverhalten. Nach dem letz-
ten Abschnitt sind die Resultate dieses Abschnitts iiber den Diskretisierungsfehler
bei wachsendem 7' nicht verwunderlich. Die Rechnungen dieses Abschnitts werden
fiir P, mit A = 275 und k = 27 und fiir P; mit h = 27* und k = 27! ausgefiihrt.
Dabei werden die Klassen LongTimeld und LongTime2d verwendet. Die Lange 7' des

Zeitintervalls wird variiert.

In Abbildung 4.3.9 ist die Entwicklung des Diskretisierungsfehlers in der [>-Norm bei
steigendem 7' fiir P, und Pr zu sehen. Jeweils fiir ¢.;, = —% +1, ¢ € N, kommt es zu
Kontakt mit dem Hindernis. Der Diskretisierungsfehler fiir P, mit 7' = i ist kleiner
als in der Abbildung angegeben.

Nach dem letzten Abschnitt erwartet man, dass der Diskretisierungsfehler fiir P; kurz
nach den Zeitpunkten mit Kontakt ansteigt. Er steigt direkt nach dem Zeitpunkt mit
Kontakt einmal an und bleibt dann konstant. Fiir P; steigt der Diskretisierungsfehler
in den letzten beiden Zeitpunkten vor dem Kontakt an und bleibt dann konstant.
Durch die logarithmische y Achse ist es nicht unbedingt erkennbar, aber der Anstieg
im Fehler erfolgt immer in derselben Grofenordnung. Fiir P, betrigt der Anstieg
ungefihr 0.03 und fiir P; ungefdhr 0.0015.
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Dieser Abschnitt zeigt, dass der Diskretisierungsfehler linear mit der Anzahl der
Kontakte ansteigt. Wenn die Lange des Zeitintervalls T" bei vorgegebenem Diskreti-
sierungsfehler verlingert wird, muss man die Diskretisierung also entsprechend feiner
wahlen. Damit erhoht sich der Aufwand betréchtlich.






KAPITEL 5

Analyse der Energieabweichung

In Kapitel 4 wird der Fehler bei der Diskretisierung fiir einen Spezialfall betrachtet.
In diesem Kapitel werden die Diskretisierungen von Problemen, fiir die keine ana-
lytischen Losungen bekannt sind, untersucht. Da keine duferen Krifte wirken, gilt
in allen Problemen der Energieerhaltungssatz der Physik. Fiir alle hier betrachteten
Probleme kann man die Energie ausrechnen. Als Mak fiir die Qualitdt der Diskre-
tisierung wird deshalb die Energieabweichung von der Anfangsenergie am Ende der
Rechnung benutzt.

Die Energieabweichung héngt von verschiedenen Faktoren ab, die einzeln untersucht
werden. Zuerst wird untersucht, wie sich Anderungen der Anfangsauslenkung u° auf
den Energieverlust auswirken. Danach wird der Einfluss der Form des Hindernisses
auf die Energieabweichung untersucht. Zum Abschluss werden die Resultate dieses
und des letzten Kapitels zusammengefasst und Schlussfolgerungen fiir die Wahl des

Zeitschrittverfahrens gezogen.

In diesem Kapitel wird, sofern nichts anderes angegeben ist, die zu dem gegebenem
h nach den Ergebnissen des letzten Kapitels optimale Zeitschrittlinge k& gewahlt.

5.1. Energie in Abhéngigkeit von der Anfangsauslenkung

In diesem Abschnitt wird betrachtet, wie sich Anderungen der Anfangsauslenkung
auf den Energieverlust wihrend der Rechnungen auswirken. Dazu wird zuerst die
Anfangsauslenkung mit einem konstanten Faktor skaliert. Dann werden vollig ver-

schiedene Anfangsauslenkungen betrachtet.

5.1.1. Skalierung der Anfangsauslenkung. In diesem Abschnitt wird Pro-
blem 1.3.2 mit ¢y = 0 und v° = 0 betrachtet. Die Anfangsauslenkung u° hat im
eindimensionalen die Form

uy (r) = dsin (7).
Im zweidimensionalen gilt

u (21, 29) = dsin (721) sin (723) .
81
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ABBILDUNG 5.1.1. Energieverlust fiir P; in Abhéngigkeit von d

Der Parameter d bestimmt also die Hohe der Anfangsauslenkung. Fiir die Anfangs-
energie gilt £° = id27r2. Interessant ist die Frage, wie sich der Energieverlust entwi-

ckelt, wenn d gedndert wird.

Mit Hilfe der Klassen ScalStartid und ScalStart2d werden Rechnungen fiir ver-
schiedene h, k und d fiir die Parameter P, und P ausgefiihrt. In Abbildung 5.1.1 ist

fiir P; d gegen den Energieverlust fiir h = 27* aufgetragen.

Der Energieverlust wird mit zunehmenden d kleiner, wobei die Steigung der Kurve
immer kleiner wird. Die Graphen fiir den eindimensionalen und zweidimensionalen
Fall verlaufen anniihernd parallel. Die Anderungen im Energieverlust sind minimal.

Deshalb kénnen sie vernachléssigt werden.

Fiir die Parameter P, findet man in Abbildung 5.1.2 den Verlauf des Energieverlustes
in Abhingigkeit von d. Es wird h = 273 gewihlt. Der Graph fiir den Energieverlust
im zweidimensionalen ist um 6.680806 % nach unten verschoben, um einen direkten
Vergleich zu ermoglichen. Die beiden Graphen verlaufen parallel. Die Anderungen

des Energieverlustes sind so klein, dass sie vernachlassigt werden konnen.

Fiir andere h beobachtet man fiir beide Verfahren ein dhnliches Verhalten des Ener-
gieverlustes. Insgesamt ist der Energieverlust damit nicht von einer Skalierung der

Anfangsauslenkung abhéngig.
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ABBILDUNG 5.1.2. Energieverlust fiir P, in Abhéngigkeit von d

5.1.2. Form der Anfangsauslenkung. In diesem Abschnitt werden verschie-

dene Anfangsauslenkungen betrachtet. Es gilt immer ¢ = 0 und v° = 0. Sei

u’, (z) = sin (77),

2x fir z <
u0_2 (z) = {

Y

-2z +2 firz>

u’ 5 (z) = exp <—200 (x — %)2) — exp (—50)

W (z)=— (20 —1)%+1.

(3

Fiir alle diese Funktionen gilt mit ¢ € {-3,—-2,—1,1,...}

1
u? (0) = u? (1) = 0 und ! <§) —1.

Fiir den zweidimensionalen Fall gilt

D= N[

und fir7 € N

U? (w1, 12) = U«? (z1) - U? (m2).

Die Rechnungen in diesem Abschnitt werden mit den Klassen Start1d und Start2d

ausgefiihrt.
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| Parameter | FE,u’;, | B, W% | E,u’5 | E,ul |
P,h=2"%1d 5.1% 39.2% 92.4% 6.3 %
P,h=2""1d 2.6 % 22.4% 82.14 % 3.2%
P,h=232d 16.5% 65 % 70.5% 58.6 %
P,h=2"%2d 8.5% 64.9 % 72.6 % 69.7 %

Prh=2"1d[1.75-10°% | =31% | —-12% [ -1.9%
Prh=271d| 9-10°% |—-043%|—-0.033% | —1.86 %
Prh=2732d11.07-10°% | —8% | —0.93% | 519%
Prh=2"%2d11.02-107°% | 0.02% | —054% | —2%
TABELLE 1. Energieverlust in Prozent fiir verschiedene Anfangsaus-
lenkungen und Parameter
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ABBILDUNG 5.1.3. Energieabweichung in Abhéngigkeit vom Index 1
der Anfangsauslenkung

In Tabelle 5.1.2 ist der Energieverlust in Prozent der Anfangsenergie fiir verschiedene
Anfangsauslenkungen und Parameter aufgetragen. Wahrend der Energieverlust fiir
P; durchweg klein ist, ist er fiir P nur fiir die Anfangsauslenkung «° ; und fiir u{ im
eindimensionalen akzeptabel. Deutlich zu sehen ist aber auch, dass der Energieverlust
von der Anfangsauslenkung abhingt. Es ist nur fiir die in Tabelle 5.1.2 dargestellten

Auslenkungen kein Zusammenhang ersichtlich.

In Abbildung 5.1.3 ist fiir «{ mit i € N die Entwicklung des Energieverlustes fiir P,

und der Energieabweichung fiir P; in Abhéngigkeit von i zu sehen. Fiir P, wird im
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eindimensionalen h = 277 und im zweidimensionalen h = 273 gewihlt. Die Rechnung

fiir P; wird mit h = 275 ausgefiihrt.

Fiir P; schwankt die Energieabweichung um 0.1%, wobei die Schwankungen mit
zunehmenden ¢ kleiner werden. Fiir P, ist der Energieverlust aufgetragen. Im eindi-
mensionalen nimmt der Energieverlust von annehmbaren 1% aus mit zunehmenden
i zu und strebt gegen inakzeptable 85%. Im zweidimensionalen ist der Energieverlust
fiir i = 1 bereits 59% und strebt dann gegen 77%.

Die Energieverluste nehmen im zweidimensionalen fiir P, mit zunehmender Feinheit
der Diskretisierung zu. Im eindimensionalen werden die Energieverluste kleiner je
kleiner h und k gewéhlt werden. Fiir P; bleiben die Energieabweichungen konstant
in der Grékenordnung von 1%.

Dieser Abschnitt zeigt, dass das G-a Verfahren mit den Parametern P, stark von der
Anfangsauslenkung abhingt. Nur fiir wenige Anfangsauslenkungen erhilt man eine
verniinftige Diskretisierung. Auch das Newmark Verfahren mit den Parametern P;
erfiillt nicht immer die Energieerhaltung. Allerdings sind die Energieabweichungen

fiir kleine A und k£ immer so klein, das sie vernachlissigt werden konnen.

In dem Verzeichnis Filme/Start/ befinden sich die Filme zu den Rechnungen. Ge-
rade im zweidimensionalen ist fiir die Parameter P, der Energieverlust sehr gut zu
sehen. Interessant sind die Filme fiir u° ;. Dort wird die Saite, es wird hier der ein-
dimensionale Fall beschrieben, nicht am Hindernis direkt reflektiert, sondern lauft
in Form zweier Wellen auseinander. Dann wird sie an den fest eingespannten Enden
reflektiert, um sich anschliefend in der Mitte wieder zu vereinigen. Danach geht sie

in die Anfangsauslenkung zuriick.

5.2. Energie in Abhéingigkeit vom Hindernis

In diesem Abschnitt wird der Einfluss des Hindernisses auf die Energieabweichung
betrachtet. Dazu wird zuerst die Breite des Hindernisses variiert. Anschlieffend wird
das Hindernis entlang der z3-Achse verschoben. Zum Abschluss wird der Einfluss der
Kriimmung des Hindernisses betrachtet.

In diesem Abschnitt gilt fiir die Anfangsauslenkung
u’ (x) = sin (7z)

und
u® (z1, 22) = sin (721) sin (72) .

Fiir die Anfangsgeschwindigkeit gilt v = 0.



86 5. ANALYSE DER ENERGIEABWEICHUNG

T DIV 1d —
N B od =
0.1 | ]
O\o 4
£
2
=] 0.01 .
K
o B
g | A
®
S 0001} % |
D
(O]
C
L
0.0001 | i
1e-05 L L L 1 ¥
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Breite B

ABBILDUNG 5.2.1. Energieabweichung in Prozent in Abhéngigkeit
von der Breite des Hindernisses B fiir Py

5.2.1. Energie in Abhingigkeit von der Breite des Hindernisses. Im
Rahmen dieses Abschnittes wird betrachtet, wie sich eine Verdnderung der Breite des
Hindernisses auf den Energieverlust wihrend der Rechnung auswirkt. Als Hindernis

B 0, fiir ‘x—%‘<B
¢(x)—{ —1, fiir ‘x—%‘ZB

wird

mit einer Konstanten B € (0, %] gewihlt. Im zweidimensionalen Fall gilt entspre-

chend
0, fiir max{‘xl—l‘,‘xg—% } < B

w(“’“):{ 2 -3} =B

—1, fiir max{‘xl —1
Aufgrund der in Kapitel 1 beschriebenen Diskretisierung ist fiir den Energieverlust

Y

2

zu erwarten, dass er sich in Form einer Treppenfunktion in Abhéngigkeit von B
andert. Es gelte h = 27". Dann #ndert sich der Energieverlust immer dann, wenn
von B = nh nach B = nh + ¢ iibergegangen wird, wobei ¢ beliebig klein sein kann.

Das heift aber auch, dass es insgesamt 2"~! — 1 Spriinge gibt.

Die Rechnungen in diesem Abschnitt werden mit den Klassen Width1d und Width2d
ausgefiihrt.

In Abbildung 5.2.1 ist die Energieabweichung in Abh#ngigkeit von B fiir P; und

h = 27 dargestellt. Das der Graph fiir den eindimensionalen Fall monoton fallend
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ABBILDUNG 5.2.2. Energieverlust in Abhéngigkeit von der Breite B
des Hindernisses fiir P,

ist, ist nicht typisch fiir das Verhalten der Energieabweichung in Abhéngigkeit von B.
Die Graphen verlaufen normalerweise dhnlich zu dem des zweidimensionalen Falls.
Dabei sind die Energieabweichungen allerdings fiir B gegen % kleiner als fiir B gegen
0.

In Abbildung 5.2.2 ist fiir P, der Energieverlust in Prozent gegen B aufgetragen.
Dabei wird h = 275 gewihlt. Der Energieverlust ist fiir B gegen 0 sehr klein. Er
steigt dann auf sein Maximum an. Von dort fillt er wieder ab, bis ein Minimum
erreicht ist. Von dort steigt der Energieverlust dann wieder leicht an, wobei sich der

Anstieg mit zunehmenden B verlangsamt.

Der Verlauf der Graphen ist fiir andere h und £ qualitativ gleich. Im zweidimensio-
nalen bleiben die Energieverluste auch bei kleineren /4 und £ dhnlich hoch, wihrend

sie im eindimensionalen kleiner werden.

Die Diskretisierung mit dem G-« Verfahren mit den Parameter P, ist also fiir kleine

und grofe Breiten verniinftig. Fiir mittlere Breiten ist die Diskretisierung ungeeignet.

In dem Verzeichnis Filme/Width/ sind Filme zu den Rechnungen fiir verschiedene
B enthalten. Die Zahl im Namen des Filmes gibt die Breite des Hindernisses an.
Dabei werden nur die Nachkommastellen angegeben. In den Filmen fiir B = 0.01
beachte man, dass auf dem Hindernis hochfrequente Schwingungen entstehen. Fiir

P, wird diese Schwingung sehr schnell gedampft. Fiir P; breitet sie sich hingegen auf
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ABBILDUNG 5.2.3. Die Energieabweichung fiir die Parameter P; in
Abhéngigkeit von H

der ganze Linge aus. Dieses Beispiel zeigt die fehlende numerische Dissipation des
Newmark Verfahrens mit den Parametern P,. Deshalb sollte das G-« Verfahren mit

den Parametern P, zur Diskretisierung des Problems mit B = 0.01 benutzt werden.

Fiir —1 < 9 < 0 erhdlt man dhnliche Ergebnisse. Die Energieabweichung bleibt
aber in Abhéngigkeit von v ab einem bestimmten B < % konstant. Man erhélt
entsprechend weniger Spriinge.

5.2.2. Energie in Abhingigkeit von der H6he des Hindernisses. Es wer-
den nun die Auswirkungen einer Verschiebung des Hindernisses entlang der x3-Achse
betrachtet. Fiir das Hindernis gilt ¢ () = H mit einer Konstanten H € [—1,0]. In

diesem Abschnitt sind also auch die Grenzfille des letzten Kapitels enthalten.

In Abbildung 5.2.3 ist fiir die Parameter P; die Energieabweichung gegen H abgebil-
det. Die Rechnungen werden mit den Klassen Height1d und Height2d durchgefiihrt.
Fiir die in Abbildung 5.2.3 dargestellten Ergebnisse wird h = 274 gewéhlt. Die Ener-
gieabweichungen sind in den beiden Grenzfillen H = 0 und H = —1 klein. Die
Energieabweichung steigt von H = —1 aus an. Sie erreicht fiir H = —0.15 ihr Maxi-

mum. Das Maximum der Energieabweichung ist in der Groenordnung von 10 %.

In Abbildung 5.2.4 ist der Energieverlust in Abhéngigkeit von H fiir P, mit h =

274 dargestellt. Fiir wachsendes H steigt der Energieverlust an. Er erreicht sein
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ABBILDUNG 5.2.5. Energieabweichung in Abhéngigkeit von k fiir H = —%

Maximum in dem Bereich bei H = —0.1. Von dort féllt er dann wieder steil ab. Der
Energieverlust ist mit bis zu 90% sehr grof und die Diskretisierung sind aufer fiir
H =0 und H < —0.9 schlecht.
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Die Rechnungen werden allerdings mit einer konstanten Zeitschrittlinge gemacht.
Eine Anpassung an die verschiedenen H hitte den Betrag des Energieverlust redu-
ziert, aber nicht die generelle Tendenz beseitigt, wie Abbildung 5.2.5 zeigt. Es ist
also nur fir / = 0 und H < —0.9 moglich, die Voraussetzung (3.3.3) von Theorem

3.3.1 zu erfiillen.

Diese Rechnungen zeigen, dass die Diskretisierung der Probleme mit A im Bereich
von —0.1 schwierig ist. Denn beide betrachteten Verfahren ergeben keine verniinftige

Diskretisierung fiir diese H.

In dem Verzeichnis Filme/Height/ befinden sich Filme zu den verschiedenen Hin-
dernissen. Die Zahl in den Namen der Filme gibt den Wert von H an. Zu beachten
sind die hochfrequenten Schwingungen die nach dem Kontakt bei der Diskretisierung

mit dem G-o Verfahren mit den Parametern P entstehen.

5.2.3. Energie in Abhéngigkeit von der Kriimmung des Hindernisses.
Jetzt wird untersucht, wie sich die Kriimmung des Hindernisses auf den Energiever-

lust auswirkt.

5.2.3.1. Konvexe Hindernisse. Die Hindernisse seien mit K € [—1, 0]
Vi () = Ksin (mx)

und
(e (xl, I2) =K ($1) (% ($2) .

Die Hindernisse sind konvex und es gilt

Vi (0) = Yk (1) = Yk (21,0) = Yi (0,22) = Y (11,1) = g (1,22) = 0.
Fiir K = 0 erhilt man das ebene Hindernis v = 0 und fiir K = —1 ergibt sich

eine freie Schwingung, da ¥k (r) = —sin(7x) ist, was der maximalen negativen
Auslenkung der analytischen Losung entspricht. Die Rechnungen werden mit den

Klassen Convex1d und Convex2d ausgefiihrt.

Fiir die Parameter P; ist in Abbildung 5.2.6 der Verlauf der Energieabweichung in
Prozent der Anfangsenergie in Abhéngigkeit von der Kriilmmung K des Hindernisses
fiir h = 27* dargestellt. Die Energieabweichung ist mit maximal 1% immer klein.
Sie wird fiir K gegen 0 und —1 minimal. Die Energieabweichung hingt von der
Kriimmung des Graphen ab. Allerdings sind die Unterschiede so klein, dass man den

Effekt vernachlissigen kann.

In Abbildung 5.2.7 ist fiir P, der Energieverlust in Prozent der Anfangsenergie gegen

die Kriimmung K des Hindernisses fiir h = 27° aufgetragen. Der Energieverlust ist
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ABBILDUNG 5.2.6. Energieabweichung in % der Anfangsenergie fiir
P7 in Abhéngigkeit von K fiir konvexe Hindernisse
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ABBILDUNG 5.2.7. Energieverlust in % der Anfangsenergie fiir P, in
Abhéngigkeit von K fiir konvexe Hindernisse
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ABBILDUNG 5.2.8. Energieabweichung in % der Anfangsenergie fiir
P7 in Abhéngigkeit von K fiir konkave Hindernisse

fiir K gegen 0 und —1 minimal. Die Grafik zeigt eindeutig, dass der Energiever-
lust von der Kriimmung abhéngt. Die Graphen weisen erhebliche Spriinge auf. So
wechseln sich Félle mit fast 100% Energieverlust mit Fallen mit 30% ab.

Fiir verschiedene K sind im Verzeichnis Filme/Convex/ Filme zu den einzelnen
Parametern abgelegt. Die Filme zeigen, dass die Reflexionen am Hindernis ohne die
Erzeugung von zusitzlichen Schwingungen ablaufen. Fiir P, sieht man sehr deutlich

den Energieverlust.
5.2.3.2. Konkave Hindernisse. Als Hindernisse werden
Vi (x) = Ksin (rz) — K

mit K € [0,00) und

Vi (71, 72) = VYK (21) Vi (72)
gewihlt. Die Hindernisse sind konkav und es gilt ¢k (3) = ¢k (3,1) = 0. Fiir K =0
erhilt man das ebene Hindernis ¢ = 0. Fiir groke K wird das Hindernis sehr schmal,
so dass ab einem K nur noch ein Knoten Kontakt mit dem Hindernis hat. Dieses K
hingt einzig von h ab. Je kleiner h ist desto grofer wird K. Ab diesem K bleibt der
Energieverlust konstant. Die Rechnungen werden mit den Klassen Concaveld und

Concave2d durchgefiihrt.



5.2. ENERGIE IN ABHANGIGKEIT VOM HINDERNIS 93

100 : :

Energieverlust in %

0.1 T
0.1 1 10 100

K

ABBILDUNG 5.2.9. Energieverlust in % der Anfangsenergie fiir P in
Abhéngigkeit von K fiir konkave Hindernisse

In Abbildung 5.2.8 ist fiir die Parameter P; die Energieabweichung in Prozent der
Anfangsenergie gegen die Kriimmung K des konkaven Hindernisses fiir h = 2% auf-
getragen. Die oben beschriebenen Effekte der Diskretisierung sind gut zu sehen. Fiir
den eindimensionalen Fall sind die Energieabweichungen durchweg in der Grofenord-
nung von einem Prozent und somit vernachldssigbar. Im zweidimensionalen ist die
Energieabweichung fiir kleine K zwischen 4 und 10%. Damit kann sie nicht unbedingt
vernachlissigt werden. Sie wird aber mit abnehmenden A und k& und zunehmenden

K so klein, das sie vernachldssigbar ist.

Der Energieverlust in Prozent der Anfangsenergie in Abhéngigkeit von der Kriim-
mung K des konkaven Hindernisses ist fiir P, in Abbildung 5.2.9 fiir h = 27° darge-
stellt. Die Graphen verlaufen im Gegensatz zu denen fiir P; wesentlich glatter. Fiir
kleine K ist der Energieverlust in der Gréfenordnung von 40 bis 50%. Er sinkt mit
zunehmenden K auf seinen Grenzwert ab. Die Grenzwerte des Energieverlusts sind
im zweidimensionalen kleiner als im eindimensionalen. Sie sind insbesondere kleiner

als die Grenzwerte fiir die Parameter P;.

Filme zu verschiedenen K sind in dem Verzeichnis Filme/Concave/ abgelegt. Die

Filme weisen grofe Unterschiede auf. Fiir P; sind die Diskretisierungen fiir X' = i
und K = % sehr gut. Die Reflexionen werden berechnet, ohne das hochfrequente
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ABBILDUNG 5.2.10. Die Energieabweichung in Abhéngigkeit von k

Schwingungen entstehen. Fiir P, entstehen aber genau bei diesen Rechnungen hoch-
frequente Schwingungen. Fiir K = 5 ist das Verhalten genau umgekehrt. Fiir P,
kommt der Knoten auf dem Hindernis schnell zur Ruhe, wodurch das Entstehen von
hochfrequenten Schwingungen vermieden wird. Fiir P; dauert dies wesentlich lénger,

wodurch dann zusétzliche Schwingungen entstehen.

5.2.3.3. Der Einfluss von k. In diesem Abschnitt wird untersucht, ob sich die

Voraussetzung (3.3.3) von Theorem 3.3.1 fiir gekriimmte Hindernisse erfiillen lésst.

In Abbildung 5.2.10 ist der Verlauf der Energieabweichung in Prozent der Anfangs-
energie in Abhingigkeit von k fiir h = 275 zu sehen. Dabei wird als konvexes Hinder-
nis ¢_ 1 und als konkaves 1) 1 verwendet. Fiir andere h und andere ¢ ist das Verhalten
aber qualitativ gleich. Fiir konkave Hindernisse ist fiir die Parameter P, der Energie-
verlust minimal mit 42.1 % und maximal mit 67.1 % auf dem dargestellten Intervall.

Deshalb ist die Diskretisierung unzureichend.

Fiir konvexe Hindernisse erhélt man eine dhnliche Aussage wie in Abschnitt 4.3.2.
Fiir ein bestimmtes k wird der Energieverlust minimal mit 0.01%. Der maximale
Energieverlust betragt 74.3 %. Damit ist man in der Lage mit den Parameter P

dieses Problem verniinftig zu diskretisieren.
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Die Minima des Energieverlusts fiir konvexe Hindernisse erhidlt man immer dann,

wenn
arccos (K)

km
ist. Durch numerische Ungenauigkeiten verschiebt sich die Lage des Minimums zu

eN

etwas kleineren k. Imm zweidimensionalen muss

arccos (K)

eN
V2kn

gelten.

Fiir konkave Hindernisse gelten die Gleichungen aus Abschnitt 4.3.2, da ¢k (3) =0
ist. Dabei verschiebt sich die Lage des Minimums ebenfalls durch numerische Unge-

nauigkeiten etwas zu groferen k.

Im Unterschied zu Abschnitt 4.3.2 erhalt man fiir P, fiir konvexe Hindernisse einen
dhnlichen Verlauf wie fiir die Parameter P,. Allerdings bleiben die Energieabwei-
chungen auch fiir nicht optimale k in einem vertretbaren Rahmen. Auch fiir konkave
Hindernisse verlduft der Graph nicht in Form einer Gerade. Er schwankt stindig
zwischen positiven und negativen Werten des Energieverlustes hin und her. Deshalb
entstehen dann auch die Minima in der Energieabweichung. Wenn man k& nur genau

genug wihlt, erhdlt man eine Energieabweichung von 0 %.

Dieser Abschnitt zeigt, dass die Kriimmung des Hindernisses Einfluss auf die Ener-
gieabweichung hat. Er zeigt auch, dass konvexe Hindernisse verniinftig mit dem G-
a Verfahren diskretisiert werden kénnen. Fiir konkave Hindernisse kann das G-a
Verfahren nur fiir groke K angewendet werden. Fiir diese K ist es dem Newmark
Verfahren mit den Parameter P: vorzuziehen, da die entstehenden hochfrequenten

Schwingungen geddmpft werden.

5.3. Schlussfolgerungen

Bevor im néchsten Kapitel dynamische Signorini Probleme betrachtet werden, wer-

den die Ergebnisse fiir die dynamischen Hindernisprobleme zusammengefasst.

Im allgemeinen sollte zur Diskretisierung von dynamischen Hindernisproblemen das
Newmark Verfahren mit den Parametern P; gew#hlt werden. Denn fiir dieses Verfah-
ren ist die Qualitdt der Diskretisierung weitgehend unabhéngig von den Hindernissen
und Anfangswerten. Zudem ist die Konvergenz schneller als fiir das G-« Verfahren
mit den Parametern P,. Dafiir muss man einen deutlich erhéhten Aufwand und die

fehlende numerische Dissipation akzeptieren.
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Das G-a Verfahren mit den Parametern P, sollte nur zur Diskretisierung von dy-
namischen Hindernisproblemen eingesetzt werden, wenn der Zeitpunkt des Kontakts
im voraus bekannt ist und der Kontakt gleichzeitig fiir alle Kontaktknoten eintritt.
Denn nur dann lésst sich die Voraussetzung (3.3.3) von Theorem 3.3.1 erfiillen. Wenn
das Hindernis sehr schmal ist oder das Hindernis der Auslenkung zum Zeitpunkt des
Kontakts entspricht, kann man die obigen Bedingungen erfiillen. Fiir schmale Hinder-
nisse ist die Diskretisierung mit dem G-a Verfahren mit den Parametern P, der mit
dem Newmark Verfahren mit den Parametern P; vorzuziehen, da die entstehenden

hochfrequenten Schwingungen von dem G-« Verfahren besser gedimpft werden.



KAPITEL 6

Das dynamische Signorini Problem

Bisher wurden ein- und zweidimensionale dynamische Hindernisprobleme betrachtet.
In diesem Kapitel werden die Betrachtungen auf dynamische Signorini Probleme aus-
gedehnt. Zuerst werden die zur Formulierung des Problems benotigten Begriffe und
Zusammenhinge aus der Elastizitdtstheorie kurz eingefiihrt. Dann wird die schwache
Formulierung des dynamischen Signorini Problems angegeben. Die Diskretisierung
dieses Problems erfolgt analog zu dem Vorgehen in Kapitel 1. Zum Abschluss werden
zwei numerische Beispiele betrachtet: Ein Cantilever Beam und eine Kugel, die auf
einen festen Untergrund treffen.

6.1. Das dynamische Signorini Problem

In diesem Abschnitt wird das dynamische Signorini Problem formuliert. Dabei wer-
den einige Begriffe und Gesetze aus der linearen Elastizitdtstheorie verwendet, die
zuerst kurz eingefiihrt werden. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung wird auf [8, 28, 31]
verwiesen. Anschlieffend wird das dynamische Signorini Problem in der schwachen
Formulierung angegeben. Dabei zeigt sich die Analogie zu den in Kapitel 1 formu-

lierten dynamischen Hindernisproblemen.

Die hier vorgestellte Formulierung des dynamischen Signorini Problems wird in [22]
beschrieben. Andere Formulierungen findet man in [16, 17, 23|.

Sei 2 C R3 ein beschrinktes Gebiet. Mit u : Q — R3 wird das Verschiebungsfeld

bezeichnet. Es sei
Y = {E € [L2 (Q)]3X3 gij = Eji} .

Es wird der Fall kleiner Verzerrungen betrachtet. Deshalb werden die Verzerrungen
fir u e H' (Q) als

1
e (u) = 5 (Vu+ Vu')
definiert. Es gilt € (u) € Y.

Der Elastizitatstensor C' wird definiert als
Ev
(1 + V) (1 — QV)

Cijrl i= 0501 + (03051 + 0udjk) -

2(1+v)
97
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Dabei sei 0 das Kronecker-Symbol, E der Elastizitits- oder Youngsche-Modul und v
die Querkontraktionszahl. Es gelte £ > 0 und 0 < v < % Der Elastizitatstensor ist
ein Tensor vierter Stufe. Er ist symmetrisch und positiv definit auf Y, das heifst, es
gilt Cijii = Chii; und

3
Z Cijri€ij€r > 0
6,4 k,l=1
fiir alle € aus Y mit € # 0 und fast iiberall auf 2. Durch C' wird die Bilinearform

a(u,v) = (Ce (u), e (v))

mit u,v € [H* (2)]° induziert. Die Bilinearform a ist symmetrisch und elliptisch.

Es wird ein lineares Materialgesetz der Form

3
Oij = E Cijki€rl

k=1
zur Bestimmung des Spannungstensors ¢ € Y verwendet. Man schreibt auch kurz
o=Ce.
Die Dichte des Materials sei durch die Funktion p : 2 — R gegeben und als zeitlich
konstant angenommen.

Der Rand I" von 2 wird in vier Teile I'p, I'p, 'y und I'¢ zerlegt. Auf I'p, werden
die Verschiebungen in Form einer Funktion up vorgegeben. Mit I'c wird der Teil
des Randes bezeichnet, der im Kontakt mit dem Untergrund steht. Auf 'y wirken

dulere Krifte. Auf I'yy werden keine Bedingungen vorgegeben.

Mit N wird der Normalenvektor der Kontaktfliche I'c bezeichnet. Der Index N
kennzeichnet den Wert einer Groéfe in Richtung der Normalen. Die Funktion g gibt
den Abstand zwischen dem Korper €2 und dem Untergrund in Richtung der Normalen
N an.

Die Kontaktbedingungen haben nun die Form
g(x.t) >0
fiir alle z € Q und alle ¢ € 1. Weiter gilt

uy—g=0 = oy <0
uy—g<0 = oy=0

Es ergibt sich die kinematischen Kontaktbedingung
on(uxn —g) =0

auf I'c.
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Es sei
W= {w € [H' (Q)}S‘ w = up f.i. auf FD}
und ,
Vo= [WZOO (1; % (Q)}?’) N L™ (I W)} .
Die Menge K C V sei die Menge der Verschiebungen, die die kinematischen Kon-
taktbedingungen erfiillen.

Es wird direkt die schwache Formulierung des dynamischen Signorini Problems an-

gegeben.

PROBLEM 6.1.1. Gesucht ist eine Funktion u :  x I — R3 aus K, so dass

6.1.1)  (pi (@), u()—e @) +alu(t),u(t) =) = (f),ult)-e()
fiir alle ¢ € K und fast alle t € I gilt. Weiter gelte u (t = 0) = u° und @ (¢ = 0) = °.
Dabei sei u® € W, v° € [L? (Q)]° und f € L (1; L2 (Q)f’).

Das dynamische Signorini Problem unterscheidet sich im wesentlichen durch die Ver-
wendung des Normalenvektors N und dadurch, dass die Kontaktfliche ein Teil von
I und nicht von €2 ist, von den in Kapitel 1 dargestellten Hindernisproblemen.

6.2. Diskretisierung

In diesem Abschnitt wird die Diskretisierung des Problems 6.1.1 besprochen. Da-
bei wird analog zu Kapitel 1 verfahren. Zuerst wird das Problem in der Zeit und

anschlieffend im Ort diskretisiert.

6.2.1. Zeitdiskretisierung. Es werden die Bezeichnungen von Abschnitt 1.4
verwendet. Fiir die Menge der kinematisch zuldssigen Verschiebungen gilt im Fall
der Zeitdiskretisierung

K={pecW|g(x)>0Hfii. auf [¢}.

Damit ergibt die Zeitdiskretisierung von Problem 6.1.1 mit dem G-a Verfahren das
folgende Problem.

PROBLEM 6.2.1. Finde u : Z — K mit u® = uo und v° = v, so, dass fiir alle ¢ € K
und allen € {1,2,..., N}

(6.2.1) (pal, o —u") +a(uy,o—u") > (fr. . o—u")

gilt.
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Um im weiteren die Notation zu vereinfachen, wird die Bilinearform

¢(w,9) = /gk(;B (pw, ) + (1= an)a(w, )

fiir w, ¢ € K und das Funktional

b (@) == (F",¢) — aga (u"', )

definiert, wobei
Fo— 7 OéBpCLn_l + (1 _ OZB)P Lun—l + ivn—l + i -1 an—l
B Bk Gk 26

ist. Durch Einsetzen von den Gleichungen (1.4.3) und (1.4.4) in die Ungleichung
(6.2.1) ergibt sich die Ungleichung

(6.2.2) c(u, o —u")>0" (p—u").

Fiir ¢ € W wird das Funktional
n 1 T
T () = 5elp,9) =" ()
definiert. Die Formulierung von Problem 1.4.1 als Minimierungsproblem lautet wie

folgt.

PROBLEM 6.2.2. Finde v : Z — K mit u® = ug und v° = v, so, dass fiir alle
ne{l,2,...,N}

u" =min J" (¢)
peK

gilt.

Die Aquivalenz der Probleme 6.2.1 und 6.2.2 zeigt man analog zu dem Beweis von

Proposition 1.4.3.

6.2.2. Ortsdiskretisierung. Das Gebiet (2 sei so beschaffen, dass es sich in M
Hexaeder zerlegen lédsst. Es wird wieder eine regulidre und zuléssige Zerlegung T,
verwendet. Mit i wird die Linge der langsten Kante eines Hexaeders bezeichnet. Es
sel

Spi={veWlv|ne Py,v|or,e P1,T; € T}.
Es wird hier eine trilineare Basis verwendet, die zum Beispiel in [8] ndher beschrieben

wird. Die Interpolation I, wird analog zu Kapitel 1 definiert.

Die zulassige Menge ist

Kyp={p € Splg(x) >0 fir alle z € P-}.
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Dabei ist P die Menge aller Knoten auf dem Rand I'¢. Die Finite Elemente Diskre-
tisierung ist wie bei der Diskretisierung der dynamischen Hindernisprobleme nicht
unbedingt konform.

Damit erhilt man folgende diskrete Form von Problem 6.1.1.

PROBLEM 6.2.3. Finde uy, : Z — K}, mit u) = Iuo und v) = I,vg so, dass fiir alle
¢ € Ky und allen € {1,2,...,N}

(6.23) (P = ) + 0 (0] 0= 107) > (T2 0 = 187)

gilt.
Die dquivalente Formulierung als Minimierungsproblem lautet:

PROBLEM 6.2.4. Suche uy, : Z — K}, mit u) = Iug und v = Ivy so, dass in jedem
Zeitschritt ¢,,1 < n < N, uy das Funktional J}' iiber der Menge Kj; minimiert.
Dabei ist J}' das diskrete Analogon zu J".

Im Rahmen dieser Arbeit wird nur der Fall betrachtet, in dem der Normalenvek-
tor zur Kontaktfliche parallel zu einer der Koordinatenachsen ist. Somit kann das
in Abschnitt 1.5.3 vorgestellten cg-PSSOR Verfahrens ohne grofiere Modifikationen
verwendet werden. Im allgemeinen Fall sind erhebliche Modifikationen an der Pro-

jektion nétig, die in [32]| beschrieben werden.

In dem hier betrachteten Fall muss lediglich bei der Beschreibung des Hindernisses
beachtet werden, dass die unterschiedlichen Anfangskoordinaten der Knoten einbe-

zogen werden.

6.3. Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden zwei Beispiele fiir dynamische Signorini Probleme be-
trachtet. Das eine ist ein Cantilever Beam, der durch eine dufiere Kraft auf eine
Unterlage gepresst wird, und das andere eine Kugel, die mit konstanter Geschwin-

digkeit auf einen festen Untergrund trifft.

6.3.1. Kugel mit festem Untergrund. Es sei Q = {z € R3| ||z||, < 1}. Wei-
ter gelte u® = 0 und v° = (0,0, —1)". Die Dichte p sei konstant gleich 1kg/m® auf
). Das Hindernis liege in der x;-zo-Ebene und sei durch ¢ (x1, z5) = —1.4 gegeben.
Es wirken keine Kréfte, also gilt f = 0. Es werden keine Randbedingungen aufier
den Kontaktbedingungen vorgegeben. Der Elastizitdtsmodul £ ist gleich 500 GPa
und die Querkontraktionszahl v gleich 0.3. Die Rechnungen werden mit der Klasse

Sphere durchgefiihrt.
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ABBILDUNG 6.3.1. Energieverlust in Prozent der Anfangsenergie in
Abhéangigkeit von k£ fiir die Kugel

ABBILDUNG 6.3.2. Darstellung des Cantilever Beams

Fiir 448 trilineare Hexaeder Elemente ist in Abbildung 6.3.1 der Energieverlust in
Prozent der Anfangsenergie gegen die Zeitschrittlinge k aufgetragen. Der Energie-
verlust bleibt fiir 2, und P, kleiner als 0.5%. Fiir dieses Beispiel sind also die Ein-
schrankungen fiir die Zeitschrittlinge k fiir die Parameter P, wie sie fiir dynamische

Hindernisprobleme beobachtet werden, nicht zu sehen.

In dem Verzeichnis Filme/Sphere/ findet man die Filme zu diesem Beispiel.

6.3.2. Cantilever Beam. Jetzt wird die Verformung eines Cantilever Beams

unter einer duferen Kraft F' betrachtet. Dabei tritt an der Spitze des Cantilever
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normalisierte Verschiebung

Zeit ms

ABBILDUNG 6.3.3. Normierte Verschiebung an der Spitze des Canti-
lever Beams

Beams Kontakt mit einem festen Untergrund auf. In Abbildung 6.3.2 ist eine sche-

matische Darstellung des betrachteten Problems zu sehen. Das Rechengebiet sei
Q= {(x17x27x3)T S R3‘ 0 S x1 S 027 0 S T2, T3 S 002} .
Weiter gilt u° = v° = 0. Das Hindernis liege in der z;-2, Ebene und sei durch

—0.003 0.15<2; <0.2

—00 sonst

¢($1,ZB2) = {

parametrisiert. Fiir den Cantilever Beam wird p = 2770 kg/mg, E = 73GPa und
v = 0.33 gewiihlt. Eine Kraft von 103 N wirkt auf 'y = {x € T'|z; = 0.2, 2o = 0.02}.
AufI'p = {z € I'|z; = 0} gelte u = 0. Die Rechnungen werden mit der Klasse Bar
ausgefiihrt.

In Abbildung 6.3.3 ist der Verlauf der Verschiebung in x3 Richtung fiir einen Kno-
ten an der Spitze des Cantilever Beams dargestellt. Die Verschiebung ist gegen den
maximalen Abstand zum Hindernis normalisiert. Es werden 2048 trilineare Hexa-
eder Elemente und eine Zeitschrittlinge von k = 5 - 10~® verwendet. Im Verzeichnis
Filme/CantileverBeam/ befinden sich die Filme zu dieser Abbildung, wobei nur

jeder dritte Zeitschritt verwendet wird.
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Die Rechnung wird fiir die Parameter Py und P; ausgefiihrt. Die Ergebnisse unter-
scheiden sich nicht fiir die beiden Parameter. Die Ergebnisse stimmen qualitativ mit
den Ergebnissen iiberein, die in [21] fiir ein dhnliches Problem ermittelt werden.

Die beiden Beispiele zeigen, dass sowohl fiir die Parameter P; als auch fiir die Para-
meter P, keine genaue Wahl der Zeitschrittlinge nétig ist. Zudem sind die Ergebnisse
anndhernd identisch. Damit sind die beiden Verfahren fiir dynamische Signorini Pro-
bleme als gleichwertig zu betrachten. Aufgrund der numerischen Dissipation sollte
also das G-« Verfahren mit den Parametern P, zur Zeitdiskretisierung von dynami-

schen Signorini Problemen verwendet werden.



KAPITEL 7

Zusammenfassung und Ausblick

Die Eigenschaften des G-a Verfahrens im Hinblick auf dynamische Kontaktprobleme
werden in dieser Arbeit untersucht. Dazu werden zwei Klassen von dynamischen Kon-
taktproblemen betrachtet: dynamische Hindernisprobleme und dynamische Signorini
Probleme. Diese Probleme werden mit dem G-a Verfahren in der Zeit und mit der
Finite Elemente Methode im Ort diskretisiert. Dabei entsteht in jedem Zeitschritt
ein endlich dimensionales Minimierungsproblem mit Ungleichheitsnebenbedingun-

gen, das mit cg-PSSOR Verfahren gelost wird.

Anhand der Analyse des G-a Verfahrens fiir gewohnliche Differentialgleichungen
und eines Modellproblems werden optimale Parameter fiir den Fall mit Kontakt
bestimmt. Man erhilt ein klassisches Newmark Verfahren mit den Parametern v =
B = % Wenn die Zeitschrittlinge so gewahlt wird, dass der Kontakt genau zum Zeit-
punkt eines Zeitschritts auftritt, gibt es eine Menge P, von Parametern fiir das G-«
Verfahren, die optimal sind. Die zusitzliche Voraussetzung ist der Grund, warum
die Losungen fiir dynamische Hindernisprobleme unter Verwendung der Parameter
P, nur in Spezialfillen verniinftig sind. Deshalb ist im allgemeinen das Newmark
1

Verfahren mit den Parametern v = 3 = 5 zur Losung von dynamischen Hindernis-

problemen vorzuziehen.

Bei numerischen Rechnungen fiir dynamische Signorini Probleme wird kein Unter-
schied zwischen den beiden Verfahren festgestellt. Auch ist eine genaue Wahl der
Zeitschrittldnge in den Beispielen fiir das G-« Verfahren mit den Parameter P, nicht
notig. Somit ist das G- Verfahren mit den Parametern P, aufgrund der numerischen

Dissipation zur Diskretisierung von dynamischen Signorini Problemen vorzuziehen.

Bei allen Rechnungen werden bisher Reibungseffekte vernachlissigt. Diese Effekte
erfordern die Formulierung eines Reibungsfunktional, das nicht differenzierbar ist.
Deshalb ist eine Regularisierung des Reibungsfunktionals erforderlich. Dabei entste-
hen zusétzliche Regularisierungsfehler in der Diskretisierung. Zudem wird nur der
Kontakt mit einem festen Untergrund betrachtet. Der Fall des dynamischen Kon-
takts zwischen zwei oder mehr Kérpern ist noch zu betrachten. In [15, 16, 21, 23]

findet man verschiedene Ansétze zur Losung solcher Probleme.
105
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Fiir die Diskretisierung der Probleme mit Kontakt wird eine kleinere Zeitschrittlange
als im Fall ohne Kontakt verwendet. Damit wird der Aufwand fiir die Berechnung
einer Losung erheblich grofer. Um den Aufwand zu senken bieten sich verschiede-
ne Vorgehensweisen an. Die Zeitschrittlinge und die Parameter des G-a Verfahrens
konnen im Verlauf der Rechnung an das Problem angepasst werden, wodurch die
Anzahl der Zeitschritte reduziert wird. In jedem Zeitschritt ist ein endlich dimen-
sionales Minimierungsproblem zu l6sen. Die Dimension dieses Problems kann durch

eine Gitteradaption reduziert werden.

Uberlegungen zu Zeitschrittverfahren mit variabler Schrittweite und variablen Pa-
rametern findet man in [11]. A posteriori Abschitzungen und Gitteradaption fiir
lineare elliptische Probleme sind unter anderem in [28] beschrieben. Der Fall fiir

statische Hindernisprobleme wird zum Beispiel in [32] betrachtet.
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ANHANG A

Die numerische Rechnung des Modellproblems

In diesem Kapitel werden die Gleichungen zur Bestimmung der numerischen N#he-
rungen an die analytische Lésung von Problem 3.1.1 angegeben. Dabei wird Glei-
chung (3.1.2) verwendet, um " zu bestimmen. Mit den Gleichungen (1.4.3) und

(1.4.4) werden aus u" dann die Werte von a™ und v" abgeleitet.

Aufgrund der Anfangsbedingungen gilt 4! = 0. Damit ergibt sich
1 u® + kv’
@ =——7
Bk>

und

Fiir den zweiten Zeitschritt erhilt man

—2kv°3 (ap — 2) + (u® + k) (ap — 1) (2y + 1) + 208u°
- 26 (ap —1) '
Es gilt entweder u? > 0 oder u? = 0. Fiir v? > 0 gilt

(A.0.1) u? =

O 4%
A.0.2 °o_ W AUk
(A.0.2) a aBﬁk2(aB—1)
und
_ 0 0
(A.0.3) v =0 _ (v+ 1) ap—1) (u’+ %)

ﬁk’ (O./B — 1)

Die Rechnung ist damit abgeschlossen.

Fiir u? = 0 ist
o 2P (u® + 2k0%) — (27 4+ 1) (u® + ko?)

@ = 232k

und

o 2(8—7)% — 28 (y+ 1) u® + (v — 28) vk + (27 + 1) yu°
B 2k 32 '
109
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Fiir den dritten Zeitschritt erhalt man

B (7+%)2 vk (ag — 3) — u°
U3 = T (UO —+ Uok) + op — 1
k(4 (y+Dapg —6y—5)+u’((3+2y)ap —4(y+1))
(A.0.4) B (ap—1) )

Weiter gilt
208 (u® + 2kv%) — (27 + 1) (u® + k)

(4.03) @ =—ap 282k2 (ap — 1)
und
g g0y Wk 2u” 4+ 300k
2k3? k(3
(A.0.6) L (2 45 Bap = 2)) (v +v'k) — 26yap (u + 20°)
2k3? (ap — 1)

Damit ist dieser Fall abgeschlossen. Die numerischen Ndherungen an die Lésung von
Problem 3.1.1 sind somit bekannt.



