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Vorwort

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit Einbettungen von Graphen — auf-
gefafit als eindimensionale Zellenkomplexe — in den dreidimensionalen Raum
R?. Die Betrachtung derartiger Einbettungen stellt in natiirlicher Weise eine
Verallgemeinerung der Knotentheorie dar, in deren Rahmen Einbettungen ei-
ner oder mehrerer Kopien der 1-Sphire S in R® untersucht werden, denn S*
148t sich als (topologischer) Graph interpretieren. Ahnlich wie im Rahmen
der Knotentheorie kénnen Aussagen iiber Finbettungen von Graphen an-
hand von Diagrammen — also Projektionen von R? auf eine geeignete Ebene
— gewonnen werden.

Es werden stets 4-reguldare Graphen betrachtet, d.h. an jeder Ecke eines
solchen Graphen enden vier (nicht notwendig verschiedene) Kanten. Zusatzli-
che Ecken vom Grad zwei sind ebenfalls zugelassen, da die betrachtete Aqui-
valenzklasseneinteilung unter Hinzufiigen oder Weglassen von Ecken vom
Grad zwei erhalten bleibt. In diesem erweiterten Sinne 148t sich S! darstellen
als 4-regulérer Graph ohne Ecken vom Grad vier.

Ein Schwerpunkt der Arbeit liegt in der Untersuchung der Frage, ob sich
ein Teil der sogenannten Tait—Vermutungen ([Tait1898]), der in dem folgen-

den Satz fiir Verkettungen formuliert ist, auf Graphen in R iibertragen 1aft:

Satz 1.5 Sei L eine Verkettung in R® und D ein alternierendes, reduziertes

Diagramm von L mit n Kreuzungen. Dann gilt:

a) FEs gibt kein Diagramm von L mit weniger als n Kreuzungen, d.h. D

ist in minimaler Darstellung.

b) Ist L prim, so besitzt jedes nicht alternierende Diagramm von L mehr

als n Kreuzungen.
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Diesen Satz konnten unabhéngig voneinander Thistlethwaite ([Thist87],
Th. 2 & Cor. 1), Murasugi ([Mura87], Th. A & B) und Kauffman ([Kauf87],
Th. 2.10) beweisen, indem sie Aussagen iiber Verkettungsdiagramme mit
Hilfe einer Polynominvarianten, dem sogenannten Klammerpolynom, herlei-
teten.

Im ersten Kapitel der Arbeit werden zunachst Grundlagen aus der Kno-
tentheorie zusammengestellt, wobei nach der Einfithrung des bereits erwahn-
ten Klammerpolynoms und des Kauffman—Polynoms wesentliche Eigenschaf-
ten dieser beiden Polynominvarianten aufgezdhlt werden. Mit Hilfe der Po-
lynominvarianten ist es moglich, den Beweis von Satz 1.5 zu fithren (siehe
Beweis des Satzes auf Seite 11 und Bemerkung 2 auf Seite 15). Anschlieend
werden Zusammenhénge zwischen Knoten— und Graphentheorie aufgezeigt.

Kapitel 2 ist den sogenannten Kndueln gewidmet. Neben der Entwick-
lung eines Begriffsapparats zur Behandlung von Kné&ueln werden vor allem
zwei Methoden eingefiihrt, die der Berechnung insbesondere von Termen des
Kauffman—Polynoms eines Verkettungsdiagramms dienen: die Summenfor-
mel fir Knduel und das Rekursionsprinzip fir rationale Knduel. Mit Hilfe
von Knéueln werden dann in Kapitel 3 neue Invarianten von Graphen in R>
bzw. deren Diagrammen eingefithrt. Desweiteren werden Eigenschaften fiir
Graphen in R® und fiir Graphendiagramme definiert, die aus der Knoten-
theorie bekannte Begriffe verallgemeinern.

Im vierten und fiinften Kapitel werden alternierende Graphendiagramme
untersucht und Verallgemeinerungen von Satz 1.5 bewiesen. Dabei ist das
vierte Kapitel der Beschéftigung mit dem ,kleinsten® (echten) 4-reguldren
Graphen, dem Achtergraphen, vorbehalten, wéhrend in Kapitel 5 verschiede-
ne Klassen von Graphen mit mehr als einer Ecke vom Grad vier betrachtet
werden.

Besonders danken mochte ich an dieser Stelle Prof. Dr. D. FErle fiir die
Betreuung der Arbeit und allen Freundinnen und Freunden fiir das, was im

Leben wichtiger ist als Mathematik.



Kapitel 1
Knoten und Verkettungen

Eine Verkettung L ist das Bild einer Einbettung von & > 1 disjunkten Kopien
der 1-Sphire St in R?. Ist & =1, so heilit L Knoten. Zwei Verkettungen L,
Ly heiflen dquivalent, wenn ein orientierungserhaltender Hom&omorphismus
h:R?*— R® mit h(L,) = L, existiert.

Elementare Definitionen und Ergebnisse der Knotentheorie finden sich
zum Beispiel in [Bur85] oder [Rolf76]. Im folgenden werden stets zahme Ver-
kettungen in R® und regulére Verkettungsdiagramme betrachtet, d.h. Bilder
von Projektion auf eine geeignete Ebene zuziiglich Uber— und Unterkreu-
zungsinformationen der Doppelpunkte.

Zwei Verkettungsdiagramme D und D’ heiflen dquivalent, D ~ D', wenn
sie sich durch eine endliche Anzahl der Reidemeister—-Bewegungen I-11I und
einen orientierungserhaltenden Homoéomorphismus der Ebene auf sich inein-

ander umformen lassen:

r L= O = (X
n QO = D C
m K e N e

Die Aquivalenzklasse von D wird mit [D] bezeichnet. Zwei Verkettungen sind

genau dann dquivalent, wenn sie dquivalente Diagramme besitzen.

5



1.1

KAPITEL 1: KNOTEN UND VERKETTUNGEN

Grundlegende Eigenschaften von Verket-

tungen und deren Diagrammen

Definition

(i)

(iii)

Eine Verkettung L heifit zerfallend (,split link“), falls eine 2-Sphére
S ~ S%in R?\ L existiert, so dafl keine der beiden Komponenten von
R?\ S mit L leeren Schnitt hat.

L sei eine nicht zerfallende Verkettung. Dann heifit L zusammengesetzt,
falls sich L darstellen 148t als zusammenhingende Summe I = Li# L,

und Ly, Ly keine trivialen Knoten sind; andernfalls heifit L prim.

D sei ein zusammenhéngendes Verkettungsdiagramm. Dann heifit D
zusammengesetzt, D = D1# D,, falls eine einfach geschlossene Kurve
c in R? existiert, die D in genau zwei Punkten transversal schneidet,
so daB jede der beiden Komponenten von R?\ ¢ Kreuzungen von D

enthélt; andernfalls heifit D prim.

Bemerkungen:

1.

Es ist zu beachten, daf} die Begriffe zusammengesetzt bzw. prim nur fiir
nicht zerfallende Verkettungen bzw. zusammenhéngende Verkettungs-

diagramme definiert sind.

Zerfallende Verkettungen kénnen zusammenhéngende Verkettungsdia-

gramme besitzen:

) - OO

Zusammengesetzte Verkettungen kénnen prime Verkettungsdiagramme

)
0 _Q

besitzen:
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4. Zusammengesetzte Verkettungsdiagramme kénnen prime Verkettungen

Definition FEin Verkettungsdiagramm heifit alternierend, falls sich beim

darstellen:

Durchlaufen einer jeden Komponente der Verkettung Uber- und Unterkreu-
zungen jeweils abwechseln. Eine Verkettung heifit alternierend, falls sie ein

alternierendes Verkettungsdiagramm besitzt.

Definition Eine Kreuzung p eines Verkettungsdiagramms D heifit Isthmus,
falls D\ {p} mehr Komponenten als D hat. Besitzt D keinen Isthmus, so
heifit D reduziert.

- GO

Reduzieren eines Isthmus

Bemerkungen:

1. Ein Verkettungsdiagramm, das nicht reduziert ist, &8t sich schrittweise

reduzieren, bis es keinen Isthmus mehr besitzt.

2. FEin alternierendes Verkettungsdiagramm ist auch nach dem Reduzieren

eines Isthmus alternierend.

3. Ein primes Verkettungsdiagramm mit mehr als einer Kreuzung ist re-

duziert.

Satz 1.1 Ist D Diagramm einer Verkettung L, das alternierend und redu-

ziert ist, so gilt:

a) D ist genauw dann zusammenhdngend, wenn L nicht zerfallend ist.
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b) D ist genau dann prim, wenn L prim ist.

Beweis: [Mena84], Th. 1 — Teil a) findet sich auch schon in [Aumas6], Th.
10.2, [Crow59], Th. 5.7, und [Crow59'], Th. 3.6
U

Bezeichnungen: Sind D, D; und D, Verkettungsdiagramme, so bezeichnet

D das gespiegelte Diagramm (iiberkreuzende Stringe werden zu unter-

kreuzenden und umgekehrt),

D1# D, eine zusammenhdngende Summe von Dy und D,

D1 U Dy die disjunkte Summe von Dy und D,

#D die Anzahl der Kreuzungen von D.

1.2 Polynominvarianten fiir Verkettungen

Ist D das Diagramm einer Verkettung in R so seien die Diagramme D, ,
D_, Dy und D., identisch auflerhalb einer ,kleinen® Umgebung einer fest

gewahlten Kreuzung und innerhalb der Umgebung definiert durch:
Ao X =X«
AN / 7N
D+ D_ DO Doo

Definition Fiir ein Verkettungsdiagramm D ist das Klammerpolynom

< D> € Z|A*!] definiert durch die Eigenschaften:
(i) <D>=1, falls D einfach geschlossene Kurve
(i) <Dyy>= &A% <D5>und < Dy >= A7 < D5>

(iii) <Dy>= A<Dy >4+A" <Dg >
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Die Differenz zwischen dem héchsten und dem niedrigsten Exponenten des

Klammerpolynoms heifit Spann und wird mit sp(< D >) bezeichnet.

*

Das Klammerpolynom ist invariant unter den Reidemeister—-Bewegungen
IT und ITI, der Spann des Klammerpolynoms ist invariant unter den Reide-
meister—Bewegungen [-III, und es gelten die folgenden elementaren Figen-

schaften:

Satz 1.2 Sind D, Dy und Dy Verkettungsdiagramme, so gilt:
a) <D>(A) =<D> (A7)
b) <D\#Dy>=<D>-<Dy>

C) <D1|_|D2> = <:>(A2—|—A_2) <D1> . <D2>

Beweis: Teil a) folgt unmittelbar aus der Tatsache, daf} sich in den definie-
renden Relationen des Klammerpolynoms beim Ubergang von D zu D die
Rollen von A und A~' vertauschen. Die Teile b) und c) lassen sich mittels

vollstandiger Induktion nach der Anzahl der Kreuzungen zeigen.

4

Definition Ist D Diagramm einer orientierten Verkettung L und p eine

Kreuzung von D, so ist £(p) € {&1, 1} definiert durch:

K X

+1 <l

Die Verdrillungszahl (,writhe®) von D ist dann
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Eine Invariante beziiglich der Reidemeister-Bewegungen [-11I 1&8t sich

fiir orientierte Verkettungsdiagramme definieren durch:
fo(A) = (eA®) ™D < D>

Denn die Verdrillungszahl ist invariant unter den Reidemeister—-Bewegungen
[I/IIT und andert sich um 41, wenn eine Reidemeister-Bewegung [ angewen-

det wird.

Satz 1.3 Es sei L eine Verkettung in R® und D ein zusammenhdingendes

Diagramm von L mit n Kreuzungen. Dann gilt:
a) sp(<D>) <4n
b) Ist D reduziert und alternierend, so ist sp(<D>)=4n.
¢) Ist D prim und nicht alternierend, so ist sp(<D>) < 4n.

Entsprechende Aussagen gelten fiir fp.

Beweis: siehe [Thist87], Th. 1 & 2, oder [Mura87], Th. 1-3

Korollar 1.4 Fs sei L eine Verkettung in R3, die in k > 1 nicht zerfallende
Komponenten (,split components®) zerfillt, und D ein Diagramm von L mit

n Kreuzungen. Dann gilt:
a) sp(<D>) <4(n+ k1)

b) Ist D reduziert und alternierend, so ist sp(<D>)=4(n+ k &1).

Beweis: D kann hoéchstens k Zusammenhangskomponenten besitzen. Unter
Beriicksichtigung von Satz 1.2 ¢) folgt Teil a) daher unmittelbar aus Satz 1.3
a) und Teil b) aus Satz 1.3 b), da wegen Satz 1.1 ein reduziertes, alternie-

rendes Diagramm von L genau k Zusammenhangskomponenten hat.

4
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Satz 1.5 Sei L cine Verkettung in R® und D ein alternierendes, reduziertes

Diagramm von L mit n Kreuzungen. Dann gilt:

a) FEs gibt kein Diagramm von L mit weniger als n Kreuzungen, d.h. D

ist in minimaler Darstellung.

b) Ist L prim, so besitzt jedes nicht alternierende Diagramm von L mehr

als n Kreuzungen.

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 1.3 und Korollar 1.4.
O

*

Definition Fiir ein Verkettungsdiagramm D ist das Kauffman—Polynom

, pla, z) € Z[a*!, 2*'] definiert durch die Eigenschaften:

(i) , p(a,z) =1, falls D einfach geschlossene Kurve

s _ _ _1
(ii) , pyy =@, psund , p, =a™', p,

(iii) , b+, by = 2( e+, Dy)

Gleichung (iii) wird als Rekursionsformel fir das Kauffman—Polynom be-

zeichnet, und der héchste Exponent in der Variablen z heifit z—Grad von , p.

*

Das Kauffman—Polynom ist invariant unter den Reidemeister—-Bewegun-
gen IT und III, der z—Grad ist invariant unter den Reidemeister—-Bewegungen

[-III, und es gelten die folgenden elementaren Eigenschaften:
Satz 1.6 Sind D, Dy und Dy Verkettungsdiagramme, so gilt:
a) , pla,z) =, D(a_l,z)

b) , p,#D, = D1» Dy
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C) y DiuDy — My D15 Do mit o= <+ (a + a_l)z_l

Beweis: [Kauf90], Lemma 2.6 und Lemma 2.8

Wihrend die Wohldefiniertheit und Invarianzeigenschaften des Klammer-
polynoms elementar nachgerechnet werden koénnen, erfordert der entspre-
chende Nachweis fiir das Kauffman—Polynom wesentlich mehr Aufwand, siehe
Th. 2.3 in [Kauf90].

Eine Invariante beziiglich der Reidemeister-Bewegungen [-11I 1&8t sich

fiir orientierte Verkettungsdiagramme wie beim Klammerpolynom definieren

durch:

Lemma 1.7 Ist D ein Verkettungsdiagramm mit n Kreuzungen und das

Kauffman—Polynom in der Darstellung , p(a,z) = > usa”z*, so gilt:
us 20 = n4r+s gerade

Beweis: siehe [Thist88], Prop. 3 (ii)

Lemma 1.8 Ist D Diagramm einer Verkettung mit ¢ Komponenten, so gilt:
, pli,z) = "D (el) !

Ist das Kauffman—Polynom in der Darstellung , p(a,z) = > ps(a)z®, so ist
demzufolge oo # 0 und ps(i) =0 fiir s # 0.

Beweis: siehe [Thist88], Prop. 3 (i)
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Definition Ein Verkettungsdiagramm besitzt eine Briicke der Linge b oder
b—Briicke, falls b € N (paarweise verschiedene) Kreuzungen existieren, so
dafl beim Durchlaufen einer Komponente der Verkettung diese Kreuzungen

aufeinanderfolgen und alle iiberquert oder alle unterquert werden.

Bemerkung: Ein Verkettungsdiagramm ist also genau dann alternierend,

wenn es keine b-Briicke mit b > 2 besitzt.

Satz 1.9 FEs sei D ein Verkettungsdiagramm mit n > 1 Kreuzungen, wel-
ches zusammenhdngende Summe von Verkettungsdiagrammen Dy, ..., Dy, ist.
Weiter sei b; die Linge der lingsten Briicke von D; firi=1,...,n. Ist das

Kauffman—Polynom in der Darstellung , p(a,z) = > u,sa"z*, so gilt:
Ups 0 = |r|+s<n und s<n&(b+...4+b)
Insbesondere ist also z—Grad(, p) < n k.

Beweis: siehe [Thist88], Th. 4

Korollar 1.10 Ist D ein Verkettungsdiagramm mit n > 1 Kreuzungen, das

eine b—Briicke besitzt, so ist

=Grad(, p) < neb < nel.

Satz 1.9 motiviert die folgende

Definition Es sei D ein Verkettungsdiagramm mit Kauffman—Polynom

s pla,z) = D usa’z® = > ps(a)z®, und Sp(ps) bezeichne den Spann von
. Dann ist die Komplezxitit K(D) definiert durch:

K(D) = max{ s + 55p(p) | g2 # 0)

*
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Die Komplexitét eines Verkettungsdiagramms ist invariant unter den Rei-
demeister—Bewegungen [-111. Wegen Lemma 1.7 ist K(D) ganzzahlig, und
nach Lemma 1.8 und Satz 1.9 gilt fiir jedes Verkettungsdiagramm D mit
n > 0 Kreuzungen:

0 < K(D) < n

Nach Definition ist K(D) > z—Grad(, p). Ist z—Grad(, p) > 1, so folgt aufler-
dem, dal K(D) > z—Grad(, p) + 1 ist, denn wegen Lemma 1.8 kann der zu
z=Grad(, p) gehorige Koeffizient des Kauffman—Polynoms keine Konstante

sein.

Satz 1.11 Es sei D ein Verkettungsdiagramm mit n > 1 Kreuzungen, wel-
ches prim, alternierend und reduziert ist. Dann ist z—Grad(, p) = n<1, und

der zugehorige Summand ist von der Form k(a + a™)z""' mit k € N.

Beweis: sieche [Thist88], Th. 5 und nachfolgende Bemerkungen
U

Bemerkung: Die Voraussetzung von Satz 1.11 a8t sich d&quivalent formulie-
ren durch: D ein Verkettungsdiagramm mit n > 2 Kreuzungen, welches prim
und alternierend ist. Denn es gibt kein reduziertes Verkettungsdiagramm mit
genau einer Kreuzung, und jedes prime Diagramm mit mindestens zwei Kreu-

zungen ist reduziert.

Korollar 1.12 FEin Verkettungsdiagramm D mitn > 2 Kreuzungen, das kei-
ne kreuzungsfreien Komponenten besitzt, ist genau dann prim, alternierend

(und reduziert), wenn z—Grad(, p) = n &1 ist.

Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz 1.11, da wegen Satz 1.6 und Korollar
1.10 immer z—Grad(, p) < n <1 gilt, falls D nicht alle drei Eigenschaften

erfillt.
O

Korollar 1.13 FEs sei D ein Verkettungsdiagramm mit n > 0 Kreuzungen,

welches alternierend und reduziert ist. Dann ist K(D) = n.
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Beweis: Da sich jede Verkettung eindeutig in Primfaktoren zerlegen 1afit (s.
[Bur85], Th. 7.12, und [Hashi58], Main Th.), ist es nach Satz 1.1 méglich, D

darzustellen als
D = (Di#...#D)u.. .U(Di#...#D!),

wobei jedes D; ein primes, alternierendes, reduziertes Verkettungsdiagramm
ist. Nach Satz 1.11 ist K(D;) = #D; (falls #D; = 0 ist, gilt dies natiirlich

ohnehin), und aus

(Satz 1.6) folgt:
K(D) =Y K(Di) =n
0

Bemerkungen:
1. Unter den Voraussetzungen von Satz 1.11 gilt also:
K(D) = z=Grad(, p)+1 = n

Im Gegensatz zum z—Grad des Kauffman—Polynoms ist die Komple-
xitat additiv beziiglich disjunkter und zusammenhéngender Summe von

alternierenden Verkettungsdiagrammen.

2. Aus den Korollaren 1.10, 1.12 und 1.13 folgt unmittelbar Satz 1.5.

1.3 Graphentheoretische Grundlagen

Elementare Begriffe der Graphentheorie kénnen z.B. aus [Tutte84] entnom-
men werden. Ein (abstrakter) Graph GG besteht aus einer Fckenmenge V(G),
einer Kantenmenge E(G) und einer Inzidenzabbildung, die einer Kante e €

E(G) ihre beiden Enden u,v € V(@) zuordnet, wobei Mehrfachkanten und

Schleifen zugelassen sind:
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Definition Ist (¢ ein Graph, so heifit e € F(G)

(i) Mehrfachkante, falls die Enden von e verschieden sind und es minde-

stens eine weitere Kante gibt, welche dieselben Enden wie e hat;

(ii) Sehleife (,loop*), falls die beiden Enden von e identisch sind.

Definition Es sei GG ein Graph.

(i) Ein Weg in G ist eine alternierende Sequenz wg, €1,v1,. .., €., v, von
Ecken und Kanten, so dal v;_1,v; Ecken der Kante e; sind fiir ¢+ =

1,...,r und ¢ # ¢; fiir 1 # j ist.

(ii) Ein Zyklus in G ist ein Weg vg, €1, 01, ..., €., vo mit r > 2, so dafl v; # v;
fiir ¢ #£ j ist.

(iii) G heifit zusammenhingend, falls je zwei Ecken von GG durch einen Weg

verbunden werden konnen.

(iv) Eine Kante e € E(G) heifit Isthmus, falls G\ e mehr Zusammenhangs-

komponenten als GG hat.

*

Der Graph, der durch Zusammenziehen einer Kante e € E(G) entsteht,
werde mit G/e bezeichnet. Fin gewichteter Graph sei stets ein Graph G zu-
sammen mit einer Abbildung o : F(G) — {1, 1}.

Es sei an dieser Stelle erwadhnt, dafl sich die Begriffe zusammenhdngend,
Weg, Zyklus, Zusammenziehen einer Kante fiir abstrakte Graphen ebenso

topologisch deuten lassen, siehe hierzu auch Abschnitt 1.4.

Definition Zu einem Graphen (' ist das Tutte—Polynom xa(x,y) € Z[x,y]
definiert durch die Eigenschaften:

(i) xa =1, falls E(G) =10

(ii) x¢ = rXq,,, falls e € E(G) Isthmus
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(i) x& = yXa\e, falls e € F(G) Schleife

(iv) Xa = Xa\e + Xqy,, falls e € E(G) weder Isthmus noch Schleife

*

Das Tutte-Polynom ist eine Invariante abstrakter Graphen, genaueres
siehe [Tutte84], chap. IX. Zu Verallgemeinerungen des Tutte-Polynoms siehe
auch [Yett90].

Definition Ein zusammenhéngender Teilgraph 7" eines Graphen G heift
Spannbaum, falls T' alle Ecken von (G enthéalt und keine Zyklen oder Schleifen
besitzt.

Definition Sei G ein Graph mit & Kanten, welche mit den Zahlen 1,... &
durchnumeriert sind mittels einer Bijektion 7 : E(G) — {1,...,k}. Ist T ein
Teilgraph von G, so heifit eine Kante

(i) e € T intern aktiv, falls es keine Kante ¢/ € G\ T mit 7(¢') < 7(e)
gibt, so daf} e auf einem Zyklus von T'U ¢’ liegt, und andernfalls intern

inaktiv;

(ii) e € G\ T extern aktiv, falls es keine Kante ¢’ auf einem Zyklus von

T Ue mit 7(¢') < 7(e) gibt, und andernfalls extern inaktiv.

Satz 1.14 Ist GG ein zusammenhédngender Graph, so gilt:
Xa(z,y) = Y @Dy,
TCG

wobei r(T) die Anzahl der intern aktiven und s(T') die Anzahl der extern
aktiven Kanten des Spannbaums T beziiglich einer beliebigen Numerierung

der Kanten von GG bezeichnet.

Beweis: siehe [Tutte84], Th. IX.65
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Definition G sei ein Graph.

(i) Eine Ecke v € V(G) heifit zerlegende FEcke, falls Teilgraphen H und
K von ( existieren, die jeweils mindestens eine Kante besitzen, so daf}

G=HUK und HN K = {v}.

(ii) G heiBt 2—zusammenhdingend, falls G zusammenhangend ist und keine

zerlegende Ecke besitzt.

(iii) Ein Block von G ist ein maximaler 2—zusammenhéangender Teilgraph

von (.

Lemma 1.15 FEin Graph G ist genau dann 2—zusammenhdingend, wenn je

zwet verschiedene Kanten von G auf einem Zyklus liegen.

Beweis: siehe [Tutte84], Th. III.18

Lemma 1.16 Ist GG ein Graph, so gilt:
a) Jede Ecke und jede Kante von G ist in einem Block von G enthalten.
b) Jede Kante von G liegt in genau einem Block von G.

¢) Je zwei verschiedene Blocke von G haben héchstens eine Ecke gemein-

sam.

Beweis: siehe [Tutte84], 111.13 und II1.22

Lemma 1.17 Ist G ein Graph, der keine isolierte Ecke (d.h. keine Zusam-
menhangskomponente, die nur aus einer Ecke besteht) besitzt, so enthdll jeder

Block von G mindestens eine Kante.

Beweis: siehe [Tutte84], I11.16
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Lemma 1.18 [st GG ein 2—zusammenhédngender Graph mit mindestens zwei
Kanten und e € E(G) beliebig, so ist G\ e 2—zusammenhdngend oder G/e

2—zusammenhdngend.

Beweis: siehe [Tutte84], Th. I11.33

so gilt:
a) Besitzt G mindestens eine Kante, so ist vgo = 0.

b) Lifit sich G darstellen als Vereinigung zweier Teilgraphen H und K,
die keine Kante und héchstens eine FEcke gemeinsam haben, so gilt
XG = XH * Xk-. Besitzen H und K jeweils mindestens eine Kante, so

ist auflerdem vy 9 = vo1 = 0.

Beweis: Teil a) 143t sich leicht mittels vollstandiger Induktion nach Anzahl
der Kanten von (i zeigen. Teil b) folgt aus Teil a) und [Tutte84], Th. IX.60.
O

1.4 Zusammenhinge zwischen Knoten— und

Graphentheorie

Als sehr fruchtbar fiir die Knotentheorie hat sich das von Carl Bankwitz
eingefithrte Konzept erwiesen, Verkettungsdiagrammen Graphen zuzuord-
nen. Im folgenden wird die Konstruktion kurz beschrieben, fiir Details siehe
[Bank30], S. 145/146, [Aumab6], S. 377/378, oder [Bur85], S. 16.

Ein zusammenhdngendes Verkettungsdiagramm zerféllt in Gebiete, die
sich schwarz und weifl farben lassen, so dafl keine zwei Gebiete gleicher Far-
be eine Kante gemeinsam haben und das unbeschrinkte Gebiet weify ist.

Beziiglich einer solchen Farbung heifit dann eine Kreuzung positiv, falls der
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iiberkreuzende Strang beim Drehen gegen den Uhrzeigersinn auf den unter-

kreuzenden Strang ein schwarzes Gebiet {iberstreicht, andernfalls negativ:

'S =
A A

positiv negativ

Jedem schwarzen Gebiet wird eine Ecke und jeder Kreuzung des Diagramms
eine Kante zugeordnet. Die Enden einer Kante sind die beiden (nicht not-
wendig verschiedenen) Ecken der schwarzen Gebiete, welche an die Kreuzung
grenzen. Der so definierte Graph wird zu einem gewichteten Graphen, indem
einer Kante der Wert +1 zugeordnet wird, falls die zugehorige Kreuzung
positiv ist, und der Wert <1, falls die Kreuzung negativ ist.

Fiir nicht zusammenhéngende Verkettungsdiagramme wird der Graph als
disjunkte Vereinigung der zu den einzelnen Komponenten des Diagramms
gehorigen Graphen definiert.

Der auf diese Weise konstruierte Graph ist ein planarer Graph, dessen
Einbettung in die Ebene so gewahlt werden kann, dafl sich die Ecken im In-
neren der schwarz gefdarbten Gebiete befinden und die Kanten genau einen
Schnittpunkt mit den Radndern — nadmlich einen Kreuzungspunkt — haben

und ansonsten ebenfalls ganz im Inneren der Gebiete liegen:

Daraus l&8t sich ersehen, daf jedem Verkettungsdiagramm genau ein planarer
Graph zugeordnet ist und auch umgekehrt aus jedem in die Ebene eingebet-
teten gewichteten Graphen eindeutig ein Verkettungsdiagramm konstruiert
werden kann.

Werden die Farben Schwarz und Weif} in der Schwarz/Weii—Farbung des
Diagramms vertauscht, liefert eine analoge Konstruktion den zum urspriing-
lichen Graphen (geometrisch) dualen Graphen. Die beiden Graphen sind im
allgemeinen nicht zueinander isomorph. Fiir die weiteren Betrachtungen wird

es jedoch in der Regel unerheblich sein, welcher der Graphen bzw. welche
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der beiden moglichen Schwarz/Weill-Farbungen gewéhlt wird. Durch diese
Wahlmoglichkeit kann man sich von der Auszeichnung eines bestimmten Ge-
bietes des Diagramms als das unbeschrinkte Gebiet befreien, d.h. es kann
ein beliebiges Gebiet des Diagramms als das unbeschriankte angenommen

werden.

Bemerkung: Ein Verkettungsdiagramm ist genau dann alternierend, wenn
die Kreuzungen einer jeden Komponente nach Schwarz/Weill-Farbung des

Diagramms alle positiv oder alle negativ sind.

Lemma 1.20 Fs sei D ein zusammenhdngendes Verkettungsdiagramm mit
n > 0 Kreuzungen und G der zugehérige Graph. Dann ist D genau dann

prim, wenn G 2—zusammenhdngend ist.

Beweis: Der Beweis des Lemmas 148t sich rein algebraisch fithren, indem
ein bemerkenswerter Zusammenhang zwischen dem Kauffman—Polynom ei-
nes alternierenden Verkettungsdiagramms und dem Tutte-Polynom des zu-
gehorigen Graphen ausgenutzt wird.

Da die Figenschaft ,prim* eines Verkettungsdiagramms unabhéngig da-
von ist, ob die einzelnen Kreuzungen bzgl. einer Schwarz/Weill-Farbung po-
sitiv oder negativ sind, geniigt es, die Behauptung fiir alternierende Ver-
kettungsdiagramme zu zeigen, deren Kreuzungen beziiglich einer gegebenen
Schwarz/Wei-Farbung alle positiv sind. Fiir n € {0,1} ist D immer prim
und G immer 2—zusammenhdngend, daher sei im folgenden n > 2.

Sind dann Kauffman- bzw. Tutte-Polynom in der Darstellung , p(«a,z) =
Y ops(a)z? und vz, y) = > vesa"y®, so gilt nach [Thist88], Th. 5 und nach-
folgender Bemerkung (zum Fall n = 2):

Pn-1(a) = Ul,oél_1 + vo,1a

Wegen Korollar 1.12 ist D also genau dann prim, wenn v; g > 0 oder vg; > 0
gilt.

Ist nun G nicht 2—zusammenhéngend, so zerfillt G in mehrere Blocke, die
nach Lemma 1.17 jeweils mindestens eine Kante enthalten. Daher ist nach

Lemma 1.19 b) v19 = vo1 = 0.
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Ist andererseits G 2—zusammenhéngend, so 1t sich induktiv zeigen, daf
v1,0 = vo1 > 0. Fiir n = 2 lassen sich die (bis auf Isomorphie) verschiedenen

zusammenhangenden Graphen leicht angeben:

OO0 O— &

Offensichtlich ist nur der dritte Graph 2—zusammenhéngend, und er besitzt
das Tutte-Polynom yg(z,y) =2 +y, d.h. v19 =ve1 = 1.

Ist n > 3 und die Aussage fiir alle Graphen mit héchstens n <1 Kanten
gezeigt, so folgt die Behauptung mit Lemma 1.18 aus der Rekursionsformel
XG = Xac\e + Xgy, fiir eine beliebige Kante ¢ € F(G), die wegen des 2-

Zusammenhangs von G kein Isthmus und keine Schleife sein kann.

4

Bemerkung: Der Beweis von Lemma 1.20 148t sich auch geometrisch fiithren.
Denn ist G nicht 2—zusammenhéngend, so zerfallt der Graph nach den Lem-
mata 1.16 und 1.17 in mehrere Blécke, die jeweils mindestens eine Kante
enthalten; und ist D nicht prim, so existiert eine einfach geschlossene Kurve
¢, die D in genau zwei Punkten transversal schneidet, so dafl in Innen- und
AuBlengebiet von R?\ ¢ Kreuzungen von D liegen. Die Kurve ¢ 148t sich so
wahlen, daf} sie die planare Finbettung von G in genau einer Ecke schneidet,

so dafl in den beiden Gebieten von R?\ ¢ Kanten von G liegen:
@ R~

Dies ist natiirlich fiir alle Situationen, die durch die méglichen Farbungen

der einzelnen Gebiete entstehen, zu iiberpriifen.

*

Im allgemeinen kann ein planarer Graph verschiedene Einbettungen in

die Ebene besitzen, und die zugehorigen Verkettungsdiagramme kénnen in
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verschiedenen Aquivalenzklassen liegen (Mutation!). Fiir das Kauffman- und

das Klammerpolynom gilt jedoch:

Satz 1.21 Das Kauffman—Polynom eines Verkettungsdiagramms D hingt
nur von dem Isomorphietyp des zu D gehdrigen gewichteten planaren Gra-

phen ab und nicht von der Finbettung des Graphen in die Fbene.

Beweis: siehe [Lip90], Lemma 8

Korollar 1.22 Das Klammerpolynom eines Verkettungsdiagramms D hingt
nur von dem Isomorphietyp des zu D gehdrigen gewichteten planaren Gra-

phen ab und nicht von der Finbettung des Graphen in die Fbene.

Beweis: Das Klammerpolynom lafit sich mit Hilfe des Kauffman—Polynoms

ausdriicken (siehe [Kauf88], S. 222 unten):

<D>=, p(eA’ A+ A7

*

Uber die Darstellung des Tutte—Polynoms mit Hilfe von Spannbiumen
fand Thistlethwaite einen Zusammenhang zwischen dem Klammerpolynom
eines Verkettungsdiagramms und dem zum Diagramm gehorigen Graphen.
Dazu werden die Kanten des Graphen wieder mit den Zahlen 1,... |E(G)|
durchnumeriert. Beziiglich eines Spannbaums 7' C GG wird jeder Kante e €
E(G) ein Zustand zugeordnet, welcher jeweils durch eines der Symbole L,
D, 0, d, L, D, {, d bezeichnet wird. Ist e eine positive Kante, so hat sie den
Zustand L bzw. D, falls e € T aktiv bzw. inaktiv ist, und den Zustand /¢
bzw. d, falls e € G\ T aktiv bzw. inaktiv ist. Fiir negative Kanten werden
vollig analog die Zustande L, D, (,d definiert.
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Ist nun ein Spannbaum 7; gegeben, so ordne einer Kante e¢; € G je nach
oben beschriebenem Zustand ein Element p;; € Z[A, A™'] gemif der folgen-
den Tabelle zu:

Zustand von e; L D i d L D i d
Lis SAT? A A3 AT o4 AT =43 A

Dann gilt:

Satz 1.23 Fir ein zusammenhdngendes Verkettungsdiagramm D st

<D>= Z H [ij s
T,CG e;€E(G)
wobei die Summe tber alle Spannbiume von G lduft. Insbesondere ist der

Term auf der rechten Seite unabhingig von der gewdhlten Numerierung.

Beweis: siche [Thist87], S. 305/6

Bemerkungen:

1. Der Term auf der rechten Seite der Gleichung von Satz 1.23 148t sich als
gewichtetes Tutte—Polynom X € Z[A*!] des zusammenhingenden Gra-
phen G interpretieren. Fiir einen nicht zusammenhangende Graphen ¢
mit Zusammenhangskomponenten Gy,..., Gy ist das Tutte-Polynom

als
k

Xo = (847 A7) HYGi

=1
zu definieren, damit sich Satz 1.23 auf beliebige Verkettungsdiagramme

verallgemeinern 1Bt (siehe Lemma 1.2 ¢)).

2. Vertauschen der Farben einer Schwarz/Weil—Farbung entspricht dem
Ubergang des Graphen (' zu seinem (geometrischen) Dualgraphen G*.
Es gilt X = Xg» (siehe [Thist87], S. 306), d.h. das verallgemeinerte
Tutte-Polynom und damit auch das Klammerpolynom ist unabhéngig

von der Schwarz/Weil-Farbung des Diagramms.
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*

Jeder Spannbaum von G entspricht nach Satz 1.23 einem Monom des
Klammerpolynoms. FEin Spannbaum heif}t mazimal, falls der Exponent des
zugehorigen Monoms maximal ist unter allen derartigen Exponenten, und
minimal, falls der Exponent des Monoms minimal ist. Natiirlich brauchen
die Exponenten von maximalen oder minimalen Spannbdumen nicht dem
maximalen bzw. minimalen Exponenten des Klammerpolynoms zu entspre-
chen, denn es existieren méglicherweise mehrere solche Spannbaume, deren

Monome unterschiedliches Vorzeichen haben und sich autheben.

*

Thistlethwaite entdeckte auch einen Zusammenhang zwischen dem Kauff-
man—Polynom eines Verkettungsdiagramms und dem zum Diagramm gehori-
gen Graphen, mit dessen Hilfe sich die folgende Spezialisierung von Satz 1.9
zeigen 1aft. Zuvor noch einige Festlegungen.

Ist G ein gewichteter Graph, so bezeichne (G den Teilgraphen von G, der
aus samtlichen Ecken von G und den positiven Kanten von G besteht. Der
Graph G entstehe aus ¢ durch Zusammenziehen aller negativen Kanten

von (. Entsprechend werden Graphen G/ und G_ aus G konstruiert.

Satz 1.24 Seit D ein zusammenhdngendes Verkettungsdiagramm mit n > 1
Kreuzungen und zugehérigem Graphen (. Das Kauffman—Polynom von D

sei in der Darstellung , p(a,z) =Y u,sa"z° gegeben.
a) Besitzt Gy einen Isthmus oder G_ eine Schleife, so gilt:

us 20 = r4s<n

b) Besitzt G_ einen Isthmus oder Gy eine Schleife, so gilt:

us 70 = Er4s<n

Beweis: [Thist88'], Th. 1 und Cor. 1.1
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Korollar 1.25 Sei D ein zusammenhdngendes Verkettungsdiagramm mit
n > 1 Kreuzungen und zugehérigem Graphen G. Das Kauffman—Polynom
von D sei in der Darstellung , p(a,z) = > u.sa"z° gegeben. Besitzt dann
Gy oder G_ einen Isthmus oder besitzt Gy oder G_ eine Schleife, so ist
K(D) < n.

O



Kapitel 2

Knauel

2.1 Grundlegende Definitionen

Knéauel werden im Sinne Conways als Teile von Verkettungsdiagrammen defi-
niert (siehe [Con70]). Fiir die weiteren Betrachtungen sei ohne Einschrankung
die Projektionsabbildung p, die einer Verkettung ihr Diagramm zuordnet, in

der Form p: R® — R? (x,y,2) — (z,y,0) gegeben.

Definition Eine Kreisscheibe in einem Verkettungsdiagramm, deren Rand
die Projektion der Verkettung in genau vier Punkten transversal schneidet,

heilt Anduel und wird symbolisch dargestellt durch:

a b

Zwei Knéuel heiflen dquivalent, wenn sie durch endlich viele Reidemeister—
Bewegungen vom Typ I-III und einen Hémdéomorphismus der Kreisscheibe

auf sich, welcher den Rand festlaft, ineinander iibergehen.

*

Der Buchstabe L gibt die ,Lage“ des Knéduels an, d.h. die Bezeich-
nung der Punkte a, b, ¢, d ist durch das ,L“ eindeutig festgelegt (und umge-
kehrt). Die Bedeutung wird anhand der nachfolgend definierten Operationen

27
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deutlich werden. Ist der Buchstabe gestrichelt dargestellt, so wird dadurch
symbolisiert, daf} die ,,Riickseite® der Kreisscheibe zu sehen ist.

Die Koordinatenachsen der Projektionsebene seien derart gewéahlt, dafl
der Nullpunkt Mittelpunkt der Kreisscheibe ist und die Punkte a, b, ¢, d auf
den Winkelhalbierenden liegen. Dann entstehen aus einem Knéuel ¢ durch

Drehung um 180° um eine der drei Koordinatenachsen die Knéauel ¢, ¢, und

t,:

W-d W B

Werden jeweils zwei verschiedene dieser Operationen hintereinandergeschal-

tet, so ergibt sich die dritte, also zum Beispiel ¢, = ¢,.

Definition Sind s und ¢ Knéuel, so werden die Verkniipfungen ,,+“ und

, + * definiert durch:

S t S t
s+t s-t=st

Bei der Verkniipfung .,-* wird das Knduel s um 180° um die Winkelhalbieren-
de {(z,y,0) € R® | y = ©x} gedreht und an der Projektionsebene gespiegelt

(d.h. Uber- und Unterkreuzungen werden vertauscht).

Einige ausgezeichnete Knéuel sind:

~ ) X X
0 o0 1 sl=1

Definition (i) Die Knduel 0,n =1+...+1und m =1+ ...+ 1 heiflen
ganzzahlig.

(ii) Ist ein Knéuel ¢ von der Form ¢ = a;...a, mit ganzzahligen Kn&ueln
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ai,...,a, oder ist t = oo, so heifit ¢ rational. Die Menge aller rationaler

Knauel wird mit K bezeichnet.

(iii) Die rationalen Kné&uel lassen sich in drei verschiedene Klassen einteilen,
je nachdem ob der in a endende Strang mit dem in b, ¢ oder d endenden
Strang verbunden ist. 0, 1 und oo sind Représentanten der verschiedenen

Klassen, welche daher mit Kq, K1 und K, bezeichnet werden.

*
Einem rationalen Kn&uel a; ...a, mit a; # 0,...,a,-1 # 0, falls n > 2,
wird durch den Kettenbruch
1
an —I_ 1
Ap—1 +...+ T
as + a5

eine Zahl aus Q U{oo} zugeordnet. Es 1aBt sich zeigen, daf zwei Kniuel genau
dann aquivalent sind, wenn die Werte der Kettenbriiche gleich sind (siehe
[ConT0], S. 331/332, oder [Bur85], S. 196). Daher wird im weiteren Text ein
rationales Knéduel r mit dieser Zahl identifiziert, d.h. die Schreibweise r > 0
bedeutet zum Beispiel, dafl der zu r gehorige Kettenbruch positiven Wert
(# o0) hat. Desweiteren gilt:

Lemma 2.1 Jedes rationale Knduel aus K\ {0,00,1,1} lipt sich darstellen
in einer Normalform ay ... a,, so daf$ gilt: |a1| > 2,a1 #0, ..., a1 # 0 und
alle a; > 0 oder alle a; < 0 firi € {1,...,n}. Die Normalformdarstellung
ist eindeutig bestimmt, d.h. es gilt:

ar...a,=by...b, = m=nunda;=b;firi=1,...,n

Beweis: siehe [Con70], S. 332, oder auch [Sawo91], Sdtze 3.8 und 3.10
U

Bemerkung: Nach Lemma 2.1 liegt in der Aquivalenzklasse eines jeden ra-
tionalen Kn&uels r immer ein Reprasentant v in Normalformgestalt. Sind r
und " Teile von Verkettungsdiagrammen D bzw. D', die auflerhalb der zu

den Knéueln gehorigen Kreisscheiben identisch sind, so unterscheiden sich
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die jeweiligen Klammer— und Kauffman—Polynome der Diagramme lediglich
durch einen Faktor (<A®)? bzw. af mit p € Z voneinander. Der Spann des
Klammerpolynoms, z—Grad des Kauffman—Polynoms und Komplexitat von
D und D’ sind sogar identisch. Daher treten im weiteren rationale Knauel
in der Regel in Normalformgestalt auf, sofern dies keine Beschrankung der

Allgemeinheit bedeutet.
Lemma 2.2 Fir jedes rationale Knduel t gilt:

t=ty =1, =1,

Beweis: siehe [Sawo91], Satz 3.13 (a)

Definition Ist ¢ ein Knéuel, so werden die Verkettungsdiagramme N (¢) und

D(t) definiert durch:

o — W@ 0)

Bemerkung: Ein Knéduel ¢ ist genau dann zusammenhéangend, wenn N(t)

und D(t) beide zusammenhéngend sind.

Definition Ein Knéauel ¢ heifit alternierend, falls N(¢) und D(t) beide al-

ternierend sind.

Definition Ein zusammenhingendes Knauel ¢ heifit

(i) lokal zusammengesetzt (,locally knotted“), wenn N(¢) und D(t) beide

zusammengesetzt sind, und andernfalls lokal prim;

(ii) zusammengesetzt, wenn N(t) oder D(t) zusammengesetzt ist, und an-

dernfalls prim.
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Lemma 2.3 Fin zusammenhdngendes Knduel t ist genau dann lokal prim,

wenn N(t+ 1) prim ist.

Beweis: Die Eigenschaft ,prim® ist unabhingig von einer Anderung der
Uber- und Unterkreuzungsinformationen eines Diagramms. Daher geniigt es,
die Aussage fiir den Fall zu zeigen, dafl ¢ + 1 alternierend ist. Da das Kné&uel
t zusammenhéngend ist, besitzt es mindestens eine Kreuzung und das Dia-
gramm D = N(t + 1) n > 2 Kreuzungen. Nach Korollar 1.12 ist D genau
dann prim, wenn z-Grad(, p) = n <1 gilt. Fiir n = 2 ist ¢ lokal prim und
z=Grad(, p) = 1, d.h. die Behauptung gilt. Sei also n > 3.

Die Rekursionsformel fiir das Kauffman—Polynom, angewendet auf die

Kreuzung von D, die nicht zu ¢ gehort, ist von der Form:

7D:7D+:<:>7D_+Z(7D0+7Doo)

D_ ist nicht alternierend und besitzt somit eine 2-Briicke, d.h. nach Satz 1.9
ist z=Grad(, p_) < n <2. Daher ist z—Grad(, p) = n <1 genau dann erfiillt,
wenn z—Grad(, p,) = n <2 oder z=Grad(, p..) = n <2 ist. Wegen Korollar
1.12 ist dies genau dann der Fall, wenn Dy = N(t) oder Do, = D(t) prim,

d.h. ¢ lokal prim ist.
O

Bemerkungen:

1. Ein zusammenhéngendes Knéuel ¢ ist genau dann lokal zusammenge-
setzt, wenn im Inneren der zu ¢ gehérigen Kreischeibe D ~ ID? eine
einfach geschlossene Kurve ¢ existiert, die ¢ in genau zwei Punkten
transversal schneidet, so dafl jede der beiden Komponenten von D \ ¢
Kreuzungen von ¢ enthélt. Denn ist ¢ lokal zusammengesetzt und somit
nach Lemma 2.3 N (¢ 4+ 1) zusammengesetzt, so zerfallt die Ebene ohne

den Rand von D und die im Komplement von D liegenden Strénge von

N(t+ 1) in finf Gebiete:



32 KAPITEL 2: KNAUEL

Mit Hilfe des Satzes von Jordan—Schonflies 148t sich leicht erkennen,
daf} eine einfach geschlossene Kurve, die das Diagramm in genau zwei
Punkten transversal schneidet und nicht im Inneren von D liegt, derart
deformiert werden kann, daf} sie ganz im Inneren eines der fiinf Gebiete

verlauft.

2. Ein zusammenhéngendes Knauel ¢ ist genau dann lokal prim, wenn
einer der beiden Graphen zu N(t) und D(t) 2—zusammenhéngend ist
(siehe Lemma 1.20).

3. Rationale Knéuel in Normalformgestalt sind alternierend.

4. Rationale Knauel mit mindestens einer Kreuzung sind lokal prim (siehe
Korollar 2.11), und rationale Knduel mit mindestens zwei Kreuzungen

sind zusammengesetzt:

2.2 Eine Summenformel fiir Knauel

Im Verlauf dieses Abschnitts wird eine Formel zur Berechnung des Kauffman—

Polynoms von N(s 4+ t) angegeben, wobei s und ¢ beliebige Knéuel sind.

o
O ..,

N(S—I—t):(s—l—t)N

Mit sV, s, s, sX werden die abgebildeten Verkettungsdiagramme bezeich-

net:
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SR

A=, fiir i € {N,D, X, X} seien die zugehérigen Kauffman-Polynome,
und analog werden tV, ¢, X, X bzw. BN, BP BX, BX definiert. Ist des-
weiteren =<l + (a+a Mz bund 7:= 14 (e +a 1) (2 &271), so gilt fiir

das Kauffman—Polynom die folgende Summenformel fir Knduel:

Sla+a (1322 +(a+a )z (A+ B)N

pr <a? ler ol eap BN
= (AN, AP A% l&r Ut Sa*  asalp BY
atsap asaty prel BX

=M

Die obige Formel 148t sich mit Hilfe der Skein—Theorie aus [Lick87] her-
leiten, analog zu der entsprechenden Formel fiir das verallgemeinerte Jones—

Polynom ([Lick87], Proposition 12).

Ausmultiplizieren der Eintrage von M und Ausklammern von <{a + a_l)

liefert die folgende Gestalt der Matrix <(a + o)~ M:

z—a—2z" +(at+a"1)z7? z—z~1 —14az"!
z—z—1 z—a_1—22_1—|—(a—|—a_1)z_2 —14a~ 171
—14az"! —14aq~ 1271 227 —(a+a~1)z72
z z -1 —a—22_1—|—(a—|—a_1)z_2 —z1 az—1
= z z -1 + —z1 —a_1—22_1—|—(a—|—a_1)z_2 a=1lz71
-1 -1 2271 az—1 a—1,—1 ~(ata—1)z"2

Die erste der beiden Matrizen in der Summe gestattet die nachstehenden
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Umformungen:
z z ol BN
(AN, AP AN 2 2 sl BP
sl el 2271 BX

Damit ergibt

2(BN 4+ BP) BX
= (AN, AP, A%) z(BY + BP) &BX
(BN + BP) 4+ 2:71BX

= (AN, AP AY) BX
="Y(BY &BY)
= + AP ez X4
(AN AD IAX)BX IAXBX
— Z—IAYBY_I_ L1 AX pX

sich die Darstellung der Summenformel, die im weiteren Text

verwendet wird:

Satz 2.4 Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

(a+a 1322+ (a+a)z7?)(A+ B)N
= UAXBY 42 AYBY 20 AN BN 4 ax AN BY a AP B
4+ a127TAXBD 4 g tANBY 4171 AP BX &(a+ a_l)Z_ZAXBX
& 2:7ANBYN @ TAVNBP o AP BY w271 AP BP
+ (a+ a_l)z_zANBN + (a + a_l)z_zADBD

Beweis: Wegen der Rekursionsformel fiir das Kauffman—Polynom geniigt

es, die Richtigkeit der Summenformel fiir je zwei Knéduel aus {0,00,1} zu

tiberpriifen, was durch einfaches Nachrechnen geschieht.

4

Bemerkung: An der Gestalt der linken Seite der Summenformel fiir Knéuel

erkennt man, daff sich die Summanden von (A + B)N mit hoéchstem und

zweithdchstem Exponenten in der Variablen z direkt aus den entsprechenden

Summanden auf der rechten Seite ablesen lassen.



KAPITEL 2: KNAUEL 35

*

Mit Hilfe der Summenformel fiir Knéuel lassen sich recht schnell einige

Eigenschaften des Kauffman—Polynoms herleiten:

Definition (i) Sind s und ¢ Knauel und D = N(s+t), so heifit D' = N(s+t;)
fiir ein 7 € {h,t,r} ein Mutant von D, und der Ubergang von D zu D’ heifit
Mutation.

(ii) Ist ¢ ein Knéuel, so heifit der Ubergang von 1+t zut,+1 bzw. von 1 +1
zu t, + 1 oder jeweils umgekehrt . flype*:

YOI G-

t ty

(Zur Herkunft des Begriffes ,flype“ siehe die Erlauterung in [Mena93], S.
113.)

Lemma 2.5 a) Das Kauffman—Polynom eines Verkettungsdiagramms D =

N(s +1) ist invariant unter Mutation.

b) Das Kauffman—Polynom eines Verkettungsdiagramms ist invariant unter

Anwendung von ,flypes®, d.h. fiir belicbige Knduel s und t gilt:

» N(s+14t) = 5 N(s+tp+1) und » N(s+1+t) — » N(s+tp41)

¢) t1,..., 1, seien beliebige Knduel. Dann ist das Kauffman—Polynom von
N(ty1+ ...+ tg) unabhingig von der Reihenfolge der t;, d.h. das Kauffman—
Polynom von N(t,y+ ...+ to)) ist identisch fir jede Permutation o auf

{1,...,k}.
Beweis:

zZu a):
Versehe das Knauel ¢ mit einer beliebigen Orientierung. Mit ¢ € {h,¢,r} gilt

dann fiir die orientierten Kauffman-Polynome
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denn " und ¢V bzw. tP und tP sind jeweils Diagramme dquivalenter Ver-
kettungen in R®. Da auBerdem auch die Verdrillungszahlen von ¥ und #¥
invariant unter der Mutation bleiben, folgt auch fiir das jeweilige Kauffman—

Polynom:

Unter Berticksichtigung der Invarianz des Kauffman—Polynoms unter den fol-

genden Umformungen

_,g\ﬂﬂi@
B

folgt mit dem gleichen Argument auch:

» tX Ty X

Die Behauptung ergibt sich nun unmittelbar aus der Summenformel fiir

Knéuel.
zu b):
Ein ,flype* 148t sich Darstellen als Hintereinanderschaltung von zwei Muta-
tionen:
[ t, iy
— —
> - (AT -
1+ (T+t),=t+1 toy +1 =1, +1

Nach Teil a) gilt somit

? N(s+14t) — 5 N(s+(T4+)r) = 5 N(s+tr+1) — 2 N(s+tro+1) — 3 N(s+tp+1)

und entsprechend fiir 1 anstelle von 1.
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ZUu c):

Zeige die Aussage mittels vollstandiger Induktion nach k. Fir £ = 1 ist die
Behauptung sicherlich erfiillt. Sei also k& > 2 und die Behauptung gezeigt
fiir Summen von k <1 Kndueln. Fiir ¢ = 0 ist die Aussage nach Indukti-
onsvoraussetzung erfiillt. Fiir ¢, = oo ergibt sich das Kauffman—Polynom als
Produkt der Kauffman-Polynome von tP. ... tP  und ist somit unabhingig
von der Reihenfolge der ¢;. Fiir {5 = 1 148t sich das Knéuel ¢; mittels eines
»lypes® an eine beliebige Position beférdern, so dal zusammen mit den Tei-
len a) und b) die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung folgt. Unter
Benutzung der Summenformel fiir Knéuel ergibt sich nun die Aussage fiir

eine beliebige Wahl von .
O

Bemerkung: Teil ¢) von Lemma 2.5 folgt auch mit Satz 1.21, da die zu
N(tg(1)+...+g(k)) gehorigen Graphen alle vom gleichen Isomorphietyp sind.

Lemma 2.6 s und t seien lokal prime Knduel. Ist s+t alternierend mit n
Kreuzungen, so gilt

7=Grad(, Ns41)) =n <1,
und der zugehérige Summand des Kauffman—Polynoms ist von der Form

Vomitk > 0.

k(a + a_l)zn_
Beweis: Verwende im folgenden die Bezeichnungen von Satz 2.4. Da s 4 ¢

X X

alternierend ist, sind entweder s* und ¥ beide alternierend oder s* und

tX beide alternierend. Wegen Lemma 1.6 a) geniigt es, den ersten Fall zu

betrachten.

Hat s genau k > 2 Kreuzungen, so ist nach Voraussetzung s” oder s”

prim, alternierend und reduziert, und die Summanden mit Exponenten k<1
in der Variablen z in den zugehoérigen Kauffman—Polynomen lassen sich nach

Satz 1.11 darstellen in der Form sy (a + a_l)zk_l bzw. kp(a+ a_l)zk_l mit

kn,kp > 0und ky+rp > 0. Da das (nicht alternierende) Diagramm X eine

2-Briicke besitzt, gilt z <Grad(AY) < k <1. Wegen der Rekursionsformel

AY 4 AX = (AN 4 AD)
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ist daher z &Grad(A*) = k, und der zugehérige Summand ist von der Form
kx(a+a')z¥ mit ky = ky + kp > 0. Hat s genau eine Kreuzung, d.h. ist
s = 1, so gilt die Aussage iiber das Kauffman-Polynom von s* ebenfalls (mit
kx = 1).

Da sich vollig analog fiir ¢ anstelle von s argumentieren 1a8t, folgt, dafl
z & Grad(BY) = n &k und daher 2z & Grad(z7'AYBY) = n &1 ist mit
zugehérigem Summanden von der Form k(a + a™')?2"7! fiir ein & > 0.
Wegen der 2-Briicken von s% und ¥ (beide sind nicht alternierend) ist
z @Grad(z_lAyBy) < n <3, und alle anderen Summanden auf der rechten
Seite der Summenformel fiir Knéuel sind ebenfalls von geringerem z—Grad

als der Term z7'AX BX. Somit folgt die Behauptung aus Satz 2.4.
O

Korollar 2.7 Sind s und t lokal prime Knduel, so ist N(s+1) prim und das
Knduel s + 1t lokal prim.

Beweis: Da die Eigenschaft ,prim“ unter Vertauschung von Uber- und Un-
terkreuzungen erhalten bleibt, geniigt es, die Aussage fiir den Fall zu zeigen,
daBl s 4 t alternierend ist. Dann folgt wegen Korollar 1.12 unmittelbar aus
Lemma 2.6, dal N(s + ¢) prim ist. Da s und ¢ nach Voraussetzung zusam-
menhéngende Knéuel sind, ist auch s+ ¢ zusammenhéangend und somit lokal

prim.

4

Lemma 2.8 s undt seien alternierende Knduel mit jeweils mindestens zwei
Kreuzungen, und die Summe der Kreuzungszahlen set n. Ist s prim, t lokal

prim und s +t nicht alternierend, dann gilt
=Grad(, N(s1)) = n <2,
und der zugehorige Summand des Kauffman—Polynoms ist von der Form

mit K, k1, ke > 0.

{ (kra + kaa ) (a +a™1)2""2 falls t prim

/iail(a S sonst
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Beweis: Da s + t nicht alternierend ist, sind entweder s¥ und t¥ beide

alternierend oder s* und t*. Wegen Lemma 1.6 a) geniigt es, den ersten Fall

zu betrachten. Da beide Knéuel aus jeweils mindestens zwei Kreuzungen

X und t¥ je eine 3-

bestehen und zusammenhéngend sind, besitzen dann s
Briicke.
Hat s die Kreuzungszahl k& > 2, so ergeben sich fiir die z—Grade der

Kauffman—Polynome der zu s gehérigen Diagramme:

AN | AP | AX AX
sprim | k<l | kel | B | <ks2

t besitzt n <k Kreuzungen, und fiir die z—Grade der Kauffman—Polynome

der zugehorigen Diagramme folgt entsprechend:

BN BP BX BX
N(t)prim| nekel |<nekel | <neke2|nsk

D(t)prim | <nekel| nekel |[<neke2|nsk

Aus den beiden Tabellen 1483t sich ersehen, dafl alle Summanden auf der
rechten Seite der Summenformel von Satz 2.4 einen kleineren z—Grad als

n <2 besitzen bis aufl die Terme:

SaANBN 4 az AXBN o AP BD 4 g1t AX BD
= aBN(<:>AN + Z_lAX) + a_lBD(<:>AD + Z_lAX)
= aBN(AD <:>Z_1Ay) + a_lBD(AN <:>Z_1Ay)

Wegen z-Grad(, ,x) < k<2 kommen als Summanden mit z~Grad n <2 also

nur

aBN AP 1 ¢ ' BP AN

in Frage. Die Terme mit maximalem Exponenten der beiden Summanden sind

2

von der Form rya(a+a™1)?2"7% bzw. kaa™ (a+a™1)*2"7% mit k1, k3 > 0 und

K1+ k2 > 0, wobei k1, k3 genau dann beide positiv sind, wenn ¢ prim ist.

4

Bemerkung: Der Beweis von Lemma 2.8 zeigt, dafl die Behauptung des

Lemmas bereits gilt, wenn s und ¢ lokal prime Knéuel sind, so daf N(s) und

D(t) beide prim oder D(s) und N(t) beide prim sind.
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*

Auch in Bezug auf das Klammerpolynom 148t sich eine Summenformel

fiir Knéuel herleiten (und durch Einsetzen der Knéuel 0, 0o beweisen ):

A 1+ AHA+ BN = (AP A (AVBY + APBP) 4 ANBP + AP BN

2.3 Rekursionsprinzip fiir rationale Kniuel

Neben der Summenformel fiir Knauel ist ein wichtiges Hilfsmittel zur Be-
rechnung bestimmter Terme des Kauffman—Polynoms eines Verkettungsdia-
grammes, in dem rationale Knduel vorkommen, das Rekursionsprinzip fir ra-
tionale Knduel. Dabei wird das Kauffman-Polynom induktiv entlang den
ganzzahligen Anteilen eines rationalen Knéuels in Normalformgestalt berech-
net, was im folgenden an einem Beispiel demonstriert werden soll.

Esseir > 1 ein rationales Knauel in Normalformgestalt a; ...a; mitn > 2
Kreuzungen gegeben. Dann 1afit sich wie folgt zeigen, daB »~Grad(, n¢)) =
n <1 und der zugehdrige Summand von der Form (a + a™1)2"~! ist.

Zeige die Behauptung zunéchst mittels vollstdndiger Induktion fiir den
Fall s = 1, d.h. r ist ein ganzzahliges Knduel mit Normalform &£ > 2. Fiir
k = 2 liefert das Anwenden der Rekursionsformel fiir das Kauffman—Polynom

an einer der beiden Kreuzungen (unter Benutzung von Reidemeister—Bewe-

gungen [ und II):
P NE@ =S ouo tE(aetaT) = eu(ataTl)z

Fir k& > 3 liefert die Rekursionsformel entsprechend (unter Benutzung von

Reidemeister—-Bewegungen I):
s N(k) = > Dy = < D_ + 2(a* 4, N(k=1))

Da D_ eine 3-Briicke besitzt, ist nach Korollar 1.10 z~Grad(, p_) < k &3,
und die Behauptung folgt aus der Induktionsvoraussetzung.

Ist s € N beliebig, so zeige die Behauptung mittels vollsténdiger Induktion
nach s. Der Induktionsanfang s = 1 ist bereits gemacht, sei also s > 2 und

die Aussage fiir rationale Knduel mit kiirzerer Normalform gezeigt.
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Der Induktionsschritt wird nun mit einer weiteren Induktion nach a; > 2
gezeigt. Ist a; = 2, so liefert das rekursive Auflésen nach einer der beiden

Kreuzungen Vo1 dq:

» N(2a..as) — » Dy = <% D_ + Z(ailv N(az...as) +, N((ag—l—l)ag...as))?

wobei der Exponent von a positiv ist, falls s ungerade ist, und negativ, falls s
gerade ist. Die Knduel as...as; und (a2 + 1)as...as haben eine Normalform-
darstellung von geringerer Lange als s, d.h. es ist z—Grad(, N(a%as)) =n<3
(auch fiir az...a, = 1 erfilllt) und 2-Grad(, n((as+1)as..ar)) = 7 <2 nach In-
duktionsvoraussetzung der Induktion nach s, und wegen der 3-Briicke von
D_ folgt die Aussage fiir den Fall a; = 2.

Ebenso ergibt sich die Behauptung im Induktionsschritt aus der Rekur-

sionsformel

s N(kas..as) = » Dy = < D_ T 2(a*h), N(agenas) T5 N((k=1)az..as)) flir k>3

— wiederum unter Beriicksichtigung der 3—Briicke von D_.

*

Analog zu diesem Beispiel lassen sich die folgenden beiden Lemmata be-

weisen:

Lemma 2.9 [st B ein rationales Knduel mit n > 2 Kreuzungen in Normal-

formgestalt ay...a; mit a; > 1 gegeben, so haben die Kauffman—Polynome

von BN, BP, BX und BX dic folgende Gestalt:
a) , gy = (a+a )"t 4.

a®(a+a Nzt 400 falls s > 2
b) s BD =
a” falls s =1

¢) ,Byz(a—l—a_l)zn—l—...

a_as—l (a _I_ a_l)Zn_aS_l_z —I— e fCLHS S Z 3 und a,s — 1

(a4+a 1)z 4 ... falls s > 2 und a;, > 1
d) , px = a1 falls s =2 und as =1
(a+a_1)2”_2—|—... falls s =1 und n >3

at falls n =2
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Dabei stehen die drei Punkte jeweils fiir Terme von niederem z—Grad.

Lemma 2.10 Ist B ein rationales Knduel mit n > 2 Kreuzungen in Normal-
formgestalt ay ...a;,0 mit a; > 1 gegeben, so haben die Kauffman—Polynome

von BN, BP, BX und BX die folgende Gestalt:

a—as(a _I_ a_l)Zn_aS_l —I— . fCLHS S Z 2
CL) » BN =
a~" falls s =1

b) ,go =(a+aHz""t 4. ..

¢) ,Byz(a—l—a_l)zn—l—...

a®~t(a+a )"0 4 0 falls s > 3 und ag =1
(a4+a 1)z 4 ... falls s > 2 und a, > 1
d) , px = a™ falls s =2 und a; =1
(a4+a 1)z 4 ... falls s =1 und n >3
a falls n =2

Dabei stehen die drei Punkte jeweils fiir Terme von niederem z—Grad.

4

Bemerkung: Die Lemmata 2.9 und 2.10 gelten entsprechend fiir negative

rationale Knéuel unter Vertauschung von a und ¢~* und von B* und BX.

Korollar 2.11 Rationale Knduel mit mindestens einer Kreuzung sind lokal

prim.

Beweis: Fiir Knduel mit einer Kreuzung ist dies klar, und fiir ein Knéuel
r mit n > 2 Kreuzungen geniigt es, die Aussage fiir alternierende Knéauel
und somit fiir rationale Knéduel in Normalformgestalt zu zeigen. Nach den
Lemmata 2.9 und 2.10 ist immer 2-Grad(, n()) = n<l oder 2-Grad(, p()) =

n <1, und die Behauptung folgt mit Korollar 1.12.
O

Bemerkung: Das Rekursionsprinzip fiir rationale Knauel 148t sich auch zur

Berechnung des Klammerpolynoms verwenden.



Kapitel 3
Grapheninvarianten

Ein topologischer Graph ist ein eindimensionaler Zellenkomplex bestehend
aus 0—Zellen vy, ... v und 1-Zellen ey, ..., e,. Dem topologischen Graphen
entspricht ein abstrakter Graph mit Eckenmenge V' = {vq,...,v;} und Kan-
tenmenge £ = {eq,...,e,}. Im folgenden werden 4-regulire Graphen be-

trachtet, d.h. jede Fcke des Graphen ist vom Grad 4, also zum Beispiel:

0O OO <&

Stv St StvStvs!

Ist (& ein topologischer Graph, so ist ein Graph G in R® das Bild einer
Einbettung von G in R®. Zwei Graphen G, G, in R® heilen dquivalent, wenn
ein orientierungserhaltender Homéomorphismus h : R* — R® mit h(G;) = G,
existiert. Einbettungen topologischer Graphen in R® lassen sich anhand von
(regularen) Graphendiagrammen untersuchen. Zwei Graphendiagramme D
und D’ heiflen dquivalent, D ~ D’, wenn sie sich durch eine endliche An-
zahl der Reidemeister—Bewegungen -V und einen orientierungserhaltenden

Homoéomorphismus der Ebene auf sich ineinander umformen lassen:

X = C =KX
O = DO C
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X

I11) // — \/v// , /\A\\ — \\v\/
R R
900 X X

Die Aquivalenzklasse von D wird mit [D] bezeichnet. Zwei Graphen in R?

sind genau dann aquivalent, wenn sie &quivalente Diagramme besitzen (siehe

[Kauf89], Th. 2.1, oder [Yett89], Th. 1.7).

Die Betrachtung von Graphen in R? stellt eine natiirliche Verallgemeine-
rung der Knotentheorie dar, denn die 1-Sphire S* 1aft sich als 2-regulérer

Graph auffassen — zum Beispiel in der Form:

SRS

Die Reidemeister—-Bewegungen vom Typ IV bzw. V entsprechen an Ecken
vom CGrad 2 den Reidemeister Bewegungen 11 bzw. I, d.h. die Aquivalenz-
klassen der Einbettungen von S!' als Graph in R® entsprechen denen der
Knotentheorie. Da das Hinzufiigen oder Weglassen von Ecken vom Grad 2
in diesem Sinne den Typ des Graphen in R? nicht éndert, wird im folgenden
die Moglichkeit zugelassen, dafl die betrachteten Graphen auch Ecken vom
Grad 2 besitzen. Alle Graphen, die ausschliefllich Ecken vom Grad 2 und 4
haben, werden daher als 4-regulér (im topologischen Sinne) bezeichnet, und

in dieser Sprechweise ist S' ein 4-regulidrer Graph mit 0 Ecken vom Grad 4.

Im weiteren werden in der Regel planare Graphen betrachtet, d.h. sol-
che Graphen, die eine kreuzungsfreie Einbettung in die Ebene zulassen. Ist
G ein Graph in R® und D ein kreuzungsfreies Diagramm von G, so ist D
bis auf Aquivalenz von Graphendiagrammen eindeutig bestimmt (folgt aus
[Lip90], Cor. 6) und heifit triviales Diagramm von G. Besitzt G ein triviales
Diagramm, so ist daher auch G bis auf Aquivalenz von Graphen in R? ein-

deutig bestimmt und heifit trivialer Graph (siehe auch [Mason69]). Es sei an
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dieser Stelle erwahnt, dafl sémtliche hier besprochenen Invarianten ebenfalls

fiir nicht planare Graphen erklart sind.

Bisher konnten rekursiv definierte Polynominvarianten von Verkettungs-
diagrammen wie Klammer— und Kauffman—Polynom meist nur unter Ein-
schrankungen auf Graphendiagramme verallgemeinert werden, z.B. fiir Gra-
phen, bei denen jede Ecke nicht mehr als drei Kanten besitzt (siehe z.B.
[Yama89]), oder fiir andere Aquivalenzrelationen von Graphendiagrammen
(siehe z.B. [Jon91] oder [Kauf92]). Kiirzlich ist es gelungen, den Ansatz von
Yamada auf beliebige Graphen zu erweitern ([Yoko96]).

3.1 Elementare Grapheninvarianten

Zu einem Graphen G in R? kénnen aus der Menge der in G enthaltenen Teil-
graphen Invarianten gewonnen werden. So besitzt ein ©4—Graph die Menge
der vier ©3—Graphen, die durch Weglassen je einer der vier Kanten des ©4—
Graphen entstehen, als Invariante, und der Achtergraph S'V St die beiden
Knoten, die jeweils durch Weglassen einer der beiden Schleifen gebildet wer-
den. Mit diesen Invarianten lassen sich im speziellen Fall schon Aussagen
iiber den eingebetteten Graphen machen. Es werde zum Beispiel das folgen-

de Diagramm eines Achtergraphen in R® betrachtet:

f/\

Der Graph enthélt eine Kleeblattschlinge und ist daher nicht trivial. Diese

Art der Argumentation versagt allerdings schon in einfachen Féllen, wie das
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folgende Diagramm zeigt:

s
(¢

Die beiden im Graphen enthaltenen Knoten sind trivial, und es 1ait sich
daher mit Hilfe dieser Invarianten nicht entscheiden, ob das Diagramm aqui-
valent zu einem trivialen Graphendiagramm des Achtergraphen ist. Fin nicht
trivialer planarer Graph, der nur triviale Teilgraphen besitzt, heiflt minimal
verknotet (siehe [Sim90], [Scharl91]). Mit den im nachsten Abschnitt beschrie-
benen Grapheninvarianten 1a8t sich zeigen, dafl der durch obiges Diagramm

dargestellte Graph in der Tat nicht trivial ist.

3.2 Weitere Grapheninvarianten

Rekursiv definierte Polynominvarianten wie das Yamada—Polynom lassen sich
nicht ohne weiteres auf Graphen mit Ecken vom Grad grofler als drei erwei-
tern, so daf} sie invariant unter allen fiinf Reidemeister—-Bewegungen bleiben.
Die Schwierigkeiten bei einer solchen Verallgemeinerung liegen in der Invari-
anz unter der Reidemeister—-Bewegung V.

Betrachtet man die Anwendung mehrerer Reidemeister—-Bewegungen vom
Typ V an einer Ecke, so fillt die Ahnlichkeit der entstehenden Verdrillungen

mit der Bauart rationaler Knauel auf:

S YOC o YOO TS

N

Diese Beobachtung motiviert die Definition der Invarianten, die im Verlaufe
des Abschnitts vorgestellt werden.
Im folgenden werden stets Einbettungen eines (im erweiterten Sinne) 4-

regulidren Graphen mit & > 1 Ecken vom Grad vier in R® betrachtet. Ist D



KAPITEL 3: GRAPHENINVARIANTEN 47

Diagramm eines Graphen in R? so bezeichne V(D) die Bildmenge der Ecken

vom QGrad vier in der Ebene.

Definition (i) Ein numeriertes Graphendiagramm ist ein Paar (D,w) beste-

hend aus einem Graphendiagramm D und einer Bijektion w : {1,...,k} —

V(D).

(ii) Zwei numerierte Graphendiagramme ( Dy, w;) und (D, wq) heiflen dquiva-
lent (als numerierte Graphendiagramme), falls ein orientierungserhaltender
Homéomorphismus h : R? — R? existiert, so dafl A(D;) = Dy und how; = wy

ist.

(iii) D sei ein numeriertes Graphendiagramm. Eine Orientiertung einer Ecke
v; vom Grad vier in D ist gegeben durch eine Markierung der an v; gren-
zenden Kantenstiicke mit a, b, ¢, d, wobei die Buchstaben alphabetisch im
Uhrzeigersinn angeordnet sein sollen, d.h. die Orientierung der Ecke ist durch
die Bezeichnung eines Kantenstiickes mit dem Buchstaben a bereits eindeu-

tig festgelegt:

Ein numeriertes Graphendiagramm, in dem jede Fcke vom Grad vier orien-

tiert ist, heiflt eckenorientiertes Graphendiagramm.

Bemerkungen:

1. Die Numerierung der Ecken vom Grad vier eines numerierten Graphen-
diagramms erfolgt im weiteren Text meist implizit durch die Beschrei-
bung der Menge V(D) in der Form {vy, ..., v}, ohne daff die Abbildung

w erwahnt wird.

2. Die Einfiihrung des Begriffes ,,Eckenorientierung® hat rein technische
Griinde. Daher wurde auf die (naheliegende) Definition einer Aquiva-
lenzrelation zwischen eckenorientierten Graphendiagrammen verzich-

tet.
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Definition Ist D ein eckenorientiertes Graphendiagramm eines Graphen
mit k£ Ecken vom Grad vier und sind ry,...,7x € K U {:}, so bezeichne
..... . das Graphendiagramm, welches durch Ersetzen einer kleinen Umge-
bung der Ecke v; durch das rationale Knauel r; fiir jedes ¢ mit r; # « entsteht,
wobei beim Ersetzen einer Ecke die gegebene Eckenorientiertung beriicksich-

5 &

tigt wird:

= Drl 72

) e K falls j € Iy ry = falls j # 1},

.....

wobei die eckigen Klammern Aquivalenzklassen von Graphendiagrammen oh-

ne Eckennumerierung bezeichnen. Es sei speziell:

Dann gilt:

Satz 3.1 Fs sei D ein numertertes Graphendiagramm mit einer beliebigen

Eckenorientierunyg.

a) LY(D) ist eine (wohldefinierte) Invariante numerierter Graphendia-
gramme, d.h. L1(D) ist unabhingig von der Eckenorientierung des

Diagramms, und sind D und D' dquivalent als numerierte Graphen-

diagramme, so gilt L1(D) = LI(D').

b) L(D) ist eine (wohldefinierte) Invariante von Graphendiagrammen,
d.h. L(D) ist unabhingig von der Eckennumerierung und -orientierung

des Diagramms, und sind D und D" dquivalente Graphendiagramme, so

gilt L(D) = L(D").
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Beweis:
zZu a):

Es sei [D,,

D, indem eine kleine Umgebung einer Fcke v; fiir ¢« € I durch ein Knéueldia-

,,,,, -, entsteht aus

.....

gramm ersetzt wird:

X — W

Eine Anderung der Eckenorientierung an der Ecke v; 148t wegen Lemma 2.2
entweder r; unverandert oder entspricht dem Ubergang von r; zu dem ratio-

nalen Knéauel r} :=r; 0.

D 1aBt sich durch endlich viele Reidemeister—Bewegungen I-V in das
Diagramm D’ iiberfithren. Diese Sequenz von Umformungen kann auf das

Graphendiagramm D, angewendet werden, indem jede Reidemeister—

..... Tk

Bewegung IV durch eine Sequenz von Reidemeister—-Bewegungen I1I ersetzt

7N
s/ \
e
\ s/
N

und jede Reidemeister—-Bewegung V ersetzt wird durch eine Umformung vom

B - e

Die letztgenannte Umformung entspricht also dem Austauschen des rationa-

wird, so daf

Typ

len Knéuels r; durch das ebenfalls rationale Knauel r..

Die gesamte Sequenz von Umformungen des Diagramms D, oder

..... Tk
das Andern der Eckenorientierung fithrt somit zu einem Diagramm D,

mit [Ds, ..s.] € L(D') fiir rationale Knauel sy, ..., s5; d.h. L(D) C L(D").
Analog ergibt sich die umgekehrte Inklusion, also die Gleichheit.

.....
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zu b):
Ist [Dyy...r] € L(D), so entsteht das Diagramm D, ., aus D, indem ei-
ne kleine Umgebung einer jeden Fcke vy, ..., v, durch ein rationales Knauel

ersetzt wird. Eine Anderung der Eckennumerierung entspricht dem Uber-

gang von D,, zu dem Diagramm D, ., ., fir eine Permutation o auf

..... Tk

{1,...,k}. Da mit [D,,
L(D) ist, folgt die Behauptung zusammen mit Teil a).

.....

r.) aber auch jedes [D, ein Element von

.....

4

Beispiel: D sei ein Diagramm des trivialen Achtergraphen in R® und eine
Eckenorientierung so gewahlt, dafl das Einsetzen eines rationalen Knéauels r

wie abgebildet geschieht:

OO0 - @

Ist r ein ganzzahliges Knéduel k € Z \ {0}, so ist [D,] = [Do] (Anwendung von
Reidemeister-Bewegungen I). Ist r in Normalformgestalt a; . .. as41 mits > 1
und asy # 0, so ergibt sich ebenfalls durch Anwendung von Reidemeister—

Bewegungen I, da} [D,] = [D,,. a.0] gilt. Liegt r dagegen in der Menge
R:={ay...a;0 | ay...a;0 Normalformgestalt} U {0, 00},

so ist D, in minimaler Darstellung, denn nach Lemma 2.10 ist z—G'rad(, p,) =

#r <1 fiir r # 0, c0. Daher gilt:
(D) = {ID]]re R}
*

Aus der — etwas unhandlichen — Invarianten £f(D) soll nun eine weite-
re Invariante von Graphendiagrammen abgeleitet werden. Die zu den Dia-

grammen D, . gehérigen Knoten bzw. Verkettungen unterscheiden sich

elementar — eventuell schon durch die Anzahl ihrer Komponenten — vonein-
ander, wenn die ry,...,r; aus verschiedenen der Klassen K¢, K., Ky sind.
Ist z.B. k = 1, so entstehen durch Einsetzen von rationalen Knaueln aus den

genannten Klassen in zwei Féllen Knoten und in einem eine Verkettung aus
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zwei Komponenten. Daher erscheint es natiirlich, zu #y,...,i; € {0,00,1,-}

die Teilmengen
L% (D) = {[D,,,.,] | r; € Ky falls ij # « r; =+, falls i; = -}
von L(D) zu betrachten. Ist dann

my

iy = min{#D | [D] = [Dy, .., ] € L1(D)},
so definiere weiter:

Lo (D)i={ (D,

man

) € L1 (DY | #D = my,

..........

Definiert man fiir I C {1,...,k} das ungeordnete(!) 3!/l “Tupel
Loin(D) 1= (L5 (D))s,

wobei i; € {0,00,1}, falls j € I, und ¢; =+, falls j # I, gelte, und
Emzn( ) _’C’{l ..... k( )7

man

so erhalt man weitere Invarianten:

Satz 3.2 FEs sei D ein numeriertes Graphendiagramm mit einer beliebigen

Eckenorientierunyg.

a) L1 . (D) ist eine (wohldefinierte) Invariante numerierter Graphendia-
gramme, d.h. LI . (D) ist unabhingig von der Eckenorientierung des
Diagramms, und sind D und D' dquivalent als numerierte Graphendia-

gramme, so gilt L. (D)= L. (D).

min

b) Lin(D) ist eine (wohldefinierte) Invariante von Graphendiagrammen,
d.h. Lonin(D) ist unabhingig von der Eckennumerierung und -orientie-

rung des Diagramms, und sind D und D' dquivalente Graphendiagram-

me, s0 gilt Loin(D) = Loyin(D').

Beweis: L. (D) besteht aus allen Mengen £%:*(D) mit i; € {0,00,1}
fir j € I und i; = « sonst. Die Anderung der Eckenorientierung an einer
Ecke v; mit j € I entspricht dem Ersetzen von i; durch ein i € {0,00,1}.
Durchléuft i; alle Werte aus {0, 00,1}, so durchlduft auch i’ alle diese Werte.
Daher ist £, (D) unabhingig von der gegebenen Eckenorientierung. Der

Rest der Behauptung folgt mit Satz 3.1.
O
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Definition Fiir I C {1,...,k} mit |I| = ¢ € Ny heifien die Mengen L!(D)
und £, (D) Invarianten i-ter Stufe.

min

Bemerkung: Die Invarianten 0. Stufe eines Diagramms D entsprechen je-

weils der Aquivalenzklasse von D:

LAD) ={[D]} . Lo(D) = {[D]})
Beispiele:

1. Ist D das Diagramm eines trivialen Achtergraphen, so gilt:
Lmin(D) = ({{O}AIO}{IOUOI})

2. Das Diagramm eines Achtergraphen in R® sei von der Form:
+ (OO

#

(o)
Auflerdem sei D(t) alternierend und reduziert mit n Kreuzungen. Erset-
zen der Ecke durch eines der rationalen Knéauel aus R := ZU{oo} liefert
jeweils ein Verkettungsdiagramm mit n Kreuzungen (evtl. nach An-

wendung von Reidemeister—Bewegungen 1), und die Menge R enthélt

FElemente aus allen dreien der rationalen Knauelklassen.

Andererseits ist nach Korollar 1.13 K(D(t)) = n, und nach Lemma
2.10 ist K(D(r)) = #r fir r € £\ R. Somit gilt

K(D#D(r) = K(D{t) + K(D(r)) = n+4r > n+1,

d.h. jedes zu D(t)# D(r) dquivalente Diagramm besitzt mindestens n+1

Kreuzungen. Insgesamt folgt:

Lmin(D) = (DO ADLOIAD@UOIY)
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An dem Wert von L,,;,(D) 1aft sich unmittelbar ablesen, dafi D in
minimaler Darstellung ist. Denn ist )’ ein Graphendiagramm mit n’
Kreuzungen und D ~ D', so besitzen Dy und D! jeweils n’ Kreu-
zungen. Da sdmtliche Diagramme aus £(D) = L(D’) mindestens n

Kreuzungen besitzen, mufl n’ > n gelten.

3. Essei D das Graphendiagramm von Seite 46:

Mit der Summenformel fiir Knéuel 148t sich zeigen, daB z=Grad(, p,) >
6 fiir r € K\ {0,00,1,1,2} gilt, d.h. die minimale Kreuzungszahl der
zugehorigen Verkettung ist mindestens 7. Einsetzen der tibrigen ratio-
nalen Knéuel ergibt, daB [D..] = 31431, [Do] = 62, [D1] = 31, [D1] = 74
und [D;] = 62 gilt (alle Bezeichnungen von Verkettungen, die hier mit

den Aquivalenzklassen von Verkettungsdiagrammen identifiziert wer-

den, gehen auf die Tabellen in [Rolf76] zuriick). Es folgt:

/:mm(D) = ( {31#31}7 {6%7 6:2%}7 {i} )

Ist D' ein Diagramm mit n’ Kreuzungen und D ~ D', so besitzen
D{ und D’ jeweils n’ Kreuzungen. Da 0 und oo aus zwei verschiede-
nen der drei Klassen rationaler Knéuel sind und L,,;,(D) = Lyin(D')
in zwei der drei Eintrdge ausschliefilich Diagramme mit mindestens 6
Kreuzungen enthélt, ist n” > 6 und somit D in minimaler Darstel-
lung. Insbesondere ist das Graphendiagramm D nicht dquivalent zum

trivialen Diagramm des Achtergraphen (vgl. Beispiel auf Seite 46).

4. Es sei D das folgende numerierte Graphendiagramm eines Graphen

Stvst'vStin R
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1 2
EX OO - DO+ OO
D — D/ # D//

D(t) sei alternierend und reduziert mit n > 1 Kreuzungen. Dann folgt

wie in Beispiel 2, daf} fiir die Invarianten 1. Stufe gilt:

(D) = ({[DO#D")A[DO#D}AID(L DY)
= ({[D]} A APOU DY)

und

L2 (D) = ({[DD AP AID'LON)

Es ist [D'y Q)] # [D(t)u D], was zum Beispiel an den Verkettungen,
die jeweils durch Weglassen einer Schleife des Achtergraphen entste-
hen, zu sehen ist. Somit gilt auch ,Cjnl;(D) +* ,Cjnz;(D), d.h. ist D das
Diagramm, welches aus D durch Vertauschung der Nummern 1 und 2
entsteht, so sind D und D nicht aquivalent als numerierte Graphendia-

gramme.
Die Invariante 2. Stufe ist von der Form:
Lyin(D) = DO} A {IDO]A{ID(

PO u O AL L O} AID(
{[DOLOULOL})

o~

AP L0l
)u Ol

o~

3.3 Eigenschaften von Graphen in R* und de-

ren Diagrammen

Definition Es sei G ein Graph in R® mit & > 0 Ecken vom Grad vier. Dann

heifit ein Diagramm D von G

(i) prim, falls beziiglich einer beliebigen Eckenorientierung D,,

ist fiir jede Wahl von r; € {0,00} miti =1,...,k;

.....
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(ii) zusammengesetzt, falls D zusammenhéngend und nicht prim ist;

(iii) reduziert, falls beztiglich einer beliebigen Eckenorientierung D, . re-

duziert ist fiir jede Wahl von r; € {0,00} mit e =1,..., k;

(iv) alternierend, falls beziiglich einer beliebigen Eckenorientierung D, . .,

alternierend ist fiir jede Wahl von r; € {0,00} mit ¢ =1,... k.

Bemerkungen:
1. Ein primes Graphendiagramm ist zusammenhéngend.

2. Ist D zusammenhingendes Diagramm eines Graphen in R® mit k& Ecken
vom Grad vier und rq,...,r, € {0,00}, so ist (beziiglich einer gegebe-
nen Eckenorientierung) das Verkettungsdiagramm D, ., genau dann
nicht prim, wenn es nicht zusammenhéngend ist oder wenn es zusam-
mengesetzt ist. Daher ist D genau dann zusammengesetzt, wenn eine
einfach geschlossene Kurve ¢ in R? existiert, so daB einer der beiden

folgenden Fille eintritt:

o ¢ schneidet D genau in m > 1 Ecken ,transversal®, so daf} jede
der beiden Komponenten von R?\ ¢ nicht leeren Schnitt mit D

hat.

o ¢ schneidet D in genau zwei Punkten, welche keine Ecken des
Graphen sind, und in m > 0 Ecken des Graphen transversal, so
daB jede der beiden Komponenten von R?\ ¢ Kreuzungen oder

Fcken von D enthalt.

Dabei bedeutet ,transversaler Schnitt mit einer Ecke“, dafl nach Erset-
zen der Ecke durch das Knéuel 1 die Kurve ¢ jeden der beiden Stringe

des Knéauels transversal in genau einem Punkt schneidet:

-~ c_>l<

transversal nicht transversal
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Mit dieser Charakterisierung lassen sich in naheliegender Weise die De-
finitionen ,prim“ bzw. ,zusammengesetzt“ von Graphendiagrammen
aufl Graphen in R? iibertragen, siche die Definition ,prim* bzw. ,zu-
sammengesetzt® fiir Verkettungen. Im weiteren wird die Begriffsbildung

jedoch nur fiir Graphendiagramme benotigt.

Definition Ein zusammenhéngendes Graphendiagramm D heifit zusam-
mengesetzt als Graphendiagramm, D = D'# D", falls eine einfach geschlosse-
ne Kurve ¢ in R? existiert, die D in genau zwei Punkten, welche keine Ecken
des Graphen sind, transversal schneidet, so daf} jede der beiden Komponen-
ten von R?\ ¢ Kreuzungen oder Ecken von D enthilt; andernfalls heifit D

prim als Graphendiagramm.

Bemerkungen:
1. Ein primes Graphendiagramm ist auch prim als Graphendiagramm.

2. FEin Graphendiagramm, das zusammengesetzt als Graphendiagramm

ist, ist zusammengesetzt.

3. Fiir den Fall, da der betrachtete Graph in R® keine Ecken vom Grad
vier besitzt, fallen die Eigenschaften ,prim® und ,,prim als Graphen-
diagramm® bzw. ,,zusammengesetzt“ und ,zusammengesetzt als Gra-
phendiagramm® zusammen und entsprechen den bekannten Begriffen
der Knotentheorie. Warum die auf den ersten Blick ungewéhnlichen
Definitionen der Eigenschaften ,,prim® bzw. ,zusammengesetzt* sinn-
voll sind, wird sich an spéterer Stelle zeigen, wenn es darum geht, Satz

1.5 auf Graphendiagramme zu verallgemeinern.
Beispiele

1. Das triviale Diagramm eines Graphen S'VS'V S! in R? ist zusammen-

gesetzt als Graphendiagramm:

OO0 - OO+ 00
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2. Das Diagramm

o

eines Achtergraphen in R? ist zusammengesetzt, da D, = 3;#2% zu-
sammengesetzt ist. D ist aber prim als Graphendiagramm, weil Dy prim
ist, denn der zum Knotendiagramm gehérige Graph ist 2—zusammen-
héngend, da je zwei verschiedene Kanten auf einem Zyklus liegen (Lem-

ma 1.15):

3. Das Diagramm eines S'V S' V S'-Graphen auf Seite 48 ist prim, da
die Verkettungsdiagramme Dy g, Do o, Dooo, Doo,oo jeweils prim sind.
Denn die zu den Diagrammen gehérigen Graphen, die aus dem abgebil-
deten durch Weglassen oder Zusammenziehen der gestrichelten Kanten
entstehen, sind 2—zusammenhéngend, da je zwei verschiedene Kanten

auf einem Zyklus liegen:

Lemma 3.3 FEs sei G ein Graph in R® mit k > 1 FEcken vom Grad vier und

D ein eckenorientiertes Diagramm von G. Dann gilt:

a) D ist genauw dann prim als Graphendiagramm, wenn Dy 1 prim ist.

b) Ist D prim, so ist jedes Diagramm D,, . .. mit rationalen Kndueln

k

r1iy..., 7% in Normalformgestalt prim.

¢) Ist D prim und reduziert, so ist jedes D,, . .. mil rationalen Kndueln

k

r1y..., 7% tn Normalformgestalt prim und reduziert.
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Beweis: Teil a) ergibt sich unmittelbar aus der Definition des Begriffes ,,prim

als Graphendiagramm®, und die Teile b), ¢) folgen induktiv aus Korollar 2.7.
O

Lemma 3.4 Fs sei G cin Graph in R® mit k > 1 FEcken vom Grad vier und
D ein eckenorientiertes Diagramm von G mit n > 0 Kreuzungen. Existieren
€1y...,6x € 0,00}, so daff Dy, .. ., reduziert, alternierend und prim ist, so

ist D ein alternierendes Graphendiagramm.

Beweis: Da fiir den Fall n = 0 nichts zu zeigen ist, wird im weiteren n > 1
angenommen. Ist D = D'#D" so dal D" ein kreuzungsfreies Graphendia-
gramm mit mindestens einer Ecke ist, so ist D genau dann alternierend, wenn
D’ alternierend ist. Im folgenden kann daher ohne Einschrankung vorausge-
setzt werden, dafl D nicht von dieser Form ist. Zeige nun mittels vollstandiger

ein re-

Induktion nach k, daB py,...,ux € {1,1} existieren, so dall D, .,
duziertes, alternierendes, primes Verkettungsdiagramm ist.

Sei also zunédchst £ = 1. Die Rekursionsformel fiir das Kauffman—Polynom
liefert:

7D1+7DT:Z(7D0+7D00)

Nach Voraussetzung ist Dy oder D, reduziert, alternierend und prim, und
beide Diagramme sind zusammenhéngend, denn andernfalls liefle sich D dar-
stellen in der Form D = D'#D", so dal D" ein triviales Achtergraphendia-
gramm ist —im Widerspruch zur Voraussetzung. Nach Satz 1.11 besitzt daher
das Polynom auf der rechten Seite der Gleichung den z—Grad n, denn die Ko-
effizienten von 2”7t der zu Dy bzw. D, gehérigen Kauffman-Polynome sind
von der Form kg(a + a™') bzw. k. (a+a™) mit kg, koo > 0 und Ko+ Koo > 0
(nach Satz 1.11 und Korollar 1.12 sind k¢ und k., insbesondere nicht nega-
tiv, da Do und D, beide zusammenhéngend sind). Da Dy und D, zusam-
menhdngend sind und n > 1 gilt, besitzt entweder Dy oder Dy eine 2—Briicke,
und das zugehérige Kauffman—Polynom ist nach Satz 1.9 von kleinerem z—
Grad als n. Wihle u; € {1,1} so, daB D,, keine 2-Briicke hat. Dann ist
z=Grad(, p,, ) = n, und mit Korollar 1.12 folgt die Behauptung fiir den Fall
k=1.



KAPITEL 3: GRAPHENINVARIANTEN 59

Seinun k > 2 und die Behauptung fiir Graphen mit héchstens k<1 Ecken
gezeigt. Nach Voraussetzung existieren ey,...,¢; € {0,00}, so daB D, .,
reduziert, alternierend, prim ist, und nach Induktionsvoraussetzung gibt es
[y pher € {1,1}, so daB D, .., ., reduziert, alternierend, prim ist.
Betrachte nun die Rekursionsformel fiir das Kauffman—Polynom angewendet

an der k—ten Ecke des Diagramms:

Véllig analog zum Fall k = 1 folgt, daB D, ., .. reduziert, alternierend
und prim ist fiir ein pup € {1,1}.

Da D, . .. alternierend ist, gilt dies auch fir D,, ,, mit beliebigen

k
v, ..., € {0,00}, d.h. das Graphendiagramm D ist alternierend.
O

Korollar 3.5 Es sei G ein Graph in R® mit k > 1 Ecken vom Grad vier und
D ein eckenorientiertes Diagramm von G mit n > 0 Kreuzungen. Fristieren
€1y 65 € {0,00,+}, so daf$ Dy, . ., reduziert, alternierend und prim ist, so

ist D ein alternierendes Graphendiagramm.

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Lemma 3.4, indem jedes

g; = « durch ein beliebiges Element aus {0, 00} ersetzt wird.

4

Bemerkung: Lemma 3.4 gilt im allgemeinen nicht ohne die Voraussetzung

Hprim:

D, ist reduziert und alternierend, aber D ist nicht alternierend, weil Dy

nicht alternierend ist.

Definition Ein Graph G in R? heifit
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(i) alternierend, falls G ein alternierendes Diagramm besitzt;

(ii) amphichiral, falls G ein Diagramm D besitzt mit D ~ D:;

(iii) chiral, falls G nicht amphichiral ist.

Bemerkung:

Es gilt

und entsprechend L, (

Beispiele:

1. Der Achtergraph mit Diagramm

ist chiral, da einer der beiden Knoten, die durch Weglassen einer Schlei-

fe des Graphen entstehen, eine Kleeblattschlinge ist. Die Kleeblatt-

schlinge ist chiral (was sich zum Beispiel am zugehorigen Klammer—

bzw. Kauffman—Polynom ablesen 148t) und somit auch der Achter-

graph.

2. Der Achtergraph mit Diagramm
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ist chiral, denn
Loin(D) = ({31431}, {67,635}, {31})
(Beispiel 3 auf Seite 53) und
Lonin(D) = ({31#31}, {63,62}, {3:})
sind nicht identisch, da die Kleeblattschlinge 3; chiral ist.

3. Das folgende Diagramm D eines Achtergraphen in R? ist amphichiral:

e

o

Ny

\C



Kapitel 4

Der Achtergraph

In diesem Kapitel werden Diagramme von Graphen in R? mit nur einer Ecke
vom Grad vier betrachtet, d.h. Einbettungen des Achtergraphen S' vV S! bzw.
der disjunkten Vereinigung (S'VS")US'U...US! in R? wobei unterschieds-
los auch fiir den verallgemeinerten Fall die Bezeichnung Achtergraph benutzt
wird. Fiir bestimmte Klassen von Graphendiagrammen — insbesondere den
reduzierten, alternierenden, primen — lassen sich recht genaue Aussagen iiber
die Invarianten £(D) und L,,;,(D) machen. Daraus wird dann eine Verall-
gemeinerung von Satz 1.5 hergeleitet.

Graphendiagramme eines Achtergraphen lassen sich durch ein — nicht not-

wendig rationales — Knéuel ¢ in der folgende Form angeben:

— o -

N(t++) N(t+r)

Die Bezeichnung N(t + «) steht fiir das abgebildete Graphendiagramm mit
einer Eckenorientierung, die derart gewahlt ist, dafl nach dem Ersetzen der
Ecke durch ein rationales Knduel r das Verkettungsdiagramm N (¢ 4 r) ent-
steht.

Die Ecke des Graphen liege im unbeschréankten Gebiet, was zur Folge hat,
daBl nach der {iblichen Schwarz—Weifl-Farbung des Verkettungsdiagramms

62
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D! ein positives Knauel r positive Kreuzungen besitzt (und ein negatives
Knéauel negative). Diese Wahl bedeutet sicherlich keine Einschrankung an die
Allgemeinheit der Situation und hat keinen Einflufl auf die unten angestellten

Berechnungen von Klammer— und Kauffman—Polynomen.

Bemerkung: Ist D = N(¢ + +) ein Graphendiagramm und ¢ ein rationales
Kniuel, so ist D Diagramm des trivialen Achtergraphen in R?, denn ¢ 148t sich
mit Hilfe von Reidemeister—-Bewegungen [-III in Normalformgestalt bringen
und D anschlieffend mit Reidemeister—-Bewegungen vom Typ V zum trivialen

Diagramm des Achtergraphen umformen.

4.1 Der alternierende prime Fall

Zu einem reduzierten, alternierenden, primen Graphendiagramm D lassen
sich die Invarianten £(D) und L,,;,(D) genau angeben. Dazu werden nun
Klammer— und Kauffman-Polynom von D analysiert.

Aussagen tiber das Kauffman—Polynom sind bereits durch die Untersu-

chungen von Knéuelsummen in Abschnitt 2.3 bekannt:

Lemma 4.1 D' = N(t+-) sei reduziert, alternierend, prim und r ein ratio-
nales Knduel in Normalformgestalt mit v # 1, falls t + 1 nicht alternierend,

und r # 1 sonst. Dann gilt:

#D! <1 falls D! alternierend
#D! <2 sonst

z=Grad(, pt) = {

Beweis: Fiir r € {0, 00} folgt die Behauptung aus Satz 1.11 und andernfalls

aus Lemma 2.6 bzw. Lemma 2.8.

4

Bemerkung: Lemma 4.1 148t sich auch direkt beweisen, indem das Rekur-

stonsprinzip fir rationale Kndiuel angewendet wird (siehe Abschnitt 2.3).
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Lemma 4.2 D' = N(t++) sei reduziert, alternierend, prim und r ein ratio-
nales Knduel in Normalformgestalt mit r # 1, falls t + 1 nicht alternierend,

und r # 1 sonst. Dann gilt:

#D! falls D! alternierend
#D! <1 sonst

K(D!) = {

Beweis: Fiir r € {0,00} folgt die Behauptung unmittelbar aus Satz 1.11.
Sei also r ¢ {0, 00}.

Es gilt allgemein K (D!) < #D} (Satz 1.9). Ist D! alternierend, so folgt
daher die Aussage aus Lemma 2.6. Ist D! nicht alternierend, ergibt sich aus
Lemma 2.8, dall K(D!) > #D! <1 ist. Mit Korollar 1.25 folgt die Gleichheit,
da der zu dem rationalen Knéuel gehorige Teilgraph G, einen Isthmus besitzt,

falls 0 < |r| < 1 ist, und G, eine Schleife, falls |r| > 1 gilt.
O

*

Mit den Ergebnissen von Lemma 4.1 bzw. Lemma 4.2 ist klar, dafl unter
den dort genannten Voraussetzungen das Verkettungsdiagramm D! entweder
bereits in minimaler Darstellung ist (falls D! alternierend) oder eine minimale
Darstellung hochstens eine Kreuzung weniger besitzt als D!. Mit Hilfe des
Klammerpolynoms 1a8t sich zeigen, dafl das Diagramm in der Tat in jedem
Fall in minimaler Darstellung ist.

Der Spann des Klammerpolynoms von D! wird durch die Betrachtung mi-
nimaler und maximaler Spannbaume des zu D! gehorigen gewichteten Gra-
phen G abgeschitzt (Satz 1.23). Ist D! nicht alternierend, so zerfillt G auf
die folgende Art und Weise in einen positiven und einen negativen Teilgra-

phen:
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Definition Sind G, (G5 Teilgraphen eines Graphen G, so dal G = G; U Gy
und G1NGy = {a, b} mit a,b € V(G) gilt, dann heifit G Zweipunktvereinigung
von (G7 und Gy, G = G Vy Gs.

*

Die Zweipunktvereinigung von Graphen entspricht als graphentheoreti-
sche Konstruktion der Knduelsumme als Zusammensetzung von Verkettungs-
diagrammen.

Im folgenden wird die oben skizzierte Situation betrachtet, daff der zu D!
gehorige Graph G als Zweipunktvereinigung aus einem positiven Teilgraphen
G und einem negativen Teilgraphen (G~ zusammengesetzt ist, wobei wegen
Lemma 1.2 a) stets ohne Einschrankung angenommen werde, dafi Gt der zu
t gehorige und GG~ der zu r gehorige Teilgraph ist.

Auf die gewiinschte Abschitzung des Spanns des Klammerpolynoms wird

nun in mehreren Schritten hingearbeitet.

Lemma 4.3 FEs sei GT ein 2-zusammenhdingender, positiver, gewichteter
Grraph mit n > 2 Ecken und m > 2 Kanten. Sind die Kanten von G mitlels
einer Bijektion 7: E(GT) — {1,...,m} numeriert, so gilt:

a) Es existiert genau ein minimaler Spannbaum T, von GT. GT hat

beziiglich T,,;, den Zustand L™ 1d™="+1,

b) Es existiert genau ein mazimaler Spannbaum T, von GT. Gt hat

beziiglich T, den Zustand D"~t{m=n+1,

Beweis: Da (Gt zusammenhingend ist, besteht ein Spannbaum des Graphen
aus genau n <1 Kanten. Beziiglich eines gegebenen Spannbaumes T' besitzt
jede Kante von T einen der Zustédnde L, D und jede Kante von Gt \ T einen
der Zustidnde ¢, d. Nach der Tabelle auf Seite 24 ist der Exponent des zu
L gehorigen Monoms kleiner als der des zu D gehoérigen Monoms, und der
Exponent des zu ¢ gehérigen Monoms ist grofler als der des zu d gehorigen
Monoms. Falls ein Spannbaum existiert, der den Zustand L*~1d™="*! liefert,
so ist dieser daher minimal, und einer, der den Zustand D"~1¢m="+! Jiefert,

maximal.
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zZu a):
Wihle sukzessive n <1 Kanten mit kleinstmoglicher Nummer, so dafl ein
Spannbaum 7),;, von G entsteht, d.h. wihle zunichst die Kante e mit
7(e) = 1 und dann jeweils die Kante mit der kleinsten Nummer, so daf} kein
Zyklus entsteht. Die Kanten von T),;, sind nach Konstruktion aktiv und die
m <n + 1 ibrigen Kanten von Gt inaktiv, da 7),;, mindestens eine Kante
besitzt und wegen des 2-Zusammenhangs von G je zwei Kanten auf einem
Zyklus liegen (Lemma 1.15). Also liefert T,,;, den Zustand L"~'d™~"+1.

Ist T ein von T,,;, verschiedener Spannbaum von G, so ist jede Kan-
te e € T\ T, inaktiv, da sie auf einem Zyklus liegt, der eine Kante
¢ € (GF\T)N Ty, enthélt, und 7(¢') < 7(e) gilt. Somit ist Ty, ein-

deutig bestimmt.

zu b):
Ahnlich wie bei Teil a) wihle sukzessive n <1 Kanten mit gréBtmoglicher
Nummer, so dafl ein Spannbaum 7},,, von G entsteht, der nach Konstruk-

tion den Zustand D™~1/"=™*! hat und eindeutig bestimmt ist.

4

Korollar 4.4 G7 sei ein zusammenhdngender, positiver, gewichteter Graph
mit n > 2 Eecken und m > 2 Kanten, und jeder Block des Graphen bestehe
aus mindestens zwei Kanten. Sind die Kanten von Gt mittels einer Bijektion

T E(GY) = {1,...,m} numeriert, so gilt:

a) Es existiert genau ein minimaler Spannbaum T, von GT. GT hat

beziiglich T,,;, den Zustand L™~ 1d™="+1,

b) Es existiert genau ein maximaler Spannbaum T, von GT. Gt hat

beziiglich T,,,, den Zustand D"~ 1{m="+L,

Beweis: Ein Spannbaum von Gt besteht aus der Vereinigung von Spann-
baumen der einzelnen Blécke, und die Behauptung folgt wie bei Lemma 4.3,
wobei zu beachten ist, dafl eine Kante genau dann aktiv bzw. inaktiv ist,

wenn sie es beziiglich des Blockes ist, der sie enthélt.

4
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Korollar 4.5 G sei ein zusammenhdngender, positiver, gewichteter Graph
mit n > 1 Ecken und m > 1 Kanten, wobei t > 0 Blocke aus genau einer
Kante bestehen, welche keine Schleife ist, und s > 0 Kanten Schleifen sind.
Sind die Kanten von Gt mittels einer Bijektion 7 : E(GT) — {1,...,m}

numeriert, so gilt:

a) Es existiert genau ein minimaler Spannbaum T, von GT. GT hat

beziiglich T,,;, den Zustand L™= 1(5dm—r=s+L,

b) Es existiert genau ein mazimaler Spannbaum T, von GT. Gt hat

beziiglich T, den Zustand L'D"=t=1fm=nr+l,

Beweis: Ein Spannbaum von G besteht aus der Vereinigung von Spannbéu-
men der einzelnen Blécke. Besitzt ein Block genau eine Kante, so ist diese
wegen Lemma 1.15 beziiglich eines beliebigen Spannbaums aktiv. Besteht
ein solcher Block aus einer Kante, die keine Schleife ist, so ist diese Kante
in jedem Spannbaum von Gt enthalten und intern aktiv. Eine Schleife ist
in keinem Spannbaum von Gt enthalten und extern aktiv. Die Behauptung

folgt zusammen mit Korollar 4.4.

4

Bemerkungen:

1. Die Aussagen von Lemma 4.3 bzw. Korollar 4.4 und 4.5 gelten fir
negative Graphen ,sinngemiafl“, d.h. unter den Voraussetzungen von
Lemma 4.3 besitzt ein negativer Graph einen eindeutig bestimmten

minimalen Spannbaum, der den Zustand DA liefert, usw.

2. Da der Spannbaum eines zusammenhédngenden Graphen aus der Ver-
einigung von Spannbaumen der einzelnen Blocke besteht, lassen sich
samtliche Aussagen leicht auf den Fall verallgemeinern, daff ein zusam-
menhdngender Graph beliebig aus positiven und negativen Blécken zu-

sammengesetzt ist.

3. Da der Spannbaum eines Graphen aus der Vereinigung von Spann-
baumen der einzelnen Zusammenhangskomponenten besteht, gelten die

Aussagen entsprechend fiir nicht zusammenhéngende Graphen.
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Lemma 4.6 Es sei G = Gt Vy G7 ein zusammenhdingender, gewichteter
Graph, der aus einem positiven Teilgraphen GT und einem negativen Teilgra-
phen G~ zusammengesetzt ist, so daff GT NG~ = {a, b} ist. Gt besitze n > 2
Ecken und m > 2 Kanten und habe keinen Block, der nur aus einer Kan-
te besteht. Auflerdem bestehe jeder Weg in G, der von a nach b fiihrt, aus
mindestens zwei Kanten. Werden die Kanten von GG mittels einer Bijektion
T BE(G) = {1,...,|E(G)|} derart numeriert, daff 7(E(GT)) = {1,...,m}
ist, so gilt:

a) Fin Spannbaum von G~ kann auf genau eine Weise zu einem Spann-
baum von G erginzt werden, so daf die Kanten von G den Zustand

L7 2dm—72 pesitzen.

b) Ein Spannbaum von G~ kann auf genau eine Weise zu einem Spann-
baum von G erginzt werden, so daf die Kanten von G den Zustand

D=2 =n+2 pesitzen.

Beweis:

zZu a):
In dem nach Korollar 4.4 eindeutig bestimmten minimalen Spannbaum 75,,;,
von GG gibt es genau einen Weg von a nach b. Es sei €,,4, € T1nin die Kante
auf diesem Weg mit der grofiten Nummer. Ist T~ ein beliebiger Spannbaum
von G~ s0o ist T := T~ U (Thin \ €maz) €in Spannbaum von G. Da T,
minimaler Spannbaum von GV ist und é,,,, maximal gewahlt wurde, sind
samtliche Kanten von T,,,;,, \ €54, aktiv, denn ein Zyklus, auf dem Kanten von
Trnin \ €max liegen, kann nur von einer Kante aus G* \ T geschlossen werden.
€maz 18t Inaktiv, denn nach Voraussetzung existiert mindestens eine Kante
€ # €maz aus Tpin mit 7(€) < 7(€maz), die auf dem Weg von a nach b liegt.
Die Kanten von G* \ T,,;, sind alle inaktiv, da T,,;, minimaler Spannbaum
von G ist. Die Kanten von Gt haben in (G also den Zustand L"2d™m~"+2,
Wird eine Kante e # €,,4,, die auf dem Weg von a nach b liegt, aus
Tnin entfernt, so enthélt der entsprechende Spannbaum von (' mindestens
eine inaktive Kante in T,,,;, \ €, d.h. er ist nicht maximal. Da umgekehrt der
GF-Anteil eines Spannbaums von G vom Zustand L"~2d™~"*? zu einem mi-

nimalen Spannbaum von G erginzt werden kann, indem die kleinstmogliche
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Kante von Gt hinzugefiigt wird, d.h. jeder maximale Spannbaum von G auf
die beschriebene Weise aus dem maximalen Spannbaum von Gt konstruiert

werden kann, folgt die Eindeutigkeitsaussage.

zu b):

Der Beweis erfolgt analog zu dem von Teil a), indem aus dem maximalen
Spannbaum T,,,, von GT die Kante auf dem Weg von a nach b mit der klein-
sten Nummer entfernt wird. Im Unterschied zu der Argumentation in Teil
a) ist zusatzlich zu beriicksichtigen, daf} die Kanten von G, welche nicht in
dem konstruierten Spannbaum von G’ liegen, aktiv sind, weil jede Kante von

GG~ nach Voraussetzung eine groflere Nummer hat als eine beliebige Kante

von GT.
O

Lemma 4.7 ¢ sei ein zusammenhdngendes Knduel, und D' = N(t + -) sei
reduziert und alternierend. Ist dann r ein rationales Knduel in Normalform-

gestalt, so daff D! nicht alternierend ist, so gilt:
sp(< Di>) < 4(#D) <2)

Beweis: Da t und r jeweils alternierend sind, ¢ +r jedoch nicht, 143t sich der
zu D! gehorige Graph G darstellen als Zweipunktvereinigung eines positiven
Graphen GG* und eines negativen Graphen G~: ¢ = GV, G~ mit GT NG~ =
{a,b}. Wegen Lemma 1.2 a) kann ohne Einschrankung angenommen werden,
daB G der zu ¢ gehorige und G~ der zu r gehorige Teilgraph ist. Dann besitzt
jeder Block von Gt mindestens zwei Kanten, und jeder Weg in G von a nach
b besteht aus mindestens zwei Kanten, da N(¢) und D(t) reduziert sind. G*
besitzt my > 2 Kanten und ny > 2 Ecken. G~ besteht aus den Teilgraphen

Gayy- -, Gy, , die den ganzzahligen Knéueln a4, ..., a; entsprechen:
b
r = 32240
a

(G~ besitzt m_ > 1 Kanten und n_ > 2 Ecken.
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Zeige die Aussage fiir den Fall 0 < |r| < 1. Fiir |r| > 1 folgt die Behaup-
tung analog oder — einfacher — durch Ubergang zum Dualgraphen von &,
der ebenfalls der Graph eines reduzierten und alternierenden Verkettungs-
diagramms ist und das gleiche Klammerpolynom besitzt (siehe [Thist87], S.
306). Es sei also r in der Normalform @y a3 ... a5 0 gegeben mit a; > 2 und
a; > 1 fur ¢ € {2,...,k}. Die Kanten von (G seien mittels einer Bijektion
m:{l,...,|E(G)|]} = E(G) derart durchnumeriert, daff fir et € E(GT),
¢~ € E(G7) stets 7(et) < 7(e7) gelte und fiir e € E(Gy,), € € E(G,,) mit
i < g stets 7(e) > 7(€) sei.

Da G7 und G~ genau die Ecken a, b gemeinsam haben, enthilt ein
Spannbaum von (& entweder einen Spannbaum von GGt ergénzt durch Kanten
von (G~ die keinen Spannbaum von G~ bilden, oder einen Spannbaum von
(i~ erganzt durch Kanten von G, die keinen Spannbaum von Gt bilden.
Konstruiere nun die maximalen und minimalen Spannbdume von G durch
,bestmogliche® Ergédnzungen der maximalen bzw. minimalen Spannbdume
von GGt und G~. Diese Spannbaume liefern dann die maximalen und mini-
malen Terme des Klammerpolynoms von D?.

Es sei TF . der nach Korollar 4.4 eindeutig bestimmte maximale Spann-
baum von Gt und T der nach Korollar 4.5 eindeutig bestimmte maximale
Spannbaum von G~. Argumentiere nun wie im Beweis von Lemma 4.6. Ist
emax € T, die Kante auf dem Weg von a nach b mit der gréfiten Nummer,
so wird durch T := T} U (T; .\ €nas) ein Spannbaum von G definiert.
Die Kante ¢€,,,, ist dann inaktiv, da sie auf einem Zyklus mit Kanten von
T .. liegt, welche eine kleinere Nummer als €,,,, haben. Wegen der maxi-

malen Wahl von e,,,, und der Maximalitat von 7, sind die Kanten von

T e \ €mar aktiv und die Kanten von G~ \ T, . inaktiv. Die Kanten von

T+ haben wegen der Numerierung von Gt und G~ beziiglich G jeweils den

maxr

gleichen Zustand wie beziiglich G*. T liefert somit den Zustand:

Dn-l-_lgm-l' _n++1zn_—28m_—n—+2 — (@1)m+ —n+-|—n_—1A3m+—2n+—|—m_—|—2n_—2
Wird ein beliebiger Spannbaum 7'~ von G~ zu einem Spannbaum von (¢
erganzt, dann sind wegen der gegebenen Numerierung samtliche Kanten von

T~ inaktiv. Der Zustand, der einen maximalen Exponenten in A ergibt, ist
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daher von der Form

—n_—1l—m_—n_—+1

Dn+—2£m+ —n4 —|—2D d s (<:>1)m+ —n+—|—2A3m+—2n+—|—m_—2n_—|—6

— sofern ein Spannbaum existiert, der diesen Zustand realisiert. Ist n_ > 2,
so gilt 2n_ <2 > &2n_ 4+ 6, und der zuerst konstruierte Spannbaum ist der
eindeutig bestimmte maximale. Ist n_ = 2, d.h. r = 1, so heben sich die
beiden maximalen Terme auf.

AN
Es set1 T

der nach Korollar 4.4 eindeutig bestimmte minimale Spann-
baum von G und 7. der nach Korollar 4.5 eindeutig bestimmte minimale

Spannbaum von G~. Ist e,,;, die Kante von (,, mit der kleinsten Nummer,

so wird durch T := Tt U (T, \ €nin) ein Spannbaum von G definiert,

m

da e, auf dem Weg von a nach b in T, liegt. Die Kante e,,;, ist dann

inaktiv, da sie auf einem Zyklus mit Kanten von 7", liegt, welche eine klei-

min
nere Nummer als €,,;, haben. Wegen der minimalen Wahl von e,,;, und der

Minimalitat von 7. sind die Kanten von 7. \ €, inaktiv und die Kanten

min

von G~ \ T, .. aktiv, denn letztere liegen nicht auf Zyklen, die Kanten von
T+ enthalten. Die Kanten von T'F. haben wegen der Numerierung von G*

und G~ beziiglich G jeweils den gleichen Zustand wie beziiglich G*. T liefert
somit den Zustand:

n_—2-m_—n_+1—

Ln+—1dm+ —n+—|—1ﬁ 7 d ~ (<:>1)n+—|—m_—n_ A—m+—2n+ —3m_+2n_42

Jede andere Kantenwahl in G~ fiithrt zu einem Monom mit gréBerem Expo-
nenten. Denn beziiglich eines Spannbaums 7' von /, der einen Spannbaum
von Gt enthalt, ist eine Kante von G~ \ T' immer inaktiv, da sie auf einem
Zyklus mit Kanten von G liegt, d.h. es existiert kein solcher Spannbaum
von (&, der einen kleineren Exponenten als T,,;, liefert. Aulerdem besitzt
ein Spannbaum von (G, der einen Spannbaum von G und die Kante €,
enthalt, mindestens eine aktive Kante aus G7. Denn enthélt er eine andere
Kante von G, als €,,;, nicht, so ist e,,;, eine aktive Kante des Spannbaums,

und enthélt ein Spannbaum samtliche Kanten von (G, , so sind diese wegen

Ak
der Numerierung der G, alle aktiv. In jedem Fall ist in einem derartigen
Spannbaum mindestens ein aktive Kante vorhanden.

Der nach Korollar 4.5 eindeutig bestimmte minimale Spannbaum von G~

mit Zustand D"~ 0"~ """ kann nach Lemma 4.6 auf genau eine Weise zu
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einem Spannbaum von (i ergénzt werden, so dafl die Kanten von G den
Zustand L™+ ~2d™+~"+%2 haben. Die Kanten von (G~ besitzen beziiglich des
Spannbaums von (' den gleichen Zustand wie beziiglich des Spannbaums
von G7, denn die Kanten von G~, welche nicht zu dem Spannbaum von ¢
gehoren, sind aktiv, da sie nur Zyklen in G~ schlieflen. Der so konstruierte

Spannbaum von G liefert also (als einzig moglicher) den Zustand:

Ln+—de+—n++2ﬁn—_lzm——”—+1 ~ (@1)n++m_—n_—1A—m+—2n+—3m_+2n_+2
Die beiden minimalen Terme heben sich auf, und daher ist der Spann
des Klammerpolynoms von D! mindestens um 4 (fiir » = 1 sogar um minde-
stens 8) kleiner als die Differenz der Exponenten, die zu den maximalen und

minimalen Spannbdumen gehoéren:

sp(< DE>) < (4my +4m_ &4) &4 = 4#D. &2)

Satz 4.8 Ist D' = N(t++) ein reduziertes, alternierendes, primes Graphen-
diagramm und r ein rationales Knduel in Normalformgestalt mit r # 1, falls
t+1 nicht alternierend, und r # 1 sonst, so ist D! in minimaler Darstellung.

Insbesondere gilt:

Loin(D) = { (LD} DL, {IDY]})  falls DY nicht alternierend
({01} AL AIDH ) sonst
oder

Lnin(D) = {[Do]} AL} AL, [D})

Beweis: Es sei n = #D! und L die zu D! gehorige Verkettung. Ist D!
alternierend, so ist z-Grad(, p:) = n <1 nach Lemma 4.1, und nach Satz
1.9 besitzt jedes Diagramm von L mindestens n Kreuzungen. Also ist D in
minimaler Darstellung.

Ist D} nicht alternierend, dann ist nach Lemma 4.1 z-Grad(, p:) = n<2.
Nach Satz 1.9 besitzt dann jedes Diagramm von I mindestens n<1 Kreuzun-

gen, und ein Diagramm D von L mit genau n <1 Kreuzungen muf} reduziert
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und alternierend sein (Korollar 1.12). Nach Satz 1.3 und Satz 1.2 ¢) ist in
diesem Fall jedoch sp(< D! >) = sp(< D>) > 4(n <1) — im Widerspruch zu
Lemma4.7. Also gibt es kein Diagramm von L mit weniger als n Kreuzungen,

d.h. D! ist in minimaler Darstellung.

4

Bemerkungen:

1. Ist D' = N(t + +) ein reduziertes, alternierendes, primes Graphendia-
gramm und ¢ + 1 nicht alternierend, so ist D! im allgemeinen nicht in

minimaler Darstellung:

2. Ist D' = N(¢ 4 +) ein reduziertes, alternierendes, primes Graphendia-
gramm und r ein rationales Kn&uel, das nicht in Normalformgestalt
ist und dquivalent zu einem rationalen Knéuel s in Normalformgestalt,
so folgt mit z-Grad(, pi) = z=Grad(, p:) und sp(< D.>) = sp(< D! >)
aus dem Beweis von Satz 4.8, dafi D! mindestens soviele Kreuzungen
hat wie D!, d.h. die Elemente von L,,;,(D") lassen sich immer durch

rationale Knduel in Normalformgestalt beschreiben.

3. Die Aussage von Satz 4.8 gilt im allgemeinen nicht ohne die Vorausset-

zung ,prim®: siehe Beispiel 3 auf Seite 53.

Satz 4.9 Fs sei G ein Achtergraph in R? und D! ein Diagramm von G mit

n Kreuzungen, das reduziert, alternierend und prim ist. Dann gilt:
a) FEs gibt kein Diagramm von G mit weniger als n Kreuzungen.

b) Jedes nicht alternierende Diagramm von G besitzt mehr als n Kreuzun-

gen.
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Beweis:

zZu a):

Angenommen, es gibt ein Diagramm D von G mit weniger als n Kreuzungen.
Beziiglich einer beliebigen Eckenorientierung haben dann Dy und D, weniger
als n Kreuzungen, d.h. in zwei der drei Eintrage von L,,;,(D) = L5 (D?)
stehen Verkettungsdiagramme mit weniger als n Kreuzungen — im Wider-
spruch zu Satz 4.8.

zu b):

Angenommen, es gibt ein nicht alternierendes Diagramm D von ¢ mit n
Kreuzungen, welches — ohne Einschriankung — keine kreuzungsfreien Kom-
ponenten enthalte. Beziiglich einer beliebigen Eckenorientierung sind dann
wegen Lemma 3.4 Dy und D, Verkettungsdiagramme mit n > 2 Kreuzun-
gen, die nicht alle drei Eigenschaften reduziert, alternierend, prim haben,
d.h. es gilt z=Grad(, p,) < n <2 und z-Grad(, p.)) < n <2 (Korollar 1.12)
— im Widerspruch zu der Tatsache, daff nach Satz 4.8 L, (D) = L (D)

in zwei der drei Eintrédge Verkettungsdiagramme vom z—Grad n <1 enthélt.

4

Bemerkungen:

1. Teil b) von Satz 4.9 gilt im allgemeinen nicht ohne die Voraussetzung

Lprim:

3 { - QY

2. Das Beispiel von Bemerkung 1 zeigt auch, dafl Teil b) von Satz 4.9 im
allgemeinen nicht mit der Voraussetzung ,,prim als Graphendiagramm*
anstelle von ,prim* gilt, denn das Diagramm ist prim als Graphendia-

gramm (siehe Beispiel 2 auf Seite 57).
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4.2 Eine einfache Verallgemeinerung

Der Beweis der Aussage iiber die Minimalitit des Diagramms D! von Satz 4.8
1aBt sich nicht so einfach auf die allgemeinere Situation tibertragen, dafl ein
Diagramm eines Achtergraphen in R? als zusammenhéngende oder disjunk-
te Summe zusammengesetzt ist aus einem Graphendiagramm, das reduziert,
alternierend, prim ist, und reduzierten, alternierenden Verkettungsdiagram-
men. Denn die Frage, ob die minimale Kreuzungszahl von Verkettungsdia-
grammen im allgemeinen Fall additiv beziiglich zusammenhéangender bzw.
disjunkter Summe ist, steht noch offen. Fiir wesentliche Teile der Aussage

von Satz 4.8 ist eine Verallgemeinerung jedoch ohne Schwierigkeiten moglich:

Satz 4.10 Das Graphendiagramm D = D'# D’ sei zusammengeselzt aus ei-
nem reduzierten, alternierenden, primen Graphendiagramm D' = N(¢ 4 +)
und einem — nicht notwendig zusammenhdngenden — reduzierten, alternie-

renden Verkettungsdiagramm D'. Dann gilt:

Lonin(D) = { ({[Do]}, {[Do]}, {[D1]}) falls DY nicht alternierend
({[Dol} A[De]} {[D5]})  sonst
oder

Lmin(D) = ({[Dol}, {[Dec]}, {[D1], [D1]})

Beweis: Es sei n = #D, r € K in Normalformgestalt und L, die zu D,
gehorige Verkettung. Wegen Satz 1.1 1ait sich das Verkettungsdiagramm D’

darstellen als
D/ — (Dl’l#..,#Dl’il)l_l u(Dk,l##Dk,zk)

mit reduzierten, alternierenden, primen Verkettungsdiagrammen D™/, d.h. es

ist K(D%) = #D" nach Korollar 1.13, und wegen Satz 1.6 gilt:

K(D,) = K(DL)+ Y K(DY) = K(D})+ #D'

]
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Ist ¢ + r alternierend, so ist K(N(t +r)) = #N(t + r) nach Lemma 4.2
und somit K(D,) =n+#r =#D,, d.h. D, ist wegen Satz 1.9 in minimaler
Darstellung.

Besitzt das Knduel r mindestens zwei Kreuzungen und ist ¢ 4+ r nicht
alternierend, dann gilt nach Lemma 4.2 K(N(t + r)) = #N(t + r) <1 und
somit K(D,) = n + #r <1, d.h. L, 1aBt sich durch kein Diagramm mit
weniger als n + #r <1 > n + 1 Kreuzungen darstellen.

Die Diagramme Dy, D, haben n Kreuzungen, die Diagramme Dy, Dy
haben n + 1 Kreuzungen, und unter den Knaueln 0, oo, 1, 1 sind Reprisen-
tanten aller drei Klassen rationaler Knéauel. Diagramme mit nicht mehr als
n 4 1 Kreuzungen kénnen nach obigen Uberlegungen aufier den vier genann-

ten Knaueln nur Knauel r mit
n+#rel <n4+l < F#r <2

liefern, also nur die Knéuel 2 und 2 0. Diese liegen in der gleichen Knéuelklasse
wie 0 bzw. co. Diagramme, die zu Dy oder Dy dquivalent sind, haben jedoch

mindestens eine Kreuzung mehr als Dy bzw. D,. Daher folgt die Behauptung

tiber die Gestalt von L, (D).
O

Bemerkungen:

1. Der Beweis von Satz 4.10 zeigt, daB} sich der Satz auf die Situation
verallgemeinern 148t, dafl D’ beliebig aus reduzierten, alternierenden
Diagrammen beziiglich zusammenhéngender und disjunkter Summe zu-

sammengesetzt ist, also selbst nicht notwendig alternierend ist.

2. Satz 4.10 gilt auch fiir ¢ € {0,00}. Dann ist [D] = [Dy] und

Lmin(D) = ({[Dol}, {[Dec]}, {[D1]})

(siehe Beispiel 2 auf Seite 52).
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Satz 4.11 Fs sei G ein Achtergraph in R?, und das Diagramm D = D'#D’
von G sei zusammengesetzt aus einem reduzierten, alternierenden, primen
Graphendiagramm D' = N(t++) und einem reduzierten, alternierenden Ver-
kettungsdiagramm D'. Hat D dann n Kreuzungen, so gibt es kein Diagramm

von G mit weniger als n Kreuzungen.

Beweis: Angenommen, es gibt ein Diagramm D von G mit weniger als
n Kreuzungen. Beziiglich einer beliebigen Eckenorientierung haben dann
Dy und D, weniger als n Kreuzungen, d.h. in zwei der drei Eintridge von
,Cmm(ﬁ) = Lin(D) stehen Verkettungsdiagramme mit weniger als n Kreu-
zungen — im Widerspruch zu Satz 4.10.

O

Bemerkung: Teil b) von Satz 4.9 gilt im allgemeinen nicht unter den Vor-

aussetzungen von Satz 4.11:

DR - e

4.3 Der alternierende zusammengesetzte Fall

Fin Graphendiagramm D' = N(¢ 4 -) ist nach den Lemmata 3.3 und 2.3
genau dann prim als Graphendiagramm, wenn das Knéuel ¢ lokal prim ist.
Wie in Bemerkung 1 nach Lemma 2.3 folgt, daff sich ein Diagramm D',

welches prim als Graphendiagramm ist, darstellen 148t in der Form
D' = Nt +...+t++)

mit zusammenhéngenden Knédueln ty,... 1, so dal D(¢;) fiir jeden Index
i € {1,...,k} prim ist. Ein alternierendes, reduziertes Diagramm lat sich
daher in obiger Form darstellen, so dafi jedes D(¢;) reduziert, alternierend

und prim ist.
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Ist D' = N(t 4 +) ein reduziertes, alternierendes Graphendiagramm und
r ein rationales Knéuel, so kann die Differenz zwischen der Anzahl der Kreu-
zungen von D! und dem z-Grad des Kauffman-Polynoms bzw. der Kom-
plexitat des Diagramms beliebig groff werden, wie an dem Beispiel auf Seite
80 zu sehen sein wird. Die Abschédtzung in dem folgenden Lemma ist daher

nicht so grob, wie es zunéchst scheint.

Lemma 4.12 ty,...,1; seien zusammenhdingende Knduel, so dafi D(t;) fir
jedes i € {1,... k} reduziert, alternierend, prim und t;+ ...+ alternierend
mit n Kreuzungen ist. Ist dann r ein rationales Knduel in Normalformgestalt

mit m > 2 Kreuzungen und D, = N(t1 + ...+ tp + 1), so gilt:

z=Grad(, p,) > n+m ek <l und K(D,) > n+m <k
n

Insbesondere ist K(D,) > 5

+m.
Beweis: Ist t; + ...+t + r alternierend, so gilt nach Lemma 2.6
z=Grad(, p,) = n+m&l und K(D,) = n+m,

und es ist nichts zu zeigen. Sei also t; + ... 4+ tx + r nicht alternierend und
ohne Einschrankung r > 0.
Ist 0 < r < 1, so gilt wegen Lemma 2.8 und nachfolgender Bemerkung

z=Grad(, p,) = n+m&2 und K(D,) = n+mel,

und die Behauptung ist erfiillt.

Ist r > 1, so laBt sich die Aussage tiber z—Grad(, p,) induktiv mit dem
Rekursionsprinzip fiir rationale Knéduel zeigen. Fiir r = 2 liefert die Re-
kursionsformel fiir das Kauffman—Polynom angewendet auf eine der beiden

Kreuzungen von r den Induktionsanfang:

s Dy = S5 N(tdotts) T 2(0s N(tyttitoo) T o N(tiottet1))

Das Kauffman-Polynom

k
y N(ti+..4tptoo) = H, D(t;)
=1
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(Satz 1.6 b)) ist nach Satz 1.11 vom z—Grad n <k mit zugehorigem Sum-
manden

kla+ a_l)kzn_k fiir ein kK > 0.

Wegen Satz 1.24 enthélt das Kauffman—Polynom von N(#;+...+5+1) keinen
Summanden der Form uyy,_ra*!2"7* da der zu r gehorige Teilgraph G
einen Isthmus besitzt. Da das Kauffman—Polynom von N(¢; + ...+ ?;) nach
Satz 1.9 keinen Summanden der Form uk+17n_k+1ak+12”_k+1 besitzt, hat |, p,

einen nicht verschwindenden Summanden der Form

Kak+12n+m—k—17

und die Behauptung ist wahr fiir r = 2.
Ist r = a ganzzahlig mit ¢ > 3, so lautet die Rekursionsformel fiir das

Kauffman—Polynom angewendet an einer der Kreuzungen von r:

_ k-1
 Da = Sy D, +2(ad"7, N(t14..Htptoo) T 5 Da_y)

Das Kauffman—Polynom von D,_; enthélt nach Induktionsvoraussetzung

einen nicht verschwindenden Summanden der Form xa**!z"te=%=2 Wegen

z—Grad(, Ty ) =nek < nt+as2

t14. . +tg)

kann kein Summand von , n, 4.4+, diesen Term aufheben, und wegen

#D, s = n+ae2 < (n+aske2)+14+(k+1)

k+12n+a—k—1

kann nach Satz 1.9 kein Summand von , p,_, den Term ra auf-

heben, d.h. das Kauffman—Polynom von D, enthélt einen nicht verschwin-

ktlynta=k=1 und es folgt die Behauptung

denden Summanden der Form ka
fir r = a.

Mit einer weiteren Induktion 148t sich wie in Abschnitt 2.3 fiir ein belie-
biges rationales Knéuel r mit m > 2 Kreuzungen zeigen, dafy das Kauffman—
Polynom von D, einen nicht verschwindenden Term vom z—Grad n4+m &kl
enthélt.

Damit ist die Behauptung tiber den z—Grad des Kauffman—Polynoms von

D, gezeigt. Die Aussage

K(D,) > n+mek
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iiber die Komplexitat von D, folgt unmittelbar, da das Verkettungsdiagramm
mindestens eine Kreuzung hat. Da jedes Knauel ¢; mindestens zwei Kreuzun-

gen besitzt, ist n > 2k und somit K(D,) > g + m.
O

Korollar 4.13 st G ein Achtergraph in R® und D ein reduziertes, alternie-

rendes Diagramm von G mit n > 1 Kreuzungen, so ist G nicht trivial.

Beweis: D lafit sich darstellen in der Form
N+ ...+t +-)# D

fiir ein k > 0, so dal D(t1),..., D(ty) jeweils reduziert, alternierend, prim
und D’ ein reduziertes, alternierendes Verkettungsdiagramm ist.

Ist £ =0, so ist D zusammengesetzt aus einem trivialen Achtergraphen-
diagramm und einem reduzierten, alternierenden Verkettungsdiagramm. Es
1aBt sich dann wie in Beispiel 2 auf Seite 52 zeigen, dal D in minimaler
Darstellung ist, also insbesondere nicht trivial.

Ist £ > 1, so gilt K(Dy) = K(Ds) = n nach Korollar 1.13, und fiir
ein rationales Knduel r in Normalformgestalt mit mindestens zwei Kreu-
zungen ist nach Lemma 4.12 K(D,) > 2, d.h. in mindestens zwei der drei
Eintrage von L,:,(D) stehen nicht triviale Verkettungsdiagramme. Daher
ist D kein Diagramm des trivialen Achtergraphen in R?, denn alle drei Ein-
trage der Invarianten eines trivialen Achtergraphendiagramms kénnen durch

kreuzungsfreie Verkettungsdiagramme représentiert werden.

4

Beispiel: Es sei DF = N(204+20+...+20+n):
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Firn>k>2und n > k=1 gilt
z—Grad(, D;g) =k4+nel

mit zugehdrigem Summanden a*(a + a=1)z"+¥"71 denn das Diagramm laft
sich durch schrittweises ,Entdrillen” zu einem reduzierten, alternierenden,

primen Diagramm mit k + n Kreuzungen umformen:
N20+...4204n) = N20+...4+20 +n &k)

Fiir sémtliche Ungleichungen von Lemma 4.12 gilt in diesem Fall also die
Gleichheit. Dﬁ besitzt 2k + n Kreuzungen, d.h. die Differenz zwischen Kreu-
zungszahl des Diagramms und z—Grad des zugehoérigen Kauffman—Polynoms
ist £ 4+ 1 und kann mit wachsendem £ beliebig grof werden. Fine entspre-

chende Aussage gilt fiir die Kapazitdt des Diagramms.

*

Satz 4.14 t1,1s,t3 seien zusammenhingende Knduel, so dafy D(1;) fir jedes
i € {1,2,3} reduziert, alternierend, prim und die Summe t; + ty + {3 alter-
nierend ist. D' sei ein reduziertes und alternierendes Verkettungsdiagramm.

Ist dann D Diagramm eines Achtergraphen G in R? von der Form
D:N(t1+t2—|—')#D/ oder D:N(t1+t2—|—t3—|—')

mit n Kreuzungen, so stehen in mindestens zwet von drei Fintrdgen der Inva-
rianten Lo (D) Verkettungsdiagramme mit n Kreuzungen, und es gibt kein

Diagramm von G mit weniger als n Kreuzungen.

Beweis: Ist D = N(t1 + 13 + )#D’, so gilt fiir ein rationales Knéuel r in

Normalformgestalt mit m > 2 Kreuzungen nach Lemma 4.12:
K(D,) = K(N(ti+ta+))+K(D') > #N(t +ta+)+me2+#D > n

Also 1aBt sich D, nicht mit weniger als n Kreuzungen darstellen. Ebenso besit-
zen Do und Do, wegen K(Dy) = K(Dw) = n keine Darstellung mit weniger
als n Kreuzungen. Daher stehen in mindestens zwei von drei Fintragen der

Invarianten L, (D) Verkettungsdiagramme mit mindestens n Kreuzungen.
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Ist D = N(t; +t2+t5++), so gilt fiir ein rationales Knéuel r in Normal-

formgestalt mit m > 2 Kreuzungen nach Lemma 4.12:
=Grad(, p,) > n+m&d > n&2

Somit 1aBt sich D, nicht mit weniger als n <1 Kreuzungen darstellen. Ein
zu D, dquivalentes Diagramm mit n <1 Kreuzungen miifite wegen Korollar
1.12 reduziert und alternierend sein und daher nach Satz 1.3 b) und Satz
1.2 ¢) sp(< D, >) > 4(n &1) gelten — im Widerspruch zu Lemma 4.7. Also
besitzt jede Darstellung von D, mindestens n Kreuzungen, und wie im vor-
herigen Fall folgt, daff in zwei von drei Eintragen der Invarianten L,,;,(D)
Verkettungsdiagramme mit mindestens n Kreuzungen stehen.

Wird nun fiir einen der beiden Fille angenommen, es existiere ein Dia-
gramm D von G mit weniger als n Kreuzungen, dann haben beziiglich einer
beliebigen Eckenorientierung die Verkettungsdiagramme Do und D.. weni-

ger als n Kreuzungen — im Widerspruch zu der Aussage iiber L, (D) =

Lomin(D).

4.4 Ein nicht alternierender Graph

Mit den Ergebnissen dieses Kapitels kann nun gezeigt werden, daf} ein Achter-
graph in R? existiert, der kein alternierendes Diagramm besitzt. Es sei D?

das folgende Graphendiagramm:

4

a

Mit der Summenformel fiir Knduel oder dem Rekursionsprinzip fiir rationale

Knéuel 1a8t sich nachrechnen, daf} gilt:

/:mm(Dt) = ({51}7 {E}v {63})
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(Einsetzen von 1, 0, oo). Das Kauffman—Polynom zu den Diagrammen von
5, bzw. 5; hat den z-Grad 4, und die Komplexitit ist jeweils 5. Fiir jedes
rationale Knéuel r € K\ {1,0} ist 2=Grad(, p:) > 5 und K (D!) > 6.
Angenommen, es existiert ein zu D dquivalentes Diagramm D, das alter-
nierend ist. D sei ohne Einschrankung reduziert, denn das Reduzieren eines
Isthmus in einem alternierenden Verkettungsdiagramm fithrt wieder zu einem

alternierenden Diagramm. D 18t sich dann darstellen in der Form
D = Nti+...+t+)#D

fiir ein & > 0, so dal D(¢;) reduziert, alternierend, prim fiir ¢ € {1,...,k}
und D’ ein reduziertes, alternierendes Verkettungsdiagramm ist.

Ist £ = 0 und D somit zusammengesetzt aus dem Diagramm des trivialen
Achtergraphen und einem reduzierten, alternierenden Verkettungsdiagramm,

so gilt nach Beispiel 2 auf Seite 52
Lmin(D) = {[D}AWDTHAD'UON),

d.h. in allen drei Eintragen von L,,;,(D) stehen Diagramme mit identischer
minimaler Kreuzungszahl — im Widerspruch zu der Gestalt von L,,;,(D') =
Loin(D).

Ist £ > 1,80 hat D n > 6 Kreuzungen. Andernfalls wére z—Grad(, p,) < 4
oder z~Grad(, p-) < 4, da eines der beiden Diagramme eine 3-Briicke hétte
— im Widerspruch zu der Aussage iiber den z—Grad von , p:. Wegen Lemma
4.12 gilt zudem n < 7. Denn andernfalls wiare K(D,) > m + 4 > 6 fiir jedes
rationale Knéuel r mit m > 2 Kreuzungen und K(Dy) = K(D,) =n > 8,
d.h. in mindestens zwei der drei Eintrage von L,,;,(D) stiinden Diagramme
mit einer Komplexitdt grofler als 5 — im Widerspruch zu der Gestalt von
Lnin(DY) = Linin(D).

Da jedes der Knéauel #; mindestens zwei Kreuzungen besitzt, gilt wegen
n < T7alsol <k <3 Mitn > 6 folgt aus Satz 4.8 bzw. Satz 4.14, daf} in
zwei der drei Eintrage von L,,;,(D) Verkettungsdiagramme mit mindestens
6 Kreuzungen stehen, wobei fiir den Fall & = 3 zu beachten ist, dafl wegen
#D' = 0 die Gleichung »~Grad(, p,) = 2~Grad(, Nt +t,4t.+r)) gilt und somit
Satz 4.14 auch auf diesen Fall angewendet werden kann. Wiederum ergibt

sich ein Widerspruch zu der Gestalt von L,,;,,(D?) = L (D).
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Also fiihrt die Existenz des Diagramms D in jedem Fall zu einem Wider-
spruch. Daher besitzt der zu D' gehérige Achtergraph in R? kein alternieren-

des Diagramm.



Kapitel 5

Alternierende

Graphendiagramme

Die Aussage iiber L,,;,(D) von Satz 4.8 (und somit auch Satz 4.9) 148t sich
nicht ohne weiteres auf Diagramme von 4-regulidren Graphen in R® mit mehr
als einer Ecke vom Grad vier verallgemeinern. Denn bei der Berechnung
des Kauffman—Polynoms wurde entscheidend verwendet, dafl fiir ein Ver-
kettungsdiagramm D mit n > 1 Kreuzungen z—Grad(, p) nach oben durch
n <b abgeschitzt werden kann, wobei b die Lange der langsten Briicke des
Diagramms bezeichnet (Korollar 1.10). Diese Abschatzung 1afit sich im allge-
meinen nicht verbessern, wenn mehrere Briicken existieren. Betrachte dazu
zum Beispiel das folgende Verkettungsdiagramm D, das aus einem alternie-
renden Graphendiagramm entsteht, indem die beiden Ecken (bzgl. geeignet

gewidhlter Eckenorientierung) durch das rationale Knauel 1 ersetzt werden:

-9 - €03

Das Diagramm besitzt zwei 3-Briicken, und es ist z—Grad(, p) = #D <3.

Wie die gewiinschte Verallgemeinerung von Satz 4.9 erreicht werden kann,
wenn das Ersetzen der Ecken eines alternierenden Graphendiagramms durch

1 bzw. 1, so daff 3-Briicken entstehen, zu einer geniigend grofien Absenkung

85
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des z—Grades fithrt, wird in Abschnitt 5.3 untersucht. Zuvor wird ein ande-
rer Weg beschritten, um eine Verallgemeinerung von Satz 4.9 auf Graphen
mit héchstens drei Ecken vom Grad vier zu erzielen. Es werden dazu Aussa-
gen iiber die Elemente von £(D) hergeleitet, indem Aquivalenzumformungen
von Graphendiagrammen mit Hilfe von Transformationskndueln beschrieben
werden.

Im gesamten Kapitel werden stets 4-regulédre Graphen im erweiterten

Sinne betrachtet, d.h. jede Ecke eines Graphen sei vom Grad zwei oder vier.

5.1 Transformationen von Graphendiagram-

men

Wie aus dem Beweis von Satz 3.1 hervorgeht, entspricht der Ubergang von
einem Graphendiagramm D zu einem &quivalenten Diagramm D mittels den
angewendeten Reidemeister—-Bewegungen vom Typ V an jeder Ecke des Gra-

phen in gewissem Sinne einem rationalen Knéauel.

Definition § sei ein Graph in R® mit & > 1 Ecken vom Grad vier. Sind
D und D eckenorientierte Diagramme von G und ist Dy o = 5t17~~~7tk fir
rationale Knduel ¢y, ..., g, so heifit ¢{; mit j € {1,... k} das j—te Transfor-
mationsknduel der Transformation von D nach D. Sind ri,...,r rationale
Knéuel, so wird mit r; x {; das Knéuel bezeichnet, in welches das Kné&uel r;
nach Einsetzen in die j—te Ecke des Graphendiagramms D durch die Trans-

formation umgeformt wird, d.h. esist D, ., = Dy wty .oty -

Beispiele: Die Umformung

X — OO

N

a

wird durch das Transformationsknauel ¢ = 210 € K beschrieben und die

Umformung
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a

>

durch das Transformationskniuel 02 0.

@)

*

Da das Kauffman—Polynom nach Lemma 2.5 b) invariant unter Anwen-
dung von ,flypes“ ist, kann ohne Einschrénkung angenommen werden, daf}
beziiglich einer angegebenen FEckenorientierung nur die folgenden Reidemei-

ster—Bewegungen vom Typ V vorkommen:
a
X =
a
5
<

a

—— ﬂ bzw.
a

X
=

FEin Transformationsknauel ¢ 146t sich dann in der Form ¢ = b;...b, mit
ganzzahligen Knaueln by,..., b, darstellen, wobei b; ... b; jedoch nicht not-
wendig in Normalformgestalt ist. Fin rationales Knéuel r = ay...a; wird

mittels des Transformationsknéduels ¢ umgeformt zu dem Knéuel r % ¢ =
ay...aj—1(a; 4 by)by ... bs. Insbesondere werden die Knéuel 0,00 abgebildet

auf t bzw. einem zu b, . ..b, dquivalenten:

<=9 (=159

Lemma 5.1 Sind r, v, t rationale Knduel und r, ¥ aus verschiedenen der
Knduelklassen Ko, Koo, K1, so sind auch r %t und ¥ * t aus verschiedenen

Knduelklassen.
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Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Beobachtung, dafl eine
Reidemeister—-Bewegung vom Typ V jeweils die Elemente zweier verschiede-
ner Knauelklassen ineinander {iberfithrt und die Elemente der dritten Klasse
in sich.

4

5.2 Graphen mit héchstens drei Ecken vom

Grad vier

Ahnlich wie schon in Kapitel 4 wird im folgenden eine Kniuelsumme mit

rationalem Anteil r betrachtet:

D! =N(t+r) =
0 ...

Im Unterschied zu vorhergehenden Betrachtungen ist jedoch das Knéauel ¢
nicht notwendig alternierend. Denn D! soll als Verkettungsdiagramm inter-
pretiert werden, das aus einem Graphendiagramm durch Ersetzen von k& > 2
Ecken durch rationale Knéuel entstanden ist, wobei r ein ausgewiahltes dieser

Knauel ist.

Lemma 5.2 FEs sei t ein Knduel, und zu einem rationalen Knduel r sei
D! = N(t+r). Weiter bezeichne po := z-Grad(, pt) und pe := z=Grad(, pt_).
Ist dann p., > po, so existiert hdchstens ein rationales Knduel r in Normal-

formgestalt mit r > 1, so daff z-Grad(, p:) < peo ist.

Beweis: Der Beweis erfolgt unter Anwendung des Rekursionsprinzips fiir
rationale Knéuel, d.h. es wird induktiv z-Grad(, p:) berechnet. Verwende im
weiteren die abkiirzende Schreibweise , . 1=, p:.

Ist r = 2, so liefert die Rekursionsformel fiir das Kauffman—Polynom

angewendet auf eine der beiden Kreuzungen von r:

o= 0+ 2(a, 0+, 1)
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Es sei g := z=Grad(, 3). Der weitere Beweis gliedert sich in zwei Falle.
1. Fall: ¢ > p, +1

Dann ist z=Grad(, 1) < g <1, und es 148t sich mittels einer doppelten
Induktion zeigen, dafl z—Grad(, ,) = g + #r <2 fir r # 1 ist. Ist s = 1
und r ein ganzzahliges Knduel mit Normalformgestalt &, so gilt die Behaup-
tung fiir £ = 2 nach Voraussetzung und folgt im Induktionsschritt aus der

Rekursionsformel
(*) y k+1 :<:>7k—1‘|‘2(ak700+7k)7

also z=Grad(, y+1) = g+ k <1 fir k > 2.
Ist s > 2 und die Behauptung fiir rationale Knéuel der Lange s<1 gezeigt,

so Tihre eine weitere Induktion nach a; durch:

:l:ag

_ F1
s 2a0..0s — Sl 5 a3...as + Z(Cl ) a9..0s + 9 (ag—l—l)ag...as)

(Mit , 4.0, =, oo, falls s = 2) liefert den Induktionsanfang, und mit

» (k+1)az...as — = (k—1)as...as + Z(a:Fkv 9.0 + ) kag...as) fir k Z 2

folgt die Behauptung im Induktionsschritt.
Somit ist in diesem Fall der z-Grad des Kauffman-Polynoms von D!

hochstens fiir r = 1 kleiner als po.
2. Fall: g < p.,

In diesem Fall ist z—Grad(, 1) = poo. Ahnlich wie im ersten Fall fiihre eine
doppelte Induktion durch. Betrachte zunichst wieder ganzzahlige Knéuel.
Dann ist entweder z—Grad(, ) = pe fiir jedes k > 1 oder es existiert ein
N > 2 mit z—Grad(, n) # poo. Tritt letzterer Fall ein, so wihle ein solches N
minimal, und es sei h := z=Grad(, y). Mit der Rekursionsformel () ergibt

sich:

Poo + 1 falls h < poo

z—Grad(, =
- a) { Poo + 2 falls h > po

(denn aus der Rekursionsformel folgt ebenfalls: b > p., = h = po, + 1), und
induktiv:

o + 1 falls h o
zGrad(,N+1):{p + alsh<p firl>1

Poo + 1+ 1 falls b > p.
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Mit einer weiteren Induktion nach s wie im ersten Fall folgt nun, dafl der
z—Grad des Kauffman-Polynoms von D! fiir hochstens ein rationales Knéuel

r mit r > 1 kleiner als p., ist.

4

Korollar 5.3 Mit den Bezeichnungen von Lemma 5.2 sei p., = po =: p.
Dann existiert fir jeden der vier Falle r > 1,0 < r <1, &l <r <0
und r < &1 héchstens ein rationales Knduel v in Normalformgestalt, so dafs

z=Grad(, pr) < p ist.

Beweis: Der Beweis von Lemma 5.2 148t sich genauso fiir ein rationales
Knéuel r mit 0 < r <1 durchfithren, wobei in den Rekursionsformeln ledig-
lich @ durch a™! zu ersetzen ist. Die Aussage fiir die Fille &1 < r < 0 und

r < &l folgt dann mit Satz 1.6 a) durch Betrachtung von DE.
O

Bemerkung: Lemma 5.2 gilt im allgemeinen nicht ohne die Voraussetzung

Peo Z Po:

2/

Das Diagramm eines Achtergraphen in R? ist von der Form D = N(¢ + +)
mit ¢t = 3 1. Es gilt p., = 2 < 3 = py, jedoch ist

z=Grad(, p,) =0 < pee und z-Grad(, p,) =1 < peo -

Lemma 5.4 Fs sei G ein Graph in R? mit k > 2 Ecken vom Grad vier und D
ein eckenorientiertes Diagramm von G mit n > 1 Kreuzungen, das reduziert,
alternierend und prim ist. Die FEckenorientierung sei dergestall, daff Dy 71

alternierend ist. Sind dann rq, ..., r; rationale Knduel in Normalformgestalt,
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so daff 0 <r; <1 fiir jedesi € {1,...,k} oderr; > 1 fir jedesi € {1,...,k}
qilt, so ist

k
Tk) > n@k@l—l—Z#Ti.

=1

.....

Im Falle k =2 gilt die Gleichhet.

Beweis: Zeige die Behauptung zunachst fiir £ = 2 und ry,ry > 1. Es sei
ri=ry, s:=ryund,,, =, p,,. Fihre den Beweis mit Hilfe des Rekursi-
onsprinzips fiir rationale Knauel nach s.

Ist s = 2, so liefert die Rekursionsformel fiir das Kauffman—Polynom

angewendet auf eine der beiden Kreuzungen von s:
yr2 = 0 + Z(Cl, r,00 +, 7’,1)

Nach Lemma 2.8 ist z=Grad(, ,0) = z=Grad(, , ) = n + #r <2, und nach
Korollar 1.10 gilt z=Grad(, ,1) < n + #r &2, da D, eine 3-Briicke be-
sitzt (denn D ist reduziert und prim). Der zu , , o, gehoérige Summand mit
héchstem Exponenten in der Variablen z ist nach Lemma 2.8 von der Form
ka(a + a_l)zn"'#r_Q fiir ein k > 0 (wie aus dem Beweis von Lemma 2.8 her-
vorgeht, ist der Exponent von a*! hier positiv, da BY = N(r) reduziert,
alternierend und prim ist). Nach Satz 1.24 besitzt , ,; keinen Term der Form
Aa®2"F#7 =2 mit A # 0 (wegen der Kante des zum Verkettungsdiagramm
gehorigen Graphen, die der Kreuzung des Knéuels ,, 1% entspricht), d.h. es ist
z=Grad(, ,2) = n + #r 1, und das Kauffman—Polynom enthélt einen nicht
verschwindenden Summanden der Form xa®z"+#7~1,

Mit dem Rekursionsprinzip fiir rationale Knéauel 1&8t sich wie in Abschnitt
2.3 induktiv zeigen, dafl , ., einen nicht verschwindenden Summanden der
Form ka®z"t#+#5=3 enthilt, und die Behauptung folgt fiir den Fall k& = 2.

Ist nun £ > 2 beliebig und sind rationale Knéuel ry,...,rp > 1 gegeben,
so weise mittels vollstandiger Induktion nach £ vollig analog zum Indukti-
onsanfang k = 2 die Existenz eines nicht verschwindenden Summanden der
Form raFttzrt#rt+a#re—h=1 pach.

Sind rationale Knéuel 0 < ry,..., 7. < 1 gegeben, so 1ait sich der Beweis

unter Vertauschung der Rollen von « und a™! véllig analog fithren.

4
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Satz 5.5 s sei G cin Graph in R® mit k < 3 FEcken vom Grad vier und
D ein Diagramm von G mit n Kreuzungen, das alternierend, reduziert und

prim ist. Dann gilt:
a) Es gibt kein Diagramm von G mit weniger als n Kreuzungen.

b) Jedes nicht alternierende Diagramm von G besitzt mehr als n Kreuzun-

gen.

Beweis: Es sei D ein zu D aquivalentes Graphendiagramm. Versehe D und D
mit einer beliebigen Eckennumerierung und -orientierung, wobei die Ecken-

orientierung von D ohne Einschriankung derart gewéhlt sei, dal Dy 7 alter-

.....

nierend ist. Da die behaupteten Aussagen fiir n = 0 oder n = 1 offensichtlich

richtig sind, sei im weiteren n > 2.

k=1:
Die Behauptung gilt nach Satz 4.9.

k=2:

Zu e, € {0,00} existieren rationale Knauel r und s in Normalformge-
stalt, so daf} EEM ~ D, ist. Dabei kénnen ¢ und g nach Lemma 5.1 so
gewdhlt werden, dal r # 1 und s # 1 gilt.

Ist eines der beiden Knéuel r, s negativ oder aus der Menge {0, 00}, so

gilt nach den Lemmata 2.6, 2.8 und Satz 1.11:

n+ #r+#s <1 falls D, ; alternierend

z=Grad(, p,.) =
( D,L) { n+ #r + #s <2 sonst

Falls r, s nicht beide aus {0, 00} sind, ist #r > 2 oder #s > 2 und somit
z—Grad(, f)w) = zGrad(, p,.) > n.

Also besitzt entweder EEM und somit auch D mindestens n + 1 Kreuzungen,
oder es ist 7,5 € {0,00}. In letzterem Fall hat D nach Korollar 1.12 genau
n Kreuzungen, falls EEM — bis auf kreuzungsfreie Komponenten — reduziert,
alternierend, prim ist, und andernfalls mehr als n Kreuzungen.

Ist 0 <r,s <1oderr,s>1, so gilt nach Lemma 5.4

z—Grad(, f)w) = zGrad(, p,.) = nES3+#r+#s > n+1,
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d.h. D hat mindestens n + 2 Kreuzungen.
Ist 0 <r <1und s> 1 (oder umgekehrt), so definiere

- 0 falls p = o0
o=

oo falls p =0

und betrachte das rationale Knduel s in Normalformgestalt, welches die Re-
lation Esﬂ ~ D, 5 erfiillt. Gilt nicht s> 1, d.h. ist s negativ oder aus {0, o0}

oder ist 0 < s < 1, so folgt wie in den vorangehenden Fallen
z—Grad(, f)w_;) = zGrad(,p,;) 2 n .
Da nach Lemma 2.8
z=Grad(, p,,) = =Grad(, p,.) = n+ #r &2
ist, folgt fiir den Fall > 1 aus Lemma 5.2, daf} entweder
z—Grad(, f)w) = 2Grad(, p,.) > n+#re2 > n

oder

z—Grad(, ﬁaﬁ) = zGrad(,p,.) 2 n+#re2 >0

gilt, d.h. D besitzt in jedem Fall mindestens n + 1 Kreuzungen.

Insgesamt hat D somit mindestens n Kreuzungen, d.h. es existiert kein
Diagramm von G mit weniger als n Kreuzungen. Besitzt D genau n Kreu-
zungen, so ist nach obigen Uberlegungen EEM — bis auf kreuzungsfreie Kom-
ponenten — reduziert, alternierend und prim, das Graphendiagramm D also

nach Lemma 3.4 alternierend.

k=3:

Ahnlich wie im Fall k = 2 seien &, v € {0,00} und r # 1, s £ 1,1 # 1
rationale Knduel in Normalformgestalt, so dafl 56%1, ~ D, s ist.

Ist eines der Knauel r, s, ¢t negativ oder aus der Menge {0, 00}, so lassen
sich wie im Fall £ = 2 Aussagen iiber den z—Grad des Kauffman—Polynoms
von Es%y machen.

Ist 0 <r,s,t <1 oder r,s,t> 1, so gilt nach Lemma 5.4

z—Grad(, f)sw) = zGrad(, p,.,) > nSd+#r+#s+#1 > n+2,
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d.h. D hat mindestens n + 3 Kreuzungen.
In jedem anderen Fall gelten bis auf Vertauschung der Buchstaben r, s, ¢

die Ungleichungen 0 < r,s < 1 und ¢ > 1. Definiere

Vo=
oo fallsr =0

" { 0 falls v = o0

und betrachte das rationale Knauel 7 in Normalformgestalt, welches die Rela-
tion 55%; ~ D, ,7erfilllt. Gilt nicht 1 > 1, so folgt wie in den vorangehenden
Fallen

z—Grad(, B, ) = z-Grad(,p, ;) = n.

o )t

Da nach Lemma 5.4
z~Grad(, p,.,) = #Grad(, p,,.) = n+#r+#sE3
ist, folgt fiir den Fall # > 1 aus Lemma 5.2, daf entweder
z—Grad(, f)s,w) = zGrad(, p,..) > n+#r+#s3 > n+1
oder

z—Grad(, B, ) = zGrad(,p_ ;) = n+Fr+H#se3 > ntl

s

gilt, d.h. D besitzt in jedem Fall mindestens n 4+ 2 Kreuzungen.
Mit den gleichen Argumenten wie im Fall k = 2 folgt aus diesen Uberle-
gungen die Behauptung.

Bemerkung: Wie in Abschnitt 4.2 148t sich Satz 5.5 auf die Situation ver-
allgemeinern, dafl D beziiglich zusammenhéngender oder disjunkter Summe
zusammengesetzt ist aus einem reduzierten, alternierenden, primen Graphen-
diagramm und reduzierten, alternierenden Verkettungsdiagrammen, indem

die Komplexitat von D betrachtet wird.
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5.3 Weitere Klassen alternierender Graphen

In diesem Abschnitt werden zwei Klassen alternierender Graphen bzw. al-
ternierender Graphendiagramme mit beliebiger Zahl der Ecken vom Grad
vier vorgestellt, die eine Verallgemeinerung von Satz 1.5 zulassen. Die erste

Klasse wird durch eine eher technische Figenschaft charakterisiert:

Definition Es sei G ein Graph in R® mit & > 1 Ecken vom Grad vier und
D ein alternierendes Diagramm von G mit n > 1 Kreuzungen. D werde mit
einer beliebigen Eckennumerierung und einer Eckenorientierung versehen, so
dal D _ 1 alternierend ist. Dann heilit D gradreduzierend, falls fiir jede Wahl
von €1,...,65 € {0,00,1} mit e; = 1 fiir mindestens ein j € {1,... k} gilt:

.....

Bemerkung: Ist D Diagramm eines Achtergraphen in R® mit n > 1 Kreu-

zungen, das reduziert, alternierend und prim ist, so ist D gradreduzierend.

Lemma 5.6 Es sei G ein Graph in R® mit k > 1 Ecken vom Grad vier und
D ein eckenorientiertes Diagramm von G, das reduziert, alternierend, prim

und gradreduzierend ist. Dann gilt fir iq,..., 1 € {0,00}

’C:;L;nﬂk(D) = {[Di17~~~7ik]}7

und fiir rationale Knduel ry,...,ry in Normalformgestalt mit r; € K, fiir
JEeALl, ..., k} und rj, ¢ {0,00} fiir mindestens einen Index jo € {1,...,k}
Z.St [Drl,...,rk] % I:Dll,,lk]

Beweis: Die Eckenorientierung des Graphendiagramms sei ohne Einschran-
kung so, dali Dy 1 alternierend ist, und n bezeichne die Anzahl der Kreu-
zungen von D. Sind &1, ..., &, € {0,00,1}, wobei die Anzahl der Einsen { > 1

ist, so gilt nach Voraussetzung:

L) S ne2 = #D., ., SlS2

.....
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Zeige nun, dafl daraus fiir beliebige positive rationale Knéuel rq,... 7 in

Normalformgestalt folgt:

.....

) <#D,, . k&2 falls r; =1 fiir mindestens ein j
" =#D,, . k&l sonst

Da die Aussage fiir den Fall & = 1 nach Korollar 1.10 (fiir v = 1) und
Lemma 2.8 wahr ist, gelte fiir den weiteren Beweis k& > 2.

Es sei [ die Anzahl der Indizes 57 mit r; = 1. Beweise die Aussage mittels
vollstandiger Induktion nach k& <[ > 0. Fir k<[ = 0, d.h. £ = [ und
ry = ... =1, = 1, gilt die Aussage nach Voraussetzung. Sei im folgenden
also k <1 > 1. Es ist dann r; # 1 fiir mindestens ein j € {1,...,k}, und
ohne Einschrankung sei ry # 1.

Betrachte zunachst den Fall, dal rp = 2 ist. Die Rekursionsformel fiir
das Kauffman—Polynom angewendet auf eine der beiden Kreuzungen von ry

liefert dann:

9 Drl,...,rk_1,2 - Drl,...,rk_l,O —I_ Z(a7 Drl,...,rk_l,oo —I_ Y Drl,...,rk_l,l)

Dy ryound D, . lassen sich als Graphendiagramme von Graphen
mit k£ <1 Ecken auffassen, bei denen die Ecken durch positive rationale
Knéuel ersetzt worden sind, wobei fiir [ Indizes r; = 1 ist. D, ., 1 ist
aus dem Diagramm eines Graphen mit & Ecken entstanden, wobei fiir [ + 1
Indizes r; = 1 gilt. Auf alle drei Diagramme 1&8t sich wegen £k &1 <1 <
k <1 die Induktionsvoraussetzung anwenden. Ist [ > 1, so folgt aus den
drei Ungleichungen, die nach Induktionsvoraussetzung gelten, die behauptete
Ungleichung fiir das Kauffman-Polynom von D,, . _ 2. Ist [ = 0, so folgt

aus

z=Grad(, p = 2Grad(, p,, = #D, riii0 Sk

rl,...,rk_l,O) ~7Tk_17<>0)

und
ZﬁGrad(? Drl,...,rk_l,l) S #Drlwnvrk—lvl <:>k <:>2 = #Drlwnvrk—lvoo <:>k <:>1

die behauptete Gleichung fiir das Kauffman-Polynom von D, ., . J.
Mit dem Rekursionsprinzip fiir rationale Knéuel 148t sich die Aussage

nun wie in Abschnitt 2.3 fiir ein beliebiges positives Knauel r; verifizieren.
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Insbesondere gilt damit in der Situation, dafl ry,...,r; nicht-negative ratio-
nale Knauel mit r; # 1 sind, so daB} r; positiv fiir m Indizes und r; € {0, 00}

fir £ <m Indizes ist:

oM el > ndmel

.........

Wird anstelle eines der m positiven rationalen Knauel ein negatives einge-
setzt, so erhoht sich der z—Grad des Kauffman—Polynoms wegen Lemma 2.6,
und die obige Ungleichung behélt ihre Giiltigkeit.

Es gilt daher insgesamt: Werden die Ecken von D durch beliebige ra-
tionale Knauel rq,...,r, aus den Knéuelklassen Kg U K., ersetzt, so ist
z=Grad(, p,, , ) = n, falls nicht r; € {0,00} fiir jedes 7 € {1,...,k} gilt,
d.h. das Verkettungsdiagramm 1&8t sich nicht mit weniger als n + 1 Kreu-

.....

zungen darstellen, falls nicht r; € {0,00} fiir jedes 1 € {1,...,k} gilt. Da
andererseits das Finsetzen von ry,...,ry € {0,00} jeweils zu einem Ver-

kettungsdiagramm mit n Kreuzungen fiihrt, folgt die Behauptung iiber die

Gestalt von £ Zk(D)

min

4

Lemma 5.7 Es sei G ein Graph in R® mit k > 1 FEcken vom Grad vier und
D ein eckenorientiertes Diagramm von G, das reduziert, alternierend, prim

und gradreduzierend ist. Dann gilt fir i1,... 1 € {0,00,+}

’C:;L;nﬂk(D) = {[Dll ~~~~~ Zk]}v

und sind ry,...,r, € K U{} mit r; € K;, in Normalformgestalt fir Indi-
zes 7 € {l,...,k} mit i; # « und r; = « sonst, so dafi r;, ¢ {0,00,} fir
mindestens ein jo € {1,...,k} ist, so gilt [Dy, .1 # [Diy....i]-

Beweis: Es sei [ :={j € {l,...,k} | i; =}, und [ bezeichne die Anzahl
der Elemente von [I. Da fiir den Fall [ = £ nichts zu zeigen ist, werde im
folgenden stets 0 <[ < k angenommen.

Der Beweis erfolgt durch vollstandige Induktion nach [ > 0. Fir [ = 0
gilt die Aussage nach Lemma 5.6. Sei also 1 <[ < k£ und die Behauptung
bewiesen fiir den Fall, dafl I héchstens [ <1 Elemente hat.
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Angenommen, es existiert ein Graphendiagramm D mit D ~ D,, .. . fir
Ty, € KU{}, #5 <nundr; ¢ {0,00,:}flireinj € {1,...,k}. Ersetze
eine beliebige Ecke in D durch 0 bzw. co. Dies entspricht dem Ersetzen einer
Ecke in D,,
Normalformgestalt aus — nach Lemma 5.1 verschiedenen — der Klassen Ko,

Koo, K. Somit ist r; € Ko U K oder r; € Ko UK, d.h. in wenigstens

.rp» Welche die Nummer j habe, durch Knéuel r; bzw. r’ in

einer Klasse £+ (D) mit 4y,...,1; € {0,00,+} existiert ein Teilgraph mit
[ &1 Ecken, der hochstens n Kreuzungen besitzt und durch Einsetzen von
r; € 10,00} bzw. ri ¢ {0,00} in einer Ecke entsteht — im Widerspruch zur

Induktionsvoraussetzung.

4

Satz 5.8 Ls sei G ein Graph in R® und D ein Diagramm von G mit n
Kreuzungen, das reduziert, alternierend, prim und gradreduzierend ist. Dann

qilt:
a) Es gibt kein Diagramm von G mit weniger als n Kreuzungen.

b) Jedes nicht alternierende Diagramm von G besitzt mehr als n Kreuzun-

gen.

Beweis:

zZu a):

Angenommen, es gibt ein Diagramm D von G mit weniger als n Kreuzungen.
D und D werden mit einer beliebigen Eckennumerierung und -orientierung
versehen. Wihle eine beliebige Ecke mit Nummer ¢ aus und betrachte die In-
variante ,Cirzl}n(ﬁ) 1. Stufe. Es ist ,Cirzl}n(ﬁ) = ,Cirfl}n(D) fiir ein j € {1,...,k}.
Bezeichnet D, das Diagramm, welches durch Ersetzen der i-ten Ecke von
D durch ein rationales Kniuel r entsteht, so haben 50 und Eoo beide we-
niger als n Kreuzungen, d.h. in zwei von drei Eintragen der Invarianten
,Cirzl}n(ﬁ) = ,Cirfl}n(D) ist die minimale Kreuzungszahl kleiner als n — im Wi-
derspruch zu Lemma 5.7.

zu b):

Angenommen, es gibt ein nicht alternierendes Diagramm D von G mit n
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Kreuzungen. Wie in Teil a) versehe D und D mit einer beliebigen Eckennu-
merierung und -orientierung und betrachte eine Invariante ,Cirzl}n(D) 1. Stufe.
Bezeichnet D" das Diagramm, welches durch Ersetzen der i-ten Ecke von D
durch ein rationales Knéuel r entsteht, so sind D° und D> wegen Korollar
3.5 Graphendiagramme mit n > 2 Kreuzungen, die — auch nach Weglas-
sen aller kreuzungsfreier Komponenten — nicht alle drei Eigenschaften redu-
ziert, alternierend, prim besitzen, d.h. es existieren pq,...,puz—1 € {0,00}
und vy, ...,v5—1 € {0,00}, so daB} beziiglich einer gewahlten Eckenorientie-
rung fiir die beiden Verkettungsdiagramme z—Grad(, o, ) < n<2und
z—Grad(, 53{1)7"'7‘%—1) < n<2 gilt — im Widerspruch zu der Tatsache, dafl nach
Lemma 5.7 die minimalen Graphendiagramme in zwei der drei Fintrage von
,Cirzl}n(ﬁ) = ,Cirfl}n(D) eindeutig bestimmt und reduziert, alternierend, prim
sind, d.h. beliebiges Ersetzen der Ecken durch Elemente aus {0, oo} jeweils zu

Verkettungsdiagrammen fiithrt, deren Kauffman—Polynom den z—Grad n <1

hat (Korollar 1.12).
Ol

Bemerkung: Wie in Abschnitt 4.2 148t sich Satz 5.8 auf die Situation ver-
allgemeinern, dafl D beziiglich zusammenhéngender oder disjunkter Summe
zusammengesetzt ist aus einem reduzierten, alternierenden, primen, gradre-
duzierenden Graphendiagramm und reduzierten, alternierenden Verkettungs-

diagrammen.

*

Bei der folgenden Definition, in der die zweite der anfangs erwédhnten
Klassen alternierender Graphen bzw. Graphendiagramme eingefiithrt wird, ist
der Begriff ,Knauel“ in offensichtlicher Verallgemeinerung der urspriinglichen

Definition als Teil eines Graphendiagramms zu verstehen.

Definition Ist G ein Graph in R® mit & > 1 Ecken vom Grad vier, so heifit
ein alternierendes Diagramm D von G eckentrennend, falls in D paarweise
disjunkte Knéauel ¢y,...,{; existieren, so daf} jedes Knéuel genau eine Ecke
des Diagramms enthélt und beziiglich einer beliebigen Eckenorientierung das
Ersetzen der Ecke in ¢; fiir j € {1,...,k} durch 1 oder 1 zu einer 3-Briicke
in ¢; fiithrt.



100 KAPITEL 5: ALTERNIERENDE GRAPHENDIAGRAMME

Bemerkung: Es gibt alternierende Graphendiagramme, die nicht eckentren-

nend sind. Ein Beispiel hierfiir liefert das Diagramm auf Seite 85.
Lemma 5.9 Fin eckentrennendes Graphendiagramm ist gradreduzierend.

Beweis: Es sei D ein eckentrennendes Graphendiagramm mit & > 1 Ecken
vom Grad vier, das mit einer Eckenorientierung versehen sei, so dafl das
Ersetzen einer Ecke durch 1 eine 3-Briicke liefert. Es seien ey,...,ep €
{0,00,1}, und [ > 1 sei die Anzahl der Indizes j mit ¢; = 1. Es ist nun
zu zeigen, daf gilt:

. &l &2

..........

Mittels vollstandiger Induktion nach [ wird gezeigt, dafl sogar die Unglei-
chung

.........

erfiillt ist. Fiir [ = 1 gilt die Aussage nach Korollar 1.10, da D., . ., eine
3—Briicke besitzt. Sei also [ > 2 und die Behauptung fiir den Fall gezeigt,
daB ¢; = 1 fiir hochstens [ <1 Indizes gilt.

..... . 1aBt sich als Kn&uelsumme N(s + t) darstellen, so daf} ¢ aus
einem der Knéuel ¢4,. .., 1, die wegen der Figenschaft ,gradreduzierend® des
Graphendiagramms existieren, durch Ersetzen der Fcke durch 1 hervorgeht.
Bezeichnen AV, AP, AY AX die Kauffman-Polynome von s, s”, s sX und

BN, BP BX, BX die von NP X ty, so gilt nach Induktionsvoraussetzung
o Grad(A') < #s 2 el)el furi e {N,D}

z ra _
| #se2lel) firs e {X, X}

und wegen der 3-Briicke von ¢:

: t<3 fur: N.D
z &Grad(BY) < 7" iir € 7_}
#1 &2 furi e {X, X}

Die Behauptung folgt nun unmittelbar aus der Summenformel fiir Knéuel,

denn es gilt

z @Grad(z_lAyBy) < sl #se2lel)+#Le2 = #D,,

.....

und ebenso fiir die iibrigen Terme der Summenformel.
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Korollar 5.10 Es sei G ein Graph in R® und D ein Diagramm von G mit n
Kreuzungen, das reduziert, alternierend, prim und eckentrennend ist. Dann

qilt:
a) FEs gibt kein Diagramm von G mit weniger als n Kreuzungen.

b) Jedes nicht alternierende Diagramm von G besitzt mehr als n Kreuzun-

gen.

Beweis: Die Behauptung folgt mit Lemma 5.9 aus Satz 5.8.

Beispiel: Der unten abgebildete Graph mit 4 Ecken vom Grad vier erfiillt die

Voraussetzungen von Korollar 5.10 und ist daher in minimaler Darstellung:

(Sa

ﬂy —
L /4&

0,
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