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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird eine kontinuumsmechanische Theorie sowie ein geeigneter Algo-
rithmus zur Behandlung von Formoptimierungs- und Identifikationsaufgaben isotroper,
hyperelastische Materialien unter groflen Deformationen angegeben.

Im ersten Teil wird nach der Darstellung der kontinuumsmechanischen Grundlagen
eine eigenvektorfreie Formulierung der Spannungs- und Materialtensoren der betrach-
teten Materialklasse fiir die Abhangigkeit der Formanderungsenergie von den Eigen-
werten (z.B. Ogden-Material) hergeleitet. Damit ist eine einheitliche Formulierung der
Spannungs- und Materialtensoren aller Spannungszustande fiir kompressible und in-
kompressible Materialien bzgl. einer Berechnung in den Gréflen der Referenz- bzw. der
Momentankonfiguration gelungen.

Durch die systematische Erweiterung der kontinuumsmechanischen Grundlagen um die
Abhéangigkeit vom Design wird im zweiten Teil die Optimale Formgebung als Teilge-
biet der Kontinuumsmechanik vorgestellt. Die funktionalen Abhé&ngigkeiten der kon-
tinuumsmechanischen Feldgréen fithren aufgrund der vergleichbaren mathematischen
Struktur zu Aussagen, die den bekannten Beziehungen der Zeitableitung dquivalent
sind. Aus dieser Ahnlichkeit folgt, daB gerade in der Sensitivititsanalyse dem Materi-
altensor eine grofle Bedeutung zukommt.

Die Konzepte einer systematischen algorithmischen Realisation dieser kontinuums-
mechanisch formulierten Strukturoptimierung fiir das FE-Forschungsprogrammpaket
INA-OPT (INelastisc Analysis and OPTimization) werden im dritten Teil vorgestellt.
Anhand einiger Beispiele wird gezeigt, dafl die vollstandige analytische Sensitivitéts-
analyse nichtlinearer strukturmechanischer Probleme effektiv realisiert werden kann.

Abstract

A continuum mechanical theory and an efficient algorithm for solving structural op-
timization as well as identifikation problems for isotropic, hyperelastic materials with
large deformations is proposed.

After introducing the continuum mechanical notation a formulation of stresses and
elastic moduli for strain energy functions depending on the eigenvalues (e.g. Ogden’ s
material law) without needing the eigenvectors is derived. Using this result, a uniform
representation of the stresses and elastic moduli for all stress states of compressible as
well as incompressible materials is given.

In a second part, a systematical extension of the classical continuum mechanical theo-
ry by introducing design dependencies establishes structural optimization as a part of
continuum mechanics. Since the continuum mechanical functions have the same mathe-
matical structure, similar formulae can be derived for linarization in time and in design.
Therefore, the tensor of elastic moduli is crucial for a correct sensitivity analysis.

The concepts leading to a systematical implementation of the theoretical results in-
to the finite element based research analysis tool INA-OPT (INelastisc Analysis and
OPTimization) are outlined in a third part. The efficiency of the fully analytical for-
mulated sensitivity analysis for nonlinear problems with large deformations is shown
for some examples.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Problemstellung

Die Konstruktion von Bauwerken zur sinnvollen Nutzung bei moglichst optimaler
Erfiillung selbstgestellter Ziele und unter Beachtung zahlreicher Vorgaben und Zwangs-
bedingungen stellt die ureigenste Aufgabenstellung im Ingenieurwesen dar. In der Ge-
schichte des Bauwesens wurden die zur optimalen Gestaltung eines Bauwerkes notwen-
digen Eigenschaften und Fihigkeiten in der Erfahrung der Baumeister vereinigt.

Durch die Entwicklung der numerischen Methoden, die zundchst die Berechnung des
Strukturverhaltens wesentlich vereinfachte, ergab sich auch die Méglichkeit einer mathe-
matischen Beschreibung und algorithmischen Umsetzung der komplexen Ingenieurauf-
gabe durch eine Optimierungsaufgabe und die zugehdrigen Algorithmen.

Zur mathematischen Darstellung sind die gewiinschten Ziele durch die sogenannte Ziel-
funktion f und die vorhandenen Beschrdnkungen durch die Nebenbedingungen g¢; zu
beschreiben. Als wesentliche veranderbare Groflen der Konstruktion sind die Designva-
riablen s; testzulegen.

In der algorithmischen Umsetzung des Arbeitsablaufes sind den Tatigkeiten
Konstruieren — Berechnen — Bewerten — Verbessern

die folgenden numerischen Hilfsmittel zugeordnet.

Die Konstruktion eines Bauteils erfolgt heutzutage in effizienter Form mit den numeri-
schen Werkzeugen des Computer Aided Geometric Design (CAGD), die bei richtigem
Einsatz und strukturierter Organisation die Grundlage jedes weiteren Arbeitsschrittes
bis zur Fertigung darstellen sollte.

Hieran schliefit sich die numerische Berechnung mit der Finite-FElemente-Methode (FEM)
bzw. der Rand-Elemente-Methode (BEM) an. Einen wesentlichen Aspekt stellt beim
Einsatz der numerischen Naherungsverfahren die problemgerechte Diskretisierung der
realen Struktur dar, die durch den Einsatz von Verfeinerungsstrategien auf der Grund-
lage von A-priori-Kriterien und A-posteriori-Kriterien unterstiitzt wird. Weiterhin ist
durch den Fortschritt insbesondere der numerischen Methoden in der Mechanik die
Erfassung komplexer Phdnomene z.B. beim globalen und lokalen Stabilitatsverhalten,

1
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beim Materialverhalten und in der Kopplung mechanisch-thermomechanischen Verhal-
tens moglich.

Die berechneten Ergebnisse der Strukturanalyse sind einer kritischen Bewertung zu
unterziehen, wobei vor allem die Aussagekraft des gewdhlten Modells zu beurteilen
ist. Innerhalb des numerischen Modells ist die Gilite der Berechnung mit den oben
erwahnten Adaptionskriterien zu gewihrleisten.

Fir die Verbesserung der Konstruktion hinsichtlich der gesetzten Ziele und unter Be-
achtung der vorgegebenen Beschrankungen ist die Empfindlichkeit der Struktur (Sen-
sitivitidt) bei Verdnderungen zu beurteilen. Hierfiir steht dem Ingenieur im Rahmen
einer numerischen Behandlung das Hilfsmittel der Sensitivitdtsanalyse zur Verfiigung,
die auf der Grundlage der geometrischen Beschreibung der Struktur (CAGD) und der

numerischen Berechnung (FEM) das Anderungsverhalten quantifiziert.

Nach der Beurteilung des Anderungsverhaltens und seiner quantitativen Angabe durch
die Sensitivititsanalyse ist die sinnvolle Anderung der Struktur zu ermitteln, die inner-
halb der durch die Problemstellung gegebenen Freiheiten die optimale Losung liefert.
Zur Behandlung dieser Teilaufgabe werden die Algorithmen der mathematischen Opti-
mierung eingesetzt, die aus den Werten der Zielfunktion und den Nebenbedingungen
sowie der Angabe der Gradienten und der zweiten Ableitungen (Sensitivitit) einen
verbesserten Losungsvorschlag liefern.

Der Einsatz von Ezpertensystemen fir die Gesamtaufgabe bzw. fiir Teilbereiche kann
den Ingenieur weiterhin von der Bearbeitung zahlreicher standardisierter Entschei-
dungsprozefle entlasten.

Die dargestellten Algorithmen fiir die

o Konstruktion: Computer Aided Geometric Design
o Berechnung: Finite-Elemente-Methode
o Bewertung: Sensitivititsanalyse

o Verbesserung: Mathematische Optimierung

sowie der Einsatz von Expertensystemen sollen und kénnen den Ingenieur bei der
Loésung der Ingenieuraufgabe durch die schnelle und effiziente Bearbeitung letztlich
trivialer Arbeitsschritte behilflich sein, so daf} er sich intensiver den eigentlichen, nicht
algorithmierbaren Aufgaben widmen kann. Hierbei ist insbesondere die Modellbildung
(auch der Teilmodelle fiir die einzelnen Algorithmen) und die kritische Kontrolle der
durch den Algorithmus gelieferten Ergebnisse zu erwahnen.

In dem Mafle, wie der Ingenieur triviale Aufgaben zur Arbeitsentlastung an den Al-
gorithmus abtreten mochte, steigt die Menge der im Algorithmus zu verarbeitenden
Informationen und damit die Komplexitat eines Gesamtalgorithmus Optimale Formge-
bung.

Die sich zwangsldufig ergebene Notwendigkeit der Beriicksichtigung und Kopplung
mehrerer, bisher nicht miteinander in Beziehung stehender Einzelmodelle fithrte dazu,
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daf} sich zahlreiche Philosophien zur algorithmischen Behandlung und softwaretechni-
schen Umsetzung der Strukturoptimierung entwickelten. Die Standpunkte sind wesent-
lich durch die unterschiedlichen Zielsetzungen, Arbeitsbedingungen und der Struktur
vorhandener Softwarelésungen bei den Teilaufgaben geprigt. Fiir die Entscheidungs-
findung ist dabei der finanzielle und zeitliche Aufwand einer exakten Abbildung theore-
tischer Beziehungen fiir die eigene Optimierungsaufgabe mit der erforderlichen Genau-
igkeit und der Notwendigkeit einer schnellen und effektiven Problemlésung innerhalb
der bestehenden Struktur in Beziehung zu setzen.

Fiir die Behandlung der Strukturoptimierung in Teilbereichen der Industrie ist der Ein-
satz numerischer und semianalytischer Verfahren zur Ermittlung der Sensitivitaten weit
fortgeschritten. Der wesentliche Vorteil dieser Vorgehensweise besteht darin, dafl vor-
handene Softwarepakete fiir die Geometriebeschreibung und die Strukturanalyse ohne
genaue Kenntnis der internen Arbeitsweisen verwendet werden kénnen. Durch den Ein-
satz numerischer Differentiationstechniken werden hierbei beziiglich der Genauigkeit
der Sensitivitatsanalyse und der effektiven numerischen Behandlung Einschrankungen
gemacht. Der Finsatz dieser Methoden erfordert eine erhdhte Rechenzeit, die in der
Regel in der industriellen Anwendung zur Verfiigung gestellt werden kann.

Demgegeniiber wird in der Forschung vermehrt auf die exakte Abbildung der theo-
retischen Zusammenhénge in einer eigenen fiir die Optimierungsaufgabe zusammen-
gestellten Softwareumgebung Wert gelegt. Den sich hieraus ergebenen Vorteilen steht
der enorme Aufwand einer véllig neu zu erstellenden, modular strukturierten software-
technischen Losung gegeniiber. Aus diesem Grund sind zur Zeit noch Abstriche bei
der Funktionalitdt der Einzelbausteine und bei der Einsatztédhigkeit auf grofile praxis-
relevante Problemstellungen der Industrie zu machen. Es ist zu erwarten, dafl sich
aus der Entwicklungsarbeit der Forschungsinstitute auf dem Gebiet integrierter Soft-
wareldsungen, die auf der Grundlage einer exakten Abbildung der Theorie basieren, in
Zukunft Daten- und Programmkonzeptionen entstehen, die von der Industrie und den
kommerziellen Softwareherstellern in den néchsten (Software-) Generationen bertick-
sichtigt werden.

1.2 Aufgabenstellung und Ziele dieser Arbeit

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der Berechnung und Optimierung von
Strukturen aus isotropen, hyperelastischen Materialien, deren bedeutendsten Vertreter
das ,,Neo-Hooke-Material“, das , Mooney-Rivlin-Material“ und die Klasse der ,,Ogden-
Materialien® sind. Diese Materialien werden insbesondere zur Modellierung gummiar-
tigen Materialverhaltens z.B. in der Reifenmechanik und bei der Untersuchung techni-
scher Gummiprodukte eingesetzt, wobei vielfach Dehnungen von 200% bis 300% auf-
treten. Fine Darstellung des Stands der Forschung auf dem Gebiet der numerischen
Modellierung gummiartigen Materialverhaltens wird in Abschnitt 3.1.4 gegeben.

Das Verhalten einer Struktur aus hyperelastischem Material wird neben der Geome-
trie der unbelasteten Ausgangsform auch von den Materialparametern beeinflufit, die
fiir den groflen Dehnungsbereich eine realistische, gleich gute Beschreibung der Ma-
terialeigenschaften des Gummis liefern miissen. Um den Einflul sowohl unterschiedli-
cher geometrischer Formen als auch unterschiedlichen Materialverhaltens beschreiben
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zu kénnen, ist die Sensitivitit beziiglich einer Anderung der Geometrie als auch der
Anderung der Materialparameter anzugeben.

Die Problematik der Aufgabenstellung ,,Berechnung und Optimierung von Strukturen
aus isotropen, hyperelastischen Materialien® und damit die Zielsetzung dieser Arbeit
besteht in der

o Herleitung einer numerisch effizienten Methodik zur strukturmechanischen Be-
rechnung der Materialien,

o der Herleitung der Sensitivititen beziiglich Anderung der Geometrie und der
Materialparameter sowie der

o Konzeption und Implementation eines effizienten Gesamtalgorithmus zur nume-
rischen Behandlung der Optimierungsaufgaben.

Bei der Behandlung soll besonderer Wert auf die Herleitung der Strukturanalyse als
auch der Sensitivitdtsanalyse aus den kontinuumsmechanischen Beziehungen Wert ge-
legt werden. Die sich hieraus ergebenden Resultate sollen in vollstindig analytischer
Form in ein integriertes Programmkonzept eingebunden und softwaretechnisch reali-
siert werden.

1.3 Umfang dieser Arbeit

In Kapitel 2 werden die kontinuumsmechanischen Grundlagen fiir den spéteren
Gebrauch bei der Herleitung der Spannungs- und Materialtensoren in Kapitel 3 und fiir
die Sensitivitdtsanalyse in Kapitel 5 aufbereitet. Hierbei ist besonders die Beschreibung
der materiellen Kérper und ihrer Konfigurationen durch die konvektiven Koordinaten,
d.h. die Darstellung als differenzierbare Mannigfaltigkeiten, wesentliche Voraussetzung
fiir die in Kapitel 5 eingefithrte Parametrisierung der Optimierungsaufgabe.

Die Berechnung der Sensitivitat des Strukturverhaltens erfordert zunéchst eine ein-
gehende Analyse und Problembeschreibung des zugrundeliegenden Materialverhaltens.
Hierzu werden in Kapitel 3 fiir eine Beschreibung in den Gréflen der Referenzkonfigura-
tion die Spannungs- und Materialtensoren isotroper, hyperelastischer Materialien
angegeben.

Als Ausgangspunkt der Betrachtung wird das isotrope, hyperelastische Materialgesetz
in der allgemeingiiltigen Darstellung der Formanderungsenergiefunktion W als Funk-
tion der Invarianten I, I, Il bzw. der Figenwerte Ay, Ay, A3, d.h.

W = W(IL,ILI) = W(A, A, As)

vorausgesetzt. Es sollen fiir die Beschreibungsméglichkeiten keine Einschrankungen
vorgenommen werden, so dafl zur erfolgreichen Behandlung der Vielfalt moglicher Er-
scheinungsformen ein Konzept zur strukturierten, modularen Beschreibung erarbeitet
werden muf}. Als Eingangsgrofle ist dabei nur die Angabe der Formé&nderungsenergie-
funktion W und der zugehorigen Ableitungen nach den Invarianten fiir die funktionale
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Abhéngigkeit W = W(I, IL, IT) bzw. nach den Eigenwerten fiir die funktionale Abhangig-
keit W = W()\l, A2, A3) vorzusehen. Wesentlich ist bei dem vorgeschlagenen Vorgehen
der vollstindige Verzicht auf die Berechnung der Eigenvektoren der Verzerrungs- und
Spannungstensoren.

Neben der Darstellung kompressibler, quasi-inkompressibler und exakt-inkompressibler
Materialien im allgemeinen dreidimensionalen Spannungs- und Verzerrungszustand
(mit den Sonderféllen des ebenen und rotationssymmetrischen Verzerrungszustandes)
erfolgt die Angabe der Spannungs- und Materialtensoren fiir den ebenen Spannungs-
zustand. Die Sonderfélle zweifach bzw. dreifach zusammenfallender Eigenwerte fiir das
in den Figenwerten formulierte Ogden-Materialgesetz werden nach Durchfithrung eines
Grenzwertprozefles explizit angegeben. Die entsprechenden Gleichungen fiir die Darstel-
lung der Spannungs- und Materialtensoren in den Gréflen der Momentankonfiguration
finden sich im Anhang.

In Kapitel 4 wird die Finite-Elemente-Formulierung zur numerischen Beschreibung
hyperelastischer Materialien kurz dargestellt. Die Grundlagen der Finite-Elemente-
Methode werden vorausgesetzt, so dafl nur einige Angaben zur Bereitstellung des Re-
siduums und der tangentialen Steifigkeitsmatrix fiir die Verschiebungsmethode bzw.
eine gemischte Variationsformulierung zur Behandlung quasi-inkompressibler Materia-
lien gemacht werden.

Nach der Darstellung der Grundlagen der Strukturanalyse, der Angabe der Spannungs-
und Materialtensoren und der schwachen Form des Gleichgewichts sowie der notwen-
digen Diskretisierung wird in Kapitel 5 die Sensitivitdtsanalyse beschrieben.

Den Ausgangspunkt der weiteren Untersuchungen bildet dabei die in Abschnitt 5.1
dargestellten kontinuumsmechanischen Grundlagen der Strukturoptimierung.
Hierbei ist zunéchst die Beschreibung der Geometrie um die Abhéngigkeit von der
Designvariablen zu erweitern, aus der sich die Folgerungen fiir die Deformation und die
Spannungen ergeben.

Die Abhéngigkeit einer strukturmechanischen Gréfle von der Designvariablen ist sowohl
durch die variationelle als auch durch die diskrete Sensitivitdtsanalyse zu beschreiben.
Bei der Anwendung der variationellen Sensitivitédtsanalyse (Abschnitt 5.2) auf
das hyperelastische Materialverhalten werden die Spannungs- und Verzerrungstenso-
ren nach der Designvariablen abgeleitet, so daf} sich kontinuierliche Aussagen fiir die
Empfindlichkeit der Struktur bei Anderung der Designvariablen ergeben. Diese konti-
nuierlichen Aussagen miissen anschliefend konsistent zum numerischen Naherungsver-
fahren diskretisiert werden.

Demgegeniiber erfolgt in der diskreten Sensitivitdtsanalyse (Abschnitt 5.3) die Be-
rechnung der Empfindlichkeit fiir die bereits diskretisierten algebraischen Gleichungen
der Finite-Elemente-Methode. Hierbei ist die erfolgreiche Strukturierung des Problems
und die Umsetzung in modulare Bausteine wesentlich fiir die Durchfiihrbarkeit dieser
Vorgehensweise.

Beide Methoden der Sensitivitdtsanalyse sind fiir die beschriebenen Darstellungsar-
ten hyperelastischen Materialverhaltens implementiert worden, wobei die Angabe der
Sensitivitdt der Formanderungsenergie sowie die Sensitivitidt der ersten Ableitung als
Schnittstelle zur Implementation weiterer Materialgesetze fiir die Optimierung gentigt.



6 Kapitel 1. Einleitung

Die Aufgabenstellung , Strukturoptimierung® erfordert in der softwaretechnischen Rea-
lisation die Kopplung von Algorithmen zur Geometriebeschreibung (CAGD), Finite-
Elemente-Berechnung (FEM), der Sensitivitatsanalyse und der Mathematischen Opti-
mierung. Die Komplexitit der Bearbeitung wird durch den Anspruch einer vollsténdig
analytischen Bereitstellung der Sensitivitdten noch erhéht. Ein Gesamtkonzept Op-
timale Formgebung, das wesentlich auf den bisher dargestellten kontinuumsmecha-
nischen Grundlagen basiert, wird in Kapitel 6 angegeben und ist im Forschungspro-
grammpaket INA-OPT (INelastic Analysis and OPTimization) realisiert worden.

Die Beispiele (Kapitel 7) zeigen an einigen ausgewahlten Problemstellungen die Lei-
stungstédhigkeit der auf den theoretischen Beziehungen basierenden und vollstandig ana-
lytisch vorgenommenen Sensitivitédtsanalyse fiir isotrope, hyperelastische Materialien
sowie der softwaretechnisch umgesetzten Gesamtkonzeption Optimale Formgebung.
Zunichst wurde die Gewichtsminimierung einer Scheibe mit Loch unter grofien
elastischen Deformationen und einzuhaltenden Nebenbedingungen fiir die deformierte
Struktur durchgefithrt. Dariiberhinaus konnte der entwickelte Gesamtalgorithmus zur
Losung inverser Probleme eingesetzt werden, wie sie die Identifikation von Mate-
rialparameter und Geometrie aus dem Deformationsverhalten der Struktur darstellt.
Anschlieiend zeigt die praxisrelevante Formoptimierung einer S2-Normprobe nach
DIN die Einsatzmoglichkeiten zur Beschrinkung auftretender Spannungsspitzen. Die
Losung dieser Aufgabe ist fiir die Konstruktion geeigneter Proben zum Nachweis der
Materialeigenschaften in der Materialpriifung interessant. Zum Abschlufl wurde am
Beispiel der Reifenkonstruktion exemplarisch aufgezeigt, wie in der industriellen
Praxis ein Konstruktionsprozefl durch den Einsatz von Optimierungssoftware geeignet
unterstiitzt werden kann.

Im Anhang wird zum einen die Darstellung der Spannungs- und Materialtensoren
durch die Angabe der Beziehungen bzgl. der Gréflen der Momentankonfiguration
vervollstdndigt (Anhang A). Weiterhin finden sich Angaben zur Struktur der Imple-
mentation der Spannungs- und Materialtensoren (Anhang B). Eine Zusammenstellung
der eingefithrten Notation in Anhang C soll dem Leser die Beschéiftigung mit der vor-
liegenden Arbeit erleichtern.



Kapitel 2

Kontinuumsmechanische
Grundlagen

In diesem Kapitel werden die fiir die kontinuumsmechanische Theorie isotroper, hyper-
elastischer Materialien relevanten Begriffe und Beziehungen kurz angegeben. Austfiihr-
liche Darstellungen finden sich z.B. in Truesdell, Noll [103], Malvern [58] und Mars-
den, Hughes [59]. Die Grundlagen der Elastizitatstheorie sind u. a. in Stein, Barthold
[95] aufbereitet worden. Die Beschreibung der Abhéngigkeit kontinuumsmechanischer
Groflen von der gewédhlten Geometrie eines betrachteten Kérpers, d.h. von den Design-
variablen, wird in Kapitel 5 vorgenommen.

2.1 Kinematik

2.1.1 Der materielle Korper und seine Lage im Raum

Der materielle Kérper B unserer Betrachtung besteht aus einer zusammenhangenden
Menge materieller Punkte M. Die Raum aller méglichen materiellen Kérper B wird
mit B bezeichnet, d.h. B € B. Zu jedem Zeitpunkt ¢ aus dem Raum der betrachteten
Zeitpunkte T; werden die materiellen Punkte mittels der Abbildung y bijektiv und
stetig auf die Raumpunkte P des dreidimensionalen euklidischen Punktraumes IE°
abgebildet. Beziiglich einer raumfesten kartesischen Basis ey, es, e3 zum Zeitpunkt ¢
erhalten wir die Darstellung der Lage des materiellen Punktes M {iber den Ortsvektor
x = z¥e; zum Raumpunkt P € IE°, d.h. es gilt

B x IR R’
X: { 5 - (2.1)

(M,t) — x=y(M,1).

Zu der Referenzzeit t = t, nimmt der unverformte, unbelastete und spannungsfreie ma-
terielle Korper dabei die Referenzkonfiguration B, = x(B,%,) =: xo(B) ein. Beziiglich
der raumfesten kartesischen Basis Eq, Ey, E5 zur Referenzzeit ¢, gilt fiir die Lage des
materiellen Punktes X = X4E 4. Die Koordinaten X# heiflen materielle oder Lagran-
gesche Koordinaten. Die Groflen der Referenzkonfiguration werden im weiteren mit
GroBlbuchstaben bezeichnet.
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Zur aktuellen Zeit t > ¢, nimmt der verformte materielle Kérper die Momentankon-
figuration By = x(B,1) =: x+(B) ein. Fiir die materiellen Punkte gilt dann bzgl. der
gewihlten Basis die Darstellung iiber den Ortsvektor x = z*e;. Die Koordinaten z*
heiflen raumliche oder Eulersche Koordinaten. Die Groflen der Momentankonfiguration
werden mit Kleinbuchstaben bezeichnet.

Die Bewegung des materiellen Korpers von der Referenzkonfiguration B, zum Refe-
renzzeitpunkt ¢, zur Momentankonfiguration B; der aktuellen Zeit ¢ kann durch die

Abbildung

o { B, — B, 99
HOUX e x= 0 (X) = [weo fe) 7 (X) 22)

dargestellt werden. Dabei ist die Abbildung ®;,, stetig differenzierbar und fiir jeden
beliebigen und dann festgewahlten Zeitpunkt ¢ bijektiv. Zur Vereinfachung der Nota-
tion wird @ stets ohne Indizes geschrieben. Weiterhin wird die Ubereinstimmung der
kartesischen Basisvektoren der Referenz- und Momentankonfiguration vorausgesetzt,

d.h. EZ = €.

Referenzkonfiguration B,

Momentankonfiguration B;

materieller Kérper B

Abbildung 2.1: Abbildung y des materiellen Kérpers B auf die Referenz- und
Momentankonfiguration B, bzw. B;

Die Beschreibung des kontinuumsmechanischen Problems kann vollstandig in der Refe-
renzbeschreibung, d.h. in Abhingigkeit der Lage X des materiellen Punktes M zur Re-
ferenzzeit t, erfolgen. Fiir die theoretische und numerische Behandlung der Abhéngig-
keit des materiellen Kérpers und damit der Konfigurationen von einer Designvariablen
s ist die Beschrankung der Betrachtung auf die Deformation eines gegebenen Korpers
zwischen Referenz- und Momentankonfiguration nicht ausreichend. Vielmehr ist die
eindeutige Beschreibung der materiellen Punkte M und des materiellen Kérpers B fiir
die weitere Untersuchung in Kapitel 5 wichtig.
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Zu diesem Zweck erfolgt die Einfithrung konvektiver Koordinaten ©', ©% 02 mit denen
der materielle Punkt M eindeutig beschrieben werden kann. Somit wird eine von der
Designvariable s unabhangige Parametrisierung des materiellen Kérpers vorgenommen.
Dabei wird der Parameterraum

Te :=[0,1]° C IR (2.3)
der konvektiven Koordinaten ©', ©2?, ©° mit Hilfe der Abbildung

1 (01,0%0%) M =uw(0!0%67) ‘

in den Raum B := {B|B = w(Te)} der materiellen Kérper B = w(To) abgebildet.

Mit der Abbildung yx der materiellen Punkte auf die Raumpunkte ergibt sich durch

Abbildungskomposition die Darstellung der Raumpunkte durch die konvektiven Koor-
dinaten (0,02 0%) € To und der Zeit t € T, = IR

_ Te x T, — IR
¢.{( (2.5)

01,0%2,0%1) — x=14(0'0?0°%1).

Damit kénnen die kartesischen Koordinaten X4 bzw. 2 iiber die Abbildung 1 durch
die konvektiven Koordinaten beschrieben werden, d.h. es gilt

X4 =X40',0%0%  baw. 2 =#(0',0%0%1). (2.6)

Die Beziehung zwischen den Koordinaten {XA} bzw. {z'} und {@B} sei bei festgehal-
tener Zeit ¢ bijektiv und beliebig oft stetig differenzierbar.

Den konvektiven Koordinaten ©% sind die kovarianten, konvektiven Basisvektoren

G 0X ox4 d o0x oz’ .
= —— un ;= - = —— ¢
BT HoB 87 %0/ T 90

= 908 I

(2.7)

der Referenz- bzw. der Momentankonfiguration zugeordnet. Weiterhin treten die kon-
travarianten Basisvektoren {G', G?, G*} bzw. {g' g g*} auf, die z.B. fiir die Refe-
renzkonfiguration iiber die ko- bzw. kontravarianten Metrikkoeffizienten G 45 = G4-Gp
mit G4 GBY = 52 und G4 = G4P Gp berechnet werden kénnen. Man beachte, daBl
die Metriktensoren mit G und g, d.h. mit dem gleichen Buchstaben, jedoch ohne In-
dizes, bezeichnet werden, d.h. es gilt

= G2G, G=G;G oG ud G'=GYG oGy, (2.8)
= g0g., g=¢;80g ud gl=¢"gag,. (2.9)

Fiir die numerische Berechnung ist die Darstellung der Bewegung eines deformierbaren
Kérpers iiber das Verschiebungsfeld u := x — X mit der funktionalen Abhéngigkeit

u=10(X,t)=u(0',0%6’¢1) (2.10)
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Momentankonfiguration B;

materieller Kérper B

Abbildung 2.2: Beschreibung der Lage des materiellen Kérpers bei Einfiihrung
konvektiver Koordinaten @', ©2, ©°

zwischen der verformten und unverformten Konfiguration bedeutsam.

Als weitere Moglichkeit zur Beschreibung der Lage materieller Kérper im Raum wird
z.B. in Marsden, Hughes [59] das Konzept der differenzierbaren Mannigfaltigkeit be-
nutzt, das die Grundlage fiir genauere theoretische Untersuchungen bildet. Hierbei wird
die Konfiguration des Korpers stiickweise, d.h. durch eine endliche Anzahl hinreichend
oft stetig differenzierbarer lokaler Abbildungen eines Koordinatensystems {ZB} auf

die kartesischen Koordinaten {XA}, beschrieben. Diese Tatsache wird in Kapitel 6
nochmals aufgegriffen.

Die Abhéangigkeit der geometrischen und damit aller weiteren kontinuumsmechanischen
Groflen von der gewahlten Geometrie, d.h. von der Designvariablen s, wird in Kapi-
tel 5 dargestellt. Dabei werden die oben definierten Abbildungen w,? und ® um die
Abhéangigkeit von der Designvariablen erweitert. Zur Vermeidung unnétiger zuséatzli-
cher Bezeichnungen werden diese modifizierten Abbildungen wieder mit den hier ge-
wohnten griechischen Buchstaben benannt. Im weiteren Verlauf dieses Kapitels und
der Kapitel 3 und 4 ist die Beriicksichtigung der Abhéngigkeit von der Designvariablen
s nicht erforderlich.
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2.1.2 Der materielle Deformationsgradient und die
Verzerrungsmafle

Die Beschreibung der bei der Abbildung ® auftretenden Deformation und Verédnderung
des materiellen Kérpers erfolgt mit Hilfe des materiellen Deformationsgradienten

Ix ’
F := Gradx = EA =g, 2 G, 2.11
rad x XA ® g © ( )
dessen Determinante J := det F' aus physikalischen Griinden stets positiv sein mufl.

Mit dem materiellen Verschiebungsgradienten H := Grad u ergibt sich die Beziehung
F = Gradx = Grad(X 4+ u) =1+ H.

Wichtig fiir die Analyse des Deformationszustandes ist die polare Zerlegung des ma-
teriellen Deformationsgradienten in den eigentlich orthogonalen Drehtensor R und die
positiv definiten, symmetrischen Strecktensoren U bzw. V in der Form

F = RU = VR. (2.12)

Aus der Beobachtung, dafl der materielle Deformationsgradient fiir Starrkérperbewe-
gungen nicht verschwindet und zudem noch richtungsabhéngig ist, wird die Wahl ge-
eigneterer Verzerrungsmafe erforderlich. Zunéchst wird durch die Definition des ma-
teriellen Rechts-Cauchy-Green-Tensors C = F'F = U? bzw. des raumlichen Links-
Cauchy-Green-Tensors b = FF? = V? der Anteil der orthogonalen Transformation
eliminiert. Die Spektralzerlegung von C (und b) ist aufgrund der Symmetrie moglich
und kann mit Hilfe der Invarianten

IC == tI’C:CAA:)\%—I-)\g—I-)\%,
1 2 2
Ic = 5[(trC) — tr C7]

1
= 51044 Cpp — Cap Casl (2.13)
= AN+ A+ AN
und ]]IC = det C = CABC CAchQCCg = )\% )\3 )\:2))
iiber die Losung der charakteristischen Gleichung
det(C—XA?*1)=0 (2.14)

bestimmt werden. Die Invarianten von C werden kiinftig mit I, I, Il bzw. mit Iy, 15, I3
bezeichnet. Weiterhin wird die Notation i¢ := {l¢, g, llc} benutzt. Aus dem zu-
gehorigen charakteristischen Polynom

NI + ) — Mg =0 (2.15)

kénnen die reellen Eigenwerte A3, A2, A2 von C und damit auch die reellen Eigenwerte
A1, A9, A3 von U bestimmt werden. Die Hauptachsenrichtungen Ny, Ny, N3 von U bzw.
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von C sind paarweise orthogonal. Hieraus ergeben sich somit die wichtigen Spektral-
darstellungen

3 3

=1 =1
Analog erhalten wir die Spektraldarstellung des Links-Streck-Tensors V bzw. des Links-
Cauchy-Green-Tensors b in der Form

3 3
V = Z )\ini & n; bzw. b = Z)\?Hz X n;. (217)

Hierbei bezeichnen ny, nsy, ns die paarweise orthogonalen Eigenvektoren von V bzw.
von b. Man beachte, daf} die Invarianten des Rechts- und Links-Cauchy-Green-Tensors

C und b gleich sind, d.h. es gilt I¢ = Iy, [l = [}, und ¢ = I,

Eine ganze Klasse von materiellen Verzerrungstensoren kann mit Hilfe der Spektral-
zerlegung in der Form

U —1) firm #£0
E.(U) = { In U firm=0 (2.18)

konstruiert werden, siche z.B. Ogden [69, Ch. 2.2.7]. Den bedeutendsten Vertreter
erhalten wir hieraus fiir m = 2 mit dem Greenschen Verzerrungstensor

E::EQZ%{FTF—Q:%{C—H:%{H+HT+HTH}, (2.19)

der sich auch aus der Differenz der Quadrate der Linienelemente zwischen der verform-
ten Momentankonfiguration und der unverformten Referenzkonfiguration ergibt.

Fiir die Behandlung inkompressibler Ogden-Materialien ist die multiplikative Zerlegung
des materiellen Deformationsgradienten in volumetrische und isochore Anteile in der
Form

F=J:F=(J:1)F (2.20)

wichtig. Hierin ist F := J=5 F der materielle Deformationsgradient einer isochoren
Deformation und J7 1 stellt eine reine Volumendehnung dar. Betrachten wir die zu F
zugehérige polare Zerlegung F = R U, so gilt fiir die Eigenwerte ); die Beziehung

Xo=J77 A, (2.21)

wobei A; (¢ = 1,2,3) die aus Gleichung (2.15) berechneten Eigenwerte von U sind.
Damit erhalten wir die Inkompressibilitatsbeziehung

Fir die Untersuchung inkompressibler Materialien werden die zugehorigen geometri-
schen Groflen, welche die obige Inkompressibilitatsbedingung erfiillen, mit dem tiberge-
setzten Querstrich bezeichnet. Weitere kinematische Beziehungen werden nach Bedarf
eingefiihrt.
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2.2 Bilanzgleichungen

Die globalen und lokalen Formulierungen der Erhaltungssidtze der Masse, der Bewe-
gungsgrofe und des Drehimpulses sollen an dieser Stelle kurz eingefithrt werden. Die
Aussagen der Erhaltungssidtze gelten fiir jeden beliebigen materiellen Kérper bzw.

Teilkérper B; mit zugehoriger Oberflache 0B;.

2.2.1 Massenbilanz

Unter Voraussetzung der Existenz einer Massendichte p = p(x) ist die Gesamtmasse
eines materiellen Koérpers durch

m = /dm = /pdv (2.23)
Bt Bt

gegeben. Der Satz von der Erhaltung der Masse besagt, dafl sich die Masse m des ma-
teriellen Kérpers B wahrend des Deformationsprozesses nicht dndert. Hieraus ergeben
sich fiir jeden Punkt x € B; die lokalen Ausssagen

po = pdet F und p+p divx =0. (2.24)

2.2.2 Impulsbilanz

Die globale Kréftegleichgewichtsbedingung ist mit dem Erhaltungssatz von der Bewe-
gungsgrofle

I:= /p)'(dv (2.25)
B

eines materiellen Korpers gegeben, der besagt, daf die zeitliche Anderung der Bewe-
gungsgrofle I gleich der resultierenden Kraft der von auflen auf den Kérper einwirken-
den Krifte ist. Mit der auf den Korper einwirkenden massenbezogenen Beschleunigung
k = k(x) und den flichenhaft verteilten eingeprigten Spannungen t = £(x) ergibt sich
mit Beriicksichtigung der Massenerhaltung die Aussage

D — _
E/p)'(dv:/p}"(dv:/pkdv—l—/tda. (2.26)
B. B B: 0B,

Diese Beziehung kann auch beziiglich der Referenzkonfiguration und fiir den statischen
Fall hergeleitet werden. Der Ubergang von der globalen Kriftegleichgewichtsbedingung
zu den zugehorigen lokalen Gleichgewichtsbedingungen ist erst nach Einfithrung der
Spannungstensoren moglich.

2.2.3 Spannungstensoren

Der Spannungsvektor t in einem Punkt x der Oberfliche 0B; der Momentankonfigu-
ration B; ist durch den Grenzwert

t .= Al(lll'_I'}O E = % (227)
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einer Kraft Af bezogen auf ein Flachenelement Aa definiert. Mit den Aussagen des
Cauchy-Postulats, des Cauchy-Fundamentallemmas und des Cauchy-Theorems, die
sich alle auf die globalen Kriftegleichgewichtsbedingungen stiitzen (siehe z.B. [95]),
kann die Abhéngigkeit des Spannungsvektors t an einem Ort x zu einer Zeit ¢ genauer
in der Form

t(x,t,n) = T(x,?)n (2.28)

beschrieben werden. Hierbei stellt T(x, ) den Cauchyschen Spannungstensor und n den
auBleren Normalenvektor an die Oberflache dB; im Punkt x dar. Fiir die numerische
Umsetzung der kontinuumsmechanischen Grundlagen ist der 1. Piola-Kirchhoff-Span-
nungstensor, definiert durch

P:=detFTF7, (2.29)
und der 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor, definiert durch

S:=F'P=detF F' TF T, (2.30)
von zentraler Bedeutung. Weiterhin wird der Kirchhoff-Spannungstensor 7 in der Form
7:=JT=FSF’ (2.31)

eingefithrt. Wahrend der 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor P die Normale N an die
Referenzkonfiguration im Punkt X auf den Spannungsvektor t, der Referenzkonfigu-
ration B, geméif} der linearen Beziehung

to(X,#,N) = P(X,t)N (2.32)

abbildet und somit eine eindeutige physikalische Bedeutung besitzt, ist der 2. Piola-
Kirchhoff-Spannungstensor eine reine Rechengréfie ohne physikalische Interpretation.
Die Bedeutung des 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensors liegt in seiner Symmetrieei-
genschaft (siehe unten), in seinem vollstindigen Bezug auf die Grofien der Referenz-
konfiguration und in der Tatsache, dafl er mit der zeitlichen Ableitung des Greenschen
Verzerrungstensors E eine arbeitskonforme Paarung zur Bestimmung der inneren Span-
nungsleistung bildet.

2.2.4 Die dynamischen Feldgleichungen

Nach Einfithrung des Cauchyschen Spannungstensors T kann mit Hilfe des Gaufschen
Integralsatzes aus der globalen Kriftegleichgewichtsbedingung (2.26) die 1. Cauchysche
Bewegungsgleichung oder auch dynamische Feldgleichung in rdumlicher Darstellung

divT +p(k—%)=0 (2.33)

hergeleitet werden, die tiir jeden Punkt x € B, erfiillt sein muf}. Die Transformation auf
Groflen der Referenzkonfiguration B, liefert fiir jeden Punkt X € B, die dynamischen
Feldgleichungen in der materieller Form

DivP + po(Eo —x)=0 bzw. Div(FS)+ po(Eo —-x)=0 (2.34)

fiir die Piola-Kirchhoff-Spannungstensoren P bzw. S.
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2.2.5 Drehimpulsbilanz

Die globale Momentengleichgewichtsbedingung ist mit dem Erhaltungssatz des Dreh-
impulses

L.— / (X — X,) % pX dv. (2.35)

B

eines materiellen Korpers gegeben, der besagt, daf die zeitliche Anderung des Drehim-
pulses L gleich dem resultierenden Moment der von auflen auf den Kérper einwirkenden
Kréfte ist. Mit den oben benannten dufleren Kraften auf den materiellen Kérper und
der Definition r := x — X,, wobei x, den Bezugspunkt des Momentengleichgewichtes
bezeichnet, erhalten wir

DL D — _
E:EB/prdev:/rkadv—l—/rxtda. (2.36)

B, OB,

Mit Beriicksichtigung der Massenerhaltung und der lokalen Form des Kréftegleichge-
wichtes ergibt sich aus der lokalen Momentengleichgewichtsbedingung 1 x T = 0 fiir
jeden Punkt x € B; die Symmetrie des Cauchyschen Spannungstensors

T =T (2.37)

Hieraus folgt mit der Definition (2.30) des 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensors S die
Symmetrieeigenschaft

S =87, (2.38)
wahrend fiir den 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor die Darstellung

PF’ = {PF"} (2.39)

gilt.
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2.3 Zeitableitung kontinuumsmechanischer Groéfien

Die materielle Zeitableitung kontinuumsmechanischer Gréflen wird zur Beschreibung
der Zuwéachse der Spannung in einem materiellen Punkt benétigt.

2.3.1 Die Pull-Back- und Push-Forward-Operation

Fiir die Behandlung physikalischer Grofien spielen die Transformationsbeziehungen zwi-
schen den dualen Darstellungsweisen bzgl. der Gréflien der Referenz- bzw. Momentan-
konfiguration eine wesentliche Rolle. Eine umfassende Darstellung der sogenannten
Pull-Back- und Push-Forward-Operation findet man in Marsden, Hughes [59] sowie
ausfithrliche Darlegungen und Beispiele in Wriggers [108] und Miehe [60].

Mit Hilfe der Darstellung des materiellen Deformationsgradienten in den konvektiven
Basisvektoren der Referenz- bzw. Momentankonfiguration nach

F=g0G, F' =G'og, F'=Gog wd Fl=g' oG  (240)
sowie der Transformationsbeziehungen der Basisvektoren
gi=FG, uwd g=F"G (2.41)
sind die obigen Operationen wie folgt definiert:

e Pull-Back-Operation ®*:
Zuriickziehen des Bezugs von Vektor- und Tensorkomponenten von Basen der
Momentankonfiguration B; auf Basen der Referenzkonfiguration B,, z.B. gilt fir
einen kontravarianten Tensor a = a'g; der Momentankonfiguration

A=0(a)=F'a= (G ag)(dg) =dG,.

e Push-Forward-Operation ®,:
Vorschieben des Komponentenbezugs von Basen der Referenzkonfiguration auf
Basen der Momentankonfiguration, z.B. gilt fiir einen kovarianten Tensor mit

B = BijGi @ GY die Beziehung

b=0¢,B) = F'BF
= ('@ Gi) (ByG' 0 G') (G, 2 g")
= Bug' ©g.

Die Pull-Back- und Push-Forward-Operationen bewirken somit einen Wechsel der Ten-
sorbasen bei gleichbleibenden Tensorkomponenten. A und a bzw. B und b sind duale
Vektoren und Tensoren beziiglich der Referenz- und Momentankonfiguration, die durch
geometrisch sinnvolle Transformationen verkniipt sind. Als Beispiel sei die Beziehung
zwischen dem Rechts-Cauchy-Green-Tensor C und dem Metriktensor g der Momen-
tankonfiguration

C=9"(g) und g=o.(C)

angegeben.
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2.3.2 Die Lie-Ableitung

Der rdumliche Geschwindigkeitsgradient 1 sowie die rAumliche Verzerrungsgeschwindig-

keit d, definiert durch
. -1 . T =T -1

bilden die geometrische Grundlage der materiellen Zeitableitung.

Wesentlicher Bestandteil der materiellen Zeitableitung raumlicher Groflen ist die Lie-
Ableitung, die als relative Zeitableitung rdumlicher Groflen interpretiert werden kann.
Eine Darstellung der Grundlagen findet sich bei Marsden, Hughes [59], Erlauterungen
und Beispiele z.B. bei Wriggers [108] und Miehe [60]. Auf der Grundlage der Formu-

lierung

Ly (t) = @, [% @*(t)] (2.43)

der Lie-Ableitung eines raumlichen Vektorfeldes t mit Hilfe der Pull-Back- und Push-
Forward-Operationen ergeben sich die folgenden Berechnungsschritte (siehe z.B. Miehe

160]):

1. Pull-Back der rdumlichen Gréfle von der Momentankonfiguration auf die Refe-
renzkonfiguration.

2. Zeitableitung der so erzeugten dualen materiellen Grofle.

3. Push-Forward der abgeleiteten materiellen Gréfie von der Referenzkonfiguration
auf die Momentankonfiguration.

Hierbei ist v = x die zeitliche Ableitung der Deformation ®. Als wichtige, im weiteren
benutzte Beziehungen, ergeben sich

Lv(g) = 2d, (2.44)

Ly(t) = 7—1lr—71=FSF.. (2.45)
. 1 .

Ly (T) = T—lT—Tl—|—trdT:jFSFT. (2.46)

2.3.3 Die Doyle-Ericksen Formeln
Es wird die Existenz einer Formadnderungsenergiefunktion
W=p, ¥ (2.47)

mit der freien Helmholtzenergie ¥, wie sie fiir die im folgenden Abschnitt eingefiihr-
ten isotropen, hyperelastischen Materialien gegeben ist, vorausgesetzt. Die Dichte p,
ist von der Deformation unabhangig. In diesem Fall lassen sich die Spannungen und
die Spannungszuwéchse in materieller und rdumlicher Darstellung mit Hilfe der Doyle-

Ericksen-Formeln leicht berechnen, siche Doyle, Ericksen [33], Simo, Marsden [89], [90]
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und die Zusammenstellung der Beziehungen in Miiller-Hoeppe [64]. Fiir die Spannungs-
tensoren erhdlt man somit

ov 1 ow 2 OW ov
T = p=F'=-——"F'=-_"—=2 — 2.48
P oF J OF 7 og ' og (248)
ow ov
= 2 =2p, —, 2.49
T Jg P B (2.49)
ov oW
P o T = =0, 2.
PoOF ~ OF (2:50)
ov ov oW ow
S = g% 3¢~ 8 2 ac (2:51)
Fiir die Spannungszuwéchse in der materiellen Darstellung gilt dann
S=0:C (2.52)
mit dem Materialtensor € der Referenzkonfiguration
S o*wW
@—28—0—48080. (2.53)
Analog ergibt sich fiir die Momentankonfiguration
1
LV(T):J¢2§LV(g):J¢2d (2.54)
mit dem rdumlichen Materialtensor ¢ nach
2 0 0%V 4 P*W
T (2.55)

=7 g p@g@g -~ J 0g og’
Damit kénnen die Spannungs- und Materialtensoren der Momentankonfiguration ohne
Riickgriff aut die komplexen Umrechnungen der materiellen Beziehungen mit Hilfe der
Pull-Back- und Push-Forward-Operationen angegeben werden.

Der Materialtensor U der Referenzkonfiguration besitzt beziiglich des kartesischen Ko-
ordinatensystems {E;, E,, E3} die Darstellung

¢ =0""M"E, o Ex @ E, @ Ey, (2.56)

wobei die Koeffizienten ¢'**™ durch die Bezichung

. *W
QIR —y (2.57)
ICrk 0CLMm
berechnet werden. Der raumliche Materialtensor ¢ besitzt beziiglich des kartesischen
Koordinatensystems {eq, ez, e3} die Darstellung

c=c*" e, Qe, e De,,. (2.58)

Die Beziehung zwischen den Materialtensoren C der Referenzkonfiguration und ¢ der
Momentankonfiguration ist durch die Riicktransformation der Anwendung des raumli-
chen Materialtensors ¢ auf einen beliebigen raumlichen Tensors a gegeben (siehe z.B.

Truesdell, Noll [103]), d.h. es gilt
1

c:a=—F € (F"aF)| F”. (2.59)

In Indexschreibweise bezogen auf die obigen kartesischen Basen gilt

: 1 -
M= = By By By B @R (2.60)
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2.4 Materialgesetze

Im Rahmen dieser Arbeit werden homogene, isotrope, hyperelastische Materialien be-
trachtet, deren Darstellungsformen im weiteren kurz angegeben werden.

2.4.1 Darstellung isotroper, hyperelastischer Materialien

Die konstitutive Beziehung homogener, elastischer Materialien ist in der Form
T = T(F) (2.61)

gegeben. Der schrittweise Ubergang von der allgemeinen Materialtheorie zum elasti-
schen Werkstoffgesetz, das nur vom aktuellen Deformationszustand des Kérpers und
nicht von der Geschichte der Deformation bzw. der Temperatur oder der Zeit abhangt,
ist z.B. in Stein, Barthold [95] dargelegt worden.

Weiterhin existiere eine Forméanderungsenergiefunktion

W, = /W(F) dv = /poxi;(F) dv = /poni;(F)J—l dv = /pni;(F) do  (2.62)
B, B, B, B:

mit der Beziehung ) )

~ ow ov

P(F) = 8—F(F) = poa—F(F) vVF (2.63)
nach Doyle, Ericksen [33], deren physikalische Bedeutung aus der Betrachtung des
elastischen Materials im Rahmen der thermodynamischen Materialtheorie erklart wer-
den kann, siehe Truesdell, Noll [103]. An dieser Stelle soll ausschliefilich ein isothermer
Prozeiverlauf vorausgesetzt werden, wobei dann die sogenannte Helmholtzenergie bzw.
freie Energie ¥ mit W = p,¥ eine Potentialfunktion ist.

Die angegebenen Formen des Werkstoffgesetzes bzw. der zugehérigen Formanderungs-
energiefunktion kénnen durch die wichtigen Prinzipien der materiellen Objektivitat
und der materiellen Symmetrie, d.h. in diesem Fall der Isotropie, weiter eingeschrankt
werden, siehe z.B. Truesdell, Noll [103], Ciarlet [28]. Demnach gilt mit dem Darstel-

lungssatz von Rivlin und Ericksen [78] die Aussage:

Die konstitutive Gleichung fiir den Cauchyschen Spannungstensor eines isotropen,
elastischen Materials geniigt dem Prinzip der materiellen Objektivitdt, d.h. es gilt

T(QF) = Q T(F) Q" wnd T(FQ)=T(F) VF,VQ,

dann und nur dann, wenn die konstitutive Beziehung fir den Cauchyschen Span-
nungstensor die Form

A

T(F)=T(FFT) VF (2.64)
mil
T(b) = fo(ib)1 + S1(in)b + Ba(ip)b? (2.65)

besitzt. Hierin stellen 1, die Invarianten Iy, Iy, lly, des Links-Cauchy-Green-
Tensor b = FET dar und 3, 31, Bs seien stetige Funktionen der Invarianten.
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Diese Aussage kann ebenfalls fiir den 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor formuliert
werden, d.h. es gilt:

Die konstitutive Gleichung fir den 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor eines iso-
tropen, elastischen Materials geniigt dem Prinzip der materiellen Objektivitdt
dann und nur dann, wenn die konstitutive Beziehung fiir den 2. Piola-Kirchhoff-
Spannungstensor die Form

S(F) = S(FTF) = S(C) (2.66)

maut
$(C) = 1lic)1 + mlic) C +1(ic)C? (2.67)
besitzt.

In analoger Form gilt fiir die Forméanderungsenergiefunktion W, siehe Ciarlet [28, Theo-
rem 4.4-1]:

Die (spezifische) Formdnderungsenergiefunktion W = W(F) eines isotropen, hy-
perelastischen Materials geniigt dem Prinzip der materiellen Objektivitdt genau
dann, wenn eine Funktion W (ic) = W (ip) der Invarianten existiert, so dafs

W = W(F) = W(ic)= W(i) (2.68)

fiir alle materiellen Deformationsgradienten F gilt.

2.4.2 Die vollstindige Form der Forminderungsenergie-
funktion

Im weiteren sei die Formanderungsenergiefunktion unendlich oft stetig differenzierbar,
so daf} sie sich als Potenzreihenentwicklung nach I —3, I — 3 und Il — 1 in der Form

W =W(, LI = i Cpar(I=3)P(I—3)7(I — 1)" (2.69)

P,q,7=0

ergibt, siche z.B. Ogden [69]. Mit dem Zusammenhang zwischen den Invarianten I, II, Il
und den Eigenwerten A{, Ay, A3 des Links- bzw. Rechts-Streck-Tensors V bzw. U nach
Gleichung (2.13) kann durch Ausmultiplikation hierfiir die Form

W = W(Ai, Az, A3)

= z:%mﬁﬁﬂ£+49+kﬁﬁ+ﬂﬁ+kﬂﬁ+*@HMM&Y—6}(

P,q,7=0

2.70)

angegeben werden. Die Konstanten ¢, ,, bzw. a,,, sind dabei von der Deformation
unabhédngig.
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Fir inkompressible Materialien, deren geometrische Gréflen vereinbarungsgemafl mit
einem Querstrich versehen werden, gilt die Inkompressibilitdtsbedingung A;-Ay- A3 =1
bzw. Il = 1. Damit kénnen die obigen Formen vereinfacht werden, d.h. es gilt

W=WILI) =3 ¢, 1-37M—3) (2.71)
P,q=0
bzw. in Abhé&ngigkeit der Eigenwerte
W =W X %a) = 3 ap [N+ ) + X0+ XD) + 25 (0 +A3) — 6] . (2.72)
P,q=0

Die allgemeingiiltige Darstellung isotroper, hyperelastischer Materialien mufl im Punkt
(M, A9, A3) = (1,1,1) bzw. (ILILI) = (3,3,1) konsistent zur klassischen, linearisier-
ten Form des Werkstoffgesetzes, d.h. dem Hookeschen Gesetz und der zugehorigen
Forméanderungsenergie

1
c=2pue+ X trel und W =u (tr€2) —|—§)\ (tr€)2

sein. Hierin stellen o den linearisierten Spannungstensor, € den linearisierten Green-
schen Verzerrungstensor und A, pp die Lamé-Konstanten dar. Die Anforderungen an die
Forméinderungsenergiefunktion sind in Ogden [69, S. 348{] zusammengefaft.

2.4.3 Das Ogden—Material

Aus der oben angegebenen exakten Darstellungsform einer unendlich oft differenzier-
baren Forménderungsenergiefunktion W = W (L, 1, 1) = W()\l, A2, A3) kann die Klasse
der Ogden—Materialien eingefithrt werden, siehe z.B. Ogden [66], [67] und [69]. Die
zentrale Annahme spielt dabei die Valanis-Landel-Hypothese, Valanis, Landel [104],
nach der, durch hinreichend genaue Versuche an gummiartigen Materialien verifiziert,
die Separabilitdt der Forméanderungsenergiefunktion in der Form

W (AL A, As) = w(A1) + ©(\g) + (\s) (2.73)

vorausgesetzt wird. Mit dieser Annahme koénnen die Beziehungen (2.69) bis (2.72)
modifiziert werden. Fiir kompressible Materialien gilt demnach

N
W =W, ds) =3 % (N7 4257 257} + 9()), (2.74)

p=1"—""P

wiahrend fiir inkompressible Materialien mit Ay - Ay - A3 = 1 die Form

=

— ~ v N ~a o o
= W1, Xa, Ns) = Z%{)\lf’—l—)\f—l—)\f (2.75)
p=1"—""P

gilt. Aus dem Ubergang zur klassischen Theorie ergibt sich mit dem Schubmodul g fiir
die Materialparameter y, und «, die Bedingung

N
>y oy =24 (2.76)

p=1
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2.4.4 Einige Modelle fiir gummiartige Materialien in
Abhéangigkeit der Invarianten

Neben dem Ogden-Material sind im Verlauf der Entwicklung von Materialgesetzen
fiir gummiartige Werkstoffe etliche Modelle fiir kompressibles bzw. inkompressibles
Verhalten entwickelt worden, von denen einige kurz vorgestellt werden sollen:

e inkompressibles Neo-Hooke Material nach Treloar [102]
. 1
W= (1) = L (13,

e inkompressibles Mooney—Rivlin Material, siche Mooney [62], Rivlin [77] und Riv-
lin, Saunders [79]

W — W(I) — 001 (I - 3) —|— 001 (H— 3),
e kompressibles Neo—Hooke Material nach Blatz, Ko [18]

2v
1 =20’

W:W(I):%,u(l—i%)—l—(](]) mit U(]):%(J_ﬁ—l) und =

e kompressibles Neo—Hooke Material nach Simo, Pister [92]

A(ln])Q — pln J,

W =Ww(I) = %ﬂ (I-3)+U(J) mit U(J)= 3

e kompressibles Mooney—Rivlin Material nach Ciarlet, Geymonat [27]

W=WI)=a(l-3)+b(—3)+U(J)
mit U(J) = ¢ J? —d InJ und den positiven Konstanten a,b,¢,d > 0.

2.4.5 Formulierung der Forméinderungsenergiefunktion fiir
die numerische Berechnung

In den Abschnitten 2.4.2 bis 2.4.4 sind Formé&nderungsenergiefunktionen sowohl der
Invarianten als auch der Figenwerte fiir kompressible und inkompressible Materialien
vorgestellt worden. Fiir die numerische Behandlung wird dabei im folgenden stets der
funktionale Zusammenhang der Formanderungsenergie von den Invarianten in der Form

W=W(ILm =W+ U(J) (2.77)

bzw. in Abhé&ngigkeit von den Eigenwerten in der Form

W — W()\l, )\27 )\3) — W()\l,XQ,Xg) —|— U(J) (278)

vorausgesetzt. Fiir die Behandlung inkompressibler und quasi-inkompressibler Materia-
lien ist die Aufspaltung der Forménderungsenergie in den Anteil W = W (I, ) der In-
varianten I, Il des modifizierten Rechts- bzw. Links-Cauchy-Green-Tensors C = J~2/3C
(bzw. b = J=2/3b) fiir den deviatorischen Anteil der Forménderungsenergie und U =
U (J) fiir den volumetrischen Anteil sinnvoll.
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2.5 Energie- und Variationsformulierungen

2.5.1 Die schwache Form des Gleichgewichts

Die materielle Darstellung der schwachen Form des Gleichgewichts wird aus der ma-
teriellen Form (2.34) der dynamischen Feldgleichungen durch Skalarmultiplikation mit
einer vektorwertigen Testfunktion g und anschlielender Integration tiber die Referenz-
konfiguration B, gewonnen und lautet

G=[DivPogaV+ [ p. (K=%)-ndv =0, (2.79)

Mit Beriicksichtigung der Spannungsrandbedingungen PN = t, auf dem Randbereich
0B, , der Verschiebungsrandbedingungen u = @ auf dB,, und dem Gauflschen Inte-
gralsatz ergibt sich bei Vernachlassigung der dynamischen Anteile die schwache Form
des (statischen) Gleichgewichts in der Darstellung

G = /P Gradn dV — /pok g dV — / £, .9 dA=0. (2.80)
0B.,

Eine analoge Aussage bezogen auf die Momentankonfiguration lautet

g:/T:gradﬂdv—/pE-ndv— / t-nda=0. (2.81)

Im weiteren wird neben der Existenz einer Forméanderungsenergiefunktion W = W(CI))
der Deformation ® auch die Existenz eines Potentials der dufleren Belastungen

11, = [1,(®) /pok o dV — / £, ®dA (2.82)
OB.s

angenommen, deren 1. Variation sich zu

DI, - /po K, -gdV — / £, -ndA (2.83)
0B.,

ergibt. Damit erhédlt man fiir das Gesamtpotential der Deformation ¢ das Stationa-
ritatsproblem

11 = [1(®) = / W(@) dV +L,(®) — stat (2.84)
B,

und die 1. Variation von II fithrt wieder auf die Aussage der schwachen Form des

Gleichgewichts nach Gleichung (2.80).
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2.5.2 Beriicksichtigung der Inkompressibilitatsbedingung

Fiir die Berechnung quasi-inkompressibler Materialien ist es sinnvoll, die in Abschnitt
2.1 eingefithrte multiplikative Zerlegung (2.20) des materiellen Deformationsgradien-
ten in einen volumetrischen und einen isochoren Anteil vorzunehmen. Damit kann die
Formanderungsenergie W nach (2.77) additiv in einen isochoren Anteil W und einen
volumetrischen Anteil U zerlegt werden. Wird dabei fiir den volumetrischen Anteil der
Deformation eine zweite unabhéngige Feldgréfle § eingefiihrt, so gilt

F=0:F. (2.85)

Dabei muf} die Nebenbedingung
J—-0=0 (2.86)

zwischen den unabhéngigen Feldgrofen ® (mit J = detF = det Grad ®) und 6 fiir
alle materiellen Punkte ertiillt sein. Zur Beriicksichtigung der Nebenbedingung wird
diese mit einem Lagrange-Parameter p multipliziert und dem Energiefunktional (2.83)
hinzugefiigt. Der zusdtzlich eingefithrte Lagrange-Parameter p fiir jeden materiellen

Punkt stellt den konstanten hydrostatischen Druck dar und ist die dritte unabhangige
Feldgrofe.

Fir das resultierende Lagrangefunktional Il;, das einen Spezialfall des 3-Feld Hu-
Washizu-Funktionals darstellt, gilt mit dem Potential 1I, der duBeren Kréfte nach
(2.82)

M, = 1,.(®,0 /che dV+/ J—0)dV +11,. (2.87)

Das Lagrangefunktional 11, nimmt damit einen stationdren Wert nur bei Erfiillung der

Nebenbedingung (2.86) an.

Die notwendigen Bedingungen fiir die Stationaritit des erweiterten Funktionals Iz,
kénnen mit den Testfunktionen g fiir die Verschiebungen in der Form

gl—/dev’r gradnp 4+ pJ divyp dV — /pok -ndV — / to-ndA=0 | (2.88)
OBoo

sowie k fiir die Volumendnderung und ¢ fiir den Druck in der Form

g2 = / (—p + %0‘1 tr 'r) kdV =0 (2.89)
g3 = /O(J—H)-CdV:(). (2.90)
B,

angegeben werden.

Die Ableitung dieser Beziehungen und eine Erlauterung der Bedeutung des vorliegen-
den Lagrangefunktionals ist in Simo, Taylor, Pister [91] vorgenommen worden. Fiir
die Anwendung auf hyperelastische Materialien sieche auch Simo, Taylor [88], Wriggers
[108] und Miiller-Hoeppe [64].
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2.6 Linearisierung der Variationsformulierungen

2.6.1 Linearisierung der schwachen Form des Gleichgewichts

Mit der schwachen Form des Gleichgewichts (2.80) bzw. den Gleichungen (2.88) bis
(2.90) sind die notwendigen Bedingungen fiir die Stationaritat des Energiefunktionals
IT bzw. des Lagrangefunktionals II; gegeben. Fiir die numerische Berechnung mit Hil-
fe des Newton-Verfahrens und fiir weitergehende theoretische Untersuchungen, z.B.
die Sensitivitatsanalyse, ist die Kenntnis der exakten Linearisierung der obigen Be-
ziehungen von grofler Bedeutung. Die Grundlagen der Linearisierung kontinuumsme-
chanischer Groflen finden sich z.B. in den Arbeiten von Marsden, Hughes [59, Ch. 4],
Hughes, Pister [53], Wriggers [108], Miehe [60] und sind vom Autor in Stein, Barthold

[95] aufbereitet worden.

Fiir die Linearisierung einer vektor- oder tensorwertigen Gréfie A gilt die Beziehung

Lin[Al;, =A+DA-u=A+ % [A(X + cu))] (2.91)

e=0"

wobei die Berechnung tiber die Richtungsableitung der Funktion A an der Stelle X
in Richtung u vorgenommen wird. In diesem Abschnitt werden die Werte der konti-
nuumsmechanischen Groflen an der Stelle X, an der die Linearisierung vorgenommen
wird, durch einen Querstrich gekennzeichnet.

Damit kann die Linearisierung der schwachen Form des Gleichgewichts in der Darstel-
lung in den Groflen der Referenzkonfiguration nach (2.80) in der Form

Lin[G], = G + DG - u
mit

DG -u= / {Gradu S+FCT [FT Gradu + GradTuF]} : Gradn dV.  (2.92)
B,

angegeben werden. Dabei werden deformationsunabhingige duflere Krifte vorausge-
setzt. Analog ergibt sich bei einer Transformation auf die Gréflen der Momentankonfi-
guration bzw. durch Linearisierung der Beziehung (2.81) die Aussage

Lin[g], =9+ Dg-u

Dg-u= / {gradTn : Tgrad” u 4 grad” n : T : grad® u} dv. (2.93)
B

Hierin stellt grad® u den symmetrischen Anteil des raumlichen Verschiebungsgradienten
dar. Ein Beweis dieser Darstellung findet sich z.B. in Miiller-Hoeppe [64].
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2.6.2 Die Linearisierung der Variationsformulierung fiir
Inkompressibilitit

Ebenfalls wird bei der Betrachtung inkompressibler Materialien, fiir die das Lagrange-
funktional Il eingefithrt wurde, die Linearisierung der Beziehungen (2.88) bis (2.90)

angeben. Hierzu sind in diesem Fall die Richtungsableitungen an der Stelle (6, 0, }_7)

in Richtung von (u, d, ) zu berechnen, die zu einem symmetrischen Tangenteoperator
fithren. Auf den Beweis sei verzichtet, siche z.B. Miiller-Hoeppe [64].

Fiir die Richtungsableitung der Bedingung ¢; gilt dann

D¢, -u = /tr [gradn(dev’r—l—Jpg_l) gradu] dv

B,

+ / (gradTn : JcP :grad®u + divy p J div u) dv, (2.94)
B,

Dgr-d = /divnjddv, (2.95)
B,

Dgr -9 = 0, (2.96)

wobei ¢” den deviatorischen Anteil des rdumlichen Materialtensors ¢ bezeichnet. In
analoger Weise ergibt sich fiir die Richtungsableitung der Bedingung ¢, mit der Nota-
tion p’ fiir die Ableitung des hydrostatischen Drucks p aus dem Kugeltensoranteil der
Spannungen die Darstellung

Dg,-u = 0, (2.97)
Dgy-d = —/CddV, (2.98)
B,
Dgy -9 = /Cp’ﬂdV; (2.99)
B,
bzw. fiir die Bedingung g3
Dg;-u = /K(J divu) dV, (2.100)
B,
Dgs-d = 0, (2.101)
Dgs -0 = —/ﬁ;ﬁdV. (2.102)
B,

Die Umsetzung dieser kontinuumsmechanischen Formulierung in die diskrete Form der
Finite-Elemente-Methode erfolgt in Kapitel 4.



Kapitel 3

Spannungs- und Materialtensoren
isotroper, hyperelastischer
Materialien

Die Spannungs- und Materialtensoren hyperelastischer Materialien sollen in diesem Ka-
pitel in einheitlicher Darstellungsweise fiir die in Kapitel 5 folgende Sensitivitdtsanalyse
aufbereitet werden. Dabei werden die folgenden Punkte behandelt.

Tafel 3.1: Umfang der Behandlung hyperelastischer Materialien

o Wahl unterschiedlicher Betrachtungsweisen

— Beschreibung in den Gréfien der Referenzkonfiguration,

— Beschreibung in den Gréflen der Momentankonfiguration.
o Wahl unterschiedlicher geometrischer Gréfien zur Darstellung.
o Betrachtung unterschiedlicher Verzerrungs- und Spannungszustdnde

— allgemeiner dreidimensionaler Verzerrungszustand,

— ebener Spannungszustand.

Behandlung homogener, isotroper, hyperelastischer Materialien mit und oh-
ne Nebenbedingungen, d.h. von

— kompressiblen Materialien,

— quasi-inkompressiblen Materialien und

— inkompressiblen Materialien.

Darstellung der Forméanderungsenergie als Funktion

— der Invarianten, d.h. W = W (1,1, Il),
— der Eigenwerte, d.h. W = W (A, Ay, A3).

27
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3.1 Prinzipieller Ablauf der Berechnung der
Spannungs- und Materialtensoren

3.1.1 Grundlagen

Die (volumenspezifische) Forméanderungsenergiefunktion W = p, ¥ nach Gleichung
(2.62) erftllt die Voraussetzungen der Doyle-Ericksen-Formeln (siehe Abschnitt 2.3),
nach der sich bei isothermen Prozessen die Spannungs- und Materialtensoren aus der
Ableitung der Forménderungsenergie W nach den Verzerrungstensoren herleiten lassen.
Im Abschnitt 2.3 sind einige Beziehungen fiir unterschiedliche geometrischen Gréfien
angegeben worden. Fiir die weiteren Untersuchungen wird die Berechnung des 2. Piola-
Kirchhoff-Spannungstensors S und des zugehoérigen Materialtensors € in der Form

2
S = a—W und @—288—4 Ll

oC — 7 9C T aCacC (3.1)

vorgenommen. Fiir den Cauchyschen Spannungstensor T und den rdumlichen Material-
tensor ¢ gelten mit dem Metriktensor g der deformierten Konfiguration die Beziehungen

T 2 OW d 14 9*°W
= = —— un = — .
J 0g ¢ J dg 0g

(3.2)

Fiir den Fall isotroper, hyperelastischer Materialien hat Miehe [61] neben der be-
reits bekannten Darstellung des Cauchyschen Spannungstensors iiber die Ableitung der
Forménderungsenergie W nach dem Links-Cauchy-Green-Tensor b auch eine analoge
Darstellung fiir den rdumlichen Materialtensor ¢ angegeben, d.h. es gilt

2
ba—W und czé il

2
J b J 0bdb

T = (3.3)

Die angegebenen Beziehungen fiir die Spannungs- und die Materialtensoren miissen
fiir die Darstellung hyperelastischer, isotroper Materialien nach Abschnitt 2.4.2, fir
die Klasse der Ogden-Materialien nach Abschnitt 2.4.3 bzw. fiir die Materialmodelle
nach Abschnitt 2.4.4 aufbereitet werden. Der Umfang der Behandlung ist in der Tafel
3.1 aufgefiihrt.

Wesentlich hierbei ist die Wahl einer Darstellungsweise, die sowohl fiir die Abhangigkeit
der Forméanderungsenergie von den Invarianten nach (2.77) als auch fiir die Abhéngig-
keit von den Eigenwerten nach (2.78) geeignet ist. Dabei ist die Wahl der funktionalen
Abhéngigkeit der Formanderungsenergie (von den Invarianten bzw. von den Eigenwer-
ten) strikt von der Wahl der geometrischen Groflen zu trennen. Diese Unabhangigkeit
spiegelt sich in dem modularen Aufbau der Berechnung wieder, der wesentlich fiir die
spatere Sensitivitatsanalyse ist.
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Zur Verdeutlichung der eigenen Vorgehensweise in Abschnitt 3.1.6 sollen zunéchst Be-
merkungen zur Wahl der Betrachtungsweise und zu den Besonderheiten der funktiona-
len Abhéngigkeit der Formanderungsenergie von den Invarianten bzw. von den Eigen-
werten gemacht werden. Hierzu wird beispielhaft der Ablauf der Berechnung zur Herlei-
tung des 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensors S und des zugehoérigen Materialtensors
( eines kompressiblen, homogenen, isotropen, hyperelastischen Materials aufgezeigt.
Die Spannungs- und Verzerrungstensoren werden in diesem Fall gemaf} (3.1) durch die
Ableitungen der Formanderungsenergie W nach dem Rechts-Cauchy-Green-Tensor C
ermittelt. Die Berechnung in den Gréflen der Momentankonfiguration wird in analoger
Weise ohne prinzipielle Anderungen durchgefithrt und in Anhang A zusammengefaBt.

3.1.2 Losungsstrategien aus der Literatur

In der Literatur sind zahlreiche Lésungsstrategien fiir unterschiedliche Aspekte der Be-
rechnung hyperelastischer Materialien vorgeschlagen worden. Hierbei sind neben den
klassischen Arbeiten von Mooney [62], Rivlin [77] insbesondere die grundlegenden Dar-
stellungen von Ogden in [66], [67], [68] zu nennen.

Fir die numerische Umsetzung mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode (siehe Kapi-
tel 4) und die Wahl einer geeigneten Elementformulierung insbesondere fiir quasi-
inkompressible Materialien sei auf die Arbeiten von van den Bogert [106], [105], [107],
Sussmann, Bathe [97] und insbesondere auf Simo, Taylor [88] verwiesen. In der Arbeit
von Duffett, Reddy [34] wird die numerische Berechnung der Spannungs- und Materi-
altensoren entsprechend der theoretischen Darstellung auf der Grundlage der Eigen-
vektoren beschrieben, siehe die Arbeiten von Ogden. Fiir die Herleitung der Material-
matrizen eines inkompressiblen Ogden-Materials fiir den ebenen Spannungszustand bei
einer Beschreibung in den Groflen der Referenzkonfiguration siehe Gruttmann, Taylor

[46].
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3.1.3 Wahl der Betrachtungsweise und der Basistensoren

Bei der Untersuchung kontinuumsmechanischer Probleme ist zunéchst die Wahl der an-
gemessenen Betrachtungsweise, d.h. Darstellung bezogen auf die Groflen der Referenz-
konfiguration bzw. aut Gréflen der Momentankonfiguration, zu treffen. Dariiberhinaus
ist durch die unterschiedliche Wahl der Verzerrungstensoren innerhalb der gew&hlten
Betrachtungsweise eine grofie Vielfalt der Darstellung der Ergebnisse méoglich.

Betrachten wir die zum charakteristischen Polynom (2.15) zugehérige Aussage des
Cayley-Hamilton-Theorems, nach dem ein Tensor seiner eigenen charakteristischen
Gleichung geniigt, d.h. in diesem Fall

C3—ICCQ+]ICC—]]I(;1:0,

so ergibt sich die Folgerung, daf} infolge der Isotropie sdmtliche Spannungen sich in
einer dreidimensionalen tensoriellen Basis Z der Referenzkonfiguration, z.B.

ZT = {Z17Z27Z3} = {I,C,C_l},

ausdriicken lassen. Nach der Wahl dieser Basis Z ergeben sich die Folgerungen fiir
die Darstellung des Materialtensors und fiir den Fall eines inkompressiblen Materials
automatisch. Fiir die Berechnung des Materialtensors ¢ z.B. nach (3.1) sind weiter-
hin die vierstufigen Tensoren der Ableitung der gewahlten Basistensoren Z; nach C
bereitzustellen, d.h. von

0Z;

oC’

Zi =

3.1.4 Die Forminderungsenergiefunktion in Abhingigkeit
der Invarianten

Als Ausgangspunkt der Betrachtungen in diesem Abschnitt sei die Formé&nderungs-
energie, z.B. nach Gleichung (2.77), als Funktion der Invarianten des Rechts-Cauchy-
Green-Tensors C gegeben, d.h.

W =W(g, g, lc). (3.4)

Da voraussetzungsgeméfl die funktionale Beziehung bekannt und beliebig oft differen-
zierbar ist, ist eine sofortige Ermittlung der ersten und zweiten partiellen Ableitung von
W nach den Invarianten moglich. Im weiteren wird in den Formeln zur Vereinfachung
der Schreibarbeit nicht mehr zwischen dem Wert W und der Abbildungsvorschrift W

der Formanderungsenergie unterschieden. Weiterhin soll vereinfachend die Schreibweise

ow *W
= aL bzw. W”

Wi = oL

(3.5)

eingefithrt werden, die ausschlieflich fiir die Ableitung der Formanderungsenergie nach
den Invarianten benutzt wird.
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Dann ergibt sich der 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor S nach (3.1) zu

oW 3 OW Ol
S_Qa—c 2281 aC’

(3.6)

wahrend durch eine weitere Ableitung dieser Beziehung der Materialtensor berechnet

wird, d.h.

S W J [ oW L
—2%2 _y .2 JoL ‘
©=25¢ =*5coc = '5¢ l < 3, ac] (3.7)
Mit der Rechenregel
J(aA) Oa 0A
oc ~ et ac (3.8)
siehe z.B. de Boer [29], erhdlt man
d1; 5, ow a9 (0]
B 42 [00 {_C )} I (ac)]
: 29 (oW aL | oW 9L
4 - 'l . 7
; {28 ( L») ac}+ dl;  acacC
und damit
S lS [0*W 9L, Ol ow 9%,
C=12 [2 {awlj oc a_c} oL, 9CaC (3.9)

Der Vorteil der Beschreibung der Formanderungsenergie als Funktion der Invarianten
liegt darin, daf die auftretenden 2Ableitumgem der Invarianten nach den Verzerrungsten-
dl; 0°1;
aCaC’
z.B. Truesdell, Noll [103] und die Abschnitte 3.2.2 und 3.2.3. Weiterhin kann diese For-
mulierung einfach fiir die Berechnung inkompressibler Materialien mit Il = 1 erweitert
werden. Nachteilig ist jedoch, dafl die Entwicklung und Darstellung einer geeigneten
Forméanderungsenergiefunktion fiir ein vorliegendes Material einfacher als Funktion der

soren, in diesem Fal fiir alle Werte der Invarianten bekannt sind, siehe

physikalisch als Hauptdehnungen interpretierbaren Eigenwerte aufzustellen ist.

Fir die Darstellung des Cauchyschen Spannungstensors T beziiglich der Gréflen der
Momentankonfiguration gilt mit Gleichung (3.2)

2 0W 2 SLoW 0,
227 _ 2 3.10
J odg J Z; a1, 8g (3.10)
und fiir den rdumlichen Materialtensor ¢ folgt
4 3| { oW oL, 81]} ow 9%,
- . R S . . 3.11
J ; [Z:: oL,0l;, Jg =~ Og dl; 0gog (3:11)
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3.1.5 Die Forminderungsenergiefunktion in Abhingigkeit
der Eigenwerte

Als Ausgangspunkt der Betrachtungen in diesem Abschnitt sei die Forménderungsener-
gie, z.B. nach Gleichung (2.78), als Funktion der Eigenwerte des Rechts-Streck-Tensors
U gegeben, d.h.

W =W (A, Az, A3). (3.12)

Da voraussetzungsgeméfl die funktionale Beziehung bekannt und beliebig oft differen-
zierbar ist, ist eine sofortige Ermittlung der ersten und zweiten partiellen Ableitung
von W nach den Eigenwerten moglich.

Damit folgt fiir den 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor S nach (3.1) die Darstellung

ow S OW 9N
>=29¢ T4 N ac (3.13)
Weiterhin ergibt sich fiir den Materialtensor € die Beziehung
S o*wW 0[S~ OW  a\
©=25¢ =15cac = Yac Ll i ac] (3.14)
die sich mit der Rechenregel (3.8) in die Form
0 oW 0 [0\
v - 42[90 7 (7)) + 3 70 (50)
’ & W\ 9N | oW 9N
= 4 . J . !
; {;a (m) ac}+ x. 9CaC
und damit in
SIS [ W 9N 0N oW 9%\
=4 v : : ) 1
¢=12 L; {8)\ o ac ac} o 9CIC (3.15)

tiberfithren 148t. Analoge Darstellungsformen gelten ebenfalls fiir den Cauchyschen
Spannungstensor T und den zugehérigen raumlichen Materialtensor ¢.

Der wesentliche Nachteil, der mit der Formulierung der Formadnderungsenergiefunktion
in Abhangigkeit der Eigenwerte, z.B. der Klasse der Ogden-Materialien, gegeben ist,
besteht in der Berechnung der Ableitung der Eigenwerte nach den Invarianten, d.h.
8)\ o\ D%\
e k oC dCoC
Insbesondere ergeben sich Schwierigkeiten fiir die Formulierung der Spannungs- und
Materialtensoren fiir biaxiale und hydrostatische Spannungszustidnde. Diese Schwie-
rigkeiten iibertragen sich auch auf die Formulierung inkompressibler Materialien mit

Xl'XQ'ngl.

benétigt wird.
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3.1.6 Erliduterung der eigenen Vorgehensweise

Die Betrachtung der Vor- und Nachteile der geschilderten Berechnungsstrategien, ver-
bunden mit dem Zwang der Erstellung eines iibersichtlich strukturierten, modularen
und flexiblen Berechnungsverfahrens fiir die Spannungs- und Materialtensoren fiir belie-
bige Materialien der Form (2.77) bzw. (2.78) fithren zu dem folgenden Losungskonzept.

Tafel 3.2: Konzept der numerischen Berechnung hyperelastischer Materialien

1. Festlegung der Betrachtungsweise, d.h. in diesem Fall die Beschreibung mit-
tels der Groflen der Referenzkonfiguration.

2. Wahl der tensoriellen Basis Z zur Darstellung der Ergebnisse, z.B.

7" = 1{2,,2,,7Z5} = {1,C,C™'} in der Referenzkonfiguration.

3. Berechnung der Ableitung der tensoriellen Basis Z nach C.
4. Berechnung der Ableitung der Formé&nderungsenergie nach den Invarianten.

(a) Formanderungsenergie als Funktion der Invarianten nach (2.77)

o Direkte Ableitung der funktionalen Beziehung nach den Invarian-
ten.

(b) Forméanderungsenergie als Funktion der Eigenwerte nach (2.78)

o Ableitung der Formé&nderungsenergie durch Beriicksichtigung der
impliziten Abhéngigkeit von den Invarianten (sieche Abschnitt 3.4),
d.h.

L T
W) L)
dl; d1;01;

e Bei Forménderungsenergiefunktionen der Eigenwerte werden fiir
die Sondertélle der biaxialen und hydrostatischen Spannungs-
zustdnde die Ableitungen nach den Invarianten in expliziter Form

angegeben, siehe die Abschnitte 3.5 und 3.6.

5. Bestimmung der Koeflizienten «; und j;; fiir die Darstellung der Spannungs-
und Materialtensoren aus den Gleichungen (3.6) und (3.9), d.h. mittels der
Ableitungen der Formanderungsenergie nach den Invarianten.

6. Zusammenbau der Spannungs- und Materialtensoren aus den Koeffizienten
a; und §;; und der tensoriellen Basis in der Form

3 3 3 .
SZQZOQZZ' bzw. @:42 Z{@]ZZQQZ]}—I-OQ% .
=1

=1 [j=1

Die Besonderheit des eigenen Vorgehens wird zunéchst in Abschnitt 3.2 am Beispiel
der materiellen Formulierung in den Gréflen der Referenzkonfiguration erlautert.
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3.2 Spannungs- und Materialtensoren fiir
kompressible Materialien

In diesem Abschnitt wird fiir kompressible Materialien unter der Voraussetzung eines
beliebigen dreidimensionalen Verzerrungszustandes die gewdhlte Vorgehensweise am
Beispiel der Beschreibung in den Groflen der Referenzkonfiguration, d.h. des 2. Piola-
Kirchhoff-Spannungstensors S und des zugehérigen Materialtensors €, erlautert. Die
Formulierungen fiir den ebenen und den axialsymmetrischen Verzerrungszustand sind
hierin als Sonderfille enthalten. Die Darstellung der Spannungs- und Materialtensoren
bei kompressiblen Materialien fiir den ebenen Spannungszustand geschieht in Abschnitt
3.4. Fiir die entsprechende Formulierung in den Gréflen der Momentankonfiguration

sieche Anhang A.

3.2.1 Basistensoren Z; und deren Ableitung nach C

Nach den Bemerkungen des Abschnittes 3.1.3 wird der Raum der moglichen Span-
nungstensoren von einer dreidimensionalen Basis aufgespannt. Fiir die Beschreibung
beziiglich der Referenzkonfiguration gilt z.B.

7" = 1{7,,2,,Z5} = {1,C,C™'}. (3.16)

Fiir die Bestimmung der zweiten Ableitung der Invarianten nach dem Verzerrungsten-
sor (hier C) sind die Ableitungen der Basistensoren Z,, nach dem Verzerrungstensor

erforderlich, siehe auch Gleichung (3.23). Mit der obigen Wahl der Basis Z; ergibt sich
durch Ausfithrung der Differentiation

0%, o1

07 0C

Zy= o5 = 5o =l (3.18)
8Z3 o0C™1

Zyi= o5 = e =l (3.19)

Die Ableitungen der Basistensoren Z,, sind dabei Tensoren vierter Stufe. Hierbei stellen
I bzw. O den vierstufigen Einheits- bzw. Nulltensor dar. Die genauere Herleitung ist
im Anhang B zu finden.

3.2.2 Ableitung der Invarianten nach C

Fir die Berechnung der Spannungs- und Materialtensoren nach (3.6) bzw. (3.9) wer-
den die Ableitungen der Invarianten nach den Verzerrungstensoren bendtigt, siehe
Truesdell, Noll [103], d.h. es gilt z.B. fiir die Ableitung der Invarianten des Rechts-
Cauchy-Green-Tensors Ic, lIc, llc nach dem Rechts-Cauchy-Green-Tensor C fiir eine
Darstellung mittels der in Gleichung (3.16) definierten Basis Z

dl ol ol -1
a—c_l, a—C—Il—C und a—C_HIC . (3.20)
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Dieser Zusammenhang kann mit der Matrix

1 0 0
A=(Am) =1 -1 0 (3.21)
0 0 I
in der Form
ol; 3
= Ain L. .22
) (3.22)

bzgl. der freigewédhlten tensoriellen Basis Zy, Z5, Z3 dargestellt werden.

Fiir die Bestimmung des Materialtensors € nach Gleichung (3.9) ist die zweite Ableitung
der Invarianten nach C zu berechnen. Nachdem die erste Ableitung der Invarianten in
Gleichung (3.22) angegeben wurde, ergibt sich durch erneute Differentiation

6212' 0 3 e aAzm aZm
e 3 [ o s e e

m=1

oCaC ~ aC

[ & DAL, DL, Z,,
- Bl e e

und damit

: > > [ Ain 0Z,,
GG = > [Z Z{ o, AwZ @ Zm} + Aip a—c] . (3.23)

3.2.3 Berechnung der Ableitung der Forminderungsenergie
nach den Invarianten

Die mit dieser Darstellung vorgeschlagene Berechnung hyperelastischer Materialien ba-
siert wesentlich auf der Berechnung der Ableitungen der gegebenen Forménderungs-
energie nach den Invarianten. Ist die Formanderungsenergie als Funktion der Invarian-

ten nach (2.77) bekannt, d.h. gilt
W = W(L 1,1,

so ergeben sich die bendtigten Ableitungen durch direktes Differenzieren der funktio-
nalen Beziehung.

Ist dagegen die Formé&nderungsenergie als Funktion der Eigenwerte gegeben, d.h. gilt

nach (2.78)
W = W(A, A, A3),

so ist zur Berechnung der Ableitungen der implizite Zusammenhang der Figenwerte von
den Invarianten iiber die charakteristische Gleichung zu verwenden. Fiir kompressible
Materialien sind die unterschiedlichen Félle in der folgenden Tafel aufgefiihrt.
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Ableitung der Forménderungsenergie W nach den Invarianten

Tafel 3.3: LI

Eingang: Gegeben seien die Invarianten I, II, Il und die Genauigkeit e fiir die
Fallunterscheidung der Eigenwerte.

1. Berechnung der Figenwerte \; durch Loésung der charakteristischen Glei-
chung (2.14)
A — M+ TN — 1M = 0.

2. Fallunterscheidung fiir die weitere Behandlung;:
(a) Allgemein: Fiir |A; — Ag| > e fir alle ¢,k € {1,2,3} mit ¢ # k weiter
mit Tafel 3.9 auf Seite 52.
(b) Equi-biaxial: Fiir |A; — Ag| < e fiir ein ¢, k € {1,2,3} mit ¢ # k weiter
mit Tafel 3.10 auf Seite 57.
(c¢) Hydrostatisch: Fiir [\, — Ag| < efiir alles, k € {1,2,3} mit ¢ # k weiter
mit Tafel 3.11 auf Seite 58.

Ausgang: Ableitung der Formanderungsenergiefunktion der Eigenwerte nach
den Invarianten.

3.2.4 Darstellung der Spannungs- und Materialtensoren

Fiir den 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor eines kompressiblen, hyperelastischen Ma-
terials gilt die Gleichung (3.6), die unter Benutzung der Summenkonvention, der Schreib-
weise (3.5) und der Darstellung (3.22) der Ableitung der Invarianten nach C beziiglich
der in Gleichung (3.16) definierten tensoriellen Basis Z,, durch Einfithrung der Koeffi-
zienten «,, gemaf

in der Form

S =20, Z, (3.25)

dargestellt werden kann.

Entsprechend ergibt sich fiir den Materialtensor € nach Gleichung (3.9) durch Einfithrung
der Koeffizienten (3;,, des Anteils der dyadischen Produkte Z; @ Z,, der Basistensoren
am Materialtensor ¢ geméas

Bim == Au Wi Aj + W a—IkAkl- (3.26)

und den obigen Ergebnissen die Darstellung

07,

@:4@mm®zm+4%fa§. (3.27)
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3.2.5 Zusammenfassung der Berechnung

Die Ergebnisse fiir die Berechnung kompressibler, hyperelastischer Materialien sind in
der nachfolgenden Tafel zusammengefafit.

Tafel 3.4: Spannungs- und Materialtensoren kompressibler Materialien

1. Bestimme die tensorielle Basis
7" ={2,,2,,25) :={1,C,C'}

isotroper, hyperelastischer Materialien in der Referenzkonfiguration und bil-
de die Ableitung der Basis nach C in der Form

01 oC oCc™!
a—c — 07 a—C = HG—1 und 8C - _HC—l-

2. Bestimme die Koeffizientenmatrix A fiir die Darstellung der Ableitung der
Invarianten nach C beziiglich der gewahlten Basis, d.h.

1 0 0
A=Am)=|1 =1 0
0 0 I

3. Berechne die Ableitungen der Forménderungsenergie nach den Invarianten

ow *W

i = d i =
Wa=gr md Wi = o1

fiir die unterschiedlichen Formen der Forménderungsenergiefunktion. Fiir
weitere Bemerkungen siehe hierzu Tafel 3.3.

4. Berechne die Koeffizienten «; und 3;; in der Form

0l

Oy = Wz Azm und ﬂlm = Ail WZ] A]m —I_ WZ Akl

5. Bestimme den 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor S und den zugehérigen
Materialtensor (U in der Form
07,

S=2a, Z,, d C=48,.2/ %, +4ca, —.
« un B | ® + 14 « 50
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3.3 Spannungs- und Materialtensoren fiir
inkompressible Materialien

In diesem Abschnitt wird entsprechend dem vorangegangenen Abschnitt die Vorge-
hensweise fiir inkompressible Materialien erlautert. Die Darstellung der Spannungs-
und Materialtensoren fiir den ebenen Spannungszustand geschieht in Abschnitt 3.5.

3.3.1 Problemstellung

Fiir inkompressible Materialien nach (2.77), d.h. es gilt

W =W(LILI) =W+ U(J),

ist der isochore Anteil W der Forménderungsenergiefunktion W nur von den Invarian-

ten T und T abhiéingig. Der volumetrische Anteil ist durch den Anteil U = U(J) gegeben.

Analog zur Definition (3.5) wird die Schreibweise
W — I*W
W R

; o= = b . Wi':: — =
ST T T G,

(3.28)

eingefithrt. Aus der obigen Darstellung der Formanderungsenergie ergibt sich fiir die
Herleitung der Spannungen nach Gleichung (3.1) die Aufteilung

g _ oW _ O 00

0C 0C 0C

des Spannungstensors in einen deviatorischen und einen volumetrischen Anteil. Analog
ergibt sich fiir den Materialtensor € die Beziehung

—=: 8P 4 8% (3.29)

PW PWAT)  90(J)
gcoC —  9CocC 9CocC
Fir inkompressible Materialien (bzw. fiir eine Formulierung mit Hilfe der multipli-
kativen Zerlegung des Deformationsgradienten nach (2.20)) sind die Ableitungen der
modifizierten Invarianten I und II nach C bereitzustellen. In diesem Fall sind die modi-

fizierten Grofen I bzw. T die Invarianten des modifizierten Tensors C = J~2/3C, d.h.

mit Hilfe der Kettenregel folgt nunmehr

¢ =4 =P 4 ¢F, (3.30)

oL _ 9L iC
oCc  9C 9C

(3.31)

3.3.2 Basistensoren Z; und deren Ableitung nach C

Fiir die Betrachtung inkompressibler Materialien werden zunéchst in Anlehnung an die
Berechnung kompressibler Materialien und unter Beriicksichtigung der multiplikativen
Zerlegung die Basistensoren

Z' =1{7,,7,,7,} :={1,C,C "} (3.32)



3.3. Forménderungsenergie der Invarianten bei Inkompressibilitit 39

eingefithrt. Aus dem zweiten Faktor der Gleichung (3.31) ergibt sich mit C = J~%/°C
und

O 1o gl oays OC 0.J=3
ac[‘] C}_‘] ac+c® oC

der vierstufige deviatorische Projektionstensor IP in der Form

1
= J g +C@ <—§ J23 C—l)

aC 1
P .= 5C = g3 (HG—1 -3 C® C‘l) . (3.33)

Aus der Anwendung von P auf die Tensoren 1 und C berechnen sich die modifizierten
Basistensoren Z; und Z, zu

Z,:=1:P=devCC™! und Z,:=C:P= devC’ c, (3.34)

wahrend sich aus der Anwendung von P auf C ' der Nulltensor ergibt, d.h.

— 1
c'p=C" {J—2/3 (HG_1 -3C® C—l)} =0. (3.35)
In den obigen Formeln bezeichnet dev C den deviatorischen Anteil von C, d.h. es gilt
1 _
devC =C — gtrC 1 und dev'C = J~%3 dev C. (3.36)

Fiir die noch herzuleitende Gleichung (3.41) zur Bestimmung der zweiten Ableitung der
Invarianten nach dem Verzerrungstensor (hier C) wird die Ableitung der Basistensoren
Z.,, nach dem Verzerrungstensor erforderlich. Mit der Wahl der Basis nach (3.34) ergibt
sich durch Ausfithrung der Differentiation

VA 1. 1
7= 222 — “Tllga — —C~! c—l}
PTS 3 { S
1 _ _

- g{(devc C)@C +C' @ (devC CT)} (3.37)
_ 97, 1 9
Toi= —2 = —trC g +J ¥ llgor —2trC C ' C!
ATe gir® Heo G T g™ =

- {liwT e oo voT @ (AT O} (339)

Die genauere Herleitung ist im Anhang B zu finden.

3.3.3 Ableitung der modifizierten Invarianten nach C

Die Ableitung der modifizierten Invarianten I, I nach dem modifizierten Verzerrungs-
tensor C ergibt analog zur Gleichung (3.20) die Beziehungen
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Durch die oben beschriebene Anwendung des Projektionstensors IP aut die Basistenso-
ren kann zusammenfassend fiir Gleichung (3.31) die Beziehung

o1 B
aC {10 dev C C!
ol VI -1 devCG: C-1 )7
ac
bzw. in der Form
ol o
L= Ain 2y, (3.40)
9c~ 2

hergeleitet werden, wobei hieraus die Definition der Matrix A := (sz) und der Ma-

trix Z der modifizierten Basistensoren deutlich wird. Bemerkenswert ist, daf sich beim
Ubergang vom kompressiblen Material zum deviatorischen Anteil W des inkompressi-
blen Material durch die zusatzlich wirksame Inkompressibilitatshedingung AAg Ay =1
die Dimension des betrachteten Raumes der Verzerrungstensoren reduziert wird. Somit
spannen im Fall eines inkompressiblen, hyperelastischen Materials die beiden modifi-
zierten Basistensoren Z; = devC C~! und Z, = dev C? C~! den betrachteten Raum
des Anteils von W auf. Fiir die numerische Realisation bedeutet dies, dafi die Summa-
tionsschleifen nur noch tiber zwei (modifizierte) Summanden laufen.

Fiir die zweite Ableitung der Invarianten I; nach C ergibt sich entsprechend aus (3.23)
die modifizierte Beziehung

I 2 [ i = = — 07,
GG = Z lzz{ o ApZ; © Zm} + A a—c] ) (3.41)

3.3.4 Darstellung der deviatorischen Anteile der Spannungs-
und Materialtensoren

Die deviatorischen Anteile S am Spannungstensor ergeben sich nach (3.29) zu

o,
oo _ LWL 2. oW oI,
acC & 9L 9C

(3.42)

und koénnen mit der Notation (3.28), den Basistensoren Z; nach (3.34) und der Ablei-
tung der Invarianten I; nach C gemaf Gleichung (3.40) durch Einfithrung der Koeffi-

zienten

in der Form

SP =2a,, Z,, (3.44)

dargestellt werden.
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Fiir den deviatorischen Anteil (P am Materialtensor gilt mit (3.30) und den oben
ermittelten Teilergebnissen die Beziehung

9*W (L) L& (oW oL oL | oW 9
WP =94t — 4 2 g . ‘
ICIC 2 |2 \3tar ¢ “acf T a1 acac
o = = DA e o = O
= 4CAIW i A + W, — A 21 02, + 4 W, Aipy ——-,
{J,JJ—I-,aIk kl}l® + , oC
die durch Einfiihrung der Koeffizienten
_ o — 0A;,—
ﬂlm = Ail Wﬂ']‘ A]‘m + Wﬂ' fAkl (345)
dly,
in der Form
_ IZ.
D _ — m
¢ _45,mzl®zm+4am—ac. (3.46)

dargestellt werden kann.

3.3.5 Darstellung der volumetrischen Anteile der Spannungs-
und Materialtensoren

Fiir die erste Ableitung der Funktion U = /(J) nach C ergibt sich mit

I 1 1
0J  9J D ~ Lo = Ly

2 ¢ X_H I _
J c 9C ~ oIl 9C _ 2J

durch Anwendung der Kettenregel und mit der Schreibweise U’ = 27 die Beziehung
ou 1,
— == c.
oCc 2 JU
Fiir die zweite Ableitung folgt hieraus
0*U 1., 1 /
= — — H -1 - ! C_l C_l'
309G 2JU C —|-4J[JU] ®
Damit folgt fiir den volumetrischen Anteil des Spannungstensors
S aU()
s =2 =JU'C 3.47
5C (3.47)

und fiir den Anteil am Materialtensor gilt

- 0*U
K _ _ / _ AU -1 —1‘ ]
=l5eag =2/ U lc +J U7 CcCtec (3.48)
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3.3.6 Zusammenfassung der Berechnung

Die Ergebnisse fiir die Berechnung inkompressibler hyperelastischer Materialien sind
in den nachfolgenden Tafeln zusammengefafit.

Tafel 3.5: Deviatorischer Anteil der Spannungs- und Materialtensoren inkom-

pressibler Materialien

1. Bestimme die tensorielle Basis
Z,=devC C™! und Z, = dev ' Cc!
und bilde die Ableitung der Basis nach C in der Form

o7, 1_ 1
28— T len — 2t c—l}
aC 3 { S

1 _
_ g{zl®c—1+C‘1®Z1}
1 - 2 =
— = gtrc2 11(3—1—I-J_4/3HG—1_§trCQC_1®C_1
92 _
_ g{Z2®C_1+C_1®Z2}

2. Bestimme die Koeffizientenmatrix A fiir die Darstellung der Ableitung der
modifizierten Invarianten nach C beziiglich der gewé&hlten Basis, d.h.

2= (@)= (1 4 )

3. Berechne die Ableitungen des deviatorischen Anteils W an der Forméande-
rungsenergie W nach den modifizierten Invarianten
oW oW

W,=22 wd W, =2
T L Y T T GTaL

fiir die unterschiedlichen Formen der Forménderungsenergiefunktion. Fiir
weitere Bemerkungen siehe hierzu Tafel 3.3.

4. Berechne die Koeffizienten @, und Bij in der Form

Q= Wi Ainy und Bim = Aa Wi Aj + W aaTAkl
k

5. Bestimme die deviatorischen Anteile SP und ¢ in der Form

_ _ Z.,
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Tafel 3.6: Vol‘lst‘éindige Spannungs- und Materialtensoren inkompressibler Ma-
terialien

1. Bestimme die volumetrischen Anteile S® am 2. Piola-Kirchhoff-

Spannungstensor und (' am zugehdrigen Materialtensor in der Form

aU(J)

SI( —9
0C

=JU'C?t  und  CF = 27U lea+[JU CroC!

2. Bestimme die deviatorischen Anteile SP” am 2. Piola-Kirchhoff-
Spannungstensor und (¥ am zugehdérigen Materialtensor gemiB Tafel 3.5
in der Form

_ _ 7.,

3. Bestimme die vollstandigen Spannungs- und Materialtensoren durch Addi-
tion der volumetrischen und deviatorischen Anteile, d.h.

S =8k 8P und @ =0F P,
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3.4 Der ebene Spannungszustand bei
kompressiblen Materialien

3.4.1 Grundlage der Berechnung

Fiir den ebenen Spannungszustand gelten gegeniiber dem allgemeinen dreidimensiona-
len Spannungs- und Verzerrungszustand die Beziehungen

513 = 523 = 533 =0 und 013 = 023 =0 jedoch 033 7£ 0 (349)

fiir die Komponenten des 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensors S bzw. des Rechts-
Cauchy-Green-Tensors C. Fiir die Anteile der Tensoren in der von den Vektoren e
und e, des kartesischen Koordinatensystems aufgespannten Scheibenmittelflache wird
die Notation

2 2 2 2

Sesz = Z Z Sij e; X €, bzw. Cesz = Z Z Cij e; X €, (350)

=1 j5=1 =1 j5=1

eingefiithrt. Die Komponenten C1, Cy; und (5 von C,,, werden fiir den Fall des ebenen
Spannungszustandes aus dem zweidimensionalen Verschiebungszustand

2
Uesz 1= Zuz €; (351)
=1

berechnet. Die Verzerrung (53 senkrecht zur Scheibenmittelflache kann aus der Bedin-
gung Ss33 = 0 ermittelt werden und ist eine nichtlineare Funktion der Anteile Cyq, Co

und C45 von C.,., d.h.
Cz3 = C33(Ces: ), (3.52)

die nur in ausgewéhlten Sonderfillen explizit nach Cs3 aufgelést werden kann. Die
Berechnung basiert wesentlich auf der Entkopplung der Verzerrung C's3 senkrecht zur
Scheibenmittelfliche vom Verzerrungsanteil C., in der Scheibenmittelflache. Fiir die
Behandlung gekriimmter Flachentragwerke ergibt sich die gewiinschte Entkopplung bei
Einfiihrung eines kartesischen Koordinatensystems, dessen ersten zwei Basisvektoren
die Tangentialebene an die Scheibenmittelfliche im betrachteten Punkt aufspannen.

Die Berechnung kompressibler Materialien im ebenen Spannungszustand basiert auf
den Ergebnissen des Abschnitts 3.2 fiir kompressible Materialien im allgemeinen drei-
dimensionalen Verzerrungszustand, die in der Tafel 3.3 zusammengefafit sind.

3.4.2 Die Berechnung der Dickendnderung

Fiir kompressible, hyperelastische Materialien mit 0 < v < 0.5, wobeil v die Querkon-
traktionszahl der linearisierten Theorie darstellt, mufl die Dickendnderung und damit
(33 nach Berechnung der Anteile C.;., aus dem Verschiebungszustand u.,, aus der
nichtlinearen Gleichung

S33 = S33(C33) = 0 (3.53)
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iterativ bestimmt werden. Hierfiir bietet sich eine lokale Iteration mit Hilfe des qua-
dratisch konvergenten Newton-Raphson-Verfahrens an, wobei die Linearisierung der
Spannung Ssz an der Stelle C%, vorzunehmen ist, d.h. es gilt mit der Taylorreihenent-
wicklung von S35 und Abbruch nach dem linearen Glied

0533

SZ]:;—I :0:S§3+ 8033

(Cas — Cs). (3.54)

k
C433

Mit der Komponente (Us333 der materiellen Form des Werkstofftensors aus der Bezie-

hung (2.57) bzw. (3.27) gilt dann

-1
a8 Sk
Ok — ok 23 Sk =k _9 =33 3.55
33 33 { 8033 O;fg 33 33 @§333 ( )

3.4.3 Spannungs- und Materialtensoren fiir kompressible
Materialien im ebenen Spannungszustand

Nach der Berechnung der Komponente (53 kann der Spannungstensor aus der Bezie-
hung des allgemeinen dreidimensionalen Verzerrungszustandes berechnet werden, d.h.

oW
Sew: =25 (3.56)

Der Materialtensor U5, des ebenen Spannungszustands kann im weiteren durch eine
Kondensation aus dem Materialtensor € des allgemeinen dreidimensionalen Verzer-
rungszustandes hergeleitet werden. Hierzu wird das vollstdndige Differential des Span-
nungstensors S in der Form

0S 0S
dS = :dC.,, + —— - dCss. 3.57
acesz —I_ aCY33 2 ( )
betrachtet und dC'33 aus der Bedingung d.S535 = 0 berechnet, d.h. es gilt
0535 0553
0=dS33 = ——:dC.,, + —— - dC 3.58
2 acesz —I_ aCY33 2 ( )
und damit )
0533 0533
dCs3 = |— 1 dC.s,. 3.59
» [ {8033} acesz ( )
Fiir die Ableitung der Spannungen S.,. nach C.,, folgt der Materialtensor
asesz 8533 ! asesz 8533
Cos, =2 - , 3.60
{acesz {8033} aCY33 v acesz ( )

und mit (3.56) ergibt sich die Darstellung

W o L D W
esz — 4 - . .61
@ { aceszacesz { 60338033} 806528033 ® 806528033 } (3 6 )
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Die lokale Iteration zur Bestimmung der Dickendnderung C's3 kompressibler Materialien
im ebenen Spannungszustand ist in der nachfolgenden Tafel zusammengestellt.

Tafel 3.7:  Der Verzerrungszustand des ebenen Spannungszustandes

Eingang: Gegeben sei der ebene Anteil C.,, des Verzerrungstensors C und die
Abbruchgenauigkeit € zur FErfilllung der Bedingung Ss5 = 0.

1. Berechne die ebenen Anteile der tensoriellen Basis Z sowie die ebenen An-
teile der Ableitung der tensoriellen Basis nach C.

2. Wihle den Startwert 03?3 fiir die lokale Iteration:

o der ungestorte Zustand C33 = 1 oder

o der Losungspunkt der vorhergehenden lokalen Iteration.
3. Lokale Iteration zur Bestimmung der Dickendnderung C'ss:
(a) Berechne die Anteile von C§3 an der Tensorbasis Z und an den Ablei-

tungen der Basistensoren nach C.

(b) Berechne die Invarianten Ick, Icr, Mk des vollstandigen Verzerrungs-
tensors C*.

(c) Bestimme die Matrix A, sowie die Koeffizienten of, und 3f zur Be-
stimmung der Spannungs- und Materialtensoren.

(d) Berechne die Komponenten S%, des Spannungs- und ('5,,, des Materi-
altensors aus (3.25) bzw. (3.27).

(e) Abbruch der Berechnung:
Fiir | S5 |< e setze %, = CF, und gehe zum Schritt 4.

(f) Berechne die Verbesserung der Dickendnderung geméaf
Sty

T .
G]3333

053—12053_2

(g) Setze k =k + 1 und gehe zu Schritt 3a.

4. Berechne mit der Losung C3; den vollstandigen Verzerrungszustand C, die
Basistensoren, die Ableitung der Basistensoren, die Invarianten und bestim-
me damit den aktuellen Spannungszustand S sowie die Materialmatrix
des allgemeinen rdumlichen Verzerrungszustandes gemafl Tafel 3.4.

5. Berechnung der Materialmatrix (.5, des ebenen Spannungszustandes nach

(3.61), d.h.

o _,loew o[ ew W LW
< aceszacesz aCY3386Y33 806528033 806528033 ‘
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3.5 Der ebene Spannungszustand bei
inkompressiblen Materialien

Fir die Grundlagen der Berechnung, insbesondere fiir die Einfiithrung der ebenen
Spannungs- und Verzerrungstensoren S.;, und C.,,, sieche Abschnitt 3.4.1. Die Be-
rechnung inkompressibler Materialien im ebenen Spannungszustand basiert auf den
Ergebnissen des Abschnitts 3.3 fiir inkompressible Materialien im allgemeinen dreidi-
mensionalen Verzerrungszustand, die in der Tafel 3.5 zusammengefafit sind. Die Ergeb-
nisse sind in anderer Notation schon in Gruttmann, Taylor [46] enthalten.

3.5.1 Die Berechnung der Dickendnderung

Mit der Inkompressibilitdtsbedingung nach (2.22), die in diesem Fall in der Form
e = C33-det Cpy, = Caz - {Chy Cog — Ch3 Cra} =1 (3.62)

geschrieben werden kann, ist die direkte Berechnung der Dickenverdnderung

~ 1 1
Cas = Cas(Ces) = = 3.63
= C(Cos) = GG = O Cor = Ca O (3.63)
moglich. Die Ableitung dieser Beziehung nach C.,, ergibt
0C33 0 ) )
acesz - _0:33 aCeSZ [det CBSZ] - _03?3 det CSSZ Cesi; = _033 Ce 1- (364)

3.5.2 Spannungs- und Materialtensoren fiir inkompressible
Materialien im ebenen Spannungszustand

Der Ausgangspunkt fiir die Berechnung inkompressibler Materialien im ebenen Spann-
nungszustand ist die Formanderungsenergie nach Gleichung (2.77), d.h. in der Form

W =W(LIm =W+ U(J).
Der 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor ergibt sich nach Abschnitt 3.3 zu
ow
S=JU'Cc! +255
so daB mit der Beziehung [Cs3) ™" = [C'~'],, aus der Bedingung Sa3 = 0, d.h. aus
oW
0C'ss

Saz = JU CH +2 0, (3.65)

der hydrostatische Druck p = U’ zu

2 ow
p:U/:——C:a:a

7 Cos 56 (3.66)
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berechnet werden kann. Damit kénnen die restlichen Spannungen S.,. in der Form

Ce_slz} (3.67)
3

dargestellt werden. Hieraus kann der Materialtensor C.,, direkt berechnet werden, d.h.
es gilt

@esz =2 +2 & — 033 & C_l

asesz asesz 8033 asesz asesz
— 9 ) PPz ‘ ‘
acesz 6033 aCeSZ {acesz 8033 esz} (3 68)

Eine weitere Form ergibt sich durch Einsetzen des Ausdrucks (3.67) des Spannungs-
tensors in die obige Beziehung und die Ausfithrung der auftretenden Ableitungen, d.h.
es gilt

Loy _ _OW . 9WoC
4 R aceszacesz 2 803380552

*W *W
_ -1 A A -1
{Cesz ® (033 806528033) + (033 806528033) ® Cesz} (3.69)

0 oW
— — Cloct.
+ {033 8033 (033 8033)} esz ® esz

Der Ablauf der Berechnung des Spannungs- und des Materialtensors eines inkompressi-
blen Materials im ebenen Spannungszustand ist in der folgenden Tafel zusammengefafit.

Spannungs- und Materialtensoren fiir inkompressible Materialien

Tafel 3.8:

im ebenen Spannungszustand

Eingang: Ebener Anteil C.,, des Verzerrungszustandes.

1. Berechne die Dickenverdnderung C'ss geméafl

1 1
CdetC.y.  Chy Coy — Oy Chy

CY33 — OSS(CSSZ)

2. Berechne mit dem vollstdndigen dreidimensionalen Verzerrungstensor C die
deviatorischen Anteile der Forméanderungsenergie nach Abschnitt 3.3, d.h.
von

oW *W
und

o9C 0CoC’

3. Berechne den Spannungstensor S.,. eines inkompressiblen Materials im ebe-
nen Spannungszustand nach (3.67).

4. Berechne den Materialtensor (., eines inkompressiblen Materials im ebe-
nen Spannungszustand nach (3.69).
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3.6 Ableitung der Forminderungsenergie in den
Eigenwerten nach den Invarianten fiir den

allgemeinen Fall A\ #£ Xy #£ A3

In diesem Abschnitt wird fiir eine Formanderungsenergiefunktion in den FEigenwer-
ten nach (2.78), d.h. W = W(Ay, Ay, \s), die gewihlte Vorgehensweise am Beispiel des
2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensors S und des zugehérigen Materialtensors € erlautert.
Zur Verwendung der in den Abschnitten 3.2 bzw. 3.5 beschriebenen Algorithmen sind
die Ableitungen nach den Invarianten zu berechnen.

3.6.1 Ableitungen der Eigenwerte nach den Invarianten

Die Beziehung zwischen den Invarianten I,k = 1,2,3, und den Eigenwerten \? i =
1,2, 3, des Rechts-Cauchy-Green-Tensors C lautet

Ic = M4+, (3.70)
lc = ATAS+A A+ ], (3.71)
Fiir die Ableitung dieser Beziehungen nach den Eigenwerten gilt
ol o1l dl
A 2M 2 23
I I I
aaA 88)\ 68)\ = | 2n03 02 200+ 2 202+ 0) | (3.13)
[ om om DN 2L 200N
ol ol ol
a)‘1 a)\Q 8)\3

Durch eine Matrizeninversion erhdlt man die Ableitungen der Eigenwerte nach den
Invarianten in der Form

OA M O\ )‘_11 __)‘% 1
ol ol Ol N N Ny
81 81[ 8]]1 N2 N2 N2
Ol 0Xs 0Xs )\_g —_)\:2)) 1
ol ol oIl Ny Nz N3
mit den Abkiirzungen
Nyi= 20020 — IA? 4+ TMA72) = 20, (N — )\f)()\f — A7), (3.75)

wobei die Indizes ¢, 7,k eine gerade Permutation der Zahlen 1,2,3 darstellen, siehe
auch Ting [101], Morman [63]. Die Ableitung des i-ten Eigenwertes nach der k-ten
Invarianten kann auch in der Form

% _ (_1)k+1 )\G—Qk

W (3.76)
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geschrieben werden.

Bedeutsam fiir die gesamte Vorgehensweise ist die Tatsache, dafl die Ausdriicke N; nur
fiir den Fall Ay # Ay # A5 ungleich Null sind, d.h. daf die Inversion nur fiir diesen Fall
tiberhaupt moglich ist. Damit sind die Beziehungen (3.74) und (3.76) fiir die Sonderfélle
des biaxialen Verzerrungszustandes Ay = Ay # A3 (entspricht wegen der Isotropie dem
biaxialen Spannungszustand) und Ay = Ay = A3 (hydrostatischer Spannungszustand)
nicht definiert. Dies wird insbesondere daran deutlich, dafl in (3.76) die Nenner N; fiir
zusammenfallende Eigenwerte zu Null werden.

3.6.2 Erste Ableitung der Forminderungsenergie nach den
Invarianten fiir \; # Ay # A3

Fir den Fall Ay # Ay # A3 konnen die Beziehungen (3.70) bis (3.72) nach den Eigen-
werten \; aufgeldst werden. Unter Berticksichtigung der Ableitung der Eigenwerte nach
den Invarianten gemaf (3.76) ergibt sich die Ableitung der Formanderungsenergie nach
den Invarianten aus der Kettenregel zu

W (A1) oW 0N

. (__1)k+1 > aL@T A?_zk
My = oN I

=1 8)\2 NZ '

(3.77)

3.6.3 Zweite Ableitung der Forminderungsenergie nach den
Invarianten fiir \; # Ay # A3

Zur Vereinfachung der Notation wird die Einsteinsche Summenkonvention iiber dop-

pelt auftretende Indizes benutzt. Die zweite Ableitung der Forménderungsenergie W
2

nach den Invarianten ——— kann auf zweierlei Wegen berechnet werden. Zunéchst sei

dlol,
die Darstellung des Materialtensors nach (3.15) betrachtet, die durch Anwendung der

Kettenregel mit Hilfe der partiellen Ableitungen der Eigenwerte nach den Invarianten
in die Form

3
=13 X aNOr. 9C ~aC [ ax  9CaC

K3

3[ {aZw OA: 8>\]} oW 9\
=1 =1

-y yiyy

36)\2» PW oW o | oL oL

22\ &2 01, ooy, oL & ax aLaL [ ac ” ac
5.2 9w an oL
A T L 3CC

=1 s=1

o,

tiberfiihrt werden kann. Ein Vergleich mit Gleichung (3.9) liefert dann fiir die zweite
Ableitung der Formanderungsenergie nach den Invarianten die Beziehung

o'W i?’m PW 0N iaw 9°\;
ILOL == 9L, onoN, Ol | & 9N dLaL

(3.78)
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Diese Beziehung ist fiir die weitere Herleitung ungiinstig, da hierfiir die zweite partielle
2

9\ )
Ableitung der Eigenwerte nach den Invarianten, d.h. ———. zu berechnen ist, was fiir

dl,01,

den Fall zusammenfallender Eigenwerte nicht trivial ist, sieche auch Abschnitt 3.6.1.

Ein besserer Zugang ergibt sich aus der Betrachtung der Ableitung von

ow oW 09l
o = ol o, (3.79)
nach A;, d.h. von
o*wW g (oW o (oW 0l
INON, DN (mi) Y (alk 8—)\)
ow 9%, ol *W 91,
T 0L, OMON 9N oLl O
e Y ox, . )
Durch Multiplikation mit oL und a1, ergibt sich die Darstellung
ax, O,  PW 9l 09X aN, W 9N
o, ox, oLaL, A, 9L, oI, oxoA;, ol
aN, oW 9, 9N
0L, 9L, MDA, Bl
die mit den Beziehungen
Zij : gi’z =&y  und ZL;; : aa—if = Sy (3.80)
in die endgiiltige Form
*W aN,  O*W 9N, OW 9N 9L, 9N
ool oL, oNOA;, oL, Ol oI, axon; ol
o\ *W ow 9%, %
T o, '{awA]« "ol 'amxj}' al,
- %-Aij O (3.81)

oL, En
der zweiten Ableitung der Formanderungsenergie nach den Invarianten tiberfiithrt wer-
den kann. Dabei wurde die Matrix A mit den Elementen A;; geméf

o o*wW ow 9%,
YITONON Oy 0NN
eingefiihrt. Hierbei treten die zweiten Ableitungen der Invarianten nach den Eigenwer-

ten auf, die direkt aus den Beziehungen (3.70) bis (3.72) durch zweimalige Differentia-
tion nach den Eigenwerten in der Form

(3.82)

01
= 26, .
NN, 7 (3.83)
071l ,
v v 2{(1—3)2) & + 20\, } (3.84)
2
M _ g {22717 = A%, (3.85)

INON;
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hergeleitet werden kénnen. Durch Einsetzen der Beziehungen fiir die erste Ableitung
der Formé&nderungsenergie nach den Invarianten (3.77), fiir die zweiten Ableitungen
der Invarianten nach den Eigenwerten (3.83) — (3.85) und unter Beriicksichtigung der
Definition der Werte N; nach (3.75) ergibt sich fiir die Diagonalelemente A;; die Bezie-
hung

o*wW 1 oW
A= - — . .
oXNOAN A 0N (3:86)
Analog hierzu folgt fiir die Nebendiagonalelemente A;; fiir 7 # j
o*wW 2%, oW 2X; oW
A = L - - : :
SV VD VD U D GRS U ) ¥ (387)
Damit erhalt Gleichung (3.81) die Form
PW I\ N IS (=) el _
=20 A 2= Ajj A7) 20570 3.88
oL, 0l, 0l oL ;; TON;N; T / (3:88)

Der Ablauf der Berechnung der Ableitungen einer Formanderungsenergiefunktion der
Eigenwerte nach den Invarianten ist in der nachfolgenden Tafel zusammengestellt.

Ableitung der Formanderungsenergie der Eigenwerte nach den In-

Tafel 3.9: varianten fiir Ay # Ay # A3

1. Berechne die Ableitungen der Forménderungsenergie W = W()\l,)\z,)\g,)
nach den Eigenwerten, d.h. von

OW (A1, Az, As) O*W (M, Az, As)
O\ oN DN,

2. Berechne die Beziehungen
N; o= 2020 — D2 + TA?) = 2X0,(AF — )\f)()\f — A7)

3. Berechne die ersten partiellen Ableitungen nach den Invarianten in der Form

W (X (1)) iaw O\ k+126W AG-2k
Il ox ol o\ N,

4. Berechne die zweiten partiellen Ableitungen nach den Invarianten durch

(a) Berechnung der Werte A;; fiir ¢ = j nach Gleichung (3.86).
(b) Berechnung der Werte A;; fiir ¢ # j nach Gleichung (3.87).
(c¢) Auswertung der Gleichung (3.88).
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3.7 Ableitung der Forminderungsenergie in den
Eigenwerten nach den Invarianten fiir den

Sonderfall A\| = s # A3

Das in Tafel 3.9 angegebene Verfahren zur Berechnung der partiellen Ableitung der
Forméanderungsenergie W = W()\l, A2, A3) nach den Invarianten ist auf den Sonderfall
A1 = A2 # A3 nicht direkt anzuwenden, da die Nenner N; = 2\, (A7 — )\f)()\f — A#) dann
zu Null werden. Somit ist fiir den Sonderfall die Angabe der gewiinschten partiellen
Ableitungen auf dem Weg der Grenzwertbetrachtung zu erarbeiten.

3.7.1 Spannungs- und Materialtensoren fiir den Sonderfall

Al =g £ g

Der Spannungstensor S lautet nach Gleichung (3.24) und (3.25)

—22[81 233 Aim zm)]. (3.89)

v om=1
Fiir den Sonderfall Ay = Ay # A3 ergeben sich die Spannungen aus dem Grenziibergang

3
All—{%ls = /\11—{%1 {22[812 mZ:l (Aim Zm)]}

= oy { (i ) (X amza)} (3.90)

da die Groflen A;, und Z,, im Punkt Ay = Ay # A3 stetig sind. Entsprechende Bezie-
hungen gelten fiir den Materialtensor U, so daf fiir die Berechnung nur die Grenzwerte

ow ) O*W
und

1
Xo—X Ol /\21—r>r/1\1 81261]

fiir 2,5 = 1,2, 3 bereitzustellen sind.

3.7.2 Betrachtung der Grenzwerte lim,, ., W;
3.7.2.1 Grenzwertbetrachtung fiir beliebige hyperelastische Materialien

Die partielle Ableitung der Forménderungsenergie nach den Invarianten fiir Ay # Ay #
As ergibt die Beziehung der Gleichung (3.77). Fiir den Grenzwertiibergang Ay — A gilt

somit
3 W A2 2(3—k)
lim a—W = lim { Z
=1

o—A1 Ol Az—Aq Ao N
)\3(3—k)
Aa=)\; 2)‘3()‘% - )‘:2%)2

AW AZE=R Gy (\26-R)
8)\1 N1 a)\Q N2 7

oW
S W

+ (_1)k+1 /\li—{r/lh

(3.91)
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da N3 stetig fiir Ay = Ay # A3 ist. Damit ist nur noch der Ausdruck

(3.92)

zu untersuchen. Hierzu ist die Kenntnis der Formanderungsenergie W und deren Ab-
leitung nach den Eigenwerten erforderlich. Somit ist die obige Gleichung der weitest-
gehende Punkt, der ohne Kenntnis des speziellen Materials erreicht werden kann.

3.7.2.2 Grenzwertbetrachtung fiir Ogden-Materialien

Im weiteren wird die Wahl eines Materials aus der Klasse der Ogden-Materialien nach
(2.74) vorausgesetzt. Der volumetrische Anteil g(.J) der Forméanderungsenergie kann
direkt nach den Invarianten abgeleitet, d.h. es gilt mit Il = J?

dg(J) dg 0J 1 dg
R ANV S 2 3.93
oll oJ ol  2J aJ (3.93)
Somit wird im weiteren nur noch der Anteil
~ N ILI/
W= WA, ds) = 30 oF (A7 4+ 057 + 057 (3.94)
p=1"—""P
mit der ersten Ableitung nach den Eigenwerten
aW N ap—1
= AT (3.95)
ox T =l
betrachtet. Damit gilt mit (3.92)
N )\ozp—|—5—2k )\ozp—|—5—2k
_ - 1 2
A_Z_:”p{xllfil[ N TN ” (3.96)
p=1
und fiir die weitere Untersuchungen ist nur noch der Ausdruck
B [N N] NN T (- ) (3.97)
SOV N 2(A = A (A = A9 (A3 = Af) '

mit § := o, +5— 2k zu betrachten. Mit dem Ansatz Ay = A 4 ¢ folgt nach Einsetzen in
den Ausdruck fir B = B(e) die Grenzwertbetrachtung fiir ¢ — 0, die nach Ausfithrung
und Anwendung der Regel von I’ Hospital die Beziehung

-1 -39
B(0) = fim B(o) = =N 0= NN

3.98
¢—0 4()\% _ )\%)2 ( )

liefert.
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Mit diesem Ergebnis kann der Grenzwert geméaf (3.90) berechnet werden.

Die partiellen Ableitungen der Formanderungsenergie nach den Eigenwerten er-
geben sich zu

1% (1)’““ N
/\ll—%l oL, = 4(22 Zﬂp (ap, k (3.99)

mit dem Summanden

R(ay, k) = (6 —2)A] — 6A7203 + 2)§ (3.100)

und der Schreibweise § = 3(0@,, k) :=a,+4—2k.

3.7.3 Betrachtung der Grenzwerte lim,, .\, W;
3.7.3.1 Grenzwertbetrachtung fiir beliebige hyperelastische Materialien

Fiir die zweiten partiellen Ableitungen der Forménderungsenergie W nach den Eigen-
werten gilt fiir Ay # Ay # A3 die Gleichung (3.88), so daf fiir den Grenziibergang
)\2 — )\1 fOlgt

lim W ZB:ZS:AZ (D™ om0 260 | (3.101)
o OLOL, A2—>A1 ST NN A !
Fiir die Grenzwertbetrachtung sind somit die Ausdriicke
\12-2(s+1) \12-2(s+1) \2(35)  2(3~1) \2(35) 2(3~1)
By = A A AT A
1 11 N? + Ag RE + A2 NN, + A2 NN,
PR )\3(3—5) )\:2))(3—15) 4 )\3(3—5))\3(34)
2 BTN N, BTONN,
P )\:2))(3—5))\3(3—15) A )\3(3—5))\3(3—15)
300 TN, 2NN,
\2(3-3) 230
E4 = A33—3 5

N3 Ns

zu betrachten, die jeweils einzeln einen endlichen Grenzwert besitzen, so dafl die Auf-

teilung
. 0w s
A Gran, = 0T (B B B B
= (—1)5+t { hrri B+ hm Ey + hm Es+ hrri E4}

nach den Rechenregeln der Grenzwertbildung erlaubt ist.

Entsprechend dem Vorgehen bei der ersten partiellen Ableitung nach den Figenwerten
kann erst durch das Einsetzen des speziell gewdhlten Materials der Grenziibergang
durchgefithrt werden.
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3.7.3.2 Grenzwertbetrachtung fiir Ogden-Materialien

Fir die Klasse der Ogden-Materialien ergeben sich die Diagonalelemente A;; der Matrix

A aus (3.87) zu
N
A =3 iy, — 2N (3.102)

wihrend fiir die Nebendiagonalelemente 7 # j die Beziehung

N AT et
Ay =23, { : VI : (3.103)
= 2 J

folgt.

Zur Berechnung der Grenzwerte ist eine umfangreiche algebraische Berechnung erfor-
derlich, bei der ebenfalls mehrfach die Regel von 1’ Hospital eingesetzt werden muf.
Auf eine genauere Darstellung der Herleitung wird an dieser Stelle verzichtet.

Als Ergebnis der Grenzwertbetrachtung fiir Ay — XA, erhélt man die zweiten
partiellen Ableitungen der Forméanderungsenrgie W nach den Eigenwerten

oW (— 1)5“
A Snan, 9600 Z”p

(v, 8,1) (3.104)

mit dem Summanden

Play,s,t) = 24\]77 {)\ v — A3y — 12)}
+ Ny =8)(v = 6)(y = 4) =3\ A (y = 8)(7 = 6)y
+ 3TN = 8)(r = 27 = AN (y = 4)(v — 2)y, (3.105)

wobei die Schreibweise v = (ay,, s,t) 1= a, + 10 — 2(s 4+ t) benutzt wurde.
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Den Ablauf der Berechnung fafit die folgende Tafel zusammen.

Ableitung der Formanderungsenergie des Ogden-Materials nach den

Tafel 3.10: Invarianten fiir Ay = Ay # A3

1. Berechnung des Grenzwertes fiir die ersten Ableitungen:
(a) Berechne die Faktoren
6= S(O@,k) =a, +4 —2k.

(b) Berechne den Summanden

R(av,, k) = (8 —2)A] — 6A57203 + 228,
(c) Berechne die ersten Ableitungen nach den Invarianten geméaf

oW 1’“+1 N
lim = (( ) Zﬂp ay, k

Ag—Ap 8Ik

2. Berechnung des Grenzwertes fiir die zweiten Ableitungen:

(a) Berechne die Faktoren

v =y, s,t) = a, + 10 — 2(s + 1).

(b) Berechne den Summanden

Play,s,1) = 24070 02y = \i(y —12)}
+ My =8)(v = 6)(y = 4) =3\ TN (y = 8)(y = 6)y
+ 3TN = 8)(y = 2)y = TN (Y = ) (v = 2)7.

(c) Berechne die zweiten Ableitungen nach den Invarianten geméaf

1 (—1)** Z 5
M ALaL 9607 — ) 2 Pl e s )
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3.8 Ableitung der Forminderungsenergie in den
Eigenwerten nach den Invarianten fiir den

Sonderfall A\| = Ay = A3

Der Ubergang vom allgemeinen Fall zum Sonderfall \; = X, # A3 ist im Abschnitt
3.7 vorgenommen worden. Aufbauend auf diesem Teilergebnis ist der weitere Uber-
gang zum Grenzwert fiir Ay = Ay = A3 durchzufithren. Analog dem obigen Vorgehen
erhélt man die im folgenden dargestellten Ergebnisse fiir die partiellen Ableitungen der
Forméanderungsenergie nach den Eigenwerten. Hierbei wird darauf hingewiesen, dafy die
unten angegebenen Ergebnisse nur fiir das Ogden-Material giiltig sind.

Die Ableitungen der Formanderungsenergiefunktion nach den Invarianten fiir den Son-
derfall identischer Eigenwerte A\; = Ay = A3 ergeben sich aus dem Grenziibergang
As — A1 der Beziehungen (3.99) und (3.104) nach umfangreicher algebraischer Rech-
nung und mehrmaliger Anwendung der Regel von I’ Hospital. Auf eine ausfiihrliche
Darstellung der Herleitung wird verzichtet. Die folgende Tafel fafit die Ergebnisse zu-

saminernl.

Tafel 3.11: Ableitung der Formanderungsenergie des Ogden-Materials nach den

Invarianten fir Ay = Ay = A3

1. Berechnung des Grenzwertes fiir die ersten Ableitungen:
(a) Berechne die Faktoren ¢ = 3(0@,, k) :=a,+4—2k.
(b) Berechne den Summanden R(a,, k) := (§ —2) § A7,

(c) Berechne die ersten Ableitungen nach den Invarianten geméaf

ow (-1t X

Wl B T 16 p;”p Rley. k)

2. Berechnung des Grenzwertes fiir die zweiten Ableitungen:

(a) Berechne den Summanden

5

Plag,s.1) = {Hmp Fl22(s 414 @->>} Aot

=1
(b) Berechne die zweiten Ableitungen nach den Invarianten geméf}

) azW (_1)s+t N
o BTOL 7680 2ty Playg, s,1)

p=1




Kapitel 4

Finite Element Formulierung

Die Finite-Elemente-Methode stellt ein numerisches Naherungsvertahren zur Losung
von (Anfangs-) und Randwertaufgaben dar. Die Grundlagen dieses Verfahrens sind in
vielfaltiger Form in der Literatur dargestellt worden, siehe z.B. Bathe [9], Hughes[52],
Zienkiewicz, Taylor [111].

Fiir die numerische Berechnung inkompressibler Materialien sind die grundlegenden
Ideen des in dieser Arbeit benutzten Vorgehens bei Simo, Taylor, Pister [91] zuerst
vorgestellt worden. Fiir die Anwendung auf hyperelastische Materialien siehe auch Si-

mo, Taylor [88], Wriggers [108], Miller-Hoeppe [64].

Aufgrund der umfangreichen Literatur zur Finiten-Elemente-Methode und deren wei-
ten Verbreitung werden an dieser Stelle nur die Grundziige des Vorgehens aufgezeigt
und die Notation eingefiihrt.

4.1 Die Verschiebungsmethode

Im Rahmen dieser Arbeit wurden isoparametrische Scheibenelemente als Dreiecke bzw.
Vierecke mit einer variablen Knotenanzahl von drei bis sechs bzw. vier bis neun Knoten
sowie ein 8-Knoten isoparametrisches Volumenelement sowohl fiir eine Formulierung
beziiglich der Referenzkonfiguration als auch beziiglich der Momentankonfiguration
kodiert. Bei dieser Formulierung sind die Verschiebungen V der Knoten der finiten
Elemente als Unbekannte eingefiihrt, so dafl sich fiir die Approximation uy des Ver-
schiebungszustandes u fiir die Darstellung auf Elementebene die Beziehung

gy = Ny g (4.1)
ergibt. Hierbei ist N ;) die Matrix der Ansatzfunktionen und v; der Vektor der Kno-
tenverschiebungen fiir das i-te Element.
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Fiir die isoparametrische Beschreibung der finiten Elemente gilt fiir die Komponenten
u; des diskreten Verschiebungszustandes

nkel

w, = (66, &) = Y N (6, 6, &) B (4.2)
k=1
) nkel N )
= 4 (X', X% X%) =3 NYX', X% X% v (4.3)
k=1

Dabei sind &1,&5,¢&5 die lokalen Koordinaten des isoparametrischen Konzeptes und
X1, X2 X3 die kartesischen Koordinaten der Punkte der diskreten Referenzkonfigurati-
on. Weiterhin stellen X! die A-te Koordinate und v}, die i-te Verschiebungskomponente
des k-ten Knotens dar.

Die Besonderheit des isoparametrischen Konzeptes besteht darin, dafl die Geometrie
und der Verschiebungszustand im Element in gleicher Form iiber die Knotenwerte
approximiert werden, d.h. es gilt fiir die Geometrie des Elementes

nkel

Xffl = X}?(fbf%fiﬁ) = Z Nk(fhfz,f:a) X;f (4.4)

k=1

Das isoparametrische Konzept ist in der Abbildung 4.1 verdeutlicht.

& = &(XT, X?)

Ve o— T LS o3

- &

XA = Zizl Nk(€17€2) Xl?

Abbildung 4.1: Darstellung des isoparametrischen Konzepts

Die Beziehung (4.1) gelte auch fiir die virtuelle Verschiebung éu, die sich aus der
Testfunktion n zu € § = éu ergibt. In der Matrizenschreibweise gilt dann mit den
virtuellen Knotenverschiebungen ¢v;

bugy = Ny dugp)- (4.5)
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Mit der Eintfithrung der B-Matrizen in der Form
(grad® g)(i) = B v bzw. (grad’ 5%)(2») = B ovg (4.6)

und der geeigneten Wahl der Matrix R(; der Ansatzfunktionen ergibt sich fiir den
Anteil des i-ten Elementes an der schwachen Form des Gleichgewichts z.B. in der Mo-
mentankonfiguration aus (2.81) die Beziehung

= Q( / RT dv— / NT pk()dv— / NT _()da (47)
B Be( OB.s ()

Hieraus folgt durch Assemblierung aller Elementanteile die Matrizendarstellung
gn = 5KT g=20 und damit g=20 (4.8)

mit dem Fehlkraftvektor g der Momentankonfiguration. Analog kann somit die Bedin-
gung

Gp=06V'G=0 unddamit G=0 (4.9)
fiir den Fehlkraftvektor G der Referenzkonfiguration hergeleitet werden. Diese Bezie-
hungen werden fiir die Behandlung der diskreten Sensitivitdtsanalyse in Abschnitt 5.3
benoétigt.

Weiterhin ergibt sich fiir die Linearisierung der schwachen Form des Gleichgewichts
aus (2.93) die matrizielle Darstellung

T T

Bt() Bt()
+ 95)(®).

Durch Assemblierung aller Elementanteile folgt dann die Matrizendarstellung der Li-
nearisierung der schwachen Form des Gleichgewichts.

4.2 Die Gemischte Methode

Im Gegensatz zur Verschiebungsmethode, bei der die Spannungen iiber die Verzer-
rungen und das Werkstoffgesetz und damit durch die Ableitung der Ansédtze fiir die
Verschiebungen ermittelt werden, werden bei der gemischten Methode fiir die Span-
nungen bzw. andere kontinuumsmechanische Gréflen eigene Ansétze eingefithrt. Fir
die Betrachtung quasi-inkompressibler Materialien fithrt dies zur Einfithrung von un-
abhéngigen Ansatzen fiir den Druck p in der Form

=My q, bzw. op . = My éq

4y %Ly Ly (4.10)

Py

sowie fiir die Jacobi-Determinante des Deformationsgradienten

Oy =Lay ¢, bzw. 80 = Ly 09, (4.11)
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entsprechend der Darstellung in Abschnitt 2.5.

Wesentlich fiir das Vorgehen ist, daf die zusatzlich eingefiihrten Knotenvariablen durch
Manipulationen auf Elementebene eliminiert werden kénnen. Dieser Vorgang ist in
Simo, Taylor, Pister [91] zuerst vorgestellt worden, siche auch Miiller-Hoeppe [64].

Entsprechend dem obigen Vorgehen ergibt sich fiir den Elementanteil die Darstellung

- T T
Aw = by / Biygi By dv ¢ v

T} P T
+ b g / 1) dv / ) do o)

+ 90)(P).

Hierbei ist ﬂg) eine Matrix, welche die Ableitungen der Ansatzfunktionen enthélt
und den Divergenzoperator darstellt. Somit kann der Elementanteil wieder gemafl der
reinen Verschiebungsmethode zum Gesamtanteil der Linearisierung der Variationsfor-
mulierung zusammengefiigt werden.



Kapitel 5

Sensitivitatsanalyse

Die Grundlage der Strukturoptimierung ist die Sensitivititsanalyse, d.h. die Beschrei-
bung der Verdnderung einer Problemfunktion ¢ im System, z.B. der Zielfunktion f
oder einer Nebenbedingung ¢;, infolge der Modifikation einer gewédhlten Designvaria-
blen s. Die in der Sensitivitatsanalyse berechneten vollstdndigen Ableitungen nach den
Designvariablen sowie die Werte der Problemfunktionen sind Eingangsgrofien fiir die
Formulierung der Problemstellung der Strukturoptimierung als mathematisches Op-
timierungsproblem und fiir die damit verbundenden numerischen Algorithmen, siehe
Kapitel 6.

Die komplexen Aufgaben z.B. der Strukturmechanik werden tiberwiegend durch die
Verwendung numerischer Ndherungsverfahren wie z.B. der Finite-Elemente-Methode
oder Rand-Elemente-Methode behandelt. Somit ist der auf die Strukturanalyse auf-
bauenden Strukturoptimierung das numerische Néherungsverfahren vorgegeben, fir
das aus der Sensitivitdtsanalyse die zugehoérigen, zum numerischen Ndherungsverfahren
konsistenten, algebraischen Gleichungen bereitgestellt werden miissen. Die Bereitstel-
lung der algebraischen Gleichungen der Sensitivitdtsanalyse kann mittels unterschied-
licher Vorgehensweisen vorgenommen werden.

Tafel 5.1:  Sensitivitatsanalyse eines strukturmechanischen Problems

1. Variationelle Sensitivitdtsanalyse
(a) Berechnung der Gradienten des kontinuierlichen Problems nach den
Designvariablen.
(b) Diskretisierung der kontinuierlichen Sensitivitatsaussagen in Raum
und Zeit entsprechend dem zugrunde liegenden Naherungsverfahren.
2. Diskrete Sensitivitatsanalyse
(a) Diskretisierung des strukturmechanischen Problems in Raum und Zeit
entsprechend dem numerischen Naherungsvertahren.

(b) Berechnung der Gradienten der erhaltenen diskreten, algebraischen Be-
ziehungen nach den Designvariablen.
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Fir die variationelle Sensitivitatsanalyse wurde von Céa (siehe [23], [24], [25]) und
Zolesio (siehe [114], [113]) das aus der Kontiuumsmechanik bekannte Konzept der
Materialableitung fiir die Behandlung der Strukturoptimierung eingefiihrt, siehe auch

Haug, Choi, Komkov [51].

Eine Erweiterung der variationellen Methoden auf geometrisch nichtlineare Probleme
in der Total und Updated Lagrange Formulierung sind bei Choi, Santos, Yao [26],
[81], [109] und Arora, Cardoso [3], [2] zu finden. AuBerhalb eines bestehenden Pro-
grammpaketes (ADINA) wurde die Sensitivitdtsanalyse mittels Postprozessing-Daten
durchgefiihrt.

Ein variationeller Zugang zur Sensitivitdtsanalyse, jedoch ohne numerische Verifikation,

ist in Dems, Mroz [30], [31], [32] zu finden.

Fiir die numerische Realisation wird vorwiegend die diskrete Sensitivitdtsanalyse, d.h.
die Ableitung der diskreten, algebraischen Beziehungen nach den Designvariablen, auf-
bereitet und in die Sensitivitatsmodule der Optimierungsprogrammsystems implemen-
tiert. Diese Vorgehen ist z.B. in Neittaanmdki et al. [65, 4, 49] beschrieben. Fiir
die vollstandige Implementation der analytischen Gradienten dieser Vorgehensweise in
ein bestehendes Programmsystem siehe Bletzinger [19], Kimmich [54] (CARAT) sowie
Becker [10], Becker, Barthold [11], Stein, Becker, Barthold [96] fiir die Verwendung im
Forschungsprogrammpaket INA-OPT.

Die diskrete Sensitivitdtsanalyse mit der semianalytischer Herleitung der Sensitivitdten

wird von Adelmann, Haftka [1], Haftka, Grandhi [47] und Eschenauer [35], Eschenauer,
Post, Bremicker [37] empfohlen.

Fiir eine iibersichtliche Zusammenfassung dieser Methoden siehe z.B. Haslinger, Neit-
taanmdki [49], die auch auf die Aquivalenz der beiden Vorgehensweisen hinweisen.

In dieser Arbeit werden zundchst im Abschnitt 5.1 die kontinuumsmechanischen Grund-
lagen aufgezeigt, die fiir die variationelle Formulierung der Sensitivitdten kontinuums-
mechanischer Gréflen benétigt werden. Dabei zeigt sich, dafl das Konzept der Ma-
terialableitung und insbesondere die oft angefiihrte dynamische Interpretation der
Forméanderung (siehe z.B. Haug, Choi, Komkov [51]) aus kontinuumsmechanischer
Sicht nicht ohne Einwand akzeptiert werden kann.

In Kapitel 5.2 wird die variationelle Sensitivitdtsanalyse am Beispiel des materiellen
Deformationsgradienten und der Spannungen, d.h. der zentralen kontinuumsmechani-
schen Groflen der Analyse isotroper, hyperelastischer Materielien, durchgefithrt. Fiir
die Sensitivitdt der Spannungen ergeben sich sowohl in der materiellen als auch der
rdumlichen Formulierung grundlegende, neue Einsichten, die fiir die vollstandige ana-
lytische Druchfithrung der variationellen Sensitivitdtsanalyse von grofler Bedeutung
sind. Diese Beziehungen sind in vollstindig analytischer Form in das Finite-Element-
Programmpaket INA-OPT implementiert worden.

Dariiberhinaus wird im Abschnitt 5.3 die Sensitivitat der diskreten Formulierung ange-
geben, die mit der vorhergehenden Formulierung iibereinstimmt, und in vollstandiger
analytischer Form in das Finite-Elemente-Programmpaket INA-OPT implementiert
wurde, siehe hierzu auch Becker [10].
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5.1 Die kontinuumsmechanischen Grundlagen der
Strukturoptimierung

In diesem Abschnitt wird die Abhéngigkeit der kontinuumsmechanischen Gréflen von
der Ausgangsgeometrie und somit von den Designvariablen s; (¢ = 1,2,...,n) aufge-
zeigt. Die Designvariablen stellen dabei skalare Variablen dar, die zur Spaltenmatrix
s € IR" zusammengefafit werden. Zur Vereinfachung der Notation wird eine beliebige
Designvariable ausgewahlt und ohne Index, d.h. als s € IR, geschrieben. Der urspriing-
liche Startentwurt der Geometrie korrespondiert dabei mit dem Startwert s, = 0.

Um die Abhéngigkeit einer kontinuumsmechanischen Grofle von der Designvariablen
s anzuzeigen, wird die Grofle mit einem Index s versehen. Fiir den Startentwurf der
Geometrie mit der Designvariablen s, entféllt dieser Index.

5.1.1 Die Abhéangigkeit des materiellen Korpers und der
Konfigurationen vom Design

Bei der Strukturoptimierung werden strenggenommen unterschiedliche materielle Kérper
betrachtet und in ihren Eigenschaften (z.B. Gewicht) und dem Deformationsverhalten
beurteilt. Damit ist das in Kapitel 2 eingefithrte Konzept der Beschreibung der Lage
und der Bewegung eines materiellen Kérpers im Raum nicht mehr ausreichend.

Um die Eigenschaften zweier unterschiedlicher materieller Kérper vergleichen zu kénnen,
ist es zunichst erforderlich, den Ubergang eines materiellen Korpers in einen anderen
bei Veranderung der Designvariable s zu beschreiben. Dabei sei der Ubergang beziiglich
der Designvariablen hinreichend oft stetig differenzierbar, d.h. die materiellen Kérper
gehen kontinuierlich ineinander tiber.

Die fiir diese Arbeit wesentliche Sichtweise der Formoptimierung kann folgendermaflen
beschrieben werden.

Tafel 5.2: Eine kontinuumsmechanisch geprigte Sichtweise der Formoptimie-

rung

1. In der Strukturoptimierung werden die Eigenschaften (Zielfunktion, Ne-
benbedingungen) unterschiedlicher materieller Kérper betrachtet und ver-

glichen.

2. Der Vergleich unterschiedlicher materieller Kérper und deren Figenschaften
ist durch die Beschreibung der Transformation der verschiedenen materiel-
len Kérper ineinander méoglich.

3. Die Transformation wird dabei durch Einfiihrung von Designvariablen pa-
rametrisch beschrieben und sei bzgl. der Verdnderung der Designvariablen
hinreichend oft stetig differenzierbar.

Ein Vergleich dieser Sichtweise mit dem bereits genannten Konzept der Materialablei-
tung findet sich in Abschnitt 5.1.2.
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Zur Beschreibung eines materiellen Kérpers in Abhangigkeit der Designvariable s ist
der Bezug auf die in Abschnitt 2.1 eingefiihrten konvektiven Koordinaten ©!, 0% ©?
niitzlich, da der Parameterraum Ty = [0, 1]3 C IR? fiir jeden beliebigen materiellen
Korper eingefithrt wurde und somit von der Designvariablen s unabhéngig ist.

Mit diesen Bemerkungen soll die Abbildung w nach (2.4) um die Abhangigkeit von
der Designvariablen s erweitert werden, wofiir wieder die Bezeichnung w gewahlt wird.
Mit dem Parameterraum T := IR der Designvariablen gilt fiir die Darstellung eines
materiellen Kérpers B in Abhangigkeit der Designvariablen die Abbildung

w:{( Te xT, — B (5.1)

0,02 0% s) — M=w(0!'06%0°:s).

Die Abbildung w sei hinreichend oft beziiglich der konvektiven Koordinaten und der
Designvariable stetig differenzierbar und fiir festgehaltene Designvariable s bijektiv.
Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 5.1 dargelegt.

materieller Kérper B

w:TexT,— B M =w(0! 0?2 0% ;)
Parameterraum
Design T

So S

Abbildung 5.1: Parametrische Beschreibung des materiellen Koérpers durch die
konvektiven Koordinaten und die Designvariable

Mit der in Abschnitt 2.1 definierten Abbildung y der materiellen Punkte M auf die
Raumpunkte kann durch Abbildungskomposition die in Gleichung (2.5) definierte Ab-
bildung ¥ um die Abhéngigkeit von der Designvariablen s erweitert werden, d.h. es gilt
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mit ¢ = fow

(5.2)

b ToxTyx Ty, — IR
1 (04,0%07%s) — x=1¢(0'0206%1.s:)

Fiir festgehaltene Zeit und festgehaltene Designvariable wird auch die Bezeichnung 7
benutzt. Damit kénnen die kartesischen Koordinaten X# bzw. 2! iiber die Abbildung
¥ durch die konvektiven Koordinaten, die Zeit und die Designvariable beschrieben
werden, d.h. es gilt

X4 =X40',0%,0%s)  bzw. 2l =#(0',0% 071 s). (5.3)

Die Darstellung der Lage des materiellen Kérpers im Raum tiber die Parametrisie-
rung des materiellen Korpers, der Zeit und der Designvariablen ist in Abbildung 5.2
angegeben.

Momentankonfiguration B

b Tox Ty x Ty — IR x = 1(0',0%,0%1,5)
Parameterraum
Raum Tg Zeit T; Design T
O |
NI
So S

Abbildung 5.2: Beschreibung der Lage des materiellen Kérpers durch die Para-
metrisierung des materiellen Kérpers, der Zeit und der Designvariablen

Zum Referenzzeitpunkt ¢, und fiir den Startwert s, der Designvariablen kann die zu-
gehorende Referenzkonfiguration in Abhangigkeit der konvektiven Koordinaten in der
Form

B, =¢¥(To,1,,5,) mit X =(0',0% 0% 1,,s,) (5.4)
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dargestellt werden. Fiir eine Verdnderung der Designvariablen s > s, ergibt sich ein
modifizierter materieller Kérper mit zugehoriger Referenzkonfiguration, d.h. es gilt

B! =¢(To,ts,5) mit X, = ¢(®1, 02, @3,to,3). (5.5)

Analog gilt dies fiir die zugehorigen Momentankonfigurationen B; und Bj. Damit
kann die Deformation eines materiellen Korpers fiir eine feste Designvariable s von
der Referenzkonfiguration B in die Momentankonfiguration B; durch die Abbildung

B; — B
o7, (5.6)

el X e x= 02, (X) = [vre {67 (X)

dargestellt werden. Dabei ist die Abbildung ®F, = stetig differenzierbar und fiir jeden
beliebigen und dann festgewédhlten Zeitpunkt ¢ sowie fiir jede beliebige und dann fest-
gehaltene Designvariable bijektiv.

Fiir die weitere Untersuchung ist der Ubergang zwischen den Referenz- und Momen-
tankonfigurationen unterschiedlicher materieller Kérper zu beschreiben. Die Referenz-
konfiguration B, fiir die Designvariable s, wird durch

v B, xIk — B 57
L (Xes) e X, = Wa(Xes) = [0 6.7 () (5.1
auf die Referenzkonfiguration B? zur Designvariable s abgebildet.
Fir die zugehérigen Momentankonfigurationen B; und B; wird die Abbildung
v B, xIR — B 5 g
¢ (x,8) =  x,=Uux,s):= [CI);% oW, o @;}0] (x,8) (5.8)

eingefithrt. Damit wird fiir jeden Zeitpunkt ¢ die Verdnderung der Konfiguration B,
des Ausgangsdesigns (mit s = s,) zu der Konfiguration B{ des modifizierten Designs
(mit s > s,) beschrieben. Diese Situation ist in der Abbildung 5.3 dargestellt.

Der Erhaltungssatz der Masse (siehe Abschnitt 2.2.1) ist fiir die Abbildungen ¥, und ¥,
nicht erfiillt. Dies ist auch verstindlich, da es sich dabei um den Ubergang der Konfigu-
rationen zweier unterschiedlicher Kérper handelt und z.B. fiir die Optimierungsaufgabe
,Gewichtsminimierung® die Abnahme der Gesamtmasse des Koérpers erwiinscht ist.

Die Verdnderung der Konfiguration B, des materiellen Kérpers B in die Konfiguration
B; des materiellen Kérpers B*® kann fiir kleine Anderungen gegeniiber dem Referenz-
wert s, mit Hilte der Abbildung vom W, in erster N&dherung als

av,

Xs = \IIO(XVS) = \IIO(XVS) —I_ (S - 80) d
S

(X, 80) =X+ (s — 80) V(X) (5.9)

geschrieben werden. Dabei stellt V die sogenannte Formdnderungsgeschwindigkeit dar,

siche Haug, Choi, Konkov [51].
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Design s, Design s

B, _ > B;

Abbildung 5.3: Beziehung zwischen den Referenz- und Momentankonfigurationen
fiir unterschiedliche Designvariablen

Wird weiterhin die Konfiguration B, zur Designvariablen s, als Referenzkonfiguration
bzgl. einer Gestaltsdnderung angesehen, gilt

AR ov,
ds (X, 50) = Js

V = (X, s6), (5.10)

da in diesem Fall X € B, unabhéngig von s ist. Die obige Darstellung wird in Abschnitt
5.1.2 erlautert, in dieser Arbeit jedoch nicht weiter verwendet.

Demgegeniiber gilt fiir die Verdnderung der Momentankonfiguration By zum Zeitpunkt
t bei Anderung der Designvariablen s die Beziehung

_ B _ 0%

— A 1 2 3 .
q: = Qt(G) 7® 7® 78) i ds — 88 9 (511)

da die konvektiven Koordinaten definitionsgeméfl unabhingig vom Design sind. Fiir
die Referenzkonfiguration ist die Auswertung fiir £ = ¢, einfach, da es sich in diesem
Fall ausschliefilich um eine geometrische Beziehung handelt. Fiir die Momentankon-
figuration ist jedoch die implizite Abhdngigkeit des Verschiebungszustandes von der
Designvariablen zu berticksichtigen. Diese Zusammenhange werden im Abschnitt 5.2
naher erlautert.

Abschliefend werden die zentralen Abbildungen im Uberblick dargestellt.
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Design s, Design s

Xt

materieller
Korper B°

materieller
Koérper B

Parameterraum Tg

0,

Abbildung 5.4: Zusammenstellung der eingefithrten Konfigurationen und Abbil-
dungen
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5.1.2 Ein Vergleich mit dem Konzept der Materialableitung

In diesem Abschnitt wird die eigene Darstellung der kontinuumsmechanischen Grund-
lagen der Formoptimierung mit dem von Céa und Zolesio eingefithrten Konzept der
Materialableitung verglichen. Als Grundlage dient dabei die Darstellung in Haug, Chot,
Komkov [51, S. 190ff].

Hierin wird die Forménderung eines Kérpers als ,dynamic process of deforming a con-
tinuum, with 7 (Anm.: in dieser Arbeit s) playing the role of time* interpretiert.

Diese Interpretation der Vorgédnge bei der Strukturoptimierung als eine zwangslaufig
spannungs- und verzerrungsfreie ,,Deformation® eines Korpers ist aus meiner konti-
nuumsmechanischen Sicht nicht akzeptabel, da zuséatzlich bei der ,Deformation® der
Erhaltungssatz der Masse nicht erfiillt wird. Aut diese Tatsache wird in der obigen
Interpretation nicht eingegangen.

Demgegentiber ist durch die Darstellung in Abschnitt 5.1.1 eine eindeutige Trennung
der physikalischen Vorgénge

1. Anderung des materiellen Kérpers B mit der Anderung der Designvariablen s
noch vor der Einbettung in den Euklidischen Vektorraum sowie

2. der Deformation eines materiellen Kérpers B von der Referenzkonfiguration B,
in die Momentankonfiguration B; mit der Zeit ¢

vorgenominen worden.

Weiterhin wird in Haug, Choi, Komkov [51] bei der Herleitung der Forméinderungs-
geschwindigkeit implizit eine Referenzkonfiguration bzgl. der Designvariablen durch
die Adaption der kontinuumsmechanischen Zusammenhinge eingefiihrt. Dies ist aus
theoretischer und numerischer Sicht nicht erforderlich, da bei Verwendung konvektiver
Koordinaten, d.h. der Darstellung des materiellen Kérpers als differenzierbare Mannig-
faltigkeit, die Verdnderung der kartesischen Koordinaten aus der Abbildung

X4 = X4(0',0%,0%5)
nach (5.2) beschrieben werden kann, d.h. nach Gleichung (5.11) gilt

) dipe Oty

= q/(0',0%,0%5) = — = —.
q: CIt( ’ ’ ) S) ds ds
Entsprechend zur Beschreibung kontinuumsmechanischer Beziehungen in den Gréflen
der Momentankonfiguration (Fluidmechanik, groe Deformationen) kann auch in der
Formoptimierung der Bezug ausschliellich auf den aktuellen Kérper und dessen Kon-
figuration erfolgen.

Der Vorteil der Darstellung nach Gleichung (5.2) besteht in der natiirlichen Umsetzung
in ein numerisches Konzept mit Hilfe der CAGD—Beschreibung der Geometrie, das in
Kapitel 6 vorgestellt wird.
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5.1.3 Festlegung funktionaler Abhangigkeiten fiir die
Sensitivitatsanalyse hyperelastischer Materialien

Im obigen Abschnitt ist die Abhangigkeit der Referenz- und Momentankonfiguration
von der Designvariablen s dargestellt worden. In der Strukturanalyse wird tiblicher-
weise die Deformation iiber das Verschiebungsfeld u = x — X mit der funktionalen
Abhéangigkeit (2.6)

u=1u(X,t,s)=10(0'0%06°1s:),
dargestellt. Fiir die Berechnung der Sensitivitidt einer exemplarischen kontinuumsme-

chanischen Grofle ¢, die skalar-, vektor- oder tensorwertig sein kann, wird die funktio-

nale Abhéngigkeit

v =¢(s,0(s)) (5.12)

vorausgesetzt. Damit ist fiir diese Problemfunktion, z.B. die Zielfunktion f oder eine
Nebenbedingung ¢;, neben der direkten Abhédngigkeit auch die implizite Abhéngig-
keit von der Designvariablen {iber das Verschiebungsfeld u im Gleichgewichtszustand
gegeben.

Diese hier aufgezeigte Abhéngigkeit beinhaltet nur die Abhéngigkeit vom Verschie-
bungsfeld im Lésungszustand. Dies ist fiir den Rahmen der hyperelastischen Materialien
ausreichend. Fiir weitergehende Betrachtungen, z.B. geschichtsabhéngiger Materialien
in Form der Elastoplastizitét, ist die funktionale Abhangigkeit der Problemfunktion ¢
auf die Geschichte der Deformation zu erweitern.

5.1.4 Bemerkungen zur Berechnung partieller Ableitungen
kontinuumsmechanischer Groéfien nach der
Designvariablen

Fiir die Sensitivitdtsanalyse sind die partiellen Ableitungen kontinuumsmechanischer
Groflen nach der Designvariablen s bereitzustellen, siehe auch Abschnitt 5.2.1. Fir die
in der grundlegenden Beziehung (5.2) fiir die Abbildung eines materiellen Korpers auf
die Raumpunkte eingefithrte Abhéingigkeit von den konvektiven Koordinaten ', 02, ©°
der Zeit t und der Designvariablen s gelten die folgenden Zusammenhénge.

1. Sowohl die physikalische Gréfie Zeit ¢ als auch die physikalische Gréfle Designva-
riable s sind skalare Parameter, die voneinander unabhéngig sind. Die Abbildung
(5.2) sowie jede hierauf aufbauende Aussage besitzt bzgl. ¢ und s die gleiche
mathematische Struktur.

2. Die Gleichungen, die sich auf die zeitliche Verdnderung der Konfiguration ei-
nes Korpers beziehen (Zeitableitungen), konnen unmittelbar aufgrund der iden-
tischen mathematischen Struktur ohne besonderen Beweis auf die entsprechenden
Beziehungen bei Anderung der Designvariablen iibertragen werden.
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3. Zur Vereinfachung der Schreibarbeit wird fiir die partielle Ableitung einer konti-
nuumsmechanischen Gréfle nach der Designvariablen s die Notation

} (5.13)

eingefiihrt.

4. Als Beispiel fiir die materielle Zeitableitung sei die Ableitung des Cauchy-Span-
nungstensors nach (2.46), d.h.

T=¢:d+1T+T1" —t:1T
mit den Beziehungen
: 1
_ -1 _ 1 T
I=FF wmd - d=g {141}
nach (2.42), betrachtet. Analog gilt dann aufgrund der identischen mathemati-

schen Struktur fiir die vollstdndige Ableitung des Cauchy-Spannungstensors nach
der Designvariablen s mit den Definitionen

. dF _1 o 1 T
L= —F md  d, =g {1, +1} (5.14)
die Beziehung
C;—Tzc:ds—l—lsT—l—TlZ—trlsT. (5.15)
s

Hierbei wird die totale Ableitung des materiellen Deformationsgradienten F nach
der Designvariablen auf der Grundlage der funktionalen Beziehung (5.12) zu

dF  OF N JF du

ds  0s  Ou ds
berechnet. Durch Einsetzen dieser Beziehung in Gleichung (5.15) kann die par-
tielle Ableitung des Cauchy-Spannungstensors nach der Designvariablen s unter

Benutzung der partiellen Ableitung des materiellen Deformationsgradienten nach
der Designvariablen und der Definitionen

oF __ 1
1A ;:%F ! und da =5 {1A+l£}
in der Form
T
%—zc:dA+1AT+T1£—tr1AT (5.16)
s

dargestellt werden.
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5.2 Die variationelle Sensitivitdtanalyse

Bei der variationellen Sensitivitdtsanalyse wird die vollstindige Ableitung der kon-
tinuumsmechanischen, kontinuierlichen Problemfunktionen nach den Designvariablen
hergeleitet. Durch die sich hieran anschliefende, zum Naherungsvertfahren konsisten-
te Diskretisierung in Raum und Zeit ergeben sich die der numerischen Berechnung
zuganglichen algebraischen Gleichungen der Sensitivitatsanalyse.

5.2.1 Grundlagen der variationellen Sensitivititsanalyse

In der Strukturanalyse wird fiir ein gegebenes Problem die unbekannte Deformation
bzw. das unbekannte Verschiebungsfeld u ermittelt. Im Rahmen der Formoptimierung
ist, wie im Abschnitt 5.1.3 gezeigt, die funktionale Abhéngigkeit der kontinuumsme-
chanischen Gréflen um die Abhéngigkeit von der Designvariablen s zu erweitern. Fir
eine exemplarische kontinuierliche kontinuumsmechanische Gréfle ¢, die skalar-, vektor-
oder tensorwertig sein kann, wird mit den Ergebnissen des obigen Abschnittes die funk-
tionale Abhangigkeit

v =¢(s,0(s)) (5.17)

vorausgesetzt. Analog gilt damit fiir die Gleichgewichtsaussage der schwachen Form

des Gleichgewichts nach Gleichung (2.80) die Beziehung

G = G(s,a(s)) = /P:Gradndvs—/poEo-ﬂdVS— / £,ondA, =0 (5.18)
B; B; 0B:,

fiir die Formulierung in den Groflen der Referenzkonfiguration B2 bzw. mit (2.81)

g=g(s,u(s)) = /T : grad n dv, — /pE-n dv, — / t-gda;, =0 (5.19)
B: B; 0B,
fiir die Formulierung in den Gréflen der Momentankonfiguration B .

Fiir die variationelle Sensitivitdtsanalyse ist die totale Ableitung der kontinuierlichen
Problemfunktion ¢, d.h. der Zielfunktion f oder einer Nebenbedingung g¢;, bereitzu-
stellen. Mit Hilfe der Kettenregel ergibt sich

de dp  dpdu

ds  0Os +6_u ds’ (5.20)

Im Rahmen der Formoptimierung strukturmechanischer Probleme muf fiir jede Wahl
der Designvariablen der Korper selbstverstandlich in einem Gleichgewichtszustand sein,
d.h. die Aussage der schwachen Form des Gleichgewichts muf} fiir jede Wahl der Desi-
gnvariablen erfiillt werden. Diese wesentliche Nebenbedingung fiihrt mit der Formulie-
rung (5.18) der schwachen Form des Gleichgewichts in den Grofien der Referenzkonfi-
guration B? zu der Aussage

dG 0G  0G du
E:%_Fa_u%:(), (5.21)
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wahrend sich fiir die Darstellung in den Gréflen der Momentankonfiguration B die
Beziehung

dg dg  dg du
ds 0s Ouds 0 (5:22)

ergibt. Hieraus kann die totale Ableitung des Verschiebungszustandes nach der De-
signvariablen ermittelt und somit Gleichung (5.20) ausgewertet werden. Die explizite
Auflésung der Beziehungen und ihre numerisch effiziente Berechnung kann erst nach
Durchfithrung der Diskretisierung in Raum und Zeit erfolgen, siehe hierzu auch Ab-
schnitt 5.2.4.

Nach der Elimination der Ableitung des Verschiebungsfeldes nach der Designvariablen
in Gleichung (5.20) durch Ausnutzung der stets zu erfiillenden Gleichgewichtsbedin-

gung, d.h. durch Gleichung (5.21), sind fiir die variationelle Sensitivitdtsanalyse die
Groflen

o oe 0G0
ds’ ou’ 0s b ou

zu berechnen.

Die partielle Ableitung der kontinuumsmechanischen Gréflen ¢ sowie der schwachen
Form des Gleichgewichts G = 0 bzw. ¢ = 0 nach dem unbekannten Verschiebungs-
zustand u (bei unverdnderter Designvariablen) ist in der Strukturanalyse bereits fiir
die Ermittlung sogenannter konsistenter Formulierungen, Materialtensoren und Algo-
rithmen und im diskreten Fall fiir die sogenannten konsistenten Steifigkeitsmatrizen
durchgefithrt worden. Im weiteren werden deshalb diese Anteile an der Sensitivitét,
sowohl in der kontinuierlichen als auch der diskreten Form, als bekannt vorausgesetzt
und nicht weiter behandelt.

Damit ist fiir die Sensitivitdtsanalyse noch die partielle Ableitung der kontinuumsme-
chanischen Gréfe ¢, z.B. des materiellen Deformationsgradienten in Abschnitt 5.2.2,
der Spannungen in Abschnitt 5.2.3 sowie der schwachen Form des Gleichgewichts in
Abschnitt 5.2.4 nach der Designvariablen s bereitzustellen. Im Rahmen dieser Arbeit
seien die dufleren Lasten dabei unabhéangig von der Designvariablen s.

5.2.2 Die partielle Ableitung des materiellen Deformations-
gradienten nach der Designvariablen

Der materielle Deformationsgradient ist die zentrale Gréfle fiir die Definition weiterer
geometrischer Groflen, so dafl an dieser Stelle beispielhaft die kontinuierliche partielle
Ableitung von F nach der Designvariablen angegeben werden soll. Dazu eignet sich
besonders die Darstellung in konvektiven Koordinaten nach (2.11)

ox : :
F=Gradx=——=®G =g o G"
rad x 90 ® g ®
Fiir die konvektiven Basisvektoren der Momentankonfiguration gilt mit x = X 4 u die

Beziehung
0x 0 Ju
;= - = - (X =G; + —.
8= g0 ~ gor (X TW=Gitga

(5.23)
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Nach Abschnitt 5.1.4 sind die Designvariable s und der Verschiebungszustand u fiir
die Sensitivitdtsanalyse unabhangige Variablen, d.h. aus der partiellen Ableitung der
kovarianten Basisvektoren der Momentankonfiguration g, = g;(s,u) ergibt sich

0g; 0 ( 0x ) 0G;

(5.24)

s  0s \00')  0s

Hiermit und analog aus der partiellen Ableitung des materiellen Deformationsgradi-
enten F in der Form F = 1 4+ Gradu nach der Designvariablen s folgt mit der Un-
abhéngigkeit des Einheitstensors von s

]?‘ aF_QH_aGradu 0 (au )e' (5.25)

~9s  9s  0s  0s\oxa

Bei der Verwendung konvektiver Koordinaten fiithrt dies auf die Berechnung der par-
tiellen Ableitung der kontravarianten Basisvektoren G' = (A?ri(@l, 0% 07 s) nach der
Designvariablen s. Die kovarianten Basisvektoren G; sind durch die kontinuumsmecha-
nische Beschreibung der Referenzkonfiguration in der Form

. X  aX
T 7 1 2 3 e — .
X' =X'(0,0%0°ys) und G]_a(af_a@fE”
gegeben, d.h. fiir die Ableitung nach der Designvariablen s gilt
A 9G; 0 [9X! o?X!
Gi= s T o (ae)f) 007 0s (5.26)

Die Ableitung der kovarianten Metrikkoeflizienten GG;; = G; - G; ergibt sich somit zu

I*XE 9X* +an o*X*
d0 9s 007 90" 907 Js |’

A A A 3
Gii=Gi -G+ Gi- Gj= Y
k=1
Damit kann aus der Beziehung ;; G'* = ¢¥ die Ableitung der kontravarianten Metrik-
koeffizienten in der Form
2, sk si 2 ik
G ==-G" Gy G
hergeleitet werden. AbschlieBend folgt aus der Beziehung G* = G*¢ G, mit den obigen
Formeln die partielle Ableitung der kontravarianten Basisvektoren der Referenzkonfi-
guration nach der Designvariablen s in der Form

A . A . A
GF=-G" ¢ G*G,+G" G, . (5.27)

Damit kann die kontinuierliche partielle Ableitung des materiellen Deformationsgradi-
enten F nach der Designvariablen s aus den obigen Teilergebnissen berechnet werden.
Zentral ist dabei die Berechnung der partiellen Ableitung des kovarianten Basisvektors

G, nach der Designvariablen s gemafl Gleichung (5.26).

Die Ergebnisse bei der Berechnung der partiellen Ableitung des materiellen Deforma-
tionsgradienten F nach der Designvariablen s sind in der nachfolgenden Tafel zusam-
mengefafit.
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Partielle Ableitung des materiellen Deformationsgradienten F nach
der Designvariablen s

Tafel 5.3:

Die partielle Ableitung des materiellen Deformationsgradienten F nach der De-

signvariablen ist durch Gleichung (5.25) gegeben, d.h.

]?‘_a_F_a_H_aGradu d [ ou oA Ju 0G!
9s  Os Js Js €

= 95 \oxa ~90 Y o5

Fiir die Verwendung kartesischer bzw. konvektiver Koordinaten ergeben sich un-
terschiedliche Darstellungen.

1. Berechnung in konvektiven Koordinaten:
Zusétzlich zur bereits fiir die Strukturanalyse zu berechnenden Ableitung
des Verschiebungsfeldes u nach der konvektiven Koordinate ©¢, ist die ana-
lytische Bestimmung der gemischten zweiten Ableitung der Koordinaten der
Referenzkonfiguration nach der konvektiven Koordinate ©/ und der De-
signvariablen s auf der Grundlage der gegebenen funktionalen Beziehung

Xt = )A(i(G)l, 0%, 07, s) durchzufiihren, d.h. es ist
PX(01,02,0% )
007 Js

zu berechnen.

2. Berechnung in kartesischen Koordinaten:
Fiir die Verwendung kartesischer Koordinatensysteme, z.B. im Rahmen der
numerischen Berechnung, ist die Beziehung

a [ ou

ds \ 0X4
auszuwerten. Zur Berechnung der Ableitung nach der Designvariablen ist
der Zusammenhang der kartesischen Koordinaten von der Designvariablen
unter Benutzung einer Parametrisierung der Geometrie erforderlich. Wer-

den hierzu wieder die konvektiven Koordinaten ©!, ©% ©2 herangezogen, so
handelt es sich um die oben diskutierte Formulierung.

Die Verwendung einer weiteren lokalen Parametrisierung der Geometrie wird in Ab-
schnitt 5.2.5 und 5.3.3 im Rahmen der Diskretisierung der kontinuierlichen partiellen
Ableitung des materiellen Deformationsgradienten untersucht.

A
Mit Hilfe der oben berechneten Ableitung F des materiellen Deformationsgradienten
ergibt sich sofort die partielle Ableitung des Rechts-Cauchy-Green-Tensors in der Form

A A AT : ,
C=FT F + (FT F) — CAGI0G (5.28)

sowie in analoger Form die partielle Ableitung fiir den Links-Cauchy-Green-Tensor b.
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5.2.3 Die partielle Ableitung der Spannungen nach der
Designvariablen

Die Spannungstensoren des in dieser Arbeit betrachteten isotropen, hyperelastischen
Materials sind Funktionen der Verzerrungstensoren C = C(s) bzw. b = b(s) und der
Materialparameter z; = 2;(s) fiir ¢« = 1,2,..., p (siehe auch Kapitel 3), d.h. es gilt

S =S(2(s),...,5(s),C(s))  bzw. T =T(%(s),...,%5(s),b(s).  (5.29)

Damit liefert die partielle Ableitung nach der Designvariablen s die Gleichungen

S ". 08 90z, 0SS 0C
% = %0m0s G Os (5:30)
oT oT 822 JT 0b
— = D= 31
Js Z 0z Os 8b Js (5-31)
Aus dieser allgemeinen Darstellung ergeben sich zwei wichtige Sondertélle.
1. Berechnung der Materialparameter aus Versuchsergebnissen.
Fiir konstante Geometrie gelten die funktionalen Abhédngigkeiten
S=S(4(s),....,5(s))  bzw. T =T(%(s),....2%0(s)). (5.32)
und die partiellen Ableitungen ergeben sich zu
QS a QS ('3 ; aT . 0T ('3 ;
L Z - (5.33)
1 =1 <

2. Formoptimierung bei bekanntem Materialverhalten.
In diesem Fall sind die Spannungstensoren ausschlielich implizit iiber die Ver-
zerrungstensoren von der Designvariablen abhéngig, d.h. es gilt

A

S =S(C(s))  baw. T =T(b(s)). (5.34)
Damit ergeben sich die partiellen Ableitungen der Spannungen zu

s  9s aC aT 9T b
= tgig baw =T R (5.35)

Fir den wichtigen zweiten Sonderfall werden im weiteren die partiellen Ableitungen
mit Hilfe der bereits aus der Strukturanalyse bekannten Materialtensoren berechnet.
Die partiellen Ableitungen der Verzerrungstensoren nach der Designvariablen sind im
vorhergehenden Abschnitt behandelt worden.

Fir den 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor der Referenzkonfiguration B2 ergibt sich
mit (3.1) und (5.35) die Darstellung

= -2 = (5.36)
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Die Berechnung der partiellen Ableitung des Cauchy-Spannungstensors T der Mo-
mentankonfiguration B; kann mit dem Argument der vergleichbaren mathematischer
Struktur durch Analogieschlufl aus der entsprechenden Beziehung der Zeitableitung
ermittelt werden. Dieser Weg ist beispielhaft in Abschnitt 5.1.4 bei der Herleitung der
Gleichung (5.15) aufgezeigt worden.

An dieser Stelle soll eine direkte Herleitung einer Darstellung der partiellen Ableitung
des Cauchy-Spannungstensors unter Benutzung des Materialtensors ¢ nach (3.2) an-
gegeben werden. Ein Vergleich der Gleichungen (5.35) und (3.3) zeigt, dafl bei der
Berechnung der partiellen Ableitung von T nach s iiber Gleichung (5.35) diese direkt
ausgewertet werden mufl und der Materialtensor ¢ nicht eingesetzt werden kann.

Mit dem Kirchhoff-Spannungstensor 7 nach (2.31), d.h. 7 = J T = FSFT, ergibt sich
die partielle Ableitung des Cauchy-Spannungstensors T zu

oL _0ly_-los 1o
ds  Os JT - J? 837- J 0s’

Hierbei gilt fiir die Ableitung der Determinante des materiellen Deformationsgradienten

oJ 0 0 OF OF OF
= = (detF)= —= (detF): — = JFT: — = Jtr | —F') = Jtrl
ds 83(6 ) 8F(e ) ds / ds Jr(as ) Jtrla,
wobei die Bezeichnungen
& not 1 T
I :=F F md - da =g {1s +15} (5.37)

hier und im weiteren benutzt werden. Die partielle Ableitung des Kirchhoff-Spannungstensors
T wird {iber die Transformationsbeziehung 7 = FSF7T berechnet, d.h. es gilt

or  OF _ OFT oS

Fr %SF —I—FS% +F£F
1 0C

= lAT—|—TlA—|—F [@5@] FT.

Der Materialtensor der Momentankonfiguration ¢ nach (3.2) und der Materialtensor €
der Referenzkonfiguration nach (3.1) sind durch den Zusammenhang
o — 1 . T T
c:a=-F ¢ (F"aF)| F
fiir jeden raumlichen Tensor a verbunden, sieche Abschnitt 2.3 Gleichung (2.59). Mit
der Beziehung

1 a
5 C= F'ds F (5.38)
gilt mit der obigen Beziehung
or 1 0S8
— =q¢:da=—-F —F". 5.39
gs AT T Bs (5:39)
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Zusammenfassend ergibt sich damit die partielle Ableitung des Cauchy-Spannungstensors
T der Momentankonfiguration B nach der Designvariablen s in der Form

A
T=c:da+1a T+ TIL —trls T. (5.40)

Damit ist gezeigt, daff (zumindest fiir isotrope, hyperelastische Materialien) die Berech-
nung der partiellen Ableitung der Spannungen nach der Designvariablen wesentlich auf
die Ermittlung der konsistenten Materialmatrizen, die bereits aus der Strukturanalyse
bekannt sind, zuriickgefithrt werden kann.

5.2.4 Die partielle Ableitung der schwachen Form des Gleich-
gewichts nach der Designvariablen

Die schwache Form des Gleichgewichts ist eine integrale Formulierung der Gleichge-
wichtsbedingung, bei der sowohl in der Formulierung bzgl. der Gréflen der Momen-
tankonfiguration Bj als auch der Referenzkonfiguration B die Integrationsgrenzen
von der Designvariablen s abhéngen. Aus diesem Grund ist fiir die Berechnung der
partiellen Ableitung der schwachen Form des Gleichgewichts nach der Designvariablen
eine Riicktransformation auf eine bzgl. der Designvariablen unabhéngige Beschreibung
erforderlich.

Hierzu eignet sich die Parametrisierung des materiellen Kérpers B durch die konvek-
tiven Koordinaten ©!, ©2?, ©%, wie sie in Abschnitt 5.1 angegeben wurde. Hierbei sind
die kartesischen Koordinaten X* bzw. z* durch

X4 = X40',02%,0%s)  bzw. 2 =3(0',0%0°%15)
gegeben, d.h. durch die Abbildung

" To xT, xT, — IR®
) (01,0%,0%1,5) — x=(0!,0% 0% s) = [yow (O,0% 05 1)

nach (5.2). Damit kann eine Koordinatentransformation der kartesischen Koordinaten
X4 der Referenzkonfiguration B? auf die konvektiven Koordinaten vorgenommen wer-
den. Aus der Darstellung (5.18) der schwachen Form des Gleichgewichts in den Grofien
der Referenzkonfiguration B? ergibt sich somit

G = [PiGuadgaVi~ [pkondVi— [ onda,
B; B; OB;,
— /P:Gradnjg)dv@—/poEo-nJgdv@— / fo -1 dAo = 0,
Te Te aT(ao-
worin Te = [0,1]° C IR® den Parameterraum der konvektiven Koordinaten, 0Te, die

zugehorige belastete Oberfliche und tg die hierauf bezogene aduflere Belastung darstellt.
Die Jacobische Funktionalmatrix der Koordinatentransformation wird mit

s
FY o= [aéof] (5.41)
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und die zugehérige Determinante mit Jg bezeichnet.

Damit kann die partielle Ableitung nach der Designvariablen durch Anwendung der
Kettenregel berechnet werden und wieder zuriick in die Referenzkonfiguration BZ trans-
formiert werden. Auf eine Ausformulierung dieser Berechnung wird verzichtet, da sich
die auftretenden Ableitungen stets auf die bereits dargestellten Beziehungen der Ab-
schnitte 5.2.2 und 5.2.3 zuriickfithren lassen.

5.2.5 Die Diskretisierung der variationellen Sensitivititsaus-
sage

Fir die numerische Umsetzung der Sensitivitdtsaussagen ist die Diskretisierung in
Raum und Zeit entsprechend des gewéhlten Naherungsverfahrens, hier der Finite-
Elemente-Methode, vorzunehmen. Hierbei sei an dieser Stelle ausschliellich das isopa-
rametrische Konzept betrachtet, bei dem die Geometrie und der Verschiebungszustand
im Element in gleicher Form tiber die Knotenwerte approximiert werden, sieche Kapi-
tel 4. Die Geometrie des Elementes wird somit bei zusatzlicher Beriicksichtigung der
Abhéangigkeit durch die Designvariabele s durch zwei Gesichtspunkte kennzeichnet:

1. Die Knoten des Finite-Elemente-Netzes liegen auf der exakten Geometrie und
fiir die Knotenkoordinaten ergibt sich als funktionale Abhédngigkeit die Darstel-
lung der Gleichung (5.3). Da die konvektiven Koordinaten ©', 02 03 der Knoten
des Finite-Elemente-Netzes festgehalten werden, wird hier nur die funktionale
Abhéngigkeit von der Designvariablen s betrachtet, d.h.

X = X2 (s). (5.42)

2. Die Angabe der Koordinaten von Punkten im Element erfolgt tiber die Ansatz-
funktionen N* = Nk(fl,fz,fg) der Knoten, die Funktionen der zusatzlich ein-
gefiihrten lokalen Koordinaten der isoparametrischen Formulierung und damit
unabhéngig von der Designvariablen sind. Genauer gilt

nkel

X = XM 6, 6. 6,8) = 3 N (6, 60,6) X (s). (5.43)
k=1

Fiir die Beziehungen zwischen den konvektiven Koordinaten ©!, ©2?, ©% im Ele-
ment erhdlt man analog die Darstellung

nkel

Of = 07161, 6.8) = Y NH(€1,6.6) 64, (5.44)
k=1

wobei ©# die Werte der konvektiven Koordinaten an den Knoten des Finite-
Elemente-Netzes angeben.

Fiir den Verschiebungszustand im Element gilt fiir das isoparametrische Konzept

nkel
uZh = ﬁzh(flvf?vf?ns) = ZNk(flvf%fiﬁ)ﬁz(S)
k=1
) nkel N )
=y, (X5, XL X)) = 30 N (XL XL X)) oy(s).
k=1
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Dabei sind &1,&5,¢&5 die lokalen Koordinaten des isoparametrischen Konzeptes und
X}, X2, X} die kartesischen Koordinaten der Punkte der diskreten Referenzkonfigurati-
on. Weiterhin stellen X! die A-te Koordinate und v, die i-te Verschiebungskomponente
des k-ten Knotens dar.

Der materielle Deformationsgradient spielt sowohl fiir die Strukturanalyse hyperela-
stischer Materialien als auch fiir deren Sensitivitdtsanalyse eine wesentliche Rolle. Als
exemplarisches Beispiel wurde in Abschnitt 5.2.3 die Darstellung der partiellen Ablei-
tung der Spannungstensoren nach der Designvariablen, Gleichungen (5.31) und (5.40),
auf die partielle Ableitung des materiellen Deformationsgradienten zuriickgefiihrt. Da-
mit ist die Diskretisierung der partiellen Ableitung des materiellen Deformationsgra-
dienten nach der Designvariablen zentral fiir den Ubergang von den kontinuierlichen
Beziehungen zur algebraischen Formulierung nach Abschnitt 5.3.3.

Fir die partielle Ableitung von F nach den Designvariablen gilt mit (5.25) die konti-
nuierliche Beziehung

= s \axa ~90 Y o5

]?‘_a_F_a_H_aGradu 2 ou'
9s  ds Js L

)e»@EA— du _ IG

Dies fiithrt bei der Verwendung kartesischer bzw. konvektiver Koordinatensysteme auf
die Berechnung der partiellen Ableitungen

9 (o . 2X*(01,02,0° )
9s \OXA 2w 907 s ‘

Diese Beziehungen sind konsistent zum numerischen Nadherungsverfahren zu diskreti-
sieren.

Fir die Darstellung in kartesischen Koordinaten sei auf die Abschnitte 5.3.3.7 und
5.3.3.8 verwiesen, wo die oben angegebene Gleichung durch Einfiihrung der Ansétze
fiir die kartesischen Koordinaten und den Verschiebungszustand diskretisiert wird.

Fir die Darstellung in konvektiven Koordinaten gilt dann mit der Darstellung (5.43)
der kartesischen Koordinaten als Funktion der lokalen Koordinaten und der Designva-
riable sowie mit der Beziehung (5.44) zwischen lokalen und konvektiven Koordinaten

9kl el €2 o3 s 2 nkel A
X E ) 0 lz N’“(fl,fz,f?’)Xf(S)]
k=1

007 s 007 s

nkel aNk(€17€27€3) aX}?(S)]

N Z[ 96 Ds

k=1
_ Zkil ON* 0¢; oX}
= 0& 007 0s |

Damit sind zur Berechnung innerhalb des isoparametrischen Konzepts die konvektiven
Koordinaten ©3 der Knoten bereitzustellen.
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5.3 Die diskrete Sensitivitidtsanalyse

Der Ausgangspunkt der diskreten Sensitivitdtsanalyse ist, wie bereits oben erlautert,
das durch den Diskretisierungsprozefl in Raum und Zeit aus dem kontinuierlichen struk-
turmechanischen Problem hergeleitete diskrete Nidherungsproblem. In der diskreten
Sensitivitdtsanalyse sind die Ableitungen der algebraischen Gleichungen des diskre-
ten Naherungsproblems, zumeist auf der Basis der programmierten Beziehungen der
Strukturanalyse, zu ermitteln.

5.3.1 Grundlagen der diskreten Sensitivititsanalyse

Grundsétzlich sollen keine Unterschiede zwischen der funktionalen Abhéngigkeit der
diskret formulierten Zielfunktion f; und den Nebenbedingungen g5, (j = 1,2,...,m)
von den diskreten Groflen des Naherungsproblems gemacht werden. Damit reicht es
aus, exemplarisch die diskrete Problemfunktion ¢, zu untersuchen. Die verdnderba-
ren Groflen innerhalb der Strukturoptimierung werden als Designvariablen s; (i =
1,2,...,n) bezeichnet und zur n-dimensionalen Spaltenmatrix der Designvariablen s
zusammengefafit. Zur Vereinfachung der Notation wird eine beliebige Designvariable
ausgewahlt und ohne Index, d.h. als s € IR geschrieben. Die Designvariablen werden fiir
die Formoptimierung insbesondere aus den Gréflen des Geometriemodells ausgewahlt
und sind somit von der Diskretisierung unabhéngig.

Die funktionale Abhangigkeit der (diskreten) Problemfunktion ¢, von den Designvaria-
blen besteht zum einen aus der expliziten Abhingigkeit von den Designvariablen und
zum anderen aus der schwieriger handhabbaren Abhéngigkeit des diskreten Gleichge-
wichtszustandes von den Designvariablen. Wird der diskrete Lésungszustand iiber das
approximierende Verschiebungsfeld u, = Gy(s) beschrieben, so ergibt sich in Anleh-
nung an Gleichung (5.17) der funktionale Zusammenhang

en = Pn(s, n(s)) (5.45)

Analog zu den Beziehungen (5.18) und (5.25) der variationellen Sensitivitatsanalyse
gilt damit fir die diskreten Formulierungen der schwachen Form des Gleichgewichts
die funktionale Abhéngigkeit

Gh = Gr(s,,(s)) =0 (5.46)
fiir die Formulierung in den Gréflen der Referenzkonfiguration bzw.
grn = gn(s,0n(s)) =0 (5.47)

fiir die Formulierung in den Gréflen der Momentankonfiguration. Aus diesen Bezie-
hungen kénnen formal die diskreten Sensitivitdtsaussagen analog zur kontinuierlichen
Formulierung in Abschnitt 5.2.1 aufgestellt werden.

Fiir die numerische Berechnung sind die obigen Beziehungen erst durch Auswertung
der Beziehungen der Finite-Elemente-Methode zuganglich. Im Rahmen dieser Arbeit
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wird einschrankend vorausgesetzt, dafl sich der Gleichgewichtszustand durch die An-
gabe des globalen Knotenverschiebungsvektors V des FE-Netzes beschreiben 1a8t, d.h.
daBl es sich um eine Verschiebungsmethode bzw. um eine verallgemeinerte Verschie-
bungsmethode handelt, siehe auch Kapitel 4. Nach Einsetzen des Naherungsansatzes
gilt fiir den Verschiebungszustand die Form

nkel

uj, = (€1, 6,&) = Y NHEL &, &) v} (5.48)

k=1

Hierin sind N* die Ansatzfunktionen des k-ten Knotens als Funktion der lokalen Koor-
dinaten (&1, &9, £3), v die i-te Verschiebungskomponente des k-ten Knotens und nkel die
Anzahl der Knoten am Element. In den obigen Beziehungen tritt anstelle der Abhéngig-
keit vom approximierenden Verschiebungszustand u;, = 0,(s) die Abhéngigkeit vom
Verschiebungsvektor V. = y(s) auf, d.h. fiir die Sensitivitdtsanalyse wird der funktio-
nale Zusammenhang

wr = Pn(s,N(s)) (5.49)

vorausgesetzt. Die Beschriankung auf die ausschlielliche Abhéngigkeit der diskreten
Problemfunktion vom Knotenverschiebungsvektor des betrachteten Gleichgewichtszu-
standes entspricht den Eigenschaften des vorliegenden hyperelastischen Materials. Fiir
die Sensitivitdtsanalyse geschichtsabhéngiger Prozesse ist eine Modifikation dieser Ab-
hangigkeit auf die Beriicksichtigung aller eingenommenen Gleichgewichtszustdnde vor-
zunehmen.

Analog werden die diskreten Formulierungen der schwachen Form des Gleichgewichtes
behandelt, wobei zusdtzlich durch Elimination des Vektors der virtuellen Knotenver-
schiebungen (siehe Kapitel 4) aus den skalaren Gleichungen GG}, = 0 bzw. g, = 0 vek-
torwertige Beziehungen entstehen, d.h. es gelte fiir die diskrete Gleichgewichtaussage
in den Groéflen der Referenzkonfiguration die Beziehung

G = G(s,V(s)) = 0. (5.50)
Analog gilt fiir die Beschreibung in den Gréflen der Momentankonfiguration die Aussage
g=0(s,V(s)) = 0. (5.51)

Aus der funktionalen Abhéngigkeit der Problemfunktion ¢, von der Designvariablen
nach (5.49) kann durch Anwendung der Kettenregel die totale Ableitung in der Form
don  Opn  Opn dV

ds  Os oV ds (5-52)

angegeben werden. Nach der Wahl der diskreten Problemfunktion ¢, sind deren parti-
elle Ableitungen nach der Designvariablen s und den Knotenverschiebungen Vj leicht
zu ermittteln. Die Schwierigkeit besteht in der Berechnung der totalen Ableitung des
Verschiebungszustandes nach den Designvariablen.

Hierzu ist festzustellen, dafl bei der Optimierung stets die Gleichgewichtsbedingung,
z.B. die schwache Form des Gleichgewichts nach (2.80), erfiillt sein muf}. Fiir die Finite-
Elemente-Methode in Form der Verschiebungsmethode bzw. einer modifizierten Ver-
schiebungsmethode ergibt sich aus dieser Forderung fiir die Beschreibung in den Gréflen
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der Referenzkonfiguration die Gleichung (5.50), woraus sich mit Hilfe der Kettenregel

die Aussage

dg_ag anM_
E—gﬁ-@g—g (5'53)

ergibt. Durch Auflésen dieser Gleichung erhdlt man die gesuchte totale Ableitung des
Verschiebungszustandes von den Designvariablen

die eingesetzt in Gleichung (5.52) die Darstellung

(5.55)

dei,  den  Opn [0G7 [ 0G
ds  Os ov | oV Js

der totalen Ableitung der diskreten Problemfunktion nach den Designvariablen ergibt.

Die Bedeutung der Strukturanalyse fiir die Sensitivitatsanalyse besteht zunéchst in der
Notwendigkeit, zu den aktuellen Werten der Designvariablen den zugehorigen Gleich-
gewichtszustand zu ermitteln. Darliberhinaus werden die Informationen der Struktur-
analyse fiir die Ermittlung der Sensitivitaten direkt bené6tigt. In der Strukturanalyse,
die fiir eine feste Wahl der Designvariablen durchgefithrt wird, muf} fiir das Newton-
Verfahren die exakte Linearisierung der notwendigen Gleichgewichtsbedingungen, z.B.
die Formulierung der schwachen Form des Gleichgewichts nach (2.80), durchgefiihrt
werden. Dies ergibt die sogenannte ,konsistente tangentiale Steifigkeitsmatrix* als

0G
Ky = — 5.56
die aus der Strukturanalyse fiir den Losungspunkt ermittelt und bereits faktorisiert
wurde. Damit kann Gleichung (5.55) in der Form

den — Opn | Oon Ky} { 9@} (5.57)

ds_as—l_aM - 0s

geschrieben werden.

Uber diesen wichtigen Aspekt hinaus konnen die in der Strukturanalyse zur Berech-
nung der tangentialen Steifigkeitsmatrix ermittelten konsistenten Ableitungen wichti-
ger Grofen, z.B. der Materialtensor, fiir die Berechnung der partiellen Ableitungen der
Problemfunktion nach den Designvariablen benutzt werden.
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5.3.2 Der Aufbau der diskreten Sensitivitidtsberechnung

Zur Berechnung der Sensitivitat der diskreten Problemfunktion ¢, muf} die totale Ab-
leitung nach den Designvariablen bestimmt werden. Hierzu sind gemaf} Gleichung (5.55)
die partiellen Ableitungen der Problemfunktion ¢, und der schwachen Form des Gleich-
gewichts G nach den Designvariablen s und den Verschiebungen V bereitzustellen. Die
Berechnung der partiellen Ableitungen ist dabei von der Programmstruktur so allge-
meingiiltig zu halten, dafl eine Verdnderung der Designvariablen bzw. der Art und
Anzahl der Verschiebungen nicht zur Anderung des Quellcodes der Software fiihrt.

Zur Erlauterung des Vorgehens sei exemplarisch eine Problemfunktion ¢y, beispiels-
weise die Vergleichsspannung in einem Gauflpunkt eines ausgewdhlten Elementes, als
Funktion von n, Variablen «; fir : = 1,2,...,n, gegeben, d.h.

©n = On(a1, @2y ey Oy, Q). (5.58)

Die Variablen «; sind dabei selbst wieder Funktionen von n; Variablen «;; mit j =
1, 2, e Ny, d.h.

[0 :OAéZ'(Oéﬂ,OéZ’Q,...,Oéi]‘,...,Oémi). (559)

Diese Abhéngigkeit setzt sich beliebig fort, bis in der letzten Stufe die tatséchlich
unabhéngigen Variablen erreicht werden. Fiir die Funktion «;;. , gilt damit

gy = aij...y(aij...ylv ijiy2s -y Oijliyzy - - - 7aij...yny)7 (560)

wobei die Variablen «; . fiir 2 = 1,2,...n4;.,, d.h. die méglichen Designvariablen
und die Verschiebungskomponenten, unabhéngig voneinander sind und selbst nicht
mehr von weiteren Variablen abhingen sollen. Die Abhéngigkeit der Verschiebungen
des Gleichgewichtszustandes von den Designvariablen wird gemaf (5.54) iiber die Ablei-
tung der schwachen Form des Gleichgewichts beriicksichtigt, so daf} fiir die Berechnung
der partiellen Ableitungen die Designvariablen und Verschiebungen unabhéngig von-
einander sind. Damit ist die diskrete Problemfunktion ¢, letztlich von den Variablen
@ij..y» abhéngig.

Fiir eine flexible Behandlung einer groflen Breite moglicher Designvariablen ist die Tiefe
der Schachtelung variabel und unterschiedlich. Zudem wird in den meisten Féllen fiir

die Problemfunktion die Abhé&ngigkeit von der gewahlten Designvariablen tiber mehrere
unterschiedliche Variablen mit unterschiedlicher Schachtelungstiefe gegeben sein.

Fir eine spezielle Wahl der Designvariablen s, ist eine der unabhéngigen Variablen
@j..y- als Designvariable definiert und verdnderbar, wéhrend alle anderen fiir diese
Situation fest bleiben. Damit erhdlt man fiir die Ableitung der Variablen «;;. ,. nach
der definierten Designvariable s, die Beziehung

0. 2 _ { 1 falls ;... die Designvariable s, ist (5.61)

05, 0 sonst.

Fiir die partielle Ableitung der Problemfunktion ¢j nach der Designvariablen s, gilt
somit die Beziehung

84,% _ i&ph 60@ _ o 84,% I 60@ 80% _
aSa 1 80@ aSa 80% =1 80% aSa

=1
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< Jpn | en da; " Dagg, O y.
= . .62
3o [E (A i 5

=1 aazyyz

Analog zur obigen Struktur ist die Abhangigkeit der schwachen Form des Gleichge-
wichts von den Designvariablen gegeben, so dafl die Gleichung (5.62) auch fiir die
Komponenten des Vektors G gilt. Die partiellen Ableitungen der Komponenten des
Vektors GG nach den Designvariablen werden zu einem Vektor zusammengefafit.

Wird dagegen die partielle Ableitung der Problemfunktion ¢, bzw. einer Komponente
der schwachen Form nach den Verschiebungskomponenten V, abgeleitet, so gilt bei-
spielhaft fiir die Problemfunktion der Zusammenhang

don dpy, da; " Dy Oy .
= ; [Z 5o ({ Z:: S| (5.63)

OéZ 1 aazyyz

mit der Beziehung

0. 2 _ { 1 falls ;... die Verschiebungskomponente V, ist

W (5.64)

0 sonst.

Die partiellen Ableitungen von ¢, nach V, werden zu einem Vektor zusammengefaf}t.

Die Sensitivitatsanalyse von allgemeinen Problemfunktionen mit den oben beschriebe-
nen komplexen Abhéngigkeiten kann nur bei einem modularen Aufbau der Berechnung
erfolgen. Hierbei wird aus der Kette der Abhangigkeiten ein Segment herausgelést und
isoliert betrachtet. Zur Erldauterung wird beispielhaft die Variable «; der Problem-
funktion ¢, betrachtet, die, wie in Gleichung (5.59) gezeigt, wiederum von mehreren
Variablen anhéngig ist. Fiir die Ableitung der Funktion «; nach der Designvariablen
Sq gilt
80@ e 80% 80%

= ) 5.65
aSa ]Z:; 80% aSa ( )

Die Programmablauf fithrt somit dazu, daf} tiir die Berechnung der partiellen Ableitung

QY ..
der Funktion «; nach der Designvariablen s,, d.h. von ——, dem ausfithrenden Unter-

05,

programm die partiellen Ableitungen der (die Funktion «; definierenden) Variablen

: : day;
«;; nach der Designvariablen s, aa],
Sa
reitgestellt werden. Damit ist auf der Ebene des parallel zur Berechnung vorhandenen
Unterprogramms der Sensitivitdtsanalyse nur die Gleichung (5.65) auszuwerten. Der

i
05,
die Fingangsdaten dar.

Fiir die weitere Untersuchung wird die Abhéngigkeit der Problemfunktion 5 nach den
unabhéngigen Variablen «; . durch das totale Differential dy; der Problemfunktion
@y, ausgedriickt, d.h.

no Ny Tig...y

don=22 2

=1 j5=1

84,%
aoz” e
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5.3.3 Die diskrete Sensitivitidt der Spannungen

Die Untersuchung isotroper, hyperelastischer Materialien lieferte mit Gleichung (3.23)
die allgemeingiiltige Darstellungsform fiir den 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor

oW oW al,
S=255 =250 56 = 2 W Awn Zon (5.67)

Fiir die Betrachtung inkompressibler Materialien kann diese Darstellung in die Form

oW oW o, — —  _
S=2%55 =251 3¢ = 2 W Aen L (5.68)

modifiziert werden, wobei jetzt die Summation nur noch iiber 1 und 2 lauft.

Im weiteren wird die Sensitivitat des kompressiblen Materials, d.h. die Bestimmung der
partiellen Ableitung der Spannungen nach den Designvariablen, ndher untersucht. Die
Berechnung der partiellen Ableitung der Spannungen nach den Verschiebungen ist aus
der Strukturanalyse bekannt und wird nicht angegeben. Die Sensitivitidt inkompressi-
bler Materialien verlauft formal dquivalent zur dargestellten Behandlung kompressibler
Materialien und wird ebenfalls nicht explizit dargestellt.

Die Sensitivitatsanalyse 1afit sich, wie in Gleichung (5.66) dargelegt, {iber die vollstandi-
gen Differentiale der zu untersuchenden Gréflen formulieren, d.h. fiir die Spannungen

nach (5.67) gilt

dS = 2[dW . A Lo + Wiy Ay Zoy + Wi Apm dZis] . (5.69)

Damit ist das vollstandige Differential der Spannungen auf die vollstiandigen Differen-
tiale dW, der partiellen Ableitung der Forménderungsenergie nach den Invarianten,
dAy,, der Beziehung zwischen der Ableitung der Invarianten und der gewahlten Basis
und dZ,, der gewéhlten Basis zuriickzufiihren. Diese sind im weiteren zu vereinfachen.

5.3.3.1 Das vollstindige Differential der partiellen Ableitung der
Forménderungsenergie nach den Invarianten

Die Forménderungsenergie W ist nach den Untersuchungen im Kapitel 2 als Funk-
tion der Invarianten I, I, Il des Rechts- bzw. Links-Cauchy-Green-Tensors C bzw. b
aufzufassen. Daneben sind bei der Sensitivitdtsanalyse auch die nicht geometrischen
Parameter der Formanderungsenergie als veranderliche Groflen anzusehen, d.h. es wird
im weiteren der funktionale Zusammenhang

W = W(z1, 22,23, ..., 2, 1, 1L TII) (5.70)

vorausgesetzt. Dabei seien die Variablen 21, 25, ..., 2z, und die Invarianten I, I, Il von-
einander unabhangig. Bei Betrachtung der Formanderungsenergiefunktion W, z.B. des
Ogden-Materials, handelt es sich bei den Variablen zq, z3, ..., p, um Materialparame-
ter, die im folgenden stets unter diesemm Namen angesprochen werden sollen.
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Damit kann das vollstidndige Differential in der Form

dW ;. = ———dz ——dl; 5.71

angegeben werden, wobei die zweite partielle Ableitung der Forménderungsenergie nach
den Invarianten durch die Betrachtungen in Kapitel 3 gegeben ist. Da die Variablen
21, %2, .. ., %, und I voneinander unabhéngig sind, ist die gemischte Ableitung ohne wei-
tere Schwierigkeiten auch fiir die Sondertélle zusammenfallender Figenwerte anzugeben.
Damit ist zur Berechnung nur die weitere Kenntnis der vollstdndigen Differentiale der
Variablen dz; fir ¢ = 1,2,...,p und dI; fir £ = 1,2, 3 erforderlich.

5.3.3.2 Das vollstindige Differential der Gréflen Ay,

Die partiellen Ableitungen der Invarianten nach C werden nach Abschnitt 3.2.1 beziiglich
der gewidhlten Basis Z,,, d.h. in der Form der Gleichung (3.21), angegeben. Damit er-
gibt sich das vollstandige Differential zu

39 Akm
dApn =Y 8Ik» dl;, (5.72)

=1

so daf} das vollstindige Differential der Invarianten zu berechnen ist.

5.3.3.3 Das vollstindige Differential der Basis Z,,

Die Basistensoren Z,, fiir m = 1,2,3 sind durch die Wahl der Betrachtungsweise im
wesentlichen vorgegeben. Fiir das zugehorige vollsténdige Differential ergibt sich

0Z;
dZ; = : dC, 5.73
oC (5:73)
wobei die vierstufigen Tensoren 22 aus der Berechnung des Materialtensors bereits

bekannt sind. Damit wird die Bereitstellung des vollstandigen Differentials des Rechts-
Cauchy-Green-Tensors C erforderlich.

5.3.3.4 Das vollstindige Differential der Invarianten

Die Invarianten sind gem&f Gleichung (2.13) Funktionen des Rechts-Cauchy-Green-
Tensors, d.h. fiir das vollstdndige Differential der Invarianten erhdlt man somit die
Beziehungen

Aus dieser und den obigen Beziehungen wird deutlich, daf} fiir die Berechnung des
vollsténdigen Differentials der Spannungen nur die weitere Kenntnis des vollstandigen
Differentials der sonstigen Variablen in der Formanderungsenergie (aufler den Invarian-
ten), d.h. dz; fiir ¢ = 1,2,...,p, und des vollstandigen Differentials des Rechts-Cauchy-

Green-Tensors, d.h. dC, erforderlich ist.
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5.3.3.5 Das vollstindige Differential der Materialparameter

Das vollstandige Differential eines Materialparameters z; mit j € {1,2,3,...,p} ist in
der Regel in der Form

der — 1 falls z; die aktuelle Designvariable ist
=10 sonst

(5.75)

gegeben. Sollen weitergehende Zusammenhénge betrachtet werden, so ist die Kette der
Beziehungen natiirlich weiter fortzusetzen und es werden auch Werte zwischen 0 und
1 méglich sein.

5.3.3.6 Das vollstindige Differential des Rechts-Cauchy-Green-Tensors C

Das vollstdandige Differential des Rechts-Cauchy-Green-Tensors kann mit Gleichung
(2.19) aus dem vollstandigen Differential des Verschiebungsgradienten H = Grad u in
der folgenden Form berechnet werden

dC = 2dE = d{H + H' + H'H} = dH + dH" + dH" H + H' dH. (5.76)

5.3.3.7 Das vollstindige Differential des Verschiebungsgradienten H

In der Kette der Abhéngigkeiten ist mit dem Verschiebungsgradienten der Punkt er-
reicht, an dem fiir die Sensitivitdtsanalyse das Vorgehen der Finite-Elemente-Methode
zu beriicksichtigen ist. Dies bedeutet, dafl die bisher bereitgestellten Beziehungen so-
wohl fiir den kontinuierlichen als auch den diskreten Zugang zur Sensitivitatsanalyse
giiltig sind. Der Verschiebungsgradient ist durch

H:Gradu:a—u du

A

beziiglich einer kartesischen Basis gegeben.

Fiir den Verschiebungszustand wird im Rahmen der Finite-Elemente-Methode unter
unter Beriicksichtigung der Abhangigkeit von der Designvariablen fiir die i-te Verschie-
bungskomponente der Ansatz

nkel
wh = an (XY X2 X% s) = 30 NA(XT, X2 XP)0i(s) (5.78)

k=1

gemacht, wobei die obige Beziehung fiir die Darstellung der Verschiebung in einem
Element gilt, siche auch Gleichung (4.3). Hierbei stellt vi = 9i(s) die i-te Kompo-
nente der Verschiebung des k-ten Knotens dar und N* = Nk(Xl,XQ,XS) ist die
zugehérige Formfunktion in Abhingigkeit der globalen Koordinaten X', X2, X3, die
bei Einfiihrung der lokalen Koordinaten &1, &3, &5 des isoparametrischen Konzepts (sie-

he den néchsten Abschnitt) auch in der Form N* = Nk(Xl,XZ,X3) = Nk(fl,fz,fg)
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geschrieben werden kann. Damit ergibt sich fiir die Koeffizienten des diskreten Ver-
schiebungsgradienten bzgl. einer kartesischen Basis die Darstellung

auzh nkel 8Nk(X1,X2,X3)
XA = 2

k=1

%A i, (5.79)

woraus sich das vollstandige Differential der Matrix H der Ableitung der diskreten
Verschiebungskomponenten nach den kartesischen Koordinaten

aui nkel aNk : aNk :

ergibt. Damit ist die Sensitivitdt der Spannungen auf die Sensitivitit der Knoten-
verschiebungen des FE-Netzes und die Sensitivitat der kartesischen Ableitungen der
zugehorigen Ansatzfunktionen zuriickgefiihrt.

5.3.3.8 Das vollstindige Differential der kartesischen Ableitungen der
Ansatzfunktionen

Die zentrale Grundlage fiir die Bestimmung des vollstandigen Differentials der kartesi-
schen Ableitungen der Ansatzfunktionen ist in dieser Arbeit die isoparametrische Be-
schreibung der finiten Elemente, die aus der Literatur der Finiten-Elemente-Methode
hinreichend bekannt ist, siehe z.B. Bathe [9], Hughes [52], Zienkiewicz, Taylor [111]
und die Darstellung in Kapitel 4.

Die Abbildung der lokalen Koordinaten (£1,&s,&3) auf die kartesischen Koordinaten
(X1, X2, X?) wird bei der isoparametrischen Vorgehensweise mit Hilfe der Formfunk-
tionen N* = Nk(fl,fz,fg) (siehe auch Gleichung (5.78)) durchgefiihrt, d.h. mit der
A-ten Koordinate des k-ten Knotens gilt

nkel

XA = XA, 60, 6) = Y NH (&4, €, E35) X (s). (5.81)
k=1

Das totale Differential dieser Beziehung liefert

nkel
AXA(&r,6a,Cay5) = > NP dXD, (5.82)

k=1

d.h. im weiteren ist das totale Differential der Knotenkoordinaten dX;* zu bestimmen.

Die Formfunktionen N* sind iiblicherweise als Funktionen der lokalen Variablen gege-
ben. Die bendtigten partiellen Ableitungen der Formfunktionen nach den kartesischen
Koordinaten werden durch Berechnung und Inversion der Funktionalmatrix der Bezie-

hung (5.81)
6XA . -1 afl
J = ( 78, ) und damit J = (aXB (5.83)
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in der Form . , .
ON ON* 0
_ OV 96 (5.84)
0XB = 04 0XP
bereitgestellt. Fiir das totale Differential der kartesischen Ableitungen der Ansatzfunk-
tionen ergibt sich somit die Beziehung

ON* . ON* 9 3 ONF 0
d _ gy 9N 06 | ONT T 06 : (5.85)
0XB = 0§ 0XP = 0§ 0XB
da die Ansatzfunktionen nur von den lokalen Koordinaten abhidngen und somit bei

einer Verdnderung der vorgesehenen Designvariablen nicht modifiziert werden. Damit
ist das totale Differential der inversen isoparametrischen Abbildung in der Form

96
oXB

dJ_lzd[

bereitzustellen. Mit den Beziehungen
JJ' =1 und  d{LJ'p={d]} I+ 2d{Sf=d{1} =0

gilt somit

d{J '} =—J"d) S (5.86)

und mit Gleichung (5.81) ergibt sich die totale Differential der Deteminante der Funk-
tionalmatrix zu

6W@@&@]MWW@@®
dJ =d S = Y T X 5.87
B [ 0% AT ' o0
Dies tithrt abschlieend zu der Darstellung
8Nk 3 aNk nkel ONT B
1|5 - Sop (Z axr). (5.5

5.3.3.9 Die Berechnung der partiellen Ableitungen der Spannungen

Die Berechnung des vollstandigen Differentials der Spannungen ist, wie oben gezeigt,
auf die Bereitstellung der totalen Differentiale der Knotenkoordinaten dXi* und der
Knotenverschiebungen dv, zuriickzufiihren. Bei einem modularen Aufbau der Program-
me sind diese Informationen dem berechnenden Unterprogramm zu iibergeben.

Fiir die Sensitivitdtsanalyse sind die partiellen Ableitungen der Problemfunktionen
nach den Knotenverschiebungen und nach den Designvariablen bereitzustellen, siehe
Gleichung (5.57), die aus dem oben berechneten totalen Differential der Spannungen
herausgefiltert werden.



Kapitel 6

Ein Gesamtkonzept der Optimalen
Formgebung

Die Problemstellung Optimale Formgebung wird in ihrer algorithmischen Umsetzung
im wesentlichen von den in Tafel 6.1 zusammengefafiten Schwerpunkten gepragt.

Tafel 6.1: Die Bausteine der Prozeflkette Optimale Formgebung

Mathematische Optimierung (MO): Formulierung des ingenieurméfigen
Problems als ein Minimalproblem der mathematischen Optimierung und
Auswahl eines geeigneten Algorithmus.

Computer Aided Geometric Design (CAGD): Beschreibung der Geome-
trie der Struktur in Abhangigkeit der gewahlten Designvariablen.

Finite-Elemente-Methode (FEM): Durchfithrung der Strukturanalyse.

Sensitivititsanalyse (SA): Ermittlung der Werte der Zielfunktion und Neben-
bedingungen sowie deren Gradienten nach den Designvariablen.

Die Formulierung eines Gesamtkonzeptes zur Optimalen Formgebung muf} die jeweils
vorhandenen Moglichkeiten, insbesondere der softwaretechnischen Realisation, bertick-
sichtigen. Eine Diskussion dieser Problematik und die Darlegung der eigenen Zielset-
zung sowie des hieraus entstehenden Konzeptes erfolgt in Abschnitt 6.2. Im folgenden
Abschnitt soll zunéchst die Formulierung des Problems der Optimalen Formgebung als
ein Minimalproblem der mathematischen Optimierung erfolgen.

6.1 Mathematische Formulierung und Algorithmus

Die Aufgabenstellung der Optimalen Formgebung, ein Bauteil beziiglich definierter Zie-
le und einzuhaltender Nebenbedingungen bei Verdanderung signifikanter, die Struktur
beschreibende, Systemvariablen zu optimieren, fithrt zur Formulierung der Ingenieur-
aufgabe als ein Problem der mathematischen Optimierung und zum Finsatz der hierfir
entwickelten Algorithmen.

93
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6.1.1 Uberblick iiber die Optimierungsverfahren

Bei der Auswahl eines geeigneten Algorithmus ist die grundlegende Unterscheidung in
stochastische und deterministische Verfahren vorzunehmen. Die stochastischen Verfah-
ren, z.B. genetische Algorithmen in Form der Evolutionsstrategie, eignen sich besonders
bei geringen Kosten der Funktionsauswertungen, siehe z.B. Rechenberg [76]). Fine um-
fassende Darstellung dieser Klasse der Optimierungsverfahren und ein Vergleich zu den
deterministischen Verfahren ist z.B. in Schwefel [87] vorgenommen worden.

In dieser Arbeit werden ausschlieilich Gradientenverfahren oder gradientenéhnliche
Verfahren innerhalb der Klasse der deterministischen Verfahren betrachtet, deren theo-
retische Grundlagen und algorithmische Umsetzung z.B. in Luenberger [56] und Gill,
Murray, Wright [44] behandelt werden. Dabei werden ausschliellich hinreichend oft
stetig differenzierbare, reellwertige Zielfunktionen und Nebenbedingungen betrachtet.
Fiir Problemformulierungen mit nichtdifferenzierbaren Zielfunktionen und Nebenbe-
dingungen sei z.B. auf die Arbeiten von Zowe, z.B. [115], und die dort entwickelten
y,bundle trust® Verfahren verwiesen.

Einen Uberblick iiber den Einsatz der Gradientenverfahren im Rahmen der Struktur-
optimierung geben z.B. Arora [2], Atrek et. al [5]. Auf die im Rahmen dieser Arbeit
eingesetzten Algorithmen wird in Abschnitt 6.1.4 ndher eingegangen.

Sind fiir die verdnderbaren Problemvariablen nur diskrete Lésungen erlaubt, kénnen bei
quasi-kontinuierlichen Problemen die im weiteren vorgestellten Verfahren benutzt wer-
den, und der ermittelten kontinuierlichen Losung ist in geeigneter Weise die zugehorige
diskrete Losung zuzuordnen. Diese Problematik tritt z.B. bei der Gewichtsminimierung
von Stabtragwerken bei Verwendung von Profilen aus den Profiltabellen auf, siehe hier-
zu z.B. Becker [10], Eschenauer, Schifer [38]. Dagegen ist z.B. die Ermittlung der hin-
sichtlich der globalen Stabilitat optimalen Anzahl von Langssteifen einer ausgesteiften
Kreiszylinderschale ein diskretes Optimierungsproblem. Fine Anwendung der Algorith-
men der diskreten Optimierung auf Problemstellungen der Optimalen Formgebung ist
bisher nur in Ausnahmen (z.B. Grierson [45]) vorgenommen worden.

Bei der Gestaltung von Ingenieurbauteilen sollen zumeist mehrere Ziele moglichst
gut erreicht werden. Dieser Spannungskreis ist mit der Redewendung ,,so glinstig wie
moglich — so sicher wie notig* passend umschrieben. Fiir die numerische Umsetzung
bedeutet dies, dal mehrere Zielfunktionen zur Beurteilung der Giite einer Konstrukti-
on herangezogen werden, und man spricht in diesem Fall von ,Mehrzieloptimierung*.
Auf diese Problematik wird in der vorliegenden Arbeit nicht eingegangen, siehe hierzu

z.B. Stadler [93], [94], Osyczka [70] und Fschenauver et. al. [36].

Ein wesentliches Interesse praktischer Ingenieurarbeit liegt in der Beurteilung qualita-
tiver Verdnderungen der Strukturen und Bauteile, wie z.B. das Hinzufiigen von Bau-
elementen. Die theoretische Formulierung und die algorithmische Umsetzung dieser
sogenannten Topologieoptimierung sind z. Zt. Gegenstand intensiver Forschung, siehe

z.B. Bremicker [22].
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6.1.2 Das mathematische Optimierungsproblem

Das im weiteren betrachtete Minimalproblem hinreichend oft stetig differenzierbarer,
reellwertiger Zielfunktionen bzw. Nebenbedingungen wird in Tafel 6.2 zusammengefafit.

Tafel 6.2: Das mathematische Optimierungsproblem

Gesucht wird ein lokales Minimum der skalarwertigen Zielfunktion (ZF) f fiir den
Vektor s € IR™ der Designvariablen (DV)

min f(s)

unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen (NB)

st <s < 80 fir ¢=1,...,n Schranken (US,0S)
gi(s) <0 fir j=1,...,m. Ungleichheitsnb. (UNB)
gi(s) =0 fir j=m.+1,....m Gleichheitsnb. (GNB)

Die Zielfunktion f(s) wird somit in der Menge
M:={se€R"|gj(s) =0 firgj=1,....m., gj(s) <0 firj=m.+1,...,m}

minimiert.

6.1.3 Die Kuhn-Tucker-Bedingungen

Falls ein Vektor s* € M existiert, wobei die Menge [* := {j| ¢;(s*) = 0} die Indi-
zes der zu diesem Zeitpunkt aktiven Nebenbedingungen enthalt und {Vg;(s*); 7 € I*}
eine linear unabhéngige Menge von Vektoren darstellt (es kénnen dann hochstens n
Nebenbedingungen aktiv werden), dann ist s* ein regulirer Punkt. Stellt nun s* € M
ein lokales Minimum von f in M und auflerdem einen regulédren Punkt dar, so gibt
es eindeutig bestimmte Lagrange-Multiplikatoren A* € IR™, so dafl von dem Losungs-
vektor (s*,A") die notwendigen Bedingungen nach Kuhn, Tucker erfiillt werden (siehe
Luenberger [56]).

Tafel 6.3: Die Kuhn-Tucker-Bedingungen

Ist s* € IR" ein regulédres, lokales Minimum, dann existieren die eindeutig be-
stimmten Lagrange-Multiplikatoren A* € IR™ und der Losungsvektor (s*,A")
erfiillt die notwendigen Bedingungen

V) + Y XNVg(s) = 0
7=1
gi(s") = fir 1 <j < m.,
AT gi(s™) = fir  me4+1 < j < m,
A2 fir  m.+1 < j < m
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6.1.4 Anmerkungen zur Wahl der Optimierungsalgorithmen

Im Rahmen der algorithmischen Umsetzung der Optimalen Formgebung sind in das
Finite-Elemente-Forschungsprogrammpaket INA-OPT des Instituts die Sequentielle
Quadratische Programmierung (SQP) durch die Unterstiitzung von Schittkowski (Be-
reitstellung der Fortran-Quelle seiner Programmentwicklung) (siehe [82] und auch Bi-
schoff [16], Barthold [6], Becker [10]) und die Methode der mitbewegten Asymptoten
(MMA) (siehe Mahnken [57]) implementiert worden.

Es ist stets zu beachten, dafl sich durch die spezielle Problemstellung der Optimalen
Formgebung, d.h. durch die Anzahl der Designvariablen, der Gleichungs- und Unglei-
chungsnebenbedingungen sowie deren mathematischen Struktur (linear, quadratisch,
konvex, allgemein nichtlinear, separabel, etc.) ein mathematisches Optimierungspro-
blem ergibt, das mit einem ausgewédhlten Algorithmus, der nicht aut diese spezielle
Situation ausgerichtet ist, nicht optimal behandelt wird, siehe hierzu z.B. die Problem-

klassifikation in Gill, Murray, Wright[44].

Der Einsatz dieser Algorithmen fiir die Problemstellungen der Optimalen Formgebung
ist in den letzten Jahren vielféltig untersucht, und die Ergebnisse sind verdffentlicht
worden, so dafl an dieser Stelle nur einige wenige Literaturstellen angegeben werden.

Auswahl der Literatur zur Sequentiellen Quadratischen Optimierung (SQP):

e Theorie: Han [48], Powell [T4], Schittkowski [82], [83]

e Anwendung Optimale Formgebung: Bletzinger [19], Kimmich [54], Becker [10],
Belegundu, Arora [14], Thanedar, Arora, Tseng et. al [100]

o Weitere Anwendungsgebiete:

— Kontaktprobleme: Bischoff [16], Barthold [6]
— Einspielen plastischer Materialien: Zhang [110], Mahnken [57]

Auswahl der Literatur zur Methode der mitbewegten Asymptoten (MMA):

e Theorie: Fleury [40] [42], Svanberg [98] [99], Mahnken [57], Bletzinger [20]

e Anwendung Optimale Formgebung: Bletzinger [19], Kimmich [54], Fleury, Sander
[43], Fleury [41]

o Weitere Anwendungsgebiete:

— Einspielen plastischer Materialien: Zhang [110], Mahnken [57]
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Fiir die Einordnung der Algorithmen der mathematischen Optimierung in den Gesamt-
prozefl der Optimalen Formgebung sind einige Bemerkungen hilfreich.

1. Das mathematische Optimierungsproblem ist der Kern der numerischen Behand-
lung der Optimalen Formgebung. Damit ist die zur mathematischen Formulierung
fiihrende Modellbildung wesentlich fiir den Erfolg der Berechnung. Insbhesondere
wirken sich eine Beschrankung der Grofle des Optimierungsproblems, d.h. der
Anzahl der Designvariablen und der Nebenbedingungen, vorteilhaft aus.

2. Der ausgewéhlte Algorithmus stellt den ,Motor® der gesamten numerischen Be-
handlung dar. Je besser der Algorithmus die im Optimierungsproblem vorhande-
ne mathematische Struktur ausnutzt, desto schneller, d.h. in weniger Iterations-
schritten, wird das Optimum erreicht.

3. Fiir ein vorliegendes mathematisches Optimierungsproblem sind nach der Aus-
wahl eines geeigneten Optimierungsalgorithmus zunéchst die den Verlauf der Ite-
ration beeinflussenden Steuergrofen, d.h. Abbruchgenauigkeiten, Information zur
Skalierung der Problemformulierung, Steuerung der Varianten des Algorithmus,
bereitzustellen.

4. Fiir den Einsatz im Rahmen des Gesamtprozesses der Optimalen Formgebung ist
jedoch die Einordnung des Algorithmus in die Gesamtprozefikette von Bedeutung.

¢ Eingang in den Algorithmus der mathematischen Optimierung:
Werte, Gradienten und Hessematrizen der Zielfunktion und Nebenbedingun-
gen fiir den aktuellen Vektor der Designvariablen.

e Ausgang aus dem Algorithmus der mathematischen Optimierung:
Vektor der verbesserten Designvariablen im Sinne eines Abstiegs der zu der
Zielfunktion und Nebenbedingungen gehérenden Bewertungsfunktion des
Optimierungsproblems.

5. Die Berechnung der zweiten Ableitungen der Zielfunktion und der Nebenbedin-
gungen nach den Designvariablen, d.h. der Hessematrizen, ist eine duflerst kom-
plexe Aufgabe, die iiblicherweise in der Sensitivitatsanalyse nicht geleistet wird.
Vielmehr wird in den Algorithmen der mathematischen Optimierung, z.B. dem
SQP-Verfahren, eine positiv definite Approximation der Lagrangefunktion ermit-
telt. Aus diesem Grund versteht sich die Sensitivitdtsanalyse als die Bestimmung
der Werte und der Gradienten von Zielfunktion und Nebenbedingungen.

Die Bedeutung des Algorithmus der Mathematischen Optimierung fiir die erfolgreiche
Behandlung des Strukturoptimierungsproblems sowie der zugehérige separate, modula-
re Baustein in der softwaretechnischen Realisation ist in der Abbildung 6.1 schematisch
dargestellt.
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6.2 Die Prozef3kette Optimale Formgebung

6.2.1 TUbersicht

Die bei der Problemstellung Optimale Formgebung zu beriicksichtigenden Bausteine
(sieche Tafel 6.1) sind in geeigneter Weise zu verbinden. Aufgrund der Komplexitat
bereits der einzelnen Algorithmen, die sich noch durch die notwendige Interaktion
erh6ht, wird im weiteren von der Prozefikette Optimale Formgebung gesprochen. Das
Zusammenwirken der Module ist z.B. von Eschenauer [35] in dem Drei-Siulen-Konzept
der Optimalen Formgebung dargelegt worden.

Fir die Strukturierung der softwaretechnischen Arbeiten und der Entwicklung eige-
ner Programmkonzepte ist zundchst die Analyse der Problemstellung und hieraus die
Definition modularer Bausteine zentraler Aufgaben im Algorithmus sowie die Verdeut-
lichung der notwendigen Datenfliisse zwischen den Bauteilen erforderlich.

Mit den Bemerkungen des letzten Abschnittes ist die Bedeutung der richtigen Wahl ei-
nes leistungsfahigen mathematischen Optimierungsalgorithmus fiir den Optimierungs-
verlauf deutlich geworden. Im Rahmen der softwaretechnischen Konzeption bildet der
Optimierungsalgorithmus ein separates Modul, das iiber eine (durch die mathematische
Struktur vorgegebene) genau beschriebene Datenschnittstelle verfiigt. Daher konnen
unterschiedliche Algorithmen ohne Beriicksichtigung der anderen Module eingesetzt
werden, siehe hierzu auch Mahnken [57].

In Abbildung 6.1 sind die Bausteine und der Datenflufl innerhalb der Prozefikette Opti-
male Formgebung dargestellt. Die Bedeutung der Algorithmen der mathematischen Op-
timierung und ihre separate, von den weiteren Modulen unabhéngige Stellung ist dabei
besonders hervorgehoben, so dafl im weiteren nur noch die Interaktion zwischen Geo-
metriemodell, Finite-Elemente-Berechnung und Sensitivitdtsanalyse behandelt wird.

In dem Schema sind die Hauptbausteine und der priméare Datenflul (in Form der ein-
gezeichneten Pfeile) eingetragen. Dabei ist zum einen horizontal das Nebeneinander
des Geometrie-, Technologie- und FE-Modells in der Beschreibung des Optimierungs-
problems bedeutsam, zum anderen wird in vertikaler Richtung die Abfolge der Module
und ihre gegenseitige Abhéngigkeit beschrieben.

Der Optimierungsprozel wird durch die Vorgabe eines Geometrieentwurfs gestartet
und endet durch das Erreichen der geforderten Giite der Zielfunktion und Nebenbe-
dingungen im mathematischen Optimierungsalgorithmus.
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Abbildung 6.1: Baustein- und Datenflufschema der Prozefikette Optimale Form-

gebung
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6.2.2 Zielsetzung der softwaretechnischen Bearbeitung

Die numerische Behandlung der Strukturoptimierung erfordert aufgrund der Problem-
komplexitidt neben der systematischen Strukturierung und Analyse der Problemstel-
lung eine exakte Definition der eigenen Ziele unter Beriicksichtigung der vorhande-
nen Moglichkeiten zur Umsetzung der Ziele. Dabei werden die objektiv auftretenden
Vor- und Nachteile je nach Standpunkt unterschiedlich gewichtet, so dafl sehr unter-
schiedliche Konzepte zur Behandlung entwickelt werden kénnen, siehe hierzu auch die
Diskussion in Kimmich [54].

Die eigene Zielsetzung sei im weiteren erlautert, wobei zunéchst ausdriicklich auf den
Grundlagencharakter einer Forschungsarbeit an der Universitat hingewiesen wird. Die
sich aus dieser Tatsache ergebende programmtechnische Konzeption muf sich in dem
komplexen Arbeitsgebiet Optimale Formgebung wesentlich von den Verfahren der In-
dustrie, die sich grofler, leistungsfahiger, kommerzieller Programmpakete ohne Quell-
codezugriff und Anderungsmoglichkeiten bedienen, unterscheiden.

1. Zielsetzung:

(a) Grobziele:

o Entwicklung einer Methodik zur numerischen Behandlung der Problem-
stellung ,,Optimale Formgebung®.

e Programmtechnische Realisation innerhalb des Forschungsprogramm-
paketes INA-OPT des Instituts fiir Baumechanik und Numerische Me-
chanik der Universitdt Hannover, die die Weiterentwicklung und die
Integration der Arbeiten benachbarter Forschungsgebiete unterstiitzt.

(b) Feinziele:

e Darlegung der theoretischen Grundlagen der Strukturoptimierung.

o Iixakte Abbildung der theoretischen Beziehungen der variationellen Sen-
sitivitdtsanalyse (siehe Kapitel 5) im Programm.

o Iixakte analytische Berechnung der Gradienten unter Verzicht auf nume-
rische Approximationstechniken, siehe hierzu z.B. Becker [10], Kimmich
[54].

o Definition von Optimierungsproblemen mit einer minimalen Anzahl von
Designvariablen durch die Angabe signifikanter Entwurfsvariablen.

o Grofitmogliche Flexibilitat bei der Erweiterung des Katalogs der méogli-
chen Zielfunktionen, Nebenbedingungen und Designvariablen sowie des
Katalogs der vorhandenen Elementformulierungen.

o Beriicksichtigung der Netzabhéngigkeit der Strukturanalyse und der
Sensitivitdtsanalyse durch den Finsatz adaptiver FE—Vertahren, d.h.
Netzverteinerungsstrategien und -kriterien.

o Standige Kontrolle des Optimierungsprozesses durch den Ingenieur so-
wie die Moglichkeit interaktiver Eingriffe.
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2. Strategie:

(a) Entwicklung hochwertiger Beschreibungsmodelle sowie der zugehorigen Pro-
grammbausteine mit eindeutigen Datenschnittstellen.

(b) Vermeidung von redundanten Informationen innerhalb und zwischen den
einzelnen Modellen.

(¢) Beschrankung der Aufgabe des Optimierungsmodells auf die Zusammenstel-
lung der bereits in den einzelnen Modellen enthaltenen Informationen {iber
die Zielfunktion, Nebenbedingungen und Designvariablen sowie der Sensiti-
vitédten.

(d) Durch das Optimierungsmodell diirfen keine qualitativ neuen Strukturen in
die Problembeschreibung eingefiihrt werden.

(e) Verzicht auf ,ad-hoc-Losungen® zugunsten einer langfristigen Programment-
wicklung.

3. Voraussetzungen:

(a) Die Anwendung der hochwertigen Modelle erfordert von dem qualifizierten
Benutzer Kenntnisse des strukturmechanischen Verhaltens sowie eine Beur-
teilung des Anderungsverhaltens bei Variation der Ausgangsdaten.

(b) Diese Informationen miissen bereits in der Konstruktionsphase und bei der

Modellbildung einflieflen.
(c¢) Kenntnisse und Zugriffsmoglichkeiten auf den Quellcode und die Datenbasis.

(d) Die Auswirkungen von Veranderungen innerhalb der Module miissen lokal
begrenzt sein und diirfen keinen globalen Charakter besitzen. Ist dies nicht
der Fall, so miissen zuerst die Modelle bzw. deren Implementation verbessert
werden.

4. Einschriankungen:

(a) Die Implementation umfaft die Formoptimierung ein-, zwei- und dreidimen-
sionaler Strukturen. Die Formoptimierung dreidimensionaler Kérper ist im
wesentlichen durch die Notwendigkeit eines leistungsfédhigen Volumenmodel-
lierers sowie der zugehérigen Netzgeneratoren und -verfeinerer geprégt.

5. Konsequenzen:
(a) Die Realisation wird innerhalb eines integrierten Programmkonzeptes mit

gemeinsamer Datenbasis durchgefiihrt.

(b) Die programmtechnische Arbeit ist gepragt von der Entwicklung klarer Pro-
gramm- und Datenschnittstellen innerhalb und zwischen den einzelnen Mo-
dellen und Programmbausteinen.

(c) Auf den Einsatz nicht einsehbarer und nicht verdnderbarer , black box* Pro-
grammbausteine an zentraler Stelle im Algorithmus wird verzichtet.
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6. Programmtechnische Realisation:

(a) Die Definition des Optimierungsproblems (Optimierungsmodell) greift auf
die Datenbasis und Datenmenge der strukturmechanischen Problemdefiniti-
on (Geometrie, Technologiedaten, Elementtypen, usw.) zuriick. Den Daten
werden zusétzliche, optimierungsspezifische Attribute (Kennung als Ziel-
funktion, Nebenbedingung, Designvariable, Schranken, Wichtungsfunktio-
nen, etc.) zugeordnet. Damit sind samtliche Groflen der Optimierung zugéng-

lich.

(b) Nach Abschluf} der Definition des Optimierungsproblems werden die op-
timierungsspezifischen Daten geordnet und komprimiert ohne Verlust an
Information zusammengefafit.

Die Konzeption und programmtechnische Realisation der numerischen Behandlung
der Optimalen Formgebung basiert auf der Arbeit vieler Mitarbeiter am Institut. Die
grundlegenden Strukturen des Programmpaketes INA-SP als Vorlaufer zu INA-OPT
wurden dabei von Plank, Lambertz, Bischoff siehe z.B. [72], [55], [16], [73], eingefiihrt.
Die Anfange der Formoptimierung am Institut gehen auf die Initiative von Bischoff [17]
und Arbeiten von Berkhahn [15] und Berkhahn, Becker [12], [13] zuriick. Die Konzep-
tion und programmtechnische Realisation in der oben beschriebenen Form wurde auf
der Grundlage der bereits von Berkhahn ausformulierten und realisierten Querschnitt-
soptimierung ab 1989 von Becker [10] und dem Autor entwickelt und implementiert.
Hierauf aufbauend wird von Falk, siehe z.B. Barthold et. al. [8], der Einsatz von Ad-

aptionskriterien und -strategien fiir die Optimale Formgebung entwickelt.
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6.3 Das Geometriemodell innerhalb der Prozef3-
kette

In dem Geometriemodell im Programmsystem INA-OPT, das durch die Vorgehenswei-
se des Computer Aided Geometric Design (CAGD) gekennzeichnet ist, unterscheidet
zwischen

1. der Topologie der unterschiedlichen geometrischen Strukturen,
2. den Entwurfsvariablen der Konstruktion und

3. der parametrischen Darstellung

der Geometrie. Die aufgefithrten Modelle sind am Beispiel einer viereckigen Fléache
schematisch in Abbildung 6.2 dargestellt und werden im weiteren nédher beschrieben.

Topologie
Punkte
Linien
Flachen

Entwurfsvariablen
d b Seitenldangen a, b, ¢, d
Winkel o

) Parametrisches Modell
kartesische

Koordinaten

konvektive Koordinaten

Abbildung 6.2: Beispiel fiir die unterschiedlichen Aspekte des Geometriemodells

6.3.1 Das Topologiemodell der Geometrie

Das Topologiemodell innerhalb von INA-OPT ist ein hierarchisches Drahtmodell, bei
dem die niederdimensionalen Strukturen zur Definition der hoherdimensionalen Gebilde

herangezogen werden. Die topologische Hierarchie des Drahtmodells ist anschaulich in

Abbildung 6.3 dargestellt.

Zusétzlich ist noch die Definition von Attributen einzelner Geomtrieelemente und de-
ren Relationen untereinander und die Verwaltung dieser Informationen innerhalb des
Modells vorgesehen.
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Hierarchisches Topologiemodell

Dimension Objekt definiert durch enthélt Objekte niederer Dimension
0 Punkte
1 Linien Randpunkte innere Punkte
2 Flachen Randlinien innere Linien

innere Punkte  (auf keiner Linie)
3 Volumina Randflachen innere Flachen

innere Linien (auf keiner Fliche)
innere Punkte  (auf keiner Linie)

(auf keiner Fliche)

Abbildung 6.3: Das hierarchische Topologiemodell in INA-OPT

Die Definition der Designvariablen sowie der Zielfunktionen und Nebenbedingungen
erfolgt unter strenger Einhaltung der oben genannten Hierarchie. Damit ist sicherge-
stellt, da} eine grofie Anzahl zusatzlicher redundanter Informationen vermieden wird.
Dabei ist wesentlich, da} das Topologiemodell der Geometrie wéhrend der Struktur-
optimierung nicht verdndert wird. Insbesondere ist nicht vorgesehen, die Elemente des
Topologiemodells als Designvariablen zu definieren bzw. sie zum Bestandteil von Ziel-
funktion und Nebenbedingung zu machen. In diesem Sinne besteht das Topologiemodell
aus qualitativen Grofien, die einer Optimierung nicht zugénglich sind.

Fiir die numerische Behandlung der sogenannten , Topologieoptimierung®, d.h. der
durch Hinzufiigen und Hinwegnahme topologischer Strukturen (Punkte, Linien, Flachen,
Volumina) beabsichtigte Veranderung der Geometrie, ist eine Parametrisierung wesent-
liche Voraussetzung. Ein erfolgversprechender Ansatz stellt z.B. die Einfiihrung einer
Dichtefunktion und deren Verdnderung dar. Hierbei bleibt das eingefiihrte topologische
Modell erhalten, die ,,Bedeutung der Anwesenheit einzelner Geometrieelemente® wird
jedoch mittels der kontinuierlichen Dichtefunktion gewichtet. Reduziert sich der Ein-
flu einzelner Bauteile, d.h. werden diese Strukturen nicht wesentlich zum Lastabtrag
bendtigt, so wird dies durch die Dichtefunktion angezeigt und in einem weiteren Schritt
kann der optimierende Ingenieur bzw. ein Algorithmus innerhalb des Programmsystems
diese Bauteile tatsachlich aus dem topologischen Modell entfernen.

Gemé&f dem Grundsatz, durch das Optimierungsmodell keine zusédtzlichen neue Struk-
turen einzufithren, sind auch im Optimierungsmodell nur die Effekte zu erzielen, die
grundsétzlich durch die Geometriebeschreibung, in diesem Fall durch das Topologie-
modell, ermd&glicht sind.

6.3.2 Das Entwurfsvariablenmodell der Geometrie

Das Entwurfsvariablenmodell beschreibt nach der qualitativen Definition der Topologie
die genaue Struktur des betrachteten Koérpers. Die Beschreibung erfolgt dabei in den
Groflen, die dem Konstrukteur die Anschauung und damit die Arbeit wesentlich erleich-
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tern. Dies sind insbesondere Langen, Winkel, Radien und Verhéltnisse zwischen diesen
Groflen. Damit handelt es sich um quantitative Gréflen, die einer Veranderung und
damit der Optimierung zugénglich sind. In diesem Sinne stellt das Entwurfsvariablen-
modell den Raum der moglichen (geometrischen) Designvariablen dar. Die direkt von
den Designvariablen abhéngigen Entwurfsvariablen werden im weiteren mit v = 4(s)
bezeichnet.

Auch hier ist wieder zu erwdhnen, dafl nur eine bereits durch den Entwurf eingefiihr-
te Grofle als Designvariable definiert werden kann. Dies fiihrt zu der Schlufifolgerung
das nur ein hochwertiges Entwurfsvariablenmodell mit groflen Beschreibungsmoglich-
keiten bei minimaler Anzahl von Parametern (Entwurfsvariablen) eine erfolgreiche und
numerisch effiziente Optimierung verspricht.

6.3.3 Das parametrische Modell der Geometrie

Das Entwurfsvariablenmodell stellt die Menge der méglichen Designvariablen dar, ist
jedoch fiir den weiteren Verlauf der Behandlung, insbesondere fiir die Abbildung der
theoretischen Uberlegungen des Kapitels 5 in das numerische Modell, nicht ausreichend.
Hierzu ist aus dem Entwurfsvariablenmodell durch Parametrisierung der Geometrie
eine Beschreibung zu entwickeln, die sowohl fiir die Generierung bzw. Verfeinerung
der Netze als auch fiir die notwendige Modifikation der Netze bei Verdanderung der
Entwurfsvariablen benétigt wird und die einfache Berechnung der Sensitivitaten zulafit.

Diese Forderung fiithrt zu der analogen parametrischen Beschreibung der Geometrie
wie sie fiir die Konfiguration B? des materiellen Kérpers vorgenommen wurde, d.h. fiir
die Punkte der Geometrie gelte die Beziehung

;bo:{( To X1y = I (6.1)

01,02,0°%s) — X =1(0'06%0°s;s).

Dies ist ja auch natiirlich, da es sich bei der Geometriebeschreibung innerhalb des
CAGD-Modells um nichts anderes handelt als die softwaretechnische Umsetzung des
Begriffes ,, Konfiguration eines materiellen Korpers®, siehe Kapitel 2. Insbesondere sei
darauf verwiesen, daf} sich die Darstellung der Konfiguration eines materiellen Kérpers
als differenzierbare Mannigfaltigkeit (im Riemannschen Sinne) in der Flachen- bzw.
Volumenbeschreibung des CAGD-Programms in der Form des CAD-Patches als Karte
im Atlas der Mannigfaltigkeit wiederfindet.

Damit werden geometrische Strukturen, die sich nicht als differenzierbare Mannigfaltig-
keit darstellen lassen, zunéchst nicht betrachtet. Fiir die hier betrachtete Optimierung
von Flachenstrukturen stellt dies keine wesentliche Einschréankung dar.

Im Rahmen der programmtechnischen Realisation ist die Form der Abbildung , nach
Gleichung (6.1) bzw. (5.7) noch genauer anzugeben. Hierzu eignet sich die Darstellung
in der Form

X = 1,(01,0% 0% s) = M;(0',0% 0% Y, (6.2)

=1
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in der die Funktionen M, = Mi(®1,®2,®3) die Gestaltsfunktionen bezeichnen und
Y, = YZ(S) die sogenannten Kontrollpunkte darstellen. Wahrend die Gestaltstunktio-
nen nur von den konvektiven Koordinaten ©!', ©% ©2 abhingen, wird die Form der
geometrischen Struktur von den Werten der Kontrollpunkte Y; beeinflufit. Diese Kon-
trollpunkte verdndern sich mit dem gewihlten Design, d.h. sie sind abhéngig von den
Designvariablen, wobei die Abhangigkeit implizit iber die Abhingigkeit der Kontroll-
punkte Y von den Entwurfsvariablen v = 4(s) besteht, d.h.

Yi=Yi(s) = Yi(3(s)).
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6.4 Die Strategie der Netzverdnderung innerhalb

der Prozeflikette

Die grundlegenden Uberlegungen zur Erzeugung eines Finite-Elemente-Netzes und des-
sen Modifikation bei Verdnderung der Designvariablen werden an dieser Stelle ange-
sprochen. Fiir die Grundlagen der im Programmsystem INA-OPT eingesetzten Netz-
verfeinerungsstrategien siehe die Arbeiten von Plank [72], Rust [80].

1.

Der im Programmpaket INA-OPT vorhandene Netzgenerierer und Netzverfeine-
rer greift auf die parametrische Geometriebeschreibung zurtick, d.h. fiir die Geo-
metriedarstellung nach (6.1) werden zunichst durch Indikation der a-priori und
a-posteriori Adaptionskriterien die konvektiven Koordinaten ©!, ©2 ©2 der neu-
generierten Knoten berechnet. Dies ist der eigentliche Erzeugungs- bzw. Verfei-
nerungsschritt. Dabei sind die geometrischen Verfeinerungskriterien in den karte-
sischen Koordinaten formuliert, wihrend die Verfeinerungsstrategie auf der Basis
der konvektiven Koordinaten arbeitet. Die konvektiven Koordinaten der Knoten
sind nach ihrer Erzeugung im Verlauf der weiteren Berechnung unverdnderlich
und werden in der Datenbasis abgelegt.

Die kartesischen Koordinaten der FE-Knoten werden anschliefend durch Aus-
wertung der obigen Beziehung ermittelt. Die kartesischen Koordinaten &dndern
sich mit der Verdnderung der Designvariablen.

Fiir das Nachziehen des FE-Netzes mufl zunéchst die parametrische Geometrie-
beschreibung dem modifizierten Design angepafit werden, d.h. aus den verdnder-
ten Designvariablen ergeben sich neue Entwurfsvariablen v = 4(s) die im Uber-
gang zum parametrischen Modell modifizierte Werte der Kontrollpunkte und
Kontrollvariablen Y; = YA'Z'(%(S), 42($),...) hervorrufen. Damit kann die Berech-
nung der neuen Lage der FE-Knoten wieder durch Auswertung der Gleichung

(6.1) erfolgen.

Die Sensitivitat der FE-Knoten wird aus der Sensitivitdt der Kontrollpunkte Y,
in der Form

dX LR dY;
=3 Ne' 6% ) = (6.3)
=1

ermittelt. Hierbei ist wesentlich, daf sich die Werte der Gestaltstunktionen M; =
M;(©',0%, 0%) nicht verdndern.

Der oben beschriebene Ablauf der Netzmodifikation garantiert durchdringungs-
freie Elementnetze solange der CAD-Patch der Geometrie selbst durchdringungs-
frei ist. Bei groflen Gestaltsdnderungen koénnen stark gestorte Elementformen
entstehen. In diesem Fall sind folgende drei wesentliche Eingriffsmoglichkeiten
vorhanden:

(a) Neuvernetzung der modifizierten Geometrie,

(b) Einsatz geometrischer Kriterien auf der Grundlage der modifizierten Geo-
metrie,
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(c¢) Netzvergroberungsstrategien.

Fiir den Algorithmus der mathematischen Optimierung bedeuten alle Vorgehens-
weisen einen Restart im letzten Iterationspunkt, da durch die qualitative Ande-
rung des FE-Netzes das Optimierungsproblem sich gedndert hat.
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6.5 Die Finite-Elemente-Strukturanalyse und die
zugehorige Sensitivitiat innerhalb der Prozef3-
kette

Die Datenschnittstelle zwischen dem Geometriemodell und dem Netzgenerator bzw.
—verfeinerer auf der einen Seite und dem FE-Strukturanalyse-Modul auf der anderen
Seite tibertragt zum FE-Modul im wesentlichen

1. die FE-Netz—Topologie,

2. die Koordinaten der FFE—Knoten.

Dariiberhinaus sind die Technologiedaten fiir die Berechnung erforderlich.

Fiir die Sensitivitdtsberechnung der GroBen der FE-Strukturanalyse (Verschiebungen,
Verzerrungen, Spannungen) sind die Sensitivitidten der Eingangsgrofien des FE-Modells
anzugeben, d.h. im Rahmen unserer Konzeptentwicklung und —implementation gelten
die folgende Bemerkungen.

1. Die FE-Netz—Topologie ist im Rahmen der ProzeBkette Optimale Formgebung
nicht durch die Wahl von Designvariablen verdnderbar, d.h. zur Elementtopolo-
gie treten keine zugehorigen Sensitivitdten auf. Die Modifikation der FE-Netze
durch den kontrollierenden Benutzer bzw. durch den Automatismus wiederholter
Anwendung a—priori Kriterien stellt jeweils den Beginn einer neuen Berechnung
mit modifizierter Problemstellung dar. Eine Modifikation der Elementtopologie
durch eine Optimierungsaufgabe ist erst nach erfolgreicher Parametrisierung der
FE-Netz—Topologie méglich.

2. Die Sensitivitdt der FE-Knotenkoordinaten ist im Rahmen der Anpassung des
FE-Netzes an die modifizierte Geometrie berechnet worden. Die Weitergabe die-
ser Information stellt die wesentliche Erweiterung der bisherigen Datenschnitt-
stelle zum FE-Modul fiir die Sensitivitdtsberechnung dar.

3. Weiterhin sind die Sensitivitdten der Groflen des Technologiemodells durch die
modifizierte Datenschnittstelle in das FE-Modul zu tibertragen.

Damit ist fiir die Sensitivitdtsanalyse eine exakt definierte Datenschnittstelle beschrie-
ben. Die Leistungsfdhigkeit der FE-Sensitivitdtsanalyse kann durch den Zugriff auf
die Gesamtinformation des Optimierungsproblems in allen Teilmodellen noch erhéht
werden. Grundsétzlich ist der Einflufl einer Designvariablen zunéchst nur auf die Geo-
metrieobjekte (Punkt, Linie, Flache) begrenzt, deren Zweig ihr definierendes Objekt
in der Geometrietopologiestruktur angehoért. Der Einflubereich kann sich z.B. durch
die definierten Relationen unter den Objekten noch vergréflern, bleibt in den mei-
sten Féllen jedoch auf Teilstrukturen der Geometrie begrenzt. Somit werden bei der
FE-Sensitivitdtsanalyse auch nur die finiten Elemente dieser Teilstrukturen von ei-
ner Anderung der betrachteten Designvariablen beeinflufit. Die Beriicksichtigung die-
ser Information vermeidet die unnétige Berechnung iiberfliissiger Daten und verkiirzt
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somit die Rechenzeit. Eine effiziente Steuerung der FE-Sensitivitdtsanalyse erfordert
den Zugriff auf die Datenbasis des Geometrie- und Optimierungsmodells wie sie im

Programmsystem INA-OPT implementiert ist.

In Kapitel 5 konnte fiir die Berechnung hyperelastischer Materialien gezeigt werden,
wie sich die Sensitivitdt aller kontinuumsmechanischen Grofien auf die Sensitivitdt der

FE-Knotenkoordinaten und der Technologiedaten zuriickfithren 148t. Damit kann fiir
die weitere Entwicklung der FE-Module auch im kommerziellen Bereich die folgende

Konzeption aufgestellt werden.

Strategievorschlag fiir die Softwareentwicklung innerhalb des FE-
Berechnungsmoduls

Tafel 6.4:

e Eingang durch die bestehende Schnittstelle:

— Netz—Topologie,
— Netz—Koordinaten und

— Technologiedaten.
o Zusitzlicher Eingang durch die Erweiterung der Schnittstelle:

— Sensitivitdt der Netzkoordinaten und
— Sensitivitdt der Technologiedaten
o Analytische Gradientenermittlung auf Elementebene als Erweiterung des
Standards der Elementformulierung, d.h.
— Zusatzlicher Eingang auf Elementebene:

* Sensitivitat der Knotenkoordinaten und

* Sensitivitit der Materialwerte des betrachteten Elementes
— Zusétzlicher Ausgang auf Elementebene:

+ partielle Ableitung des Elementresiduums nach den Designvaria-

blen und

* die elementbezogenen Anteile der Zielfunktion und Nebenbedin-
gungen sowie die partiellen Ableitungen nach der Designvariablen
und den Verschiebungen.

o Ausgang durch die bestehende Schnittstelle:
— Spannungen zur graphischen Darstellung.
o Zusitzlicher Ausgang durch die modifizierte Schnittstelle:

— partielle Ableitung des Gesamtresiduums und

— die Werte und Ableitungen der Zielfunktion und Nebenbedingung des
FE-Modells.




Kapitel 7
Beispiele

Im Kapitel 3 sowie im Anhang A sind die Spannungs- und Materialtensoren isotroper,
hyperelastischer Materialien fiir unterschiedliche Problemstellungen angegeben wor-
den. Die Umsetzung in eine effektive Finite-Elemente-Formulierung basiert auf den
Darstellungen der Abschnitte 2.5, 2.6 und des Kapitels 4.

Die dort angegebenen Formulierungen sind vollstdndig in das Forschungsprogrammpa-
ket INA-OPT implementiert worden und zeigen die erwiinschten guten, d.h. quadrati-
schen Konvergenzeigenschaften. Weiterhin bilden sie die Grundlage einer erfolgreichen
Sensitivitdtsanalyse, die ebenfalls fiir die Gesamtheit der angegebenen Darstellungsar-
ten sowohl in variationeller als auch in diskreter Form realisiert wurde. Die Vollstandig-
keit der Implementation wurde an reprasentativen Testbeispielen mit kleiner Element-
anzahl sowohl durch Vergleich mit der vollstdndig numerischen Sensitivitdtsanalyse als
auch mit den Varianten der semi-analytischen Gradientenermittlung nachgewiesen.

Zur Darstellung der Leistungstahigkeit des Gesamtalgorithmus” Optimale Formgebung
und damit auch der hierin enthaltenen Strukturanalyse und Sensitivitdtsanalyse isotro-
per, hyperelastischer Materialien wurden beispielhaft zwei geometrische Grundformen,
die Scheibe mit Loch und der 52-Normzugstab, untersucht.

Die Auswahl der unterschiedlichen Optimierungsaufgaben fiir diese Geometrien bertick-
sichtigt das nichtlineare Materialverhalten unter grolen Verzerrungen und umfafit

e die Gewichtsminimierung bei Veranderung der geometrischen Form (Abschnitt

7.1),

o die Identifikation von Materialparametern und geometrischer Form aus dem De-
formationsverhalten einer Struktur (Abschnitt 7.2),

o die Anwendung der Formoptimierung auf die praxisrelevante Problemstellung der
Verminderung von Spannungskonzentrationen (Abschnitt 7.4).

Dariiberhinaus wird im Abschnitt 7.3 die Anwendungsméglichkeit der entwickelten Me-
thodik innerhalb der Reifenkonstruktion beispielhaft anhand einer praxisnahen Frage-
stellung dargestellt.

Die quantitativen Beispieldaten werden, soweit nicht explizit genannt, alle dimensions-
behaftet in Newton [/N] und Millimeter [mm] angegeben.

111
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7.1 Eine Formoptimierung der Scheibe mit Loch

Am Beispiel der Formoptimierung einer Scheibe mit Loch soll der Ablaut der Sensiti-
vitatsanalyse verdeutlicht werden. Entsprechend der unterschiedlichen Modelle (siehe
Kapitel 6) ergeben sich verschiedene Darstellungen des Problems, zwischen denen der
Ubergang sichergestellt werden muf. Die umfangreichen Darstellungen zu diesem Bei-
spiel sollen das Verstandnis der Erlduterungen der bisherigen Kapitel erleichtern.

7.1.1 Die Problemstellung

Betrachtet wird eine rechteckige Scheibe der Dicke d = 1mm mit den Seitenldangen
a = 36mm und b = 20mm, in deren Mitte sich ein kreisrundes Loch mit Radius
r = hmm befindet.

Problemstellung Berechnungsmodell

Abbildung 7.1: Problemstellung und Berechnungsmodell

Die Scheibe besteht aus einem inkompressiblen Synthesekautschuk, dessen Materialver-
halten durch das Ogden-Material-Gesetz beschrieben ist (siehe Abbildung 7.8). Auf-
grund der Symmetriebedingungen wird nur ein Viertel des Systems verschiebungsge-
steuert bis zu einer Gesamtverschiebung des Steuerknotens 4 (siehe Abbildung 7.3) von
36 mm auf die dreifache Lange deformiert.
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7.1.2 Das Optimierungsmodell

Fir die Untersuchung der Problemstellung ,, Formoptimierung Scheibe mit Loch® ist
die Angabe des Optimierungsziels, der Nebenbedingungen und der verdnderbaren De-
signvariablen notwendig.

Die Optimierungsaufgabe bestehe darin, mit der Verdnderung der geometrischen Form,
d.h. in diesem Fall wahlweise der Modifikation des Kreisradius” r und der &ufleren Kon-
tur der Scheibe, das Gewicht der Scheibe zu minimieren. Mafigebend fiir die Beanspru-
chung ist die maximale Hauptnormalspannung, die unterhalb einer materialabhangigen
Schranke bleiben soll. Weiterhin sind die Verschiebungen signifikanter Geometriepunk-
te beschrankt.

Die genaue quantitative Definition des hier nur verbal beschriebenen Optimierungs-
problems wird im Abschnitt 7.1.5 angegeben. An dieser Stelle erfolgt zunéchst nur die
qualitative Zuordnung der genannten Zielfunktionen, Nebenbedingungen und Designva-
riablen, d.h. des Optimierungsmodells, auf die Teilmodelle gemé&f der nachfolgenden

Abbildung.

Modell der Optimalen Formgebung

Entwurfsvariablenmodell: Radius r des Loches

CAD-Modell: Darstellung der &ufleren Linie als Freiformkurve
FEM-Modell: Spannungen, Verschiebungen

Technologiedaten: (Materialparameter, Lastfaktoren)

Abbildung 7.2: Optimierungs—Modell der Scheibe mit Loch

Es soll nochmals (siehe auch Kapitel 6) betont werden, daf§ sich das Optimierungsmo-
dell nur aus der Auswahl geeigneter Informationen der einzelnen Modelle zusammen-
setzt und mit dem Optimierungsmodell keine neuen Strukturen definiert werden. Die
gesamten Informationen zur Problembeschreibung werden fiir dieses Beispiel autberei-
tet und den einzelnen Modellen zugeordnet.

7.1.3 Die Modelle innerhalb der Prozef3ikette
7.1.3.1 Das Topologiemodell

Fiir die Scheibe mit Loch werden die topologischen Elemente Punkte, Linien und
Flachen eingetiihrt, deren topologischen Zusammenhénge in dem Topologiemodell nach
Abbildung 7.3 zusammengefaft sind.

Die Definition des Optimierungsmodells orientiert sich in der Eingabe und in der Pro-
blemdarstellung an der obigen Struktur.
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Hierarchisches Topologiemodell

L 4 4

5 1o 4

1 ¢ 2

Dimension Objekte Nummer des Objekts definiert durch

0 Punkte 1,2,3,4,5,6,7,8

1 Linien 1 Randpunkte: 1, 2

1 Linien 2 Randpunkte: 2, 6

1 Linien 3 Randpunkte: 8, 6

1 Linien 4 Randpunkte: 1, 8

1 Linien 5 Randpunkte: 6, 3

1 Linien 6 Randpunkte: 7, 3

1 Linien 7 Randpunkte: 8, 7

1 Linien 8 Randpunkte: 8, 5

1 Linien 9 Randpunkte: 7, 4

1 Linien 10 Randpunkte: 5, 4

2 Flachen 1 Randlinien: 1, 2, 3, 4
2 Flachen 2 Randlinien: 3, 5, 6, 7
2 Flachen 3 Randlinien: 7, 9, 10, 8

Abbildung 7.3: Das hierarchische Topologiemodell
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7.1.3.2 Das Entwurfsvariablenmodell

Mit der obigen Beschreibung ist die Ausgangsgeometrie des Problems vollsténdig er-
faBt, und das Modell der Scheibe mit Loch besteht in diesem Fall aus der Angabe
der vier Entwurfsvariablen a, b, d und r sowie der zusétzlich definierten Attribute und
Relationen. Fiir die dulere Linie wird dabei G'-Stetigkeit gefordert (siehe hierzu z.B.
Bletzinger [19]). Weiterhin sollen die Randlinien im gemeinsamen Knoten senkrecht
aufeinander stehen.

Entwurfsvariablen Attribute, Relationen
e Linge a e Die #uBere Linie a ist G-
stetig.
o Léange b

e Die Randlinien stehen im ge-

e Radius r meinsamen Knoten senkrecht

Dicke d aufeinander

Abbildung 7.4: Das Entwurfsvariablenmodell der Scheibe mit Loch

Wesentlich fiir die Problemformulierung ist die Tatsache, dafl der genaue Verlauf der
aulleren Linie als Freiformkurve nicht aus dem Entwurfsvariablenmodell beschrieben
werden kann.

7.1.3.3 Das parametrische Geometriemodell

Zur weiteren Bearbeitung dieser Problemstellung sind die Angaben der Entwurfsvaria-
blen nicht ausreichend, so dafl ein parametrisches CAD-Modell eingefithrt wird. Dies
bedeutet, daf fiir die Linien und Fléchen eine parametrische Darstellung in Form der

Gleichung (6.2)
X =1,(01,0%,0% ) = M;(0',0% 0% Y,
=1
aufgebaut und in der Datenbasis gespeichert werden muf.

In diesem Beispiel sind die Linien mit den Nummern 1, 3,6,7,9 und 10 (siehe Abbildung
7.3) Geraden, deren Parametrisierung in der Form

X=X,+!(X.-X,) (7.1)

fiir ©' = ¢ € [0, 1] erfolgt. Die zu dieser Beschreibung notwendigen Informationen sind
in der Datenbasis des Geometriemodells vorhanden. Die Nummern der Anfangs- und
Endpunkte sind dem Topologiemodell zu entnehmen, womit zum einen der Durchlaufs-
sinn definiert ist und zum anderen tiber die Koordinaten der Punkte auch die Werte
X, und X, zur Verfiigung stehen. Uber eine Kennung bei der Geometrieeingabe ist
die Linie als Gerade zu definieren. Fiir die weiteren inneren Punkte (in diesem Fall
nicht vorhanden) und die FE-Knoten auf der Linie sind bei der Netzerzeugung bzw.
-verfeinerung die konvektiven Koordinaten (hier ©! = ¢) zu speichern.
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Die Linien 4 und 8 sind Freiformkurven. Der topologische Zusammenhang (Nummern
der Endpunkte, Durchlaufsinn, innere Punkte) sind dem Topologiemodell zu entneh-
men. Eine Kennung bei der Eingabe definiert diese Linie als Freiformkurve, so daf
anschlielend die hierzu notwendige Definition erfolgen muf}. Im Programmsystem INA-
OPT ist die Darstellung dieser Linienart in der Bernstein—Form des Bézier—Polynoms

X =X"(t) = zanf(t) Y, (7.2)

=0

realisiert, siehe hierzu Farin [39]. Dabei gilt fiir die Gestaltsfunktionen der Zusammen-

hang

ML) = (7)#(1 _— (7.3)

4

Diese Situation ist in der Darstellung 7.5 aufgezeigt.

Y

Abbildung 7.5: Darstellung einer Bézier—-Kurve

Fiir die Freiformkurven ist die Angabe von Entwurfsvariablen nicht sinnvoll, und die
Definition der Kurve erfolgt unmittelbar in den GréBen des parametrischen Geometrie-
modells. Dieser Zusammenhang ist bei der Optimierung zu beachten.

Die Linien 2 und 5 stellen Kreissegmente dar, die aufbauend auf der topologischen
Darstellung durch die Angabe der Entwurfsvariablen, d.h. in diesem Fall durch die
Angabe der definierender Variablen

1.) Parameter der beschreibenden Gleichung 2. Ordnung oder
2.) Kreismittelpunkt und Radius oder

3.) Nummern von drei Punkten auf dem Kreis
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exakt beschrieben werden kann. Die Eingabe kann in der jeweils einfachsten Form
erfolgen, da intern zwischen den Darstellungsarten umgerechnet wird.

Aus dem Entwurfsvariablenmodell ist das parametrische CAD-Modell herzuleiten, das
in drei verschiedenen Formen erfolgen kann.

1. Die analytische Beschreibung der Punkte auf dem Kreis in Abhéngigkeit der
natiirlichen Parametrisierung durch den Winkel

XlzX;l—l—rcosc,o und X2:an+rcosc,o.

2. Exakte parametrische Beschreibung durch rationale Bézier-Kurven.

3. Approximative parametrische Beschreibung durch Bézier-Kurven.

Der Ubergang von den Entwurfsparametern zu der dritten, approximativen Darstellung
wird beispielhaft fiir den Kreisbogen dargestellt. In diesem Fall sei die Darstellung
der Lage der Kontrollpunkte fiir einen Kreishogen mit dem Offnungswinkel ¢, gemaf

Abbildung 7.6 dargestellt.

Abbildung 7.6: Approximation eines Kreisbogens durch eine Bézier—-Kurve

Der Kreis besitzt den Radius r und sein Mittelpunkt befindet sich im Punkt (X} X2).
Fiir den Anfangs- und Endwinkel ¢, bzw. ¢, des Kreisbogens gilt
X2 - X? X - X?

2 und Y, = arctan —=

Xl X2 X XL

pq, = arctan

Der Offnungswinkel ist durch ¢, = @, — ¢ gegeben. Aus der Darstellung ist die
Abhéngigkeit der Kontrollpunkte Y; =Y,,Ys, Y; und Y, = Y, von den Koordinaten
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(XL, X2) und vom Radius r in der Form

Yyl = X}n—l—r COS (; flir =14
Yyl = X}n + 7T cos; flir =23
YZ»2 = an—l—r sin @; fir =14
Y? = X2 47 sing; fir ¢+=2,3

mit der Abkiirzung
”

T s e

COS 3

gegeben. Dabei bezeichnet ¢; den zum Kontrollpunkt Y; gehérenden Winkel. Mit die-
sen Beziehungen kénnen die partiellen Ableitungen der Kontrollpunktkoordinaten nach
dem Radius r berechnet werden und es gilt

COS (; fir :=1,4

_ . 74
3P e i=2,3 (74)

oy}t
or

%o
COS 3

sowie entsprechend fiir die Y?-Koordinate

sin @; fir :=1,4

PP i i=2.3 (7.5)

or

%o
COS 3

Weitere Ableitungen kénnen in analoger Weise hergeleitet werden. Damit ist die para-
metrische Darstellung der Linien dieses Beispiels dargestellt worden.

Fir die parametrische Darstellung der Flachen sind folgende Lésungen in INA-OPT
implementiert (siehe hierzu auch die Anmerkungen zum Programmpaket CARAT in
den Arbeiten von Bletzinger, Kimmich, Ramm, z.B. [19], [54], [21]):

e Bilineare Lagrange-Elemente (Vorbelegung, falls keine weitere Definition erfolgt),

o Quadratische Lagrange-Elemente,

Bézier-Flachen-Darstellung,

Coons-Flachen-Darstellung und die

Lofted-Surfaces-Flachen-Darstellung.

In diesem Beispiel erfolgt die parametrische Flachendarstellung wahlweise nach dem
Konzept Bézier-Flachen-Darstellung bzw. der Coons-Flachen-Darstellung, die durch
Eingabe einer Kennung definiert wird. Das Topologiemodell liefert wieder den Zusam-
menhang der Flachen zu den definierenden Linien, aus der fiir die Randkurven bereits
die parametrische Darstellung durch Vervollstandigung der eindimensionalen Darstel-
lung ermittelt werden kann. Fiir die Coons-Flachen-Darstellung ist die Parametrisie-

rung innerhalb der Flache durch die Angabe der Randlinienbeschreibung gegeben, d.h.
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es sind neben der Definition der Flache tiber die einzugebende Kennung keine weiteren
Eingaben erforderlich.

In der Abbildung 7.7 sind die Kontrollpunkte des CAD-Modells der Scheibe mit Loch
eingetragen. Fiir Kontrollpunkte, deren Koordinaten in den Optimierungsaufgaben als
Designvariablen definiert werden, wird eine Nummerierung eingefithrt. Somit ist aus
dem Topologiemodell nach Abbildung 7.3 und der Darstellung der Kontrollpunkte zu
erkennen, daf} die Linien 1,2,5,8 gemafl Gleichung 7.2 als Bézierkurven mit 2,3 bzw.
4 inneren Kontrollpunkten beschrieben werden.

Kontrollpunkte im CAD-Modell
COONS-Flachenmodell Bézier-Flichenmodell
)
25 -
24 |
23
8 |
18
14 3
16
12 6
11
15 10
9

1 2

Abbildung 7.7: Kontrollpunkte im CAD—-Modell der Scheibe mit Loch

Fiir die Formoptimierung ebener Strukturen ist in der Regel die Coons-Flachenbeschrei-
bung effektiver einzusetzen, da in diesem Fall die Verdnderung der Punkte innerhalb
der Fliache eindeutig durch das Verhalten der vier Randlinien bestimmt ist. Fiir eine
Bézier-Flachendarstellung treten zusatzliche Kontrollpunkte im Gebiet auf, deren Ko-
ordinaten wahrend der Optimierung geeignet modifiziert werden miissen. Dieses fithrt
in der Regel zur Einfithrung von zusétzlichen Nebenbedingungen, um eine akzeptable
Netzgiite zu erhalten (siehe hierzu auch die Bemerkungen in Abschnitt 7.2.3).
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7.1.3.4 Das Technologiemodell

Fiir die Strukturanalyse sind {iber die rein geometrischen Informationen hinaus noch
weitere sogenannte ., Technologiedaten® bereitzustellen. In diesem Fall sind die Angaben
iiber das Material, die Randbedingungen und die Belastung erforderlich.

Technologiedaten

e Randbedingungen geméaf der Darstellung in Abbildung 7.1
o Lasten geméf der Darstellung in Abbildung 7.1
e Materialgesetz: Ogden-Material nach Gleichung (2.75), d.h.

— ~ ¥~ N ~a ~a ~o
W:W(Al,)\z,)\g):Z%{)\lp—l—)\zp—l—)\f :
p=1"—""P

mit den Materialparametern

o = 130, ay=-2.00,  as=>5.0000,
H1 = 063, H2 = —001, H3 = 0.0012

sowie der Bedingung (2.76)
N
Z fip Cp = 240
p=1

an die Materialparameter p, und «,.
Der Schubmodul betragt damit g = 0,4225 N/mm?.

Abbildung 7.8: Technologiedaten der Scheibe mit Loch

Die Definition dieser Technologiedaten erfolgt in den kommerziell verfiigharen Pro-
grammsystemen in der Regel erst mit dem Aufbau eines Berechnungsmodells im Pre-
prozessor des FE-Programmpaketes. Viele industriell eingesetzte CAD-Systeme sowie
die verfiigharen Datenschnittstellen (z.B. IGES, VDA-FS) bieten keine Moglichkeiten
diese Technologiedaten bereits zu Beginn der Konstruktion eines Bauteils der Geome-
trie zuzuordnen.
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7.1.3.5 Das Finite—Elemente—Modell

Die Analyse der durch ein Geometriemodell gegebenen und durch die Technologiedaten
erweiterten Struktur wird iblicherweise durch numerische Nédherungsverfahren durch-
gefithrt. An dieser Stelle wird die Finite-Elemente-Methode betrachtet, die essentiell
auf der Triangulation des Gebietes basiert. Damit stellt sich die Aufgabe, aufbauend
auf dem CAD-Modell ein FE-Netz zu erzeugen. Hierbei spielt die Giite der Netze,
die sich in dem Konvergenzverhalten der numerischen Losung gegen die exakte (nicht
bekannte) Losung wiederspiegelt, eine besondere Rolle. Fiir die Netzverfeinerung wur-
de das in Rust [80] beschriebene und von ihm implementierte Netzadaptionsverfahren
fiir die Verwendung in INA-OPT aufbereitet. Das in Abbildung 7.9 dargestellte Netz
wurde dabei in fiinf Verfeinerungsschritten auf der Grundlage einer linear-elastischen
Berechnung aus dem Startnetz erzeugt. Zunéchst traten zwei gleichméfBige Verfeine-
rungsschritte auf. Anschliefend ergab die dreimalige Anwendung des Verfeinerungskri-
teriums nach Zienkiewicz, Zhu [112] mit einer Schranke von 0.8 fiir den normierten
Fehler das dargestellte Netz, das sich nur aus 4-Knoten-Vierecks-Elementen zusam-
mensetzt.

Startnetz: Verfeinertes Netz:

Abbildung 7.9: FEM—Modell der Scheibe mit Loch

Das Netz enthalt 255 Elemente mit 364 Knoten und 698 Unbekannten. Die Bandbreite
des Gleichungssystems konnte durch den Einsatz einer Knotennummeroptimierung auf
91 begrenzt werden.
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7.1.4 Bemerkungen zur Durchfithrung der Strukturanalyse

Die Berechnung inkompressibler Materialien im ebenen Spannungszustand kann mit ei-
nem reinen Verschiebungsansatz durchgefithrt werden, da in diesem Fall die Inkompres-
sibilitdtsbedingung exakt und zwéngungsfrei erfiillt wird. Damit tritt der unerwiinschte
Effekt des ,Locking® nicht auf, sieche auch Abschnitt 3.5. Das beobachtete numerische
[terationsverhalten in allen Beispielrechnungen weist die gewiinschte quadratische Kon-
vergenz der Verschiebungen in der Nihe der Losung auf.!

Die Scheibe mit Loch kann fiir das in Abbildung 7.9 angegebenen FE-Netz nicht in
einem Schritt auf die geforderte dreifache Linge gestreckt werden. Das Losungsverhal-
ten der Struktur ist entsprechend dem gewéhlten Materialgesetz stark nichtlinear, so
dafl das Newton-Verfahren der nichtlinearen Gleichgewichtsiteration im Startpunkt der
unverformten Konfiguration eine Abstiegsrichtung liefert, die zu einem Iterationspunkt
der Verschiebungen mit Elementdurchdringungen fiihrt.

Etliche Testrechnungen mit unterschiedlich stark verteinerten Netzen lieflen erkennen,
daBl grobe Netze eher unempfindlich sind, wéhrend besonders stark verfeinerte Netze
eine ebenfalls feine Lastinkrementierung benétigten. Als Beispiel sind in Abbildung
7.10 die maximale Verschiebung des Strukturpunktes 4 angegeben, fiir den noch keine
Elementdurchdringung auftritt.

Gleichméfige Verfeinerung Adaptive Verfeinerung Verschiebung [mm]
Startnetz 24.0
1 gleichméBige Verfeinerung 22.0
2 gleichméfige Verfeinerungen 16.0
3 gleichméfige Verfeinerungen 10.9

3 gleichméfige Verfeinerungen 1 adaptive Verfeinerung 10.3
3 gleichméfige Verfeinerungen 2 adaptive Verfeinerungen 10.0

Abbildung 7.10: Angabe der maximal in einem Schritt ohne Auftreten von
Elementdurchdringungen aufzubringenden Gesamtverschiebung bei unterschied-

lichen FE-Netzen

Das hier fiir den ebenen Spannungszustand beschriebene Phanomen tritt bei Berech-
nungen im ebenen Verzerrungszustand und der Beriicksichtigung der Inkompressibi-
litdtsbedingung noch verstarkt auf. Um den Programmabbruch durch ein Auftreten
von Elementdurchdringungen zu vermeiden ist die Gesamtdeformation in vier Schrit-
ten aufgebracht worden.

!Die Berechnung und Optimierung von Materialien im ebenen Verzerrungszustand benétigt die
in Abschnitt 4.2 beschriebene gemischte Finite-Elemente-Methode um die ,, Locking“-Phdnomene zu
vermeiden. An dieser Stelle wird auf eine explizite Darstellung akademischer Beispiele im rdumli-
chen, ebenen bzw. axisymmetrischen Verzerrungszustand zur Beschriankung des Umfangs dieser Ar-
beit verzichtet, siehe hierfiir das in Abschnitt 7.3 behandelte Beispiel der Formoptimierung eines
PKW-Reifens. Die Berechnung und Optimierung der z.B. von Ramm [75] und Parisch [71] behan-
delten Gummischeibe mit Loch fiir den ebenen Spannungszustand und vergleichend fiir den ebenen
Verzerrungszustand ist in Barthold [7] beschrieben.
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Tritt wahrend einer Strukturanalyse innerhalb der Optimierungsberechnung trotz vor-
sichtiger Lastinkrementierung eine Elementdurchdringung auf, so werden einige Line-
Search-Schritte fiir die Designvariablen durchgefithrt bis ein Design erreicht ist, bei
dessen Deformation keine Elementdurchdringungen (in der verformten Konfigurati-
on) auftreten. Diese Problematik kann bei der linearen Finite-Elemente-Berechnung
nicht auftreten, da dort das Gleichgewicht am unverformten Kérper erfiillt sein mufl.
Durch die gewéhlte und in Abschnitt 6.4 beschriebene Art der Netzverdnderung bei
Forméanderung ist das Netz der unverformten Konfiguration stets durchdringungsfrei.

Das unverformte und verformte Netz sowie die Hauptnormalspannungen des Cauchy-
Spannungstensors im verformten Endzustand sind in Abbildung 7.11 dargestellt.

Ergebnisse der Strukturanalyse

. < .641E+00
. to  .189E+01

. to  .313E+01

. to  .437E+01

to  .562E+01
to  .686E+01
to .B10E+01
to  .935E+07

to .106E+02

> 106E+02

MIN.:  —.6025E+00

MAX.:  .1184E+02

Abbildung 7.11: Darstellung des unverformten und verformten Netzes sowie der
Hauptnormalspannungen iiber die verformte Konfiguration
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7.1.5 Ergebnisse der Optimierungsaufgabe

Mit diesem Optimierungsproblem wurde die im weiteren beschriebene Aufgabe unter-
sucht. Fiir die Angaben zu den Bezeichnungen der Linien, Kontrollpunkte und des
eingefithrten Koordinatensystems siehe die Abbildungen 7.1, 7.3 und 7.7.

e Zielfunktion:
Minimierung des Gesamtgewichts

e Nebenbedingungen:

— Beschriankung der maximalen Hauptnormalspannungen 77 des
Cauchy-Spannungstensors T der Momentankonfiguration unterhalb
der Grenzspannung von 9,0 N/mm?

— Beschrankung der Verschiebung der Punkte 2 und 3

Uy < 2,5mm und vy < 25, 0mm

— Gewéhrleistung der G'-Stetigkeit der Linien 4 und 8, d.h. die Kon-
trollpunkte 8, 18,23 miissen auf einer Geraden liegen.

— Gewéhrleistung der G'-Stetigkeit der Linie 4 fiir die symmetrische
Ergénzung des Berechnungsmodells zur Gesamtgeometrie, d.h. die
Kontrollpunkte 1 und 15 miissen gleiche z-Koordinaten besitzen.

e Designvariablen:
x-Koordinaten der Kontrollpunkte 1,15,16,17,18,8,23,24 der dufleren
Linie nach Abbildung 7.7 mit den Schranken 0 < zxp < 4,5mm.

Abbildung 7.12: Definition des Optimierungsproblems

Die maximale Hauptnormalspannung 77 des Cauchy-Spannungstensors T ergibt fiir
die Ausgangsgeometrie nach Abbildung 7.11 einen Wert von T; = 11,84 N/mm?, der
iiber dem gewiinschten Grenzwert von 9,0 N/mm? liegt. Dies fithrt dazu, das die Op-
timierung im unzuldssigen Bereiches der Designvariablen beginnt. Fiir die numerisch
effektive Behandlung der Optimierungsaufgabe wurden die Zielfunktion, Nebenbedin-
gungen und Designvariablen durch Division mit den jeweiligen Startwerten normiert.
Dieses fithrt zu einer giinstigeren Kondition der BEFGS-Approximation der Hessematrix
der Lagrangefunktion dieses Optimierungsproblems, siehe z.B. die Bemerkungen hierzu

in Schittkowski [84], [85], [86].

Der Algorithmus konnte die Optimierungsaufgabe unter Verwendung der vollstandig
analytisch bereitgestellten variationellen Sensitivitidten effektiv 16sen. Fiir die optimier-
te Geometrie der Scheibe mit Loch sind in Abbildung 7.13 das Finite-Elemente-Netz
und die Lage der Kontrollpunkte dargestellt. In Abbildung 7.14 werden die deformier-
ten Konfigurationen sowie deren Spannungszustande (aufgetragen tiber die unverformte
Konfiguration) der Ausgangsgeometrie und der optimierten Form gegeniibergestellt.
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Finite-Elemente-Netze

Startgeometrie Losungsgeometrie

Lage der Kontrollpunkte

Startgeometrie Losungsgeometrie

Abbildung 7.13: Vergleich der Ausgangsgeometrie mit der optimalen Form
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Deformation und Spannungszustand der Startgeometrie
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Deformation und Spannungszustand der Loésungsgeometrie

B < soier00
B 27Ei00
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B 5200
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MAX.:  .9057E+01

Abbildung 7.14: Darstellung der Deformation und des Spannungszustands der

optimalen Form
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Diese Optimierungsberechnung (wie auch alle weiteren) wurde mit dem SQP-Verfahren
in einer Implementation von Prof. K. Schittkowski, Universitdt Bayreuth, durchgefiihrt
(siehe die Bemerkungen hierzu in Abschnitt 6.1).? Die Leistungsdaten des Algorithmus
sind in der nachfolgenden Tabelle aufgefithrt. Die Bezeichnungen fiir die angegebenen
Werte sind der Quelle des SQP-Verfahrens entnommen und austiihrlich in den Arbeiten
von Schittkowski beschrieben.

Wert der Zielfunktion im Startpunkt fo 24.0
Wert der Zielfunktion im Lésungspunkt fr 22.7
Anzahl der Iterationsschritte ITER 18
Anzahl der Funktionsauswertungen NFUNC 20
Anzahl der Gradientenberechnungen NGRAD 18
Norm der Lagrangefunktion GLNOR 1.9-107*
Verletzung der Nebenbedingungen SRES 9.0 - 10716
Abbildung 7.15: Leistungsdaten des Optimierungsalgorithmus

Im Loésungspunkt ergeben sich fiir die Kontrollpunkte 1,15,16,17,18,8,23,24 und 25
die folgenden Werte der z-Koordinaten (in gleicher Reihenfolge)

0,4604; 0,4604; 2,1307; 4,50; 4,392; 4,186, 3,984: 3,962; 2,416.

Dabei befindet sich die Koordinate des Kontrollpunktes 17 auf der oberen Schranke
von 4,5mm. Fin weiterer Abstieg der Zielfunktion ist daher bei der Aufgabe dieser
Schranken fiir die Koordinatenwerte der Kontrollpunkte moglich.

Die Behandlung einer modifizierten Optimierungsaufgabe, bei der die Lochform zur
Gewichtsminimierung verandert werden kann ist, in Barthold [7] vorgenommen worden.

2Fiir die freundliche Bereitstellung seiner Realisation des SQP-Verfahrens mochte ich Hernn Prof.
K. Schittkowski, Universitdt Bayreuth, recht herzlich danken.
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7.2 Identifikation der Materialparameter und der
Geometrie aus dem Deformationsverhalten der
Struktur

7.2.1 Problemstellung

Das Deformationsverhalten einer Struktur ist von den gewdhlten Materialparametern
des betrachteten Materialgesetzes und von der Geometrie abhéngig. Die Losung der
Randwertaufgabe, d.h. die Bestimmung des Verschiebungszustandes, kann nach Dis-
kretisierung der Struktur z.B. mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode berechnet wer-
den.

Eine wichtige Problemstellung ist mit der Umkehrung der tiblichen Aufgabenstellung
der Strukturanalyse gegeben. Hierbei ist das Deformationsverhalten aus Versuchen
bzw. aus den Zielvorstellungen des Ingenieurs im Konstruktionsprozef§ bekannt und es
sind die Materialparameter bzw. die geometrische Form der Struktur gesucht, die ein
solches gewiinschtes Deformationsverhalten erzeugen. Man spricht in diesem Fall vom
inversen Problem, das insbesondere aus mathematischer Sicht beziiglich der Existenz
und Regularitdt von Losungen nicht trivial zu 16sen ist. Auf diese mathematischen
Aspekte soll hier nicht eingegangen werden.

Ein algorithmisches Lésungskonzept zur Behandlung inverser Probleme, d.h. zur Be-
stimmung der unbekannten Materialparameter und der unbekannten geometrischen
Form, soll im weiteren erldutert werden. Hierzu sind in Abbildung 7.16 die Verschie-
bung eines signifikanten Punktes der Struktur tiber der Zeit ¢ aufgetragen. Bei quasi-
statischen Prozessen wird durch den Parameter ¢ der inkrementelle Belastungsvorgang
beschrieben.

A Verschiebungen Vi, V;

Berechnung V;

Messungen V; Belastungsstufe ¢

Abbildung 7.16: Lastverschiebungskurve fiir Messung und Berechnung
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Die Kurve V mit den diskreten Verschiebungen V; zu den Zeiten (bzw. Lastinkre-
menten) ¢; stellt den vorgegebenen (Messung oder Zielvorstellung des Ingenieurs) Ver-
schiebungszustand dar, wihrend dagegen die Kurve V' mit den diskreten Werten V;
die numerisch mit Hilfe der Finite Elemente Methode erzielten Ergebnisse fiir einen
Schatzwert der Materialparameter bzw. der Geometrie angibt.

Das Ziel eines algorithmischen Optimierungsprozesses ist es, die Unterschiede zwischen
den vorgegebenen Werten der Messung V; und den Ergebnissen der numerischen Be-
rechnung V; durch systematische Veranderung der Materialparameter bzw. der Geo-
metrie zu verringern. Dies fithrt dazu, daB das Fehlerquadrat zwischen V; und V; als
Zielfunktion gewdhlt wird, d.h.

f= Z (Vi = Vi)? = min. (7.6)

Dabei bezeichnet nlast die Anzahl der betrachteten Werte bei unterschiedlichen Mef3-
punkten und unterschiedlichen Laststufen.

Wie bereits erwahnt, ist die Behandlung inverser Probleme sowohl aus theoretischer
als auch aus algorithmischer Sicht keineswegs trivial zu behandeln, so dafl an dieser
Stelle eine sinnvolle Einschrdankung der Problematik vorgenommen wird. Um die An-
wendungsmoglichkeiten und die Leistungstéhigkeit des entwickelten Programmsystems
darzustellen, ist es erlaubt und sinnvoll, den mit der Finite Elemente Methode verbun-
denen Diskretisierungstehler aus der Betrachtung auszuschlieflen. Zu diesem Zweck wird
der vorgegebene Verschiebungszustand V; ebenfalls mit der Finite-Elemente-Methode
unter Verwendung der gleichen Diskretisierungsstufe wie bei der spateren Berechnung
der Verschiebungen V; erzeugt. Damit reduziert sich in diesem Fall die Problemstel-
lung der Materialparameter- und Geometrieidentifikation auf ein Wiedererkennen von
Materialparametern und Geometrie nach einer Stérung. In diesem Fall ist somit auch
die Losbarkeit des inversen Problems gesichert.

Die effiziente algorithmische Behandlung dieser Aufgabe ist notwendige Voraussetzung
fiir die weitere Anwendung auf praxisrelevante Beispiele.
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7.2.2 Wiedererkennung der Materialparameter

Als erstes Beispiel wird die Scheibe mit Loch in ihrem Ausgangsdesign gemafl Abbil-
dung 7.1 und der Diskretisierung nach Abbildung 7.9 betrachtet, die unter der ange-
gebenen Streckenlast bis auf die dreifache Ausgangslénge gedehnt wird.

Die Struktur wird im ebenen Spannungszustand als inkompressibles Material mit Hil-
fe der Verschiebungsmethode, siehe die Abschnitte 2.5, 2.6, 4.1, in einer Darstellung
beziiglich der Groflen der Momentankonfiguration gerechnet. Die Berechnung ist in
diesem Fall mit der reinen Verschiebungsmethode sinnvoll méglich, da die Inkompres-
sibilitdtsbedingung zwangungstrei erfiillt werden kann.

Fiir das betrachtete Ogden Materialgesetz nach Gleichung (2.75) seien die Materialpa-
rameter (Materialdatensatz A)

ay = 1,3000 as = —2.0000 as = 5,0000
1 = 0, 6300 112 = —0.0100 ft5 = 0,0012

vorgegeben. Damit koénnen die Verschiebungen V; fiir 5 signifikanter Strukturpunkte
(horizontale Verschiebungen der Punkte 1, 2, 5 sowie vertikale Verschiebungen der
Punkte 3, 4 und 5 (siehe Abbildung 7.3)) iiber 10 Laststufen (mit je 20% Dehnung) bis
zur Gesamtdehnung von 200 % protokolliert werden. Damit sind insgesamt nlast = 60
Informationen iiber den Deformationszustand vorhanden.

Die Wiedererkennung der urspriinglichen Materialparameter (Materialparameterdaten-
satz A) aus dem Deformationsverhalten wird durch die Minimierung der Zielfunktion
nach Gleichung (7.6), ausgehend von einem um 20% gestorten Datensatz B

o = 1,5000 oy = —1.6000 as = 4,0000
w1 = 0,5540 po = —0.0125 ps = 10,0015,

untersucht. Da die Werte V; mit dem gleichen FE-Modell in einer Strukturanalyse
ermittelt wurden, ist das Minimum f = 0 bekannt und kann mit dem Optimierungs-
modell erreicht werden.

Zunichst wurde die Wiederermittlung jeweils zweier in Beziehung stehender Material-
parameter, d.h. von o, und p,,, durchgefiithrt. Dabei waren die restlichen Materialpara-
meter mit dem exakten Wert aus dem Materialparameterdatensatz A angegeben und
nicht als Designvariablen definiert worden. Die Leistungsdaten des Algorithmus sind
in den nachfolgenden Abbildungen dargestellt.

1. Designvariable oy, py: siche Abbildung 7.17
2. Designvariable ag, fi5: sieche Abbildung 7.18
3. Designvariable as, pi5: sieche Abbildung 7.19

Die ersten beiden Problemstellungen wurden bei Skalierung der Zielfunktion, Nebenbe-
dingungen und Designvariablen durch den Startwert bearbeitet. Diese Problemformu-
lierung war in der dritten Aufgabenstellung nicht erfolgreich, sondern eine unskalierte
Problembehandlung lieferte die besten Resultate. In allen drei Problemstellungen wur-
den die Materialparameter mit einer hohen Genauigkeit wiedererkannt.
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Problem 1: Designvariable a4, y1, Problemformulierung mit Skalierung

Wert der Zielfunktion im Startpunkt fo 60.0
Wert der Zielfunktion im Lésungspunkt fr 1.7-107°
Anzahl der Iterationsschritte ITER 14
Anzahl der Funktionsauswertungen NFUNC 22
Anzahl der Gradientenberechnungen NGRAD 14

Norm der Lagrangefunktion GLNOR 1.1-107!
Verletzung der Nebenbedingungen SRES 0.0

Abbildung 7.17: Problem 1: Leistungsdaten des Optimierungsalgorithmus

Problem 2: Designvariable «y, yi5, Problemformulierung mit Skalierung

Wert der Zielfunktion im Startpunkt fo 60.0
Wert der Zielfunktion im Lésungspunkt fr 1.1-107°
Anzahl der Iterationsschritte ITER 21
Anzahl der Funktionsauswertungen NFUNC 21
Anzahl der Gradientenberechnungen NGRAD 21

Norm der Lagrangefunktion GLNOR 5.5-1072
Verletzung der Nebenbedingungen SRES 0.0

Abbildung 7.18: Problem 2: Leistungsdaten des Optimierungsalgorithmus

Problem 3: Designvariable as, us, Problemformulierung ohne Skalierung

Wert der Zielfunktion im Startpunkt fo 1.4-1073
Wert der Zielfunktion im Lésungspunkt fr 1.3-1078
Anzahl der Iterationsschritte ITER 11
Anzahl der Funktionsauswertungen NFUNC 12
Anzahl der Gradientenberechnungen NGRAD 11
Norm der Lagrangefunktion GLNOR 5.0 1072
Verletzung der Nebenbedingungen SRES 0.0
Abbildung 7.19: Problem 3: Leistungsdaten des Optimierungsalgorithmus
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Fiir die gleichzeitige Definition aller sechs Materialparameter ergab sich das Iterations-

ergebnis nach Abbildung 7.20.

Wert der Zielfunktion im Startpunkt fo 30.6
Wert der Zielfunktion im Lésungspunkt f 3.3-107*
Anzahl der Iterationsschritte ITER 32
Anzahl der Funktionsauswertungen NFUNC 65
Anzahl der Gradientenberechnungen NGRAD 32

Norm der Lagrangefunktion GLNOR 2.3-10™
Verletzung der Nebenbedingungen SRES 6.3-107°

Abbildung 7.20: Leistungsdaten des Optimierungsalgorithmus fiir die Definition
aller Materialparameter als Designvariable

In diesem Fall wurde ebenfalls nicht skaliert. Weiterhin wurden fiir den Strukturpunkt
4, der in der Berechnung zur Ermittlung der Sollwerte die Verschiebung gesteuert hat,
Nebenbedingungen eingefithrt, d.h. die vertikalen Verschiebungen diirfen nicht wesent-
lich (Schranke 107°) von den vorgegebenen Verschiebungen abweichen. Die Einfithrung
dieser Nebenbedingungen wirkte sich positiv auf den Iterationsverlauf aus. Der grofie
Wert fiir die Norm der Lagrangefunktion ist durch die grolen Werte der Penaltypara-
meter (107) fiir die nicht eingehaltenen Nebenbedingungen zu erkliren, der sich dadurch
ergibt, dafl der gesamte Iterationsverlauf im unzulassigen Bereich verlief.

Nach Beendigung der Iteration ergeben sich die Materialparameter zu

a1 = 1,3020 as = —2.00676 as = 5,06070
1 = 0,6323 (12 = —0.0075 115 = 0,00108

und sind damit (bis auf ps) hinreichend genau wiedergefunden. Fiir diese Material-
parameter ergab sich eine Abweichung von 50 %, die mit der geringen Anderung der
Deformation bei Anderung dieser Variablen zu erkliren ist. An dieser Stelle tritt der
grofle Unterschied in den nichtskalierten Designvariablen nachteilig in Erscheinung. Zur
Behebung dieser Problematik ist eine problemgerechtere Definition des Optimierungs-
problems anzugeben, d.h. insbesondere die Vorgabe der Zielwerte der Verformung mit
einer héheren Genauigkeit, Vorgabe der Verformungen weiterer Strukturpunkte und ei-
ne effektivere Formulierung fiir den mathematischen Optimierungsalgorithmus. Die Be-
deutung und richtige Angabe der Sensitivitdten der Deformation eines hyperelastischen
Materialgasetzes unter groflen Deformationen bei Verdnderung der Materialparameter
bleibt von der Problematik hiervon jedoch unberiihrt.

Damit ist der erfolgreiche Einsatz des Optimierungsalgorithmus und insbesondere die
Leistungsfahigkeit der hierfiir notwendigen Sensitivitidtsanalyse gezeigt worden.
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7.2.3 Wiedererkennung der Geometrie

An diesem Beispiel soll die Anwendung des Algorithmus auf die Wiedererkennung der
Geometrie aus dem Deformationsverhalten der Struktur dargestellt werden. Zu diesem
Zweck wurde fiir eine beliebig gewdhlte geometrische Form der Scheibe mit Loch (im
weiteren mit ,, Losungsgeometrie® benannt) mit der angegebenen Diskretisierungsstufe
(siehe Abbildung 7.21) das Deformationsverhalten fiir mehrere Strukturpunkte (hori-
zontale Verschiebungen der Punkte 1, 2, 5 und vertikale Verschiebungen der Punkte
3, 4, 5 (siehe Abbildung 7.3) und 4 Laststufen (50%, 100%, 150% und 200% Dehnung)
protokolliert. Damit stehen insgesamt nlast = 24 Informationen aus dem Deformati-
onszustand der Struktur zur Verfiigung.

Losungspunkt der Geometrie FE-Netz der Losungsgeometrie

(NN NI N N W

Abbildung 7.21: Losungspunkt bei der Wiedererkennung der Geometrie und zu-
gehorige Diskretisierungsstufe

Die Optimierungsaufgabe besteht damit in diesem Fall in der Wiedererkennung der
geometrischen Form durch die Minimierung der Zielfunktion nach (7.6), d.h. von

Als Designvariablen sind die horizontalen Koordinaten der Kontrollpunkte mit den
Nummern 1,15,16,17, 18, 8,23, 24 nach Abbildung 7.7 gewdhlt worden.
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Als Startwert fiir die Optimierungsberechnung (im weiteren mit ,,Startgeometrie* be-
nannt) wurde die Geometrie nach Abbildung 7.1 gewahlt. Fiir die numerischen Be-
rechnungen wurde sowohl fiir die Startgeometrie als auch fiir die Lésungsgeometrie
die identische Verfeinerungsstufe, d.h. eine dreimalige gleichmafige Verfeinerung aus-

gewahlt (siehe Abbildung 7.22).

FE-Netz der Startgeometrie FE-Netz der Losungsgeometrie

(NN NI N N W

Abbildung 7.22: FE-Netze fiir die Start- und Lésungsgeometrie

Die wesentlichen Leistungsdaten des Iterationsalgorithmus zur Identifi
der folgenden Tabelle angegeben.

kation sind in

24.0
8.0-1077
21

21

21
1.9-107*
9.0 -1071°

Wert der Zielfunktion im Startpunkt fo
Wert der Zielfunktion im Lésungspunkt =
Anzahl der Iterationsschritte ITER
Anzahl der Funktionsauswertungen NFUNC
Anzahl der Gradientenberechnungen NGRAD
Norm der Lagrangefunktion GLNOR
Verletzung der Nebenbedingungen SRES
Abbildung 7.23: Leistungsdaten des Optimierungsalgorithmus
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Auf zwei wichtige Aspekte fiir den Einsatz adaptiver FE-Verfahren fiir die Formopti-
mierung soll an dieser Stelle eingegangen werden. Zunéchst sei die Verdnderung des
Tragverhaltens einer Struktur bei Optimierung erwéhnt, die sich beim Einsatz adap-
tiver FE-Verfahren durch die Ausbildung weiterer oder ganzlich anderer Adaptions-
zonen bemerkbar macht. Zur Verdeutlichung wurde auf die Ausgangsgeometrie und
die Losungsgeometrie die gleichen Adaptionskriterien angewandt, die unterschiedli-
che adaptive Netze liefert. Der effektive Einsatz der Adaptionsverfahren innerhalb der
Formoptimierung ist von grofler Bedeutung fiir den algorithmischen Verlauf.

Adaption fiir Startgeometrie Adaption fiir Losungsgeometrie

AN
(AN W
AN
N

NA AV
VA

Abbildung 7.24: FE-Netze fiir die Start- und Lésungsgeometrie

Weiterhin ist die sinnvolle Definition der Netzverdnderung bei GeometrieAnderung
zu erwidhnen, die in der vorgenommenen Implementation von der Wahl der CAGD-
Flachenbeschreibung abhangt.

Bei der Verwendung einer Bézier-Flachen-Beschreibung, wobei die inneren Kontroll-
punkte der Fléache 3 bei Verdnderung der dufleren Linie konstant bleiben, ergibt sich
das Netz nach Abbildung 7.25. Man erkennt, daf sich im Extremfall grofler Lagednde-
rungen der Kontrollpunkte der Randlinie sehr stark verzerrte Elemente ausbilden. Die
in der optimalen Form unbefriedigende Form der Elemente im Grenzbereich der Geo-

metrieflichen wird durch die Wahl einer COONS-Beschreibung deutlich verbessert.

Sind die Geometrieanderungen jedoch sehr grof}, so sind die in Abschnitt 6.4 genannten
MafBinahmen (Neuvernetzung, Anwendung geometrischer Adaptionskriterien, Netzver-
groberungsstrategien) anzuwenden.
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Gleichméfiiges FE-Netz Gleichméfliges FE-Netz
fiir eine fiir eine

Bézier-Flachenbeschreibung  COONS-Fléachenbeschreibung

(NN NI N N W

Abbildung 7.25: FE-Netze der Losungsgeometrie fiir eine Bézier- bzw. COONS-
Flachenbeschreibung

Der Spannungs- und Deformationszustand der Lésungsgeometrie nach Abbildung 7.21
wird an dieser Stelle nicht dokumentiert, da er sich wegen der dhnlichen geometrischen
Form zur Struktur nach Abbildung 7.21 nicht wesentlich von den in den Abbildungen
7.13 und 7.14 angebenenen Deformations- und Spannungszustdnden unterscheidet.
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7.3 Formoptimierung einer Normprobe

7.3.1 Problemstellung

In diesem Abschnitt wird die S2-Normprobe nach DIN 53504 betrachtet, siehe Abbil-
dung 7.26. Der Ubergangsbereich zwischen dem Kopf der Probe mit der Breite by, und
dem Steg mit der Breite b wird durch die Anordnung von zwei Kreisbégen mit den
Radien r; und ry gebildet. Damit ergibt sich ein unstetiger Verlauf der Randlinien-
kriitmmung.

]

—/—/"’_&r LLAOJ o]

Gesamtlénge [ 75,0 mm
Breite der Kopfe by, 12,5 mm
Lénge des Stegs ls 25,0 mm
Breite des Stegs b 4,0 mm
Ubergangshalbmesser, innen 1 12,5 mm
Ubergangshalbmesser, aufien T2 8,0 mm
Dicke a 2,0 mm
MeBlénge L, 20,0 mm
Querschnitt in Stegmitte A, 8,0 mm?

Abbildung 7.26: S2-Normprobe nach DIN 53504

Die Berechnung der Normprobe zeigt bereits fiir kleine Verzerrungen unabhéngig vom
gewahlten Materialgesetz Spannungskonzentrationen auflerhalb des Bereichs homoge-
ner Deformationen. Aus diesem Grund wurde zunéchst die Normprobe fiir einen Stahl-
querschnitt St 37 mit dem Elastizitdtsmodul von £ = 210000 m]T\;ﬁ und der Querkon-

traktionszahl von v = 0, 3 untersucht, dessen Materialverhalten durch das kompressible
St. Venant-Kirchhoff-Materialgesetz (siehe auch Ciarlet [28]) beschrieben wurde®

. A
W=W(E)= 3 (trE)2 + u trE2,

Fiir die gewdhlten kleinen Verzerrungen ergibt sich im homogenen Bereich die Haupt-
normalspannung P; = 10 m]:;z) des 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstenors P, den die Span-
nungskonzentration um 10% tiberschreitet (sieche Abbildung 7.27). Damit ist die Gefahr
des unerwiinschten Reiflens der Probe auferhalb des homogenen Dehnungsbereiches

erhoht gegeben.

3Die Wahl dieses geometrisch nichtlinearen Materialgesetzes erfolgte zur Verdeutlichung der Lei-
stungsfahigkeit der realisierten analytischen Sensitivitdtsanalyse.
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FE-Netz und Spannungszustand der S2—-Normprobe

. < L335E+01

B oo

. to  .506E+01

. to .592E+01

to  .678E+01
Homogener to  .764E+01
Spannungszustand
. 2 to  .B48E+01
Pr =10,00 N/mm
to .935E+401

to  .102E+02

> 102E+02

MIN.:  .2493E+01

MAX.:  1107E+02

Darstellung der Spannungskonzentration

Spannungskonzentration
Hauptspannung

Py =11,07 N/mm?

Abbildung 7.27: FE-Netz der Normprobe und Angabe des Spannungszustandes
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7.3.2 Die Definition des Optimierungsproblems

Das Ziel der folgenden Untersuchung ist die Reduktion der Spannungsspitzen auBer-
halb des homogenen Verzerrungsbereiches durch die Variation der Form der Randlinie.
Erwiinscht ist dabei die Reduktion der maximalen Hauptnormalspannung auf einen
Wert unterhalb der maximalen Hauptnormalspannung im homogenen Bereich.

Eine direkte Formulierung, d.h. die Wahl der maximalen Hauptspannung als die zu
minimierende Zielfunktion bei Veranderung des Randlinienverlaufes, fithrt zu einer un-
erwiinschten Aufweitung der Probe im Ubergangsbereich zwischen Steg und Kopf, die
algorithmisch in einem lokalen Minimum mit einer nicht erwiinschten Geometrie der
Normprobe endet. Die Definition der Kriitmmung der Randlinie als Zielfunktion unter
Beachtung der Beschrankungen in den Spannungen wurde bisher nicht betrachtet.

Als Zugang zur Losung wurde in diesem Beispiel die gléattenden Eigenschaft der Ge-
wichtsminimierung benutzt. Hiermit ist die Tatsache gemeint, das sich bei Gewichts-
minimierung im Ubergangsbereich der gerade Randlinienverlauf des Steges einstellen
wird. Als Nebenbedingungen werden die Hauptnormalspannungen in den Elementen
des Ubergangsbereiches betrachtet, die unterhalb der Spannung des homogenen Berei-
ches liegen sollen. Dabei werden die Gradienten durch die besonderen Eigenschaften des
SQP-Verfahrens nur fiir aktive Nebenbedingungen berechnet, was den Berechnungs-
aufwand betrachtlich mindert. Weiterhin ist fiir die Beurteilung des algorithmischen
Verlaufes zu beachten, das der Startpunkt der Iteration im unzulédssigen Bereich liegt.

Die Geometrie der Normprobe, d.h. der Verlaut der dufleren Form der Probe in der
dargestellten Form mit zwei Kreishogen, wird approximativ durch die Angabe von
zwei Bézierkurven mit jeweils vier inneren Kontrollpunkten modelliert (Linie 1 mit den
Kontrollpunkte A,1,2,3,4, M und Linie 2 mit den Kontrollpunkten M,5,6,7,8, F).
Die Koordinaten der Kontrollpunkte der Bézierkurven stellen dabei die Designvariablen
im Optimierungsproblem dar (siehe Abbildung 7.28). Damit kann sich die Randlinie
als Freiformlinie entsprechend der Notwendigkeit der Spannungsreduktion einstellen.

Berechnungsmodell Kontrollpunkte und deren Koordinaten

A A: (2,0000; 25,0000)
1: (2,0000;23,9470)
2: (2,2066; 22, 9083)
3: (2,5469; 21, 9073)
4: (3,0152; 20, 9595)

M: (3,6585; 20, 1229)
5: (4,6637; 18,8157)
6: (5,3954: 17, 3348)
7: (5,9272; 15, T708)
8: (6,2500; 14, 1508)
E: (6, )

6,2500; 12, 5025

|5

z E

Abbildung 7.28: Kontrollpunkte fiir die Randlinienbeschreibung der S2-

Normprobe
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7.3.3 Die Ermittlung einer optimaler Form fiir die Norm-
probe

Fiir diese Problemlésung sind die z-Koordinaten von insgesamt 9 Kontrollpunkten bei-
der Randkurvenbeschreibungen, d.h. die z-Koordinaten der Kontrollpunkte 1,2,3,4, M,
5,6,7,8, als Designvariablen definiert worden. Damit sind innerhalb des gewé&hlten
Modells die maximalen Beschreibungsmoglichkeiten gegeben. Bei der Ermittlung der
Losungsgeometrie zeigte der Optimierungsalgorithmus das in Abbildung 7.29 angege-
bene Verhalten.

Wert der Zielfunktion im Startpunkt fo 2.00
Wert der Zielfunktion im Lésungspunkt fr 1.36
Anzahl der Iterationsschritte ITER 348
Anzahl der Funktionsauswertungen NFUNC 358
Anzahl der Gradientenberechnungen NGRAD 348
Norm der Lagrangefunktion GLNOR 1.1-107
Verletzung der Nebenbedingungen SRES 2.6-1072
Abbildung 7.29: Leistungsdaten des Optimierungsalgorithmus

Fiir die Spannungskonzentrationen wurde eine Beschrankung auf eine 0,5%-tige Uber-
schreitung des Nominalwertes gewahlt, die mit einer Genauigkeit (Abbruchgenauigkeit
des SQP-Verfahrens) von ACC = 107" eingehalten werden sollte. Nach Beendigung
des Iterationsprozesses ergab sich hieraus eine maximale Hauptnormalspannung von
10,09 m]T\;ﬁ und damit eine 0,9%-tige Uberschreitung des Grenzwertes (siehe Abbildung
7.30).

Die grofie Anzahl der Iterationsschritte erklart sich damit, dal durch den starken Ein-
flul der Zielfunktion (Gewichtsminimierung) ein Verlassen des Bereiches unzulassiger
[terationspunkte der Designvariablen (Nebenbedingungen sind verletzt) nicht erfolgte.

Vielmehr verlief der gesamte Iterationsprozefl im unzulédssigen Bereich und endete, als
die Nebenbedingungen nur noch minimal (bezogen auf die vorgegebene Abbruchgenau-
igkeit) verletzt waren.

Das beschriebene Iterationsverhalten verdeutlicht, daff die Wahl der Zielfunktion zwar
zum gewlinschten Ergebnis fithrt, die Problembeschreibung iiber die gléattende Eigen-
schaft der Gewichtsminimierung jedoch nicht optimal ist. Andererseits zeigt der Ver-
gleich der Anzahl der Funktionsauswertungen und der Anzahl der Gradientenberech-
nungen, daf die algorithmische Umsetzung richtig erfolgt ist.

Neben der formal richtigen algorithmischen Umsetzung der Optimierungsaufgabe muf
somit besonderer Wert auf eine problemgerechte Modellierung des Optimierungsziels
gelegt werden.
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FE-Netz und Spannungszustand der optimierten Form
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Pr =10,00 N/mm
to  .792E+401
to  .900E+01
> .900E+01
i
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Gt mpae
MAX.:  .1009E+02

Darstellung der Spannungskonzentration

Spannungskonzentration
Hauptspannung

Pr =10,09 N/mm?

A

Abbildung 7.30: FE-Netz und Spannungszustand der ersten optimierten Form
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7.3.4 Die Ermittlung einer optimaler Form fiir eine modifi-
zierte Optimierungsaufgabe

In der zweiten Problemlésung wird die Normprobe fiir ein inkompressibles Mooney-
Rivlin-Material
mit den Materialparametern C'; = 0, 1838 #, Cy = 0,2745 2 und dem Schubmodul

mm?2
von pu = 2(Cy + C3) = 0,9166 m]T\;ﬁ untersucht. Dieses Materialgesetz beschreibt einen
Synthesekautschuk, der in der industriellen Fertigung von Dichtungen eingesetzt wird.
Die aufgebrachte Dehnung im homogenen Bereich betrigt in diesem Fall 100% (d.h.
A = 2,0), so daff sich nach Auswertung des Spannungs- und Verzerrungszustandes eine
maximale Hauptnormalspannung im homogenen Bereich von T; = 2,2474 m]:;z) ergibt.
Der Spannungsverlauf entspricht qualitativ der Darstellung nach Abbildung 7.27, so
dafl auf eine Dokumentation an dieser Stelle verzichtet wird. Die maximale Haupt-
normalspannung der Cauchy-Spannungen auflerhalb des homogenen Bereichs betragt
in diesem Fall 2,3440 #, d.h. es tritt eine 4 %-tige Uberschreitung der Spannun-
gen des homogenen Deformationsbereiches auf. Die Optimierungsaufgabe unterschei-
det sich von der vorherigen dadurch, daff nur noch die z-Koordinaten der Kontroll-
punkte 1,2,3,4, M als Designvariablen definiert wurden. Dies fithrt zu einem optisch

gefélligeren Verlauf der Randlinie, vermindert durch die geringeren Freiheitsgrade der

Randlinienausbildung jedoch die Reduktionsméglichkeiten der Spannungsspitzen.

In diesem Beispiel wurden die Nebenbedingungen fiir die Hauptnormalspannungen
des Cauchy-Spannungstensors der Momentankonfiguration derart gewahlt, dafl sich die
Spannungskonzentrationen von einer unzulissigen 4%-igen Uberschreitung der zuléssi-
gen Werte auf eine zulissige 0,1%-ige Uberschreitung reduzierten (siehe Abbildung
7.32). Die Koordinaten der Kontrollpunkte im Losungspunkt sind in Abbildung 7.31
angegeben.

KP1 KP2 KP3 KP4 KPM KP5 KP6 KP7 KPS

A 2,0000 22066 2,5469 3,0152 3.,6585 4,6637 5,3954 5,9272  6,2500
B 2,0378 2,0088 2,0520 2,1020 2,1127 2,1293 2,1443 2,9340 2,0000
C  2,0427 2,0000 2,4628 2,2604 3,2029 4,6637 5,3954 5,9272 6,2500

Abbildung T7.31: Werte der z-Koordianten der Kontrollpunkte fiir die S2-
Normprobe (A) sowie fiir die erste (B) und zweite (C) optimierte Form (Angaben
in [mm])

Die Untersuchung der S52-Normprobe zeigt, dal es durch die Variation der Proben-
geometrie moglich ist, unerwiinschte Spannungskonzentrationen abzubauen. Die For-
mulierung der Optimierungsaufgabe tiiber die Gewichtsminimierung unter Beachtung
zusitzlicher Nebenbedingungen, die das eigentliche Ziel der Optimierungsaufgabe dar-
stellen, hat sich als akzeptable Méglichkeit zur Behandlung komplexer Probleme her-
ausgestellt. Dieser Weg ist insbesondere dann vielversprechend, falls aussagekréftige
Zielfunktionen nicht direkt anzugeben sind.
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FE-Netz und Spannungszustand der optimierten Form
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Abbildung 7.32: FE-Netz und Spannungszustand der zweiten optimierten Form
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7.4 Ein Anwendungsbeispiel der Formoptimierung
in der Reifenkonstruktion

7.4.1 Problemstellung

Die Konstruktion von Reifen sowie deren numerische Analyse z.B. mit Hilfe der Finite-
Elemente-Methode erfordert ein hohes Mafl an mechanischem Verstandnis der vielfiltig
auftretenden Phédnomene. So ist neben der vollstandigen Beschreibung des Verhaltens
der unterschiedlichen Werkstoffe (mehrere Gummimischungen, Stahlkorde, Nylonban-
dagen) auch die Analyse des Verbundes von Gummi und Stahlkorde im Stahlgiirtel
nicht trivial zu beschreiben. Dartiber hinaus ist ein Verstdndnis fiir die Interaktionen
der einzelnen Strukturen im Stahlgiirtelreifen bedeutsam fiir die geeignete Konstruk-
tion, wobel die gewiinschten Zielvorstellungen neben guter Hafteigenschaften, gerin-
gem Rollwiderstand, Haltbarkeit, geringe Gerduschentwicklung komplex und vielféltig
sind. Neben der notwendigen Erfahrung im Konstruktionsprozel und einer intensiven
Nutzung der Versuchstechnik wird zunehmend auch in der numerischen Analyse des
Verhaltens Erkenntnisse fiir eine verbesserte Reifenkonstruktion gesucht.

An dieser Stelle soll an einem exemplarischen Beispiel die Einsatzmoglichkeit der For-
moptimierung auf dieses komplexe mechanische System dargestellt werden. In Ab-
bildung 7.33 ist der Querschnitt eines PKW-Reifens qualitativ aufgetragen, auf eine
quantitative Angabe aller technischen Daten wird wegen der Komplexitat an dieser
Stelle verzichtet.* Das Reifenmodell besteht damit hauptséchlich aus dem inkompres-
siblen Gummimaterial, fiir das im gesamten Reifenquerschnitt einheitliche Materialei-
genschaften angenommen wurden, d.h. ein Mooney-Rivlin-Material mit

W=0y (T-3)+C, (T-3)  sowie 01:0,58l und Oy = 0,25

mm? mm?

Die Haupttragwirkung wird durch die Stahlgiirtellagen erzielt, deren Verbund aus

Stahlkorden und Gummitréger vereinfachend als verschmiertes, homogenes, orthotro-
N
mm?
v = 0,3 beschrieben wurde. Die Annahme eines linear-elastischen Materials ist durch

und

pes, linear-elastisches Material mit den Materialparametern £ = 210000

die geringen Verzerrungen in der Stahlgiirtellage gerechtfertigt.

Die Beschreibung dieses Reifenmodells erfolgte unter der Beriicksichtigung der Rotati-
onssymmetrie fiir den Lastfall Innendruck p = 0,15 # Der Kontakt des Reifens mit
der Strafle konnte wegen der bisher nicht zur Verfiigung stehenden Sensitivitatsanalyse
dieser Kontaktproblematik nicht beriicksichtigt werden.

Fiir die Konstruktion eines Reifens ist bereits dieses Modell interessant, da zwei we-
sentliche Figenschaften ,eingestellt“ werden kénnen. Zunéachst ist ein gleichméafiger
radialer Verschiebungszustand (, Wachstum des Reifens* im Sprachgebrauch des Rei-
fenkonstrukteurs) im Laufstreifenbereich des Reifens zu garantieren. Weiterhin sollte
der Reifen unter diesem Grundlastfall moglichst membrangerecht die Last abtragen,
was zugleich zu einer geringeren Formanderungsenergie des Reifens fithrt. Hieraus kann
dann auch eine Verminderung des Rollwiderstands, der in Verbindung mit der dissipa-
tiven Energie des Reifens steht, erwartet werden.

*Ich danke der CONTINENTAL AG, Hannover, fiir die freundliche Unterstiitzung bei der Bear-
beitung dieser Problemstellung und fiir die Bereitstellung des Datenmaterials.
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i_ == 7
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14: Kernprofil
15: Hornprofil 11 15
16: Laufstreifen Base 13

17: Zwickel

Abbildung 7.33: Reifenquerschnitt
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7.4.2 Optimierungsaufgabe

Fiir die beispielhafte Darstellung der Anwendungsmoglichkeiten der Formoptimierung
wurde der Reifenquerschnitt auf die wesentlichen Tragelemente vereinfacht.

Vereinfachtes Reifenmodell

FE-Netz undm\

der deformierten Struktur
im Laufstreifenbereich

Wahl der Designvariable

Dicke und Lage

der zweiten Stahleinlage

Abbildung 7.34: Vereinfachtes Modell eines Reifenquerschnitts

Die obigen Voriiberlegungen fiihrten zu der folgenden Optimierungsaufgabe. Als Ziel-
funktion wurde die gesamte Formanderungsenergie des Reifens im deformierten Zu-
stand bei einem Innendruck von p = 0,15 # minimiert. Die weitere Anforderung
eines gleichméfigen Wachstums des Reifens wurde iiber eine Nebenbedingung an die
Radialverschiebungen im Laufstreifenbereich in das Optimierungsproblem eingebracht,
die mit einer Genauigkeit von 40, 01 mm den Wert von 0,5 mm betragen soll. Verander-
bar (innerhalb vorgegebener Schranken) war bei dieser Untersuchung die Dicke und die
Form der oberen Stahlgiirtellage, die in dem Geometriemodell durch Bézierkurven dar-
gestellt wurde.
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Fir die Modellierung der rufigefiillten Gummimischungen konnte in guter Né&herung
ein quasi-inkompressibles Material (mit v = 0,4995) angenommen werden. Fiir diese
Situation tritt, wie vieltach in der Literatur beschrieben, ein ,Locking-Phénomen* auf,
das die Behandlung der Struktur mit reinen Verschiebungsansatzen unméglich macht.
Der Reifenquerschnitt wurde deshalb im axialsymmetrischen Verzerrungszustand unter
Verwendung der in Kapitel 4 beschriebenen gemischten Methode berechnet. Hierbei
stellt die Inkompressibilitidt eine Nebenbedingung auf Elementebene dar, die nicht wie
beim ebenen Spannungszustand zwéngungsfrei erfiillt werden kann.

Im Reifenquerschnitt treten aufgrund der unterschiedlichen Faserwinkel der Stahleinla-
gen untereinander besonders im Zwickelbereich (Materialgruppe 17 in Abbildung 7.33)
hohe lokale Scherbeanspruchungen bis zu 50% Dehnung auf. Die Reifenkonstruktion
versucht dieser Situation durch den gezielten Einsatz unterschiedlicher Gummimischun-
gen mit spezifischen Figenschaften gerecht zu werden.

Die fiir den Optimierungsalgorithmus erforderlichen analytischen Sensitivitaten sind
in Kapitel 5 hergeleitet worden. Die Richtigkeit der Implementation wurde durch Ver-
gleich mit vollstdndig numerisch berechneten Gradienten kontrolliert. Dabei zeigte die
analytische Sensitivitdtsanalyse bei diesem komplexen nichtlinearen Strukturmodell die
erwarteten Rechenzeitvorteile.

Die Optimierungsberechnung ergab durch die gezielte Veranderung der Dicke und Lage
der oberen Stahleinlage eine 3,8%-tige Abnahme der gesamten Forméanderungsenergie
des Reifens. Dabei nahm das Gewicht dieser Stahleinlage zusédtzlich um 9% ab. Das
gleichméBige Wachstum des Reifens im Laufstreifenbereich wurde dabei vom Optimie-
rungsalgorithmus durch die Beachtung der gewdhlten Nebenbedingungen garantiert.

7.4.3 Einsatzmoglichkeiten der Formoptimierung in der
industriellen Reifenentwicklung

Das hier dargestellte Anwendungsbeispiel deutet an, in welcher Form die Formoptimie-
rung innerhalb des Konstruktionsprozesses eines Stahlgiirtelreifens eingesetzt werden
kann. Das ein praktischer Einsatz in der Industrie auch tatsachlich lohnend ist und
deshalb durchgesetzt werden sollte, mochte ich abschlielend begriinden.

Ein erster Grund liegt darin, das ein Reifen in hohen Stiickzahlen produziert wird
und somit schon geringe Gewichtseinsparungen die Entwicklung und den Einsatz von
Optimierungssoftware amortisiert. Dieses Argument trifft auch auf die verbesserten Fi-
genschaften wie Rollwiderstand, Haltbarkeit usw. zu, die z.B. den Brennstoffverbrauch
eines Fahrzeuges verringern.

Weiterhin ist anzumerken, dafl die Reifenentwicklung weit fortgeschritten ist, so daf3
grofle Qualitétsspriinge allein aus der Erfahrung der Konstrukteure heraus nur schwer
zu erreichen sind. Hierzu sind verfeinerte Methoden, wie z.B. eine intensive Nutzung
numerischer Hilfsmittel, erforderlich.

Wihrend die obigen Griinde sicherlich schnell akzeptiert werden, stellt sich die Frage
einer baldigen Einsatzfahigkeit der Formoptimierungssoftware im industriellen Umfeld.
Die groflen Schwierigkeiten in der praxisrelevanten Anwendung der Formoptimierung
auf Industrieprobleme sehe ich in der notwendigen Verkniipfung bestehender flexibler
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CAD-Systeme iiber leistungsstarke Netzgeneratoren mit vorhandenen kommerziellen
FE-Programmsystemen, die zudem, wie in diesem Fall, die Fahigkeit zur Berechnung
nichtlinearer Phanomene besitzen miissen.

Hierzu sei zundchst erwéhnt, dafl das Geometriemodell eines Reifens vollsténdig in
einer Querschnittsebene beschrieben werden kann. Zudem ist der Aufbau eines Rei-
fens prinzipiell gleichbleibend, so dafl die Anforderungen an eine praxisrelevante CAD-
Beschreibung und ihre moglichen geometrischen Designvariablen bekannt und im Ver-
gleich zu der Vielfalt moglicher Geometrieformen im Allgemeinen Maschinenbau doch
beschrankt sind.

Weiterhin werden fiir den Optimierungsprozef keine grofien Geometrieanderungen er-
wartet, so daf} die Giite der FE-Netze wahrend des Optimierungsprozesses ohne grofle
Probleme zu gewéhrleiten ist. Ebenfalls sind zur Beschreibung des mechanischen Ver-
haltens nur wenige unterschiedliche Elementformulierungen erforderlich, so dafl die
Modifikation und Erweiterung des Elementquellcodes auf die Erfordernisse der Sen-
sitividtsanalyse mit begrenztem Aufwand moglich erscheint.

Alles in allem scheint trotz der vorhandenen geometrisch und physikalisch nichtlinea-
ren Phdnomene im Reifen aufgrund der klaren geometrischen Struktur ein baldiger
Einsatz moglich. An dieser Stelle sollte jedoch auch erwéhnt werden, dafl die relevan-
ten Phdnomene im Reifen vor dem Einsatz von Optimierungssoftware zunéachst in der
Strukturanalyse qualitativ und auch quantitativ richtig beschrieben werden miissen.



Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

8.1 Zusammenfassung

Die Zielsetzung dieser Arbeit iiber die ,,Berechnung und Optimierung von Strukturen
aus isotropen, hyperelastischen Materialien“ bestand in der

o Herleitung einer numerisch effizienten Methodik zur strukturmechanischen Be-
rechnung der Materialien,

o der Herleitung der Sensitivititen beziiglich einer Anderung der Geometrie und
der Materialparameter sowie der

o Konzeption und Implementation eines effizienten Gesamtalgorithmus zur nume-
rischen Behandlung der Optimierungsaufgaben.

Eine wesentliche Erkenntnis bei der Bearbeitung der obigen Aufgabenstellungen be-
steht in dem Grundsatz, daBl das Optimierungsmodell nicht dazu geeignet ist, ein
schlechtes Geometrie- bzw. Berechnungsmodell zu verbessern und es dazu auch nicht
mifbraucht werden darf. Dies gilt sowohl fiir die Modellbildung als auch fiir die Form
und Giite der durchgefiihrten Implementation. Das Optimierungsmodell und damit der
Optimierungsprozef} ist nur so effizient wie der schwéchste Baustein in der gesamten
ProzeBikette.

Aus diesem Grund ist zunéchst die Sichtung, Uberpriifung, Modifikation und Struk-
turierung der kontinuumsmechanischen Grundlagen isotroper, hyperelastischer Mate-
rialien, d.h. die Herleitung der Spannungs- und Materialtensoren, in Kapitel
3 durchgefiihrt worden. Dabei wurde besonderer Wert auf eine weitestgehende Allge-
meingiiltigkeit unabhingig von einem speziellen Materialgesetz gelegt.

Fiir die Behandlung hyperelastischer Materielien sind die folgenden Aspekte beriick-
sichtigt worden:

1. Darstellung in der Referenz- sowie in der Momentankonfiguration,

2. Behandlung unterschiedlicher Spannungs- und Verzerrungszustande (3-D-Zustand,
ebener Verzerrungszustand, Axialsymmetrie, ebener Spannungszustand),

149
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3. Behandlung kompressibler, quasi-inkompressibler und inkompressibler Materiali-

en,

4. Behandlung von Forméanderungsenergiefunktionen als Funktion der Invarianten
bzw. als Funktion der Eigenwerte.

Die in der Literatur angegebenen Spannungs- und Materialtensoren weisen die folgen-
den Struktur auf.

e Die Spannungs- und Materialtensoren (hier z.B. der Referenzkonfiguration) wer-
den in der Form

3 3 3
Z;
S=2) aiZ; baw.  C=4), Z{ﬁijzi®zj}+o‘ig—c '
=1

=1 [j=1

gebildet. Dabei stellen die Z; die zweistufige tensorielle Basis des betrachteten
Raumes dar, und Z; sind zugehérige durch Ableitung gebildete vierstufige Tenso-
ren. Die Summation iiber den Index ¢ hdngt von der Dimension des betrachteten
Raumes ab und kann sich in Sonderféllen reduzieren. Die obige Struktur ist pro-
blemimmanent und somit in jeder Verdffentlichung zu finden.

o Fiir die Auswahl der Basen bestehen zwei natiirlich gegebene Méglichkeiten zur

Auswahl:

— die Basistensoren werden direkt aus den Verzerrungstensoren C bzw. b auf-

gebaut, d.h. z.B. {1,C,C™'} oder {1,b,b?};

— die Basistensoren ergeben sich aus den Eigenvektoren N; bzw. n;, d.h. z.B.

Zi =N @ N

Die Darstellung in dieser Arbeit erfolgte aus den folgenden Griinden bzgl. der einfach
aus den Verzerrungstensoren zu ermittelnden tensoriellen Basis.

1. Fiir Formanderungsenergiefunktionen in Abhangigkeit der Invarianten ist die Be-
rechnung der Eigenwerte und der Eigenvektoren nicht erforderlich.

2. Die Eigenvektoren und die daraus hergeleiteten Basistensoren kénnen fiir hydro-
statische und equibiaxiale Spannungszustande nicht exakt angegeben werden.

3. Fir die diskrete Sensitivitdtsanalyse ist die Darstellung bzgl. der Eigenvektoren
ungeeignet, da diese aufwendiger berechnet werden, in den Sonderfdllen nicht
exakt anzugeben sind und somit in der Sensitivitatsanalyse schwieriger zu be-
handeln sind.

Somit ist eine Darstellung gewahlt worden, die sich fiir Formadnderungsenergiefunktio-
nen der Invarianten in natiirlicher Weise ergibt.

Fiir die Angabe der Forméanderungsenergiefunktion in Abhéngigkeit der Eigenwerte be-
stand die Notwendigkeit der Ermittlung der impliziten Ableitung nach den Invarianten,
die fiir den allgemeinen Zustand ungleicher Eigenwerte und fiir die Sonderfélle zusam-
menfallender Eigenwerte fiir das Ogden-Material angegeben wurde. Dieser Zugang ist in
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der Literatur fiir die Behandlung von Ogden-Materialien bisher nicht beschrieben und
implementiert worden. Zudem wird durch die Angabe der exakten Materialmatrizen
fiir die Sondertélle hydrostatischer bzw. equibiaxialer Spannungszustinde eine Liicke
geschlossen, die bisher durch Stérung der Figenwerte ndherungsweise als Problem mit
unterschiedlichen Eigenwerten behandelt wurde.

Die Beziehungen fiir den ebenen Verzerrungszustand und den axialsymmetrischen Ver-
zerrungszustand stellen Sonderfélle des dreidimensionalen Zustandes dar. Fiir den ebe-
nen Spannungszustand waren gesonderte Uberlegungen notwendig, die zu bisher nicht
verdffentlichten Darstellungen fiir kompressible und inkompressible Materialien in den
Groflen der Momentankonfiguration und kompressiblen Materialien in der Referenz-
konfiguration fiithrten.

Insgesamt stellen das Kapitel 3, der Anhang A, B und die zugehérige Implementation
in INA-OPT eine allgemeingiiltige, abgeschlossene Darstellung und numerische Verifi-
kation der Spannungs- und Materialtensoren hyperelastischer Materialien dar. Damit
wurde die Grundlage fiir die Sensitivitdtsanalyse isotroper, hyperelastischer Materiali-
en in Kapitel 5 gelegt und das erste gesetzte Ziel erreicht, d.h. es wurde eine numerisch
effizienten Methodik zur strukturmechanischen Berechnung angegeben.

Fiir die erfolgreiche Bearbeitung der Optimierungsaufgaben ist die Lésung der zwei-
ten Zielsetzung, d.h. die Herleitung der Sensitivitdten bzgl. einer Anderung der
Geometrie- und der Materialparameter, erarbeitet worden.

Die theoretischen Darstellungen der kontinuumsmechanischen Beziehungen (insbeson-
dere der Geometrie, der Bilanzsitze sowie der Spannungs- und Materialtensoren) in
symbolischer Tensornotation werden in vielen Verdffentlichungen und Lehrbiichern be-
nutzt und haben ihre Leistungstahigkeit bei der Beschreibung physikalischer Bezie-
hungen bewiesen. Aus diesem Grund, und um die Darstellung der Sensitivitatsanalyse
konsistent zur vorgenommenen Beschreibung der Spannungs- und Materialtensoren
anzugeben, wurde eine kontinuumsmechanische Sichtweise der Formoptimierung for-
muliert.

Als Grundlage dient die Beschreibung des materiellen Kérpers und seiner Konfiguratio-
nen iiber konvektive Koordinaten, die der Darstellung der Konfiguration eines Kérpers
als differenzierbare Mannigfaltigkeit entspricht. Zur Beriicksichtigung der Gestalt des
Korpers wurden die Abbildungen der Kontinuumsmechanik (siehe Kapitel 2) um die
Abhéngigkeit von der Designvariablen erweitert. Damit stellt die Designvariable s ne-
ben der Zeit ¢ einen weiteren skalaren Parameter dar.

Ausgehend von diesen Grundbeziehungen wurde die von Céa und Zolesio stammende
Interpretation der Forménderung als ein spezieller ,, Deformationsproze* aus kontinu-
umsmechanischer Sichtweise zuriickgewiesen und durch eine zur bisherigen Kontinu-
umsmechanik konsistente Erweiterung ersetzt. In der vorgeschlagenen Interpretation
versteht sich die Formanderung als der durch die Designvariable hinreichend glatt be-
schriebene Ubergang zwischen unterschiedlichen materiellen Kérpern bzw. deren Konfi-
gurationen. Mit dieser Darstellung ist die Sensitivitatsanalyse zu einem Bestandteil der
Kontinuumsmechanik geworden und sollte in Zukunft vermehrt von den ,etablierten
Kontinuumsmechanikern® aufgegriffen werden.

Die Leistungsfahigkeit dieser Darstellung ist in Abschnitt 5.2 fiir die variationelle Sensi-
tivitatsanalyse aufgezeigt worden. Wie dort beschrieben wurde, kénnen die fiir die Sen-
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sitivitdtsanalyse erforderlichen partiellen Ableitungen der Spannungen der Referenz-
und der Momentankonfiguration in formal analoger Darstellung zu den bekannten
Zeitableitungen angegeben werden. Die hergeleiteten Beziehungen fiir die Anderung
der Spannungen der Referenz- und der Momentankonfiguration sind dabei neue, bis-
her nicht dargestellte Erkenntnisse fiir die Sensitivitdtsanalyse elastischer Materialien.
Hieraus wurde zum einen die iiberragende Bedeutung der Materialtensoren und der
konsistenten Formulierungen fiir die Sensitivitatsanalyse deutlich. Weiterhin bilden die-
se Darstellungen eine solide Basis, auf der eine Erweiterung der Sensitivitatsanalyse auf
geschichtsabhingige Materialgesetze moglich ist.

Die variationelle Sensitivitatsanalyse ist auf der Basis der kontinuumsmechanischen
Formulierungen in dem bereits fiir die Spannungs- und Materialmatrizen angegebe-
nen Umfang hergeleitet und in INA-OPT realisiert worden. In Abschnitt 5.3 ist die
diskrete Sensitivitatsanalyse beschrieben worden, die ebenfalls in dem beschriebenen
Umfang hergeleitet und numerisch umgesetzt worden. Ein numerischer Vergleich der
variationellen und der diskreten Sensitivitdtsanalyse mit den numerisch bzw. semiana-
lytisch ermittelten Ableitungen an vielen Testrechnungen zeigte die Ubereinstimmung
der Ergebnisse und den Rechenzeitvorteil der variationellen Sensitivitatsanalyse.

Mit der Darstellung der Sensitivitdtsanalyse ist die Losung der zweiten Aufgabenstel-
lung gelungen.

In Kapitel 6 wurde das im Forschungspaket INA-OPT realisierte Konzept einer Pro-
zeflkette Optimale Formgebung beschrieben. Als dringende Notwendigkeit fiir ei-
ne erfolgreiche algorithmische Abbildung der Optimierungsaufgabe erweist sich die lei-
stungsfdhige Modellbildung der Gesamtaufgabe sowie der Teilaufgaben, die sich sowohl
in der Daten- als auch der Programmstruktur wiederspiegeln mufl. Bei der Modellbil-
dung und der Implementation wurde strikt beachtet, dafl das Optimierungsmodell die
bereits bestehenden Modelle ,,nur® verkniipfen muf}, jedoch keine neuen Strukturen de-
finieren darf. Die Aufgaben der Teilmodelle Entwurfsvariablenmodell, parametrisches
Geometriemodell, Technologiemodell, das Modell zur Netzgenerierung- und verdnde-
rung sowie das Strukturanalysemodell sind néher beschrieben und ihre Stellung in der
Prozelkette erlautert worden.

Mit der vorgenommenen algorithmischen Umsetzung der theoretischen Beziehungen in
vollsténdig analytischer Form auf der Grundlage eines integrierten Daten- und Pro-
grammbkonzeptes stellt das Forschungsprogrammpaket INA-OPT ein leistungsféhiges
Werkzeug fiir weitere Forschungsarbeiten auf dem Gebiet der Formoptimierung dar.
Insbesondere die bereits vorgenommene Integration der Netzverfeinerungsalgorithmen
sowie der zugehdrigen Adaptionskriterien in den Gesamtalgorithmus Optimale Form-
gebung erméglicht die Untersuchung des Netzeinflusses auf den Optimierungsprozef
und zeigt die Leistungsfahigkeit der Programmkonzeption, siehe auch Barthold et. al.

8.

In Kapitel 7 wurde mit den dargestellten Beispielen die Leistungsfihigkeit der algo-
rithmischen Umsetzung der Strukturoptimierung auf grofle elastische Deformationen
aufgezeigt. Neben der Darstellung einer Gewichtsminimierung bei Einhaltung von Ne-
benbedingungen in der stark deformierten Momentankonfiguration wurden die Ein-
satzmoglichkeiten des Gesamtalgorithmus fiir die Bearbeitung inverser Probleme auf-
gezeigt. Weiterhin stellt die Untersuchung der S2-Normprobe ein praxisrelevantes Bei-
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spiel dar, bei dem durch Geometrieinderung unerwiinschte Spannungsspitzen reduziert
werden konnten, so dafl ein unerwiinschtes Reiflen der Probe auflerhalb des homogenen
Bereiches unwahrscheinlicher wird. Zum Abschlufl wurde am Beispiel der Konstruktion
von PKW-Reifen gezeigt, dafl berechtigte Hoffnungen bestehen, die Algorithmen der
Optimalen Formgebung auch und gerade bei komplexen mechanischen Problemstellun-
gen in der industriellen Entwicklung einsetzen zu kénnen.

8.2 Ausblick

Fiir die Strukturanalyse isotroper, hyperelastischer Materialien unter groflen Defor-
mationen erweist sich die Formulierung in den Gréflen der Momentankonfiguration
als besonders geeignet. Fiir die effektive Bearbeitung und Ermittlung aussagekrafti-
ger Spannungen sind die Netzverfeinerungsstrategien und -kriterien auf die besondere
Situation grofer Deformationen anzuwenden und anzupassen.

Der Einsatz adaptiver FE-Verfahren fiir die Strukturanalyse ist ein bedeutender For-
schungsschwerpunkt. Fine Anwendung dieser Methoden auf die Sensitivitatsanalyse ist
dringend erforderlich, da sich durch die Forménderung das Tragverhalten der Struk-
turen stark &ndern kann. Fine Beriicksichtigung dieser Phidnomene wird den Optimie-
rungsprozef} effektiver gestalten. Die Grundlagen der Interaktion zwischen Formopti-
mierung und Adaptivitat sind in INA-OPT realisiert, siehe z.B. Barthold et. al. [8].

Das in der Formoptimierung benutzte Geometriemodell ist fiir die effektive Anwendung
der Formoptimierung gerade auf praxisrelevante Strukturen der wesentliche Baustein
in der Prozefikette Formoptimierung. Aus der Sicht der Anwender mufl die Konstruk-
tion schnell und effektiv in den Entwurfsvariablen (Gerade, Kreis, Zylinder, etc.) unter
Beriicksichtigung von Relationen unter den definierten Objekten erstellt und auch mo-
difiziert werden kénnen. Andererseits ist die Auffassung der Geometrie eines Korpers
als differenzierbare Mannigfaltigkeit wesentlich fiir die Umsetzung theoretischer Be-
ziehungen. Diese beiden Anforderungen sind gleichermaflen gut zu erfiillen, um An-
wenderfreundlichkeit und damit Akzeptanz in der Industrie mit einer weitestgehenden
Abbildung theoretischer Zusammenhéange im Algorithmus zu verkniipfen. Ein Fort-
schritt in dieser Richtung stellt die Integration eines kommerziell anerkannten CAD-
Programmsystems in eine integrierte Daten- und Programmstruktur unter Verwendung
ausschlieBlich analytischer Gradienten dar.

Die Grundlagen der kontinuumsmechanischen Darstellung der Sensitivitdtsanalyse set-
zen keine Finschrénkungen voraus, so dafl sie auch die Grundlage der Behandlung
geschichtsabhéngiger Prozesse sind. Die in Abschnitt 5.2 angegebenen Sensitivitétsbe-
ziehungen gelten zunachst nur fiir hyperelastische, d.h. weg- und geschichtsunabhangige
Formulierungen. Ein wesentlicher Forschungserfolg ware mit der Erweiterung der Sensi-
tivitatsanalyse auf geschichtsabhingige Prozefle erreicht, der auf der Grundlage der fiir
elastische Materialien erarbeiteten Beziehungen moglich ist. Hierbei ist wesentlich, daf3
die Sensitivitdtsanalyse analog zur Strukturanalyse inkrementell erfolgen mufl und die
Abhéangigkeit interner Variablen von der Designvariablen iiber die bereits bekannten
Materialtensoren erfafit werden kann.
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Anhang A

Spannungs- und Materialtensoren
der Momentankonfiguration

A.1 Grundlagen

Fiir die Beschreibung in den Grofien der Momentankonfiguration erhdlt man mit (3.1)
fiir den Cauchyschen Spannungstensor T die Darstellung der Gleichung (3.10) bzw. fiir
den rdumlichen Materialtensor ¢ die Darstellung (3.11). In analoger Weise gilt fiir die
deviatorischen Anteile des Cauchyschen Spannungstensors

oW 8W 81

2 2 3
T™=-_""_ ==
798 7 = aT

und fiir den zugehérigen Materialtensors ¢”

D_ga 4 i)
=7 og JZ::Z_: oot g o)t oL deoe

Hierin ist W die Forméanderungsenergiefunktion in der funktionalen Abhéngigkeit der
Gleichung (2.77), bzw. W deren deviatorische Anteil nach (2.78). Da die Invarianten i
des Rechts-Cauchy-Green-Tensors C mit den Invarianten 21, des Links-Cauchy-Green-
Tensors b iibereinstimmen, sind die Anteile

ow ow o*wW 0*W

bzw

. - d baw., v
oI, o, " ona, ™M Lol

unabhéngig von der Wahl der Betrachtungsweise. Diese Anteile kénnen somit direkt
aus den entsprechenden Abschnitten des Kapitels 3 iibernommen werden. Fiir die Dar-
stellung in den Gréflen der Momentankonfiguration sind somit nur die Ableitungen der
Invarianten I; bzw. der modifizierten Invarianten I; nach der Metrik g zu berechnen,

d.h. es gilt

ﬁ:b, aH—Ib b2, @:]ﬂg_l, ﬁ:dleVE und @:Tdevg—devgz.
g g g g g
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A.2 Spannungs- und Materialtensoren fiir
kompressible Materialien

Diese Darstellung der Spannungs- und Materialtensoren kompressibler Materialien fiir

eine Beschreibung in den Gréflen der Momentankonfiguration orientiert sich an Ab-

schnitt 3.2.

Tafel AL Spannungs- und Materialtensoren kompressibler Materialien fiir die

Beschreibung in den Gréflen der Momentankonfiguration

1. Bestimme die tensorielle Basis
ZT = {Z17Z27Z3} = {g_lababQ}

isotroper, hyperelastischer Materialien in der Momentankonfiguration und
bilde die Ableitung der Basis nach g in der Form

og1 b

0b?
og = U5 g

g

O und — 1.

2. Bestimme die Koeffizientenmatrix A fiir die Darstellung der Ableitung der
Invarianten nach g beziiglich der gewahlten Basis, d.h.

10 0
A=(Am)=[1 =1 0
0 0 I

3. Berechne die Ableitungen der Forménderungsenergie nach den Invarianten

oW oW
d W=
o, T BLat

W, =

fiir die unterschiedlichen Formen der Forménderungsenergiefunktion. Fiir
weitere Bemerkungen siehe hierzu Tafel 3.3.

4. Berechne die Koeffizienten «; und 3;; in der Form

oy =W, A, und Bim = Au Wi Ajy + W Bl
k

Akl

5. Bestimme den Cauchyschen Spannungstensor T und den zugehérigen Ma-
terialtensor ¢ in der Form
2 07,

4
T:joszm und czjﬂlleQQZm—l—élozma—g.
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A.3 Spannungs- und Materialtensoren fiir
inkompressible Materialien

Deviatorischer Anteil der Spannungs- und Materialtensoren inkom-
Tafel A.2: pressibler Materialien fiir die Beschreibung in den Gréflen der Mo-
mentankonfiguration

1. Bestimme die tensorielle Basis
7, = devb und Z, = dev b’

und bilde die Ableitung der Basis nach g in der Form

0z, 1. |
g —1{11 Lsg! —1}
g 5 s 38 ©8

1 — _ _ —
- 3{Bog v 0%}
(- 2
8 _ gtrlo2 s+ J 70 1y, — St b'g ' wg™
2 _ _ —
- 3o +g7 0%

2. Bestimme die Koeffizientenmatrix A fiir die Darstellung der Ableitung der
modifizierten Invarianten nach g beziiglich der gewahlten Basis, d.h.

2= ()= (1 4 )

3. Berechne die Ableitungen des deviatorischen Anteils W an der Forméande-
rungsenergie W nach den modifizierten Invarianten
W — I*W
=2 Wi = ——
Jl; ’ dl;01;

fiir die unterschiedlichen Formen der Forménderungsenergiefunktion. Fiir
weitere Bemerkungen siehe hierzu Tafel 3.3.

4. Berechne die Koeffizienten @; und Bij in der Form

o AL
Q= Wi Ainy und 5mz=:/hlmfg44ﬁn+-mﬂi—ET—H4M
k

5. Bestimme die deviatorischen Anteile T? und ¢ in der Form

TP = %am Z. und P =
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A.4 Der ebene Spannungszustand bei
kompressiblen Materialien

Die Berechnung orientiert sich an der Darstellung des Abschnitt 3.4, wobei besondere
Uberlegungen zum Ablauf der lokalen Iteration vorzunehmen sind. In diesem Fall ist
die Spannungskomponente T53 des Cauchyschen Spannungstensors T abhédngig vom
Links-Cauchy-Green-Tensor b und mit der Definition

J ow 0w
G:==-b!'T=b"'"— ="+ Al
2 g Jdb (A-1)
ergibt sich die Aussage
153 = ng(bgg) =0 <— G33 = G33(633) = 0, (AQ)

da der (33)-Anteil von T durch die spezielle Kinematik der Scheibe entkoppelt von den
ebenen Anteilen ist. Somit folgt analog zu (3.54) und (3.55) mit

(b5 — bi) (A.3)

und den Komponenten 753 und ¢3333 die lokale Iterationsvorschrift zur Erfiillung der
Bedingung T53 = 0 des ebenen Spannungszustandes in der Form

-1
oG T

bgz—la—l = b§3 - = G§3 = b§3 —2 b§3 k—% (A.4)
Obss b, T3333

Damit kann der Spannungstensor T,;, des ebenen Spannungszustandes entsprechend

Gleichung (3.56) in der Form

20w

T, = —-— A5
7 g (A.5)

angegeben werden und der zugehérige Kirchhoff-Spannungstensor 7 eribt sich zu

ow
=JT=2——. A6
r i (A6)
Mit der Lie-Ableitung von 7 in der Form
0*W
L = :d
v (T) agag 9

(A7)

wobei d den rdumlichen Verzerrungsgeschwindigkeitstensor darstellt, und der Bedin-
gung Ly (7) |33 = 0 folgt analog zu Abschnitt 3.4.3

*W *W

0 = L T = : desz ‘I’ :
v ( )|33 agSSagesz 8g338933

dss. (A.8)
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Damit ergibt sich die Komponente ds3 des rAumlichen Verzerrungsgeschwindigkeitsten-

o A I 3
d3z = |— s d.,.. A9
33 [ { 69338933 } 99339gesz] ( )

sors d zu

Hieraus folgt der raumliche Materialtensor des ebenen Spannungszustandes zu

(A.10)

LA ow _{ o'W }‘1 CW_ L PW
~ J ageszagesz 69336933 ageszaQSS ageszaQSS ‘

A.5 Der ebene Spannungszustand bei
inkompressiblen Materialien

Fiir inkompressible Materialien berechnet sich die Dickendnderung b33 bzw. die Ande-
rung von bss entsprechend den Gleichungen (3.63) und (3.64) zu

A 1 1 0bss
bas = baz(b.s,) = = bzw. = —bys g7l (A1l
33 33( ) det b, bi1 bag — b1z iy o agesz 5 8 ( )
Damit ergibt sich der ebene Anteil des Cauchysche Spannungstensors T analog (3.67)
zZu
2 0W 2 w W b 2 w w
TSSZ:_Q_W:_ 8W+6W 0bss _ 2 aW_aW 5_512 (A.12)
J ag J agesz a633 agesz J agesz a,933
und der Materialtensor .5, zu
1 . B *wW B oW ogzt
4 « ageszagesz a,933 agesz
) { L W oW _1}
gesz ageszaQSS ageszaQSS gesz (Alg)
0 ow
baz —— | b3z —— —1 -1
+ { 33 8633 ( 33 8633)} gesz ® gesz
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Anhang B

Hinweise zur Implementation der
geometrischen Groflen

B.1 Darstellung der Basistensoren

Der Ausgangspunkt der numerischen Aufbereitung der in Kapitel 3 und im Anhang
A aufgestellten tensoriellen Beziehungen bildet die Darstellung des materiellen Defor-
mationsgradienten F bzgl. beliebiger krummliniger Basissysteme der Referenz- und
der Momentankonfiguration. In der Referenzkonfiguration tritt dabei die kovariante
Basis {G1, Gy, G3} bzw. die kontravariante Basis {G', G?, G*} auf. In der Momentan-
konfiguration wird die kovariante Basis mit {g1, g2, g3} und die kontravariante Basis
{g', g% g%} bezeichnet. Man beachte, daff die Metriktensoren mit G und g, d.h. mit
dem gleichen Buchstaben, jedoch ohne Indizes, bezeichnet werden, d.h. es gilt

= GG, G=G;GaG ud G'=G"G; oG,
= gi0g, g=g;80g ud gl=g¢"gag.

Fiir eine genauere Beschreibung der differentialgeometrischen Zusammenhinge sei auf
Marsden, Hughes [59] verwiesen. Fiir den materiellen Deformationsgradienten F gilt
damit

F=g, 020G, F'=G'og, F'=Gog uwud FT=¢g0aG,. (B.1)

Somit kénnen die im Kapitel 3 eingefiihrten Tensoren in der Vektorbasis der Referenz-
bzw. Momentankonfiguration dargestellt werden.

o Referenzkonfiguration
C'=¢"G;®G;, G'=G"G,0G, und C=guG"G" G 0 G,
o Momentankonfiguration
gl =¢"g g, b=G"gog ud b'=guG"G"gog;
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¢ Referenzkonfiguration mit multiplikativen Split (tr C* = 2ll¢ — 1)

_ 1
devCC™! = J-2/3 (G_l—gtrCC_l)

_ 1
devC'C™t = J7° (C - gtrCZC_l)
e Momentankonfiguration mit multiplikativen Split (trb* = 21Iy, — I})

_ !
devh = J3 (b — S trb g—l)

_ 1
devh’ = J <b2 — gter g_l)

B.2 Ableitung der Basistensoren

Die Ableitung der Basistensoren erfolgt in der Referenzkonfiguration nach C, d.h. nach
C=F'F=(Gog) (506) =9 Goa. (B.2)

Fiir die Ableitung eines Tensors A = A7 G; ® G, nach C bedeutet die symbolische

Schreibweise N
oA _ o’
8C N 8ng

G ®G; 0 GLo G (B.3)

Analog gilt dies fiir die Ableitung eines Tensors a = " g; @ g; der Momentankonfigu-
ration nach g, d.h. nach g = ¢;; g' ® g/, die sich zu

da  Oda”

Lo e B.4
Jg agk1g®g]®gk®gz (B.4)

ergibt.

Als Beispiel seien die Ableitungen der Basistensoren C™!, G™! und C der Beschreibung
in den Gréflen der Referenzkonfiguration angegeben. Hierfiir gilt

oC™t _ 8(9” G, ® G]) _ 8g”

oC (g Gr ® Gy)  Ogu

G, 2G; 090G, Gy

Mit der Ableitung des Kronecker-Deltas 6’ nach gy folgt

ij agij
= = = Gim + =
agkl agkl agkl agkl

iy ¢k ¢l
= = gim + 97 8] 6,
dgri ! !

0

Nach der Multiplikation mit ¢™" folgt hieraus

agij _ ik gl
Ogri

Y
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d.h. die Ableitung von C™!, sowie in analoger Weise die Ableitungen von G™! und C,
nach C ergeben sich zu

oCc!
0C
oG™!

0C
0C

aC

= "¢ G0 GGG = —lg,

= 0,
= G*G'G0G;0GLe G = g,

In analoger Weise ergeben sich die Ableitungen der Basistensoren der Momentankon-
figuration nach g

og1
Jg
db
g
Ob?
g

= —gijgﬂ g ®g; gr®g = —1lg-,
— 07
= G*ar g 0g Dgr®g =1

sowie der modifizierten Basistensoren bei Verwendung der multiplikativen Zerlegung
in der Referenzkonfiguration

ddev CC™! 1 — 1
g =Y~ 4 C |lge — -C! c—l]

aC 3 [ S

1 _ _
- 3 [(devCC™) @ G+ C™' @ (devCCT)]

adeVGQC_l 1 — 2 9
2 = ZtrC e 3 e —~t1C C g C?

aC grC e +J G Tt =

S — [(deVGQC_l) QCt'+C'® (devézc_l)]

(USRI )

und der Momentankonfiguration

ddevb 1 — 1
= =t b[ﬂ Ep——— _1:|
g 3P |Fe T38 08
1 = -1 -1 12
— g[devb®g +g ®devb],
ddevb’ 1 2
= —trb s +J 1, —-trb gl g™
g g P g b-glrb g @8

2 — _
— 3 [dev b’ @ gt + gt @dev b2] .

Innerhalb dieser Arbeit ist die Allgemeingiiltigkeit der obigen Beziehungen nicht bei-
behalten worden, vielmehr wird in der jeweiligen Konfiguration ein kartesisches Koor-
dinatensystem eingefiihrt, d.h. fiir die Beschreibung in der Referenzkonfiguration gilt
G = 6 bzw. in der Momentankonfiguration ¢ = §% .
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B.3 Speicherdarstellung eines Tensors vierter
Stufe

Fir die Materialtensoren @ der Referenz- bzw. ¢ der Momentankonfiguration, die sich
aus Anteilen der dyadischen Produkte der zweistufigen Basistensoren Z; bzw. Z; und
aus Anteilen der Ableitungen der Basistensoren nach C bzw. g zusammensetzen, ist fiir
die numerische Umsetzung eine geeignete Darstellung in Matrizenschreibweise anzuge-
ben. Hierzu wird beispielhaft das Inkrement des 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensors
S betrachtet, das sich aus dem Inkrement des Greenschen Verzerrungstensors E mit
Hilfe des Materlaltensors in der Form

S=C:E

bzw. als
$7Gi0G; = (1" Gi®G®G®Gy) : (L G0 G) =0V [,,G; 0 G

und damit

§ = @i g,

Diese Beziehung kann in der Matrixtorm

5'11 @1111 @1122 @1133 @1112 @1123 @1113 @1121 @1132 @1131 Ell
5'22 @2211 @2222 @2233 @2212 @2223 @2213 @2221 @2232 @2231 E22
5'33 @3311 @3322 @3333 @3312 @3323 @3313 @3321 @3332 @3331 E33
5'12 @1211 @1222 @1233 @1212 @1223 @1213 @1221 @1232 @1231 E12
5'123 — @2311 @2322 @2333 @2312 @2323 @2313 @2321 @2332 @2331 E23
513 @1311 @1322 @1333 @1312 @1323 @1313 @1321 @1332 @1331 E13
5‘,21 @2111 @2122 @2133 @2112 @2123 @2113 @2121 @2132 @2131 E21
5',32 @3211 @3222 @3233 @3212 @3223 @3213 @3221 @3232 @3231 E32
531 @3111 @3122 @3133 @3112 @3123 @3113 @3121 @3132 @3131 E31

geschrieben werden.

Mit der Definition der Matrizen der wesentlichen Komponenten des Inkrementes des
Spannungs- bzw. Verzerrungstensors in der Form

511 EH
522 E22
. 5'33 . E33
S = : bzw. F = : B.5
2 g2 ZW L 92 Eyy (B.5)
523 2E23
513 2 E13

ergibt sich aufgrund der Symmetrie St =S¥t ynd E” = E]Z die Darstellung

S=QE. (B.6)
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Hierbel erhélt die Materialmatrix € die Form
G gz g QUUIZ @121 @128 4 1182 (I3 (i3]
e e g Q2212 3_@2221 Q2223 3_@2232 Q2213 _2|_@2231
G g g Q3312 3_@3321 3323 3_@3332 3313 3_@3331
C= g gz g Q1212 3_@1221 Q1223 3_@1232 Q1213 _2|_@1231 (B.7)
e g @ Q2312 3_@2321 2323 3_@2332 Q2313 3_@2331
FTTRE——— Q1312 3_@1321 Q1323 3_@1332 Q1313 _2|_@1331

Fir die Speicherung der symmetrischen Materialmatrix € kann die Column-Heigh-
Technik benutzt werden, bei der die Matrix als Vektor in gepackter Form

D1 D2 D4 D7 Dll D16
Dy Dy Ds Dy Dy
D¢ Dy Dis Dig
J = B.8
- Dy Dis Do ( )
Dys Dy
Dy

abgespeichert wird. Ein Vergleich der Darstellungen (B.7) und (B.8) liefert sofort die
Werte der Eintrage Dy ... Dy.
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Anhang C

Bezeichnungen

In diesem Kapitel des Anhangs wird die zum Verstandnis erforderliche, wesentliche
Notation zusammengefafit. In den einzelnen Abschnitten treten weitere Bezeichnungen
auf, die dort erklart sind und fiir die nachfolgenden Abschnitte und Kapitel keine
Bedeutung haben.

Bei der Wahl der Notation konnte nicht in jedem Fall das Auftreten mehrerer Bedeu-
tungen fiir eine Bezeichnung unterbleiben, da eine Uberfrachtung mit Indizes vermieden
werden sollte. Eine Liste dieser Doppelbedeutungen ist am Ende der Ubersicht ange-
geben.

Notation Bedeutung

Skalare, Vektoren, Tensoren, Matrizen

o, B, Darstellung von Skalaren durch kleine griechische Buchstaben

u,v,X, - Darstellung von Vektoren durch fette kleine lateinische Buchsta-
ben (Ausnahme: X fiir den Ortsvektor des materiellen Punktes
zur Referenzzeit t, ).

S,C,F,--- Darstellung von Tensoren zweiter Stufe durch fette grofle latei-
nische Buchstaben (Ausnahme: b fiir den Links-Cauchy-Green-
Tensor).

1,0 Zweistufiger Finheits- bzw. Nulltensor

C,e,P,7Z--- Darstellung von Tensoren vierter Stufe durch Hinzufiigen eines
Aufstriches im Buchstaben an geeigneter Stelle

11,0 Vierstufiger Einheits- bzw. Nulltensor

Indizes
Index ¢, 0 Bezug auf die Groflen der Referenzkonfiguration zur Zeit £,
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Index ¢ Bezug auf die Groflen der Momentankonfiguration zur Zeit ¢
Index s Abhéngigkeit von der Designvariablen s

Index esz Kennzeichnung der Gréflen des ebenen Spannungszustandes
Index h Kennzeichnung diskreter Grofien

Index (¢) Kennzeichnung des Anteils des ¢-ten finiten Elementes an der kon-

tinuumsmechanischen Grofle

Index D Kennzeichnung des deviatorischen Anteils der kontinuumsmecha-
nischen Grofle

Index K Kennzeichnung des Kugeltensoranteils der kontinuumsmechani-
schen Grofle

{o} Kennzeichnung des isochoren Anteils der kontinuumsmechani-
schen Groéfe

Operatoren

Fiir die Vektoren a = ' g; und die Tensoren b = b; g; @ g’ werden die nachfol-
gend angegebenen Operatoren eingefithrt. Fiir die Darstellung in den Gréflen der
Referenzkonfiguration treten die entsprechenden materiellen Gréflen auf.

tr Spur-Operator trb = b}

det Determinanten-Operator

Div materieller Divergenz-Operator

div réumlicher Divergenz-Operator

Grad materieller Gradienten-Operator

grad réumlicher Gradienten-Operator

dev Deviator der kontinuumsmechanischen Gréfie

dev{e} = {o} — %tr{o} 1

D

Dy materielle Zeitableitung

Ly (o) Lie-Ableitung einer kontinuumsmechanischen Grofie
Vektorraume, Basis, Metrik

IR Menge der reellen Zahlen

R’ Vektorraum der Zahlentrippel

P Raumpunkt des Euklidischen Punktraumes P € IF®

IE? Euklidischer Vektorraum (mit Bezugspunkt, Basis)

{e1, ey, €3} Raumfeste kartesische Basis zur Zeit ¢

{Eq, E2, E3} Raumfeste kartesische Basis zur Referenzzeit ¢,

{g1,82,83} Beliebige kovariante Basis zur Zeit ¢
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{g', g% g%} Zugehorige kontravariante Basis g' = ¢'* gy

{G1,G2,G3} Beliebige kovariante Basis zur Referenzzeit ¢,

{G!,G? G®} Zugehérige kontravariante Basis G = G4 Gp

9, gii Ko- und kontravariante Metrikkoeﬂizienten zur Zeit t g;; = gi- g;,
g7 =g'-g und g" g;x = ¢,

g =¢" g:®g; Metriktensor der Momentankonfiguration zur Zeit ¢

GAB (4B Ko- und kontravariante Metrikkoeffizienten zur Zeit ¢, Gap =
G, - Gp, G* = GA . GP und GAB Gge = 64

G = Metriktensor der Referenzkonfiguration zur Referenzzeit t,

G*P G 0Gp

Parameterraume

t,to beliebiger Zeitpunkt ¢, Referenzzeitpunkt ¢, = 0

7 Eindimensionaler Raum der Zeitpunkte 7; = IR

{61,0%,0%°}  Konvektive Koordinaten

To Dreidimensionaler Raum der konvektiven Koordinaten 7g =
[0, 1]

ERER Designvariable, Startwert der Designvariablen

5 Eindimensionaler Raum der Designvariablen 7, = IR
Materieller Kérper

B Kontinuum (materieller Kérper im Anschauungsraum ohne Me-
trik)

M Materieller Punkt des Kontinuums M € B

oB Berandung des Kontinuums 0B = 9B, U dB,, 0B, N 9B, =0

0B, Teil der Berandung von B mit vorgegebenen Verschiebungsfeld

0B, Teil der Berandung von B mit vorgegebener Oberflachenspannung

B Raum aller materieller Kérper

Bewegung, Konfiguration

X Abbildung der materiellen Punkte M € B und der Zeit ¢t € 7; auf
die Raumpunkte P € IE? mit dem Ortsvektor x

Yos Xt Abbildung der materiellen Punkte M auf die Raumpunkte P zur
Referenzzeit t, bzw. zu einem bestimmten festgehaltenen Zeit-
punkt £.

D, 4, Abbildung der Referenzkonfiguration B, auf die Momentankon-
figuration B;

w Abbildung der konvektiven Koordinaten (©', 02 0%) auf die ma-

teriellen Korper.
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In Kapitel 5 um die Abhéngigkeit von der Designvariablen erwei-
tert.

Abbildung der konvektiven Koordinaten (0!, ©% 0?) und der Zeit
t auf die kartesischen Koordinaten der Konfiguration des materi-
ellen Korpers.

In Kapitel 5 um die Abhéngigkeit von der Designvariablen erwei-
tert.

B Momentankonfiguration des materiellen Kérpers B zum beliebi-
gen Zeitpunkt ¢, d.h. B; = y4(B), mit der Oberflache 9B, aus den
Anteilen 0B, mit vorgegebener Spannung und dB;, mit vorge-
gebener Verschiebung und 0B; = 0B, UdBy,, 0By, N9B;, = ()

B, Referenzkonfiguration des materiellen Kérpers B zur Referenzzeit
to, d.h. By = xo(B), mit der Oberfliche B, aus den Anteilen
0B,, mit vorgegebener Spannung und 0dB,, mit vorgegebener
Verschiebung und 0B, = 0B,, U dB,,, 0B., N 9B, = ()

X Ortsvektor eines materiellen Punktes zu dem beliebigen Zeitpunkt
t, d.h. x = x(M,t) = xe(M).

X Ortsvektor eines materiellen Punktes zur Referenzzeit ¢,, d.h.
X =x(M, 1) = xt, (M) = xo(M)

xl 2?23 Koeflizienten von x bzgl. der Basis {eq, e;, e3}

Xt X% X3 Koeflizienten von X bzgl. der Basis {E;, Ey, E3}

Py Po Massendichte in der Momentan- bzw. der Referenzkonfiguration

X,V Geschwindigkeit

X, a Beschleunigung

u Verschiebungsvektor

Verzerrungen

F Materieller Deformationsgradient F = Grad x

J Jakobische Funktionaldeterminante J = det F

H Materieller Verschiebungsgradient H = Grad x

U Rechts-Streck-Tensor (symmetrischer, positiv definiter Tensor)

A% Links-Streck-Tensor (symmetrischer, positiv definiter Tensor)

R Drehtensor (eigentlich orthogonaler Tensor)

C Rechts-Cauchy-Green-Tensor C = FT F

b Links-Cauchy-Green-Tensor b = F FT

E Greenscher Verzerrungstensor 2 E=C —1

I, I, I Invarianten eines zweistufigen Tensors (gekennzeichnet durch den

Index), weitere Bezeichnungen Iy, Iy, Is und ic (bzw. i) fir die
Invarianten von C (bzw. b)
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A1, Az, As Eigenwerte des Rechts- und Links-Streck-Tensors U und V
Langen-, Fliachen- und Volumenelemente

dx, dX Langenelemente dx in der Momentankonfiguration und dX in der
Referenzkonfiguration mit dx = FdX

dv,dV Volumenelemente dv in der Momentankonfiguration und dV in
der Referenzkonfiguration mit dv = det F dV

da,dA Flachenelemente da in der Momentankonfiguration und dA in der
Referenzkonfiguration mit da = det F(F1)~1dA

Zeitliche Ableitungen

F Zeitliche Ableitung des materiellen Deformationsgradienten

| Raumlicher Geschwindigkeitsgradient 1 = F F-!

d Réumlicher Verzerrungsgeschwindigkeitstensor 2 d = 1+ 17

T,%,S Zeitliche Anderung der Spannungstensoren

C Zeitliche Anderung des Rechts-Cauchy-Green-Tensors

Spannungs- und Materialtensoren

t, to Eingepragte Oberflichenkraftdichte

k. k, Eingepragte Volumenkraftdichte

T Cauchyscher Spannungstensor

T Kirchhoff-Spannungstensor 7 = J T

P 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor P = 7 F~7

S 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor S = F~! P

¢ Materialtensor der Referenzkonfiguration

¢ Materialtensor der Momentankonfiguration

Z.,7 Basistensoren fiir die Darstellung der Spannungs- und Material-
tensoren

7,7 vierstufige Tensoren der Ableitung der Basistensoren nach C bzw.
g

A A Matrix der Koeffizienten der Ableitung der Invarianten nach C
bzw. g bzgl. der Basis Z

Qs Bim Koeffizienten bei der Darstellung der Spannungs- und Material-
tensoren

Materialparameter
I Elastizitdtsmodul
v Querkontraktionszahl
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I Schubmodul
Py Qp Materialparameter im Ogden-Materialgesetz
Potentialfunktionen

w Forménderungsenergiefunktion W = W + U

v freie Helmholtzenergie mit W = p, ¥

W Anteil der isochoren Deformation an der Forméanderungsenergie-
funktion

U Anteil der volumetrischen Deformation an der Formanderungs-
energiefunktion U = U(.J)

W, W Forméanderungsenergiefunktion in Abhéngigkeit der Invarianten

W, W Forméanderungsenergiefunktion in Abhangigkeit der Eigenwerte

II Gesamte Potentielle Energie

11, Potential der aufieren Krafte

0 Feldgrofe fiir das erweiterte Energiefunktional

P Hydrostatischer Druck

Iy, erweitertes Energiefunktional (Lagrangefunktional)

g9,G schwache Form des Gleichgewichts

n Testfunktion
Finite-Elemente-Methode, diskrete Gréfien

gn, Gy, diskrete Form der schwachen Form des Gleichgewichts

9,G Matrixform der schwachen Form des Gleichgewichts

Vv globaler Knotenverschiebungsvektor

Kr tangentiale Steifigkeitsmatrix

£1,62,&3 Lokale Koordinaten des isoparametrischen Konzepts

N Ansatzfunktion des k-ten Elementknotens im isoparametrischen
Konzept

Sensitivitdtsanalyse
© Kontinuierliche Problemfunktion ¢ = ¢(s,u(s))

Doppelbedeutung in der Notation

{o} 1.)  Kennzeichnung isochorer Grofien bei der multiplikativen Auf-
spaltung des materiellen Deformationsgradienten nach (2.20),

d.h. insbesondere W, 1, A;
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g, G

Index o

Darstellung der Gréflen an der Stelle der Linearisierung

Vorgegebene Grofen in den Bilanzsatzen, d.h. die vorgegebene
eingeprigte Volumenkraftdichte k bzw. k, und die vorgege-
bene eingepriagte Oberflichenkraftdichte t bzw. t,.

AuBerer Normalenvektor an die Oberfliche 9B, der Momen-

tankonfiguration By

Eigenvektor n; des Links-Streck-Tensors V

AuBerer Normalenvektor an die Oberfliche 9B, der Referenz-
konfiguration B,

Eigenvektor N; des Rechts-Streck-Tensors U

Metriktensor der Momentan- bzw. Referenzkonfiguration

Basisvektoren g; (bzw. G4) der Momentan- (bzw. Referenz-)
konfiguration

Schwache Form des Gleichgewichts in den Groflen der Mo-
mentankonfiguration

Nebenbedingung ¢; der mathematischen Problemformulie-
rung

Kennzeichnung der Groflen der Referenzzeit ¢,

Kennzeichnung des Startwertes s, der Designvariablen, der
keinerlei Bezug zu der physikalischen Grofle Zeit besitzt
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