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Einleitung

Die Theorie der Grobnerbasen ist ohne Zweifel das Fundament der Computeralgebra.
Mit ihrer Hilfe lassen sich viele Probleme aus der kommutativen Algebra bewéltigen. Ist
K ein Kérper und P = K|y, ..., y,| der Polynomring in den Unbestimmten yi,...,y,
iiber K, so ist zum Beispiel entscheidbar, ob ein Polynom f € P in einem Ideal [
von P enthalten ist. Ist dies der Fall, so kann f zudem auf eindeutige Weise in den
Elementen einer Grobnerbasis von I dargestellt werden. Neben solchen rein algebraischen
Eigenschaften existieren auch Anwendungen in anderen Gebieten der Mathematik. So
finden Grobnerbasen auch Einsatz in der Kryptographie und Geometrie, etwa bei der
Bestimmung des Verschwindungsideals einer Punktmenge.

Aufgrund ihrer vielfiltigen Eigenschaften und der zur Verfiigung stehenden Algo-
rithmen besteht natiirlich die Motivation, auch auf anderen algebraischen Strukturen
eine Grobnerbasistheorie zu entwickeln. So wollen wir in dieser Arbeit die Grobnerbasis-
theorie auf eine Struktur erweitern, die eher analytischer Natur ist, den differentiellen
Polynomring. Dazu versehen wir P mit einer sogenannten Derivation, d.h. mit einer Ab-
bildung 9 : P — P, so dass fiir Polynome f,g € P die Regeln 9(f 4+ g) = d(f) + 9(g)
und 9(fg) = 9(f)g+ fO(g) erfiillt sind. Fiir jedes k > 0 fassen wir dabei die Bilder von
Y1, ..., Yn unter OF als zusitzliche Unbestimmte auf und schreiben 9%(y;) = yz(k). Wir
erhalten mit D = K [yi(k) |i=1,...,n, k € Ny einen differentiellen Ring, der auch als
K{y,...,yn} notiert wird. Auf diese Weise lésst sich u.a. jede gewthnliche polynomiel-
le Differentialgleichung mit einem Element in D identifizieren. Das Vorhandensein einer
Derivation erzwingt nun aber zunéchst einen neuen Idealbegriff, um die Vertraglich mit
0 zu gewahrleisten. Hierzu wird an ein Ideal I zusétzlich die Bedingung gestellt, dass
es bzgl. 0 abgeschlossen ist, d.h. dass mit jedem Polynom f € I auch J(f) ein Element
von [ ist. Auf diese Weise erhalten wir mit I ein sogenanntes differentielles Ideal. Das
Studium solcher Ideale aus algebraischer Sicht begann Mitte des letzten Jahrhunderts.
J. Ritt war hierbei einer der Mitbegriinder der Theorie der charakteristischen Mengen
von differentiellen Idealen. Neben Ritt lieferte vor allem Kolchin in [13] die Grundlagen
aller spéateren Untersuchungen.

Bei der Entwicklung einer differentiellen Grébnerbasistheorie werden wir u.a. den
folgenden Fragen nachgehen:

— Was ist eine differentielle Grobnerbasis eines differentiellen Ideals?
— Besitzt jedes differentielle Ideal eine differentielle Grobnerbasis oder sogar eine
endliche?
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— Lassen sich alle Eigenschaften einer algebraischen Grébnerbasis auf differentielle
Grobnerbasen iibertragen?

— Wie kann eine differentielle Grobnerbasis berechnet werden?

— Welche Anwendungen gibt es speziell fiir differentielle Grébnerbasen?

Fiir die Beantwortung der obigen Fragen werden wir thematisch wie folgt vorgehen:
In Kapitel 1 fassen wir zunéchst die wesentlichen Grundlagen der differentiellen Algebra
zusammen. Besonderes Augenmerk féllt dabei auf die bereits angesprochene Theorie der
charakteristischen Mengen und die Dimensionstheorie fiir differentielle Faktorringe des
differentiellen Polynomrings D.

Im zweiten Kapitel studieren wir dann die Theorie der differentiellen Grobnerbasen.
Dies beinhaltet die Betrachtung differentieller Termordnungen sowie deren zugehori-
ge Termersetzungssysteme. Fiir die Berechnung differentieller Grébnerbasen geben wir
schliefflich eine differentielle Version des Buchberger-Algorithmus an.

Zum Abschluss stellen wir in Kapitel 3 ausgewéhlte Anwendungen der differentiel-
len Grobnerbasistheorie dar. Dies umfasst Aussagen zur Eliminationstheorie und eine
Berechnungsmethode fiir den Kern differentieller Algebrenhomomorphismen. Dariiber
hinaus befassen wir uns mit differentiellen Gleichungssystemen und Verschwindungs-
idealen endlicher Punktmengen. Letzteres werden wir auch unter numerischen Aspekten
betrachten, um auch fiir gestorte Daten sinnvolle Ergebnisse zu erzielen.

Nach der kurzen Darstellung des Verlaufs dieser Arbeit wollen wir nun noch detail-
lierter auf unsere Ergebnisse eingehen. Hierzu ist es zunéchst sinnvoll, den bisherigen
Forschungsstand auf dem Gebiet der differentiellen Polynomringe anzusprechen. Grund-
lage dessen sind zumeist sogenannte Rankings, also Ordnungen auf der Menge der De-
rivate D" = {yi(k) | i =1,...,n, k > 0}, die mit der Derivation 0 des differentiellen
Polynomrings D vertréglich sind. Letzteres ist erfiillt, falls fiir Derivate u,v € D" mit
u < v auch d(u) < d(v) gilt. Mit Hilfe solcher Rankings definiert Ritt eine Pseudo-
Reduktion auf D. Fiir zwei Polynome f, g € D heifit dabei f pseudo-reduzibel bzgl. g,
falls fiir ein k € Ny die k-te Derivation des bzgl. eines Rankings gréfiten Derivats in g,
den sogenannten Leader von g, in f vorkommt. In diesem Fall ergibt sich fiir geeignete
f1, f2 € D ein Polynom f,f — f,0%(g), dessen Leader kleiner oder gleich dem Leader von
f ist, wobei im Falle der Gleichheit der Leader zu einer echt kleineren Potenz vorkommt.

In diesem Zusammenhang nennen wir eine Teilmenge G eines differentiellen Ideals
I C D eine differentielle Pseudo-Gribnerbasis von I, falls jedes Element von I bzgl.
eines Polynoms g € G pseudo-reduzibel ist. Fordern wir zusétzlich, dass jedes ¢g; € G
bzgl. jedem g5 € G\{g1} nicht pseudo-reduzibel ist, so erhalten wir Ritts Begriff der cha-
rakteristischen Menge. Bestimmen lassen sich solche Mengen bisher nur fiir differentielle
Prim- und Radikalideale von D. Mit ihnen kann algorithmisch die Radikalzugehorigkeit
getestet werden, aber weitere typische Eigenschaften einer Grébnerbasis weisen sie nicht
auf. Charakteristische Mengen sind weder Erzeugendensysteme der Ideale, noch liefern
sie eine eindeutige Darstellung der Elemente von I. Ritts Ansatz ist fiir unsere Ziele
daher nicht geeignet.



Im Jahre 1987 gab Carra-Ferro eine erste konkrete Definition einer differentiellen
Grobnerbasis an (siehe [5]). Sie beschrénkte sich dabei jedoch auf lexikographische Term-
ordnungen. Allgemeinere Ansétze lieferten dagegen Ollivier (1990) und Zobnin (2005).
Entscheidend fiir eine sinnvolle Definition einer differentiellen Grébnerbasis sind die
Bedingungen, die an differentielle Termordnungen gestellt werden, also an geeignete
Termordnungen auf der Menge der Terme T" in D. Wir fordern hier lediglich, dass die
Einschrankung der Termordnung auf D" zusétzlich ein Ranking definiert, und erhalten
auf diese Weise eine Verallgemeinerung der Termordnungsbegriffe in [18] und [29]. Jede
solche differentielle Termordnung o liefert bereits eine Wohlordnung auf T" und damit zu
jeder Polynommenge G C D\{0} ein Termersetzungssystem. Existiert zu einem Polynom
f € Dein g € G und ein k € Ny, so dass der Leitterm von 9*(g) ein Teiler des
Leitterms LT, (f) von f ist, so heiBt f reduzibel bzgl. g und wir erhalten mit f — ctd*(g)
fiir ein geeignetes ¢ € K und einen Term ¢ € T" ein Restpolynom mit einem echt
kleineren Leitterm als f. Da jedes solche Termersetzungssystem noethersch ist, kann
jedem Polynom f eine Normalform zugeordnet werden, also ein Polynom, das bzgl. G
nicht weiter reduziert werden kann. Diese Normalform ist aber im Allgemeinen nicht
eindeutig. Fiir eine Teilmenge G eines differentiellen Ideals ist die Eindeutigkeit nun
gerade dann garantiert, wenn die Menge der Leitterme der Polynome 0%(g) mit g € G
und k € Ny das Leittermideal LT, (I) = (LT,(f) | f € I\{0}) von I erzeugt. Die
letzte Bedingung an G kommt formal der Definition einer algebraischen Grobnerbasis
sehr nahe. Ein solches G erfiillt also mit der Eindeutigkeit der Normalform bereits eine
der typischen Eigenschaften einer Grobnerbasis, und daher nennen wir in diesem Fall G
eine differentielle Grébnerbasis von I. Dass diese Definition auch berechtigt ist, zeigt eine
Verallgemeinerung des Begriffs der Standardbasis fiir Ideale bzgl. einer Filtrierung auf D
(sieche Abschnitt 2.3). Fiir die Grobner-Filtrierung liefert diese gerade unsere Definition
einer differentiellen Grébnerbasis.

In Abschnitt 2.4 weisen wir weiter nach, dass bzgl. einer differentiellen Grobnerbasis G
eines differentiellen Ideals I C D ein Polynom f € D genau dann zu Null reduziert,
wenn es ein Element von [ ist. Damit l&sst sich fiir ein Polynom die Idealzugehorigkeit
entscheiden und im Fall f € I eine eindeutige Darstellung in den Elementen 9%(g) mit
g € G und k € Ny angeben. Fiir eine solche Darstellung f = Y7 | f;0%(g;) mit f; € D,
gi € Gund k; € Ny fiir i = 1,..., s gilt insbesondere LT, (f) >, LT, (f;0% (g;)) fiir jedes
ie{l,...,s}

Bis auf eine sind also alle wesentlichen Eigenschaften einer Grobnerbasis erfiillt. Eine
differentielle Grobnerbasis eines differentiellen Ideals ist zwar immer zugleich ein diffe-
rentielles Erzeugendensystem des Ideals, jedoch ist zundchst unklar, ob es auch stets
eine endliche gibt. Leider lédsst sich die generelle Existenz einer endlichen differentiellen
Grobnerbasis direkt ausschliefen, da der differentielle Polynomring nicht noethersch ist
und damit nicht jedes differentielle Ideal von D ein endliches differentielles Erzeugenden-
system besitzt. Daher beschrinken wir uns hier auf endlich erzeugte differentielle Ideale,
auch hinsichtlich des Einsatzes von Computeralgebrasystemen, in denen nur mit endli-
chen Mengen gearbeitet werden kann. Aber auch fiir solche Ideale ist die Existenz einer
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endlichen differentiellen Grobnerbasis nicht gesichert. Nichts desto trotz konnen wir ein
differentielles Analogon zum Buchberger-Algorithmus angeben, das von ausgewéhlten S-
Polynomen die Normalform bestimmt und diese ggf. zum aktuellen Erzeugendensystem
hinzufiigt. Dabei liefert fiir G = {g1, ..., gs} jedes Paar ((i, k), (4,1)) € ({1,...,n}xNg)?
mit (i,k) # (J,1) das zugehorige S-Polynom % ok (g;) — %%j)) d'(g;), wobei
i, = kgV(LT,(8%(9:)), LT+ (8" (g5))) und LM, (f) fiir jedes f € D\{0} das Leit-
monom von f bezeichnet. Das Buchberger-Kriterium besagt nun, dass G genau dann
eine differentielle Grébnerbasis von [ ist, wenn jedes solche S-Polynom bzgl. G zu Null
reduziert. Da es aber unendlich viele S-Polynome gibt, die im Allgemeinen auch nicht
durch die iiblichen Kriterien vermieden werden kénnen, terminiert der oben beschriebene
Algorithmus nur in besonders giinstigen Féllen.

Fiir strikt stabile differentielle Termordnungen lassen sich hingegen genauere Aus-
sagen iiber die Existenz endlicher differentieller Grobnerbasen treffen. Hierzu fordern
wir wie in [18] und [29] zusétzlich, dass fiir Terme t;,t € T" mit ¢; <, ty auch
LT, (0(t1)) <o LT,(0(t2)) erfullt ist. Fiir solche Termordnungen zeigen wir, dass sich
fiir differentielle Ideale I, die eine endlich differentielle Grobnerbasis besitzen, genau
n — dim(D/I) Polynome in [ finden lassen, deren Leitterme Derivate von paarweise
verschiedenen differentiellen Unbestimmten sind. Hierbei bezeichnet die Zahl dim(D/I)
die Dimension des differentiellen Faktorrings D/I, die sich algorithmisch mit Hilfe diffe-
rentieller Pseudo-Grobnerbasen berechnen lésst (sieche Abschnitt 1.8). Fiir differentielle
Ideale I mit dim(D/I) = 0 gilt sogar die Umkehrung der obigen Folgerung. D.h. exis-
tieren in I genau n solcher Polynome, so auch eine endliche differentielle Grobnerbasis.

Auch fiir die praktische Berechnung von differentiellen Grébnerbasen bringt die Ver-
wendung strikt stabiler differentieller Termordnungen Vorteile mit sich. So ist es vor
allem nicht notwendig, alle S-Polynome zu bestimmen. Es geniigt die Betrachtung der
S-Polynome zu sogenannten fundamentalen Paaren, d.h. zu Paaren ((i, k), (4,1)), so dass
fiir alle k, I, m € Ny der Term O™ (t(i,fc),(j,f)> kein Teiler von £(; ),(j) ist. Es stellt sich dabei
heraus, dass es zwischen zwei Polynomen entweder unendlich viele oder genau ein funda-
mentales Paar gibt. Zudem finden wir weitere Kriterien zur Vermeidung unnétiger fun-
damentaler Paare, die in einer neuen Version des differentiellen Buchberger-Algorithmus
zur Anwendung kommen. Mit dieser sind wir in der Lage, fiir jedes null-dimensionale
differentielle Ideal in endlich vielen Schritten eine endliche differentielle Grébnerbasis zu
bestimmen, falls eine solche existiert. Fiir hohere Dimensionen berechnet die Prozedur
zwar eine differentielle Grobnerbasis, es fehlt jedoch ein geeignetes Abbruchkriterium.
In diesem Zusammenhang klassifizieren wir die differentiellen Ideale, fiir die unsere Pro-
zedur terminiert, anhand der Gestalt ihrer reduzierten differentiellen Grébnerbasis.

In Abschnitt 3.1 beschreiben wir, wie mit differentiellen Grobnerbasen differentielle
Eliminationsideale bestimmt werden koénnen. Hierzu verwenden wir sogenannte differen-
tielle Eliminationsordnungen, d.h. differentielle Termordnungen o, die fiir eine bestimmte
Menge L von differentiellen Unbestimmten stets y >, g erfiillt, falls y € L und y & L
ist. Die differentielle Version des Hauptsatzes der Eliminationstheorie besagt dann, dass



fiir eine differentielle Grobnerbasis G von I bzgl. einer differentiellen Eliminationsord-
nung fir L C {y;,...,y,} die Menge GN K{y; | i =1,...,n,y; & L} eine differentielle
Grobnerbasis des Ideals INK{y; |i=1,...,n,y; ¢ L} bildet. Fiir ausgewéhlte o und L
kénnen wir mit dem differentiellen Buchberger-Algorithmus sogar eine solche differenti-
elle Grobnerbasis berechnen, falls diese endlich ist.

Mit den obigen Uberlegungen lisst sich auch der Kern eines differentiellen K-Algebren-
homomorphismus ¢ bestimmen. Da jede endlich erzeugte differentielle K-Algebra von
der Form K{yi,...,yn}/I fur ein differentielles Ideal I ist, konnen wir ¢ auffassen als
o K{yi,...,un}/li — K{z,...,2n}/l> mit differentiellen Idealen Iy, I und mit
oy + 1) = fi+ Iz fir ¢ = 1,...,n und gewissen fi,...,f, € K{z1,...,2n}. Ist J
das von {y1 — f1,.-.,Yn — fu} und I differentiell erzeugte Ideal, so erhalten wir mit
dem Bild von J N K{y1,...,y,} in K{yi1,...,yn}/]1 den Kern von ¢. Zur Bestimmung
des Ideals J N K{y1,...,y,} konnen wir dabei eine differentielle Eliminationsordnung
fir L = {z1,...,2n} verwenden. Auf diese Weise lassen sich z.B. alle differentiellen
Relationen zwischen Polynomen aus K[z, ..., 2] berechnen.

Um fir eine gegebene Polynommenge {fi,..., fs} € D bzw. fiir das von {fi,..., f}
differentiell erzeugte Ideal I alle gemeinsamen Nullstellen @ € K™ zu bestimmen, wobei
wir hier auch 0%(f;)(a) = 0 fiir alle k > 0 fordern, geniigt es, alle Nullstellen des Ideals
INK][yi,...,ys] zu berechnen und diese zu testen. Dies ist aber nur dann mdéglich, wenn
es endlich viele solcher Nullstellen gibt. Und Letzteres ist genau dann der Fall, wenn [
null-dimensional ist und Ordnung Null besitzt (sieche Abschnitt 3.3).

Umgekehrt ist auch von Interesse, zu einer gegebenen endlichen Punktmenge dieje-
nigen Polynome f € D zu bestimmen, fiir die 9*(f) fiir jedes k¥ > 0 an allen Punkten
verschwindet. Eine direkte Ubertragung des Buchberger-Moller-Algorithmus auf den dif-
ferentiellen Fall liefert dazu das gewiinschte Ergebnis. In diesem Zusammenhang befassen
wir uns auch mit der folgenden Fragestellung: Sind die Werte von unendlich oft diffe-
renzierbaren, reellen Funktionen ¢4, ..., ¢, an Stellen z,...,x, € R bis zu einer festen
Ordnung N € N, bekannt, wie kann dann das Verschwindungsideal von ¢1,..., ¢,
aus diesen Daten bestmoglich approximiert werden? Dazu passen wir den differentiel-
len Buchberger-Méller-Algorithmus geeignet an und berechnen so fiir jedes m € Ny mit
m < N alle Polynome f € K[y,fj) li=1,...,n,0<j <m)] fiirdie f,(f),..., 0" "™(f)
an den gegebenen Punkten verschwinden.

Schliellich betrachten wir die beschriebene Problemstellung unter dem Gesichtspunkt,
dass es sich bei den gegebenen Werten um gestorte, also nicht exakte Daten handelt.
Unter Verwendung verschiedener numerischer Methoden geben wir dazu Algorithmen
an, die moglichst einfache Relationen liefern, die an den gestérten Daten ,,beinahe* ver-
schwinden.

An dieser Stelle mochte ich mich vor allem bei Herrn Prof. Dr. M. Kreuzer fiir die
sehr gute Betreuung und die interessanten Diskussionen bedanken.

AuBlerdem danke ich meiner Familie, insbesondere meiner Frau Ina, die mir in der
arbeitsreichen Zeit stets liebevoll und unterstiitzend zur Seite stand.






Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel befassen wir uns mit den Grundlagen der differentiellen Algebra. Diese
beschéftigt sich mit algebraischen Strukturen, die unter einer Derivation abgeschlossen
sind. Der Schwerpunkt liegt dabei auf der Theorie der differentiellen Polynomringe und
deren Ideale.

Ihre Anféinge hatte die differentielle Algebra zu Beginn des 20. Jahrhunderts. So liefer-
te Riquier 1910 als Erster einen algebraischen Ansatz fiir die Untersuchung von Systemen
partieller Differentialgleichungen. Dazu wird eine Differentialgleichung als ein Element
eines Polynomrings aufgefasst, in dem fiir jede Unbestimmte auch deren Derivationen
definiert sind, sogenannte Derivate. Auf diese Weise lésst sich die Losungsmenge eines
Systems als Nullstellenmenge eines Ideals interpretieren. Dies war Motivation genug, sol-
che Ideale umfassend zu studieren. Als Standardwerke gelten hierbei die Arbeiten von
Kolchin ([13]) und Ritt ([21]). Diese beschéftigen sich insbesondere mit der Theorie der
charakteristischen Mengen, die als ein differentielles Analogon zur Grébnerbasistheorie
angesehen werden kann. Aktuelle Forschungsergebnisse hierzu finden sich in [1] bzw. [2]
sowie in [11] und [24].

Wir beginnen zunéchst mit einer Darstellung der grundlegenden Aussagen iiber dif-
ferentielle Ringe und Ideale, bevor wir im zweiten Abschnitt speziell auf differentielle
Polynomringe eingehen. Hierauf folgt ein kurzer Einblick in die differentielle Geometrie,
insbesondere die differentielle Version des Hilbertschen Nullstellensatzes.

Im vierten Abschnitt widmen wir uns dann speziellen Ordnungen auf der Menge der
Derivate, den sogenannten Rankings. Diese bilden die Grundlage fiir die Einfiithrung eines
Pseudo-Reduktionssystems im darauffolgenden Abschnitt, welches wiederum zum Begriff
der differentiellen Pseudo-Grobnerbasis fiihrt. Letzerer kann als eine sinnvolle Verallge-
meinerung des Begriffs der charakteristischen Menge angesehen werden, wobei sich die
Eigenschaften grofitenteils {ibertragen lassen. Hierzu zdhlen u.a. der Radikalzugehorig-
keitstest und die Berechnung von Eliminationsidealen fiir differentielle Primideale.

Der letzte Abschnitt befasst sich schliefllich mit der Dimension eines differentiellen
Faktorrings und deren algorithmische Berechnung.
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1.1 Differentielle Ringe

In diesem Abschnitt wollen wir kurz die wichtigsten Fakten aus der differentiellen Ring-
theorie darlegen, die wir fiir unsere folgenden Untersuchungen benétigen. Wir beginnen
dabei mit einer algebraischen Definition einer Derivation, einem Begriff, der urspriinglich
nur im Gebiet der Analysis vorzufinden ist. In Ringen, die mit einer solchen Abbildung
versehen sind, werden dann im Wesentlichen Ideale studiert, die bzgl. der Derivation
abgeschlossen sind, sogenannte differentielle Ideale. Fiir diese Ideale lassen sich nun
analoge Aussagen zu denen der klassischen Algebra treffen.

Im Folgenden bezeichnen R, S stets Ringe, I, .J Ideale und K, L Korper. Dabei ver-
stehen wir unter einem Ring immer einen kommutativen Ring mit Eins.

Definition 1.1.1. Sei R ein Ring. Eine Abbildung 0 : R — R heifit Derivation, falls
fiir alle a,b € R gilt

i) d(a+b) = 9(a) + O(b),
ii) d(a-b) =a-9(b) + d(a) - b.

Fiir die k-fache Konkatenation

k

schreiben wir auch kurz 0%a oder a®), wobei k eine nicht-negative ganze Zahl ist. Dabei

sei a9 = q.

Fiir die algebraischen Strukturen Ring und Korper lassen sich nun entsprechende
differentielle Strukturen definieren. Hierfiir benttigen wir lediglich die Existenz einer
geeigneten Derivation.

Definition 1.1.2. Sei R ein Ring und 0 : R — R eine Derivation.

1) Das Paar (R, 0) heifit ein differentieller Ring. Ist klar, welche Derivation gemeint
ist, so schreiben wir auch einfach R. Ein Teilring S C R heif3t differentieller Teilring
von (R, 0), falls 0(s) € S gilt fiir alle s € S.

2) Ist K ein Korper und ¢ : K — K eine Derivation, so heifit (K, ) ein differentieller
Korper. Ein Teilkorper L C K heilit differentieller Teilkorper von K, falls L ein
differentieller Teilring von K ist. Dann heifit K auch differentieller Oberkorper
oder differentielle Korpererweiterung von L.

3) Ein Element a eines differentiellen Rings (R, 9), das die Gleichung d(a) = 0 erfiillt,
heifit Konstante. Die Menge aller Konstanten von R bezeichnen wir mit R.

Der Begriff des differentiellen Rings kann auch als Verallgemeinerung des Ringbegriffs
angesehen werden. Denn wéhlen wir als Derivation die Nullabbildung, die die Bedingun-
gen aus Definition 1.1.1 trivialerweise erfiillt, so wird jeder Ring zu einem differentiellen
Ring.
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Bemerkung 1.1.3. Sei R ein differentieller Ring und K ein differentieller Kérper.

a) Die Menge Ry aller Konstanten von R bildet einen differentiellen Teilring von R.
Denn fir Elemente a, b € Ry gilt d(a+b) = da+0b = 0 bzw. d(ab) = adb+bda = 0.
Entsprechend ist K ein differentieller Teilkorper von K.

b) Der Teilkorper Ky C K umfasst wegen 9(1) =9(1-1) =1-9(1)+9(1) -1 =209(1)
stets den Primkorper von K.

Beispiel 1.1.4. Die Q-lineare Abbildung 0 : Q[t] — Q[¢] mit Jt = 1 ist eine Deriva-
tion. Also ist (Qt],0) ein differentieller Ring mit Q[t]y = Q.

Definition 1.1.5. Sei (R, ) ein differentieller Ring.
1) Ein Ideal I C R heifit differentielles Ideal von R, falls fir jedes f € I auch Jf ein

Element von I ist.
2) Fiir eine Teilmenge G C R bezeichne

(Go =12 3 £,9% | nur endlich viele f,; € R ungleich Null}

geG ieNy

das von G differentiell erzeugte differentielle Ideal von R. Ist I ein differentielles
Ideal von R und gilt (G)s = I, so heifit G ein differentielles Erzeugendensystem
von .

Ist I ein differentielles Ideal von (R, 0), so induziert 0 durch O(r + I) = d(r) + I eine
Derivation auf dem zugehorigen Faktorring R/I. Damit ist auch R/I ein differentieller
Ring.

Ein differentielles Ideal, welches zudem ein Primideal bzw. maximales Ideal ist, heifit
differentielles Primideal bzw. maximales differentielles Ideal. Auch die iiblichen Ideal-
operation lassen sich problemlos iibertragen.

Satz 1.1.6. Seien I, J differentielle Ideale von R und h € R.

a) Die Mengen I + J und I N J bilden differentielle Ideale von R.

b) Gilt Q C R, so ist das Radikal von I ein differentielles Ideal von R.

c) Ist I ein differentielles Primideal, so gilt VI=1.

d) Der Durchschnitt beliebig vieler differentieller Radikalideale von R ist wieder ein
differentielles Radikalideal von R.

e) Die Mengen I : J, I :J® und I : h*™° sind differentielle Ideale von R.

Beweis. In a) ist nur zu zeigen, dass die Mengen mit jedem Element auch dessen Deriva-
tion enthélt. Fiir I NJ ist dies offensichtlich erfiillt. Sei also f € I+ J, d.h. f = g+ h fiir
ein g € I und ein h € J. Wegen dg € I und 0h € J folgt direkt Of =dg+oh e I+ J.

Fiir den Beweis von b) sei f € I fiir ein f € R und ein i € N. Wir zeigen zuniichst
mit Induktion nach j, dass fiir j € {1,...,i} das Element f*7(0f)%~! in I enthalten
ist. Fiir j = i folgt dann (9f)*~' € I, also df € V/I. Fiir j = 1 ergibt sich direkt
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fimtof = 20f" € I. Sei jetzt j > 1 und die Behauptung fiir & = j — 1 erfiillt. Durch
Derivation und Multiplikation mit df erhalten wir mit

O(ND(F=U=D(@f PID71) = (i — j + 1) F (015 + (2] — 3) 0D (0201 R

ein Element von I. Da der rechte Summand nach Induktionsvoraussetzung in I liegt,
gilt dies auch fiir den ersten.

Um e) zu zeigen, sei zundchst f € I : J, d.h. fiir jedes g € J gilt fg € I. Dann liegt
auch 9(f)g = d(fg) — fOg in I und damit df in I : J. Analog folgt aus fg’ € I fiir ein
i > 0 sofort A(f)g"™t = d(fg')g —ifg'Og € I.

Die Beweise der Aussagen c) und d) verlaufen analog zu denen aus der kommutativen
Algebra unter Verwendung von a). O

Lemma 1.1.7. Sei R ein differentieller Ring mit Q C R, I C R ein differentielles Ideal
und seien fi,..., fm € R.

a) Gilt fifs € VI, so folgt fl(k1 () e /T I fiir alle ki, ko € Ny.

b) Esgilt\/f+(f1--~fm>a:\/f+ fiyo N AT+ (fm)o-
Beweis. Fiir den Beweis von a) sei f fo € V1. Da /T ein differentielles Ideal ist, ist auch
f1o(fifz) = flfl(l)f2+f12 2(1) ein Element in v/1, also fffz(l) € v/I. Dann enthilt /T auch
das Element f12(f2(1))2 und damit f1f2(1), woraus direkt fl(l)fg = 0(fifs) — f1f2(1) e VI
folgt. Fiir f, = 2(1) lssst sich nun die obige Uberlegung auf das Element f; f» anwenden,
und wir erhalten f; f2(2) e V/I. Sukzessive ergibt sich demnach f; fékl) e V/I. Damit ist
auch fl(l) fz(kl) im Radikal von I und schlieflich fl(k1 (k) e /T

Um b) zu zeigen, geniigt es den Fall m = 2 zu betrachten Offensichtlich ist die
Inklusion C erfiillt. Sei also f € \/ I+ (fi)a N \/ I+ (f2)s. Dann existieren Elemente
g €1, fi € (f1)o, fo € (f2)o und 4y, i € N mit fi = 9 + fi und f2 = gy + f2 D1e
Elemente f; und f, lassen sich nun schreiben als f; = Z h; fll) bzw. fo = Z hi f2

fiir gewisse hq, .. hkl,hl, . th € R und ki, ko € Ny. Mit a) ergibt sich fur das
Produkt

f1f2 = Z hhf1l)f2]) <f1f2>8~

i=0,...,k1

]:0 ,,,,, k:2
Es gilt nun f17%2 = gigo + g1 fo+ g2 f1 + fife € T+ /{fif2)o € /T + (fif2)o. Dann ist
aber auch f € \/I + (fi f2)s und die Behauptung bewiesen. O

Abschlieflend gilt es noch, Homomorphismen zwischen differentiellen Ringen zu er-
klaren. Ein differentieller Ringhomomorphismus sollte natiirlich die differentielle Struk-
tur eines differentiellen Rings erhalten, d.h. eine Vertréglichkeit mit der entsprechenden
Derivation gewahrleisten.

Definition 1.1.8. Seien (R, 9) und (S, 0) differentielle Ringe. Ein Ringhomomorphismus
¢ : R — S hei3t differentieller Ringhomomorphismus, falls fiir alle r € R die Bedingung
w(0r) = d(p(r)) erfiillt ist.
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Der Kern eines differentiellen Ringhomomorpismus ¢ : R — S ist als Teilmenge
von Ry offensichtlich ein differentielles Ideal von R und das Bild von ¢ ein differentieller
Unterring von S.

1.2 Der differentielle Polynomring

Nachdem die grundlegenden Begriffe aus der differentiellen Algebra erklart wurden, wol-
len wir uns nun mit Polynomringen iiber differentiellen Korpern beschéftigen. Diese
sollten in natiirlicher Weise wieder differentielle Ringe ergeben. In Folge dessen ist auch
fiir jede Unbestimmte eine Derivation zu erkléren. Dabei ist es wiederum verniinftig
zu verlangen, dass auch die Elemente der Menge {0%y | k > 0,y ist Unbestimmte}
wieder algebraisch unabhéngig {iber dem Grundkorper sind. Ein solcher differentieller
Polynomring entspricht also einem Polynomring mit unendlich vielen Unbestimmten.

In [13] und [21] wurde bereits eine umfassende Theorie iiber differentielle Ideale von
differentiellen Polynomringen entwickelt. Einige der wesentlichen Aussagen werden wir
hier auffiihren. Dazu gehort zum Beispiel die Existenz einer Primidealzerlegung von dif-
ferentiellen Radikalidealen oder auch Raudenbushs Basissatz. Letzterer ist vergleichbar
mit dem Hilbertschen Basissatz aus der klassischen Algebra. Er besagt, dass fiir jedes
differentielle Ideal I eines differentiellen Polynomrings endlich viele Polynome existieren,
deren differentielles Erzeugnis das gleiche Radikale wie I besitzt. Leider ist eine stérkere
Aussage hier nicht moglich, da der differentielle Polynomring nicht noethersch ist.

Im Folgenden sei K stets ein differentieller Kérper der Charakteristik Null mit Deri-
vation 0.

Definition 1.2.1. Seien y, ..., y, Unbestimmte mit n € N und die Elemente der Menge
D" = {yfk) |ie{l,...,n},k € Ny} algebraisch unabhéngig tiber K. Dann ldsst sich
die Derivation 0 auf den Polynomring K[D"] durch 8(y§k)) = ygkﬂ) fortsetzen.

1) Der differentielle Ring K [D"] heifit der gewdhnliche differentielle Polynomring iiber
K in den differentiellen Unbestimmten vy, ...,y, und wird mit D notiert. Seine
Elemente heiflen differentielle Polynome, die Elemente von D™ Derivate.

2) Ein differentielles Polynom ¢ der Form t = «f* - - - ufm mit uy, ... u, € D" und
ki,...,k, € N heifit differentieller Term. Die Menge aller differentiellen Terme sei
mit T" bezeichnet.

3) Ist f € D\{0} ein differentielles Polynom mit der Darstellung f = > 1" ¢;t;,
wobei ¢; € K\{0} und ¢; € T" fiir i = 1,...,m, so heifit die Menge {¢,... ¢t}
der Triger von f und wird mit Supp(f) notiert. Als differentiellen Triger von f
bezeichnen wir die Menge D(f) = {u € D" | u teilt ¢ fiir ein ¢ € Supp(f)}.

Der Begriff ,,gewohnlich“ dient hierbei der Unterscheidung von D und dem Polynom-
ring K[yi, ..., yn| versehen mit den partiellen Derivationen aiyl’ cee %. Da letzterer in
dieser Arbeit keine weitere Erwéhnung findet, sprechen wir im Weiteren nur noch vom
differentiellen Polynomring D.
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Definition 1.2.2. Sei t = u%" - - uFm ein differentieller Term mit u,, . .., u,, € D™ und

ki,...,kn € N. Weiter sei f € D\{0} ein differentielles Polynom mit der Darstellung
f=>" ¢, wobei ¢; € K\{0} und ¢; € T" fir i = 1,...,m.

1) Fiir ein Derivat yi(k) € D" miti € {1,...,n} und k > 0 heifit die Zahl Ord(yik)) =k
die Ordnung von yi(k). Die Zahl ord(f) = max{ord(u) | u € D(f)} heifit dann die
Ordnung von f. Fiir eine Teilmenge G C D und ein k£ € Ny bezeichne Gy, die
Menge aller Elemente von G mit Ordnung kleiner oder gleich k.

2) Die Zahl w(t) = ord(uy)ky +- - - +ord(u,m,)k, heiBt das Gewicht von t und entspre-
chend w(f) = max{w(t) | t € Supp(f)} heiBt das Gewicht von f.

3) Die Zahl deg(t) = k1 + - - - + ky,, heifit wie iiblich der Grad von t und entsprechend

deg(f) = max{deg(t;) | i =1,...,m} der Grad von f.

Fiir jedes Polynom f € D\ K besitzen f und 0f offensichtlich denselben Grad. Das
Gewicht hingegen erhoht sich bei Derivation. Genauer lassen sich folgende Eigenschaften
festhalten.

Lemma 1.2.3. Seit € T" ein differentieller Term und f € D\K ein differentielles
Polynom.

a) Esist Of € D\K.

b) Alle differentiellen Terme in Supp(0t) haben dasselbe Gewicht, und fir jeden dif-
ferentiellen Term t € Supp(dt) gilt w(t) = w(t) + 1.

¢) Es gilt w(0f) =w(f)+ 1.

Beweis. Fiir den Beweis von a) sei ygk) € D(f) mit ¢ € {1,...,n}. Dabei sei k € Ny
maximal gewéhlt, d.h. y; kommt in f héchstens zur Ordnung k& vor. Wir schreiben nun
f als Polynom in yi(k mit Koeffizienten, die y; hochstens zur Ordnung k& — 1 enthalten,

d.h. f= Z;'l:o fj(yl(k))j mit fo,..., fqg € D und f; # 0. Dann ist df; # 0 der Koeffizient

von (ygk))d_lyi(kﬂ) in 0f, also 0f € K.

Jeder differentielle Term £ aus dem Triger von Ot ergibt sich durch Streichen eines
Derivats u € D(¢) in ¢t und Multiplikation von du. Daher erhalten wir fir das Gewicht
von ¢ den Wert w(t) = w(t) — ord(u) + ord(du) = w(t) + 1 und damit b).

Um c) zu zeigen, schreiben wir f als f = fi + fo mit fi, fo € D, wobei f; genau die
differentiellen Terme von f mit Gewicht w(f) umfasst. Nach a) gilt nun df; ¢ K und
mit b) folgt w(df1) = w(fi) + 1 =w(f)+ 1. Wegen w(0f) = w(0f;) ergibt sich daraus
die Behauptung. O]

Im Weiteren wollen wir uns detaillierter mit differentiellen Idealen des differentiellen
Polynomrings D beschiéftigen. Dabei stellt sich zunéchst die Frage, ob in unserer Situa-
tion ein Analogon zum Hilbertschen Basissatz existiert, d.h. ob jedes solche Ideal ein
endliches differentielles Erzeugendensystem besitzt. Wie wir bereits erwdhnt haben, ist
dies leider nicht der Fall. Betrachten wir zum Beispiel das von {y?, (9y)?, (9%y)?, ...} dif-
ferentiell erzeugte Ideal I von Q{y}, so kann es fiir I wegen (0Fy)* & (y2, ..., (08" 1y)?)s
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fiir jedes k > 1 kein endliches differentielles Erzeugendensystem geben. Einen Ausweg
liefert schliellich ein anderer Erzeugendenbegriff.

Definition 1.2.4. Sei I C D ein differentielles Ideal. Eine Teilmenge F' C [ heifit
differentielles Radikalerzeugendensystem von I, falls gilt v/I = +/ (F)p.

Jedes differentielle Ideal I € D besitzt offensichtlich ein differentielles Radikalerzeu-
gendensystem, denn F' = [ erfiillt trivialerweise die obige Bedingung. Dass jedoch stets
ein endliches differentielles Radikalerzeugendensystem existiert, besagt der nun folgende
Basissatz.

Theorem 1.2.5 (Raudenbushs Basissatz).
Jedes differentielle Ideal von D besitzt ein endliches differentielles Radikalerzeugenden-
system.

Beweis. Siehe [21], Kapitel 1.12. O

Eine typische Folgerung des obigen Basissatzes ist hingegen die Aussage, dass eine
aufsteigende Kette entsprechender Ideale stets stationdr wird.

Korollar 1.2.6. Jede aufsteigende Kette I; C Iy C --- von differentiellen Radikalidealen
von D wird stationdr.

Beweis. Sei Iy C I, C --- eine aufsteigende Kette von differentiellen Radikalidealen
von D. Dann ist I = (J;c I; offensichtlich wieder ein differentielles Radikalideal von D,
welches nach obigem Theorem ein endliches differentielles Radikalerzeugendensystem
F C I besitzt. Da F endlich ist, existiert ein Index 7 € N, so dass fiir alle £k > j die

Polynommenge F' in [;, enthalten ist. Dann gilt ' C I, C I = /(F)s und, da I ein
Radikalideal ist, sogar Iy = /(F)g. Die Kette der Ideale wird also stationér. ]

Schliellich existiert fiir jedes differentielle Radikalideal I auch eine Primidealzerle-
gung, d.h. es gibt differentielle Primideale py, ..., p, von D, so dass gilt I =(,_, p;.

Theorem 1.2.7 (Primidealzerlegung differentieller Radikalideale).
Jedes differentielle Radikalideal I C D ist Durchschnitt endlich wvieler differentieller
Primideale von D.

Beweis. Sei I C D ein differentielles Radikalideal. Angenommen, I besitzt keine Zerle-
gung in differentielle Primideale. Dann ist I insbesondere kein Primideal, d.h. es existie-
ren differentielle Polynome f,¢g € D\I mit fg € I. Nach Lemma 1.1.7 b) ist das diffe-
rentielle Ideal I also der Durchschnitt der differentiellen Radikalideale I} = /I + (f)a
und J; = /I + (g)s. Nach Voraussetzung konnen nun nicht beide Ideale eine Zerlegung
wie oben besitzen. O.B.d.A. besitze I; keine solche Zerlegung. Da auch I; demnach nicht
prim ist, ist es wieder der Durchschnitt zweier Radikalideale, von denen mindestens ei-
nes nicht in Primideale zerlegbar ist. Wir erhalten auf diese Weise eine unendliche, echt
aufsteigende Kette I C I; C Iy C --- von differentiellen Idealen von D im Widerspruch
zu Korollar 1.2.6. [
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1.3 Der differentielle Nullstellensatz

In diesem Abschnitt wollen wir einen kurzen Einblick in die Grundlagen der differen-
tiellen Geometrie geben. Wie die algebraische beschiftigt sich auch die differentielle
Geometrie mit Nullstellenmengen von Polynomen und Idealen, jedoch unter Beriicksich-
tigung der zugrundeliegenden Derivation. Hierbei verstehen wir unter einer Nullstelle
eines Polynoms f € K{yi,...,y,} ein Element (a4, ...,a,) € L™ fiir einen differentiellen
Oberkorper L von K, so dass f im Kern des differentiellen Einsetzhomomorphismus
D — L, y; — a; liegt. Es wird also jedes Derivat yl-(k) € D(f) durch das entsprechende
Element a®) ersetzt.

Umgekehrt ldsst sich fiir eine Menge X von Punkten aus L" auch das zugehorige
Verschwindungsideal studieren. Dabei macht es Sinn, von einem differentiellen Ideal
zu sprechen, da mit jeder Komponente eines Punktes aus X auch deren Derivationen
gegeben sind.

Zu den zentralen Aussagen zéhlt schliellich auch der Nullstellensatz fiir differentielle
Ideale, der exakt dem algebraischen Resultat entspricht.

Definition 1.3.1. Sei K C L eine differentielle Korpererweiterung.

1) Ein Element (ay,...,a,) € L™ heiBit eine Nullstelle eines differentiellen Polynoms
f€Din L" falls f(aq,...,a,) = 0 gilt. Die Menge aller Nullstellen von f in L"
sei mit Z7(f) bezeichnet. Fiir die Menge aller Nullstellen von f in allen méglichen
differentiellen Erweiterungen L von K schreiben wir Z(f).

2) Ist FF C D ein Menge von Polynomen, so ist die Nullstellenmenge von F in L"
definiert als die Menge

Z(F)=A{(a1,...,a,) € L"| f(ay,...,a,) =0 fir alle f € F}.

Fiir die Vereinigung aller Nullstellenmengen von F'in allen méglichen differentiellen
Erweiterungen L von K schreiben wir Z(F).
3) Ist X eine Teilmenge von K", so heifit das differentielle Ideal

I(X)={f e D] f(a) =0 fiir alle a € X}
das Verschwindungsideal von X.

Das Verschwindungsideal von X C K" ist in der Tat ein differentielles Ideal, denn fiir
jedes Polynom f € D mit f(a) = 0 gilt auch (9f)(a) = 9(f(a)) = 0.

Bemerkung 1.3.2. Sei X eine Teilmenge von K".

a) Das Ideal Z(X) N Klyi, ..., yn] ist gerade das algebraische Verschwindungsideal
von X in K[y1,...,Yn]-

b) Mit a) folgt zugleich, dass X genau dann endlich ist, wenn das Ideal Z(X) N Ky;]
fir i =1,...,n von {0} verschieden ist. Siehe dazu auch [14], Proposition 3.7.1.
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Ist F' C Dy ein Erzeugendensystem von Z(X), = Z(X) N Dy, so gilt insbesondere
(F)s € Z(X). Hierbei kann im Allgemeinen keine Gleichheit angenommen werden. Denn
zum Beispiel ist Z(X)y = {0} C Q[y] das algebraische Verschwindungsideal der Menge
X = @, aber yV € Z(X) offensichtlich kein Element von (Z(X)g)s = {0}.

Die iiblichen GesetzméfBigkeiten fiir Nullstellenmengen und Verschwindungsideale in
Bezug auf Idealoperationen behalten hingegen auch im differentiellen Fall ihre Giiltigkeit.

Lemma 1.3.3. Seien I, I, C D differentielle Ideale und F' eine Teilmenge von D.

a) Aus I C Iy folgt Z(1y) C Z(1y).

b) Bs gilt Z(I, + I,) = Z(1,) N 2(I) und Z(1, N L) = Z(L 1) = Z(1,) U Z(I).
c) Esist Z(I,) = Z(\/11).

d) Es gilt Z(F) = Z((F)g).

e) Ist F' ein differentielles Radikalerzeugendensystem von Iy, so gilt Z(F) = Z(1,).

Beweis. Die Beweise fiir a)-d) entsprechen exakt denen aus der algebraischen Geometrie
und e) folgt aus c¢) bzw. d). O

Nach der letzten Aussage des Lemmas existiert also zu jedem differentiellen Ideal eine
endliche Teilmenge von Polynomen mit derselben Nullstellenmenge.

Lemma 1.3.4. Seien Xy und Xy Teilmengen von K™.

a) Aus Xq C Xy folgt T(Xs) C Z(Xy).
b) Esist T(Xy) ein differentielles Radikalideal.

Beweis. Jedes Polynom f € Z(X,) erfiillt f(a) = 0 fiir alle a € X, also insbesondere
fir die Elemente aus X;, d.h. f € Z(X;). Und ist f* € Z(X,) fiir ein k > 1, so gilt
wegen f¥(a) = (f(a))* = 0 auch f(a) = 0 fiir jedes a € Xj. O

Schlieflich ergibt sich das differentielle Analogon zum Hilbertschen Nullstellensatz.

Theorem 1.3.5 (Differentieller Nullstellensatz).
Ist I C D ein differentielles Ideal, so gilt Z(Z(I)) = /1. Insbesondere ist fiir jedes echte
differentielle Ideal I die zugehdrige Nullstellenmenge nicht leer.

Beweis. Siehe [21], Kapitel I1.7. O

1.4 Rankings

Eines der wichtigsten Probleme der algebraischen und der differentiellen Idealtheorie
ist das Idealzugehorigkeitsproblem. Dieses beschéftigt sich mit der Frage, wie sich ent-
scheiden ldsst, ob ein Polynom f € D in einem (differentiellen) Ideal I C D enthalten
ist. Algebraisch liefert die Grobnerbasistheorie eine addquate Losungsmethode. Ein zen-
traler Punkt dabei ist eine Anordnung aller Terme anhand von Termordnungen. Im
differentiellen Fall bedarf es dafiir zunéchst einer Ordnung der Derivate in D".
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Als Erster fithrte Riquier ([21]) solche Rankings ein, als totale Ordnungen auf D", die
mit der jeweiligen Derivation vertraglich sind. D.h. die Derivation eines Derivats fiihrt
immer zu einem echt groferen Derivat und fiir u, v € D" mit u < v gelte auch du < Ov.
Eine vollstandige Klassifizierung aller Rankings iiber eine geeignete Darstellung durch
Matrizen ist in [27] zu finden. Spéter verallgemeinerte Rust die Definition eines Rankings,
indem er die Bedingung v < Ou fiir jedes u € D" nicht verlangte. Eine Klassifizierung
dieser Ordnungen stellt er in [23] dar.

Rankings sind insbesondere Wohlordnungen auf ID". Diese Eigenschaft wird oftmals
der entscheidende Punkt fiir die Giiltigkeit einiger Aussagen im néchsten Abschnitt sein.

Fiir jedes Polynom lésst sich zudem das bzgl. einem Ranking gréfite Derivat auszeich-
nen. Dieses sogenannte Leitderivat iibernimmt die Rolle des Leitterms eines Polynoms
bzgl. einer Termordnung und wird im Weiteren von besonderer Bedeutung sein.

Im Folgenden bezeichnet D" wieder die Menge aller Derivate des differentiellen Poly-
nomrings D = K{y1,...,yn}

Definition 1.4.1. Eine totale Ordnung 7 auf der Menge der Derivate D" heifit Ranking
auf D", falls gilt

1) u <, Ou fiir alle u € D",
2) uy <, ug impliziert Ju; <, Ouy fiir alle uy, uy € D™.

Ein Ranking 7 auf D" heifit ordentlich, falls zusétzlich gilt

3) ord(u;) < ord(ug) impliziert u; <, uy fiir alle uy, uy € D".

Die durch die Bedingungen 1) und 2) definierten Rankings heilen in der Literatur
auch Riquier-Rankings.

Beispiel 1.4.2. Die Ordnungen

Y1 <Oy <OPy1 <+ <Y <Oyp <+ <Yy < Oypy < -+
und
Yi <yo < <Yy <Oy <OYp < <y, < Pyp < -+

definieren offensichtlich Rankings auf ID".

Satz 1.4.3. Ist 7 ein Ranking auf D", so wird jede absteigende Kette uy >, ug >, -+ -
von Derivaten aus D™ stationdr.

Beweis. Angenommen, es existiert eine absteigende Kette u; >, us >, --- von Deri-
vaten aus D", die nicht stationdr wird. Fiir jedes ¢ € {1,...,n} sei (u;;);en diejenige
Teilfolge von (ug)ren, die alle Derivate uy mit uy, = ygl) fiir ein [ € Ny umfasst. Da die
Kette u; >, uy >, - -+ nicht stationédr wird, miissen die Elemente mindestens einer dieser
Teilfolgen ebenfalls eine absteigende Kette bilden, die nicht stationdr wird. O.B.d.A. sei

dies fiir ¢ = 1 der Fall. Wir schreiben die entsprechende Kette als yi’“) >r ?Akz) >

mit kq, ks, ... € No. Nach Definition 1.4.1, 1) gilt dabei ky > ko > - --. Da die Menge der
natiirlichen Zahlen wohlgeordnet ist, wird diese Kette stationér, ein Widerspruch. [
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Jedes Ranking 7 auf D" ldsst sich nun wie folgt zu einer totalen Ordnung der Menge
{ud | u € D", d € N} fortsetzen. Fiir Derivate u;,us € D" und di,ds € N gelte dazu
u‘fl <, qu genau dann, wenn entweder u; <, us oder u; = wug und d; < dy. Diese

Konstruktion liefert sogar eine Wohlordnung auf der Menge {u? | u € D",d € N}.

Korollar 1.4.4. Ist T ein Ranking auf D", so wird jede absteigende Kettet; >, to >, -+
von differentiellen Termen aus {u® | uw € D", d € N} stationdr.

Beweis. Fiir jede absteigende Kette ucf1 > qu >, --- mit Derivaten uq,us,... € D"
und dy, ds, ... € Ny erhalten wir die absteigende Kette u; >, us >, ---, welche nach
Satz 1.4.3 stationédr wird. Da IN wohlgeordnet ist, folgt daraus die Behauptung. ]

Definition 1.4.5. Sei 7 ein Ranking auf D", f € D\{0} und v € D". Wir schreiben
f als differentielles Polynom in v € D", d.h. f = Z?:o fiut mit f; € D, fy # 0 und
ug D(f;) firi =0,...,d.

1) Die Zahl deg,(f) = d heiit der Grad von f in wu.

2) Das Derivat LD, (f) = max,{u | v € D(f)} heifit das Leitderivat oder der Leader
von f, Ideg,(f) = degp, (5 (f) der Leitgrad von f und LP.(f) = LD,(f)" (/)
die Leitpotenz von f. Ist LD, (f) = ygk) fir eini € {1,...,n} und k > 0, so heifit
LV.(f) = y; die Leitvariable von f.

3) Fiir u = LD,(f) heiBt in.(f) = f4 das Initial von f und sep, (f) = S0, i fiu'™!
der Separand von f.

Genauso, wie wir den Begriff des Leitderivats mit dem des Leitterms identifizieren,
kann das Initial als Analogon zum Leitkoeffizienten angesehen werden. Dabei ist das
Initial von df gerade der Separand von f und das Leitderivat von 0f die Derivation des
Leitderivats von f. Genauer gelten die folgenden Rechenregeln.

Lemma 1.4.6. Seien f,g € D\{0} differentielle Polynome.

a) Ist f+g #0, so gilt LD.(f +g) <, max,{LD,(f),LD.(g)}. Dabei gilt Gleichheit,
falls LD (f) # LD,(g) oder LD,(f) = LD.(g) und in,(f) + in.(g) # 0.

b) Es gilt LD,(fg) = max,{LD,(f),LD,(g)}.

¢) Es gilt LD, (0f) = 0(LD.(f)).

d) Fiir jedes k € N gilt sep. (f*) = sep,(f) = in,(9f) = in, (f*).

Beweis. Die Aussage in a) ergibt sich aus LD, (f + ¢g) € D(f + ¢g) C D(f) UD(g) und
die in b) aus LD, (fg) = max,.{u | u € D(f) UD(g)} = max,.{LD,(f),LD,(g)}.

Fiir den Beweis von c¢) fassen wir f als differentielles Polynom in LD.(f) auf, d.h.
f= Z?:o FiLD,(f)! mit d = ldeg,(f), fo,---, fa € D und fy # 0. Wir erhalten fiir die
Derivation von f

d d
0f = _0fiLD,(f)' + Y if;LD.(f)""'O(LD.(f)).
=0 =1
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Dabei ist D(0f) C {0u | uw € D(f)}UD(f), und fiir jedes v € D(f) folgt mit den Eigen-
schaften 1) und 2) aus Definition 1.4.1 daher (LD, (f)) >, du direkt aus LD, (f) >, u,
also LD, (9f) = (LD, (f)).

Um d) zu zeigen, schreiben wir 9f = Z?:o Af; LD, (f)" + sep,.(f)O(LD.(f)). Nach c)
ist nun O(LD,(f)) das Leitderivat von 0f bzgl. 7, also sep..(f) das Initial von 0f. Analog
ist wegen 0%(LD,(f)) = LD, (0" f) dann auch sep, (f) das Initial von 0¥ f fiir alle k € N.
Daraus ergibt sich schlieflich sep. (f*)) = in,(f*+1) = sep_(f). O

Fiir jedes Ranking lésst sich auf der Menge D aller Polynome eine Ordnung definieren.
In [21] ist diese Fortsetzung fiir das erste Ranking aus Beispiel 1.4.2 und in [13] fir
beliebige Rankings beschrieben. Verwendet wird dabei die durch ein Ranking 7 induzierte
Ordnung <, auf der Menge der Terme {u? | u € D", d € N}. Fiir Polynome f;, fo € D\K
gilt nun gerade f; <, fo, falls LP.(f1) <, LP,(f2) erfiillt ist. Zusétzlich wird vereinbart,
dass jedes Element aus K bzgl. <, stets kleiner als jedes Polynom aus D\ K ist.

1.5 Pseudoreduktion

Nach der Festlegung eines Ordnungsbegriffs schlieit sich im Allgemeinen die Definition
eines Reduktionssystems an, d.h. eine Menge von Regeln, die beschreiben, wie gewisse
Bestandteile eines Polynoms durch kleinere bzgl. der gewéhlten Ordnung ersetzt werden
konnen. Bei dem {iiblichen Termersetzungssystem der algebraischen Grébnerbasistheo-
rie kann zum Beispiel ein Term eines Polynoms f € Klzy,...,x,], der ein Vielfaches
des Leitterms eines anderen Polynoms g € Klz1, ..., x,] bzgl. einer Termordnung o ist,
durch LT,(g) — mg ersetzt werden. Im Fall eines Rankings entspricht der Leitterm
eines Polynoms nun dem Leitderivat und der Leitkoeffizient gerade dem Initial. Da wir
zusétzlich noch eine Derivation zur Verfiigung haben, sollte sich also jedes Derivat in
D(f) der Form 9*(LD,(g)) reduzieren lassen. Dies ist aber im Allgemeinen nur dann
moglich, wenn das Polynom f zuvor mit dem Initial von g multipliziert wird. Wir er-
halten auf diese Weise ein sogenanntes Pseudo-FErsetzungssystem. Zuerst wurde diese
Vorgehensweise in [21] und [13] beschrieben.

Definition 1.5.1. Seien f,g € D\{0}, G C D\{0} und 7 ein Ranking auf D".

1) Ist w € D(f) mit u = O*LD.(g), d = deg,(f) > ldeg (¢g'®) fiir ein k € Ny und
f= Z?:o fiut mit fo,...,fa € D, fq # 0, so sagen wir g pseudo-reduziert f in
einem Schritt zu

= “ldeg_(g(*
F = ing () f — fut0eee 0 ¥

und notieren dies mit f —g>p f.

. G . L
2) Es bezeichne —>, den reflexiven und transitiven Abschluss von (J e —g>p und

2 die zugehorige Aquivalenzrelation. Die Relation —G>p heifit auch Pseudo-
Ersetzungssystem.
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3) Ein Polynom f heifit pseudo-reduzibel bzgl. G, falls es ein Element g € G gibt, wel-
ches f pseudo-reduziert. Andernfalls heifit f pseudo-reduziert bzgl. G. Die Menge
G heiit pseudo-reduziert, falls jedes g € G bzgl. G\{g} pseudo-reduziert ist. Ist
OF(LD,(g)) ¢ D(f) fiir alle g € G und k > 1, so heifit f partiell reduziert bzgl. G.

4) Das Pseudo-Ersetzungssystem —G>p heiflit noethersch, falls es keine unendliche
Pseudo-Reduktionskette f; —25, fo —=, - - - mit Polynomen fi, fo,... € D\{0} und
g1, 92, ... € G gibt. Es heiit konfluent, falls fiir alle Polynome f, f1, fo € D mit
f—G>p f1 und f—G>p fo ein f3 € D existiert mit f; —G>p f3 und f5 —G>p f3. Das
Pseudo-Ersetzungssystem heifit lokal konfluent, falls fiir alle f, fi, fz € D und

1,92 € G mit fﬂ@ f1 und fﬂp fo ein f3 € D existiert mit f; —G>p f3 und

fa —G>p f3. Ist —G>p noethersch und konfluent, so heifit es auch konvergent.

In einem Pseudo-Reduktionsschritt wird der entsprechende Summand in, (g*)) fu?
stets durch ein bzgl. <, echt kleineres Polynom ersetzt. Dies garantiert letztlich, wie wir
noch genauer sehen werden, dass nur endlich viele solcher Ersetzungen moglich sind.

Sind die Leitderivate zweier Polynome Derivate derselben differentiellen Unbestimm-
ten, so ist eines der beiden pseudo-reduzibel bzgl. dem anderen. Dies ist auch der Grund
dafiir, dass eine pseudo-reduzierte Menge von Polynomen héchstens n Elemente enthal-
ten kann.

Satz 1.5.2. Sei G ={g1,...,9:} C D\{0} eine pseudo-reduzierte Menge.

a) Esist |G| < n, und fir alle i,5 € {1,...,s} miti# j gilt LV (g9;) # LV, (g;).
b) Fir jedes Polynom g € G ist das Initial und der Separand von g pseudo-reduziert
bzgl. G.

Beweis. Um a) zu zeigen, seien 4,j € {1,...,s} mit ¢ # j. Angenommen, es gilt nun
LV.(g;) = LV,(g;). O.B.d.A. sei dabei ord(LD,(g;)) > ord(LD,(g;)). Wire in diesem
Fall ord(LD(g;)) > ord(LD,(g;)), dann wére g; pseudo-reduzierbar durch g; im Wider-
spruch zur Pseudo-Reduziertheit von G. Es gelte also ord(LD,(g;)) = ord(LD.(g;)) und
O.B.d.A. ldeg,(g;) > ldeg,(g;). Dann ist g; wieder pseudo-reduzierbar durch g¢;, und wir
erhalten erneut einen Widerspruch. Demnach ist LV, (g;) # LV.(g;) und |G| nach oben
durch die Anzahl der differentiellen Unbestimmten beschrénkt.

Ist G pseudo-reduziert, so ist fiir jedes g € G wegen D(in,(g)) C D(sep,(g)) € D(g)
und wegen deg, (in,(g)) < deg,(sep,(g9)) < deg,(g) fiir alle u € D(g) sowohl das Initial
als auch der Separand von ¢ pseudo-reduziert bzgl. G\{g}. Da LD.(g) > LD, (in.(g))

und LD, (g) > LD,(sep,(g)) gilt mit degyp_(, (in-(g)) < degip, (5 (sep.(g)) < ldeg, (g),
sind in,(g) und sep,(g) auch bzgl. {g} pseudo-reduziert, also insgesamt bgzl. G. ]

In einem Pseudo-Reduktionsschritt f —g>p f wird das Polynom f mit dem Initial oder
dem Separanden von g multipliziert, je nachdem, ob die Ordnung des zu reduzierenden
Derivats v von f der Ordnung des Leitderivats von g entspricht oder grofler ist. Fiir ein
bzgl. G zu Null pseudo-reduzierbares Polynom f bedeutet dies, dass das Produkt von f
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mit allen beteiligten Initials bzw. Separanden ein Element von (G)s ist. Daher wird im
Folgenden das Polynom hg =[], in-(g)sep,(g) von entscheidender Bedeutung sein.

Satz 1.5.3. Sei 7 ein Ranking auf D" und G C D\{0}.

a) Das Pseudo-Ersetzungssystem —G>p 15t noethersch.

b) Fiir jedes f € D\{0} mit f—G>p0 gilt f € (G)o: h.

Beweis. Fiir den Beweis von a) nehmen wir an, dass eine unendliche Pseudo-Reduktions-
kette fi 25, fo =2, - - - mit differentiellen Polynomen f1, fo, ... € D\{0}, g1, 92,... € G
existiert. In jedem Pseudo-Reduktionsschritt wird dabei das Auftreten eines Derivats u
zu einer Potenz d eliminiert und durch differentielle Terme ersetzt, die das Derivat u
hochstens zur Potenz d — 1 enthalten. Fiir jedes ¢ € N sei nun u; das im i-ten Re-
duktionsschritt pseudo-reduzierte Derivat und d; dessen Potenz. Weiter sei w;, fiir ein
11 € N das Maximum all dieser Derivate bzgl. 7. In der Pseudo-Reduktion wird das
Derivat u;, insgesamt hochstens d;,-mal pseudo-reduziert, d.h. es existiert ein Index
J € N mit up <, u; fiir alle & > j. Bei der Betrachtung der verkiirzten Pseudo-

Reduktionskette f;11 — gy p five — gHQ - erhalten wir auf die gleiche Weise das Element
w,, = max.{u; | i € N,i > j+ 1} <, u;,. Eine Iteration dieses Verfahrens ergibt
eine unendliche, echt absteigende Kette wu;, >, w;, >, --- von Derivaten aus D" im
Widerspruch zu Satz 1.4.3.

Um b) zu zeigen, sei f; € D ein von Null verschiedenes Polynom mit f; —G>p 0. D.h.

es gibt Polynome gy,...,9m € G und fo, ..., f,n € D\{0} mit f; 25, fo -2, - 22 0.

Fiir jedes i € {1,...,m} wird dabei im i-ten Pseudo-Reduktionsschritt f; mit in,(g;)

(k:)

bzw. mit sep.(g;) multipliziert und ein Polynom h;g;"*’ subtrahiert. Insgesamt ergibt

sich also

[T in-(g:)"sep. (g:)" Z hig, "

i=1 i=1
mit gewissen n;, m; € Ng und ﬁz € D firi=1,...,m. Dann ist aber h¥ &f ein Element
von (G) fiir k = max{n;, +m; |[i=1,...,m} und darmt fe(Go:hg. O

Nach obigem Satz ist also jedes bzgl. G' zu Null pseudo-reduzierbare Polynom ein
Element des differentiellen Ideals (G)s : hY. Leider ist die Umkehrung dieser Aussage
im Allgemeinen nicht richtig. Betrachten wir zum Beispiel die Menge G = {3}, so ist das
Einspolynom offensichtlich ein Element von (G)y : b = (y*)s : (2y)>, aber sicherlich
pseudo-reduziert bzgl. G.

Zu jedem Element f € D\{0} ldsst sich nun ein bzgl. G pseudo-reduziertes Polynom

f € D berechnen, fiir das f —G>p f gilt. Der zugehérige Algorithmus ist, wie zu erwarten,
an den Divisionsalgorithmus aus der kommutativen Algebra angelehnt. Auch hier héngt
die Berechnung des Polynoms f wieder von der Reihenfolge der Elemente in G ab, d.h.
f ist im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.
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Satz 1.5.4. Seien s > 1 und f,q1,...,9s € D\{0}. Wir betrachten die folgenden In-
struktionen:

1) Seien h=1,g= fundn; =qo=0 firi=1,...,s.
2) Bestimme den kleinsten Index i € {1,...,s}, so dass gilt u := 0* LD, (g;) € D(g)

und deg,(g) > ldegT(gi(k)) fiir ein k € Ny. Ezistiert solch ein Index i, schreibe

g = Zjigo“(g) fiw? mit fo, ..., faeg, (g € D und
o setze qi; =0 fir j =mn; +1,...,k und n; =k, falls k > n,,
e ersetze qj durch inT(ggk))qﬂ firj=1,...,sundl =0,...,n;, sowie gy, durch
Qi + Faog, (g8t @),

e ersetze h durch h - inT(gZ.(k)),

e ersetze g durch inT(g(k))g — fdegu(g)udegu(g)*ldegf(ggk))g(k),

) )

e fahre mit 2) fort, falls g # 0.
3) Gib (h,g,[q10,- -+, Qny)s -+ Q505 - - - @sn.]) aus und stoppe.

Dies ist ein Algorithmus, dessen Ausgabe die folgenden Bedingungen erfiillt:

a) Es gilt hf =g+ > > qijgfj).
i=1j=0
b) Das differentielle Polynom g ist pseudo-reduziert bzgl. {gi,...,gs}-
¢) Esist LP,(hf) =LP,(f), und fir jedes i € {1,...,s}, j €{0,...,n;} mit g;; # 0

gilt LP+(f) =7 LP(g;59/")).

Beweis. Das Terminieren des Algorithmus ist nach Satz 1.5.3 gesichert. Zudem ist die
Gleichung in a) offensichtlich zu jedem Zeitpunkt erfiillt.

Des Weiteren ist das Polynom ¢ in der Ausgabe des Algorithmus pseudo-reduziert
bzgl. {g1,...,9s}, da entweder g = 0 gilt oder kein Derivat in D(g) existiert, welches
Derivation eines der Leitderivate von gy, ..., gs ist.

Es bleibt noch c) zu beweisen. Ist zu einem Zeitpunkt in Schritt 2) die Bedin-
gung fiir einen Index ¢ erfiillt, so gilt in diesem Fall LPT(inT(gi(k))) <, LP,(g) und
LPT(inT(g§k))g) = LPT(fdegu(g)udegu(g)_ldegf(gz(k))gzgk)). Nach der Aktualisierung aller Pa-
rameter besitzt demnach ¢ eine bzgl. 7 echt kleinere Leitpotenz. Damit ergibt sich zu-
gleich LPT(inT(g(k))) <, LP,(f), d.h. die Polynome hAf und f besitzen bzgl. T diesel-

be Leitpotenz. Ferner gilt auch LP.(f) >, LP( fdegu(g)udegu(g)_ldegf(gz@)) ggk)) und daher
LP,(f) >, LP,(gug!"). O

Das Element ¢ in der Ausgabe des Algorithmus heifit der differentielle Pseudo-Rest
von f bzgl. G = (g1, ..., gs), notiert als PR, g(f).

Als Néchstes geben wir einen Algorithmus an, der fiir eine Menge F' C D von Poly-
nomen eine pseudo-reduzierte Menge G C (F')s berechnet, so dass jedes Element von F'
bzgl. G zu Null pseudo-reduziert.
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Satz 1.5.5. Sei F = {f1,..., s} € D und 7 ein Ranking auf D". Wir betrachten die
durch die folgenden Instruktionen definierte Prozedur PseudoRed(F):

1) Setze G = F\{0}.

2) Sortiere die Elemente von G aufsteigend nach ihrer Leitpotenz bzgl. T und erhalte
G=1{g,...,9-} fiir einr € Ny. Setze R = 0.

3) Fiir aufsteigendesi = 1,...,r entferne g; aus G, falls g; bzgl. {q1, ..., gi—1} pseudo-
reduzibel ist.

4) Berechne fiir jedes f € F\{0} den differentiellen Pseudo-Rest f = PR.g(f). Ist
f+#0, so fige f zu R hinzu.

5) Gilt R =10, gib G aus und stoppe. Sonst ersetze G durch G U R und fahre mit 2)
fort.

Dies ist ein Algorithmus, der nach endlich vielen Schritten endet und eine pseudo-
reduzierte Menge G ausgibt, fir die (G)o C (F)g C (G)s : hE gilt und bzgl. der jedes
Polynom f € F zu Null pseudo-reduziert.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Korrektheit des Algorithmus. Da G zu Beginn mit
F\{0} initialisiert wird und zu G in Schritt 5) nur Elemente aus (F')s hinzugefiigt wer-
den, gilt auch am Ende (G)s C (F')s. Die zweite Inklusion ist wegen des Abbruchkriteri-
ums im letzten Schritt erfiillt. Denn ist R = (), so pseudo-reduziert jedes f € F\{0} bzgl.
G zu Null. Mit Satz 1.5.3 b) folgt dann bereits F' C (G)y : hy, also (F)s C (G)g : h.
Zudem ist G nach Schritt 3) stets pseudo-reduziert.

Um zu zeigen, dass der Algorithmus auch terminiert, setzen wir G; als die aktuelle
Menge G am Ende des i-ten Durchlaufs von Schritt 5). Angenommen, bei jedem Durch-
lauf gilt R # 0. Fiir alle ¢ > 1 sei t; = min {LP,(g9) | ¢ € G;} und ¢; € G; mit
LP,(g;) = t;. Dann gilt insbesondere ¢;;1 <, t; fiir alle ¢ > 1 und die absteigende Folge
(t;)ien wird nach Korollar 1.4.4 stationér, d.h. es existiert ein Index i; € N mit ¢, = ¢;,
fir alle k > 4. Ist |G| = 1 fiir ein k& > 4y, so sind wir fertig. Sonst betrachten wir fiir
i > i; nun die Terme #; = min, {LP,(g9) | ¢ € Gi\{g:}}. Auch diese bilden eine abstei-
gende Folge differentieller Terme, die stationdr wird. Wegen |G;| < |F|+n fiir alle i > 1
endet dieses Verfahren nach endlich vielen Schritten. O

Im restlichen Teil dieses Abschnitts wollen wir noch einige wichtige Resultate zum
Thema Pseudo-Reduktion anfithren. Dazu betrachten wir zumeist eine pseudo-reduzierte
Menge G C D\{0} bzw. das zugehorige differentielle Ideal (G)s : hZ. Differentielle
Ideale, die sich derart darstellen lassen, heiflen auch requldr und werden in den néchsten
Abschnitten noch von Bedeutung sein.

Ist nun G C D\{0} eine pseudo-reduzierte Menge, so lassen sich einige Eigenschaften
des differentiellen Ideals (G)g : hF von D auf das Ideal (G) : h¥ von D bzw. auf das
Ideal ((G) : h¥) N K[D(G)] iibertragen, wobei wir mit D(G) die Menge aller Derivate
bezeichnen, die in den differentiellen Polynomen aus G vorkommen. Die Grundlage dafiir
liefert der folgende Satz. Fiir ndhere Details verweisen wir auf [22].



1.5 Pseudoreduktion 23

Satz 1.5.6 (Rosenfeld). Ist G C D\{0} eine pseudo-reduzierte Menge, so ist jedes
differentielle, bzgl. G partiell reduzierte Polynom f € (G)s : hy in dem Ideal (G) : h®
von D enthalten.

Beweis. Sei f € ((G)s : h¥)\{0} ein bzgl. G partiell reduziertes differentielles Polynom
und G = {g1,...,gs} fir ein s € N. Wir schreiben

S T o
hef = Z figi + Z hjgi(jj)
i=1 j=1

mit 7 € Ny, f1,..., fs,h; € D, hj #0,4; € {1,...,s}und k; € N fiir j =1,...,r. Gilt
hierbei r = 0, so ist die Behauptung gezeigt. Ist » > 0, so sei u € D" das bzgl. 7 grofite
Derivat in der Menge {LDT(gZ(fj )
der obigen Darstellung von f vorkommt. O.B.d.A. gelte u = LDT(gZ-(f’")). Da mit f auch
hE f bzgl. G partiell reduziert ist, gilt u & D(hE f). Durch Multiplik?ktion der Gleichung

28

)| j=1,...,r} und d die maximale Potenz, zu der u in

mit sep._ (g;, )% und Substitution von sep_(g;, )u durch sep_(g; Ju — g ) erhalten wir die

Gleichung
s r—1
. =y
sep, (9:,) he:f = Z figi + Z hjgz(j :
j=1

i=1
fiir gewisse fi,..., fs,h1,..., o1 € D. Auf die gleiche Weise lassen sich nun auch die
restlichen r — 1 Summanden eliminieren und es ergibt sich AL, f € (G) fiir ein [ > k, also
[ €(G):h. O

Lemma 1.5.7. Sei G C D\{0} eine pseudo-reduzierte Menge.

a) Jedes Polynom f € ((G)s : hF) N K[D(GQ)] ist bzgl. G partiell reduziert.
b) Es gilt ((G)o : hg) N K[D(G)] = ((G) : hg) N K[D(G)].

Beweis. Ist f € ((G)s : hF) N K[D(G)]\{0} ein bzgl. G nicht partiell reduziertes Poly-
nom, so existiert ein Derivat v € D(f) C D(G) mit u = 9*(LD,(g)) fiir ein ¢ € G und
ein k > 0. Da es zugleich ein differentielles Polynom ¢ € G mit u € D(g) geben muss,
erhalten wir einen Widerspruch zur Pseudo-Reduziertheit von G und damit a).

Die Inklusion D in b) ist offensichtlich erfiillt. Die andere folgt mit Satz 1.5.6 und der
Aussage in a). O

Fiir pseudo-reduzierte Mengen G C D\{0} iibertriagt sich die Primidealeigenschaft
des zugehorigen reguldren differentiellen Ideals (G)gy : hY auf das Ideal (G) : hY von
K[D(G)]. Von groerer Bedeutung ist aber, dass hierfiir auch die Umkehrung gilt.

Satz 1.5.8. Ist G C D\{0} eine pseudo-reduzierte Menge, so ist (G)g : h genau dann
ein Primideal von D, wenn ((G) : hy) N K[D(G)] ein Primideal von K[D(G)] ist.

Beweis. Siehe [21], Kapitel V.1. O
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Sowohl regulére differentielle Ideale als auch die zugehorigen algebraischen Ideale sind
insbesondere Radikalideale.

Satz 1.5.9 (Lazard). Ist G C D\{0} eine pseudo-reduzierte Menge, so sind (G)y : hy
und (G) : hy Radikalideale von D.

Beweis. siehe [2], Theorem 4.2. O

Schliefflich l&sst sich fiir ein reguléres differentielles Ideal I die Menge I, aller Poly-
nome der Ordnung kleiner oder gleich s wiederum als ein reguléres algebraisches Ideal
auffassen.

Satz 1.5.10. Sei 7 ein ordentliches Ranking auf D", G C D\{0} eine pseudo-reduzierte
Menge und s > max{ord(g) | g € G}. Dann gilt

(Yo hZ)YN Dy = (0"g | g € G,0 <k <s—ord(g)) : h¥.

Beweis. Es geniigt, die Inklusion C zu zeigen. Sei dazu f € ({(G)s : hF) N Ds und
I = (0% |geG0<k<s—ord(g)) : h¥. Ist f bzgl. G partiell reduziert, so folgt
bereits f € ((G) : h¥) N D, C I nach Satz 1.5.6. Ansonsten existiert ein bzgl. G' pseudo-
reduziertes Polynom f, so dass fiir gewisse k, ki,...,ks € N, k>0, f1,..., f. € D, und
Giy---y9s € Ggilt hEf =57, fig,fki) + f. Wegen ord(f) < s ist dabei ord(gz(ki)) < s fiir
i=1,...,s Alsoist mit f € ((G)s: h®)N D, auch f ein Element von . O

Ein explizites Erzeugendensystem des Ideals ((G)s : h) N Dy erhalten wir dabei zum
Beispiel durch die Berechnung einer Grobnerbasis des Ideals

{0"g | g€ G,0<k<s—ord(g)}U{hgy —1})

von Dg[y] bzgl. einer Eliminationsordnung fiir {y}, die mit dem Ranking 7 vertréglich
ist.

1.6 Differentielle Pseudo-Grobnerbasen

Mit der Festlegung eines Reduktionssystems ist zugleich ein obligatorischer Zugang zum
Begrift der Grébnerbasis verbunden. Denn fiir ein gegebenes differentielles Ideal I C D
lassen sich Teilmengen G C I betrachten, bzgl. derer jedes Polynom in I zu Null redu-
ziert. Da es sich in unserer Situation lediglich um ein Pseudo-Reduktionssystem handelt,
werden wir solche Mengen auch als Pseudo-Grébnerbasen bezeichnen. Diese Definition
ist angelehnt an den Begriff der charakteristischen Menge. Kolchin bezeichnet so ei-
ne pseudo-reduzierte Menge G von Polynomen, so dass jedes f € [ bzgl. G zu Null
pseudo-reduziert, also eine Art reduzierte Pseudo-Grobnerbasis. Die Theorie der charak-
teristischen Mengen ist sehr weit entwickelt, aber dennoch ein aktuelles Forschungsge-
biet. Als Standardwerke gelten hierbei [13] und [21]. Dort finden sich auch erste Algo-
rithmen zur Berechnung charakteristischer Mengen. Bestimmen lassen sich diese aber
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lediglich fiir differentielle Prim- und Radikalideale {iber die in Abschnitt 1.2 beschriebe-
ne Primidealzerlegung. Fiir das Radikal eines differentiellen Ideals I existieren dariiber
hinaus weitere Zerlegungsansitze. Der Rosenfeld-Grébner-Algorithmus in [1] bzw. [2]
berechnet eine Zerlegung in regulére differentielle Ideale, d.h. pseudo-reduzierte Mengen
Gi,....G, C D mit VI = (_,((Gi)o : h). Ist G; zusitzlich eine charakteristische
Menge von (Gy)o : hy, fiir i = 1,...,7, so wird die Zerlegung auch charakteristisch
genannt. Solche Darstellungen werden z.B. in [11] bestimmt. In [3] und [25] werden
saturierte Zerlegungen betrachtet, d.h. solche, fiir die h¢g, modulo (G;)s invertierbar ist.

Mit allen Methoden lédsst sich schliefllich das Radikalzugehorigkeitsproblem l6sen.
Eine wichtige Eigenschaft fehlt den charakteristischen Mengen aber. Sie bilden im All-
gemeinen kein differentielles Erzeugendensystem des zugehorigen differentiellen Ideals.
Letzteres ist eine zusétzliche Forderung, die Mansfield an ihren Begriff der differentiellen
Grobnerbasis stellt. Leider gibt der in [16] angegebene Algorithmus nicht notwendiger-
weise eine solche Menge aus.

Im Folgenden bezeichne wieder D = K{yi,...,y,} den differentiellen Polynomring,
I ein differentielles Ideal von D und 7 ein Ranking auf der Menge D™ aller Derivate.

Definition 1.6.1. Sei I C D ein differentielles Ideal und 7 ein Ranking auf D". Ei-
ne (pseudo-reduzierte) Teilmenge G C I\{0} heifit (reduzierte) differentielle T-Pseudo-
Grobnerbasis von 1, falls jedes Polynom f € I\{0} bzgl. G pseudo-reduzibel ist.

Nach obiger Definition ist eine differentielle Pseudo-Grébnerbasis eines Ideals I nicht
notwendig ein differentielles Erzeugendensystem von I. So ist z.B. fiir das Ranking 7 mit
Y1 <, Y2 <, Oy1 <, Oy <, --- die Menge {y1y2} eine differentielle 7-Pseudo-Grobner-
basis von (y2)9 C K{y1,ys}, aber kein differentielles Erzeugendensystem. Allgemein gilt
hingegen das Folgende.

Satz 1.6.2. Sei [ C D ein differentielles Ideal, T ein Ranking auf D" und G C I\{0}
eine differentielle T-Pseudo-Grébnerbasis von I.

a) Fiir alle f € I\{0} gilt f 5,0 .
b) Esist (G)g CI C (G)g:hZ.

Beweis. Sei zunéchst f € I\{0}. Da G eine differentielle 7-Pseudo-Grobnerbasis von [
ist, ist f bzgl. G’ pseudo-reduzibel, d.h es existieren Polynome f,hy,hy € D und ein
g € G mit f—g>p hif — hog = f. Nun ist f wieder ein Element des Ideals I. Ist f

von Null verschieden, so ist es wie f pseudo-reduzibel bzgl. G. Da —G>p noethersch ist,
erhalten wir nach endlich vielen dieser Schritte ein bzgl. G pseudo-reduziertes Element,
also Null. Es folgt demnach a) und zusammen mit Satz 1.5.3 b) auch b). O

Die Existenz einer differentiellen Pseudo-Grobnerbasis ist offensichtlich gegeben. Da-
ritber hinaus gibt es sogar stets eine endliche. Eine reduzierte differentielle Pseudo-
Grobnerbasis kann nach Satz 1.5.2 zudem hochstens n Elemente umfassen.
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Satz 1.6.3. Sei I C D ein differentielles Ideal und T ein Ranking auf D™.

a) Das Ideal I besitzt eine endliche differentielle T-Pseudo-Grobnerbasis.
b) Fiir zwei reduzierte differentielle T-Pseudo-Grobnerbasen G, G von I gilt |G| = |G,
und zu jedem g € G existiert ein g € G mit LP.(g) = LP.(g).

Beweis. Fiir den Beweis von a) sei Ay die Menge aller pseudo-reduzierten Teilmengen
von I. Ist Ag = {0}, dann ist G = 0 eine differentielle 7-Pseudo-Grébnerbasis von I. Sei
also Ag # {0}. Da 7 eine Wohlordnung auf {u? | u € D", d € N} ist, existiert in der
Menge (Jgea, {LP-(9) | g € G} ein bzgl. 7 kleinstes Element #,. Sei nun By die Menge
aller pseudo-reduzierten Mengen G € Ay, die ein differentielles Polynom fs enthalten,
welches das Minimum ¢, annimmt. Wir fassen die jeweiligen Mengen G\{fg} zu einer
neuen Menge A; von pseudo-reduzierten Teilmengen zusammen. Ist A; # {0}, so finden
wir nach obigem Verfahren einen Term ¢; und bilden die Menge By C By von pseudo-
reduzierten Teilmengen G € By, fiir die ein fg € G existiert mit LP,(fg) = t;. Eine
Iteration dieses Verfahrens ergibt einen Index i, so dass A;;; = {0} gilt. Dies ist mit
Satz 1.5.2 nach spétestens n Schritten der Fall. Wir zeigen nun, dass jede Menge in B;
eine differentielle 7-Pseudo-Grébnerbasis von [ ist.

Sei also G = {¢1,...,0;} € B; mit LD,(¢1) <, --- <, LD;(g;) und f € I\{0}.
Angenommen, f ist pseudo-reduziert bzgl. G. Wegen {f} € Ay und der Wahl von ¢,
gilt LP.(f) >, LP,(g1). Da das Polynom f nicht durch g; pseudo-reduzierbar ist, muss
dabei LD, (f) >, LD,(g1) gelten, also ist {g1, f} pseudo-reduziert. Es existiert nun ein
maximaler Index j € {1,...,i}, so dass {g1,...,g;, f} pseudo-reduziert ist. Wére j < 1,
so wire LP,(f) <, LP(gj4+1) = t;+1 im Widerspruch zur Wahl von ¢;,,. Also ist j = 1.
Hieraus folgt aber {f} € A;11, ein Widerspruch.

Seien nun G = {g1,...,¢,} und G = {Gu, ..., s} reduzierte differentielle -Pseudo-
Grobnerbasen von I mit LD, (¢1) <, -+ <, LD,(g,) bzw. LD,(g1) <, -+ <, LD,(gs)-
Dann ist zum einen §; pseudo-reduzibel bzgl. G, d.h. LP,(¢g;) <, LP.(§1), zum anderen
g1 pseudo-reduzibel bzgl. G, d.h. LP. (1) <, LP,(g1). Weiter gilt fiir 2 < j < min{r, s},
dass g; pseudo-reduzibel bzgl. G, aber pseudo-reduziert bzgl. {gi,...,g;—1} ist und ana-
log fiir g;. Also folgt LP,(g;) = LP.(g;) fur 1 < j < min{r, s}. Wdre nun s > r, so
wére g, pseudo-reduzibel bzgl. G und damit auch bzgl. {g1, ..., Js} im Widerspruch zur
Pseudo-Reduziertheit von G. In gleicher Weise folgt 7 < s und insgesamt |G| = |G]. O

Fiir Pseudo-Grobnerbasen differentieller Primideale sind besondere Eigenschaften er-
filllt. So ist zum Beispiel jedes solche Ideal regulér.

Satz 1.6.4. Sei I C D ein differentielles Primideal und G C D\{0} eine pseudo-
reduzierte Menge mit G C I C (G)g : hE. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

a) Die Menge G ist eine differentielle T-Pseudo-Gréibnerbasis von I.
b) Es gilt f—G>p0 genau dann, wenn f € (G)g : hE gilt.

Sind die obigen Bedingungen erfillt, so gilt insbesondere I = (G)g : hE.
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Beweis. Fiir den Beweis von a) = b) bleibt wegen Satz 1.5.3 b) nur die Implikation ,,<=*
zu zeigen. Sei also f € D mit fhl, € (G)y C I fiir ein i € Ny. Nach Satz 1.5.2 b) sind fiir
jedes g € G die Polynome in,(g) und sep,(g) pseudo-reduziert bzgl. G und, da sie von
Null verschieden sind, nicht in I enthalten. Dann gilt aber auch hg ¢ I, denn [ ist nach
Voraussetzung prim. Mit demselben Argument folgt daraus f € I und mit Satz 1.6.2 a)

schlieBlich f —G>p 0. Dies zeigt auch die zusétzliche Aussage.
Die Umgekehrung folgt direkt aus I C (G)s : hF und b). O

Das Radikal eines differentiellen Ideals lasst sich nach Theorem 1.2.7 gerade in end-
lich viele differentielle Primideale zerlegen. Also ist das Radikal insbesondere der Durch-
schnitt endlich vieler regulérer differentieller Ideale.

Satz 1.6.5. Sei I C D ein differentielles Ideal. Dann existieren reduzierte differentielle
T-Pseudo-Grobnerbasen G, ..., G, C D von differentiellen Primidealen, so dass gilt

VI = ﬂ ((Gi)o : BE).

Beweis. Nach Theorem 1.2.7 existieren endlich viele differentielle Primideale pq, ..., p,
von D, so dass gilt VI = p1 N - Np,.. Ist G; eine reduzierte differentielle 7-Pseudo-
Grobnerbasis von p; fiir i = 1,..., 7, so folgt VI = (\_, ((G)p : hE,) mit Satz 1.6.4. O

Es soll nun eine solche Zerlegung des Radikals eines differentiellen Ideals berechnet
werden. Ritt bestimmt in seinem Algorithmus dazu schrittweise regulire differentielle
Ideale, die das Radikal umfassen. Ist ein solches nicht prim, so zerlegt er es geeignet.
Andernfalls wird es vergroflert, aber natiirlich nur solange es nicht dem Einheitsideal
entspricht.

Satz 1.6.6 (Berechnung der Primidealzerlegung von Radikalidealen).
Set FF' = {f1,....fs} € D und 7 ein Ranking auf D". Wir betrachten die durch die
folgenden Instruktionen definierte Prozedur Kolchin — Ritt(F):

1) Berechne G = PseudoRed(F'). Existiert ein g € G mit g € K, so gib {1} aus und
stoppe.

2) Priife, ob G eine reduzierte differentielle T-Pseudo-Grobnerbasis eines differentiel-
len Primideals ist. Wenn ja, gib

{G} U | J Kolchin — Ritt(G U {in.(g)}) UKolchin — Ritt(G U {sep,(9)})

geG
ins (g)¢K

aus und stoppe.
3) Bestimme differentielle Polynome fi, fo € D\(F)g, die bzgl. G pseudo-reduziert

sind und fifa € (F)g erfiillen.
4) Gib Kolchin —Ritt(F U{f1}) UKolchin —Ritt(F U{f>}) aus und stoppe.
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Dies ist ein Algorithmus, der nach endlich vielen Schritten eine Menge A ausgibt, so

dass gilt
V(o= [1(G)o: hE),

GeA

wobei (G)p : hy fir jedes G € A ein differentielles Primideal von D ist.
Beweis. Siehe [21], Kapitel V.5. O

Fiir die Uberpriifung der Bedingung in Schritt 2) gibt Ritt in [21], Kapitel V.1
einen entsprechenden Algorithmus an. Leider ist die durch den Algorithmus berech-
nete Zerlegung von 1/(F)s nicht minimal, d.h. fiir zwei Mengen G;,Gy € A kann
(G1)o : hgy, = (Ga)o : h, gelten. Dies kann aber durch einen Vergleich der reduzierten
Grobnerbasen von (G1) : b, bzw. (G1) : hS, getestet werden.

Ferner bilden die Mengen G; nicht notwendigerweise eine differentielle 7-Pseudo-
Grébnerbasis des jeweiligen differentiellen Primideals (Gi)s : h . Eine solche kann je-
doch wie folgt bestimmt werden.

Satz 1.6.7. Sei 7 ein Ranking auf D" und G = {g1,...,9s} C D, so dass das diffe-
rentielle Ideal (G)y : hE prim ist. Weiter sei H C D(G) eine Lex-Gribnerbasis des
Ideals (G) : hE C D(G), wobei die Unbestimmten bzgl. T geordnet sind. Dann ist
PseudoRed(H) eine reduzierte differentielle T-Pseudo-Gribnerbasis von (G)s : h.

Beweis. Siehe [1], Theorem 6. O

Der obige Algorithmus liefert zwar keine differentielle Pseudo-Grébnerbasis des Ideals

(F)g, aber mit der berechneten Zerlegung ldsst sich bereits die Zugehorigkeit eines
Polynoms zu +/(F)s testen. Hierbei sei erwdhnt, dass fiir bestimmte Rankings eine
differentielle Pseudo-Grobnerbasis explizit berechnet werden kann. Dies werden wir in
Abschnitt 1.8 aufgreifen.

Korollar 1.6.8 (Radikalzugehorigkeitstest).
Seit = {f1,...,fs} € D, 7 ein Ranking auf D" und f € D\{0}. Dann ist f genau

dann ein Element von /(F)g, wenn fir alle G € Kolchin — Ritt(F) gilt f —G>p().

Beweis. Ist f € \/(F)s ein von Null verschiedenes Polynom, so gilt f € (G)s : hy
nach Satz 1.6.6 fiir alle G € Kolchin — Ritt(F). Da hierbei (G)s : hY ein differentielles
Primideal mit differentieller 7-Pseudo-Grobnerbasis G ist, pseudo-reduziert f bzgl. G zu
Null.

Fiir die Umkehrung sei f € D\{0} ein Polynom, so dass f —G>p0 fiir alle 7-Pseudo-
Grobnerbasen G € Kolchin — Ritt(F') gilt. Nach Satz 1.6.4 ist dann f € (G)y : hy fiir
alle G € Kolchin — Ritt(F') und damit f € \/(F)s. O
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Der beschriebene Algorithmus Kolchin-Ritt ist eher von theoretischer Bedeutung.
Fiir praktische Zwecke, wie zum Beispiel dem Radikalzugehorigkeitstest, geniigt die Be-
rechnung einer Zerlegung des Radikals von (F)s in regulére differentielle Ideale der Form
(G)o : H*. Dabei ist G C (F)y eine pseudo-reduzierte Menge und H C D bzgl. G par-
tiell reduziert, wobei H alle Initials und Separanden der Polynome in G enthéilt. Eine
solche Zerlegung lésst sich durch den sogenannten Rosenfeld-Grobner-Algorithmus be-
rechnen. Fiir genauere Betrachtungen dieses Algorithmus verweisen wir auf [1] und [2]
bzw. fiir vergleichbare Ansétze auf [3] und [11].

Wir bezeichnen mit Hg die Menge der Initials und Separanden der Elemente von G.

Satz 1.6.9 (Rosenfeld-Grébner-Algorithmus).
Set FF- = {f1,....fs} € D und 7 ein Ranking auf D". Wir betrachten die folgenden
Instruktionen:
1) Setze A =0 und ¥ = {(F,0)}.
2) Gilt ¥ =0, gib A aus und stoppe. Ansonsten wihle ein Paar (G, H) € X aus und
entferne es aus 3. B
3) Bestimme eine pseudo-reduzierte Teilmenge G C G, so dass jedes Polynom in G
bzgl. G pseudo-reduzierbar ist. Berechne R = {PR_z(g) | g € G}\{0}.
4) Gilt R =0 und ist 1 & (G) : {PR,g(h) | h € H} U Hg}™, so ersetze A durch
AU{(G, {PR_a(h) | h€ H}UHg)}. Sonst ersetze X durch SU{(GUR,HUH &)}
5) Ersetze ¥ dw"ch LSU{(FU{h},H)|he H\K} und fahre mit Schritt 2) fort

Dies ist ein Algorithmus, der nach endlich vielen Schritten eine Menge A ausgibt, so

dass gilt

(G,H) eA
wobei (G)g : H® fiir jedes Paar (G, H) € A ein regulires differentielles Ideal ist.
Beweis. Siehe [1], Abschnitt 4. O

Ein Radikalzugehorigkeitstest ergibt sich in dieser Situation wie folgt. Ist die Menge
A = {(Gy,Hy),...,(G,, H,)} die Ausgabe des Rosenfeld-Grobner-Algorithmus, so ist
ein Polynom f nun genau dann in /(F)y enthalten, wenn fir ¢ = 1,...,r dessen dif-
ferentieller Pseudorest bzgl. G; in (G;) : H® liegt. Letzteres ist also ein gewdhnlicher
Idealzugehorigkeitstest, der mit Mitteln der Grébnerbasistheorie durchgefiihrt werden
kann.

1.7 Eliminationsideale

Fiir ein Ideal I des Polynomrings K[z, ..., x,] ist in vielen Anwendungen die Menge aller
Polynome in [ von Interesse, die nur in bestimmten Unbestimmten leben, ein sogenann-
tes Eliminationsideal von I. Berechnen lasst sich dieses, indem aus einer Grobnerbasis
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von I bzgl. einer Eliminationsordnung alle Elemente entfernt werden, die noch andere
Unbestimmte enthalten.

Im differentiellen Fall wollen wir diese Vorgehensweise mit Hilfe differentieller Pseudo-
Grobnerbasen bzgl. Eliminationsrankings imitieren. Da eine differentielle Pseudo-Grob-
nerbasis eines differentiellen Ideals im Allgemeinen kein Erzeugendensystem ist, konnen
wir zunéchst nicht fiir jedes differentielle Ideal die Eliminationsideale angeben. Jedoch
sind wieder spezielle Aussagen fiir differentielle Primideale und fiir die Radikale der
Eliminationsideale moglich.

Im Folgenden sei L C {y1,...,y,} die Menge aller zu eliminierenden differentiellen
Unbestimmten. Wir notieren den differentiellen Polynomring in {yl, e ,yn}\L iiber K
mit D. Fiir die Menge der differentiellen Terme in D schreiben wir T" und D" fiir die
Menge der Derivate in D.

Definition 1.7.1. Sei I C D ein differentielles Ideal und 7 ein Ranking auf D".
1) Das Ranking 7 heifit Eliminationsranking fiiv L, falls jedes Polynom f € D\{0}
mit LD, (f) € D" in D enthalten ist.

2) Das differentielle Ideal I = IN D heiBt das differenticlle Eliminationsideal von I
bzgl. L.

Ein Ranking 7 ist offensichtlich genau dann ein Eliminationsranking fiir L, wenn
jede differentielle Unbestimmte y € L bzgl. 7 echt groBer als jedes Derivat §*) mit
7€ {y1,...,yn}\L und k > 0 ist.

Beispiel 1.7.2. Fiir jedes i € {1,...,n} ist das Ranking 7 mit

2
y1<7y£)< yg) < <y Yo <p yg) T"'<Tyn<Ty,(})<T"'

aus Beispiel 1.4.2 ein Eliminationsranking auf D" fir L = {y;,...,yn}.

Die Bestimmung eines differentiellen Eliminationsideals steht in direktem Zusammen-
hang mit der Berechnung einer differentiellen Pseudo-Grébnerbasis bzgl. eines geeigneten
Eliminationsrankings, denn aus einer solchen lasst sich direkt eine differentielle Pseudo-
Grobnerbasis des Eliminationsideals gewinnen.

Ist 7 ein Ranking auf D", so bezeichnen wir im Weiteren mit 7 das von 7 durch
Restriktion induzierte Ranking auf D",

Satz 1.7.3. Sei I C D ein differentielles Ideal, T ein Eliminationsranking auf D™ fiir
L CH{yr,...,yn} und G C I eine (reduzierte) differentielle T-Pseudo-Grébnerbasis von I.
Dann ist G = GN D eine (reduzierte) differentielle T-Pseudo-Grobnerbasis des differen-
tiellen Eliminationsideals I von I bzgl. L.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass jedes differentielle Polynom in T \{0} bzgl. G pseudo-
reduzibel ist. Sei dazu f € 1\{0}. Wegen f € I\{0} existiert dann ein ¢ € G mit
9*(LD,(g)) € D(f) C D" fiir ein k& > 0. Da nun 7 ein Eliminationsranking ist, folgt
daraus g € D. Also ist f bzgl. G pseudo-reduzibel.

SchlieBlich ist mit G auch G C @ pseudo-reduziert. O]
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Fiir differentielle Primideale lasst sich auf diese Weise jedes Eliminationsideal als
reguléres differentielles Ideal beschreiben.

Korollar 1.7.4. Sei I C D ein differentielles Primideal, T ein Eliminationsranking
auf D" fir L C {y1,...,yn} und G C I eine 7-Pseudo-Grdobnerbasis von I. Dann ist
G =GN D eine differentielle T-Pseudo-Grébnerbasis von I und I = (G)g : h, wobei

(@)a das von G differentiell erzeugte Ideal in D bezeichnet.

Beweis. Nach obigem Satz ist G eine differentielle 7-Pseudo-Grobnerbasis von 1. Da mit
I auch I ein differentielles Primideal ist, folgt mit Satz 1.6.4 die Behauptung. [

Mit Hilfe der Primidealzerlegung erhalten wir auch fiir das Radikal eines differentiellen
Eliminationsideals eine Darstellung als Durchschnitt endlich vieler regulédrer differenti-
eller Ideale.

Korollar 1.7.5. Sei I C D ein differentielles Ideal und 7 ein Eliminationsranking fir
L CH{yr,...,yn} auf D". Weiter seien py,...,p, C D differentielle Primideale mit dif-
ferentiellen T-Pseudo-Grébnerbasen Gy, ..., Gy, so dass VI = (i, ({(Gi)o : hE) erfiillt

1st. Dann ist @Z =G; N D fir i =1,...,r eine differentielle T- Pseudo-Grobnerbasis

von p; und VT = ﬂ::1(<@i>@ t h ), wobei (G:)o das von G; differentiell erzeugte Ideal

in D bezeichnet.

Beweis. Die Behauptung folgt aus \/7\: VInN D= prN---p.N D= piN---Np, und
Korollar 1.7.4. N

1.8 Der Dimensionsbegriff

In diesem Abschnitt wollen wir den Begriff der Dimension fiir Faktorringe D /I des dif-
ferentiellen Polynomrings D einfiihren. In der kommutativen Algebra entspricht fiir ein
Ideal I C K|[xy,...,x,] die Dimension von K[z, ..., x,]/I gerade der maximalen Anzahl
von Unbestimmten X C {zy,...,z,}, fiir die I N K[X] = {0} erfiillt ist. Diese Eigen-
schaft ldsst sich ohne Weiteres fiir eine sinnvolle Definition der Dimension dim(D/I)
im differentiellen Fall verwenden. In diesem Zusammenhang gehen wir auch kurz auf
die differentielle Hilbertfunktion ein, die jeder Zahl ¢ € Ny die Dimension des Faktor-
rings D;/I; zuordnet. Zu den zentralen Ergebnissen hierbei zéhlt die Tatsache, dass fiir
i > 0 deren Wert der Zahl dim(D/I)(i + 1) + a fiir ein festes a € Ny entspricht. Eine
umfassende Darstellung dieser Theorie findet sich in [13].

Ein Algorithmus zur Berechnung der Dimension von D/I ist in [24] beschrieben.
Dieser bestimmt zunichst eine Zerlegung von /I in differentielle Primideale, fiir die
die Dimension des zugehorigen Faktorrings bei der Wahl eines ordentlichen Rankings
direkt berechnet werden kann. Der Algorithmus liefert schliefilich das Maximum dieser
Dimensionen, welches gerade der Zahl dim(D/I) entspricht.
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Definition 1.8.1. Sei Y C {y1,...,y,} eine Menge von paarweise verschiedenen diffe-
rentiellen Unbestimmten und I C D ein differentielles Ideal.

1) Die Menge Y heift differentiell unabhingig modulo I, falls gilt
INnK{Y} = {0},

und mazimal differentiell unabhdngig modulo I oder parametrische Menge von I,
falls es keine differentiell unabhéingige Menge Y C {y1, ...,y } mit [Y| > |Y]| gibt.

2) Ist Y maximal differentiell unabhéngig modulo 1, so heifit |Y'| die Dimension von
D/I und wird mit dim(D/I) notiert. Ist dim(D/I) = 0, so heifit I auch null-
dimensional.

Die differentielle Unabhéingigkeit einer Menge Y C {y1,...,¥y,} modulo einem dif-
ferentiellen Ideal I C D lésst sich anhand der Betrachtung eines entsprechenden Eli-
minationsideals testen. Denn Y ist offensichtlich genau dann differentiell unabhéngig,
wenn das differentielle Eliminationsideal I N K{Y} das Nullideal ist. Letzteres konnen
wir durch die Berechnung einer differentiellen Pseudo-Grébnerbasis von I bzgl. eines
geeigneten Eliminationsrankings entscheiden.

Satz 1.8.2. Sei Y C {y1,...,yn} und I C D ein differentielles Ideal. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:
a) Die Menge Y ist differentiell unabhdngig modulo I.
b) Fiir jedes Eliminationsranking 7 auf D™ fir {y1, ...,y }\Y und jede differentielle
T-Pseudo-Grébnerbasis G von I gilt GNK{Y} = 0.

c¢) Es ezistiert ein Eliminationsranking T auf D" fir {y1,...,y,}\Y und eine diffe-
rentielle T-Pseudo-Grobnerbasis G von I mit GNK{Y} =0.

Beweis. Die Implikation a) = b) folgt wegen G C I direkt aus der Definition der diffe-

rentiellen Unabhéngigkeit. Fiir den Beweis von b) = ¢) wéahlen wir das Ranking 7, fiir
(k) 0

welches y;~’ <, y;’ genau dann gilt, wenn y; € Y und y; € Y bzw. 4, € Y oderi,j € Y
und £ < [.
Sei nun 7 ein Eliminationsranking auf D" fir {y1,...,y,}\Y und G eine differentielle

7-Pseudo-Grébnerbasis von I mit G = G NK{Y} = 0. Nach Satz 1.7.3 ist dann G cine
differentielle 7-Pseudo-Grébnerbasis von I = I N K{Y}. Also muss I = {0} gelten. 0O

Fiir maximal differentiell unabhéngige Mengen Y C {yy,...,y,} existiert ein weite-
rer Zusammenhang mit differentiellen Pseudo-Grobnerbasen bzgl. entsprechender Eli-
minationsrankings. Denn die Méchtigkeit von Y entspricht dann gerade der Anzahl der
differentiellen Unbestimmten, fiir die kein Derivat als Leitderivat eines Polynoms in der
reduzierten differentiellen Pseudo-Grobnerbasis auftaucht.

Korollar 1.8.3. Sei I C D ein differentielles Ideal undY C {y1,...,yn} mazimal diffe-
rentiell unabhdngig modulo I. Ist T ein Eliminationsranking auf D™ fir {y1,...,y.}\Y
und G eine reduzierte differentielle T-Pseudo-Grébnerbasis von I, so gilt

G| = n — dim(D/I).
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Beweis. Nach obigem Satz gilt G N K{Y} = (. Da 7 ein Eliminationsranking fiir
{y1,. ., yn }\Y ist, folgt daraus LD.(g) ¢ K{Y} fiir alle ¢ € G. Damit ergibt sich
|G| < n — dim(D/I). Des Weiteren ist nach Voraussetzung die Menge ¥ = Y U {y} fur
jede differentielle Unbestimmte y € {yi,...,y,}\Y differentiell abhéngig modulo 7, d.h.
es existiert ein differentielles Polynom f € (I N K{Y })\K mit LD,(f) = y™® fiir ein
k > 0. Da G eine differentielle 7-Pseudo-Grobnerbasis von [ ist, muss ein Polynom g € G
existieren mit LD, (g") = y® fiir ein [ > 0. Somit gilt auch |G| > n — dim(D/I). O

Bemerkung 1.8.4. Aus dem Beweis des Korollars geht hervor, dass fiir jedes Ranking
7 auf D" und fiir jede reduzierte differentielle 7-Pseudo-Grobnerbasis von [ stets gilt
|G| > n — dim(D/I). Allgemeiner gilt das Folgende. Ist 7 ein Ranking auf D", G eine
differentielle 7-Pseudo-Grobnerbasis von I und Y = {yy,...,y,}\{LV,(9) | g € G}, so
ist Y differentiell unabhingig modulo I mit |Y| < dim(D/I).

Im restlichen Teil dieses Abschnitts wollen wir uns der Berechnung der Dimension
cines differentiellen Faktorrings D/I widmen. Eine erste Uberlegung dazu ist, dass fiir
cin differentielles Ideal I die differentiellen Ringe D/I und D/+/T die gleiche Dimension
besitzen. Ist zudem /1 = M;_, pi eine Zerlegung von VT in differentielle Primideale, so
entspricht die Dimension von D/I gerade dem Maximum der Dimensionen der Faktor-
ringe D/p;.

Satz 1.8.5. Sei I C D ein differentielles Ideal.

a) Es gilt dim(D/I) = dim(D/V/I).
b) Sind Iy, I differentielle Ideale von D mit I = Iy N Iy, so gilt

dim(D/I) = max{dim(D/I),dim(D/I,)}.

Beweis. Die Aussage in a) folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass jede modulo I dif-
ferentiell unabhingige Menge Y C {y1,...,yn} wegen /TN K{Y} = I N K{Y} auch
modulo v/T differentiell unabhéngig ist und umgekehrt.

Sei Y C {yi,...,y,} differentiell unabhéngig modulo I; oder modulo I. Dann ist
INK{Y} = LnNnInNnK{Y} = {0}, also Y auch differentiell unabhéngig modulo I.
Ist umgekehrt Y differentiell unabhéngig modulo I, so auch modulo I; oder I5. Denn
ansonsten gibe es Polynome f1, fo € K{Y }\{0} mit f; € I; bzw. fy € I5. Dies wére aber
wegen 0 # f1fa € I NI, N K{Y} ein Widerspruch zur differentiellen Unabhéngigkeit
von Y modulo /. O

Um die Bedeutung der Dimension genauer zu verstehen, betrachten wir die soge-
nannte differentielle Hilbertfunktion. Diese liefert zu einer ganzen Zahl 7 die algebraische
Dimension des Faktorings D;/I;.

Definition 1.8.6. Ist I C D ein differentielles Ideal, so heifit die Abbildung
die differentielle Hilbertfunktion von D/I.
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Die algebraische Hilbertfunktion entspricht fiir geniigend grofle Werte einer Polynom-
funktion, dem sogenannten Hilbertpolynom. Diese Eigenschaft ist auch fiir die differen-
tielle Hilbertfunktion erfiillt. Das Besondere hieran ist, dass das zugehorige Polynom
hochstens Grad 1 besitzt.

Satz 1.8.7. Sei I C D ein differentielles Primideal. Dann existiert ein lineares Polynom
HPp,; € Q[t] mit HPp,;(i) = HEp/;(i) fiir i > 0, das sogenannte differentielle Hilbert-
polynom wvon D/I. Ist HPp,;(t) = ai(t + 1) + ao, so gilt insbesondere a; = dim(D/I).

Beweis. Siehe [13], Kapitel 111, § 5. O

Dem Koeffizienten aq des differentiellen Hilbertpolynoms kommt auch eine Bedeutung
zu. Dazu betrachten wir die sogenannte Ordnung eines differentiellen Ideals.

Definition 1.8.8. Sei 7 ein ordentliches Ranking auf D™ und I C D ein differentielles
Ideal.

1) Ist G ={g1,...,9s} C D eine pseudo-reduzierte Menge und I = (G)s : hY, dann
heifit die Zahl ord(l) = >}, ord(g;) die Ordnung von I.

2) Ist VI = (_, p; eine Zerlegung von /T in differentielle Primideale p,, . ..,p, C D
und sind p;,, ..., p,;, die Primideale mit maximaler Dimension, dann heifit die Zahl
ord(I) = max{ord(p;,),...,ord(p;,)} die Ordnung von I.

Fiir die Wohldefiniertheit des Ordnungsbegriffs muss offensichtlich gewéhrleistet sein,
dass diese fiir ein reguldres differentielles Ideal nicht von dem gewéhlten ordentlichen
Ranking abhéngt. Dies aber zeigt der folgende Satz.

Satz 1.8.9. Sei 7 ein ordentliches Ranking auf D", G C D eine pseudo-reduzierte Menge
und I = (G)g : h.

a) Esist dim(D/I) =n — |G|.
b) Fir das differentielle Hilbertpolynom von D/I gilt

HPp/i(t) = dim(D/I)(t + 1) + ord([).
Beweis. Siehe [24], Theorem 3.1. O

Mit diesem Resultat lédsst sich nun auch auf das differentielle Hilbertpolynom belie-
biger differentieller Ideale schlieflen.

Korollar 1.8.10. Ist I C D ein differentielles Ideal, so ist
HPp/;(t) = dim(D/I)(t + 1) + ord(1)

das differentielle Hilbertpolynom von D/I.
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Beweis. Ist /I = Ni—, p; eine Zerlegung von VT in differentielle Primideale py, .. .,p,
von D, so gilt dim(D;/1I;) = max{dim(D;/(p;):) | i = 1,...,r} fiir £ > 0 nach Satz 1.8.5.
Seien p;,,...,p;, die Primideale mit maximaler Dimension. Mit obigem Satz und der
Tatsache, dass jedes Primideal reguléar ist, folgt dann fiir t > 0

dim(D; /1) = max{HPp/,,(t) |t =1,...,r}
= max{dim(D/p;)(t + 1) +ord(p;) | i =1,...,r}
= max{dim(D/p;) | i =1,...,7}(t + 1) + max{ord(p;,) | j = 1,...,5s}
=dim(D/I)(t + 1) + ord(I).
[

Die differentielle Hilbertfunktion bzw. die Dimension und Ordnung eines differentiel-
len Ideals I kann wie bereits erwihnt mit Hilfe der Primidealzerlegung von v/I bestimmt
werden.

Korollar 1.8.11 (Dimensionsberechnung).
Seien f1,..., fs € D\{0} differentielle Polynome und F' = {fi,..., fs}. Wir betrachten
die folgenden Instruktionen:

1) Wibhle ein ordentliches Ranking 7 auf D™ und berechne A = Kolchin — Ritt(F).

2) Bestimme d = max{n—|G| | G € A} und entferne alle G aus A, fir dien—|G| < d
qgilt.

8) Fiir jedes G € A berechne kg = ord(g) und bestimme k = max{kq | G € A}.

4) Gib (d, k) aus und stoppe.

Dies ist ein Algorithmus, der nach endlich vielen Schritten ein Paar (d,k) ausgibt, so

dass gilt d = dim(D/+/(F)g) und k = ord(+/(F)s).
Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz 1.6.6 und Satz 1.8.5. [

Der Algorithmus endet mit demselben Ergebnis, falls in Schritt 1) statt Kolchin-Ritt
der Rosenfeld-Grobner-Algorithmus aufgerufen wird. In diesem Fall besteht die Menge
A nicht aus Primidealen, sondern aus beliebigen reguldren Idealen von D.

Fiir eine Menge G € A, die das Maximum in Schritt 2) annimmt, gilt zudem, dass
die Menge derjenigen differentiellen Unbestimmten, deren Derivate nicht Leitderivat
eines Polynoms g € G sind, eine modulo y/(F)s maximal differentiell unabhéngige
Menge bildet. Es lassen sich tatséchlich alle solche Mengen bestimmen. Hierbei spielt
die Ordnung des Ideals eine wesentliche Rolle, denn es gilt das Folgende.

Satz 1.8.12. Sei F' = {f1,..., fs} € D und s = ord((F)g). Dann ist eine Teilmenge
Y C{y1,...,yn} genau dann differentiell unabhdingig modulo \/{F)s, wenn die Menge
{y® |y € Y,0 <k < s} unabhdingig modulo \/{F)a N Dy ist.

Beweis. Siehe [24], Bemerkung 4.8. O
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Dabei ldsst sich die zweite Aussage durch geeignete Grobnerbasisberechnungen ve-
rifizieren (siche dazu [15], Kapitel 5.7). Das zugehorige Ideal \/(F)g N D, kann dabei
durch den Algorithmus Kolchin-Ritt bzw. den Rosenfeld-Grobner-Algorithmus in Zu-
sammenhang mit Satz 1.5.10 bestimmt werden.

Abschlielend wollen wir noch kurz darauf eingehen, wie wir eine differentielle Pseudo-
Grobnerbasis von 1/ (F') g bzgl. eines Rankings 7 berechnen kénnen, fiir welches yi(k) <; Yj
gilt, falls y; <, y; ist.

Satz 1.8.13. Sei F' = {f1,...,fs} € D und \/(F)s = I, N...N I, eine Zerlegung von

(F)o in reguldre differentielle Ideale Iy, . .., I, von D. Weiter sei d = dim(D/+\/(F)s),
s = ord(y/(F)g) und " = max{ord(l;) | j =1,...,7r}. Dann ist in \/(F)o N Dg(ss1)4sts
eine differentielle T-Pseudo-Gribnerbasis von \/(F)s enthalten.

Beweis. Siehe [24], Theorem 4.5. O

Es ist nicht nur die Existenz einer solchen Pseudo-Grébnerbasis gesichert, sie lasst sich
auch wie folgt berechnen. Fiir J; N Dg(s41)4s+s und somit auch fiir /(F)o N D(st1)+sts’
lasst sich mit Satz 1.5.10 eine Grobnerbasis berechnen. Wird dabei eine mit 7 vertragli-
che lexikographische Eliminationsordnung gewihlt, so ergibt sich daraus schliefilich eine
differentielle Pseudo-Grébnerbasis von +/(F)s.



Kapitel 2
Differentielle Grobnerbasen

In der algebraischen Idealtheorie spielt die Theorie der Grobnerbasen eine zentrale Rolle.
Eine Grébnerbasis G eines Ideals I besitzt dabei vielfiltige Eigenschaften, die es ermogli-
chen, komplexe Probleme zu 16sen. Hierzu gehort sicherlich das Idealzugehorigkeitspro-
blem, aber auch die Durchfithrung grundlegender Idealoperationen wie der Durchschnitt
oder der Quotient zweier Ideale und die Berechnung von Eliminationsidealen. Dies fiihrt
unweigerlich zu der Frage, ob und wie sich eine solche Theorie fiir differentielle Idea-
le entwickeln lédsst. Eine erste Antwort ergibt sich nach einem Blick auf die Inhalte
aller bisherigen Forschungsarbeiten. Dabei zeigt sich, dass sich die Mehrheit der wissen-
schaftlichen Arbeiten mit denen in Kapitel 1 thematisierten charakteristischen Mengen
beschéftigt. Der Hauptgrund dafiir liegt nun gerade darin, dass eine direkte Ubertra-
gung der Grobnerbasistheorie mit all seinen Eigenschaften nicht gelingen kann. Hierbei
geniigt es darauf zu verweisen, dass der differentielle Polynomring K{y1,...,y,} nicht
noethersch ist, auch nicht im differentiellen Sinn. Hingegen arbeitet die Theorie der
differentiellen Pseudo-Grobnerbasen stets mit endlichen Mengen, die insbesondere aus
algorithmischer Sicht eine bessere Handhabe zulassen. Jedoch ist diese Theorie bisher
auf differentielle Prim- und Radikalideale beschrénkt.

Dennoch gibt es bereits verschiedene sinnvolle Ansétze fiir eine Grobnerbasistheorie
fur differentielle Polynomideale, wie die Arbeiten von Carra-Ferro ([5]), Mansfield ([16]),
Ollivier ([18]) und Zobnin ([29]) zeigen. Speziell in den letzten beiden Arbeiten werden
natiirliche Definitionen einer Grobnerbasis verwendet, die der algebraischen sehr d&hnlich
sind und somit einen Grof3teil der FEigenschaften von Grobnerbasen erhalten.

Um eine korrekte Definition einer differentiellen Grébnerbasis festzulegen, werden wir
uns notwendigerweise zunéchst mit Ordnungen der Terme in K{y, ..., y,} beschiftigen.
Dies liefert die Grundlage fiir die Einfiihrung von Termersetzungssystemen, einer Alter-
native fiir die in Abschnitt 1.5 angesprochenen Pseudo-Ersetzungssysteme. Anschlie-
Bend betrachten wir Filtrierungen des differentiellen Polynomrings und erhalten den
Begrift der differentiellen Grobnerbasis aus dem der differentiellen Standardbasis bzgl.
sogenannter Grobner-Filtrierungen. In Abschnitt fiinf erarbeiten wir dann die grundle-
genden Eigenschaften differentieller Grobnerbasen, bevor wir im letzten Abschnitt auf
deren Berechnung eingehen. Wir werden dazu eine differentielle Version des Buchberger-
Algorithmus angeben und Kriterien entwickeln, unter denen dieser terminiert.
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Im Folgenden werden wir bei den Elementen von D = K{yi,...,y,} und T" nur
noch von Polynomen bzw. Termen sprechen.

2.1 Differentielle Termordnungen

Bei der Einfithrung einer Grébnerbasistheorie besteht der erste Schritt stets darin,
eine geeignete Definition fiir den Termordnungsbegriff in dem jeweiligen Kontext zu fin-
den. Da der differentielle Polynomring K{yi, ..., y,} auch als Polynomring in unendlich
vielen Unbestimmten angesehen werden kann, liegt es nahe, zunéchst die iiblichen Ei-
genschaften einer Termordnung zu fordern. Also sollte eine differentielle Termordnung o
auf der Menge der Terme T" eine totale, mit der Termmultiplikation vertrégliche Ord-
nung sein, so dass insbesondere jeder Term bzgl. o echt grofler als 1 ist. Dies entspricht
exakt der Definition in [5], beriicksichtigt aber in keinster Weise die Derivation 0. Auf
diesen Aspekt wird hingegen in [28] eingegangen, wobei zum einen gefordert wird, dass
o ein Ranking auf der Menge der Derivate D" definiert, und zum anderen aber weite-
re Bedingungen gefordert werden, die schliellich nur lexikographische Termordnungen
zulassen. Ein Weglassen Letzterer fithrt hingegen zu einer sinnvollen Definition von diffe-
rentiellen Termordnungen, wie sie auch in [19] angegeben wird. Denn solche Ordnungen
erfiillen bereits die Wohlordnungseigenschaft auf T", die stets die Grundlage weiterer
Betrachtungen ist. Daher werden auch wir diese Definition verwenden. Eine natiirliche
Zusatzeigenschaft einer Termordnung wére die Vertraglichkeit mit der Derivation von
Termen, d.h. wenn fiir Terme ¢;,¢, € T" mit ¢; >, t5 auch der Leitterm von 0t; bzgl. o
echt grofer als der von 0ty wére. Diese sogenannten strikt stabilen differentiellen Term-
ordnungen werden in [18] betrachtet. Fiir sie ergeben sich besondere Resultate, aber fiir
eine allgemeine Theorie ist diese Vertraglichkeit nicht notwendig.

Nachdem wir differentielle Termordnungen definiert haben, gelangen wir wie gewohnt
zum Begriff des Leitterms eines Polynoms und dessen Eigenschaft bzgl. der Grund-
operationen. Anschliefend untersuchen wir differentielle Termordnungen, die weiteren
Bedingungen geniigen, und weisen nach, dass jede differentielle Termordnung zugleich
eine Wohlordnung ist.

Sei dazu wieder T" die Menge aller Terme und D" die Menge aller Derivate im
differentiellen Polynomring D = K{y1,...,yn}.

Definition 2.1.1. Sei 0 eine totale Ordnung auf T". Die Ordnung o heif3t differentielle
Termordnung auf T", falls gilt:

1) Aus t; <, to folgt t1t3 <, tots fur alle ty,t9,t3 € T™.
2) Fir alle t € T"\{1} gilt 1 <, t.
3) Die Einschrankung o|py» von o auf D" ist ein Ranking auf D",

Das durch die Einschriankung von o auf D" definierte Ranking notieren wir wieder
mit 0. Entsprechend schreiben wir auch LD, (f) fiir das Leitderivat und LV, (f) fiir die
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Leitvariable von f bzgl. des Rankings o. Ist 7 ein Ranking auf D" mit o|p» = 7, so
nennen wir o von 7 induziert.

Beispiel 2.1.2. Fiir ein Ranking 7 auf D" ist die Ordnung 7Lex auf T" wie folgt defi-

niert. Fir Terme t; = u; -+ -u, und ty = vy -+ - v, mit Derivaten u; >, ug >, -+ >, u,
bzw. vy >, vy >, -+ >, v gelte £ > pex to genau dann, wenn ein ¢ € {1,..., min{r, s}}
existiert mit uy, = vy fir K =1,...,7 — 1 und u; >, v; oder ty ein Teiler von t; ist. Of-

fensichtlich ist 7Lex eine differentielle Termordnung auf T", die sogenannte differentiell
lexikographische Termordnung bzgl. T.

Definition 2.1.3. Sei ¢ eine differentielle Termordnung auf T" und seien t,t5 € T".

1) Die Ordnung o heifit gradkompatibel, falls mit t; >, t, stets deg(t;) > deg(ta) gilt.

2) Die Ordnung o heit gewichtskompatibel, falls mit ¢; >, to auch w(t;) > w(ty) gilt.

3) Die Ordnung o heiit ordnungskompatibel, falls aus t; >, ts stets ord(¢y) > ord(ts)
folgt.

Fiir jede differentielle Termordnung ¢ auf T" ist die Ordnung oDeg, die zwei Terme
zunéchst hinsichtlich ihres Grades und im Falle der Gradgleichheit bzgl. o vergleicht,
eine gradkompatible differentielle Termordnung auf T". Analog ergibt sich aus o eine
gewichts- bzw. ordnungskompatible differentielle Termordnung, falls als erstes Entschei-
dungskriterium das Gewicht bzw. die Ordnung der Terme herangezogen wird.

Bemerkung 2.1.4. Fiir jede ordnungskompatible differentielle Termordnung o und fiir
jedes Polynom f € D\ K gilt ord(9f) > ord(f). Dies folgt aus

ord(f) = ord(LT,(f)) < ord(LT4(9(LT5(f))))

und der Tatsache, dass sich der Term LT, (0(LT,(f))) in 0f nicht weghebt. Denn ist
u € D" und t € T, so dass LT,(f) = tu und LT,(9(LT,(f))) = tu® gilt, und wire
t € Supp(f)\{LT,(f)} mit tu) € Supp(dt), so wire u(!) € D(t) im Widerspruch zu

ord(t) < ord(LT,(f)).

Jedes Polynom f € D besitzt bzgl. einer differentiellen Termordnung o eine eindeutige
Darstellung der Form f = Y ¢it; mit ¢; € K\{0}, t; € T" fir ¢ = 1,...,m und
t1 >, ty >, -+ >, ty,. Also existiert im Trager von f ein eindeutig bestimmtes bzgl. o

grofites Element.

Definition 2.1.5. Sei o eine differentielle Termordnung auf T" und f € D\{0} ein
Polynom mit der Darstellung f = > ", ¢;t; wie oben.

1) Der Term LT, (f) = t; heiit der Leitterm von f bzgl. o, LC,(f) = ¢; der Leitko-
effizient von f und LM, (f) = c1t; das Leitmonom von f.

2) Fiir ein differentielles Ideal I C D heifit LT, (I) = (LT, (f) | f € I\{0}) das Leit-
termideal von I bzgl. o. Zudem schreiben wir LT {I} = {LT,(f) | f € I\{0}}.
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Wie iiblich ergibt sich als Leitterm des Produkts zweier Polynome gerade das Produkt
der Leitterme und als Leitterm der Summe der Polynome das Maximum der beiden
einzelnen Leitterme bzgl. o, falls diese sich nicht wegheben. Hingegen muss der Leitterm
der Derivation eines Polynoms im Allgemeinen Nichts mit dem urspriinglichen Leitterm
gemeinsam haben, er muss bzgl. o nicht einmal grofler sein.

Lemma 2.1.6. Seien f,g € D\{0} Polynome und t € T".

a) Ist f+g#0, so gilt LT,(f + g) <, max,{LT,(f),LT,(g9)}. Ist LT,(f) # LT,(g)
oder LT, (f) = LT,(g) und LC,(f) + LC,(g) # 0, so gilt die Gleichheit.

b) Es gilt LTU(fg) = LTO’(f) ’ LTU(Q)

¢) Fiir alle t € Supp(dt) gilt t >, t.

d) Es gibt ein k € N mit w(LT(0%f)) > w(LT,(f)).

Beweis. a) ergibt sich aus LT, (f 4+ ¢g) € Supp(f + g) C Supp(f) U Supp(g).

Um b) zu zeigen, verwenden wir die Eigenschaft 1) aus Definition 2.1.1. Da jeder
Term in fg von der Form ¢ - ist mit + € Supp(f) und # € Supp(g), erhalten wir folglich
LT,(f) - LTs(g9) >4 t-LT,(g) >, t-t, also LT4(fg) = LT, (f) - LT (g).

Fiir den Beweis von c¢) schreiben wir ¢ als ¢t = u .. u% mit dy,...,d, € N

und Derivaten wuq,...,u,, € D". Der Trdager von 0t ist demnach durch die Menge
{uf - ubou; - udm | i = 1,...,m} gegeben. Wegen du; >, u; ergibt sich daraus
uft - uf T ou - udm >t fiir i =1, m.

Es bleibt noch d) zu zeigen. Fiir jedes i € N sei dazu ¢; € Supp(d'f) ein Term
von J'f mit minimalem Gewicht. Wegen w(t;1) > w(t;) existiert dann ein k& € N mit

w(LTL(0%f)) > w(ty) > w(LT,(f)). O
Bemerkung 2.1.7.

a) Fiir ein Polynom f € D ist der Leitterm von 0f nicht zwangsldufig ein Term in
Supp(9(LT,(f)). Wir betrachten dazu das Ranking 7 auf D" mit

(1) (2)

1 <y <7 Y1 <s (28 (n

<o e s <o Y ?

<Ty2 <T

und die von 7 induzierte differentielle Termordnung o = 7DegRevLex, die wie

folgt definiert ist. Fiir Terme t; = uf'---ufm und ¢, = ¥ - -v]lf mit Derivaten

up < -+ < Uy und vy < -+ < vy gelte £ >, ta genau dann, wenn deg(t;) > deg(ts)

erfiillt ist oder wenn deg(t;) = deg(t2) gilt und ein i € {1,...,m} existiert, so dass

ki I .
u’fl et = vlf <o und w; >, v bzw. w; = v; und k; < [; gilt.

Fiir das Polynom f = (y%”)2 + Y110 ist dann (y%l))2 der Leitterm von f bzgl. o.

Als Leitterm von 9f = 2951)(@%2) + yg)yg + ylyél) erhalten wir aber y%l)yQ,

b) Dariiber hinaus gilt im Allgemeinen nicht LT, (0f) >, LT, (f). Denn fiir die obige

differentielle Termordnung o = 7DegRevLex und das Polynom f = (ygl))2 — 2y1y§2)

mit Derivation 0f = —2y1y§3) ergibt sich LT, (0f) = y1y§3) <5 (ygl))2 = LT,(f).
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Die Bemerkung hat gezeigt, dass beim Ubergang von einem Polynom zu seiner De-
rivation der Leitterm bzgl. ¢ nicht zwangslaufig gréfler wird. Dennoch kidme dies einer
natiirlichen Eigenschaft gleich. Deshalb betrachten wir im Weiteren insbesondere sol-
che differentiellen Termordnungen, die diese zusétzliche Bedingung erfiillen. Zum ersten
Mal fanden diese Erwdhnung in [29] fiir den univariaten Fall und in [18], wobei dort die
Bedingung bereits zur Definition der differentiellen Termordnung zéhlt.

Definition 2.1.8. Sei o eine differentielle Termordnung auf T".

1) Die Ordnung o heifit (strikt) stabil, falls fiir alle Terme ¢,y € T" aus t; <, to
stets LT, (0t1) <, LT,(0t2) bzw. LT, (0t1) <, LT,(0ts) folgt.

2) Die Ordnung o heiit O-lexikographisch, falls fiir jeden Term ¢ € T™\{1} gilt
LTa(at) = LTULex(at)‘

Beispiel 2.1.9. Sei 7 ein Ranking auf D".

a) Die differentiellen Termordnungen 7Lex und 7Deglex sind strikt stabil.
b) Die differentielle Termordnung 7DegRevLex aus Bemerkung 2.1.7 ist nicht stabil.

Lemma 2.1.10. Sei o eine stabile differentielle Termordnung auf T™.

a) Ist o ordnungskompatibel, so ist o auch strikt stabil.
b) Ist o O-lexikographisch, so ist o strikt stabil.

Beweis. Fiir den Beweis von a) betrachten wir Terme ¢1,t; € T" mit t; <, ty. Ist
ord(t;) < ord(ts), dann gilt auch ord(dt;) < ord(0dt), also LT, (0t1) <, LT,(0t2). Im Fall
ord(ty) = ord(tQ) = k schreiben wir zunéchst t; = tjuy - - - u,, bzw. ty = tovy - - - v,, mit
Termen 1,y € T™ der Ordnung echt kleiner k£ und Derlvaten Upy e vo s Up, Vs e ey Uy € D
der Ordnung k. O.B.d.A. sei dabei LT, (0t;) = tyu; - Y bzw. LT (Oty) = tyvy - - c

Dann ist LT, (0t;) >, LT, (0ts) wegen der Stablhtat von o, wobei Gleichheit genau dann

gilt, wenn ty =19, Uy -+ Up_q = V1 - Uy und u( ) — v,(l , also wenn t; =ty gilt.

Sei nun o eine :stablle7 8—lexikographlsche differentielle Termordnung auf T" und seien
u,v € D" Derivate mit u <, v. Dann gilt LT, (0(uv)) = LT jLex(u0v + vOu) = udv. Fiir
jeden Term t € T" ergibt sich daraus LT, (0t) = (LD, (t)) mit ¢ € T". Sind nun
t1,ty € T" mit t; <, tg9, so erhalten wir

£0(LD, (1)) = LT, (9t1) <, LT, (dts) = ,0(LD, ()

fiir gewisse t1,, € T". Gilt dabei LD,(t;) = LD, (t5), so muss #; <, f, und da-
mit LT, (0t1) <, LT,(0ty) gelten. Ist LD, (t;) <, LD, (t2), also t; <,rex to, so folgt
LT,(0t1) <orex LT,(0tz), d.h. insbesondere LT,(0t;) <, LT,(0ty). Gilt schlieBlich
LD, (t1) >, LD, (t2), so folgt LT,(0t1) # LT,(0t2), also wieder LT,(0t;) <, LT,(0t2).

]

Dass nicht jede strikt stabile differentielle Termordnung zugleich 0-lexikographisch
ist, zeigt das folgende Beispiel.
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Beispiel 2.1.11. Sei D = Q{y1,y2} und o die gewichtskompatible differentielle Term-
ordnung, die Terme in T? mit gleichem Gewicht zunéchst lexikographisch nach ihrem -
Anteil und solche mit identischen y,-Anteil lexikographisch nach ihrem y;-Anteil ordnet.
Durch ¢ ist eine strikt stabile differentielle Termordnung definiert, denn fiir ¢;,t, € T2
mit t; <, to gilt entweder w(t;) < w(tz) oder w(t;) = w(ty). Im ersten Fall ergibt sich
w(0t,) < w(0ty) nach Lemma 1.2.3 b) und damit LT, (0t1) <, LT,(0ts). Im zweiten Fall
ist nun entweder der y,-Anteil von ¢; lexikographisch kleiner als der von 5, womit auch
der yo-Anteil von LT, (0t;) lexikographisch kleiner wire als der von LT, (0t5), oder diese
sind gleich und es ist t; <,pex t2. Dann gilt aber auch LT, (0t;) <, LT,(0ts), da oLex

strikt stabil ist. Wir betrachten nun den Term ¢ = ygl)yg mit 0t = y§2)yg +y§1)y§). Dabei

ist yil)yél) der Leitterm von 0t bzgl. o, aber y™") >, y5, d.h. ¢ ist nicht d-lexikographisch.

Beschréanken wir uns auf die Klasse der strikt stabilen differentiellen Termordnungen,
so gilt die gewiinschte Zusatzeigenschaft. Dariiber hinaus lésst sich der Leitterm der
k-ten Derivation eines Polynoms fiir ein beliebiges £ > 0 direkt angeben. Denn die
Leitterme aller Derivationen eines Polynoms unterscheiden sich nur in einem Derivat.

Satz 2.1.12. Sei f € D\K ein Polynom und o eine strikt stabile differentielle Term-
ordnung auf T".

a) Es gilt LT,(0f) = LT,(0(LT,(f))).

b) Es existiert ein differentieller Term t € T" und ein Derivat u € D", so dass gilt
LT, (f®) = tu™ fiir alle k > 0.

c) Ist LT, (f®)) = tu® wie in b) und v € D" ein Derivat mit uMv >, uv™, so gilt
LT, (0*(vf)) = v LT, (f®).

Beweis. Fiir den Beweis von a) sei t € Supp(f)\{LT,(f)}. Dann impliziert die strikte
Stabilitét von o gerade LT, (0t) <, LT,(0(LT,(f))). Mit Lemma 1.2.3 a) gilt zusétzlich
I(LT,(f)) ¢ K und damit LT, (0f) = LT, (O(LT,(f))).

Ist LT, (f) = uyq - - - u,y, der Leitterm von f bzgl. o mit Derivaten ugy, ..., u,, € D", so
gilt also LT, (9f) = LT, (O(LTo(f))) = LTo(d(u1 - - - i) = ug - - - s gl i1 - - - g fiir
eini € {1,...,m}. Demnach ist ujugl) bzgl. o echt grofier als uiugl) firallej € {1,...,m}
mit u; # u;. Mit der strikten Stabilitdt von o folgt nun

(2))‘

J

LTa(ug»l)uz(-l) + uju?)) = LTJ(a(ujugl))) >, LTU(a(uiug.l))) = LTU(ugl)u(l) + uu

J

Also ist ujuZ@) der Leitterm von LTU(é’(ujugl))) und damit wuq - - 'ui_lugz)uiﬂ “ e, der

Leitterm von 0% f bzgl. 0. Analog erhalten wir mit u; - - - ui_lugk)uiﬂ -+ Uy, den Leitterm
von f® fiir jedes k > 0. Wir kénnen schlieBlich ¢ = wu; - - SUj_ Uiy - - - Uy, Setzen.

Die Aussage in c¢) ergibt sich aus LT, (d(vf)) = max,{vMtu, vtuM} = vtu® und der

strikten Stabilitdt von o. O
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Das Derivat des Leitterms eines Polynoms, das den Leitterm der k-ten Derivation
bestimmt, muss nicht zwangslaufig das bzgl. o lexikographisch grofite Derivat im diffe-
rentiellen Tréager des Leitterms sein. Dies ist im Allgemeinen nur fiir solche o zutreffend,
die auch 0-lexikographisch sind.

Im restlichen Teil dieses Abschnitts wollen wir noch zeigen, dass jede differentielle
Termordnung ¢ auch eine Wohlordnung auf der Menge T definiert. Dies stellt sicher,
dass wir in jeder beliebigen nicht-leeren Teilmenge von Termen ein bzgl. ¢ minimales
Element finden.

Satz 2.1.13. Sei o eine differentielle Termordnung auf T"™ und t; >, to >, --- eine
absteigende Kette von Termen. Ezistiert ein M € N mit deg(t;) < M fiir alle i € N, so
wird die Kette stationdr.

Beweis. Sei ty >, ty >, --- eine absteigende Kette von Termen tq,%s,... € T" und
tar =5 taz >, - -+ die Teilkette aller Terme vom Grad d < M. Wir zeigen mit Induktion
nach d, dass diese stationdr wird und damit auch ¢; >, to >, ---. Fiird =0ist {5 = 1

fiir alle 7 € N, d.h. die Kette ist stationér. Sei die Behauptung nun fiir alle Teilketten
vom Grad echt kleiner d bewiesen. Da ¢ nach Satz 1.4.3 eine Wohlordnung auf D" ist,
existiert in der Menge {LD,(ts) | i« € N} ein bzgl. o kleinstes Derivat LD, (¢4,) fiir
ein i1 € N. Auf die gleiche Weise erhalten wir fiir die Menge {LD,(t4) | @ > i1} ein
bzgl. o kleinstes Derivat LD, (t4,). Setzen wir dies fort, so ergibt sich eine absteigende
Kette tgi, >4 tai, =5 -+ von Termen mit LD, (t4,) <, LD (ts,) <, ---. Dann ist
LDt‘i&l, ;2o LDt‘i(lf_ ; =, -+ eine absteigende Kette von Termen vom Grad d — 1, die
r(tdiq (Ldig
nach Induktionsvoraussetzung stationér wird. Dies hat zur Folge, dass t4;, >4 tai, >0 - -
und damit auch tg; >, tge >, - -+ stationédr wird, also die Behauptung bewiesen ist. [

Satz 2.1.14. Jede differentielle Termordnung auf T™ ist eine Wohlordnung auf T".

Beweis. Angenommen, fiir eine differentielle Termordnung o existiert eine unendliche,
echt absteigende Kette t; >, t; >, - -+ von Termen. Nach Satz 2.1.13 ist dann der Grad
der Terme nicht beschréinkt, d.h. wir diirfen O.B.d.A. annehmen, dass der Grad von ¢;
fiir jedes i € N echt kleiner als deg(t;+1) ist. Fiir jedes ¢ € N schreiben wir nun ¢; als
t; = tit; mit t;,¢; € T", so dass u <, LD,(t;) fiir alle v € D(%;) und v >, LD, (¢;) fiir
alle u € D(#;). Hierbei ist der Grad der Terme f; beschrinkt. Wire dies nicht der Fall,
so giibe es einen Index j € N mit deg(f;) > deg(t;) im Widerspruch zu ¢; >, t;. Nach
Satz 2.1.13 gibt es daher in der Folge (tNi)ielN ein bzgl. ¢ minimales Element tNiI. Analog
finden wir ein solches Element ¢, in der Folge (#;)s~;,. Wir erhalten derart eine unendlich
aufsteigende Kette fil <, 222 <, --- von Termen. Zu dieser finden wir entsprechend die
absteigende Kette t;;, >, t;, >, --- mit LD, (t;) >, LD,(¢;,). Wieder muss der Grad
der Terme unbeschrinkt sein. Da wir die obigen Uberlegungen beliebig oft wiederholen
konnen, erhalten wir auf diese Weise eine bzgl. o unendliche, echt absteigende Kette von
Derivaten. Dies liefert schliellich einen Widerspruch zur Wohlordnungseigenschaft von
o auf D". O
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2.2 Differentielle Reduktion

Mit dem Begriff des Leitterms lésst sich neben der differentiellen Pseudo-Reduktion ei-
ne zweite Ersetzungsregel fiir differentielle Polynome definieren. Dabei erweitern wir die
iibliche Definition der Termersetzung wie folgt. Ein Polynom f € D soll genau dann bzgl.
eines Polynoms g € D\{0} reduzierbar sein, falls es im Tréger von f einen Term gibt, der
Vielfaches des Leitterms einer geeigneten k-ten Derivation von g ist. Der entsprechende
Summand von f wird im Reduktionsschritt dann durch g*) — LM, (¢'*)) ersetzt. Wir wer-
den zeigen, dass fiir eine Teilmenge G C D\{0} das zugehorige Termersetzungssystem
noethersch ist, d.h. das jedes Polynom bzgl. G nur endlich oft reduziert werden kann.
Dies basiert im Wesentlichen auf der Wohlordnungseigenschaft der zugrunde liegenden
differentiellen Termordnung.

Ferner formulieren wir die differentielle Version des Divisionsalgorithmus. Dieser lie-
fert zu einem Polynom f € D und einem Tupel (g1,...,95) € (D\{0})® ein bzgl.
{g1,...,9s} reduziertes Polynom g, so dass f bzgl. {g1,...,9s} zu g reduziert.

In diesem Abschnitt sei wieder D = K{y,...,y,} und o eine differentielle Termord-
nung auf T".

Definition 2.2.1. Seien f,g € D mit g # 0 und G C D\{0}.

1) Existiert ein differentieller Term ¢ € Supp(f) mit ¢ = LT, (¢*)) fiir ein ¢ € T"
und k € Ny, so sagen wir: g reduziert f in einem Schritt zu f = f — mtg(k),

wobei ¢ der Koeffizient von f in ¢ ist, und schreiben dafiir f -2 f.

. G . .. g G .
2) Es bezeichne — den reflexiven, transitiven Abschluss von | J gec —— und «—— die

zugehorige Aquivalenzrelation. Die Relation %, heift auch Termersetzungssystem.

3) Das Polynom f heifit reduzibel bzgl. G, falls es ein Element g € G gibt, welches f
reduziert. Andernfalls heifit f reduziert bzgl. G. Die Menge G heifit reduziert, falls
jedes g € G bzgl. G\{g} reduziert ist.

4) Das Termersetzungssystem ., heit noethersch, falls es keine unendliche Reduk-
tionskette f; = f, ... mit Polynomen f; € D\{0} und ¢; € G fiir i € N
gibt. Es heift konfluent, falls fiir alle f, fi, f» € D mit f -2 f, und f -2 f, ein
f3 € D existiert mit f; c, f3und f5 <, f3. Das Termersetzungssystem heif3t lokal
konfluent, falls fiir alle f, fi, f» € D und g1, ¢, € G mit f 25 f; und f 25 f, ein

f3 € D existiert mit f; <, f3und fo <, f3. Ist %, noethersch und konfluent, so
heifit es auch konvergent.

Beispiel 2.2.2. Sei D = Q{y1,y2} und o eine gewichtskompatible differentielle Term-

ordnung mit y; <, y2. Wir betrachten die Menge G = {g1, g2} C D mit g; = ylyél) + 92

und go = (yél))2+y2. Dann ergeben sich die Leitterme LT, (g;) = ylygl), LT,(g2) = (yél))2

und LTg(gil)) = y1y§2), LTU(gél)) = ygl)ygm. Fiir das Polynom f = ylyél)ygm erhalten
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wir bzgl. G die Reduktionskette
1) (1 1, (1 n (1 1, (1 1
FE =t = = () = 200tV s 25 =y (087) + 297t
1 1 ;
2oty + iy, = .
Das Polynom f ist reduziert bzgl. G. Ein weiteres solches Element ist %y% mit

1 1
e e T R e A
Das obige Beispiel zeigt, dass Reduktionen bzgl. einer Menge von Polynomen nicht

immer zu einem eindeutigen Ergebnis fithren. Unter welchen Bedingungen dies dennoch
erfiillt ist, werden wir spéter noch genauer erortern.

Lemma 2.2.3. Sei G C D\{0} und seien f, f1, fo, f3, fa € D\{0}.

a) Aus fi — fo und fo - fi folgt fi = fo.

b) Aus fi -S> fo folgt tfi —>tf, fir alle t € T,

¢) Gilt fr < fo und f3 <% fu, s0 auch fr + fs < fo + fu.
d) Es gilt f<i>0 genau dann, wenn [ € (G)s.

Beweis. In jedem Reduktionsschritt wird ein Term durch bzgl. o kleinere Terme er-
setzt. Gilt fi <, fa <, f1 fiir Polynome fi, fo € D\{0}, so wird bei der Reduktion

fi <, fo in keinem der zugehorigen Schritte der Leitterm von f; reduziert, da sonst
LT,(f1) > LT,(f2) >» LT,(f1) gelten wiirde. Mit dem gleichen Argument koénnen
auch die restlichen Terme von f nicht reduziert werden, d.h. es gilt bereits f; = f, und
damit a).

Da b) offensichtlich fiir jeden einzelnen Reduktionsschritt gilt, ist die Aussage auch
fiir die gesamte Reduktionskette erfiillt.

Fiir ¢) geniigt es zu zeigen, dass h; + f3 CEN J3 fiir alle hy, hy € D und g € G aus
hi -2 hy folgt, denn dies induziert f+ f3 & fo+fs. Seialsot = t LT,(g®) € Supp(h;)
fiir ein # € T" und ein k& > 0. Dann ist hy = hy — ctg®) mit ¢ € K\{0}. Es bezeichne
¢ den Koeffizienten von ¢ in f3. Ist ¢ = —cLC,(g®)), so gilt ¢ & Supp(h; + f3) und
ho + f3 = hy + f3 — ctg® by + f3. Andernfalls ergibt sich

h1+f3i>h1+f3—(c+m)fg(k) :h2+f3—mfg(k)<ih2+f3.

Fiir den Beweis von d) sei zunéchst f <£,0. Dann kénnen wir f schreiben als
>y c,-tigi(ki) fiir gewisse ¢; € K\{0}, t; € T", k; € Nound ¢g; € G firi =1,...,r. Also
(kq)

gilt f € (G)s. Umgekehrt besitzt f wieder eine solche Darstellung. Wegen g, <%, 0und

(k:)

b) erhalten wir ¢;t;g; <90 fiir i = 1,...,7 und mit ¢) schliefllich die Behauptung. [
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Die Wohlordnungseigenschaft einer differentiellen Termordnung garantiert nun die
Endlichkeit einer jeden Reduktionskette. Damit lésst sich jedes Polynom in endlich vielen
Schritten bzgl. G zu einem reduzierten Element reduzieren.

Satz 2.2.4. Ist G C D\{0} eine Menge von Polynomen, so ist das zugehdérige Termer-

setzungssystem 9, noethersch.

Beweis. Angenommen, es existiert eine unendliche Reduktionskette f; —2 fo 2> - - - mit
Polynomen fi, fo,... € D\{0} und g1, g2, ... € G. In jedem Reduktionsschritt wird dabei
ein Term durch eine Summe von bzgl. o echt kleineren ersetzt. Bezeichnet ¢; fiir jedes
i € N den im i-ten Schritt reduzierten Term, so besitzt die Menge {¢; | ¢ € N} ein bzgl. o
maximales Element #; mit zugehérigem Index 4;. Sei nun ¢, = max,{t; | i > i;}. Setzen
wir dies fort, so erhalten wir eine unendliche, echt absteigende Kette t] >p ty >y -
von Termen im Widerspruch zu der Tatsache, dass o eine Wohlordnung auf T" ist. [

Fiir ein Polynom f € D lésst sich nun ein bzgl. G reduziertes Polynom mit f <, g
algorithmisch berechnen. Da das zugehdrige Termersetzungssystem noethersch ist, ist
dabei garantiert, dass die Berechnung in endlich vielen Schritten erfolgen kann.

Satz 2.2.5 (Der differentielle Divisionsalgorithmus).
Seien s > 1 und f,q1,...,9s € D\{0}. Wir betrachten die folgenden Instruktionen:

1) Seien f=f, g=0undn; =0 firi=1,...,s.
2) Bestimme den kleinsten Indexi € {1,...,s}, so dass LT,(f) = tLTU(gZ(k)) fir ein
minimales k € No und ein t € T" gilt. Fxistiert solch ein i,
o setze qi; =0 fir j =mn; +1,...,k und n; = k, falls k > n,,

o crsetze q;, durch g, + LI(;C‘(’((J%) )
ol\g;

re ~_ LCo’(f) (k)

o ersetze f durch f —Lca(gl(k))tgz )

o fahre mit 2) fort, falls f # 0.

3) Ist f #0, so ersetze g durch g+ LMy(f) und f durch f — LMy(f). Ist f # 0, so
fahre mit 2) fort.
4) Gib (ga [QIU) s 7QI7L1]7 SR [q807 s aQS’ru]) aus und stoppe.

Dies ist ein Algorithmus, dessen Ausgabe die folgenden Bedingungen erfillt:

s ng

a) Bsgilt f =g+ > qi;9”.

i=1j=0
b) Das Polynom g ist reduziert bzgl. {g1,...,9s}
c) Firjedesi€ {1,...,s}, j€{l,...,n;} mit ¢;; # 0 und jeden Term t € Supp(¢;;)
isttLTU(gl(j)) ¢ {t LT(,(gi(k)) |t € T", 0 <k < j} und reduziert bzgl. {g1,...,9i-1}
d) Firjedesi € {1,...,s} undj € {0,...,n;} mitq;; # 0 gilt LTU(qZ-jgi(j)) <, LT,(f).
e) Der Vektor (g,[qi0,- -, Qiny)s- -5 [ds0y - - 5 Qsny)) @t durch die Aussagen a)-d) ein-
deutig bestimmi.
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Beweis. Um a) zu zeigen, befassen wir uns zundchst mit der Korrektheit des Algo-
rithmus. Diese ergibt sich aus der Tatsache, dass nach jedem Schritt die Gleichung
= f+g+30, > 1%91 ) erfiillt ist. Mit f = 0 in Schritt 4) erhalten wir dann

die gewiinschte Darstellung von f. Es bleibt noch zu beweisen, dass der Algorithmus
terminiert. Die Schritte 2) und 3) werden nur endlich oft durchgefiihrt, da entweder
der Leitterm von f bzgl. o durch kleinere Terme ersetzt oder komplett gestrichen wird.
Nach jedem solchen Schritt verkleinert sich also der Leitterm von f bzgl. o, was wegen
der Wohlordnungseigenschaft von ¢ nur endlich oft moglich ist. Schliellich 14sst sich in
endlich vielen Schritten entscheiden, ob ein entsprechender Index ¢ im zweiten Schritt
existiert. Denn fiir jedes i € {1,...,s} gilt w(LT,(¢")) > w(LT,(f)) fiir ein k € N
nach Lemma 1.2.3. Damit kann LT, (f) aber kein Vielfaches von LTU(g,fk)) sein.

Zudem ist die Aussage b) erfiillt, da in Schritt 3) ein skalares Vielfaches eines Terms
nur dann zu g addiert wird, wenn dieser nicht Vielfaches eines Terms LT(,(gi(k)) ist.

Analog ergibt sich ¢) aus der Tatsache, dass in Schritt 2) der Index und die Ordnung
der Derivation von g; minimal gewédhlt werden.

Fiir jeden Term ¢, dessen skalares Vielfaches zu g;; hinzuaddiert wird, gilt im zugehori-
gen Schritt 2) die Relation LT, (f) = tLT a(ggk)). Wie bereits erwahnt, ist im Laufe des
Algorithmus stets LT, (f) >, LT,(f) und damit d) erfiillt.

Seien schlieBlich f = g+ 77 > Oq,]gﬂ) =g+ i1 Dm0 c:i”gl zwei Darstellungen
von f, die den Bedingungen a)-d) geniigen. Dann ist

s max{n;,m;}

(9 — g+z Z (4 — Gij)gt =0,

wobei ¢;; = 0 = Gy, gesetzt wird fiir j > n; bzw. k > m;. Da nach b) und c) die Leitterme
aller von Null verschiedenen Summanden bzgl. o verschieden sind, kann es solche nicht
geben, dh g=gund ¢;; =¢;; firi=1,...,sund j =0, ..., max{n;, m;}. ]

Das Element g in der Ausgabe des obigen Algorithmus heif3t der differentielle Rest
von f bzgl. G = (g1, ..., 9s) und wird mit DR, g(f) bezeichnet.

Beispiel 2.2.6. Fiir das Polynom f = ylyél)yém aus Beispiel 2.2.2 ergeben sich zwei

mogliche differentielle Reste Bzgl. G = (g1, 92) erhalten wir den differentiellen Rest
DRog(f) = 91"y + 2y3yi" und DRy (f) = 39 brgl. G = (92,91)-

2.3 Filtrierungen

Mit dem Begriff der differentiellen Termordnung wollen wir uns nun auf die Suche
nach der korrekten Definition einer differentiellen Gréobnerbasis begeben. Dabei liegt es
zundchst nahe, sich an der Definition einer Grobnerbasis im Polynomring K|z, ..., ;)
zu orientieren. Eine Menge G C Klxy,...,x,] ist bekanntlich eine Grobnerbasis eines
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Ideals I, falls die Leitterme der Polynome aus GG das Leittermideal von I erzeugen. Nun
gibt es mehrere Ansitze, dies auf den differentiellen Fall zu iibertragen. Ein Mo6glichkeit
wiare, fiir differentielle Grobnerbasen exakt die gleiche Definition zu verwenden. Dann
bestéinde aber keine Hoffnung auf endliche differentielle Grébnerbasen, denn im Allge-
meinen ist LT, (0f) kein Vielfaches von LT, (f) fiir ein Polynom f € D\{0}.

Ein anderer Ansatz wire zu verlangen, dass die Leitterme der Polynome aus G das
Leittermideal von [ differentiell erzeugen. Dagegen spricht die Tatsache, dass das Leit-
termideal LT, (/) im Allgemeinen kein differentielles Ideal ist. In [18] wird dieses Problem
umgangen, indem das Leittermideal als sogenanntes differentielles Monoideal angesehen
wird, d.h. als ein multiplikatives Monoid von Termen, so dass fiir jeden Term ¢ auch der
Leitterm von Ot darin enthalten ist. Eine wesentliche Voraussetzung dafiir ist jedoch,
dass die jeweilige differentielle Termordnung strikt stabil ist.

Eine Forderung, die sich schliefilich als sinnvoll herausstellt, ist, dass das Leittermideal
von I von der Menge {LT,(¢®) | g € G,k € Ny} erzeugt wird. In diesem Fall lisst sich
auch zeigen, dass G die iiblichen dquivalenten Bedingungen erfiillt. So werden wir im
néchsten Abschnitt sehen, dass fiir solche Mengen G jedes Polynom in I bzgl. G zu
Null reduziert. Dies entspricht im Ubrigen gerade der Definition einer differentiellen
Grobnerbasis in [5], wobei Carra-Ferro nur lexikographische Termordnungen betrachtet.

Um die Wahl dieser Definition zu begriinden, beschéftigen wir uns zunéchst mit Fil-
trierungen des differentiellen Polynomrings D und den zugehdrigen assoziiert graduierten
Ringen. In diesem Zusammenhang betrachten wir das allgemeine Konzept der Standard-
basis, die fiir Grobner-Filtrierungen gerade den Begriff der differentiellen Grobnerbasis
liefert. Dabei gehen wir inhaltlich wie in [15] vor.

Sei wieder D = K{y,...,y,} und o eine differentielle Termordnung auf T".

Definition 2.3.1. Sei I' ein Monoid und o eine Monoidordnung auf I'. Weiter sei F, D
ein K-Untervektorraum von D fiir jedes v € I'. Die Familie ® = {F,D | v € I'} heifit
(T, o)-Filtrierung von D, falls gilt

1) F,D C F,D fir alle v,7 € I' mit v <, 7/,
2) Uyer FoD = D,

3) (F,D)-(F, D)CF/Dfﬁrallevv’EF,
)1€F1Dund1§§FDfur'y< 1.

Eine (T, o)-Filtrierung ® von D heifit ordentlich, falls zu jedem f € D\{0} ein vy € T
existiert mit f € (F,D)\(F<,,D), wobei F ,D = J,,_  F,D ist. Dann heifit v die
Ordnung von f bzgl. ® und wird mit orde(f) bezeichnet.

Von besonderem Interesse fiir uns ist die sogenannte o-Grébner-Filtrierung von D fiir
eine differentielle Termordnung ¢ auf T". Dazu setzen wir I' = T", & = {F,D |t € T"}
mit F;D = {f € D\{0} | LT,(f) <, t} und erhalten eine ordentliche Filtrierung von D.
Fiir ein Polynom f € D\{0} ist dann LT,(f) die Ordnung von f.
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Lemma 2.3.2. Set & = {F,D | v € I'} eine (I',0)-Filtrierung von D, I C D ein
differentielles Ideal und F.,I = (F,D) N1 fir jedes v € I'. Dann ist ¥ = {F,I |y €'}
eine (I, o)-Filtrierung von 1.

Beweis. Siehe [15], Proposition 6.5.9. O
Fiir 7, € T lésst sich eine kanonische Multiplikationsabbildung
F.D/F. .DxF,D/F. D — F,,D/F._...D

definieren. Diese ist wegen (F,D)-(F, D) C F..,D wohldefiniert. Durch eine Fortsetzung
dieser Multiplikation auf

gro(D) = @FWD/F<U“/D

vyel

wird auf grg (D) eine K-Algebrastruktur induziert. Die K-Algebra grg (D) wird auch der
assoziiert graduierte Ring von D bzgl. ® genannt.

Satz 2.3.3. Die K-Algebren D und gry(D) sind isomorph.
Beweis. Siehe [15], Proposition 6.5.8. O

Definition 2.3.4. Sei ® eine ordentliche Filtrierung von D.

1) Fiirein f € D\{0} heiBt die Restklasse von f in Fiq, (5)D/F<,orde(p) D die Leitform
von f bzgl. ® und wird mit LF¢(f) notiert. Zusétzlich setzen wir LF(0) = 0.

2) Ist I C D ein differentielles Ideal, so heifit LF¢(I) = (LFg(f) | f € I) das
Leitformenideal von I bzgl. ®.

Ist & die o-Grébner-Filtrierung von D, so lasst sich wegen orde(f) = orde(LT,(f))
die Leitform eines Polynoms mit dessen Leitmonom bzw. Leitterm identifizieren, d.h.
fur jedes f € D\{0} gilt LF¢(f) = LFs(LM,(f)).

Das Leitformenideal eines differentiellen Ideals I C D ist im Allgemeinen kein dif-
ferentielles Ideal. Genauer gesagt gibt es keine nicht-triviale Derivation 9 auf grg (1),
so dass LF¢(f) € LFo(I) fiir jedes f € I erfiillt ist. Es gelten jedoch die folgenden
Eigenschaften der Leitform.

Lemma 2.3.5. Sei ® die o-Grébner-Filtrierung von D und seien f,g € D.

a) Es gilt LFs(fg) = LFs(f) LFs(g).

b) Ist LM,(f) + LM, (g) # 0, so gilt LFs(f + g) = LFs(f) + LFs(g).

c¢) Ist o strikt stabil, so gilt LF¢(0f) = LFe(0 LM, (f)) fir alle f € D\{0}.
d) Fiir jedes h € LF¢(I) existiert ein h € I mit LF¢(h) = h.

e) Esist gry(D) = K[LFg(t) | t € T"].
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Beweis. Die Aussage a) gilt nach Definition der Multiplikation in grg (D) und c) wegen
LF@(af) = LFCD(LMU(af)) = LF@(LMJ(a LMO’(f))) = LF@(a LMO’(f))

Fiir den Beweis von b) gelte LM, (f) + LM, (g) # 0. Besitzen f und g den gleichen
Leitterm t bzgl. o, so ergibt sich

LFs(f +g) = LFa((LCo(f) + LCs(9))t)
— LFy(LC, (f)t) + LFa(LCy (g)0)
= LFs(f) + LFa(g).

Andernfalls sei O.B.d.A. der Leitterm von f bzgl. o echt grofler als LT, (g). Dann folgt
die Behauptung aus LF¢(f) = LFo(f) + LFs(g).

Um d) zu zeigen, schreiben wir h als h = > ;| LFo(f;) LFs(g:) = >_i_, LFa(fig:)
mit Polynomen fi,...,fs € D, ¢1,...,9s € I und minimalem s € N. Dann sind die

Leitformen der Polynome f;g; paarweise verschieden und mit b) erhalten wir h = LFg(h)
fiir iL = Z::l figi € 1.

SchlieBlich folgt e) aus den Tatsachen, dass T™ den Polynomring D als K-Algebra
erzeugt und dass grg, (D) und D nach Satz 2.3.3 als K-Algebren isomorph sind. O

Wir kommen nun zur Definition differentieller Grébnerbasen, die sich aus dem Begriff
der differentiellen Standardbasis ableiten lésst. Dabei ist die Definition der differentiel-
len Standardbasis eine Verallgemeinerung des iiblichen Standardbasisbegriffs. Letzterer
beschreibt eine Teilmenge G C I, so dass das Leitformenideal von I von den Leitformen
der Elemente in G erzeugt wird. Da nun G genau dann ein differentielles Erzeugenden-
system von [ ist, wenn {0%g | g € G} ein Erzeugendensystem von [ ist, iibertragen wir
diese differentielle Sichtweise auch auf den assoziiert graduierten Ring.

Definition 2.3.6. Sei @ eine Filtrierung von D und I C D ein differentielles Ideal. Eine
Teilmenge G C I heifit differentielle ®-Standardbasis von I, falls gilt

LFs(I) = (LFs(¢"™) | g € G,k € No).

Ist o eine differentielle Termordnung auf T" und ® die o-Grobner-Filtrierung von D, so
heifit G auch differentielle o-Grobnerbasis von I. Die Menge G heif3t reduzierte differen-
tielle o-Grobnerbasis, falls zusétzlich G reduziert ist.

Dass dies den Begriff der Standardbasis verallgemeinert, erklirt sich wie folgt. Der
zugrunde liegende Polynomring Kz, ...,z,] ldsst sich als differentieller Polynomring
mit der trivialen Derivation ansehen. In diesem Fall gilt aber ¢*) = 0 fiir alle & > 0
und alle g € G, d.h. als Erzeuger des Leitformenideals verbleiben die Leitformen aller
Elemente von G.

Da fiir die o-Grobner-Filtrierung die Leitform eines Polynoms mit dem Leitmonom zu
identifizieren ist, ist eine Teilmenge G also genau dann eine differentielle o-Grébnerbasis
von [, wenn gilt

LT,(I) = (LT,(¢®) | g € G, k € Ny).
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Jedes differentielle Ideal I C D besitzt nun offensichtlich eine differentielle o-Grobner-
basis, denn fiir G = I'\{0} ist obige Bedingung trivialerweise erfiillt. Mit den typischen
Eigenschaften einer derart definierten differentiellen Grébnerbasis werden wir uns ge-
nauer im néchsten Abschnitt auseinandersetzen.

SchlieBlich wollen wir noch den Zusammenhang zu der Theorie in [18] erwéhnen.
Dazu betrachten wir den folgenden Ansatz. Die Derivation 0 des differentiellen Rings D
induziert auf grg (D) eine Abbildung § mit 6(LF¢(f)) = LF¢(0f) fiir alle f € D. Diese
ist nach Lemma 2.3.5 ¢) wohldefiniert, falls o strikt stabil ist.

Sind fi,...,fs € gre(D), so notieren wir mit (fy,..., fs)s das kleinste Ideal von
gre (D), welches fi, ..., fs und mit jedem Element f € (f1,..., fs)s auch 6(f) enthilt.

Lemma 2.3.7. Sei o eine strikt stabile differentielle Termordnung auf T", G C D und
® die o-Grobner-Filtrierung von D.

a) Die Abbildung 0 ist eine Derivation auf gre(D).
b) Fir jedes differentielle Ideal I C D ist das Leitformenideal bzgl. 6 abgeschlossen,
d.h. fir jedes f € LFg(I) gilt 5(f) € LF(I).

c¢) Bs gilt (LFs(g™®™) | g € G,k € No) = (LFs(g) | g € G)s.
Beweis. Die Aussage in c) folgt direkt aus a) und LF¢(g™®) = 6*(LF(g)).

Fiir den Beweis von a) seien f,g € D und ¢ € K. Wegen der strikten Stabilitdt von o
gilt nun ¢ LM, (f) + LM, (g) # 0 genau dann, wenn ¢ LM, (0f) + LM, (9g) # 0. Im Fall
cLM,(f) + LM, (g) # 0 erhalten wir mit Lemma 2.3.5 b)

6(cLFo(f) + LFe(g)) = 6(LFs(cf + g)) = LFo(d(cf + g))
= LF¢(cOf + 0g) = cLF4(0f) + LF4(0g)
= cd(LFs(f)) + 6(LFs(g)).

Im Fall ¢ LM, (f) 4+ LM,(g) = 0 ergibt sich direkt

Insgesamt folgt damit die K-Linearitit von 0. Ferner ist stets LMy (fMg) # — LMy (fgM).
Mit Lemma 2.3.5 ergibt sich damit auch

6(LFa(f) - LFa(g)) = 6(LFs(fg)) = LF4(9(fg))
= LFs(fMg+ fg') = LFo(fMg) + LFa(fg")
= 0(LFs(f)) - LFa(g) + LFa(f) - 6(LFa(g)).

Bleibt noch b) zu zeigen. Sei dazu f € LFg (/). Dann existiert nach Lemma 2.3.5 d) ein
Polynom f € I mit LFg(f) = f. Somit ist d(f) = §(LFs(f)) = LF4(df) € LFo(I). O

Der néchste Satz liefert nun die Erkenntnis, dass fiir strikt stabile differentielle Ter-
mordnungen die Definition 2.3.6 einer differentiellen Grobnerbasis mit der in [18] iiber-
einstimmt.
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Satz 2.3.8. Set I C D ein differentielles Ideal und o eine strikt stabile differentielle
Termordnung auf T". Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

a) Die Menge G ist eine differentielle o-Griobnerbasis von I.

b) Es gilt LFe(I) = (LFs(g) | g € G)s.
Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Lemma 2.3.7 c). O]

Unsere Definition einer differentiellen Grébnerbasis ist also eine sinnvolle Erweiterung
auf den allgemeinen Fall. Zudem vermeiden wir die Verwendung der Abbildung d. Diese
ist zwar K-linear, induziert auf dem differentiellen Polynomring D aber keineswegs eine
K-lineare Abbildung.

2.4 Charakterisierung differentieller Grobnerbasen

In diesem Abschnitt wollen wir iiberpriifen, inwieweit sich die speziellen Eigenschaften
der rein algebraischen Grobnerbasen auf differentielle Grobnerbasen iibertragen lassen.
Es wird sich zeigen, dass sich auch im differentiellen Fall jedes Element eines Ideals auf
eine bestimmte Art und Weise in der differentiellen Grobnerbasis darstellen ldsst. Zudem
erhalten wir auch in unserer Situation die Konvergenz des zugehorigen Termersetzungs-
systems und damit die Existenz einer Normalform.

Da, wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, nicht jedes differentielle Ideal eine
endliche differentielle Grébnerbasis besitzt, beschéftigen wir uns anschliefend mit der
Frage, unter welchen Bedingungen die Existenz einer endlichen differentiellen Grobner-
basis gesichert ist. Dabei werden sowohl die Wahl der differentiellen Termordnung als
auch das Ideal selbst bzw. dessen Dimension eine wesentliche Rolle spielen. Die hier
entwickelten Charakterisierungen lassen sich als Verallgemeinerungen der Aussagen in
[29] iiber differentielle Ideale des univariaten differentiellen Polynomrings K{y} ver-
stehen. Zobnin macht dabei im Wesentlichen von der Tatsache Gebrauch, dass jedes
nicht-triviale differentielle Ideal stets null-dimensional ist. Seine Aussagen konnen daher
nicht generell {ibertragen werden, da in unserer Situation der differentielle Faktorring
D/I auch andere Dimensionen annehmen kann. Jedoch werden wir uns auch auf den
null-dimensionalen Fall konzentrieren, da sich dann hinreichende Kriterien formulieren
lassen.

Wie gewohnt sei D = K{yi,...,y,} und o eine differentielle Termordnung auf T".

Satz 2.4.1. Sei I C D ein differentielles Ideal und G C I\{0}. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

a) Die Menge G ist eine differentielle o-Griobnerbasis von I.

b) Zu jedem Polynom f € I\{0} existiert eine Darstellung f = > :_, figz(ki) mit
s € N, fy € D\{0}, ¢ € G und k; € Nq firi = 1,...,s, so dass fir jedes
i€ {1,..., s} gilt LTo(f) >4 LT, (fig").
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Beweis. Fiir den Beweis von a) = b) sei G eine differentielle o-Grobnerbasis von I und
fi € I1\{0}. Dann existiert ein Polynom ¢, € G, so dass LT,(f1) = t; LTg(ggkl)) fiir

ein t; € T" und ein k; € Ny gilt. Fiir das Polynom fo = f; — %tlgﬁkl) el
o\91

gilt entweder fo = 0 oder fo # 0 und LT,(f1) >, LT,(f2). Im Fall f5 # 0 finden wir
wie eben ein go € G mit LT,(f2) = to LTU(gékz)) fiir ein ¢ € T™ und ein ky € Np.

Nun ist entweder wieder f3 = fo — %tggém = 0 oder LT,(f2) >, LT,(f3). Da
NP

das Termersetzungssystem -, noethersch ist, ist die Anzahl der Wiederholungen dieses
Schrittes endlich. Ist s die Anzahl dieser Schritte, so gilt also f; = >";_; ﬁ gl(k") fiir gewisse
fi,...,fs € D\{0} und g¢1,..., g, € G, wobei LT,(f1) >, LTJ(ﬁgfki)) firi=1,...,s
erfiillt ist.

Es besitze nun jedes Polynom f € I\{0} eine solche Darstellung. Dann existiert
wegen LT, (f) >, LTo(figgki)) firi=1,...,seinIndex j € {1,...,s}, so dass der Term
LT, (f) = LT, (f;9") = LT, (f;) LT, (¢\") im Ideal (LT,(¢®) | g € G,k € No) liegt.
Damit ist G eine differentielle o-Grobnerbasis von 1. m

Eine differentielle o-Groébnerbasis eines differentiellen Ideals I ist also insbesondere
ein differentielles Erzeugendensystem von I. Damit folgt aber zugleich, da nicht jedes
differentielle Ideal endlich erzeugt ist, dass es differentielle Ideale gibt, die fiir keine
differentielle Termordnung o eine endliche differentielle o-Grobnerbasis besitzen.

Andere zu erwartende Eigenschaften sind hingegen erfiillt.

Satz 2.4.2. Sei G C D\{0} und I das von G differentiell erzeugte Ideal von D. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

a) Die Menge G ist eine differentielle o-Grébnerbasis von I.

b) Jedes Polynom f € I\{0} ist reduzibel bzgl. G.

a .
¢) Das Termersetzungssystem —— ist konvergent.
d) Zu jedem f € D\{0} ezistiert genau ein bzgl. G reduziertes Polynom DN, ;(f) € D

mit f <, DN, 1(f), die sogenannte differentielle Normalform von f bzgl. (o,1).
e) Fiir ein f € D\{0} gilt in genau dann, wenn f € I gilt.

Beweis. Sei zunéchst G eine differentielle o-Grébnerbasis von [ und f € I\{0}. Dann
existiert ein Term ¢ € T™ und ein Polynom g € G, so dass t LT, (g®) fiir ein k& > 0 der
Leitterm von f bzgl. o ist. Damit ist aber f reduzibel bzgl. G.

Sei jetzt jedes f € I\{0} reduzibel bzgl. G. Fiir den Beweis der Konfluenz von <,
geniigt es, dessen lokale Konvergenz zu zeigen. Seien dazu f, f1, fo € D und ¢1,92 € G
mit f 25 f; und f -2 f,. Da das Termersetzungssystem noethersch ist, existieren zwei
bzgl. G reduzierte Polynome fl, fg € D mit f; <, fl bzw. f2i> fg. Dann ist auch
fi — fo € I bzgl. G reduziert und mit b) folgt f; — fo = 0.

Wir wollen nun die Implikation ¢) = d) beweisen. Da das Termersetzungssytem <,
noerthersch ist, existiert zu f € D\{0} ein bzgl. G reduziertes Polynom DN, ;(f) € D
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mit f i>DNC,J( f). Angenommen, es gibt ein zweites solches Element f € D. Dann

existiert wegen der Konfluenz von Y, ein Polynom f € D, so dass DN, ;(f) <, f

und f S, f erfiillt ist. Aus der Reduziertheit von DN, ;(f) und f bzgl. G folgt daraus
schlieBlich DN, ;(f) = f = f.

Fiir den Beweis von d) = e) sei zunéchst f € D\{0} mit f —%,0. D.h. es existieren
Elemente ¢1,...,9; € G und fi,..., foo1 € D\{0} mit f-25 f; 2. 257 250
Also lasst sich f schreiben als f =>"7 | citigl(ki), wobei ¢; € K\{0}, k; € Ngund ¢; € T"
fiir = 1,...,s. Hieraus folgt wegen G C I direkt f € I.

Umgekehrt sei jetzt f € I\{0} gegeben. Nach Lemma 2.2.3 d) gilt dann f<i>0,
d.h. es existieren fi,...,fs € I mit fi = f, f, = 0 und f; ~= fi1 baw. fisn — f; fiir
i=1,...,5— 1. Sei hierbei j € {1,...,s — 2} der maximale Index, fiir den f;; i>fj
erfiillt ist. Fiir f;1; gilt also fj11 %, 0 und fi+1 <, fj- Da Null ein bzgl. G reduziertes

Element ist, erhalten wir mit d) schliefllich f; -9, 0. Induktiv ldsst sich nun f 50
schlieflen.

Es bleibt noch die Implikation e¢) = a) zu zeigen. Seien dazu f € I\{0}, g1,...,9s € G
und fi, ..., feor € D\{0} mit f 25 f; L. L5 1,0 250, Fiir f erhalten wir also die
Darstellung f =37, citigl(ki), wobei ¢; € K\{0}, k; € Nound t; € T" fiiri = 1,...,s.
Fiir jedes ¢ € N wird im i-ten Schritt der Reduktion immer ein Term von f; durch kleinere
bzgl. o ersetzt. Da die Reduktionskette bei Null endet, muss dies auch fiir den Leitterm
von f bzgl. o in einem der Schritte gelten. D.h. es existiert ein Index i € {1,..., s} mit
LT, (f) = LTo(tig*)) = t:LT,(g;")) € (LT, (9"9) | g € G. k € No). =

Fiir ein differentielles Ideal I C D und ein Polynom f € D héangt die differentielle
Normalform von f bzgl. (o, 1) nicht von der differentiellen o-Grobnerbasis G von I ab,
da die differentielle Normalform von f bzgl. einer anderen differentiellen Grébnerbasis
ebenfalls bzgl. G reduziert wére, die Differenz der Normalformen als Element von I aber
bzgl. G zu Null reduzieren wiirde.

Ist G = {g1,...,9s}, so entspricht zudem die differentielle Normalform eines Polynoms
gerade dessen differentiellem Rest bzgl. (g1, ...,¢s). Letzterer hingt daher nicht mehr
von der gewéhlten Reihenfolge der Elemente g4, ..., gs ab.

Korollar 2.4.3. Ist I C D ein differentielles Ideal und G = {g1,...,9s} C I\{0}
eine differentielle o-Grobnerbasis von I, so stimmen fir jedes Polynom f € D\{0} der
differentielle Rest von f bzgl. (g1,...,9s) und die differentielle Normalform von f bzgl.
(0, 1) idiberein.

Beweis. Wird in Schritt 2) des differentiellen Divisionsalgorithmus ein Index i gefunden,
so entspricht die darauffolgende Aktualisierung der beteiligten Daten gerade einem Re-

duktionsschritt bzgl. G. Also gilt f -5 DR, g(f) fiir jedes f € D\{0}. SchlieBlich folgt
DN, (f) = DR, g(f) aus Satz 2.2.5 b) und Satz 2.4.2. O
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Wir haben bereits gesehen, dass nicht jedes differentielle Ideal eine endliche differenti-
elle Grobnerbasis besitzt. Dies ist auch fiir differentielle Ideale, die endlich erzeugt sind,
der Fall, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.4.4. Wir betrachten das von 3?2 differentiell erzeugte Ideal I C Q{y}. Neben
y* ist wegen 2(y™M)? = yM (2yy® 4 2(y1)?) — 2yyMy@ = y %y —yPy? auch (y)?
ein Element des Leittermideals von I. Analog lésst sich zeigen, dass es fiir jede Ordnung
k € Ny eine Zahl [ € N gibt, so dass (y®) € LT e () gilt. Also muss fiir jedes & auch
ein Polynom mit einem solchen Leitterm in einer differentiellen Lex-Grobnerbasis von
enthalten sein, die somit in keinem Fall endlich sein kann.

Fiir das Ideal im obigen Beispiel erhalten wir im Ubrigen bzgl. jeder strikt stabilen
differentiellen Termordnung stets eine unendliche differentielle Grobnerbasis. Die allge-
meine Situation ist aber noch komplizierter, denn es gibt differentielle Ideale, die fiir eine
differentielle Termordnung eine endliche differentielle Grobnerbasis besitzen und fiir eine
andere nicht.

Beispiel 2.4.5. Sei I C Q{y1,y2} das von {ygl),ylyg} differentiell erzeugte Ideal, und
seien 71,79 Rankings auf D? definiert durch Y1 < Y2 bzw. ¥ <., y1. Jedes von Null
verschiedene Polynom in [ ist Summe von Termen, die Vielfache von ygk) oder ylyél) fiir
ein geeignetes £k > 1 bzw. [ > 0 sind. Damit ist {y§1),y1y2} bereits eine differentielle
71Lex-Grobnerbasis von I. Hingegen besitzt I wegen ylyél) € LT, 1ex() fiir jedes I > 0
keine endliche differentielle 7 Lex-Grobnerbasis.

Im Folgenden werden wir uns auf (strikt) stabile differentielle Termordnungen be-
schrianken. Dies gewéhrleistet eine gewisse Stabilitéit bei der Derivation von Termen und
Polynomen. Insbesondere bei strikter Stabilitét konnen wir fiir jedes f € D\ K dann die
Beziehung LT, (0f) = LT, (0 LT,(f)) verwenden. Unter dieser Voraussetzung ergibt sich
eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer endlichen differentiellen Grobnerbasis.

Satz 2.4.6. Sei I C D ein differentielles Ideal und o eine strikt stabile differentielle
Termordnung auf 'T™. Besitzt I eine endliche differentielle o-Gribnerbasis, so existieren
genau N = n—dim(D/I) paarweise verschiedene Indizes iy, ... iy € {1,...,n}, so dass

gilt y™) € LT, (1) fiir gewisse kj € Ng und j =1,...,N.

2
Beweis. Es bezeichne N die Anzahl der differentiellen Unbestimmten y € {y1,...,yn},
fiir die ein Derivat einer gewissen Ordnung im Leittermideal von I enthalten ist. Des
Weiteren seien G = {¢i,...,gs} eine endliche differentielle o-Grobnerbasis von I und
ty,...,ts € T" sowie uq,...,us € D", so dass fir « = 1,...,s und jedes k > 0 gilt
LT,(gF) = tiugk). Ist Y1 € {y1,...,yn} eine (dim(D/I)+ 1)-elementige Menge paarweise
verschiedener differentieller Unbestimmter, so gibt es ein von Null verschiedenes Polynom
fi € INK{Y;}. Zugleich muss ein Element g € G existieren, so dass LT, (¢®) fiir ein
k > 0 ein Teiler von LT, ( f1) ist. Damit erhalten wir mit G; = {g € G | LT,(g) € K{Y1}}

eine nicht-leere Teilmenge von G. Sei nun k& = max{ord(t;) | ¢; € G1,i € {1,...,s}}.
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Nach Korollar 1.8.10 ist dim(D;/I;) = dim(D/I)(t+ 1) +ord(I) fiir ¢ > 0. Insbesondere
impliziert dies dim(D;/I;) < |Yi|(t — k) fiir £ > 0. Damit sind die Restklassen der
Derivate in D = {y¥) | y € Y1,k < j < t} in D,/I, algebraisch abhingig iiber K.
Also existiert ein von Null verschiedenes Polynom f € I N K[D]. Weiter muss es ein
Element g; € G; geben, so dass LTg(g§j )) = tiul(-j) ein Teiler von LT,(f) ist. Da nun
jedes Derivat in D(LT,(f)) eine groflere Ordnung als ¢; besitzt, ergibt sich ¢; = 1 und
somit LT,(g;) = u; € ;. Die gleiche Uberlegung kénnen wir fiir eine (dim(D/I) 4 1)-
elementige Menge Y2 C {y1,...,yn}\{LV,(LT,(g;))} vornehmen. Dies liefert wieder ein
Element g € G mit LT,(g) € D" und LV, (LT, (g)) € Y2. Da wir diesen Schritt insgesamt
(n—dim(D/I))-mal ausfithren kénnen, erhalten wir die Ungleichung N > n—dim(D/I).

Seien nun gy, ...,gy € I mit LT,(g;) = yZ ) fiir j=1,...,N. Dann bildet das Tupel

(g%o), . ,gY“’rd(gl)), . ,g](\?), . ,g](\t}_ord(gN ) fiir ¢ > 0 eine regulé’mre Sequenz fiir Dy, und

wir erhalten

dim(D;/1) < dim(D, /(g™ ..., g\ |0 < 1; <t — ord(g;)))

N
Zt—ordg] +1)

Jj=1 N

=(n—N)t+n— N+ ord(g).

j=1

Fiir N > n — dim(D/I) ergébe sich also

dim(D;/1;) < (dim(D/I) — 1)t + dim(D/I) — 1 + Zord (95)

<dim(D/I)(t+ 1) + ord(I)
fiir ¢ > 0, ein Widerspruch. O

Ist G C D\{0} eine nicht-leere Menge von Polynomen, deren Terme vom Grad grofier
oder gleich zwei sind, so besagt der obige Satz, dass das von G differentiell erzeugte
Ideal bzgl. jeder strikt stabilen differentiellen Termordnung eine unendliche reduzierte
differentielle Grobnerbasis besitzt, unabhingig davon, ob das Ideal selbst endlich oder
unendlich erzeugt ist. Denn in diesem Fall enthélt das Ideal kein von Null verschiedenes
Polynom, so dass ein Derivat yl(k) in dessen Trager enthalten ist.

Der néchste Satz liefert nun ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz einer end-
lichen differentiellen Grobnerbasis. Dieses ist aber genauer betrachtet nur fiir den null-

dimensionalen Fall von Bedeutung.

Satz 2.4.7. Sei I C D ein differentielles Ideal und o eine 0-lexikographische oder stabile
differentielle Termordnung auf T". Existiert zu jedem i € {1,...,n} ein k; > 0 mit

yfki) € LT, (1), so besitzt I eine endliche differentielle o-Grobnerbasis.
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Beweis. Seien fi,..., f, € I\{0} mit LT,(f;) = yZ ) fiir i = 1,...,n und gewisse
ki,...,k, € Ng. Wir betrachten die Menge D = {yi |0 <[; < ki,z =1,...,n} von
Derivaten. Da der Polynomring K[D] noethersch ist, besitzt das Ideal I N K[D] eine
endliche o-Grobnerbasis G. Dann ist GU{fi, ..., f,} eine differentielle o-Grébnerbasis
von [, falls y§ki+k) fiir £ > 0 der Leitterm von fi(k) bzgl. o ist. Ist o stabil, so ist dies
offensichtlich erfiillt. Sei ¢ also d-lexikograpisch. Angenommen, es existiert ein Term
t € T" und ein Derivat v € D" mit tu € Supp(fz) und tut = LT, (9(tu)) >4 yf i+,
Wegen y(k") (k1)

1

>, u ist dann uy; >, u(l)y und es gilt daher

tu(l)yi(ki) <o tuyi(kiﬂ) <o yfk )yl(ki+1)’

d.h. tu® <, yfk"ﬂ) im Widerspruch zur Wahl von tu. O]

Korollar 2.4.8. Sei [ C D ein null-dimensionales differentielles Ideal und o eine strikt
stabile differentielle Termordnung auf T™. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

a) Das Ideal I besitzt eine endliche differentielle o-Griobnerbasis.
b) Zu jedem i € {1,...,n} existiert ein k; > 0 mit yfki) e LT, (I).

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Satz 2.4.6 und Satz 2.4.7. n

Ist die Existenz einer endlichen differentiellen Grobnerbasis fiir eine strikt stabile dif-
ferentielle Termordnung gesichert, so ldsst sich diese Aussage zwar nicht auf jede andere
strikt stabile differentielle Termordnung iibertragen, aber zumindest auf diejenigen, die
zusatzlich ordnungskompatibel sind.

Korollar 2.4.9. Sei o eine strikt stabile differentielle Termordnung auf T™ und I ein
null-dimensionales differentielles Ideal von D, das eine endliche differentielle o-Grébner-
basis besitzt.

a) Das Ideal I besitzt eine endliche differentielle cLex-Grobnerbasis.
b) Fliir jede stabile oder O-lexikographische differentielle Termordnung 7, die zusdtzlich
ordnungskompatibel ist, existiert eine endliche differentielle T-Grobnerbasis von I.
Beweis. Die Aussage a) folgt aus Satz 2.4.7 und der Tatsache, dass jedes Derivat ygki),
welches bzgl. o als Leitterm eines Polynoms g; € I auftritt, auch bzgl. cLex der Leitterm
dieses Polynoms ist.

Fiir den Beweis von b) seien gq,...,g, € I mit g; = y(ki) + g und ordy, (g;) < kj fiir

(2

1,5 =1,...,n. 0.B.d.A. gelte k;l < kg - < k,. Dann ist bereits yr, ") der Leitterm von

gn bzgl. 7. Welter lasst sich gn 1 - = y(k n) + g( 1) mittels gn zu einem Polynom

reduzieren, welches yfb ") als Leitterm besitzt. Analog erhalten wir auch fiir die restlichen
differentiellen Unbestlrnmten entsprechende Polynome in 7, so dass die Bedingungen aus

Satz 2.4.7 erfiillt sind. O]
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Zuletzt wollen wir noch kurz auf diejenigen Derivate eingehen, die als Leitterm eines
Polynoms in einem differentiellen Ideal I auftreten kénnen. Hier l&sst sich ein interessan-
ter Zusammenhang zu der Theorie der differentiellen Pseudo-Grébnerbasen herstellen.

Satz 2.4.10. Set I C D ein differentielles Ideal und o eine strikt stabile differenti-
elle Termordnung auf T", die auf D" ein ordentliches Ranking definiert. Weiter sei-
en G1,...,G, C D reduzierte differentielle o-Pseudo-Grobnerbasen von differentiellen
Primidealen, so dass gilt VI = (\,_,((Gi)o : h). Ist y® € LT,(I) fiir ein k > 0 und
einy € {yi,...,Yn}, So existiert fir i =1,...,r ein Polynom g; € G; mit LV,(g;) = y.

Beweis. Sei f € I\{0} mit LT,(f) = y*. Angenommen, es existiert ein j € {1,...,7},
so dass LV (g) # y fiir alle g € G gilt. Wir schreiben f = y*) + f, wobei yin f € D
hochstens zur Ordnung k£ — 1 und jede andere differentielle Unbestimmte hochstens zur
Ordnung k vorkommt. Dies ist moglich, da o auf D" ein ordentliches Ranking definiert.
In einem Pseudo-Reduktionsschritt mit einem g € G; werden nun Summanden von
in,(g®) f der Ordnung kleiner oder gleich k durch ein Polynom der Ordnung kleiner oder
gleich k ersetzt. Wegen y® >, u fiir alle u € D(g®") bleibt dabei y* als Derivat des
neuen Polynoms erhalten. Ebenso ist in,(g")y®) wegen der Pseudo-Reduziertheit von
G; pseudo-reduziert bzgl. GG;. Da das zugehorige Pseudo-Ersetzungssystem noethersch
ist, erhalten wir nach endlich vielen solcher Pseudo-Reduktionsschritte ein von Null
verschiedenes bzgl. GG; pseudo-reduziertes Polynom, im Widerspruch zu Satz 1.6.4. [

Besitzt das Ideal I in der obigen Situation eine endliche differentielle o-Grébnerbasis,
so konnen wir die differentiellen Unbestimmmten voraussagen, fiir die ein Derivat im
Leittermideal von I enthalten ist. Denn nach Korollar 1.8.11 gilt fiir jede Menge G; mit
minimaler Méchtigkeit gerade n — |G;| = dim(D/I). Dabei stimmt die Menge der diffe-
rentiellen Unbestimmten, die nicht Leitderivate sind, fiir alle diese Mengen G; iiberein
und liefert das Gesuchte.

2.5 Der differentielle Buchberger-Algorithmus

Nachdem wir im letzten Abschnitt die Eigenschaften differentieller Grobnerbasen ausgie-
big diskutiert haben, steht nun deren Berechnung im Vordergrund. Zobnins Algorithmus
fiir differentielle Ideale I C K{y} verwendet rein algebraische Hilfsmittel. Er bestimmt
iterativ eine Grobnerbasis des Ideals [}, fiir aufsteigendes k € Ny, wobei dazu jeweils eine
unbestimmte, aber endliche Anzahl von Grobnerbasisberechnungen notwendig ist. Da in
K{y} nur null-dimensionale differentielle Ideale zu betrachten sind, ist ein Terminieren
dieses Algorithmus im Falle der Existenz einer endlichen differentiellen Grobnerbasis
gesichert. Seine Idee lasst sich damit nicht ohne Weiteres auf den allgemeinen Fall iiber-
tragen. Zudem stellt sich die Frage, ob die Bestimmung einer differentiellen Gréobnerbasis
durch beliebig viele algebraische Grébnerbasisberechnungen sinnvoll ist.

Ein anderes, fiir uns wesentlich interessanteres Konzept wird in [18] vorgestellt. Ol-
livier entwickelt darin eine differentielle Version des Buchberger-Algorithmus, jedoch
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lediglich fiir Berechnungen von differentiellen Grobnerbasen bzgl. strikt stabilen diffe-
rentiellen Termordnungen. Dies soll hier zunéchst verallgemeinert werden. Aber auch
wir werden uns im spéteren Verlauf auf die Kategorie der strikt stabilen differentiel-
len Termordnungen konzentrieren, da sich fiir diese weitaus bessere Ergebnisse erzielen
lassen.

Die Grundidee bei der Berechnung ist ein Analogon zum klassischen Buchberger-
Kriterium. Dazu betrachten wir sogenannte fundamentale kritische Paare, die die Rolle
der kritischen Paare aus der iiblichen Groébnerbasistheorie ibernehmen. Hierbei erwei-
tern wir die Definition von fundamentalen kritischen Paaren entscheidend gegeniiber
der von Ollivier. Zudem formulieren wir den resultierenden differentiellen Buchberger-
Algorithmus und geben, im Gegensatz zu Ollivier, Kriterien an, unter denen dieser endet.
Diese Prozedur ermdglicht u.a. die Berechnung einer endlichen differentiellen Grobner-
basis fiir null-dimensionale differentielle Ideale, fiir die eine solche existiert. Hingegen
ist der Algorithmus in [18] eher theoretischer Natur, da dieser unendliche Mengen von
kritischen Paaren auf Kriterien hin untersucht und ein Terminieren somit praktisch aus-
geschlossen ist.

Im Folgenden sei wieder D = K{yi,...,y,} der differentielle Polynomring und o eine
differentielle Termordnung auf T".

Definition 2.5.1. Sei G = {g1,...,9s} € D\{0} eine Menge von Polynomen und o
eine differentielle Termordnung auf T".

1) Firalled,j € {1,...,s}, 4 < jund k,l € No mit (¢, k) # (4,1) heiBt ((¢, %), (5,1))
ein kritisches Paar von G.
2) Ist ((¢, k), (j,1)) ein kritisches Paar von G, so heifit das differentielle Polynom

. . k l k l
S((0, 1), G.0) = (6, g") = s tig — Lty
o i g\Ij

3

das zugehdrige S-Polynom, wobei t;,t; € T" bzgl. 0 minimal gewéhlt sind mit
t; LTU(gZ(k)) =1, LTU(g§l)). Den Term ¢; LTU(g§k)) bezeichnen wir auch mit #(; i) ()
oder mit tS((i,k),(j,l))-

Um etwaige Fallunterscheidungen zu vermeiden, trennen wir im Folgenden nicht zwi-
schen den Paaren ((i, k), (4,1)) und ((4,1), (¢, k)). Eine Polynommenge G ist nun genau
dann eine differentielle o-Grobnerbasis, wenn alle S-Polynome von G bzgl. G zu Null
reduzieren. Diese differentielle Version des Buchberger-Kriteriums léasst sich auf die al-
gebraische zuriickfithren, indem wir statt G' die Menge {0%g | g € G, k > 0} betrachten.

Satz 2.5.2 (Differentielles Buchberger-Kriterium).
Sei o eine differentielle Termordnung auf T", G C D\{0} und I das von G differentiell
erzeugte Ideal von D. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

a) Die Menge G ist eine differentielle o-Grobnerbasis von I.
b) Fiir jedes kritische Paar von G reduziert das zugehdorige S-Polynom bzgl. G zu Null.
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Beweis. Zunéchst ist G genau dann eine differentielle o-Grobnerbasis von I, wenn die
Menge G = {0%g | g € G,k > 0} eine o-Gribnerbasis des algebraischen Ideals I ist.
Dies ist aber nach [14], Korollar 2.5.3 genau dann der Fall, wenn fiir jedes kritische Paar
von G das zugehorige S-Polynom bzgl. G algebraisch zu Null reduziert. Letzteres ist
schlieBlich dquivalent zu Aussage b). O

Im Gegensatz zur algebraischen Grobnerbasistheorie sind hier fiir eine differentielle
Grobnerbasisberechnung stets unendlich viele kritische Paare zu priifen. Damit ist klar,
dass der Buchberger-Algorithmus in unserer Situation im Allgemeinen nicht terminiert.
Durch Hinzunahme der iiblichen Kriterien aus der klassischen Groébnerbasistheorie zur
Vermeidung unnotiger kritischer Paare ldsst sich die Menge der Paare in bestimmten
Fillen entscheidend reduzieren und der Algorithmus endet gegebenenfalls.

Lemma 2.5.3. Sei o eine differentielle Termordnung auf T" und G C D. Weiter seien
g1, 92, g3 € G\{0} und kq, ko € Ny.

a) Sind LTU(gikl)) und LT, (g$*)) teilerfremd, so gilt S(gyﬁ), gsk2)y 0.

b) Seien ti,to € T" Terme mit S(ggkl),gg”)) = mtlgﬁkl) — mtggg”).
o\91 o\I2
FEzistiert eine Zahl ks € Ny, so dass LTU(g§k3)) ein Teiler von t, LTU(gY“)) ist

und sowohl S(g*, g{)) 50 als auch S(g5™), g5") .0 erfillt ist, so gilt auch

1 2 G
S i) 0.
Beweis. Siehe [14], Proposition 2.5.8 bzw. [7], Abschnitt 3. O

Wir sind nun in der Lage, eine erste differentielle Version des Buchberger-Algorithmus
zu formulieren. Dabei handelt es sich eigentlich nur um eine Prozedur, da ein Terminieren
im Allgemeinen nicht gesichert ist.

Satz 2.5.4 (Differentieller Buchberger-Algorithmus).
Sei o eine differentielle Termordnung auf T" und F = {f1,..., fs} € D\{0} eine Menge
von Polynomen. Wir betrachten die folgenden Instruktionen:

1) Setze G = F, 3= s und B als die Menge der kritischen Paare von G.

2) Entferne aus B jedes kritische Paar, das einer der Bedingungen aus Lemma 2.5.3
genigt.

3) Gilt B=1, so gib G aus und stoppe.

4) Wiihle ein kritisches Paar aus B unter Verwendung einer fairen Strategie. Berech-
ne das zugehorige S-Polynom und dessen differentiellen Rest gsy1 bzgl. (0,G). Ist
gs+1 =0, so fahre mit 3) fort.

5) Fige gs+1 zu G und die Paare {((i,k),(5+ 1,1)) |1 <i <5+ 1,k, 0l >0} zu B
hinzu. Ersetze § durch 5+ 1 und fahre mit 2) fort.

Dies ist eine Prozedur, die, falls sie endet, eine differentielle o-Grobnerbasis von (F)g
ausqibt.
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Beweis. Endet die Prozedur, so wurde jedes kritische Paar von G abgearbeitet, d.h.
das zugehdrige S-Polynom reduziert bzgl. G zu Null. Nach Satz 2.5.2 ist damit G eine
differentielle o-Grobnerbasis von (G)s = (F)s. O

Leider geniigen die Kriterien aus Lemma 2.5.3 in den meisten Féllen nicht aus, um
die Menge der zu betrachtenden kritischen Paare entscheidend zu verkleinern. Unsere
Situation konnen wir jedoch wesentlich verbessern, wenn wir uns auf die Klasse der strikt
stabilen differentiellen Termordnungen einschréanken. Denn in diesem Fall geniigt bereits
die Betrachtung von speziellen kritischen Paaren.

Definition 2.5.5. Sei G = {g1,...,9;} € D\{0} eine Menge von Polynomen. Ein
kritisches Paar ((,k), (7,1)) von G heifit fundamental, falls keine Zahlen k,l,m € N
existieren, so dass ),y = t LTo(9™ (¢(; ) ;p)) fiir einen Term ¢ € T" und zusétzlich

(k,1) <pex (k,1) gilt, falls m = 0 und ¢ = 1 ist.

Leider kann es zwischen zwei Polynomen auch unendlich viele fundamentale kritische
Paare geben. Jedoch existiert in einem Grofiteil der Falle hochstens ein fundamentales
kritisches Paar. Genauer gilt das Folgende.

Satz 2.5.6. Seien o eine strikt stabile differentielle Termordnung auf T", G C D\{0}
und g;, g; € G zwei verschiedene Polynome mit LTU(gi(k)) = tiugk) und LTU(gJ(k)) = tjugk)

fir jedes k > 0 und gewisse t;,t; € T", w;,u; € D".

a) Fir ein fundamentales kritisches Paar ((i,k), (i,1)) von G gilt |k —1| = 1.
b) Zwischen g; und g; existieren genau dann endlich viele fundamentale kritische
Paare, wenn eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

C1) deg,,(LT5(g:)) < deg,, (LT5(g;)) oder deg, (LT,(g;)) < deg,, (LT5(g:)),
02) deg, (LT,(g:)) > deg, (LT,(g;)) und ul”’ € D(LT,(g;)) oder
deg, (LT5(g;)) > deg, (LT, (g;)) und ug-l) € D(LT,(g;)) fir einl > 0.

¢) Zwischen g; und g; existieren entweder unendlich viele oder genau ein fundamen-
tales kritisches Paar.

Beweis. Fiir den Beweis von a) sei ((4, k), (¢,1)) ein kritisches Paar und O.B.d.A. gelte
0 < k < I Damn ist S(g™,g") = g™ — cu®g® mit ¢; = LC,(gP)) fiir

j € {k,l}. Wiirde hierbei [ > k + 1 gelten, so wére tiugk)ugl) nach Satz 2.1.12 ¢) der
Leitterm von O(tiugk)ul(-l_l)) bzgl. o, womit ((7, k), (¢,1)) nicht fundamental wire.

Um b) zu zeigen, nehmen wir zuerst an, dass eine der Bedingungen erfiillt ist. Im
Fall deg, (LT,(g;)) < deg,, (LT,(g;)) ist dann )0y = kgV(ti, t;)u;. Gilt zusitz-
lich deg, (LTo(g:)) < deg,,(;), so erhalten wir fiir ein kritisches Paar ((,k;), (J, k;))
den Term ¢k, k) = kgV(ti,tj)(ugki))augkj) mit ¢ € {0,1}, wobei ¢ = 0 genau dann
gilt, wenn degu(k”(LTU(gl(ki))) < degu(ki)(LTJ(g(kj))) ist. Es kann nun ((7, k;), (j, k;)) nur

dann ein fundamentales kritisches Paar von G sein, wenn k; = 0 und € = 0 gilt. Wegen
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6,0),,0) = bk, G0y und (0,0) <pex (K;, 0) ist daher ((i,0),(4,0)) das einzige fundamen-
tale kritische Paar zwischen g; und g;. Gilt hingegen deg, (LT,(g;)) > deg,,(t;), so folgt

u; = u;. Damit ist ¢k, (jx;) ein Vielfaches von kgV (t;, tj)ugmax{ki’kj}) und ((4, k), (4, k5))
nur dann fundamental, wenn max{k;, k;} =0, also k; = k; = 0 gilt.

Da sich die Aussage fiir den Fall deg,, (LT, (g;)) < deg, (LT5(g:)) analog zeigen ldsst,
bleibt noch die Bedingung C2) zu betrachten. O.B.d.A. habe LT,(g;) einen grofleren

Grad in u; als LT, (g;). Zuséatzlich sei ugl) € D(LT,(g;)) fir ein minimales [ > 0. Es ergibt

sich nun t(i,l),(j,O) = kgV(tz,tJ)u] bzw. t(i,ki),(j,kj) = kgV(tZ,tl)(ugkl))gugk]) mit € € {O, ]_},
wobei € = 0 genau dann gilt, wenn degu(k”(LTU(gi(ki))) < degu@”(LTU(gJ(-kj))) gilt. Ist
((7, ki), (J, k;)) fundamental, so muss also k; = 0 und € = 0 gelten. Zudem ist k; > [, d.h.
(1,0) <tex (ki,0) und damit ((4,1),(7,0)) wieder einziges fundamentales kritisches Paar
zwischen g; und g;. Damit haben wir insbesondere c) gezeigt.

Fiir den Beweis der Umkehrung nehmen wir an, dass keine der Bedingungen erfiillt
ist. Dann erhalten wir fiir ein kritisches Paar ((i, k;), (j, k;)) stets den zugehérigen Term

biki),Giky) = kgV(ti,tj)ugki)ug-kj). Also ist das Paar ((7,0), (j,0)) auf jeden Fall funda-
mental. Damit ist aber auch das Paar mit dem Term kgV (¢;,t;) ming{uz(-l)uj, uiuﬁ-l)} ein
fundamentales. Sei dies O.B.d.A. das Paar ((,0), (4,1)). Dann ist entweder ((i,1), (7,1))
oder ((2,0), (7,2)) ein weiteres fundamentales kritisches Paar. Auf diese Weise konnen wir
Schritt fiir Schritt immer wieder ein neues fundamentales kritisches Paar konstruieren.

Also haben wir b) bewiesen. O

Die Aussage a) des obigen Satzes gibt an, wie die fundamentalen kritischen Paare von
Polynomen mit sich selbst aussehen. Es wird insbesondere deutlich, dass es in diesem Fall
stets unendlich viele solcher Paare gibt. Dass diese nicht immer notwendigerweise be-
trachtet werden miissen, zeigt der Fall der Polynome, deren Leitterm bzgl. o ein Derivat
ist. Denn dann sind die Leitterme der entsprechenden Derivationen stets teilerfremd.

Bemerkung 2.5.7. Sei ((¢, k;), (4, k;)) ein kritisches und ((4,1;), (4, 1;)) ein fundamenta-
les kritisches Paar zwischen g; und g;, so dass ¢(;x,),(jx;) fiir ein m > 0 ein Vielfaches von
LT (9™t (i1,),ij1)) ist. Dann gilt immer I; +m = k; oder I; +m = k;. Denn ist eine Be-
dingung aus Teil b) des obigen Satzes erfiillt, so geht dies direkt aus dem Beweis hervor.
Ist dies nicht der Fall, so gilt ¢ k,),;ik,) = kgV(ti,tj)ugki)ugkj). Weiter erhalten wir als

Leitterm von 0™, (;1,) den Term kgV (t;, ;) maxg{uglﬁm)u;lj ) ul(»li)uyj +m)}. Also folgt

entweder [; +m = k; und [; = k; oder [; = k; und [; +m = k;. Ist [; + m = k;, so gilt in

beiden Fallen zusitzlich LT, (8¢, (1)) = tL(T;—(m)) LT, (g\""™).
ol9g;

Beispiel 2.5.8. Wir betrachten den differentiellen Polynomring Q{y1, y2} versehen mit

der differentiellen Termordnung DegLex mit ygk) < yy fiir alle £ > 0. Fiir die Polynome

g1 = ygl)yg + Y2, go = (yél))2 + ygl) und g3 = y§2) + y%l) + 1 ergeben sich dann die folgen-

den fundamentalen kritischen Paare. Fiir g; und ¢ ist die Bedingung C2) erfiillt, denn



2.5 Der differentielle Buchberger-Algorithmus 63

deg,, (LT, (g1)) = 1 > 0 = deg,, (LT, (g2)) und 45" € D((5")*). Also ist ((1,1),(2,0))
das einzige fundamentale kritische Paar zwischen g; und gs.

Hingegen ist fiir ¢g; und g3 bzw. go und g3 weder C1) noch C2) erfiillt, d.h. es
gibt jeweils unendlich viele fundamentale kritische Paare der Form ((1,0), (3,%)) bzw.
((2,0),(3,k)) mit k£ > 0. Schliefllich existieren fiir 7 = 1,2, 3 noch unendlich viele solcher
Paare zwischen g; und g¢; der Form ((i,k + 1), (¢, k)) mit & > 0.

Bevor wir das Buchberger-Kriterium in einer neuen Version formulieren, bendtigen wir
noch ein technisches Detail. Dabei betrachten wir den sogenannten Rang eines Polynoms.

Definition 2.5.9. Sei G C D\{0} eine Menge von Polynomen und f € (G)s\{0}. Weiter
sel f=>7_, citigi(ki) mit ¢; € K\{0}, t; € T", k; € Nound ¢g; € G fiir i = 1,..., s eine
Darstellung von f, so dass der Term maxo{LTa(tigi(ki)) | i =1,...,s} bzgl. 0 minimal
ist. Dann heifit dieser der Rang von f bzgl. G und wird mit rg, ;(f) bezeichnet. Wir
setzen zusétzlich rg, ;(0) = 1.

Es ergeben sich zunichst einige grundlegende Eigenschaften fiir den Rang eines Po-
lynoms.

Lemma 2.5.10. Sei G C D\{0} eine Menge von Polynomen, und seien f,g € (G)s\{0}.

a) Esistrg, c(f9) <o 18,6(f)1856(9) undrg,o(f+9) <o maxe{rg,c(f),18,(9)}-
b) Es giltrg, o(f) > LTs(f). Dabei gilt Gleichheit, wenn f bzgl. G zu Null reduziert.

¢) Fiir jedes kritisches Paar ((i,k), (j,1)) von G gilt rgmG(S(gi(k), gj(»l))) <o k), (1) -

Beweis. Alle Aussagen folgen direkt aus der Definition des Rangs eines Polynoms, aus
der Definition eines Reduktionsschritts und der des S-Polynoms. [

Unter Verwendung des Rangbegriffs erhalten wir nun fiir jedes S-Polynom S eine
Darstellung in ausgewéhlten S-Polynomen zu fundamentalen kritischen Paaren, die es
uns ermoglicht, von Aussagen iiber letztere auf Aussagen iiber S zu schlieflen. Dies ist
von besonderem Interesse, da wir im Folgenden nur noch die fundamentalen kritischen
Paare betrachten wollen.

Lemma 2.5.11. Sei G C D\{0} und o eine strikt stabile differentielle Termordnung
auf T". Weiter sei ((i,k;), (j, k;)) ein kritisches Paar von G mit S-Polynom S.

a) Es existieren S-Polynome Si,...,S, zu fundamentalen kritischen Paaren von G
der Form ((i1,11), (i9,12)) mit iy,is € {i,7}, l1,la > 0 und ein Polynom g € (G)s,
so dass sich S schreiben lisst als S = ;_, it S 4 g mit ¢; € K\{0}, t; € T",
m; € No, t; LT(,(t(STi)) <o ts firi=1,...,7 und rg, ;(g9) <o, ts.

b) Es gilt rg, o(S) <o ts, falls fir jedes fundamentale kritische Paar ((i1,11), (i2,[2))
von G mit i, 1) (ia00) <o ts der Rang des zugehdrigen S-Polynoms bzgl. o echt
kleiner als L, 1) (i,12) 15t
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Beweis. Gilt rg, ;(S) <, ts oder ist ((7,k;), (j, k;)) ein fundamentales kritisches Paar,
so ist a) offensichtlich erfiillt. Andernfalls existiert ein fundamentales kritisches Paar
((7, 1), (4, 1;)) mit I;,1; > 0 und ein m > 0, so dass t(k,),;k;) = t LTo(0™tw0,),i4,)) fiir
einen Term t € T" gilt. Ist g; = g;, so folgt |l; — [;| = 1 mit Satz 2.5.6. Sei O.B.d.A.
l; =1, + 1 und seien t; € T", u; € D", so dass LTU(gfki)) = tiugki). Dann ergibt sich

o) = gt = g T

)

d.h. ¢ =1 und O.B.d.A. gelte k; = [; bzw. k; = [; +1 + m. Wir erhalten mit

S — o (S(g™, g

J
_ (ciugkﬁ g* — el gz(kj)> _gm (Ciuz(lﬁl) g™ — ) gl(liﬂ))

m—1 m— 1
li+14k) l k l —k) (Li+1+k
—_ (?)Czug +1+ +m— )+ i+m )gl( +1+ )’
k=0 k:O
wobei ¢; = W fiir [ = 1, 7, ein Polynom mit einem echt kleinerem Rang als ¢g.

Sei nun g; # g; und O.B.d.A. sei der Leitterm von 0™(;,) (1, bzgl. o ein Vielfaches
von LTg(g§Zi+m)), d.h. k; = [;+m. Dann gilt S—ct@m(S(gl.(li),gJ( ))) =15(g, (ks ),g]( +k))+g
fiir geeignete ¢ € K\{O} teT" k€ {0,m} und ein g € (G)p mit rgg,G(g) <y tg. Fiir

das S-Polynom S(gj ,g]( s+k)

S(g(.k )793(1 +k)) =3 ctiS; (m) 4 3 besitzt mit ¢; € K\{0}, t; € T", m; € Ny, g € (G)a,
t; LT, (tg ¢im )) <stgfiiri=1,...,r und rg, ;(t§) <o ts. Also gilt dies auch fiir S.

Fiir den Beweis von b) schreiben wir S als S =3, citiSZ-(mi) + ¢ mit ¢; € K\{0},
t; € T" m; € No, g € (G)g, t; LTU(thi)) <o tsfiri=1,...,rund rg, 5(g9) <, ts. Nach
Voraussetzung gilt fiir i = 1,...,7 dabei rg, ;(S5;) <, ts,. Daher folgt nun aus

) wissen wir bereits, dass es eine Darstellung der Form

ts > 1 LTy (0™ ts,) >4 t; LT, (0™ 18, 6(S:)) >0 tirg,o(S™)

fiir s = 1,...,r zunéchst ¢ = max,{t; LT;(0™ rg, o(S;)) | i =1,...,r} <, ts und daraus
schlielich rg, (5) <, max,{t,1g, 5(9)} <o ts. O

Die Aussage in b) hat nun unmittelbar zur Folge, dass jedes S-Polynom S bzgl. G
zu Null reduziert, falls dies bereits fiir all diejenigen S-Polynome erfiillt ist, deren Rang
bzgl. o kleiner oder gleich ¢, ist und die zu fundamentalen kritischen Paaren gehéren.

Fiir strikt stabile differentielle Termordnungen erhalten wir daraus die folgende Ver-
sion des differentiellen Buchberger-Kriteriums.

Satz 2.5.12. Sei o eine strikt stabile differentielle Termordnung auf T", G C D\{0}
und I das von G differentiell erzeugte Ideal von D. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:
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a) Die Menge G ist eine differentielle o-Grobnerbasis von I.

b) Fir jedes fundamentale kritische Paar von G reduziert das zugehdorige S-Polynom
bzgl. G zu Null.

Beweis. Da die Implikation a) = b) eine direkte Folgerung aus Satz 2.5.2 ist, geniigt
es, die Umkehrung zu beweisen. Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir an, dass es
ein bzgl. G reduziertes Polynom f € I\{0} gibt. Wir wéhlen f nun mit minimalem
Rang und derart, dass in der Darstellung f = Y7, citigfki) mit cZ e K\{0}, t;, € T",
ki € No, g; € G fiiri = 1,...,s und rg, o(f) = max,{LT, (ZgZ ) |i=1,...,s} die
Anzahl 5 der Summanden m1n1mal ist. Es gilt offensichtlich s > 2. O.B.d.A. nehme dabei
LT (tlg1 ) das Maximum an. Ist f1 = f—c1t; gi Y 50 reduz1ert f1 wegen der Wahl von
f bzgl. G zu Null und wir kénnen f; schreiben als fi = ctg® + f, fiir ein ¢ € K\{0},

teT" ke Ny ge Gund ein Polynom f2, das rg, o(f2) <o 18, o(f) erfiillt. Insgesamt
ergibt sich also f =ity g%kl) + ctg + fo, wobei wegen der Reduziertheit von f bzgl. G
gerade LM, (t1g\"™) + LM, (tg®)) = 0 gelten muss. Daher ist f — f, ein Vielfaches eines
S-Polynoms, und nach obigem Lemma gilt rg, ;(f — f2) <, LT, (tlglkl)) = 18, 5(f)
Die Voraussetzungen des Lemmas sind dabei erfiillt, da fiir jedes fundamentale kritische
Paar das zugehorige S-Polynom bzgl. G zu Null reduziert. Dies impliziert schlieflich

125,6(f) <o maxo{rg, (f — f2),18(f2)} <o 18,6(f), ein Widerspruch. O

Wir kénnen die Menge derjenigen kritischen Paare, die betrachtet werden miissen,
noch weiter verkleinern. Dazu formulieren wir ein neues Kriterium, welches strukturell
an die Bedingung aus Lemma 2.5.3 b) angelehnt ist. Fiir den Leitterm von g; € G gelte
wieder LTJ(ggk)) = tiugk) mit t; € T" und u; € D" fiir i = 1,...,s und fiir alle & > 0.

Satz 2.5.13. Sei o eine strikt stabile differentielle Termordnung auf T", G = {g1,...,gs}
eine Polynommenge in D\{0}, so dass LT,(g;) fir i = 1,...,s bzgl. G\{g;} redu-
ziert ist, und I = (G)g. Weiter sei B die Menge der fundamentalen kritischen Paare
((7, ki), (J, kj)) von G, die nicht die folgende Bedingung erfillen:

C3) Es existieren ein g € G mit g; # g # g; und fundamentale kritische Paare
((3, ki), (1, 1h)), ((J, kj), (I,12)) von G, so dass gilt t; | kgV (t;,t;) und
biko.Giky) = 1 ETo (0™ b k) ) = T2 DT (0™ ) 1)

mit t1,t € T, my, me € Ng und mit

mq > 0, mgy > 0, fallS’L:j
t1 > 1 oder my > 0 oder ggT(LTU(g(k")), LTU(gl(ll))) =1, fallsi#j

1

ty > 1 oder my > 0 oder ggT(LTJ(g](.kj)) LT, (gl(lz))) = 1.

Reduziert fiir jedes kritische Paar aus B das zugehorige S-Polynom bzgl. G zu Null, so
1st G eine differentielle o-Grobnerbasis von I.
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Beweis. Wir werden zeigen, dass der Rang des S-Polynoms S jedes fundamentalen kri-
tischen Paares von G bzgl. o echt kleiner als tg ist. Dann folgt die Behauptung mit
Lemma 2.5.11 wie im Beweis von Satz 2.5.12. Dabei geniigt es, dies fiir jedes kriti-
sche Paar ((4,k;), (J,kj)) ¢ B zu zeigen, da fiir alle iibrigen nach Voraussetzung das
S-Polynom bzgl. G zu Null reduziert. Angenommen, es gibt ein solches Paar, welches die
Rangbedingung nicht erfiillt. Dann wéhlen wir unter diesen dasjenige, fiir das der Term
L(i k), (j,k;) Pzgl. o minimal ist, und unter diesen das mit minimalem |i — j|, minimalem 14
und schlielich minimalem ;. Da das kritische Paar offensichtlich nicht C3) erfiillt, exis-
tieren also fundamentale kritische Paare ((3,k;), (I,11)), ((, k;), (1,12)) von G wie in C3).

Wir betrachten zunéchst den Fall z' = j. Dann ist O.B.d.A. k; = k; 4+ 1. Des Weiteren ist

t; ein Teiler von t; und ug ) = u ) fiir ein k < k; wegen my > 0 bzw. der Reduziertheit

von LT, (g;) bzgl. {g:}. Wir konnen nun schreiben

(ki) (ki+1)y _ 1 (k +1) (k;) 1 (ki+1) (k)
S99 ) = LC. (o0 >) i 9; ch(gf’“))tui g,
1 (ki) (k+1) 1 (k) (ki+1) (k) (k+1)
L) u; g —LC o +1)) 9 + tS(gl g )

)

fiir ein ¢t € T". Wegen Liiks) (k) <o T(iks),(ikit1) bzw. Liikin ), (k1) <o T(ik),(ikit1) und
der Wahl von ((i, k;), (4, k;)) gilt sowohl

ki+1 ki) (k kit1 k) (k
rg, (w8 (M o)) = g (S g™))

<UUM+th>am

= T ki), (i.ki+1)

(u (k)S( kH),gl(kH))) <o (i), Gk+1)- SchlieBlich gilt die Gleichheit in

t(l k) (k+1) Zo t(ik),(i,ki+1) DU dann, wenn ¢ = 1 ist und die Le1tterme von gZ( ) und

als auch rg, o(u

" bagl. o uberelnstlmmen Dann wiére aber entweder LT (gZ )) reduzibel bzg]. G\{g:}

oder LT, ( ) bzgl. G\{ g1} im Widerspruch zur Voraussetzung. Insgesamt erhalten wir
also rga,G(S(Q( D g <o b i)
0.B.d.A. sei nun 7 < j. Dann ergibt sich

S(g, g) =t (o, ") — @b S(g), o)
= Cltlsl -+ Cjthj + Cﬂ?lSl -+ g (22)

fiir gewisse ¢1, C2, i, ¢, ¢ € K, £, 15,4 € T, g € (G)o mit g, 5(9) <o Lik,), ik, und fiir
S-Polynome S;, S;,S; von g;, g; bzw. g; mit sich selbst, wobei fiir die zugehorigen Terme
tits, = tits, = tits, = @ik, &ilt. Sind die den S-Polynomen zugrunde liegenden
kritischen Paare fundamental, so ist wegen ¢ # j und der Wahl von ((4, k;), (J, k;)) der
Rang von ;5;, t;5; baw. #,5; bzgl. o jeweils echt kleiner als t(; ,),(jx,)- Andernfalls lisst
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sich das entsprechende S-Polynom wie im Beweis von Lemma 2.5.11 schreiben als omS+ g
mit einem Polynom § € (G)y und dem S-Polynom S zu einem fundamentalen kritischen
Paar, so dass g, ;(9) <o t(ik)Gk) P2W. LT5(0™t5) <o tak).ik;) gilt. Also erfiillen
die Polynome ¢;5;, t;5; und ¢,5; die Rangbedingung Dies gilt nach Voraussetzung auch

fiir die Polynome ¢£,0™ S (gfk ) gl g ) und &t,0m2S ( , gl(lz)). Insgesamt erhalten wir

i k;
demnach rgmG(S(gi(k ), g](- ]))) <o bl ki), (ikj)- O

Bemerkung 2.5.14. Erfiillt ein fundamentales kritisches Paar ((4, k;), (J, k;)) die Be-
dingung C3), so auch jedes fundamentale kritische Paar ((,1;), (j,1;)) mit ; > k; und

l; > k; oder I; > k; und I; > k;. Denn wegen t, | kgV(t;, t;) gilt LT, (g™) | kgV(t;, t;),

ul(k) = ul(k) oder ul(k)

= ug.k" ) fiir ein k > 0. In jedem Fall ergibt sich

(l ) ( B L
it (L) = <k ) t LT, (gm - lt(i,iﬂ),(z,zl)) = Z t T, (92t k’t(j,xé]-),(z,z2))

’L

mit m1+l2—k12m1 undmg—i—l]—kJng

Um zu testen, ob eine Menge von Polynomen eine differentielle Grobnerbasis bildet,
miissen also lediglich diejenigen fundamentalen kritischen Paare betrachtet werden, die
nicht Kriterium C3) erfiillen. Jedoch verbleiben in den meisten Fillen immer unendlich
viele solcher Paare. Daher ist es zwingend notwendig, eine Systematik zur Abarbeitung
der Paare zu entwickeln, bei der zu jedem Zeitpunkt nur endlich viele Paare betrachtet
werden.

Aber selbst wenn im Laufe der Prozedur zu einem Zeitpunkt nur noch endlich viele
zu betrachtende kritische Paare verbleiben, muss die Prozedur auch in giinstigen Féllen
nicht enden. Denn es konnen beliebig viele neue Grobnerbasiselemente gefunden werden,
die wiederum neue kritische Paare erzeugen, da im differentiellen Fall monomiale Ideale
nicht notwendigerweise endlich erzeugt sind. Werden also die kritischen Paare in belie-
biger oder ungiinstiger Reihenfolge wie in [18] abgearbeitet, so terminiert die Prozedur
héchstens zuféllig.

Eine sinnvolle Strategie basiert nun auf der Tatsache, dass eine Zahl k € N existiert,
so dass die gesuchte differentielle o-Grébnerbasis G in dem von {0 f | f € F,0 < j < k}
erzeugten Ideal liegt. Werden die zugehorige S-Polynome hierbei geeignet abgearbeitet,
so wird die Menge G nach endlich vielen Schritten gefunden. Da k jedoch unbekannt
ist, schlieft sich eine gradweise Vorgehensweise wegen deg(f) = deg(df) aus. Eine
geeignete Grofle stellt stattdessen das Gewicht eines Polynoms dar. Dazu definieren
wir, in Anlehnung an den ,,Phantomgrad® eines Polynoms (siche [8]), das Phantomge-
wicht wie folgt. Fir jedes f € F\{0} setzen wir zunéchst pw(f) = w(f). Weiter sei
pw(tf) = w(t) + pw(f), pw(f + g) = max{pw(f),pw(g)} und pw(f*) = pw(f) + &
fir alle t € T", g € D\{0} und k£ > 0. Auf diese Weise wird eine Gewichtshomo-
genisierung der beteiligten Polynome simuliert. Dabei ist zu beachten, dass bei einem
Reduktionsschritt das Phantomgewicht des jeweiligen Polynoms ansteigen kann.
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Das Phantomgewicht liefert uns nun ein Auswahlkriterium fiir die als néchstes zu
betrachtenden fundamentalen kritischen Paare. Hierfiir bezeichnen wir mit dem Phan-
tomgewicht eines kritischen Paares das des zugehorigen S-Polynoms. Entscheidend ist,
dass es fiir jedes w € Ny nur jeweils endlich viele fundamentale kritische Paare mit
Phantomgewicht w gibt. Darauf werden wir spéter aber noch genauer eingehen.

Wir sind nun in der Lage, eine wesentlich effizientere Prozedur als in Satz 2.5.4 an-
zugeben. Fiir eine Menge G = {g1,...,9s} von Polynomen bezeichnen wir dabei mit
G das zugehorige Tupel (g1, ...,gs) aller von Null verschiedenen Polynome in G. Fiir
i =1,...,s sei dann G; = (g1,..-,9i-1,Yis1,---,9s) das Tupel der von Null und g;
verschiedenen Polynome in G.

Satz 2.5.15. Sei F' = {¢1,...,9s} € D\{0} und o eine strikt stabile differentielle
Termordnung auf T™. Dabei sei LT(,(gi(k)) = tiugk) firi=1,...,s und jedes k > 0. Wir
betrachten die durch die folgenden Instruktionen definierte Prozedur DiffGB(F'):

1) Setze G = F, w = 0 und pw(g;) = w(g;) firi=1,...,s. Weiter sei § = s und
B={(i,j)|1<i<j<s}.

2) Emistieren Indizes i,j € {1,...,5} mit i # j, so dass LT, (g;) bzgl. {g;} reduzibel
ist, so ersetze g; durch DR, g.(g;) und entferne jedes Paar (iy,i2) mit iy =i oder
io =1 aus B. Gilt dabei DR, g,(g:;) # 0, so erweitere B um die Menge der Paare
{(k,i) | 1 <k <i, gr 0} U{(i,k) | i +1 <k <3, gp #0}. Fahre mit 2) fort.

3) Entferne aus B jedes Paar (i,i), fir das LT,(g;) ein Derivat ist, und jedes Paar
(4,7), fir das sowohl LT ;(g;) und LT, (g;) teilerfremd als auch u; und u; Derivate
unterschiedlicher differentieller Unbestimmter sind. Gilt B =0, so gib G\{0} aus
und stoppe.

4) Bestimme die Menge B,, der fundamentalen kritischen Paare ((i,k;), (j,k;)) von G
mit Phantomgewicht w und (i,j) € B.

5) Gilt B, = 0, so erhéhe w um Eins und fahre mit 2) fort. Ansonsten wdihle ein
kritisches Paar ((,k;), (j,k;)) aus By, und entferne es aus B,,. Erfillt es eines der
Kriterien C1)-C3), so entferne (i,7) aus B. Ist C3) erfillt, so fahre mit 5) fort.

6) Bestimme das zugehorige S-Polynom S und gsy1 = DR, g(S). Ist gs+1 = 0, so
fahre mit 5) fort.

7) Fige gsi1 zu G hinzu und ersetze § durch 5§+ 1. Erweitere B um die Menge der
Paare {(i,5) | 1 <i <5, g; # 0} und B, um alle fundamentalen kritischen Paare
((1,k:), (8, k3)) mit Phantomgewicht w und (i,8) € B. Fahre mit 5) fort.

Dies ist eine Prozedur, die, falls sie endet, eine endliche differentielle o-Grébnerbasis
von (F)g ausgibt.

Beweis. Wir zeigen, dass die Voraussetzungen von Satz 2.5.13 erfiillt sind, wenn die
Prozedur terminiert. Zunéchst ist wegen B = () und Schritt 2) fiir jedes ¢ € G der
Leitterm von g reduziert bzgl. G\{g}. Es bleibt nun noch zu zeigen, dass fiir jedes fun-
damentale kritische Paar von G das zugehorige S-Polynom bzgl. G zu Null reduziert
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oder die Bedingung C3) erfiillt ist. Seien dazu i,j € {1,...,8} mit ¢ < j. Sind die Be-
dingungen aus Schritt 3) erfiillt, so reduziert jedes S-Polynom S (gfk), j(»l)) mit k,1 € Ny
nach Lemma 2.5.3 bzgl. G zu Null. Ist dies nicht der Fall, so wird fiir ein w € Ny
das Paar (i,7) in Schritt 5) aus B entfernt, d.h. das entsprechende fundamentale kri-
tische Paar ((4,k;), (j, k;)) erfiillt eine der Bedingungen C1)-C3) und alle S-Polynome
mit kleinerem Phantomgewicht reduzieren bzgl. G zu Null. Ist C1) oder C2) erfiillt, so

ist es das einzige fundamentale kritische Paar zwischen g; und g;. Dann gilt zugleich
DRU,g(S(g-(ki), (kj))) = 0 oder das Kriterium C3). Erfiillt es C3), so gilt dies nach Be-

merkung 2.5.14]auch fiir alle verbleibenden fundamentalen kritischen Paare zwischen g;
und g;, denn fiir jedes solche Paar ((4,1;), (4,{;)) mit Phantomgewicht groer oder gleich
w gilt entweder I; > k; und I; > k; oder I; > k; und I; > k;. Dabei spielt es im Ubrigen
keine Rolle, ob das zugehorige Polynom ¢; im Laufe der Prozedur durch einen differen-
tiellen Rest in Schritt 2) ersetzt wurde, da auf jeden Fall ein Polynom g, mit m # [ in
G verbleibt, fiir das LT, (g5™)) fiir ein ky,, > 0 ein Teiler von LT,(g,) ist. Somit bleibt

das Kriterium C3) auch weiterhin erfiillt. ]

Terminiert die Prozedur DiffGB, so ist die Ausgabe G sogar eine minimale diffe-
rentielle o-Grobnerbasis, d.h. G hat minimale Linge und die Menge der Leitterme aller
Polynome in G entspricht derjenigen der reduzierten differentiellen o-Grobnerbasis. Dies
garantiert Schritt 2) der Prozedur, in der fiir jedes w € Ny die jeweils aktuellen Polynome
der Menge G entsprechend reduziert werden.

Beispiel 2.5.16. Wir betrachten wieder die Polynome ¢; = 4" ys+4s, go = (y8")2 44V

und g3 = y%z) + yil) + 1 aus Beispiel 2.5.8. Fiir ¢ = DeglLex mit yik) <5 Y2 und
F = {g1, g2, g3} folgen wir den Instruktionen aus Satz 2.5.15, wobei wir nicht alle Zwi-

schenschritte explizit angeben.

1) Wir setzen G = {g1, 92,93}, w =0, pw(g1) = 1, pw(g2) = 2, pw(g3) = 2 und § = 3.
Zudem ist B = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)}.

2) Da LT,(g;) fiir i = 1,2, 3 bzgl. G\{g;} reduziert ist, bleibt B unverindert.

3) Die Bedingung aus 3) ist fiir die Paare (3,3), (1,3) und (2,3) erfiillt, also setzen
wir B = {(1,1),(1,2), (2,2)}.

4) Es ist By = (). Da auch By = () gilt, fahren wir mit w = 2 fort.

4) Wir setzen By = {((1,1),(1,0))}.

5) Wir wihlen das kritische Paar ((1,1),(1,0)), entfernen es aus By und erhalten
By = (). Das Paar erfiillt keines der Kriterien C1)-C3).

6) Es ergibt sich S((1,1),(1,0)) = 1! — 48V = /P42 und die Reduktionskette
S((1,1), (1,0)) -2 —yPy2 — 2 24 0 Wir fahren also mit 5) fort.

5) Wegen By = () erhhen wir w um Eins. Da sich G und B nicht verdndert haben,
fahren wir direkt mit 4) fort.

4) Wir setzen By = {((1,1),(2,0))}.

5) Wir wéhlen das kritische Paar ((1,1),(2,0)) und entfernen es aus Bs. Dieses Paar
erfiillt Kriterium C2), d.h. wir entfernen (1,2) aus B.
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6) Esist S((1,1),(2,0)) = yi gt —yD gy = y%z)ygyél)jt(yél)y— (y%l))2 das zugehorige
S-Polynom und durch

S((l,l),(2,0)) =, y§1)y s — oyt + ()2 = ()2

o () = (")’

1
2 )2 -y =g

ergibt sich ein von Null verschiedener differentieller Rest mit pw(gy) = 3.
7) Also setzen wir G = {g1, 92, 93, g1}, § = 4 und zugleich

B = {(1,1),(2.2), (1,4), (2.4), (3,4), (4,4)}

bzw. By = {((1,0), (4,0))}.
5) Fiir das kritische Paar ((1,0),(4,0)) ergibt sich fir das zugehorige S-Polynom

(
direkt S((1,0),(4,0)) = y( )gl + 1294 = 0. Also setzen wir w = 4.
3) Wir streichen das Paar (2,4) aus B.
1), (

)
4) Esist By = {((1,2), (1,1)), ((2,1),(2,0)),((1,0), (4, 1)), ((3,0), (4,1)) }.
6) Das kritische Paar ((1,2), (1, )) erfullt keines der Kriterien C1)-C3) und fiir das

S-Polynom S((1,2), (1,1)) = 55" g\” — 5 ¢t = 20 (457)2 + 4P yau8” — 4P oS
erhalten wir durch

2 2 2 1 1
S((1,2), (1,1)) 25 4 Myps? + 1y + 202 (1572 + 4P ayt)

2 2y (5?2 4 P gyt

92, ). (1)

1
2@/( )y§ ) + Y1 Y2ys

1
—2y1"y? — yi? oy

—2y My 4y Mgy

oy

2y

= —?Al) —1=gs
ein neues Element von G mit pw(gs) = 4. Wir fiigen die Paare (1,1),...,(1,5) zu
B und ((1,0), (5,0)) zu By hinzu.
6) Fiir das S-Polynom S((2,1), (2,0)) = $ 58Vt — 487 g0 = L ytPu" — Yy exgibt
sich durch die Reduktion

S((2,1),(2,0)) 2 24Pyt By, 4y

g3
—

(1)

=, + Y2y

(2)

B Sy Dyl — Byt 4 Py 1y
3y Py 4y Py 4y

2 3y Py, + 4

B 3y Wy, — By, 4y

g (2 _
— Y = s
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ein weiteres Element von G' mit Phantomgewicht pw(gs) = 4.

7) Wir erweitern B um die Paare (1,6),...,(6,6).

5) Die kritischen Paare ((1,0),(4,1)) und ((3,0), (4, 1)) erfiillen Kriterium C3) jeweils
mit g5, d.h. wir entfernen diese aus By und die Paare (1,4), (3,4) aus B. Schlieflich
geniigt ((1,0), (5,0)) Kriterium C2) mit S((1,0), (5,0)) = g1 +y295 = 0. Es ist nun
By =10, B={(1,1),(2,2),(4,4),(2,5),...,(5,5),(1,6),...,(6,6)} und w = 5.

2) Es reduzieren ¢, g3 und g4 bzgl. {gs} zu Null, d.h. wir haben G = (0, g2, 0, 0, g5, gs)
und B = {(2,2),(2,5),(5,5),(2,6),(5,6),(6,6)}.

3) Wir setzen B = {(2,2),(2,6)} und Bs = {((2,2),(2,1)), ((2,1),(6,0))}.

5) Fiir das erste kritische Paar ist C3) mit gg erfiillt und C2) fiir das zweite mit
DR, g(S((2,1),(6,0))) = 0. Wegen Bs = 0 und B = ) stoppt die Prozedur und
gibt die Menge G = {g2, g5, g6} aus.

Die Tatsache, dass die Prozedur im obigen Beispiel terminiert, ist kein Zufall. Denn
das differentielle Ideal (g1, g2, g3)o ist null-dimensional und fiir solche Ideale gibt DiffGB
stets nach endlich vielen Schritten eine differentielle Grébnerbasis aus. Um diese und
weitere Aussagen treffen zu konnen, wollen wir zunichst das Verhalten der Prozedur
genauer studieren. Dazu bezeichnen wir im Weiteren mit G, fiir jedes w € Ny die
Menge G in der Prozedur nach Abarbeitung aller S-Polynome mit Phantomgewicht w.

Satz 2.5.17. Sei F' = {¢1,...,9s} € D\{0} und o eine strikt stabile differentielle
Termordnung auf T". Es werde die Prozedur DiffGB auf F' angewendet.

a) Fir jedes w € Ny werden nur endlich viele fundamentale kritische Paare zu B,
hinzugefiigt.

b) Fliir jedes w € Ng und jedes S-Polynom S von G, existiert ein w > w, so dass gilt
18, ¢ (5) <o ts.

¢) Fiir jedes Polynom f € (F)s\{0} existiert ein w € No, so dass f bzgl. G, zu Null
reduziert.

Beweis. Fiir den Beweis von a) sei w € Ny und B, die Menge aller fundamentaler
kritischer Paare von G,,_1, wobei G_; = G ist. Dann ist B, zunéchst endlich, da es
zwischen g¢; und g; fiir g;, g; € G,—1 jeweils hochstens ein fundamentales kritisches Paar
mit Phantomgewicht w gibt. Es geniigt nun zu zeigen, dass zu G,,_; nur endlich viele
Polynome mit Phantomgewicht w hinzugefiigt werden. Dies folgt aber direkt aus der
Tatsache, dass lediglich reduzierte Elemente hinzugefiigt werden und alle Polynome in
G, Elemente des noetherschen Rings D,, sind.

Um b) zu zeigen, geniigt es nach Lemma 2.5.11, die Aussage fiir das S-Polynom S eines
fundamentalen kritischen Paares ((4, k), (4, k;)) von G, zu beweisen. Des Weiteren ist zu
beriicksichtigen, dass ¢; oder g; in Schritt 2) ersetzt werden konnten, bevor das kritische
Paar abgearbeitet wird. Ist dies der Fall, O.B.d.A. fiir g;, so existiert ein g, € Gz mit
m # i und w < pw(S), so dass LTJ(gﬁr’fm)) fiir ein &, > 0 ein Teiler von LT, (g;) ist. Das

")y 4+ g fiir ein t € T,

Polynom S kann dann geschrieben werden als S = tS (gffm), ;
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ke > ky und ein g € (G)y mit g, 6. (9) <o ts. Nach Lemma 2.5.11 a) gilt weiter
S=>"_ citiSi(mi) + g mit ¢; € K\{0}, t; € T", m; e Ng firi =1,...,r, g € (G)y und
12, . (7) <o ts, sowie S-Polynomen Sy, ..., S, von fundamentalen kritischen Paaren
von G der Form ((i1,11), (i2,l2)) mit iy,i5 € {m,j}, l1,l2 > 0 und LTU(tgfi)) <, tg
firi =1,...,r. Wird fiir eines dieser S-Polynome g;, oder g;, wieder ersetzt, bevor das
zugehorige Paar abgearbeitet wird, so kénnen wir es durch eine entsprechende Summe in
der Darstellung von S ersetzen. Dies kann insgesamt nur endlich oft vorkommen, da bei
einer Ersetzung wie oben von g; das beteiligte Polynom g,, einen bzgl. o echt kleineren
Leitterm als LT,(g;) besitzt. Also diirfen wir nun annehmen, dass das kritische Paar
((7, ki), (J, kj)) abgearbeitet wird, ohne dass g; oder g; zuvor ersetzt wurde.

Erfiillt das Paar nun im entsprechenden Durchlauf von Schritt 5) nicht Kriterium C3),
so reduziert S bzgl. Gpw(s)y+1 zu Null. Andernfalls existiert ein Polynom g € Gow(s)+1
wie in C3). Ist ¢ = j, so kénnen wir S wie in (2.1) als Summe von Polynomen der Form
tS schreiben, wobei ¢ € T™ und S ein S-Polynom von Gow(s)+1 zwischen g; und g; oder
g und g; ist mit tg <, tg. Nach Lemma 2.5.11 a) erhalten wir daraus eine Darstellung
S=>3", citiSi(mi) + g mit ¢; € K\{0}, t; € T", m; € Ny firi =1,...,7, g € (G)y und
T80, G511 (9) <, tg, sowie S-Polynomen S, ..., S, von fundamentalen kritischen Paaren
von Gpw(s)+1 der Form ((i1,11), (i2,l2)) mit 41,49 € {4, 1}, I, > 0 und tg, <, tg fiir i =
1,...,r. Die gleiche Aussage konnen wir nun auch fiir den Fall ¢ # j mit Hilfe von (2.2)
treffen, wobei S, jeweils ein S-Polynom eines fundamentalen kritischen Paares der Form
((i1,11), (i2,1l3)) mit iy,i9 € {4, 4,1} und ly,ly > 0 ist. Die beschriebene Vorgehensweise
kénnen wir wieder auf jedes der S-Polynome Si, ..., .S, anwenden. Nach endlich vielen
Wiederholungen reduziert jedes der beteiligten S-Polynome fiir ein geniigend grofles
w € N bzgl. Gz zu Null, denn die Terme tg liefern eine echt absteigende Kette von
Termen.

Fiir ¢) gentigt es zu zeigen, dass zu jedem Polynom f € (F)5\{0} ein w € Ny existiert,
so dass f bzgl. G, reduzibel ist. Denn dann wiirde dies auch auf DR, g, (f) zutreffen
und die Behauptung aus der Wohlordnungseigenschaft von ¢ auf T" und der Tatsache

folgen, dass G, fiir jedes w € INg noethersch ist. Wir schreiben nun das Polynom
f zandchst als f = 377, cjtjgyfcj) mit ¢; € K\{0}, t; € T", k; > 0, g;; € G und

J
t LTU(gZ.(fj)) <o 18, o(f) fiir j = 1,...,r. Gilt dabei rg, (f) = LT,(f), so ist f bereits
bzgl. G reduzibel. Im Fall rg, o(f) >, LT,(f) bezeichne T C {1,...,r} die Menge

(%j)) = 18, ¢(f). Dann ist das Polynom f= ZjeI Cjtjg(%j)

¥ ¥
eine Summe von S-Polynomen, d.h. f = Z'Jﬂ;l ¢;t;S; mit ¢; € K\{0}, {; € T" und
S-Polynomen S; zwischen den Polynomen aus {g;, | j € Z} fiir j = 1,...,|Z] — 1. Nach
b) besitzen letztere bzgl. G, einen Rang echt kleiner als tg, fiir ein geniigend groBes
w € N, also gilt rg, ¢, (f) <o 18, c(f). Mit f und G, kénnen wir unser obiges Vorgehen
wiederholen und erhalten ein w > w, so dass rg, o_(f) <, 18, ¢, (f) erfiillt ist. Da o

eine Wohlordnung ist, endet dieses Verfahren nach endlich vielen Schritten. [

aller Indizes j mit ¢; LT, (g
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Satz 2.5.18. Sei o eine strikt stabile differentielle Termordnung auf T". Weiter sei
F={g1,...,9:} € D\{0} eine Menge von Polynomen, so dass das von F differentiell
erzeugte Ideal I C D eine endliche differentielle o-Grobnerbasis besitzt.

a) Wird die Prozedur DiffGB auf F' angewendet, so berechnet diese in endlich vielen
Schritten eine endliche differentielle o-Gribnerbasis von I.

b) Ist I null-dimensional, so terminiert Dif£GB(F) in endlich vielen Schritten mit
der Ausgabe einer endlichen differentiellen o-Gribnerbasis von I.

Beweis. Fiir den Beweis von a) sei G eine endliche differentielle o-Grébnerbasis von
(F)s. Nach Satz 2.5.17 c¢) existiert dann ein w € Ny, so dass jedes Polynom aus G
bzgl. G,, zu Null reduziert. Insbesondere existiert damit zu jedem g € G ein § € G,
so dass LT, (g) fiir ein & > 0 ein Vielfaches von LT,(g"®) ist. Also ist G,, eine endliche
differentielle o-Grobnerbasis von (F')g.

Um b) zu zeigen, diirfen wir nach a) annehmen, dass G, fiir ein w € Ny eine dif-
ferentielle o-Grobnerbasis von [ ist. Nach Satz 2.4.6 existiert in G, fiir ¢ = 1,...,n
insbesondere ein Polynom h;, so dass LT, (h;) = yfli) fiir ein [; > 0 gilt. Es geniigt nun zu
beweisen, dass die Anzahl der fundamentalen kritischen Paare, die im Laufe der Proze-
dur noch betrachtet werden, endlich ist. Angenommen, es existiert ein Paar (i, j) € B, so
dass es unendlich viele fundamentale kritische Paare ((7, k;), (j, k;)) gibt. Fiir diese sind
dann jeweils die Kriterien C1) und C2) nicht erfiillt. Wir zeigen nun, dass hingegen min-
destens eines das Kriterium C3) erfiillt. Dazu sei wieder LTg(gl(k)) = tlul(k) mit t; € T",
u; € D" fiir [ = ¢, 7 und jedes k > 0. Wie bereits erwahnt, existieren nach Satz 2.4.6 und
unter Beriicksichtigung von Schritt 2) Polynome fi, fo € G, mit ugli) = LT,(f1) und
uyj) = LT, (fs) fur gewisse /;,l; € N. Nun ist entweder ((7,[;), (j,k)) oder ((z,k), (4, 1;))
fir ein k € Ny ein fundamentales kritisches Paar von G,,. O.B.d.A. sei dies ((4,1;), (j, k))
mit S-Polynom S;;. Zwischen g; und f; existiert genau ein fundamentales kritisches Paar

mit S-Polynom S = § (gl(l"), f1). Zudem ist t; 1, k) €in echtes Vielfaches von tg, und die

Leitterme von g](-l) und f; sind fiir jedes [ > 0 teilerfremd. Also ist das Kriterium C3) fiir
((2,1;), (4, k)) erfillt. [

Die Prozedur DiffGB berechnet also in endlich vielen Schritten eine differentielle
Grobnerbasis von (F')g. Leider fehlt aber ein Kriterium, welches auch fiir hher dimen-
sionale Ideale garantiert, dass die Prozedur in diesem Fall abbricht. Denn obgleich eine
differentielle Grobnerbasis gefunden wurde, kann die Menge der noch zu betrachten-
den fundamentalen kritischen Paare unendlich sein und bleiben. Betrachten wir z.B. die
Menge G = {ygl),ylyg} aus Beispiel 2.4.5, so ist der Faktorring Q{y1,vy2}/(G)s ein-
dimensional und G fiir jedes Ranking 7 auf D" mit y; <, y» eine endliche differentielle
TLex-Grobnerbasis von (G)s. Jedoch existieren unendlich viele fundamentale kritische
Paare, die durch keines der Kriterien eliminiert werden konnen.

Das dies nicht das einzige Beispiel eines Erzeugendensystems ist, fiir das die Pro-
zedur Dif£GB nicht terminiert, zeigt der folgende Satz. Er stellt einen Zusammenhang
zwischen dem Terminieren der Prozedur und der Gestalt der reduzierten differentiellen
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Grobnerbasis her, also eine eindeutige Charakterisierung aller Erzeugendensysteme, de-
ren differentielles Erzeugnis zwar eine endliche differentielle Grobnerbasis besitzt, diese
aber nicht von der Prozedur ausgegeben wird. Fiir ein Polynom g¢; € D\{0} sei wieder
LTU(gi(k)) = tiugk) fiir ein t; € T", u; € D" und jedes k£ > 0.

Satz 2.5.19. Sei ' C D\{0} eine endliche Polynommenge und o eine strikt stabile diffe-
rentielle Termordnung auf T". Die auf F angewandte Prozedur Dif£GB terminiert genau
dann, wenn die reduzierte differentielle o-Grobnerbasis von (F)y die Gestalt {g1,...,9s}
besitzt mit s > N =n —dim(D/I), LT,(g;) = yi(fj) fir ein k; >0, i; € {1,...,n} und
j=1,...,N und IV, (u;) € {yiy, .- Yin } firi=N+1,...,s.

Beweis. Terminiert die Prozedur, so ist deren Ausgabe G eine endliche und minimale
differentielle o-Grobnerbasis von (F')g, die nach Satz 2.4.6 genau N Polynome enthilt,
deren Leitterme bzgl. o Derivate paarweise verschiedener differentieller Unbestimmter
Yiys - - - Yiy sind. Angenommen, es gibt in der reduzierten differentiellen o-Grébnerbasis,
und damit auch in G, ein weiteres Polynom g¢; mit LV, (u;) & {vi,- .., ¥iy }- Dabei sei
g; derart gewéhlt, dass der Term ¢; minimal bzgl. o ist. Dann ist der Leitterm von g;
kein Derivat, und g; besitzt unendlich viele fundamentale kritische Paare mit sich selbst,
von denen keines Kriterium C3) erfiillt. Denn wiirde ein fundamentales kritisches Paar
((4,k5), (4, k; + 1)) und ein Polynom ¢, € G wie in C3) existieren, so wiirde #; ein Teiler
von t; und LTU(gl(k)) fir ein £ > 0 ein Teiler von LTU(gj(-kj)) sein. Da LT,(g;) bzgl.

G\{yg,} reduziert ist, kann LTa(gl(k)) nicht ¢; teilen, d.h. es gilt ul(k) = ug»kj ), Wegen der
Minimalitdt von t; folgt daraus ¢; = ¢;. Dann ist aber LT, (g;) oder LT,(g;) reduzibel
bzgl. {g;} bzw. bzgl. {g;}, ein Widerspruch.

Sei nun umgekehrt die reduzierte differentielle o-Grobnerbasis G von (F)y von der
angegebenen Gestalt. Dann existiert nach Satz 2.5.18 ein w € Ny, so dass G, eine diffe-
rentielle o-Grobnerbasis von (F')s mit der gleichen Leittermmenge wie G ist. Zu jedem
verbliebenen Paar (i,j) € B gibt es nun entweder genau ein fundamentales kritisches
Paar zwischen g; und g; oder unendlich viele, von denen mindestens eines Kriterium C3)
erfiillt. Fiir letzteres verweisen wir auf den Beweis von Satz 2.5.18 b). [

In einigen Fillen ist zu einem bestimmten Zeitpunkt erkennbar, dass die Anzahl
der noch zu untersuchenden fundamentalen kritischen Paare unendlich bleiben und die
Prozedur DiffGB demnach nie terminieren wird. In diesen Féllen weist die aktuelle
Polynommenge G eine spezielle Struktur auf. Genauer gilt das Folgende.

Korollar 2.5.20. Sei o eine strikt stabile differentielle Termordnung auf T", F C D\{0}
eine endliche Menge von Polynomen, auf die die Prozedur Dif£GB angewendet wird, und
N = dim(D/(F)p). Ezistieren ein w € Ny und Polynome ¢i,...,gn+1 € Gy, so dass
gilt LT,(g;) = ygfj) und yz-(f) ¢ D(LT,(gn41)) mit k; > 0, paarweise verschiedenen
i; €{1,...,n} firj=1,...,N und jedes k > 0, dann terminiert die Prozedur nicht.
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Beweis. Angenommen, die Prozedur endet nach endlich vielen Schritten. Dann muss es
in der ausgegebenen Menge ein Polynom g geben, so dass LT,(g®) fiir ein k& > 0 ein
Teiler von LT,(gn.1) ist. Dies impliziert wiederum, dass jedes Derivat in LT, (g) nicht
Derivat einer der differentiellen Unbestimmten y;,,...,¥;, ist. Aber dies widerspricht
der Aussage in Satz 2.5.19. m






Kapitel 3

Anwendungen

Im letzten Kapitel haben wir die wesentlichen Charakteristika von differentiellen Grob-
nerbasen und eine Methode fiir deren Berechnung kennen gelernt. Wir wollen uns nun
mit einigen Anwendungsgebieten der differentiellen Grobnerbasistheorie beschéftigen.

Beginnen werden wir dabei mit der Eliminationstheorie, insbesondere mit einer dif-
ferentiellen Version des Hauptsatzes der Eliminationstheorie und der Berechnung von
Eliminationsidealen. Anschliefend befassen wir uns mit Homomorphismen differentiel-
ler Algebren und deren Kern. Spezielle Betrachtung finden hierbei Einsetzhomomor-
phismen, da sich mit deren Hilfe zum Beispiel die differentiellen Relationen zwischen
Polynomen bestimmen lassen. Das Thema des dritten Abschnitts ist die Berechnung
aller Losungen von differentiellen Gleichungssystemen, die durch Polynome fi,..., fs
aus K{yi,...,yn} gegeben sind. Hierbei gehen wir nur auf solche Systeme ein, deren
Losungsmenge endlich ist. Wie sich umgekehrt zu einer endlichen Menge von Punkten
alle Polynome finden lassen, die auf dieser verschwinden, werden wir im darauffolgenden
Abschnitt studieren. Eine Antwort auf diese Frage liefert eine differentielle Version des
Buchberger-Moller-Algorithmus. Zum Abschluss dieses Kapitels befassen wir uns schlie3-
lich mit der Problematik, die differentiellen Relationen zwischen unendlich oft differen-
tierbaren Funktionen zu finden, von denen lediglich die Funktionswerte an endlich vielen
Stellen bis zu einer festgelegten Ordnung bekannt sind. Dazu folgen wir einem Ansatz
aus [17] und erhalten eine geeignete Variation des differentiellen Buchberger-Moller-
Algorithmus. Welche Auswirkungen dabei die Verwendung von empirischen Daten zur
Folge hat und wie diese gehandhabt werden konnen, werden wir mit Hilfe numerischer
Methoden diskutieren.

3.1 Differentielle Grobnerbasen von Eliminationsidealen

In diesem Abschnitt wollen wir unsere Uberlegungen zu Eliminationsidealen fortfiihren.
In Abschnitt 1.7 haben wir bereits diskutiert, wie sich Eliminationsideale von diffe-
rentiellen Prim- und Radikalidealen mit Hilfe von differentiellen Pseudo-Grobnerbasen
berechnen lassen. Um in dhnlicher Weise eine differentielle Grobnerbasis angeben zu
kénnen, werden wir sogenannte differentielle Eliminationsordnungen betrachten. Denn
ist G eine differentielle Grobnerbasis bzgl. einer solchen differentiellen Termordnung, so
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bilden diejenigen Elemente in G, die kein Derivat der zu eliminierenden differentiellen
Unbestimmten enthalten, eine differentielle Grobnerbasis des zugehérigen Eliminations-
ideals. Ist die Termordnung schlieSlich noch strikt stabil und 0-lexikographisch, so ldsst
sich im Falle der Endlichkeit von G jedes Eliminationsideal von (G)s berechnen.

Im Folgenden sei L C {y1,...,Yn}, D der differentielle Polynomring in den differen-
tiellen Unbestimmten {y1, ...,y }\L iiber K und T" das Monoid aller Terme in D.

Definition 3.1.1. Eine differentielle Termordnung o auf T" heiit differentielle Elimi-
nationsordnung fur L, falls jedes Polynom f € D\{0} mit LT,(f) € T™ bereits in D
enthalten ist.

Ist o eine differentielle Eliminationsordnung fir L C {y1,...,yn} und ist y € L,
so gilt offensichtlich y >, §® fiir jedes k¥ > 0 und jede differentielle Unbestimmte
7 € {y1,...,yn}\L. Damit ist das durch ¢ induzierte Ranking auf D" auch stets ein
Eliminationsranking fiir L.

Umgekehrt lédsst sich aus einem Eliminationsranking auf einfache Weise eine differen-
tielle Eliminationsordnung gewinnen, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 3.1.2. Sei 7 das Ranking auf D" mit yi(k) <, y; fiir alle £ > 0 und ¢ < j. Dann
ist die differentielle Termordnung 7Lex auf T" fiir jedes i € {1,...,n} eine differentielle

Eliminationsordnung fiir L = {y;, ..., yn}

Diese Konstruktion einer differentiellen lexikographischen Eliminationsordnung funk-
tioniert nicht nur fiir das Ranking aus dem obigen Beispiel, sondern fiir jedes beliebige
Eliminationsranking auf D".

Lemma 3.1.3. Ist o eine differentielle Termordnung auf T", so ist die Restriktion o
von o auf T" eine differentielle Termordnung auf T™.

Beweis. Da T™ als Untermonoid von T" angesehen werden kann, ist die Behauptung
offensichtlich erfiillt. O

Wie fiir differentielle Pseudo-Grobnerbasen gilt auch hier die folgende Version des
Hauptsatzes der Eliminationstheorie.

Satz 3.1.4. Sei I C D ein differentielles Ideal, o eine differentielle Eliminationsordnung
fir L C Ay, ...,yn} auf T und G C I\{0} eine differentielle o-Griobnerbasis von I.
Dann ist G=GnND eine differentielle o-Grobnerbasis des differentiellen Eliminations-
tdeals I von I bzgl. L.

Beweis. Sei f # 0 ein differentielles Polynom in 7 C I. Dann existiert nach Vorausset-
zung ein Polynom g € G und ein k € Ny, so dass LT, (f) ein Vielfaches von LT, (¢*)) ist,
d.h. es ist LT,(¢™®) und damit auch LT, (g) ein Element von D. Da ¢ eine Eliminations-
ordnung fiir L ist, impliziert dies gerade g € D. Also ist gE< G und G eine differentielle
&-Grébnerbasis von 1. O
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Bei einer geeigneten Wahl von L konnen wir fiir das zugehorige Eliminationsideal
sogar eine endliche differentielle Grébnerbasis berechnen, falls eine solche existiert.

Satz 3.1.5. Sei F C D\{0} eine endliche Menge von Polynomen, Y C {yi,...,yn} ma-
zimal differentiell unabhdngig modulo (F)s und o eine strikt stabile, 0-lexikographische,
differentielle Eliminationsordnung fir {yi,...,y,}\Y . Besitzt (F)s eine endliche dif-
ferentielle o-Gribnerbasis, so endet die Prozedur DiffGB, angewandt auf F, mit der
Ausgabe einer solchen.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die reduzierte differentielle o-Grobnerbasis G von
(F)s die in Satz 2.5.19 angegebene Gestalt besitzt. Zunédchst umfasst G nach Satz 2.4.6
genau N =n — dim(D/(F)s) = n — |Y| Polynome, deren Leitterme Derivate paarweise
verschiedener differentieller Unbestimmter v;,, ..., vy € {y1,...,yn}\Y sind. Sei nun
g € G beliebig und LT,(¢g®) = tu” fiir ein t € T" und ein u € D". Da o eine Eli-
minationsordnung fiir {yi,...,y,}\Y ist, gibt es wegen (F)s N K{Y} = () ein Derivat
y¥ € D(LT,(g)) mit y € {yi,,...,¥iy - Dies ist insbesondere fiir u der Fall, da ¢ nach
Voraussetzung 0-lexikographisch ist. ]

Abschlielend wollen wir uns noch mit einer anderen Art von Elimination beschéftigen.
Fiir ein differentielles Ideal I € D und fiir ein £ > 0 ist es oftmals interessant, das
algebraische Ideal I, = I N Dy zu betrachten, also die Menge aller Polynome in I,
deren Ordnung £ nicht {ibersteigt. Dies lédsst sich auch als Elimination aller Derivate
mit Ordnung echt grofler als k verstehen. Wéhlen wir nun statt einer differentiellen
Eliminationsordnung eine stabile, ordnungskompatible, differentielle Termordnung, so
erhalten wir das folgende Resultat.

Satz 3.1.6. Sei [ C D ein differentielles Ideal, o eine stabile, ordnungskompatible,
differentielle Termordnung auf T" und G C D\{0} eine differentielle o-Gribnerbasis
von I. Dann ist G, = {g¥ | g € G,1 > 0} N Dy, fiir jedes k € N eine oy-Grobnerbasis
von Iy, wobei oy, die von o induzierte Termordnung auf T} = T™ N Dy, ist.

Beweis. Ist f € Ij ein von Null verschiedenes Polynom, so existiert nach Voraussetzung
ein g € G, so dass der Leitterm von f bzgl. o fiir ein [ > 0 ein Vielfaches von LT, (g®)
ist. Wegen der Ordnungskompatibilitdt von o gilt dabei

ord(g") = ord(LT, (¢")) < ord(LT,(f)) = ord(f),
also insbesondere ¢V € Gy. O

Damit lédsst sich nun fiir jedes £ > 0 und jedes null-dimensionale Ideal I C D, das
fiir eine strikt stabile differentielle Termordnung ¢ auf T" eine endliche differentielle
o-Grobnerbasis besitzt, das zugehorige Ideal I, = I N Dy berechnen. Denn fiir jede strikt
stabile, ordnungskompatible, differentielle Termordnung existiert nach Korollar 2.4.9
eine endliche differentielle Grobnerbasis von I, wonach mit Satz 2.5.18 die Prozedur
DiffGB terminiert.
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3.2 Differentielle Algebrenhomomorphismen

Der differentielle Polynomring K{y,...,y,} ist, genauer betrachtet, mehr als ein dif-
ferentieller Ring. Er erfiillt zusétzlich die Bedingungen einer K-Algebra, womit wir bei
dem Begriff der differentiellen K-Algebra angelangt sind. Diesen wollen wir genauer stu-
dieren, wobei wir uns auf endlich erzeugte differentielle K-Algebren beschrianken, da sich
diese wieder als differentielle Faktorringe von K{yi, ..., y,} auffassen lassen. Konzentrie-
ren werden wir uns dabei auf die Berechnung des Kerns von Homomorphismen zwischen
solchen Algebren. Eine Anwendung stellt in diesem Zusammenhang die Bestimmung der
differentiellen Relationen zwischen Polynomen fi,..., f, € K[z1,...,x,] dar.

In diesem Abschnitt bezeichne wieder D = K{y,...,y,} den differentiellen Poly-
nomring und o eine differentielle Termordnung auf T".

Definition 3.2.1. Seien (R, 0) und (A, ¢) differentielle Ringe.

1) Der Ring A heift differentielle R-Algebra, falls A eine R-Algebra mit d|g = 0 ist.

2) Eine differentielle R-Algebra A heifit endlich erzeugt, falls Elemente ay, ..., a, € A
existieren, so dass sich jedes a € A schreiben lisst als a = Z?Zl ZkeNO rid*a;,
wobei nur endlich viele r;, € R von Null verschieden sind. In diesem Fall schreiben
wir A = R{ay,...,a,}.

Fiir eine differentielle R-Algebra unterscheiden wir im Folgenden nicht zwischen der
Derivation der R-Algebra und der des zugrunde liegenden Rings.

Definition 3.2.2. Sei R ein differentieller Ring und seien (Aj, 01), (A, 0») differenti-
elle R-Algebren. Ein R-Algebrenhomomorphismus v : A; — Ay heilit differentieller
R-Algebrenhomomorphismus, falls ¥(01a) = 02(10(a)) fir alle a € A; gilt.

Wie gewohnt existiert zu jeder endlich erzeugten differentiellen R-Algebra A ein dif-
ferentielles Ideal I C R{yi,...,yn} fiir ein n € N, so dass A und R{y1,...,yn}/I
als differentielle R-Algebren isomorph sind. Ist A = R{aq,...,a,} fir gewisse Elemen-
te ay,...,a, € A, so erfiillt der Kern des differentiellen R-Algebrenhomomorphismus
R{yi,...,yn} — A, y; — a; das Gewiinschte. Hierzu verweisen wir auf die universelle
Eigenschaft von differentiellen Polynomringen.

Satz 3.2.3. Sei R ein differentieller Ring und A eine differentielle R-Algebra. Weiter
seien n > 1 und ay,...,a, € A. Dann existiert genau ein differentieller R-Algebrenho-
momorphismus ¥ : R{y1,...,yn} — A mit Y|g = id|g und Y(y;) = a; firi=1,...,n.
Beweis. Fiir ein Polynom f = Z?:o ci(yyci))i mit cg,...,cq € R und kg,..., kg € Ny
setzen wir ¥ (f) = Z?:o ci(agki) )%. Dies definiert offensichtlich auf eindeutige Weise einen
differentiellen R-Algebrenhomomorphismus, der die obigen Bedingungen erfiillt. Die Be-
hauptung folgt nun induktiv. O
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Da jeder differentielle Algebrenhomomorphismus insbesondere ein differentieller Ring-
homomorphismus ist, ist dessen Kern stets ein differentielles Ideal. Wir wollen nun den
Kern eines differentiellen Algebrenhomomorphismus explizit bestimmen. Dazu betrach-
ten wir zunéchst den Spezialfall des Einsetzhomomorphismus.

Satz 3.2.4. Sei R ein differentieller Ring und R{y1,...,y,} der differentielle Polynom-
Ting in yi, ..., Y, uber R. Weiter seien fi,..., f, € R und ¢ : R{y1,...,yn} — R der
durch (y;) = fi firi=1,...,n definierte differentielle R-Algebrenhomomorphismus.
Dann ist das differentielle Ideal (y1 — f1,...,Yn — fu)o € R{y1,...,yn} der Kern von 1.

Beweis. Fiir das Ideal I = (y; — f1,...,yn — fu)e gilt offensichtlich I C ker()). Sei nun
umgekehrt g € ker(y)). Wir betrachten den differentiellen R-Algebrenhomomorphismus
o: R{y1, .. ynt — R{y1,...,yn} mit p(y;) = y; + f; fiir i = 1,...,n. Als Bild von ¢
erhalten wir o(g) = g(y1+f1, ..., Yn+fn) = h+rfireinr € Rundein h € R{y1,...,yn}
mit ~(0,...,0) = 0. Also gilt » = g(fi1, ..., fn) = 0. Mit dem zu ¢ inversen differentiellen
R-Algebrenhomomorphismus @ : R{y1,...,yn} — R{y1,...,yn} mit @(y;) = y; — f; fiir
i =1,...,n ergibt sich schliefllich g = ¢(v(g)) = ¢(h) = h(vs — f1,. .- yn— fn) € I. O

Wir sind nun in der Lage, alle differentiellen Relationen zwischen Polynomen aus
K[xq,...,2y] zu bestimmen. Die Menge aller solcher Relationen bildet offensichtlich ein
differentielles Ideal, welches gerade der Kern eines geeigneten Einsetzhomomorphismus
ist. Dazu betrachten wir den Polynomring als differentiellen Ring mit Derivation 0, wobei
wir Jx; = 1 fiir i = 1,..., m setzen.

Korollar 3.2.5. Seien fi,...,fn € Klx1,..., 2y und ¢ : D — Klxy,... x| der
durch Y(y;) = f; firi = 1,...,n definierte differentielle K-Algebrenhomomorphismus.
Weiter sei D = {yfkl) i=1,...,n,0<k; <deg(f)} U{x1,...,zn}, o eine differen-
tielle Termordnung auf T™ und 7 eine Eliminationsordnung auf T(D) fir {x1,...,2m},
so dass die Einschrinkungen von o und 7 auf T(D\{x1,...,z,}) identisch sind. Ist G
eine T-Gribnerbasis des Ideals

i=1,...,n,0<k <deg(f;)) C K[D],
so ist G = GNK[D\{z1,...,xm}] eine differentielle o-Grébnerbasis von ker(y)).

Beweis. Ist I = (y1 — f1,---,Yn — fu)o € Klx1, ..., xznl{y1, ..., yn}, so folgt mit obigem
Satz fiir R = K11, ..., 2,] gerade ker(v)) = IND. Wegen 0% f; = 0 fiir k > deg(f;) lisst
sich I schreiben als

[: <8k(y,—fz) |i:1,...,n,k€N0>
_ <yz(kz) . fi(ki) | i=1,...,n,0< kz < deg(ﬁ)) + <y§deg(f1)+1)’ o 7y(deg(fn)+1)>a'

n

Ist nun G eine 7-Grobnerbasis von (yi(ki) — fi(ki)

halten wir mit G U {y"

i=1,...,n,0 <k <deg(f;)), so er-
i=1,...,n,k > deg(fi)} eine 7-Grobnerbasis von I. Da 7
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cine Eliminationsordnung fiir {z1, ..., 2} ist und die Derivate y{?®s/™)  4{deslm) 51
Leitterme von Polynomen aus G bzgl. 7 auftreten, ist die Menge GN D eine differentielle
o-Grobnerbasis von ker(1)). O

Durch eine differentielle Interreduktion der Menge G lisst sich zusétzlich die redu-
zierte differentielle o-Grébnerbasis des Kerns angeben, die insbesondere endlich ist.

Beispiel 3.2.6. Wir betrachten die Neilsche Parabel in R?, also die Menge der Punkte
{(t2,#3) | t € R}. Wir wollen nun alle differentiellen Relationen finden, die die Pa-
rabel beschreiben. Fiir den differentiellen Polynomring R{yi,y.} wéhlen wir die ord-
nungskompatible differentielle Termordnung TLex mit y; >, yo und entsprechend die
Termordnung Lex mit ¢ > y(k) > Yy ") fiir alle k > 0 auf dem Monoid der Terme in

R[t, 1, ?A ), y§ ); Y2, yé )7 yé ), Ys ] Als reduzierte Lex-Grobnerbasis des Ideals

I=(y — 2y =2ty —2 gy — 3, yV — 362 42 — 6t,45Y — 6)

von RIt, y1, ygl), y£2), Yo, yél), yéQ), yg )] erhalten wir dann

G = {yl—yz, —3y1,y1)y2—2y1,y1y§)—2yz,(()) — 4y,

—391 7?J1)_2 ?J2 —6,t— 2911)}
und nach Interreduktion schlie3lich

-~ 1
G = {3 — v, 8" — 3u1,yM s — 207, Y — 20, (1)% — dyy )

als reduzierte differentielle 7Lex-Grobnerbasis des Ideals aller differentiellen Relationen
zwischen ¢? und ¢*. Insbesondere umfasst dieses Ideal die algebraische Relation y§ — 3.

Uber den Kern eines differentiellen Homomorphismus zwischen beliebigen differenti-
ellen K-Algebren kann die folgende Aussage getroffen werden.

Satz 3.2.7. Seien Dy = K{y1,...,yn}, D2 = K{z1,...,2zn} differentielle Polynomringe
tber K und Iy C Dy, Iy C Dy differentielle Ideale. Seien weiter fi,..., f, € Dy und
¢ : Dy/I; — Do/Iy der durch p(y; + 1) = fi + Iz firi=1,...,n definierte differenti-
elle K-Algebrenhomomorphismus. Ist J das von {y1 — fi,...,yn — fn} und Iy erzeugte

differentielle Ideal von K{y1,...,Yn,21,.-,2m}, S0 ist der Kern von ¢ das Bild von
JﬂDl m Dl/Il~

Beweis. Die Derivationen von D; und D5 induzieren eine Derivation des differentiel-
len Polynomrings K{y1,...,Yn, 21,---,2m}. Nach Satz 3.2.4 mit R = K{z1,...,2,} ist
(yi — f1,-- -y Yn — fu)o C J der Kern des differentiellen K-Algebrenhomomorphismus
o K{y1, -y Un, 215y 2m) — Do mit Y(y;) = f; fiir i = 1,... n. Fiir ein Polynom
f€Dmit f+1I; € ker(p) ist dann f(f1,..., fn) € L und f— f(f1,..., fu) ein Element
von ker(¢) C J, also f € JN Dy.

Umgekehrt gilt fiir jedes Polynom f € J N D; offensichtlich ¢(f) € I, und damit

o(f+5L)=f(fi,- ., fo) T L=(f) + 12 = L. O
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3.3 Systeme differentieller Relationen
In diesem Abschnitt wollen wir differentielle Gleichungssysteme S der Form

fl(yl,...,yn) = O

fs(yla---7yn) =0

mit f1,..., fs € D\{0} studieren. Dabei gilt unser Interesse der Menge aller Losungen
eines solchen Systems in K™. In [14], Kapitel 3.7 wird fiir algebraische Gleichungssyste-
me dargestellt, wie bei Existenz von nur endlich vielen Lésungen diese bestimmt bzw.
beschrieben werden konnen. Diese Erkenntnisse konnen wir auch auf unsere Situation
anwenden, denn jede Nullstelle von f,..., fs ist Nullstelle von (fi,..., fs)s und damit
auch von (fi,..., fs)o N Doy. Es bleibt lediglich zu entscheiden, wann ein System eine
endliche Losungsmenge besitzt. Aber dies ist gerade dann der Fall, wenn das differentielle
Ideal (f1,..., fs)o null-dimensional ist und Ordnung Null besitzt.

Nach dem differentiellen Nullstellensatz besitzen I = (fi,..., fs)o und sein Radi-
kal /T die gleiche Nullstellenmenge. Zudem haben beide die gleiche Ordnung und die
zugehorigen Faktorringe die gleiche Dimension. Fiir die Untersuchung des Systems &
hinsichtlich der Existenz von nur endlich vielen Losungen kénnen wir I also als das
Verschwindungsideal einer Punktmenge X C K" annehmen.

Satz 3.3.1. Sei X = {py,...,ps} C K" eine endliche Menge von Punkten.

a) Das Verschwindungsideal Z(X) C D von X ist null-dimensional.

b) Es gilt ord(Z(X)) = 0.

c) Fir jede stabile differentielle Termordnung o auf T™ besitzt Z(X) eine endliche
differentielle o-Grobnerbasis.

Beweis. Wie in Bemerkung 1.3.2 gesehen, gilt Z(X) N K[y;] # {0} firi = 1,... n, falls
X eine endliche Punktmenge ist. Also ist das Ideal Z(X) insbesondere null-dimensional.

Weiter sei f; € Z(X) N KJy,] fir i = 1,...,n ein von Null verschiedenes Polynom
und p C D ein differentielles Primideal, welches in der Primidealzerlegung von Z(X)
vorkommt. Ist 7 ein ordentliches Ranking auf D™ und G C D eine reduzierte differentielle
7-Pseudo-Grobnerbasis von p, so pseudo-reduziert jedes f; nach Satz 1.6.4 bzgl. G zu
Null. Wegen ord(f;) = 0 fiir ¢ = 1, ..., n existieren also Polynome g1, ..., g, € G, so dass
LD, (g;) = y; und damit ord(g;) = 0 fiir ¢ = 1,...,n gilt. Da G hochstens n Elemente
umfasst, folgt G C Klyy,...,yn], d.h das Ideal p besitzt die Ordnung Null und daher
auch Z(X).

Fiir Aussage c¢) geniigt es nach Satz 2.4.7 zu zeigen, dass fiir i = 1,...,n eine Zahl
k; € Ny existiert, so dass yi(ki) im Leittermideal von Z(X) liegt. Dazu schreiben wir
pi = (Pity .- Din) Mit Pi1,...,pin € K fiir i = 1,... s und betrachten fiir ein festes

i€ {1,...,n} die Vektoren v; = (p%_l),...,pg_l)) € K°fir j =1,...,s+ 1. Sei nun



84 Kapitel 3 Anwendungen

r € {1,...,s+ 1} minimal mit der Eigenschaft, dass vq,...,v, iiber K linear abhéingig
sind. Dann existieren \{,...,\._1 € K, so dass die Gleichung v, — Z;;i Ajv; = 0

erfiillt ist. Damit ist das Polynom ¢; = yzm - Z;;i )\jyi(j ) ein Element von Z (X) mit
LT, (g:) = v". =

Ist das differentielle Ideal (f1,. .., fs)s nicht null-dimensional oder besitzt es eine von
Null verschiedene Ordnung, so existieren also unendlich viele Losungen des zugehorigen
Systems S. Beides konnen wir mit den Ergebnissen aus Abschnitt 1.8 nachpriifen.

Der folgende Satz stellt nun zusétzlich einen Zusammenhang zu dem algebraischen
Ideal (f1,..., fs)o N Dy her, der den Schliissel zur eigentlichen Berechnung der Losungs-
menge liefert.

Satz 3.3.2. Ser X C K" eine Menge von Punkten. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

a) Die Menge X ist endlich.

b) Das algebraische Ideal Z(X); C D; ist fiir jedes i € Ny null-dimensional.

¢) Das Ideal Z(X) ist null-dimensional und besitzt Ordnung Null.

d) Esist D;)Z(X); fir jedes i € Nqy ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum.
e) Es ist D/T(X) ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

Beweis. Fiir die Aquivalenz von a), b) und d) verweisen wir auf [14], Proposition 3.7.1.
Weiter folgt c¢) aus a) nach obigem Satz, und c¢) impliziert wiederum b), da mit Z(X)
insbesondere Z(X), null-dimensional ist.

Da auch d) offensichtlich aus e) folgt, geniigt es, die Implikation ¢) = e) zu zeigen.
Dazu betrachten wir die Nicht-Leitterme von Z(X) bzgl. einer strikt stabilen differenti-
ellen Termordnung o auf T", da deren Restklassen nach Macaulays Basissatz eine Basis
des K-Vektorraums D/Z(X) bilden. Da Z(X) null-dimensional und damit X endlich ist,
besitzt Z(X) nach obigem Satz eine endliche differentielle o-Grobnerbasis. Dies impli-

ziert ygk") € LT,(Z(X)) nach Satz 2.4.6 fur ¢ = 1,...,n und gewisse ky,...,k, € No.
Also sind alle Nicht-Leitterme Elemente von Dy mit k& = max{ky,...,k,}. Da der Vek-
torraum Dy /Z(X); nach d) aber endliche Dimension hat, kann es auch nur endlich viele

solcher Nicht-Leitterme geben. O]

Besitzt das System S endlich viele Losungen, so ist die Nullstellenmenge des alge-
braischen Ideals Iy = (fi,..., fs)o N Dy also ebenfalls endlich. Letzteres konnen wir nun
mit Satz 3.1.6 bestimmen. Dazu wéahlen wir eine strikt stabile ordnungskompatible diffe-
rentielle Termordnung o auf T" und berechnen mit der Prozedur Dif£GB eine zugehori-
ge differentielle o-Grobnerbasis G. Die Prozedur terminiert dabei, da das differentielle
Ideal (fi,..., fs)s null-dimensional ist und nach Satz 3.3.1 eine endliche differentielle
o-Grobnerbasis besitzt. Dann ist Gy = G N Dy eine Grobnerbasis des Ideal Iy und wir
konnen mit [14], Korollar 3.7.26 alle Losungen des algebraischen Systems Sy, bestehend
aus den Gleichungen g(y1,...,y,) = 0 mit g € Gy, bestimmen. Diejenigen Losungen, die
auch S erfiillen, bilden schliellich die Lésungsmenge von S.
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3.4 Der differentielle Buchberger-Maller-Algorithmus

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit einer weiteren klassischen Anwendung der
Grobnerbasistheorie befassen. Dabei handelt es sich um die Frage, wie das Verschwin-
dungsideal einer Punktemenge X = {pi,...,ps} C K" bestimmt werden kann, also
gerade die Umkehrung der Problemstellung des vorherigen Abschnitts. Eine Antwort
darauf liefert der sogenannte Buchberger-Moller-Algorithmus. Wie in [4] beschrieben,
berechnet dieser mit Mitteln der linearen Algebra eine Grobnerbasis des zugehdrigen
Verschwindungsideals in K|z, ..., z,].

Wir wollen nun die beschriebenen Uberlegungen auf den differentiellen Fall iibertragen
und eine entsprechende Version des Algorithmus formulieren. Es sei daran erinnert, dass
zu jeder Koordinate eines Punktes p; auch deren Derivationen unter 0 definiert sind.
Gesucht ist nun das Verschwindungsideal Z(X) von X, wobei hier fiir jedes Element
f € Z(X) auch f®)(p;) =0 gilt fiir alle k >0und i =1,...,s.

SchlieBllich befassen wir uns noch mit der Frage, wie das Ideal Z(X) berechnet werden
kann, falls fiir jeden Punkt p; € X nur die Werte p§°), cee pZ(N) fiir ein N € Ny bekannt
sind. Diese Fragestellung tritt zum Beispiel auf, wenn die differentiellen Unbestimmten
reelle Funktionen in einer Unbestimmten darstellen, deren Funktionswerte nur bis zur
Ordnung N bestimmt werden koénnen.

In diesem Abschnitt sei wieder D = K{yi, ..., y,} der differentielle Polynomring und
o eine differentielle Termordnung auf T". Weiter sei s > 1 und X = {py,...,ps} C K"
eine Menge von Punkten.

In Abschnitt 1.3 haben wir bereits gesehen, dass das Verschwindungsideal Z(X) ein
differentielles Radikalideal ist. Ferner besitzt dieses nach Satz 3.3.1 fiir jede stabile dif-
ferentielle Termordnung eine endliche differentielle Grobnerbasis. Fine solche liefert nun
der folgende Algorithmus.

Satz 3.4.1 (Differentieller Buchberger-Moller-Algorithmus).
Seit X = {p1,...,ps} C K" und o eine stabile differentielle Termordnung auf T". Wir
betrachten die folgenden Instruktionen:
1) Setze O={1},t1, =1,G=0,r=1undv, =(1,...,1) € K°.
2) Gilt T"\O = {tLT,(¢™) |t € T",g € G,k € Ny}, so gib (G,0) aus und stoppe.
Ansonsten sei t,1 der bzgl. o kleinste Term in T"\O, der nicht in der Menge
{tLT,(¢®™) |t € T" g € G,k € Ny} enthalten ist.

3) Bestimme v, = (t41(p1), ..., ter1(ps)) € K® und priife vy, ..., v,41 auf lineare
Unabhdngigkeit. Sind die Vektoren linear abhdngig, so fige g = t,.1—cit1—- - -—c.t,
zu G hinzu, wobei v,y = c1vy + -+ + v, mit ¢1,..., ¢, € K, und fahre mit 2)
fort.

4) Fige den Term t,,1 zu O hinzu, ersetze v durch r + 1 und fahre mit 2) fort.

Dies ist ein Algorithmus, der nach endlich vielen Schritten ein Paar (G,O) ausgibt,
wobei G eine endliche differentielle o-Grébnerbasis von Z(X) ist und die Restklassen
der Elemente von O eine Basis des K-Vektorraums D/Z(X) bilden.
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Beweis. Wir beweisen zunéchst, dass der Algorithmus terminiert. Dafiir ist zu zeigen,
dass die Schritte 3) und 4) nur endlich oft ausgefithrt werden. Fiir Schritt 4) ist dies
offensichtlich der Fall, denn es kénnen maximal s Vektoren linear unabhéngig sein. Es
bleibt noch zu zeigen, dass die Menge G nur endlich oft vergrofiert wird. O.B.d.A. sei
dazu y; die bzgl. o kleinste differentielle Unbestimmte. Angenommen, ygs) ist zu keinem
Zeitpunkt ein Element der Menge T = {tLT,(¢"®) | t € T", g € G,k € Ngy}. Dies

wiirde bedeuten, dass y\* und damit auch die Derivate yS, ..., y{ nie in Schritt 2)
ausgewahlt werden, da dann bereits 1, yq, . .. ,ygs_l) in O ldgen. Also sind alle Terme, die

in Schritt 3) betrachtet werden, Elemente von D, . In T,_; gilt aber Dicksons Lemma,
d.h. die Menge LT,{G} kann nur endlich oft vergréfert und damit nur endlich oft ein
Polynom zu G hinzugefiigt werden, womit wir einen Widerspruch erhalten. Analog folgt
yZ(s) € T auch fiir jedes i € {2,...,n}. Damit ist G zu jedem Zeitpunkt eine Teilmenge
von D, kann also nur endlich oft vergréflert werden.

Fiir den Beweis der Korrektheit des Algorithmus nehmen wir an, dass es ein Polynom
f € Z(X)\{0} gibt, welches bzgl. G nicht zu Null reduziert. Wegen G' C Z(X) diirfen
wir zunédchst f als bzgl. G reduziert voraussetzen. Dann wird jeder Term ¢ € Supp(f)
im Laufe des Algorithmus zu O hinzugefiigt. Die zugehorigen Vektoren (¢(p;),. .., t(ps))
sind damit linear unabhéngig im Widerspruch zu (f(p1),..., f(ps)) = (0,...,0).

Schlieflich bildet die Menge der Restklassen der Elemente in O offensichtlich eine
Basis von D/Z(X), denn jeder Term, der nicht Element von 7" ist, wird in Schritt 4) des
Algorithmus zu O hinzugefiigt. 0

Es ist noch zu erwdahnen, dass in dem Algorithmus nicht beschrieben wird, auf welche
Weise in Schritt 2) die Mengengleichheit T™ = {t LT,(¢™) |t € T", g € G,k € No} U O
iiberpriift und der als néchstes zu betrachtende Term ¢,.; ermittelt wird. Wir wollen
daher eine neue Version des differentiellen Buchberger-Méller-Algorithmus angeben, in
der wir aus Effizienzgriinden zudem mehrere Terme gleichzeitig abarbeiten. Dabei be-
zeichne wie gewohnt T} fiir jedes ¢+ € Ny die Menge aller Terme der Ordnung ¢, wobei
wir zusitzlich T"; = () setzen.

Satz 3.4.2. Sei X = {p1,...,ps} C K" und o eine strikt stabile ordnungskompatible
differentielle Termordnung auf T", die auf TI\T} , fir jedes i € Ng gradkompatibel ist.
Wir betrachten die folgenden Instruktionen:

1) Setze O ={1}, 1 =1, Q ={g1}, G=0 und r = 1. Weiter seii =0, d =1 und
M= (1,...,1) € Mat ((K).

2) Sei T = {ty,...,t;} CT!N\T? | die Menge aller Terme vom Grad d, die nicht in
{tLT,(¢™) |t € T", g € G,k € Ny} enthalten sind. Gilt T =0 und d = 1, so gib
(G,0) aus und stoppe. Gilt T =) und d > 1, so ersetze i durch i+ 1, d durch 1
und fahre mit 2) fort.

3) Forme die Matrix
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mit t, <, te <y -+ <, t; und bestimme eine Matriz C = (¢;j) € Mat, . (K) mit

((bj)?jl ,,,,, l) =CA,

so dass fir j = 1,...,1 der erste von Null verschiedene Eintrag b;, von b; gleich
Eins und zugleich der einzige von Null verschiedene Fintrag der k-ten Spalte von
CA ist.

4) Berechne g; = t; — 727" cingr fiir aufsteigendes j = 1,...,1. Gilt b; = (0,...,0),
so fiige das Polynom g; zu G hinzu. Andernfalls fige g,11 = g; 2u Q, den Term t;
zu O sowie bj zu M hinzu und ersetze v durch r + 1.

5) Ersetze d durch d + 1 und fahre mit 2) fort.

Dies ist ein Algorithmus, der nach endlich vielen Schritten ein Paar (G,0O) ausgibt,
wobei G eine endliche differentielle o-Grébnerbasis von Z(X) ist und die Restklassen
der Elemente von O eine Basis des K-Vektorraums D /Z(X) bilden.

Beweis. Der Algorithmus terminiert aus denselben Griinden wie der differentielle Buch-
berger-Moller-Algorithmus, denn auch hier werden die verbliebenen Terme aufsteigend
bzgl. o abgearbeitet. Gilt dabei zu einem Zeitpunkt 7 = (), so ist jeder Term in T}
vom Grad d bereits Element der Menge {t LT,(¢®) | t € T", g € G,k € Ng}. Da jeder
Term in T} hoheren Grades Vielfaches eines Terms in T} vom Grad d ist, gilt dies also
auch fiir alle iibrigen Terme der Ordnung ¢ und es kann mit der Betrachtung der Terme
in T7,, fortgefahren werden. Gilt schliefllich 7 = ) und d = 1, so ist jeder Term der
Ordnung gréBer oder gleich i Vielfaches des Terms LT, (g®*)) fiir ein g € G und ein k& > 0.
Auch die Korrektheit des Algorithmus folgt analog zu Satz 3.4.1. m

Der Algorithmus berechnet zunéchst das algebraische Verschwindungsideal Z(X),.
Fir i > 1 werden dann die zusétzlichen differentiellen Relationen der Punkte bestimmt.
Zudem erhalten wir eine differentielle Grébnerbasis mit Elementen moglichst kleiner
Ordnung.

Bemerkung 3.4.3. Die Vorgehensweise bei der Wahl der als néichstes zu betrachtenden
Terme kann je nach Bedarf auch angepasst werden.

a) Ist eine differentielle Grobnerbasis aus gradkleinen Polynomen gesucht, so wéhlen
wir eine strikt stabile gradkompatible differentielle Termordnung, die auf der Men-
ge aller Terme eines Grades ordnungskompatibel ist. Zudem ist der zweite Schritt
derart abzuindern, dass der Algorithmus stoppt, sobald 7 = () und ¢ = 0 gilt, oder
im Fall ¢ > 0 den Grad d erhoht. Entsprechend wird in Schritt 5) die Ordnung 4
durch 7 4 1 ersetzt.

b) Alternativ kann auch eine strikt stabile differentielle Termordnung o verwendet
werden, die kompatibel mit der Abbildung w : T" — Ny, w(t) = deg(t) + w(t)
ist. In diesem Fall umfasst 7" in Schritt 2) jeweils diejenigen Terme, fiir die w den
gleichen Wert liefert. Der Algorithmus stoppt dann genau an dem Zeitpunkt, an
dem 7 in Schritt 2) als leere Menge initialisiert wird.
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Im verbleibenden Teil dieses Abschnitts wollen wir uns mit der Situation beschéafti-
gen, dass die differentiellen Unbestimmten vy, ..., y, Funktionen in einer zusétzlichen
Unbestimmten z sind. Mit Hilfe einer solchen Betrachtungsweise lassen sich viele Anwen-
dungsprobleme beschreiben. Eine differentielle Unbestimmte y; kann zum Beispiel einer
physikalischen Grofie wie Druck oder Temperatur entsprechen, die wiederum von der Zeit
abhédngen kann. Das Derivat yfl) steht dann offensichtlich fiir die zeitliche Verdnderung
der Messgrofe.

Im Folgenden betrachten wir also unendlich oft differenzierbare Funktionen ¢q, ..., ¢,
mit ¢; : K — K fiir ¢« = 1,...,n, die nicht explizit gegeben sind, sondern deren
Funktionswerte fiir feste Werte x4, ..., x, € K bekannt sind. Dariiber hinaus seien auch

die Werte fiir deren Ableitungen bis zu einer gewissen Ordnung verfiigbar, d.h. es gibt
eine Zahl N € Ny, so dass fiir i = 1,...,nund 7 = 1,...,s die Werte gogk)(a:j) fiir
0 < k < N gegeben sind.

Wir suchen nun wieder nach allen differentiellen Relationen zwischen ¢y, ..., ¢,, al-
so nach allen Polynomen f € D, fiir die die Einsetzung ygk) — <p§k) fiir alle £ > 0
und ¢ = 1,...,n Null ergibt. Wir notieren die Menge dieser Polynome im Folgen-
den mit Z (g1, ..., ¢,). Fir die Berechnung von Z(p1, ..., ¢,) haben wir aber lediglich
die Funktionswerte an den Stellen z1,...,z, zur Verfiigung. Ein erster Ansatz ist nun
die Bestimmung des zugehorigen algebraischen Verschwindungsideals im Polynomring
K[yz(k) |i=1,...,n,0 <k < NJ]. Damit ergeben sich aber auch Polynome, deren Deriva-
tionen keine Relationen liefern, also Polynome, die mit Sicherheit nicht zu Z (1, ..., ¢y,)
gehoren. Demnach wére es verniinftig, zusétzliche Bedingungen an die gesuchten Polyno-
me zu stellen. So miissten also fiir jedes f auch deren Derivationen f*) im algebraischen
Verschwindungsideal liegen. Diese Idee wurde bereits in [17] verfolgt. Marinari, Moller
und Mora geben dazu einen verallgemeinerten Buchberger-Mdéller-Algorithmus an, der
fiir ein durch Funktionale bestimmtes Verschwindungsideal eine Grobnerbasis berechnet.

In unserer Situation ergeben sich hierbei zunéchst zwei weitere Probleme. Zum einen

haben wir fiir jedes i € {1,...,n} nur Informationen iiber die ersten N Derivationen
von ¢;, und zum anderen sind die Werte 8(g0§k)(xj)) und cpgkﬂ)(a:j) im Allgemeinen
verschieden. Daher verwenden wir im Weiteren die Einsetzhomomorphismen vy, . .., 1
mit
(k) gol(k) (zj) , fallsk <N
yi —
0 , falls k> N
firi=1,...,nund j =1,...,s bzw. den K-Algebrenhomomorphismus
v:D — K°

f — (wl(f)aaqu)s(f))

Es bleibt jetzt lediglich noch die Frage zu beantworten, wie Derivate der Ordnung
echt grofler als N behandelt werden sollen. Hierfiir gibt es zunéchst mehrere Ansétze.
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Eine erste Moglichkeit besteht darin, die Werte der Funktionen ¢, ..., ¢, als ver-
schwindend klein anzunehmen. Diese Annahme wiirde zur Berechnung des differentiel-
len Ideals ker(t)) fiihren. Jedoch muss ein Polynom f € Z(y1,...,¢,) nicht notwendi-
gerweise in ker(v) liegen. Dies ist Folge der zusitzlichen Bedingung ¢;(f*) = 0 fiir
k> N —ord(f).

Einen moglichen Ausweg konnte nun die Beschrinkung unserer Forderung an f*) auf
alle k € Ny, fiir die ord(f®) < N gilt, liefern. Leider bildet die Menge

{f € Dy | f® € ker(z) fiir alle k > 0 mit ord(f*®) < N}

dieser Polynome kein Ideal von Dy. Denn fiir zwei solcher Polynome in Dy\Dy_; kann
deren Summe in Dy_1\ ker(¢ o ) liegen.

Daher verbleibt nur der mit den Uberlegungen in [17] konforme Ansatz, die Polynom-
menge

={feD,|f% eker(y) fiir 0 <k < N —m}
:ker(w)ﬁker(woa) N---Nker(y o 0NN D,

fiir ein m € Ng mit m < N zu berechnen. Dabei entspricht Iy gerade dem algebraischen

Verschwindungsideal der Punkte pi,...,ps € K™™ D in Dy, wobei wir
0 N
pi = (@7 (@)t (@), o), o ()
fir j =1,...,s setzen. Letzteres bezeichnen wir im Folgenden mit Z({p1,...,ps}).

Die verschiedenen Verschwindungsideale hdngen nun wie folgt zusammen.

Satz 3.4.4. Seim &€ Ny mit m < N.

a) Es ist I, ein Ideal von D,,.
b) Ist m < N, so gilt I, C L,.1 0 Dp,.
c) Es git Z(p1, ..., 00) N D € 1y, CI(H{p1,---,ps}) N Dy

Beweis. Die Aussage b) folgt direkt aus der Definition der Menge I,, und c) aus der
Tatsache, dass fiir jedes f € Z(1,...,¢n) N D, und jedes k > 0 das Polynom f&*) ein
Element des Kerns von ) ist.

Es bleibt noch a) zu zeigen. Wir betrachten dazu Polynome f,g € I,,. Wegen der
Additivitét von ¢ und O fiir k = 0,..., N —m gilt dann auch f + g € I,,,. Des Weiteren
ergibt sich fiir jedes h € D, aus 1;(3*(hf)) = Yoo (W) (F*9) fir j = 1,...,s
schlieBlich hf € I,,,. m

Eine geeignete Anpassung des iiblichen Buchberger-Moller-Algorithmus ermdoglicht
nun die Berechnung des Ideals I, fiir 0 < m < N. Dazu betrachten wir fiir einen Term
t € T? anstatt des Auswertungsvektors ¥(t) den Vektor (i(t),¥(tM), ... (tN=™)),
um genau die Polynome in Z({py,...,ps}) zu finden, die auch den zusétzlichen deriva-
tiven Bedingungen geniigen.
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Satz 3.4.5. Sei m € Ny mit m < N und o eine Termordnung auf 'L, . Wir betrachten
die folgenden Instruktionen:
1) Setze O={1}, i =1, G =0, 7 =1 und v; = (vi1, ..., 01 (N-mt1)s) € KO "mHDs
mitvy; =1 firi=1,...,s undvy; =0 firj=s+1,...,(N —m+1)s.
2) Bestimme den bzgl. o kleinsten Term t,.q in Ty \{tLT,(g) | t € T ,g € G}.
Ezistiert solch ein Term nicht, so gib (G,0O) aus und stoppe.

3) Bestimme v,y = (w(tﬁ)l))k:g 77777 Nem € KW=m4Ds und prife vy, ..., vepq auf li-
neare Unabhdngigkeit. Sind die Vektoren linear abhdingig, so fige das Polynom
g =ty —city — -+ — ¢ty zu G hinzu, wobei v.11 = civ; + -+ + cv,. 15t mit

1y ..., ¢ € K, und fahre mit 2) fort.
4) Fige den Term t,1 zu O hinzu, ersetze v durch r + 1 und fahre mit 2) fort.

Dies ist ein Algorithmus, der nach endlich vielen Schritten ein Paar (G,O) ausgibt,
wobei G eine o-Grobnerbasis von I, ist und die Restklassen der Elemente von O eine
Basis des K-Vektorraums D,,/1I,, bilden.

Beweis. Der Algorithmus terminiert, da es in KV =m+Ds hgchstens (N —m + 1)s linear
unabhéngige Vektoren geben kann und zu G nur endlich viele Polynome hinzugefiigt
werden kénnen. Letzteres folgt aus der Tatsache, dass die Menge LT, {G} wegen Dicksons
Lemma im Verlauf des Algorithmus nur endlich oft erweitert werden kann.

Fiir den Beweis der Korrektheit sei f € 1,,\{0}. Esist f algebraisch reduzibel bzgl. G,
denn die Vektoren (¢(t),...,¢(t™=))) mit ¢ € Supp(f) sind offensichtlich linear
abhéngig. Damit ist G eine o-Grobnerbasis von I,,, und O eine K-Basis von D,,/I,,. O

Fiir m = N berechnet der obige Algorithmus gerade das algebraische Verschwindungs-
ideal Z({p1,...,ps}) € Dy. Zudem geht aus dem Beweis hervor, dass die Dimension des
K-Vektorraums D,, /1, stets kleiner oder gleich (N —m + 1)s ist. In praxisnahen Bei-
spielen gilt hierbei zumeist die Gleichheit, im Allgemeinen jedoch nicht.

Wie fiir den differentiellen Buchberger-Moller-Algorithmus kénnen wir auch hier eine
Modifikation vornehmen, so dass in einem Schritt mehrere Terme zugleich bearbeitet
werden. Dabei liegt es nahe, schrittweise alle Terme eines Grades zu betrachten. Not-
wendigerweise miissen wir uns dazu auf gradkompatible Termordnungen beschranken.

Korollar 3.4.6. Sei m € Ny mit m < N und o eine gradkompatible Termordnung
auf T . Wir betrachten die folgenden Instruktionen:

1) Setze O = {1}, g1 = 1, Q = {1}, G = 0 und r = 1. Weiter sei d = 1 und
M = (]_, ce 1) € MatL(N_m_;,_l)s(K).

2) Sei T = {t1,...,t;} C Tr die Menge aller Terme vom Grad d, die nicht in
{tLT,(g) | t € T, g € G} enthalten sind. Gilt T = ), so gib (G,0) aus und
stoppe.

3) Forme die Matrix
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mit t, <, te <y -+ <, t; und bestimme eine Matriz C = (¢;j) € Mat, . (K) mit

((bj)?jl ,,,,, l) =CA,

so dass fir j = 1,...,1 der erste von Null verschiedene Eintrag b, von b; gleich
Eins und zugleich der einzige von Null verschiedene Fintrag der k-ten Spalte von
CA ist.

4) Berechne g; = t; — 7,;271 cikgr fir aufsteigendes j =1,...,1. Giltb; = (0,...,0),
so flige das Polynom g; zu G hinzu. Andernfalls fiige g,41 = g; zu @, den Term t;
zu O sowie bj zu M hinzu und ersetze r durch r + 1.

5) Ersetze d durch d+ 1 und fahre mit 2) fort.

Dies ist ein Algorithmus, der nach endlich vielen Schritten ein Paar (G,O) ausgibt,
wobet G eine o-Grobnerbasis von I, ist und die Restklassen der Elemente von O eine
Basis des K-Vektorraums D,, /I, bilden.

Beweis. Das Terminieren und die Korrektheit des Algorithmus folgen wie im Beweis zu
Satz 3.4.5. O
Beispiel 3.4.7.

a) Wir betrachten die Funktionen ¢; : R — R,z — 2? und ¢ : R — R,z — =z
aus Beispiel 3.2.6, deren Funktionswerte an den Stellen z; = 0, x5 = 1 und
x3 = —1 bis zur Ordnung 2 vorliegen. Wir wahlen m = 1 und verwenden fiir

]R[yl,ygl),yg,yél)] wieder die Termordnung Lex mit ygl) > yél) > y; > yo. Wen-

den wir nun den Algorithmus aus Satz 3.4.5 an, so ergeben sich fiir die Terme
1, 92,92, vy3, y5 die linear unabhiingigen Vektoren

v =(1,1,1,0,0,0)

vy = (0,1,—1,0,3,3)
vs = (0,1,1,0,6,—6)
vi = (0,1,-1,0,9,9
vs = (0,1,1,0,12, —12)

3

Fiir y5 liegt der zugehorige Vektor v = (0,1, —1,0,15,15) in (v1, ..., v5)Rr, genauer
gilt v = —vy + 2v4. Also ist y5 — 2y5 + yo das erste Element von G. Auf die gleiche
Weise finden wir auch die iibrigen Polynome und erhalten fiir G die Menge

1
{03 — 23 + o,y + 203 — 5y3,y + 2y — 343,

1 1

uiys + 3u3 — 503, (1) + Bk — 203

Jedes Polynom in Z(¢1,¢2) N R[yl,yg)?y%yél)} reduziert nun bzgl. G zu Null.
Zudem ist (G) eine echte Teilmenge des algebraischen Verschwindungsideals

1 1
W3 — ya, 11 — v2, 45" = 3u2, 4t — 2u,).
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b) Wir suchen nun alle differentiellen Relationen der Sinus- und Cosinusfunktion bis

zur Ordnung Eins. Dazu seien die Werte beider Funktionen an den Stellen x; = 0,

To = §,x3 = 7 und 14 = 37“ bis zur zweiten Ordnung gegeben. Wir wollen nun
Korollar 3.4.6 mit m = 1 anwenden und wéhlen daher die Termordnung DegLex mit
yél) > y%l) > Yo > 1yy. Im Schritt d = 1 betrachten wir nun die Terme vy, yo, y%l), yél)
und die Matrix
11 1 1 0 0 00
6o 1 0 -1 1 0 -10
1 0 -1 0 0 -1 01
1 0 -1 0 0 -1 01
0 -1 0 1 -1 0 10
mit Zeilenstufenform
11 1 10 0 0O
01 -11 0 -10
00 -2 -21 -1 -1 1
0o o0 00 0 00
0o o0 00 0 00
Da sich zwei Nullzeilen ergeben, werden die zugehorigen Polynome yil) — 9o und

yél) +11 zu G hinzugefiigt. Zudem wird die Menge ) um y; und ys+y; — 1 erweitert.

Fiir d = 2 und die Terme vy, y199, 95 erhalten wir nach Zeilenumformungen die
Matrix

11 1 1 O O 0 O
01 o0-1 1 0 -1 0
00 -2 -2 1 -1 -1 1
oo o0 2 -1 0 1 0
oo o o 1 -1 1 -1
oo o0 o0 o0 0o 0 0

Es sind also y? — y; und 192 neue Elemente von Q bzw. 35 + y? — 1 von G. Im
Fall d = 3 miissen dann die Terme 33 und y?y, untersucht werden. Dabei ergeben
sich aber keine Nullzeilen. Erst fiir d = 4 und die Terme y}, y3y, ist dies wieder
der Fall und die zugehorige Matrix

11 1 1 0O O O O
01 o0-1 1 0 -1 0
00 -2 -2 1 -1 -1 1
oo o0 2 -1 0 1 0
oo o0 o0 1 -1 1 -1
oo o0 0 0-1 2 -1
oo o0 o0 0 0 -2 2
oo o o0 0 0 0 0
oo o o0 0 0 0 =2
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fithrt zu den aktualisierten Mengen

1 1
G={" =) vy B+ v -1,y — o3}

bzw.

Q={y1,y2+vy1 — 1,yf - yluyly%y? + Y1y2 — Y1,
Yive — Ui — yiye + Y1, Yiye — Yiye}

Da keine Terme hoheren Grades existieren, die nicht Vielfache von y%l), yél), Y3, 1

sind, endet der Algorithmus mit der Ausgabe von G. Wieder erhalten wir ein
genaueres Ergebnis als der {ibliche Buchberger-Moller-Algorithmus, der die Menge

1 1
(Y — g S + e 2+ — 1,8 — )

berechnen wiirde.

3.5 Approximative Methoden

Zum Abschluss wollen wir noch einmal die Problematik am Ende des vorherigen Ab-
schnitts aufgreifen, um einen kurzen Einblick in ein relativ neues Gebiet der Mathematik
zu geben, der Approximativen Algebra oder Numerischen Algebra. Die Leitfrage dabei
ist, inwieweit sich die Algorithmen aus der kommutativen Algebra auf reale Messdaten
anwenden lassen, d.h. auf Daten, deren Genauigkeit im Allgemeinen nicht garantiert ist.
Dies beinhaltet die Anpassung existierender und die Entwicklung neuer Algorithmen, um
eine notige numerische Stabilitdt zu gewéhrleisten. Ein aktuelles Forschungsthema ist
z.B. die Entwicklung einer approximativen Version des Buchberger-Méller-Algorithmus
zur Bestimmung des approzrimativen Verschwindungsideals einer Menge von Punkten,
deren Koordinaten aus Messdaten bestehen. Gesucht sind hierbei Polynome, die an den
exakten Punkten verschwinden. Da diese jedoch nur ,ungefidhr bekannt sind, ist es nahe
liegend, unter diesen Voraussetzungen auch Polynome zu bestimmen, die nur ,,ungefdhr*
an den Messpunkten verschwinden.

In [6] und [10] finden sich hierzu zwei Losungsansitze. Beide formulieren einen appro-
zimativen Buchberger-Mdller-Algorithmus, der jeweils wie der urspriingliche Algorithmus
vorgeht. Sie verwenden jedoch unterschiedliche numerische Methoden, um zu entschei-
den, ob ein Term ein neues Element des gesuchten approximativen Verschwindungsideals
liefert. In [6] wird dazu ein Least Squares Problem gelost, in [10] die Singuldrwertzerle-
gung einer geeigneten Matrix berechnet.

Auch in unserer Situation ist eine Approximation von Interesse. Liegen die Werte der
Funktionen gpgk) an den Stellen x1, ...,z nur ungenau vor, so fithrt die Berechnung des
Ideals I,,, nicht zu dem gewiinschten Ergebnis. Denn das Ideal beschreibt die Polynome,
deren Derivationen bis zur Ordnung N —m exakt an den gegebenen Punkten verschwin-
den, und enthélt daher keine Informationen iiber die exakten Punkte. Wiinschenswert
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wire es, einfache Relationen zu finden, die die geforderten Bedingungen beinahe erfiillen,
z.B. Polynome mit moglichst kleinem Grad.

Zur Bestimmung einer geeigneten Approximation der Ideale Iy, ..., Iy werden wir so-
wohl den Ansatz in [6] als auch den in [10] verfolgen. Dazu betrachten wir im Folgenden
den differentiellen Polynomring D = R{y,...,y,} in n differentiellen Unbestimmten
iiber dem Korper der reellen Zahlen. Dabei bezeichne || f|| fiir jedes Polynom f € D
die euklidische Norm des Koeffizientenvektors von f und ||A|r die Frobeniusnorm der
Matrix A € Mat,,;(R). Des Weiteren betrachten wir wieder Funktionen ¢, ..., ¢, mit
v; : R — R, deren Funktionswerte in x1,...,x, € R bis zur Ordnung N € Nj
bekannt sind. Diese notieren wir erneut mit py,...,ps, wobei wir nach geeigneter Ska-
lierung annehmen diirfen, dass pi,...,ps € [—1, 1]+ gilt. Analog verwenden wir
die Algebrenhomomorphismen vy, ...,1, bzw. . Zusétzlich sei noch die Abbildung
Uy D — RW-—m4Ds £, (@D(f(k)))kzo,...,me definiert.

Der zentrale Schritt beim Buchberger-Moller-Algorithmus ist die Uberpriifung der li-
nearen Abhéngigkeit von Vektoren, die den Auswertungen von Termen in den gegebenen
Punkten entspricht. In unserem Fall testen wir, ob der Vektor v, ; = (w(tﬁk)))k:07,,,7 Nem
aus Satz 3.4.5 ein Element des R-Vektorraums (vy,...,v,)gr ist. Dies ist der Punkt,
in dem nun numerische Methoden zum Einsatz kommen. In [6] findet sich dazu eine
Definition der ,numerischen® Vektorraumzugehorigkeit. Ein Vektor v,,; liegt demnach
numerisch in V' = (vq, ..., v,)r, wenn fiir die zu V' orthogonale Komponente v von v,
die Bedingung || v ||, < € - || vp41||5 fiir ein festes ¢ € R, erfiillt ist. Wir miissen mit
dieser Uberlegung also iiberpriifen, ob || v,41 — (v,...,0,) T |ly, < € - || vps1ll, fiir eine
Losung T des Least Squares Problems (vy, ...,v,)z = v,41 gilt. Fiir die Berechnung der
Losungen eines Least Squares Problems Ax = b verweisen wir auf den folgenden Satz
aus der Numerik.

Satz 3.5.1. Sei A € Mat,, ,,(R) und b € R™. Dann ezistiert eine Lisung T € R"™ der
Gleichung
Ib = Azl = min{[|b — Ay[, | y € R"},

und fiir jede weitere Lisung T € R™ gilt © — T € {x € R" | Az = 0} und AT Az = ATD.
Beweis. Siehe [9], Abschnitt 6.1. O

Die oben beschriebene Vorgehensweise im Buchberger-Moller-Algorithmus fiihrt zu
der Berechnung eines Ideals, das in [10] als e-approximatives Verschwindungsideal be-
zeichnet wird.

Definition 3.5.2. Ein Ideal I C Dy heiflt ein e-approximatives Verschwindungsideal
von {p1,...,ps}, falls es ein Erzeugendensystem G C Dy von I gibt, so dass fiir jedes

geGgilt [, <e- gl

Auf die gleiche Weise lassen sich auch die Ideale I,,, mit 0 < m < N approximieren.
Unter einer e-Approximation von I, verstehen wir dabei ein Ideal I C D,,, welches ein
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Erzeugendensystem G C D,, besitzt mit || (g®)|, < e - || || fiir jedes ¢ € G und
jedes k € {0,..., N — m}. Fiir die Berechnung eines solchen Ideals gehen wir nun wie
oben beschrieben vor.

Satz 3.5.3. Sei m € Ny mit m < N, o eine Termordnung auf T, unde € Ry. Wir
betrachten die folgenden Instruktionen:

1) Setzety =1, O ={1}, G=0,r =1 und v1 = (v11,...,V1,(Nom+1)s) € RW-m+1)s
mitvy; =1 firi=1,....,s undvy; =0 firj=s+1,...,(N —m+1)s.

2) Bestimme den bzgl. o kleinsten Term t,., in Tp\{tLT,(g) | t € Tr,9 € G}.
Ezistiert solch ein Term nicht, so gib G aus und stoppe.

3) Bestimme v,y = (w(t&)l))k:o Nem € RW=H1s ynd eine Lisung ¢ € R” des

.....

Least Squares Problems (vy,...,v.)x = v.11. Gilt dabei
[vr1 = (1, vr) elly < e [y,
so fige g =t,41 — c1ty — -+ — ¢ty 2u G hinzu und fahre mit 2) fort.

4) Fiige t.11 zu O hinzu, ersetze r durch r + 1 und fahre mit 2) fort.

Dies ist ein Algorithmus, der nach endlich vielen Schritten eine Menge G ausgibt, so
dass fiir jedes g € G gilt

[9a®)ll, < e/s SNy deg(LTo (9))*
mit0 <k <N -—m.

Beweis. Der Algorithmus terminiert, da zum einen die Anzahl r der Auswertungsvek-
toren nur endlich oft vergréfiert werden kann und zum anderen nach Dicksons Lemma
nur endlich viele Polynome zu G hinzugefiigt werden kénnen.

Ein Polynom ¢g € D,, wird insbesondere nur dann in Schritt 3) zu G hinzugefiigt,
wenn die Bedingung [|9(g™)||, < & - | ¥ n_m(LT,(9))]|, fiir k = 0,..., N —m erfiillt ist.
Wegen py, ..., ps € [—1, ]+ gilt dabei zuniichst [|1/(0* LT, (g))|l, <+/deg(LT,(g))*s

Insgesamt ergibt sich daraus die behauptete Abschétzung. O]

Der Fehlerabschétzung léasst sich entnehmen, dass die Genauigkeit der Approximation
fiir groBere Ordnungen abnimmt und die gradkleinen Polynome die besten Approxima-
tionen liefern.

Die Ausgabe des obigen Algorithmus muss im Allgemeinen aber keine Grobnerbasis
sein. Es muss auch nicht jedes Polynom, welches auf den Punkten py,...,ps geeignet
verschwindet, in (G) liegen. Daher stellt sich die Frage, ob es einen Zusammenhang
zwischen G und dem Ideal I, = I,,(X) zu der Punktmenge X = {py,...,ps} gibt.

Dazu betrachten wir eine Punktmenge X = {P1,...,Ps}, die in der Nihe von X liegt,
d.h.esgibtein d € [0,1], so dass |p;;—pij| < 0-|pi;| firi =1,...,sundj =1,...,(N+1)n
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gilt. Fiir das zugehorige Ideal I,,(X) C D,, sei dabei O identisch mit T" \ LT,{Z,,(X)}.
Zusétzlich nehmen wir an, dass die Dimension des R-Vektorraums D, /1, (X) gleich
(N —m+ 1)s ist. Diese Annahme fiihrt nur zu einer unwesentlichen Einschrankung, da
fiir empirische Daten iiblicherweise das entsprechende Maximum angenommen wird.
Es ldsst sich nun zeigen, dass die Elemente von G Approximationen der Elemente der
reduzierten o-Grobnerbasis G von I,,,(X) sind, und zwar im folgenden Sinn.

Definition 3.5.4. Sei " C T" eine Menge von Termen und seien f, f € D Polynome
mit f =, cpctbzw. f =3, &t und ¢, ¢ € R fiir jedes t € T'. Fiir ein € € R heifit
f eine e-Approximation von f, falls

If = fH _ | (c: — 5t)teT||2
[rall [ (ce)eerll

<€

erfiillt ist.

Folgen wir den Ausfiihrungen in [6], Abschnitt 4, so ergibt sich eine geeignete Zuord-
nung der Grébnerbasiselemente. Wir verwenden dabei die den Abbildungen ¢y, . .., s, 1),
und Wy, entsprechenden Abbildungen ¢y, . .., %, 9, ¥y, fir die Punkte py,. .., ps
sowie die Matrizen A, A € Mat(n_,11)s(R), deren Spalten gerade den Vektoren Wy _,,(t)

bzw. U N-m(t) fiir ein t € O entsprechen.

Satz 3.5.5. Zu jedem § € G existiert ein Polynom g € G mit LT4(§) = LT,(g) und
6ol _ _ n(A)

lgll 1 —exr(A)

mit €1 = §(dmayx + D)V und ey = § d¥ L /r, wobei k(A) die Konditionszahl von

max

A und dyax der mazimale Grad der Terme in O = {ty,...,t.} ist.

(81 + 82)

Beweis. Wegen T \{tLT,(3) |t € T", g € G} = {t1,...,t,} gibt es zu jedem § € G
ein Polynom g € G mit demselben Leitterm bzgl. 0. Schreiben wir g = LT, (§)+>_;_, éit;
bzw. g = LT, (g) + >\, ¢ty mit &1,..., ¢, ¢r,...,¢ € R, so gilt

1g—9gll 1,00, 9l, le—cl, K(A)
G TGl T, S Toesd

nach dem allgemeinen Storungssatz fiir lineare Gleichungssysteme mit
_ N1 (9)) = Un-mTTo ()l 1A= Ally
VN —m (LT (9))l I Al

Fiir eine genauere Betrachtung der Werte €; und €9 sei nun ¢t € T’ und ¢ € {1,...,s}.
Nach Voraussetzung haben p;; und p;; fiir j = 1,..., (N + 1)n das gleiche Vorzeichen
und es gilt |p;;| < |pi;|- (1+0). Mit einer Fehleranalyse erster Ordnung ergibt sich daher

[i() = a(t)] < [9:(1)] 6 deg(?)

€1
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und daraus
[:(0% LT, (g)) — v:(9* LT, (9))| < 0 deg(LT, ()" - [1)(0" LT, (g))]
< 6 (dmax + 1)+ [$3(0° LT, (9))|

fir k=0,..., N —m. Wegen
s N—m

1UN (L5 (9) = Un-m(LTo(@)l5 =Y > [6:(0* LT,(g)) — i LT, ()
=1 k=0
s N—-m
<3S 6 (e + D2 - [0 LT, (9))
i=1 k=0

< 62 (dipae + 1N | Ty, (LT, (9)) 2

erhalten wir also €1 < §(dpay + 1)V "™FL. Ferner gilt fiir die Frobeniusnorm der Matrix
A — A gerade

I A= Allz —Z 19N -m(t;) = Unom(ts)ll5

<522di&ﬁ )| By (1)

—(52d2N m+1) HA”%

max

Die Aquivalenz der Matrixnormen mit || Al|, < ||Al|lr < /7 || A]l, impliziert schlieBlich
£9 < 5dN m+1 ]

max

Eine andere numerische Methode zur Uberpriifung der Vektorraumzugehorigkeit ver-
wendet die Singuldrwertzerlegung von Matrizen. Fiir genauere Betrachtungen verweisen
wir dabei auf [9].

Satz 3.5.6. Zu jeder Matriz A € Mat,, ,(R) gibt es orthogonale MatrizenU € Mat,,(R),
V € Mat,(R) und eine Diagonalmatriz D = diag(si,...,S,,0,...,0) € Mat,,,,(R) mit
§1> 89> -+ >8>0, so dass gilt A =UDVT.

Beweis. Siehe [9], Theorem 2.3.1. O

Die Zahlen sy,...,s, heilen die Singuldrwerte von A. Sie hidngen insbesondere nur
von der Matrix A ab. Fiir die Singulidrwertzerlegung UDVT gilt insbesondere, dass die
Matrizen D und A den gleichen Rang haben und die letzten n—rank(.A) Spaltenvektoren
von V eine Orthonormalbasis des Kerns von A bilden.

Definition 3.5.7. Sei A € Mat,, ,(R) eine Matrix mit Singulirwertzerlegung YDV,
¢ > 0 und seien sy, ..., s, diejenigen Singuldrwerte von A, die echt grofler als e sind. Ist
D, = diag(s1, ..., sk, 0,...,0) € Mat,, ,(R), so heiBt der Kern der Matrix A, = UD VT
der e-approzimative Kern von A und wird mit apker(.A4, ) notiert.
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Unser urspriingliches Problem war es zu entscheiden, ob der Vektor v,,; ein Element
des R-Vektorraums (v, ..., v,)g ist. Fiir jeden Vektor € R™' im e-approximativen
Kern der Matrix A = (vy41,v1,...,v,) mit ||z]], <1 gilt nun

[ Azl = [[(A=A)zly < [|A = Acll < [D =D, <e.
Ist die erste Komponente x; von x dabei von Null verschieden, so ergibt sich

lorer = (oo o) (=2, =), < o - A=), < 5

Genauer gilt das Folgende.

Satz 3.5.8. Sei A € Mat,, ,(R) mit Singuldrwertzerlegqung A = UDVT, & > 0 und seien
S1, ..., Sk diejenigen Singuldrwerte von A, die echt grofier als € sind.

a) Es gilt min{||A — B||, | B € Mat,, ,(R),rank(B) < k} = [|A —UD V|, = Sk11.

b) Fir jede Matriz B € Mat,, ,(R) mit || A — B||, < ¢ ist die Dimension des Kerns
von B kleiner oder gleich dimg (apker(A4,¢)).

c) Die letzten n — k Spaltenvektoren vgyq, . .., v, von V bilden eine Orthonormalbasis
von apker(A,e), und es gilt || Av|l, <e firi=k+1,...,n.

Beweis. Siehe [10], Korollar 2.2. O

Mit den obigen Uberlegungen liisst sich nun eine approximative Version des Algorith-
mus aus Korollar 3.4.6 angeben. Dabei betrachten wir wieder alle Terme eines Grades
simultan und berechnen die Zeilenstufenform der Matrix, deren Zeilenvektoren eine Or-
thonormalbasis des approximativen Kerns der zugehorigen Auswertungsmatrix bilden.
Hierzu verwenden wir eine numerisch stabile Version des Gauss-Algorithmus mit Pivot-
suche, wie sie auch in [10], Theorem 3.1 zu finden ist. So kommen u.a. nur diejenigen
Eintrage als Pivotelemente in Frage, deren Betrag grofler als € ist, wobei €’ ein zusétzli-
cher, frei wiahlbarer Parameter ist. Zudem werden fiir jedes neu bestimmte Polynom von
G nur diejenigen Terme des Tréagers beriicksichtigt, deren Koeffizient im Betrag grofier
als €’ ist.

Satz 3.5.9. See m € Ny mit m < N, o eine gradkompatible Termordnung auf T}, und
seien e, € Ry. Wir betrachten die folgenden Instruktionen:

1) Setze g1 =1, G=0,r=d=1und M = (1,...,1) € Mat(y_m+1)s1(R).

2) Sei T = {t1,....,t;} C T die Menge aller Terme vom Grad d, die nicht in
{tLT,(g) |t € T, g € G} enthalten sind. Gilt T =0, so gib G aus und stoppe.

3) Forme die Matrix

A= ((“I’me(tj))jzl,...,l M)
mit t1 >, ty >, -+ >, t; und bestimme eine Orthonormalbasis vy, . ..,v, von
apker(A,¢e). Setze it = j; =1 und jo = --- = j, = 0.
4) Ist i > p, so fahre mit 5) fort. Ansonsten fahre wie folgt fort:
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i) Bestimme den Index j € {i,...,p} mit |v;;,| = max{|vg;,| | k=1,...,p}. Gilt
|vj,| < €', so ersetze vy, ..., v durch Null, erhéhe j; um Eins und fahre
mit 4) fort.

i) Ersetze vy, fir k € {1,...,p}\{j} durch v, — v,

Vi

i11) Ersetze vy, durch ooy Jir jedes k € {1,...,p} mit ||vgl|l, > 1.
2
iv) Vertausche v; und v;, setze ji1 = ji + 1, ersetze i durch i +1 und fahre mit

4) fort.

5) Ersetzevjy, firj=1,...,pundk=1,... 1+ durch Null, falls |v| < &' gilt. Fir
jedes j € {1,...,p} mitv; # (0,...,0) fige das Polynom Z?;’"l Vit 2u G hinzu.
Ersetze M durch (Un_p(t;)jeq M) mit T ={1,....i\{j1,..,Jp}. Ersetzer
durch r + |J| und fahre mit 2) fort.

Dies ist ein Algorithmus, der nach endlich vielen Schritten eine Menge G ausgibt, so
dass fiir jedes g € G gilt

1 (g™l < (e + &' deg(g)*/s dimg (D /1)) - #G
mit 0 < k<N —m.

Beweis. Fiir jede Spalte ¥y_,,(t) der Matrix M gilt ¢t € T, \ LT,{/,,}. Also sind die
Spalten von M stets linear unabhéngig, und es kann M nur endlich oft vergroflert
werden. Nach Dicksons Lemma kann auch G nur endlich oft erweitert werden. Also
terminiert der Algorithmus.

Sei nun g € G und vy,...,v, die Orthonormalbasis in Schritt 3) fiir d = deg(g).
Mit Schritt 4) erhalten wir eine Matrix V € Mat,;,,(R) in Zeilenstufenform, in der
der Koeffizientenvektor ¢ von g als Zeilenvektor vorkommt. Ist dabei das Pivotelement
in i) im Betrag stets grofler oder gleich €', so ist ¢ ein Element von apker(A,¢), d.h.
c=ayv + - + a,pv, fir gewisse ay, ..., a, € [-1,1] und

p
1(g" Dy < NUN—m(9)lly = | Acly < D lai] - [ Avill, < ep

i=1

fiir k = 0,...,N — m. Andernfalls weicht der Wert || ¢(g™)]|, fiir jedes Pivotelement
vj;, mit Betrag kleiner als ¢’ davon um hochstens ¢'p ||7,b(zf§k))||2 < e'pdeg(g)*+/s ab. Da
Eintrédge in hochstens so vielen Spalten auf Null gesetzt werden kénnen, wie die Menge

T, \ LT,{I,} Elemente hat, ergibt sich insgesamt

14:(g")ly < ep + 'pdeg(9)*V/s dimp(Dy/Ln).
Wegen p < #G folgt daraus die Behauptung. n

Die Giite der Approximation hingt neben den Parametern ¢, ¢’ wieder vom Grad der
Polynome in G und von der Anzahl der gegebenen Punkte ab. Zudem spielt hier die
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Anzahl #G der gefundenen Polynome eine Rolle, die wiederum von ¢ und &’ abhéngt.
Die richtige Wahl der Parameter ist also von entscheidender Bedeutung. Sie sollten
insbesondere nicht zu klein gewéhlt werden, damit sich das Resultat noch vom exakten
Ideal I,, der Punkte unterscheidet.

Schliellich erfiillt auch die Ausgabe G des Algorithmus die Bedingung in Satz 3.5.5.
D.h. die Polynome in G approximieren die Elemente der reduzierten o-Grobnerbasis G

eines Ideals I, fiir Punkte, die in der Néhe der gegebenen liegen, wenn die Vektorrdume
D,,/(G) und D,,/{G) iibereinstimmen.

Beispiel 3.5.10.

a) Wir betrachten wieder die Funktionen ¢; : R — R, z — 2% und ¢, : R — R,

x — z° aus Beispiel 3.4.7 a). An den Stellen z; = 0, zo = 1 und 2, = —1 seien

nun die folgenden gestorten Daten gegeben:

1 1 2 2
o1(z:) palm) oM (@) 03 (@) ¢ (@) o8 ()

1 =0 0,02 0,03 0,03 0,04 1,95 0,06
Ty =1 0,97 0,98 1,96 2,94 1,93 9,92
r3=—1] 098 0,96 2,05 2,93 2,08 5,91

Wir folgen dem Algorithmus aus Satz 3.5.3 mit ¢ = 0,01. Dabei ergibt sich erst
fiir y5 eine Losung des zugehorigen Least Squares Problems, die die Bedingung in
Schritt 3) erfullt. Wir erhalten dadurch das Polynom

g1 =15 —0,07y; — 1,879y5 + 0,094y3 + 0, 882y, — 0, 026,

dessen Koeffizienten wir hier gerundet angeben. Trotz der Stérung der Funktions-
werte liegen wir damit nahe der Relation go = y5 — 2y3 + y» der exakten Punkte,
denn es ist ||g1 — g1]/< 0,08 - || g1 ||. Fiir ¢; gilt zudem die in Satz 3.5.3 angegebene
Fehlerabschétzung mit

(g1l < 0,0016  baw. [¢(g;")l, < 0,035.
Als Néchstes ergibt sich
g2 = y1 + 0,705y —0,023y5 — 1,679y2 + 0,035y, — 0,02

als Approximation des Polynoms g, = y; + %yé — gyg Dabei ist ||4(g2)|l, < 0,035
und ||1D(g§1))||2 < 0,033. Die Berechnung liefert schliefllich noch die Polynome

g5 = 5 +2,258y% — 0,088y — 5,288y2 + 0, Ly, + 0, 042

g1 =y Mys — 0,03y +0,735yF — 0,03y% — 2, 7592 + 0, 142y — 0, 002

g5 = (y\")? — 0,059y 43,0394 — 0,174y3 — 7,132 + 0,499y, — 0, 008.
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Diese approximieren die Polynome g3 = yél) + 2y5 — By2, Gy = ygl)yg + %y% — %yg

- 1
und gs = (y1”)? + Sys — Ly3.
Fiir die Funktionen ¢; = sin und ¢y = cos seien an den Stellen x1 = 0, x5 =

s
2
r3 =7 und x4 = 37” die folgenden Daten bekannt:

1 1 2 2
or() pa(x:) V() P (@) oD () o3 ()

=01 002 1,03 097 00l 003 -0095
098 002 001 -1,04 -102 -0,03
0,02 -0,97 -1,05 -0,01 -0,03 0,98
2y=37 097 003 005 1,03 1,02 0,01

To =

vl

3

T3 =

Im Vergleich zu Beispiel 3.4.7 b) ergibt sich mit dem Algorithmus aus Satz 3.5.9
mit ¢ = & = 0,1 das folgende Ergebnis. Fiir d = 1 erhalten wir als Singularwerte
der Matrix

1 1 1 1 0 0 0 0\"

0,02 0,98 -0,02 -0,97 0,97 -0,01 —-1,05 —-0,05
A=1 1,03 0,02 -0,97 -0,03 0,01 —-1,04 —-0,01 1,03
0,97 -0,01 -1,05 -0,05 0,03 —-1,02 —-0,03 1,02
0,01 -1,04 -0,01 1,03 -0,95 -0,03 0,98 0,01

gerade s1 = 2,88, 5o = 2,81, s3 = 2, s4 = 0,09 und s5; = 0, wobei wir wieder
gerundete Werte angeben. Fiir den e-approximativen Kern von A ergibt sich dann
apker(A, e) = (v1, v9)r mit

0,69 —0,15
0,15 0,69
vu=1 —0,16 bzw. wvy=1] —0,69
0,69 —0,15
0,01 0,03

Dies liefert die beiden Polynome
g1 = 0,69y5" + 0,15y, — 0, 15y, + 0,69y,
g2 = 0,7yt — 0, 7y,
Im Schritt d = 2 wird analog das Polynom
g5 =0,57y3 +0,6y7 — 0,57

und
g4 = 0,72y — 0,69y;
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im Schritt d = 4 berechnet. Nach Normierung erhalten wir also geeignete Ap-
: : =~ _ (1) =~ _ (1) s .2 2 _

proximationen der Polynome g1 = vy, + 41, G2 = y1’ — Y2, §3 = y5 + Y1 — L,

~ 4 _ .2

94 =Y1 — Y1-



Notationen

K[Il,...
K{y,...

D’n

F]ITTL
D(f)
Supp( f)
ord(f)

,x,|] Polynomring in den Unbestimmten z, ..
,Yn} differentieller Polynomring in den differentiellen Unbestimmten

., &, iber K

Y1, - - -, Yn Uber K

Menge der Derivate der differentiellen Unbestimmten vy, ..., v,
Menge der Terme in den differentiellen Unbestimmten vy, ..., y,
differentieller Tréger des differentiellen Polynoms f
Trager des Polynoms f

Ordnung des differentiellen Polynoms f

Gewicht des differentiellen Polynoms f

Menge aller Elemente in G der Ordnung kleiner oder gleich k
das von G erzeugte Ideal

das von G differentiell erzeugte Ideal

das Radikal von [

Grad des differentiellen Polynoms f

Leitderivat des differentiellen Polynoms f

Leitvariable des differentiellen Polynoms f

Initial des differentiellen Polynoms f

Separand des differentiellen Polynoms f

Menge aller Nullstellen des differentiellen Polynoms f
Verschwindungsideal der Punktmenge X

Dimension von D/

Ordnung des differentiellen Ideals I

differentielle Hilbertfunktion von D/I

differentielles Hilbertpolynom von D/I

differentiell lexikographische Termordnung bzgl. 7
Leitterm des differentiellen Polynoms f

Leitkoeffizient des differentiellen Polynoms f
Leitmonom des differentiellen Polynoms f

Leittermideal des differentiellen Ideals I

~v-te Komponente einer Filtrierung von R

assoziiert graduierter Ring von R bzgl. der Filtrierung &
Leitform des differentiellen Polynoms f
Leittformenideal des differentiellen Ideals I
Phantomgewicht des differentiellen Polynoms f
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